UNIVERSIDADE ESTADUAL PAULISTA

"JULIO DE MESQUITA FILHO"
CAMPUS DE SAO JOAO DA BOA VISTA
BACHARELADO EM ENGENHARIA ELETRONICA
E DE TELECOMUNICACOES

VITOR HENRIQUE ALBERTO

POSICAO DA PRIMEIRA CURVA INVARIANTE SPANNING NO GUIA DE ONDAS
PERIODICAMENTE CORRUGADO

Sao Joao da Boa Vista
2021



Vitor Henrique Alberto

POSICAO DA PRIMEIRA CURVA INVARIANTE SPANNING NO GUIA DE ONDAS
PERIODICAMENTE CORRUGADO

Trabalho de Graduacao apresentado ao Conselho
de Curso de Graduac¢do em Engenharia Eletronica
e de Telecomunicac¢des do Campus de S@o Jodo da
Boa Vista, Universidade Estatual Paulista, como
parte dos requisitos para obtencdo do diploma de
Graduagdo em Engenharia Eletronica e de Teleco-

municagdes .

Orientador: Prof® Dr. Juliano Antonio de Oliveira

Sao Joao da Boa Vista
2021



Alberto, Vitor Henrique
A334p Posicdo da primeira curva invariante spanning no guia de ondas
periodicamente corrugado / Vitor Henrique Alberto. -- S&o Jodo da
Boa Vista, 2021

32p. il

Trabalho de conclusdo de curso (Bacharelado - Engenharia de
Telecomunicagdes) - Universidade Estadual Paulista (Unesp), Campus
Experimental de Séo Jodo da Boa Vista, Sdo Jodo da Boa Vista

Orientador: Prof° Dr. Juliano Antonio de Oliveira

1. Guias de ondas. 2. Sistemas ndo lineares. 3. Comportamento
caotico nos sistemas. . Titulo.

Sistema de geragdo automatica de fichas catalogréaficas da Unesp. Biblioteca do Campus
Experimental de S&o Jodo da Boa Vista. Dados fornecidos pelo autor(a).

Essa ficha ndo pode ser modificada.




UNIVERSIDADE ESTADUAL PAULISTA

"JULIO DE MESQUITA FILHO"
CAMPUS DE SAO JOAO DA BOA VISTA
BACHARELADO EM ENGENHARIA ELETRONICA
E DE TELECOMUNICACOES

TRABALHO DE CONCLUSAO DE CURSO

POSICAO DA PRIMEIRA CURVA INVARIANTE SPANNING NO GUIA DE ONDAS
PERIODICAMENTE CORRUGADO

Aluno: Vitor Henrique Alberto
Orientador: Prof® Dr. Juliano Antonio de Oliveira

Banca Examinadora:

- Prof®° Dr. Juliano Antonio de Oliveira (Orientador)

- Prof® Dr. Judlio César David da Fonseca (Examinador)
- Prof® Dr. Wilian Miranda dos Santos (Examinador)

A ata da defesa com as respectivas assinaturas dos membros encontra-se no prontudrio do aluno
(Expediente n° 090/2021)

Sdo Joao da Boa Vista, 07 de dezembro de 2021



Dedico esse trabalho aos meus pais, que sempre estiveram presentes em minha vida me dando forgas e

apoio para seguir em frente.



AGRADECIMENTOS

Inicialmente, gostaria de agradecer a Deus por sempre estar presente em minha vida, dando-me
for¢as e amparo nos momentos mais dificeis, sempre me ajudando a superar os obstaculos e trilhar o
caminho do bem.

Agradeco imensuravelmente aos meus pais, que sempre se desdobraram para me ajudar da melhor
forma possivel, com carinho, atencao e apoio em todos os momentos de minha vida.

Agradeco as amizades construidas na UNESP - SIBYV, por todo o apoio e troca de conhecimento ao
longo dos cinco de anos de graduacdo. Certamente, terei inimeras lembrangas que ficaram registradas
para sempre em minha memoria.

Por fim, agradeco imensamente ao meu orientador Professor Dr. Juliano Antonio de Oliveira, por

toda a dedicagdo, paciéncia e apoio durante o desenvolvimento desse trabalho.



Este trabalho contou com o apoio da(s) seguinte(s) entidade(s):

Processo n° 2018/14685-9, Fundagao de Amparo a Pesquisa do Estado de Sao Paulo (FAPESP), CNPq
- Conselho Nacional de Desenvolvimento Cientifico e Tecnolégico - Processos 303242/2018-3 e
421254/2016-5 e o presente trabalho foi realizado com apoio da Coordenagdo de Aperfeicoamento de
Pessoal de Nivel Superior — Brasil (CAPES) — Cédigo de Financiamento 001.



“Entrega o teu caminho ao Senhor; confia nEle, e Ele tudo fard.
(Salmo 37:5)



RESUMO

Neste trabalho, sera realizado o estudo do comportamento reflexivo de um feixe de luz que incide
entre dois espelhos, sendo um deles liso e outro periodicamente corrugado. O objetivo consiste em
analisar as propriedades dindmicas do sistema e explorar comportamentos regulares e cadticos de
orbitas, compreender a influéncia das condicdes inicias e do parametro de controle, além da constru¢ao
do espaco de fases composto por ilhas periddicas e um grande mar de caos limitado por curvas
invariantes spanning, que serdo obtidas de duas formas, analiticamente utilizando uma conex@o entre o
mapa padrdo e o modelo do guia de ondas periodicamente corrugado e computacionalmente através
de extensivas simulagdes numéricas. Além disso, os expoentes de Lyapunov serdo utilizados para
caracterizar o comportamento das drbitas cadticas. Para descrever a dindmica do modelo do guia de
ondas periodicamente corrugado serd utilizado uma mapeamento bidimensional discreto e ndo linear
que relaciona o angulo de reflexdo 6,, e o ponto de reflexao z,,, onde n indica a enésima reflexao do
feixe de luz no plano inferior. Com isso, pode-se obter a localizacao das curvas invariantes spanning
utilizando recursos analiticos, tal como métodos computacionais, constatando a influéncia do parametro

de controle § nesse resultado.

PALAVRAS-CHAVE: sistemas dinamicos; guia de ondas periodicamente corrugado; comportamento

cadtico; espaco de fases; curvas invariantes spanning.



ABSTRACT

In this work, the study of the reflective behavior of a light beam that falls between two mirrors will
be carried out one being smooth and the other periodically corrugated. The objective is to analyze
the dynamic properties of the system and explore regular and chaotic behaviors of orbits, understand
the influence of initial conditions and the control parameter, as well as the construction of a phase
space composed of periodic islands and a large sea of chaos limited by invariant curves spanning,
which will be obtained in two ways, analytically using a connection between the standard map and the
periodically corrugated waveguide model and computationally through extensive numerical simulations.
Furthermore, Lyapunov exponents will be used to characterize the behavior of chaotic orbits. To
describe the dynamics of the periodically corrugated waveguide model, will be used a discrete and
non-linear two-dimensional mapping that relates the reflection angle 6,, and the reflection point z,,,
where n show the n-th reflection of the light beam in the lower plane. With this, it is possible to obtain
the location of the invariant curves spanning using analytics resources, such as computational methods,

verifying the influence of the control parameter ¢ in this work.

KEYWORDS: dynamic systems; periodically corrugated waveguide; chaotic behavior; phase space;

invariant spanning curves.
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1 INTRODUCAO

Ao decorrer do tempo, diversos estudos cientificos tiveram avancos significativos, um deles €
referente a Teoria do Caos, que compde uma drea muito abrangente do conhecimento, proporcionando
uma ferramenta extremamente Util para a investigacdo e compreensdo de fendmenos em diversas
areas como (SOUSA; KLAFKE; BASSINI, 2020) a engenharia, matemética, dindmica de populacdes
bioldgicas, economia, laser, meteorologia, circuitos eletronicos, sistemas mecanicos, reacdes quimicas
(BOLTT] [2003)), medicina, ciéncias sociais, astronomia, dentre outros (FEY; ROSA| 2012).

Através de mapeamentos compostos por varidveis dindmicas e parametros de controle é possivel
realizar a descri¢ao de sistemas dindmicos. Ao alterar os parametros de controle o sistema podera
sofrer alteracdes, podendo assumir as seguintes comportamentos: (i) periddico (ii) quase-periddico
(ii1) cadtico (RAMOS, 2019). No caso (i) a dinamica se repete em intervalos de tempo bem definidos,
refletindo previsibilidade e regularidade da dinamica em questdo. Em (ii) ndo se observa uma repeti¢ao
bem definida em intervalos regulares como em (i), nesse caso a evolu¢ao dindmica ocorre ao longo de
um conjunto compacto no espago de fases, ndo exibindo afastamento no decorrer do tempo, levando
em consideracdo duas configuragdes inicias proximas. Por fim, um sistema € classificado como cadético,
quando o mesmo apresenta sensibilidade as condi¢des iniciais, isso quer dizer que duas condicdes
iniciais proximas se afastam exponencialmente uma da outra ao decorrer do tempo (COSTA,[2014),
acarretando em falta de previsibilidade de acordo com a evolugdo do sistema (RAMOS| 2019).

Embora existam relatos que os primeiros estudos sobre sistemas dinamicos se deram por volta do
século XV e XVI, seu progresso veio através de Issac Newton e suas leis de movimento, trazendo
mudangas na modelagem matematica (LEONEL, 2019). Avancando para o final do século XIX,
o matematico e astronomo franc€s Henri Poincaré, com toda a sua genialidade (AGUIAR, |1994))
foi um dos primeiros cientistas a descrever o fendmeno do caos, ao realizar o estudo do Sistema
Solar, denominado problema dos trés corpos, pois se considerava que o Sol e Jupiter atuariam
gravitacionalmente em uma terceira massa, dessa forma, Poincaré descobriu que o comportamento
geral de um corpo sob a influéncia gravitica de outros dois muito mais pesados era irregular (FISICA,
2010), verificando que Orbitas apresentavam sensibilidade a pequenas variacdes das condicdes iniciais
(FiSICAL 2010).

Posteriormente em 1960, os estudos na area de comportamento cadtico em sistemas complexos
(RAMOS, 2019) voltaram a ficar em evidéncia através do matemético e meteorologista Edward Lorenz,
quando percebeu que ao desconsiderar algumas casas decimais em seus cdlculos, suas previsoes sofriam
alteracdes significativas, surgindo entiio a mundialmente conhecida frase metaférica: “E como se o
bater das asas de uma borboleta no Brasil causasse, tempos depois, um tornado no Texas”, fomentando
ainda mais o interesse da comunidade cientifica sobre sistemas cadticos (SOUSA; KLAFKE; BASSINI,
2020).

Neste trabalho, serd realizado o estudo do comportamento reflexivo de um feixe de luz que incide
entre dois espelhos, sendo um deles liso e outro periodicamente corrugado. A dindmica serd descrita

analiticamente através de mapas discretos, possibilitando a constru¢@o do espaco de fases e a andlise
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em relacdo ao comportamento do sistema.

1.1 OBIJETIVOS

Considerar um guia de ondas periodicamente corrugado a fim de explorar comportamentos regulares
e cadticos de drbitas. Construir o espaco de fases para analisar o comportamento do sistema. Para isso
serd realizada uma conexao do modelo com o mapa padrio para localizar analiticamente a posi¢ao da
primeira curva invariante spanning. Além disso, extensivas simulacdes numéricas serdo implementadas

para localizar a posi¢do da primeira curva invariante no espaco de fases.

1.2 ORGANIZACAO

Para melhor expressar nossas intencdes, organizamos nosso trabalho da seguinte forma: O Capitulo
[2]é composto pela revisdo tedrica que engloba os principais assuntos abordados no trabalho, como
sistemas dinamicos lineares e ndo lineares, dindmica de bilhares, curvas invariantes spanning, o mapa
padrio e expoentes de Lyapunov.

Ja o Capitulo [3] aborda de maneira objetiva o modelo geométrico e os aspectos cruciais para a
descri¢do da dindmica do guia de ondas periodicamente corrugado, de modo que seja possivel construir
o espaco de fases e observar ilhas periddicas, um grande mar de caos e curvas invariantes spanning.

O Capitulo @] apresenta o cdlculo dos expoentes de Lyapunov, possibilitando a realizagdo de uma
breve andlise sobre o comportamento das Orbitas cadticas.

O Capitulo [5] apresenta o desenvolvimento analitico utilizado para a obtengdo da posi¢do da
primeira curva invariante no espacgo de fases, tal como a localizacdo da posi¢do da primeira curva
invariante spanning no espago de fases, através de extensivas simulacdes numéricas, possibilitando
explorar comportamentos regulares e cadticos de drbitas.

Por fim, o Capitulo[6|contempla as consideracdes finais decorrentes do desenvolvimento do trabalho

proposto.
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2 REVISAO TEORICA

2.1 SISTEMAS DINAMICOS LINEARES E NAO LINEARES

Os primeiros relatos que se tem das investigacOes sobre sistemas dinamicos datam dos séculos
XV e XVI e estao particularmente relacionados com o estado da mecanica celeste (LEONEL, 2019).
Entretanto, a modelagem matematica de um sistema evoluindo no tempo sé teve progressos com Issac
Newton e suas leis de movimento (LEONEL] 2019). Em um sistema dindmico existe uma relacao
matemadtica que, a partir do conhecimento de um estado configuracional em um determinado instante,
geralmente caracterizado com condig¢@o inicial do sistema, € possivel obter o estado em um instante de
tempo posterior (LEONEL), 2019). Um estado fornece a caracterizacio da configuracdo de um sistema
em um dado instante (LEONEL, 2019).

Um sistema dindmico pode apresentar comportamento linear, descrito por equacdes com poténcias
de primeira ordem. Por outro lado, sistemas dindmicos nao lineares, sdo caracterizados por equagdes
que apresentam poténcias diferentes de um, tal como fun¢des seno, exponencial, cosseno, dentre outras,
além disso, podem apresentar dependéncia de mais de uma varidvel. Cabe ressaltar que as equagdes
ndo lineares nao estio limitadas a sistemas mecanicos descritos pelas equacdes de Newton, ja que
podem englobar sistemas elétricos/eletronicos compostos por elementos de circuitos que apresentam
caracteristicas nao lineares, como diodos, transistores, além de sistemas relacionados a fluidos, sistemas
lasers, a propria mecanica celeste (LEONEL, [2019), estatistica e probabilidade (FILDER-FERRARA
PRADO, [1994).

2.2 DINAMICA DE BILHARES

Outro ponto importante que merece aten¢do € a dindmica de bilhares, descrita como uma particula
ou conjunto ndo interagente delas se movendo no interior de uma fronteira fechada e colidindo com as
paredes rigidas da estrutura que compde a regido que comporta as particulas. Para descrever problemas
dessa natureza, usualmente se emprega mapeamentos nao lineares (LIEBERMAN; LICHTENBERG,
1992)), em relacd@o as varidveis que descrevem a posicdo da particula na fronteira bem como sua
orientacdo apds o impacto. A apresenta o esbog¢o de uma dindmica de bilhar planar descrita
pelas variaveis (6,,,cv,), onde 6,, corresponde a posi¢do da particula e v, indica o angulo formado entre
a trajetoria da particula em relagdo ao vetor tangente a fronteira na posicao 6,, (LEONEL, 2019). O
subindice n indica a enésima colisdo ocorrida (LEONEL][2019).

De maneira andloga, o guia de ondas periodicamente corrugado estudado nesse trabalho apresenta
0 mesmo comportamento, ja que o feixe de luz incide entre dois espelhos (fronteira), sendo no caso
um liso e outro periodicamente corrugado.

Os bilhares podem ser divididos basicamente em trés classes, sendo elas: (i) bilhares integraveis (ii)
bilhares ergddicos e (ii1) bilhares mistos (LEONEL! 2019). A primeira classe apresenta caracteristicas
periddicas ou quase-periddicas quando analisado o espaco de fases (RABELO, 2008)), estando a

integrabilidade relacionada a conservagao de energia mecanica e momento angular quanto ao bilhar
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Figura 1 — Esbo¢o de um bilhar e das varidveis usadas em sua descri¢dao

Fonte: Imagem retirada de (LEONEL! 2019).

circular sendo que o mesmo acontece similarmente com o relacao ao bilhar eliptico, no entanto em
relacdo aos focos da fronteira (LEONEL, 2019). No caso da classe (ii), levando em consideracao
determinada combinagdo de parametros de controle e evoluindo apenas uma condicao inicial € possivel
preencher todo o espacgo de fases (RABELO, [2008). O bilhar de Sinai e bilhar de Bunimovich sao
exemplos do tipo (ii) (LEONEL, 2019). Ja o caso (iii), corresponde a uma estrutura no espaco de fases
em que dependendo dos parametros de controle e das condi¢des iniciais empregadas, o espago de fases
exibe uma estrutura diversificada, composto por uma mar de caos limitado pelas curvas invariantes
(em alguns casos denominadas tori invariantes), além de ilhas KAM (Kolmogorov-Arnold-Moser)
(LEONEL 2007).

2.3 MAPA PADRAO

O mapa padrdo € outro ponto que merece destaque, trata-se de uma mapeamento discreto e nao
linear, onde as duas varidveis dindmicas (/,/) mantém uma relacdo de ndo linearidade através da

funcdo periddica seno, conforme a equagdo [I| (LEONEL), 2019).

Iy = [I, + Ksen(6,)] mod 27 W

Opi1=[0n + I,11] mod 27
O parametro de controle representado por K indica qual a intensidade da ndo linearidade. Para o
caso em que K = 0, a primeira equagdo pode ser reescrita como [,,y; = [,, = I, com isso a varidvel
se mantém preservada e o mapa € integravel. Quando K # 0, a varidvel dinamica I passa a possuir ndo
linearidade associada a fungdo periddica seno, podendo apresentar valores distintos de acordo com
as iteracoes realizadas, assim o mapa se torna nao integravel. Com isso, tem-se que o parametro de

controle K € responsavel por controlar a transi¢cao entre integravel e nao integravel (LEONEL, 2019).

2.4 CURVAS INVARIANTES SPANNING

Conhecer a posic¢ao da primeira curva invariante spanning € uma ferramenta extremamente util,

possibilitando analisar comportamentos regulares e cadticos de orbitas e compreender como a variagdao
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de diferentes parametros de controle afetam o espago de fases (LEONEL, 2019). Abaixo da curva
invariante spanning nota-se comportamento cadtico. Acima da curva pode haver a presencga de caos,
porém a dindmica se apresenta cada vez mais regular (LEONEL, [2019).

Em determinados mapeamentos, uma opcdo para obter a posi¢cao da primeira curva invariante
trata-se da utilizagdo do mapa padrdo através de sua propriedade apresentada anteriormente, onde
dependendo do pardmetro de controle ocorre a transi¢cdo de caos local para caos global (LEONEL,
2019). O processo analitico é¢ bem extenso, e estd apresentado em detalhes na segio|[5.1] deste trabalho,
onde ocorre a conexdo entre o mapa do guia de ondas periodicamente corrugado e o mapa padrao,

permitindo a localiza¢do da primeira curva invariante.

2.5 EXPOENTES DE LYAPUNOV

O célculo dos expoentes de Lyapunov (\) constitui uma importante ferramenta para caracterizacao
do comportamento das 6rbitas cadticas (RAMOS, 2019). A ilustra o conceito, mostrando que
ao evoluirmos duas Orbitas no tempo com condi¢des iniciais proximas, no caso &y € Ty + g, 0Corre
o afastamento exponencial em relagdo as condi¢des iniciais (PERRE, 2017). Além disso, para uma
solugdo cadtica € necessdrio que ao menos um expoente de Lyapunov calculado seja positivo (y > 0)
(PERRE, 2017; FILDER-FERRARA; PRADO, [1994).

Figura 2 — Ilustragcdo do afastamento exponencial entre duas condi¢des iniciais proximas

_,I'-’I:..l'n + up)

Fonte: Imagem retirada de (SANDRI, [1996).

O desenvolvimento analitico utilizado no cdlculo dos expoentes de Lyapunov estd apresentado no

Capitulo ] sendo aplicado no mapa do guia de ondas periodicamente corrugado.
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3 MODELO UTILIZADO NA DESCRICAO DO GUIA DE ONDAS PERIODICAMENTE
CORRUGADO

O modelo consiste na dindmica do comportamento reflexivo de um feixe de luz que incide entre
dois espelhos, sendo um deles liso e outro periodicamente corrugado. Uma das superficies € paralela
ao eixo das abscissas em y = 0, enquanto a outra é periodicamente corrugada descrita matematicamente
POr Yy = yo + d cos(kz) (RABELO, 2008). Onde, ¥, corresponde a distincia média entre as duas
superficies, d é a amplitude da corrugacdo e k o nimero de onda (RABELO, 2008)). Cabe ressaltar que
o mapeamento sofre iteracdo sempre que o feixe de luz incide sobre a fronteira plana, evitando assim a

ocorréncia de reflexdes sucessivas. (RABELO, 2008)). O modelo geométrico que descreve o modelo

estd ilustrado na|Figura 3|.

3?! \')| B;'z +1

#
Xan Xn Tnt1

Figura 3 — Geometria do guia de ondas periodicamente corrugado

A partir do modelo acima, visa-se a obten¢do de um mapeamento 7'(6,,, x,,) = (0,11, Tp11) €m
que n corresponde a enésima reflexdo do feixe de luz com a superficie inferior. Com isso, uma vez
fornecidas as condigdes iniciais (#,,, x,,), torna-se possivel obter a nova posicdo e o novo angulo (6,1,
Tp+1) através de recursos estritamente geométricos, conforme apresentando na[Figura 4/ (RABELO,
2008).

Tomando a primeira parte da trajetoria do feixe de luz € possivel obter

d kx;
vz = Yo + d cos(kx}) ' 0
On
J4 a segunda parte da trajetdria do feixe, € descrita pela seguinte equagado
d kx
pyr -, = 0L o) @)

en—l—l

sendo x* a varidvel que fornece a posicao exata do feixe de luz refletido com a superficie periodicamente
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{ -

e e e —— —— - ———

.1- P.' l.' n .I- n + 1

Figura 4 — Detalhamento da trajetéria do feixe antes e ap0ds a reflexdo com as fronteiras do guia de
ondas

corrugada. Além disso, o angulo #,, é dado por

On1 =0 — 24, 3)

sendo v, a inclinag@o da superficie corrugada em = = x obtido através da tan(v,(x)) = dy(x)/dx =
—dk sen(z). Cabe ressaltar que x; pode ser obtido apenas numericamente, através da solucéo da
equagdo|I]

No estudo realizado, serdo assumidos valores pequenos para a amplitude de corrugacgao d, desse
modo, uma versao simplificada do modelo serd considerada. Inicialmente, serdo utilizadas duas
aproximagdes para o modelo. Assumindo que a superficie possui uma corrugagdo muito pequena,
tem-se que, yo + dcos(kx) ~ yo. Neste caso, considerando o limite da corrugacdo da superficie,
utiliza-se tan(v,) =~ v,, (RABELO,[2007).

Assumindo as aproximacdes acima, percebe-se que quando a amplitude da corrugacgdo € nula, o
sistema € integravel e para esta situacdo somente linhas paralelas sdo vistas no espacgo de fases. Porém,
para d # 0, o sistema € ndo integravel e uma estrutura mista no espago de fases pode ser observada,
contendo ilhas KAM circundadas por um mar caético que € delimitado por um conjunto de curvas
invariantes spanning. Com isso, tem-se que a transi¢do de integravel para ndo integrdvel depende do
parimetro de controle d (LEONEL, 2007). E interessante definir algumas varidveis apropriadas, sendo
elas: § = d/yo, Yo = On/k e X,, = kx,,/yo. A partir de entdo, utilizando essas novas varidveis, pode-se

escrever o mapa que descreve simplificadamente o comportamento dindmico do sistema, conforme a
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equagdo 4 (RABELO, 2008))

_ 1 1
T X'n,—l—l — [Xn + ’Y_n + 7"+1i| mod 27 (4)

Ynt1l = Yn + 20 sen [Xn + ,%ni|

E possivel notar que a varidvel § serd o parAmetro de controle responsdvel por caracterizar a
intensidade da ndo-linearidade. A apresenta o resultado obtido através da itera¢do do
mapeamento 4 (RABELO, [2008). Conforme pode ser visto, o espago de fases é misto, composto por

um grande mar de caos delimitado por duas curvas invariantes spanning (positiva e negativa) além de
ilhas KAM (RABELQ, [2008). O processo utilizado para obten¢do desta figura estd descrito na se¢io
5.2

(b)

Figura 5 — Espaco de fases gerado por 10* iteragdes do mapalé—_ll utilizando os parametros de controle:
@d=2x10"2%2ed)d=2x10"3
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4 INVESTIGACAO DO COMPORTAMENTO DE ORBITAS CAOTICAS UTILIZANDO
OS EXPOENTES DE LYAPUNOV

Neste Capitulo, apresentaremos os cdlculos aplicados para obtencdo dos expoentes de Lyapunov
em relagdo ao mapeamento que descreve a dindmica do guia de ondas periodicamente corrugado. Em
casos bidimensionais, os expoentes de Lyapunov para drbitas cadticas podem ser obtidos de acordo
com a seguinte expressao (LEONEL, 2019; PERRE! 2017

1
Aj = lim —In[A%] j =1,2, (1)

n—oo N,

sendo A™ os autovalores da matriz M = [[_, Ji(7, X) e J; a matriz Jacobiana do mapeamento
evoluida ao longo da 6rbita (PERRE] 2017). Nos calculos dos expoentes de Lyapunov se utiliza o

método de triangulagcdo das matrizes, sendo a matriz Jacobiana dada por (PERRE, 2017):

a(Xn-H) a(Xn-H)

_ 0X, OV
S = O(Ynt1)  O(Ynt1) ' @)
0X,, 0Vn

As derivadas parciais que compdem os elementos da matriz Jacobiana, sdo:

a(Xn+1>

=1
0X,, ’ 3)
(X, 1
W) 1 @
a(%ﬂrl) o 1
a—Xn—25COS Xn+—n , 5)
le—%cos Xn—f—i i . (6)
n WAL
Substituindo os resultados das equacdes [3} [ [5e [6]em 2] temos que:
1
1 T2
T= | TNy | @
20 cos (Xn + 7) 1 — 20 cos (Xn + —> {¥1

Com isso, o determinante da matriz Jacobiana pode ser obtido através da diferenca entre o produto

da diagonal principal e secundéria:



det(J) =

e S
= 1——Cos n —|——cos +—,
72 Tn

= 1.

e oo () [ e ()
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1
? )

®)

O teorema de Liouville estabelece que quando o determinante da matriz Jacobiana € 1 o sistema

€ caracterizado como conservativo, dessa forma o espaco de fases € preservado. Isso significa que

para regides de forma geométrica distintas dentro do espago de fases, a drea dessas regides nao serdo

alteradas (CARNEIRO, 2018)).

Para a construgdo da|Figura 6| foram realizadas 5 x 10® de iteragdes para garantir a convergéncia

dos expoentes de Lyapunov. Foram utilizadas cinco pares de condicdes iniciais distintas, conforme

destacado na|[Figura 6 Embora em alguns pontos as curvas apresentem certa oscilacdo, ¢ possivel

notar claramente que todas convergem para um valor positivo, sendo o valor médio A = 1,19(3) com

desvio padrao 3. Portanto, como os expoentes de Lyapunov sdo positivos, nota-se a existéncia de

Orbitas cadticas.

2
1.8
1.6

1.4}
<

1,2

0.8F

0,6

2
X0=10

-3
X,=10

2
X,=10

X,=1,5x10°
X,=1,5x10°

A=1,19(3)

0 1><108

2><108

3x10°

n

4><108

5><108

Figura 6 — Convergéncia dos expoentes positivos de Lyapunov obtidos através da evolucao de cinco
Orbitas para o modelo do guia de ondas periodicamente corrugado. O parametro de controle

utilizado foi: § = 1072
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5 LOCALIZACAO DAS CURVAS INVARIANTES SPANNING

5.1 OBTENCAO ANALITICA DA POSICAO DA PRIMEIRA CURVA INVARIANTE SPANNING

Apresentado o modelo utilizado para descrever o guia de ondas periodicamente corrugado, parti-
remos para o método que serd empregado para localizar a posi¢ao das curvas invariantes spanning,
que consiste em realizar a conexao entre o modelo do guia de ondas e o mapa padrao, apresentado na

equagcdo[I] muito utilizado para caracterizar a dindmica de rotores discretos (FEUDEL et al., [1996).

5 L1 = [I, + Ksen(6,)] mod 27 | "
Opni1 = [0n + I,11] mod 27

Nesse mapa o parametro de controle € representado por /', além disso as duas varidveis dindmicas
sdo definidas dentro do intervalo 0 a 27. Esse modelo possui uma interessante propriedade pelo fato de
apresentar a transi¢do de caos local para global condicionada pelo parametro de controle K (LEONEL,
2019). O ponto critico que marca esta mudanga de comportamento € K. = 0.9716... (LIEBERMAN;
LICHTENBERG, 1992)). Dessa forma, no caso em que K < K. o espaco de fases apresenta curvas
invariantes spanning circundando diferentes partes do espago de fases (LEONEL| 2019). No entanto,
para K > K. todas as curvas invariantes spanning sao destruidas e o mar de caos se difunde sobre o

espaco de fases (LEONEL, 2019).
O espago de fases gerado pela iteracdo da equacdo [I| considerando 4 diferentes pardmetros de
controle, sendo eles: (a) K =0,5; (b) K =0,75; (c) K =0,97 e (d) K =2, estd apresentado na[Figura 7]
Vemos que para K > K, conforme a figura (d), as curvas invariantes nao existem no
espaco de fases. O processo analitico utilizado na conexao do mapa padrao com o guia de ondas
periodicamente corrugado consiste basicamente em supor que préximo as curvas invariantes spanning,

as quais limitam a dimens@o do mar de caos, o angulo de reflexdo pode ser escrito como

Tn+1 = ’7* + A’yn+1 ) (2)

onde, v+ é um valor tipico do dngulo de reflexdo ao logo da curva invariante spanning e A, ., é uma

pequena perturbacdo do dngulo (RABELO, 2008). Definindo Z,, = X,, + 1/7,, podemos reescrever a
primeira equagdo do mapeamento 4| apresentado no Capitulo 3|, como
2

Zn+1 - Zn + . (3)
Yn+1

Usando a equacdo 2| podemos reescrever a equagdo [3|como

2 ANV
Zyir = Zn + > [1 + %] : 4)
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Figura 7 — Espaco de fases obtido para o mapa padrao adotando os seguintes parametros de controle:
(a)K=0,5(b)K=0,75; (c) K=0,97e (d) K=2

Fonte: Imagem retirada de (LEONEL, [2019).

Expandindo a equacdo 4] em série de Taylor, tem-se que

A 2
1—é%ﬂ+oci§)]. (5)
Y Y

2
Zn+1 = Zn+ .
7

Considerando apenas os termos de primeira ordem, é possivel reescrever a equagdo [5|como

2 A
zm:a+?b—ﬁ$}. (6)

A segunda equagio do mapeamento [ que descreve o modelo do guia de ondas periodicamente

corrugado pode ser reescrita como

Y HA, =7+ A, +20sen(Z,) . (7)

Multiplicando ambos os lados da equagio [7] por -2/7*? e somando 2/y* em ambos os lados,
encontramos a seguinte equagao
2A 2

L= ——35%+ = . (®)
g g
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Introduzindo agora ¢,, = Z,, + m, pode-se reescrever o0 mapeamento 4 do Capitulo 3 como

49
[n-i-l = [n + (F) Sen(¢n)

¢n+1 = ¢n + [n+1

Nesse ponto é possivel notar que o mapa padrao descrito pela equacio[I]e o mapeamento [9sao

Spns €))

equivalentes, existindo um pardmetro de controle efetivo K¢ descrito por (LEONEL, |2019)

40

7*2 ’

Kepp = (10)

Com isso, a localizag¢do da primeira curva invariante spanning deverd ocorrer na transi¢do de caos

local para global em K ¢ ~ 0.971..., de acordo com a equacdo abaixo (RABELO, [2008)

J

o +2.0296 x 6. (11)

v 42

Dessa forma, € possivel notar que a dimensao mar de caos definida por ambos os lados positivo e
negativo, sendo proporcional a Vo (RABELO, 2008)).

52 OBTENCAO DA POSICAO DA PRIMEIRA CURVA INVARIANTE SPANNING ATRAVES
DE SIMULACOES NUMERICAS

Nesta secdo, apresentaremos os procedimentos computacionais utilizados no estudo do guia
de ondas periodicamente corrugado, permitindo explorar a dinamica do sistema. A primeira parte
desenvolvida foi direcionada a implementacdo de uma rotina que fosse capaz de gerar o espaco de fases
descrito pelo mapeamento 4] apresentado no Capitulo [3] Nesse momento, apenas uma condigio inicial
e 100 iteragcdes foram utilizadas para gerar cada um dos espacos de fases apresentados na

No caso da (a) a seguinte condigdo inicial foi utilizada: vo = 1073 e Xy, = 1073, jd o
parametro de controle foi fixado em § = 2 x 1072

A (b) foi plotada a partir de uma condicao inicial extraida da regiao do espacgo de fases
Figura 8| a) que apresenta comportamento regular. Esses valores sdo: vo = 4,07122 ¢ X, = 0, 330537,
assumindo o parAmetro de controle § = 2 x 1072,

Jdna (c) foi utiliza a condigdo inicial: 79 = 1072 ¢ Xy = 1072 e 0 parAmetro de controle
foi fixadoem § = 2 x 1073,

Por fim, a[Figura 8|(d) foi construida similarmente a [Figura §(b), no entanto a condi¢do inicial
foi retirada de uma regido regular da|Figura §(c). Os valores selecionados foram: vy = 3,18417 e
Xo=0,0634491 e § = 2 x 1073.

Através dessa simulagdo numérica inicial, foi possivel observar a influéncia do pardmetro de

controle, evidenciada pela diferenga entre os mapas [Figura 8{(a) e |Figura §|c). Além disso, aplicando

condi¢des iniciais de regides onde o caos ndo estd difundido no mapa que modela o guia de ondas

periodicamente corrugado, pode-se notar detalhadamente a existéncia de Orbitas periddicas nessa
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Figura 8 — Espaco de fases do modelo simplificado do guia de ondas para os parametros de controle:
(@),b)d=2x10"2e(c),(d)d=2x 1073

situagdo, no entanto cabe salientar que uma pequena variagdo nas condi¢des iniciais pode levar a
comportamento que se afastam exponencialmente, caracterizando o caos.

Posteriormente, uma nova rotina foi desenvolvida, similarmente a apresentada acima, porém, ao
invés de um uma condig¢do inicial foram empregadas 250 condi¢des geradas dinamicamente e iteradas
10%, para ambos os parimetros de controle: § = 2 x 1072 e § = 2 x 10~2. O resultado dessa simulagio
¢ a[Figura 5| que estd apresentada no Capitulo[3] A geracdo das condigdes foi implementada de acordo
com trés parametros, sendo eles: o valor inicial e final para a varidvel dindmica v além do passo
utilizado. O mesmo procedimento foi utilizado para a varidvel dindmica X. Nessas circunstancias um
espaco de fases mais complexo foi obtido, contendo ilhas periddicas além de um grande mar de caos
circundado por curvas invariantes spanning.

Nesse sentido, o objetivo da proxima simulagdo foi de identificar graficamente a localizacdo da
primeira curva invariante spanning positiva e negativa conforme a[Figura 9(a) e a[Figura 9{b). O
procedimento utilizado consistiu em obter a estimativa dos valores mdximos € minimos da curva
invariante spanning para a variavel dindmica -, utilizando os parAmetros de controle 6 =2 x 1072 ¢
d = 2 x 1073. Essa combinagdo de valores sdo justamente os pontos que descrevem a curva invariante.
Utilizando uma ferramenta de plotagem adequada foi possivel sobrepor esses pontos com a[Figura 5|e

obter o espaco de fases apresentado na|[Figura 9, onde as curvas invariantes aparecem destacadas em
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vermelho.

Na sequéncia, uma nova simulacao numérica foi desenvolvida a fim de obter uma expressdao mate-
matica que descrevesse a localizac¢ao das curvas invariantes spanning. Utilizando a rotina desenvolvida
para construcdo da[Figura 9] realizou-se a obtencdo da estimativa dos valores maximos e minimos
da varidvel dindmica v respectivos a trinta e seis diferentes valores para o parametro de controle,
nos seguintes intervalos: § = 1 x 107% até § = 9 x 107>, com passo de 1075; § = 1 x 107* até
§=9x10"% compassode 1074 =1 x 103 até 6 = 9 x 1073, com passode 103 e d =1 x 1072
até § = 9 x 1072, com passo de 1072. Em posse dessa base de dados, foi possivel plotar uma grafico
de Ymaz por 9, com escala logaritmica em ambos os eixos. Utilizando uma lei de poténcia dada por:
Ymaz = A x 8%, onde A é o coeficiente da lei de poténcia, § o pardmetro de controle do mapa que
descreve o guia de ondas e /3 o expoente da lei poténcia, foi possivel aproximar a curva tracejada

composta pela interligag¢do dos circulos, através da seguinte expressao:

Vmaz = A X 58 = 2, 6683 X 50,529(4) ‘ (12)

Comparando o resultado original acima com a equagao [ 1] apresentada na secdo [5.1] de acordo
com (RABELO, 2008)), pode-se notar grande proximidade entre os resultados, sendo as diferencas
numéricas atribuidas a pequenas flutuagdes quanto aos pontos utilizados. Dessa forma, pdde-se validar

a simulacao desenvolvida visando a obtencao da primeira curva invariante spanning.
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Figura 9 — Localizagdo da primeira curva invariante no guia de ondas, utilizando os parametros de
controle: (a) d =2 x 1072e(b)d =2 x 1073
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Figura 10 — Aproximacao através de lei de poténcia para a equagdo que descreve a posicdo da primeira
curva invariante spanning
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6 CONCLUSAO

O foco inicial do trabalho consistiu em realizar o estudo do comportamento reflexivo de um feixe
de luz que incide entre duas superficies, sendo uma delas lisa e outra periodicamente corrugada. Antes
de partir para o desenvolvimento que descreve o comportamento do guia de ondas, foi necessario a
realizacdo de uma busca bibliogréfica a fim de compreender conceitos fundamentais para a descri¢do
de um sistema dinamico ndo linear, como o proposto. A partir de entdo, utilizando uma abordagem
geométrica e procedimentos matemaéticos foi possivel dar inicio ao desenvolvimento da caracterizacao
do modelo através de uma mapa bidimensional, composto pelas varidveis dindmicas X, -y € o parametro
de controle ¢, responsavel por caracterizar a intensidade da nao linearidade.

Em seguida, através do célculo dos expoentes de Lyapunov foi possivel analisar o comportamento
das drbitas cadticas, ja que para isso a0 menos um expoente deve ser positivo. No caso estudado, para
as cinco condigdes iniciais utilizadas se chegou a convergéncia no valor médio A = 1, 19(3), conforme
pode ser visto na [Figura 6 Além disso, ao realizar o cédlculo do determinante da matriz Jacobiana,
chegamos ao valor unitdrio, mostrando que o sistema € conservativo e preserva o espaco de fases,
conforme o teorema de Liouville.

Posteriormente, abordamos um método analitico visando obter a posi¢cdo da primeira curva invari-
ante spanning. Realizamos a conexao entre o mapa do guia de ondas e o mapa padrdo amplamente
conhecido na literatura. Esse modelo apresenta transi¢do entre caos local e global de acordo com o
parametro de controle K, sendo o ponto critico K, = 0,9176.... Quando K < K. o espacgo de fases
exibe curvas invariantes spanning delimitando as diferentes regides do espago de fases, no entanto
em K > K, todas as curvas invariantes spanning sao destruidas e o mar de caos se difunde por todo
o espaco de fases. Utilizando esses fundamentos e aplicando um longo desenvolvimento analitico,
foi possivel reescrever o mapeamento e obter em seguida uma expressao que descreve a posi¢cao da
primeira curva invariante, possuindo uma relacio de proporcionalidade dada por v/8, mostrando assim
a influéncia do parametro de controle.

Além disso, desenvolvemos originalmente extensivas simulacdes numéricas para obtengao da
primeira curva invariante spanning. Inicialmente uma rotina foi implementada em linguagem de
programacao Fortran a fim de gerar o espago de fases correspondente ao mapa que descreve o modelo
do guia de ondas, nesse caso, apenas uma condi¢do inicial foi utilizada, no entanto, proporcionou
importantes resultados, permitindo analisar a influéncia do parametro de controle J e visualizar
comportamentos regulares através de Orbitas periddicas obtidas através da evolucdo de condigdes
iniciais especificas. Aumentamos a complexidade da rotina ao utilizarmos 250 condig¢des inicias,
produzindo um rico espaco de fases composto por ilhas periddicas e um grande mar de caos circundado
por curvas invariantes spanning. Conseguimos entdo, apresentar graficamente a posi¢ao da primeira
curva invariante positiva e negativa, no espaco de fases. E por fim, apds a aquisi¢cdo de um grande
conjunto de dados, foi possivel através do software Xmgrace, realizar uma aproximacao por lei de
poténcia e extrair a expressdo correspondente a localizacdo da primeira curva invariante spanning.

Comparando o resultado analitico com o obtido numericamente, € possivel notar a grande proximidade
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alcancada, validando dessa forma toda a simulagdo desenvolvida. Com isso, podemos notar como a
utilizacdo correta de recursos computacionais pode proporcionar dinamismo e precisdo na obtenc¢do de
resultados sélidos.

Portanto, ao longo desse trabalho foi possivel explorar inimeros conceitos relacionados a sistemas
dindmicos, comportamentos cadticos e regulares, tornando evidente a aplicabilidade e dimensdo dessa
drea em inimeros seguimentos, como engenharia, biologia, economia, eletronica/elétrica dentre tantos

outros.
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