A
AVAVAY

unesp

UNIVERSIDADE ESTADUAL PAULISTA

Equacoes Diferenciais Fracionarias: Teoria e
Aplicacoes

Lorena Salvi Stringheta

INSTITUTO DE GEOCIENCIAS E CIENCIAS EXATAS

RIO CLARO
2026



UNIVERSIDADE ESTADUAL PAULISTA
“JULIO DE MESQUITA FILHO”
Instituto de Geociéncias e Ciéncias Exatas

Campus de Rio Claro

Lorena Salvi Stringheta

Equacoes Diferenciais Fracionarias:

Teoria e Aplicacoes

Dissertacdo de Mestrado apresentada ao Instituto de
Geociéncias e Ciéncias Exatas do Campus de Rio Claro,
da Universidade Estadual Paulista “Julio de Mesquita
Filho”, como parte dos requisitos para obtencao do ti-

tulo de Mestre em Matematica.

Orientadora
Profa. Dra. Marta Cilene Gadotti

Co-orientador

Prof. Dr. Luciano Aparecido Magrini
Rio Claro

2026



Stringheta, Lorena Salvi

S918e Equagdes diferenciais fracionérias : teoria e aplicagdes/ Lorena
Salvi Stringheta. -- Rio Claro, 2026
85p.

Dissertacdo (mestrado profissiona) - Universidade Estadual
Paulista (UNESP), Instituto de Geociéncias e Ciéncias Exatas, Rio
Claro

Orientadora: Marta Cilene Gadotti

Coorientador: Luciano Aparecido Magrini

1. Equactes diferenciais. 2. Existéncia, Teoremas de. 3. Célculo
fracionario. |. Titulo.

Sistema de geracdo autométi ca de fichas catal ograficas da Unesp. Dados fornecidos pelo autor(a).



Impacto potencial desta pesquisa

Este trabalho apresenta material didatico em portugués sobre teoria qualitativa de
equagoes diferenciais fraciondrias, incluindo existéncia e unicidade de solugdes para pro-
blemas de valores iniciais com derivadas de Riemann-Liouville e Caputo, além de abordar

a dependéncia continua e aplicagoes em fendmenos com memoria.

Potential impact of this research

This thesis presents instructional material in Portuguese on the qualitative theory of
fractional differential equations, including existence and uniqueness of solutions for initial
value problems with Riemann—Liouville and Caputo derivatives, as well as continuous

dependence and applications to memory-related phenomena.
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Resumo

Neste trabalho, apresenta-se uma introducao ao cédlculo fracionario, destacando-se
conceitos e ferramentas fundamentais para o estudo de equagoes diferenciais. Inicial-
mente, sdo abordadas fung¢oes importantes dessa teoria, como as fun¢des Gama, Beta e de
Mittag-Leffler, além da Transformada de Laplace. Em seguida, introduzem-se a integral
fracionaria de Riemann-Liouville e as derivadas fracionarias de Riemann-Liouville e de
Caputo, com énfase em suas propriedades, diferencas conceituais e exemplos ilustrativos.
Na sequéncia, estudam-se problemas de valor inicial associados a equacgoes diferenciais
fracionarias, com énfase em resultados de existéncia e unicidade de solugoes, envolvendo
as derivadas de Riemann-Liouville e de Caputo, bem como na dependéncia continua em
relacao aos dados iniciais para o caso da derivada de Caputo. Por fim, sdo apresentadas
aplicagoes envolvendo a equacao logistica e o modelo presa-predador de Lotka-Volterra,
com o propoésito de comparar os modelos classicos e fracionarios, evidenciando a relevancia

dessa abordagem na modelagem de fendomenos que incorporam efeitos de memoria.

Palavras-chave: Fun¢dao Gama. Funcao de Mittag-Leffler. Integral e Derivada fraciona-

ria de Riemann-Liouville. Derivada fracionaria de Caputo.



Abstract

In this thesis, an introduction to fractional calculus is presented, highlighting fun-
damental concepts and tools for the study of differential equations. Initially, important
functions of this theory are addressed, such as the Gamma, Beta, and Mittag-Leffler func-
tions, as well as the Laplace transform. Next, the Riemann—Liouville fractional integral
and the Riemann—Liouville and Caputo fractional derivatives are introduced, with empha-
sis on their properties, conceptual differences, and illustrative examples. Subsequently,
initial value problems associated with fractional differential equations are studied, with
emphasis on existence and uniqueness of solutions involving Riemann—Liouville and Ca-
puto derivatives, as well as continuous dependence on initial data in the case of the Caputo
derivative. Finally, applications involving the logistic equation and the Lotka—Volterra
predator—prey model are presented, with the purpose of comparing classical and frac-
tional models, highlighting the relevance of this approach in modeling phenomena that

incorporate memory effects.

Keywords: Gamma Function. Mittag-Leffler Function. Riemann-Liouville fractional

integral and derivative. Caputo fractional derivative.
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Capitulo

Introducao

O Calculo de ordem nao inteira ou Calculo Fracionario opera com ordens arbitrarias,
generalizando os conceitos de derivada e integral do Calculo de ordem inteira ou simples-
mente Calculo. Apesar da denominacao Célculo Fracionério, a ordem dos operadores nao
é necessariamente fracionaria, podendo assumir valores reais ou até mesmo complexos.

Embora seja considerada uma &area relativamente recente da matematica, com avan-
¢os significativos a partir da década de 1970, a primeira menc¢ao ao Célculo Fracionéario
ocorreu em uma troca de correspondéncias entre Leibniz, um dos precursores do Célculo,
e L’Hopital, em 30 de setembro de 1695. A respeito do contexto historico referente ao
Calculo Fraciondrio, sugere-se a leitura do livro [1].

Assim como o Calculo Fraciondrio é uma generalizacdo do Célculo de ordem in-
teira, as fungoes presentes nessa teoria também sao generalizagoes de fungoes conhecidas.
Destacam-se, nesse contexto, a Funcdo Gama e a Funcao de Mittag-Leffler. A primeira
estende o conceito de fatorial para valores nao necessariamente naturais e a segunda pode
ser vista como uma generalizacdo da funcao exponencial, desempenhando papel central
na teoria das equacoes diferenciais fracionarias.

Ao longo do desenvolvimento do Célculo Fracionario, foram propostas diversas de-
finicoes de integrais e derivadas de ordem arbitraria. Neste trabalho, entretanto, serao
abordadas apenas as defini¢oes de integral fracionaria segundo Riemann-Liouville e as
defini¢oes de derivada fracionaria segundo Riemann-Liouville e Caputo.

Em 2015, no artigo [2] foram estabelecidos alguns critérios que um operador deve
cumprir para ser caracterizado como uma derivada fracionaria. Tais critérios serdao apre-
sentados mais adiante neste texto. Além disso, no artigo [3] e na tese [4] os autores discu-
tem esses critérios para diferentes defini¢oes de derivadas fracionarias, incluindo aquelas
consideradas neste trabalho.

No Célculo de ordem inteira, os dois principais ramos - o Célculo Diferencial e o Cal-
culo Integral - costumam ser apresentados nos cursos de Calculo nesta ordem. Contudo,

do ponto de vista histérico, o desenvolvimento do Céalculo Integral precede o do Célculo

15
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Diferencial. De maneira andloga, no Calculo Fracionario, as defini¢des de integrais e deri-
vadas de ordem arbitraria sdo apresentadas seguindo essa ordem historicamente correta,
uma vez que a derivada fracionaria é construida a partir da integral fracionaria.

Mais precisamente, a derivada fracionaria segundo Riemann-Liouville corresponde a
derivada de ordem inteira de uma integral de ordem arbitraria, enquanto a derivada
fracionaria segundo Caputo corresponde a integral de ordem arbitraria de uma derivada
de ordem inteira. Embora essas duas formulagoes estejam intimamente relacionadas, elas
nao coincidem em geral. Em particular, para fungoes constantes, a derivada segundo
Riemann-Liouville ndo é nula, enquanto a derivada segundo Caputo é igual a zero, como
ocorre no Calculo classico.

Por esse e outros motivos a formulagao de Caputo é considerada mais adequada em
determinados contextos, especialmente no estudo das equacoes diferenciais fracionarias.
As Equacoes Diferenciais Fracionarias sao equacoes que envolvem fungoes e suas derivadas
fracionarias. A definicdo de Caputo, embora mais restritiva, é mais conveniente neste
estudo, pois as condigoes iniciais de uma Equacao Diferencial Fracionaria sdo derivadas
inteiras.

O estudo de Equagoes Diferenciais Fracionarias é motivado pelo fato de que elas ge-
neralizam as ideias da teoria classica de Equagoes Diferenciais Ordinérias, possibilitando
a modelagem de fendmenos que envolvem efeitos de meméria e nao localidade. Nesse
contexto, este trabalho tem como objetivo estudar problemas de valor inicial envolvendo
derivadas fracionarias, com énfase nos resultados de existéncia e unicidade de solugoes,
bem como na dependéncia continua das solu¢oes em relacao as condigoes iniciais. Além
disso, sao investigadas algumas aplicacoes dessas equagoes, buscando-se obter uma com-
paracao dos modelos fraciondrios com os modelos classicos.

Este trabalho estd organizado da seguinte forma:

O Capitulo 2 apresenta alguns pré-requisitos para o estudo das equagoes diferenciais
fracionarias, bem como resultados envolvendo esses conceitos.

O Capitulo 3 apresenta de maneira introdutéria as principais defini¢oes e resultados
da teoria do Calculo Fracionario, a saber: integral de Riemann-Liouville e derivadas de
Riemann-Liouville e de Caputo.

O Capitulo 4 apresenta a definicdo do Problema de Valor Inicial envolvendo as deriva-
das fracionarias e a demonstragao de dois resultados a respeito da existéncia e unicidade
de solugoes para este tipo de equacao, além de um resultado a respeito da dependéncia
continua das solugoes.

O Capitulo 5 apresenta alguns modelos classicos de Equagoes Diferenciais e os res-
pectivos modelos fracionarios, com a ideia de comparar as solugoes, tanto analiticamente
quanto graficamente.

O Apéndice A apresenta resultados que foram utilizados nas demonstragoes feitas no

capitulo 2 e 3 e o Apéndice B, resultados que foram utilizados no capitulo 4.
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Os graficos presentes neste trabalho foram construidos usando o software Wolfram
Mathematica. Embora nao seja gratuito, a Universidade Estadual Paulista Julio de Mes-
quita Filho (Unesp) dispoe de licenca institucional para sua utilizacdo, mas ha opgoes de

softwares gratuitos, como por exemplo o Python.
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Conceitos Iniciais

Assim como o Célculo Fracionério é uma generalizacao do calculo de ordem inteira, as
funcoes presentes nessa teoria também sao generalizacoes de fungoes conhecidas. Como
exemplo, neste capitulo, apresentam-se a Fun¢ao Gama e a Funcao de Mittag-Leffler. A
primeira generaliza o conceito de fatorial para um niimero que nao precisa ser necessari-
amente natural e a segunda generaliza a fungao exponencial. Ademais, apresentam-se a
Funcao Beta e a Transformada de Laplace. As principais referéncias deste capitulo sao
[5], [6], [7], 18], [9],[10].

2.1 Funcoes Gama e Beta

Defini¢ao 2.1. A fungdo Gama, denotada por I'(z), z € C e Re(z) > 0, é uma fungao

definida pela integral impropria

I'(z) = /OOO t~le tdt. (2.1)

A funcao Gama estd bem definida ja que a integral (2.1) é convergente.

Para mostrar que I'(z) = I'(z + yi) = / t"tvi=le~t dt converge, mostra-se que
0

/ [t"tvi"te~!| dt converge (Proposicio A.4 do Apéndice A).
0

Note que,
[e’e] . (e%e]
/ [terviteTt dt = / t" et dt.
0 0
De fato,
|tm+yz’—1€—t| — ‘tz_1€_ttyi| — |tm—16—t||tyi|
— |tm—1€—t||(elnt)yz‘|

= [t" 'e7|| cos(yInt) + isen(yInt)|

18
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= [t"te ™| \/COSQ(y Int) + sen?(yInt)

=1

— |t(E—1€—t| téo tl’—le—t‘

(o] (0.)
Portanto, para mostrar a convergéncia de / [t*~'e™"| dt basta mostrar que / t* et dt
0 0

1 00
converge, o que ¢ equivalente a mostrar a convergéncia de / et dt + / t" et dt.
0 1

1
Como t > 0, entdo e < 1, logo t*"te™t < t*~1. Logo, se / t*"1 dt converge, entdo
0

1
/ t*“te~! dt também converge (Proposi¢io A.6 do Apéndice A).
0

1 1
De fato, [ t“~!dt converge, pois > 0 = 2 — 1 > —1 e toda integral do tipo / t* dt
0 0
converge se a > —1 (Proposigdo A.9 do Apéndice A).

z—1
Por outro lado, como tlim 77 = 0 (Proposigao A.10 do Apéndice A), existe T' > 0,
% e
tal que para todo t > T
z—1
z—1 t/2
i <l=t""" <e’'"

Assim, para t > T, t*~tet < et/2et < e71/2,

Como / e~*2 dt converge (Proposi¢ao A.7 do Apéndice A), entao / t*le~t dt tam-
1

1
bém converge (Proposicao A.5 do Apéndice A).

o0
Portanto, / t* et dt converge, o que mostra que a funcido Gama converge.
0

Proposicao 2.2. A funcio Gama satisfaz a sequinte igualdade

['(z+1)==zI(z).

Demonstracao.

L(z+1) = / et dt = / tPe ! dt.
0 0
Fazendo t* = u e et = dv, segue que du = 2t* "t e v = —e .

Logo,

- / —2t7 et dt
0

+z/ e tdt
0 0

/ te tdt = —tFet
0 0

. 4z, —t
= dim (=)

= lim (—a*e™® + 0%e?) + 2T'(2)

a— 00
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= lim —a®e ™ + 2['(2)

a—00
= lim —a" e + 2T(2)
a—00
. o—at o
= lim a’ + 2I(z)

a—o0 et
T

—a .
R T yilna _
= lim —a¢ +2I'(2) = 2I(2).
—_—
=0

T

A funcdo e¥!"@ & limitada e lim = 0 (Proposig¢do A.10 do Apéndice A).
a—0co e
Portanto, lim @ eyilna _ (). m
a—o0 el

Proposicao 2.3. Se n ¢é inteiro positivo, entdo
I'(n+1)=n!
Demonstrag¢io. Primeiramente, calcula-se I'(1).

sz/'#%4ﬁ:/e4ﬁ
0 0

= lim e tdt = lim —e !

a

0

—1
=lim —e*— (- %= lim — +1=1.
a—00 a—oo el

Por inducao finita em n, a partir de I'(1), pode-se obter os valores da funcao Gama

para qualquer inteiro positivo n utilizando a Proposicao 2.2.

I2)=T(1+1)=1T1)=1=1
F3)=T2+1)=2I'2)=2-1=2=2
[(4)=T(3+1)=3(3)=3-2=6=3

I'(n+1)=nl'(n) =n(n—1)! =nl

]

Pelas proposig¢oes anteriores, conclui-se que a Fungao Gama generaliza o conceito de

fatorial para niimeros complexos.

Definicao 2.4. A funcao Beta, denotada por B(z,w), z,w € C e Re(z) > 0, Re(w) > 0,

é uma funcao definida pela integral imprépria:

E%Zﬂu):‘élﬁ_wl——ﬂw_%ﬁ. (2.2)
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A funcao Beta estd bem definida ja que a integral (2.2) é convergente.

Assim como foi realizado com a Fungao Gama, para mostrar a convergéncia de B(z,w) =

1 1
/ 11 — t)“~'dt, mostra-se que / t*~1(1 — )| dt converge.
0 0

Note que,
1 1
/ |t2*1(1—t)%1|dt:/ tT (1 —¢)*2 7 dt.
0 0

De fato, sejam z = x1 + y12 € w = o + Yot

’t'zfl(l _ t)wfl‘ _ ’txl+y1i(1 _ t)xzﬂ,m"
= [T = T (-
= [ (L= 7 ][ 0
—— ——

=1 =1
_ ’tmlfl(l B t)amfll téo t:rlfl(l B t)ngl.

1
Portanto, basta mostrar que / t"171(1 — ¢)*~1 dt converge.

0
O fatode 0 < t < 1, implica que 0 < (1—¢)*>71 < 1. Logo, 0 < t®171(1—¢)%~t < 7171,

1 1
Como / t"1=1 dt converge (pois ; — 1 > —1), entdo / t"171(1 — t)*27 1 dt também
0 0

converge.

Proposicao 2.5. A funcio Beta estd relacionada com a funcao Gama pela propriedade:

_ P(x)l(w)
B(z,w) = T( 1 w)
Demonstracao.
Fz)MN(w) = /OO t=le~tat /Oo s te ™t ds (2.3)
0 0

:/ / et s le s dt ds
o Jo

:/ / gl (t49) gt (s,
o Jo

Fazendo t = uv e s = u(1 — v), segue do teorema de mudanga de varidveis na integral

dupla que:
o o
dtds = |det Ot s) dudv = |det du Jv du dv
(u,v) Js Os
du v
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:det<v u)
l1—v —u

Como 0 <t<ooel<s<oo,segue que ) <t+s< oo e portanto 0 < u < oo (pois

dudv = | —uv —u+ w|dudv = ududv.

t+s=uv+u—uv=u).
Como t = uv > 0, segue que v > 0 (pois u > 0). Além disso, s = u —uv >0 = u >
uv = v < 1. Logo, 0 <v < 1.

Portanto,

oo 00 1 poo
/ / 7l le () gt ds = / / (wv)* (1 —v) e " udu dv
o Jo 0 Jo
1 proo
= / / w1 — ) e dudu
0 Jo

1 oo
= / v 1 =)t dv/ u e du
0 0

= B(z,w) (2 + w). (2.4)
r'z)r
De (2.3) e (2.4) segue que I'(z)I'(w) = B(z,w)['(z + w) = B(z,w) = (2)T'(w) O
I'(z+w)
Proposicao 2.6. A funcdo beta é simétrica, ou seja,
B(z,w) = B(w, z)
Demonstracio. Fazendo t = 1 — s, tem-se que dt = —ds e s = 1 — t. Além disso,
t=0=>s=1let=1=s5=0.
Logo,
1
B(z,w) = / 1 1 = 1) de
= / s M1 -1+ 5s)" tds
—/ —s)*"tds = B(w, 2).
O

Proposigao 2.7. A func¢io Beta pode ser escrita como:
B(z,w) = 2/§(sen u)** ! (cosu)* ! du.
0

Demonstragio. Seja t = sen®u = dt = 2senu cosu du na integral (2.2).

Disso segue que u =sen 'Vt t=0=>u=0et=1=u=

NS
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Logo,

B(z,w) = [ " (sen®u)* (1 — sen® u)* 2 sen u cos u du
=2 /0’5 (sen? u)*~*(cos® u)" ! sen u cos u du
=2 /OS (senu)**~2(cosu)®*~* sen u cos u du
=2 /Og(sen u)** cosu)* ! du.
[

No exemplo a seguir, utiliza-se a Proposi¢do 2.5, que relaciona as fung¢oes Gama e

Beta, para calcular I’ <2>

Exemplo 2.8. Mostre que I" (%) = /7.
Pela Proposicao 2.5:

) () _ 2 (1> (2.5)

Pela Proposicao 2.7:

us

2 :2<Z—o)z7r. (2.6)

0

11 3 z
B (, ) = 2/ (senu)'!(cosu) ! du = 2/ du = 2u
2’2 A :

De (2.5) e (2.6) segue que,

n(3)=r=r()- e

2.2 Funcao de Mittag-Leffler

A funcao de Mittag-Leffler atua como a generalizacdo natural da fungao exponencial
no contexto do Célculo Fracionario. Assim como as solugbes de equagoes diferenciais
ordinarias lineares com coeficientes constantes sao construidas a partir de exponenciais,
as solugoes de equagoes diferenciais fracionérias lineares analogas sao expressas em termos
da fun¢ao de Mittag-LefHer.

Definigao 2.9. Sejam z,a € C e Re(a) > 0. A fungao de Mittag-Leffler com um

parametro, denotada por F,(z), é uma func¢ao definida a partir da série de poténcias:

00 Zk

IROESY RCUESHT (2.7)

k=0
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Note que, quando o = 1, recupera-se a funcao exponencial:

YOI pay S
z) = - = — ="
! ZTk+1) &=k

A funcdo de Mittag-Leffler estd bem definida, pois a série (2.7) é convergente. Para
mostrar a convergéncia da funcdo de Mittag-LefHer utiliza-se uma aproximacao para a
Funcdo Gama, conhecida como Férmula de Stirling (livro [10] (pagina 195), livro [11]
(pagina 346)). Essa formula descreve o comportamento da Fun¢ao Gama quando x — oo

e, por extensao, de n! para valores grandes de n, de acordo com o limite:

_ I(x+1) B _(T\* —
JEEOW_H»P(:CH)N(B) oy (2.8)

A seguir, mostra-se a convergéncia da funcdo de Mittag-Leffler.
o0

k
Seja E,(z) = Z ay, com aj = -

= [(ak+1)
Pelo teste da razao segue que a série converge, pois klim i < 1. De fato,
— 00 ar
ks . | 2|+ I'(ak+1) I'(ak+1)
lim = lim : = lim |z|
k—oo | ay, k—oo ['(a(k + 1)+ 1) |z|* k—oo I'(a(k+1)41)
ak a(k+1)
ak alk+1)
— V2rak | —— 2ma(k + 1
2] 1 I(ak +1) < e > i ( e > malk+1)
= |z| lim . .
oo T(a(k+1) +1)  [ak\™ alk+ 1))
- Vorak (22T
< . > a ( - > \/2ma(k + 1)
a(k+1) ak
alk+1) ak
_— \2ma(k 4+ 1 — V2rak
= |2| lim ['(ak +1) < € ) malk+1) < € ) ™
- Rmee P(a(k+1) +1) a(k + 1)\
— 2rak _—
< . ) V21« ( . ) \/2ma(k + 1)
ak ak
(e) V 2rak
= |z| lim T
koo ok + 1)) ¢
_— 2ra(k + 1
( - ) \2ma(k 4+ 1)
e (E)T [ e Y
TS \ B+ 1 k+1 \alk+1))
Note que:

‘ k ak ‘ E+1 —ak . 1 k1o .
i () =i () ()] = e
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, ENYE O (k1P 1\ /2
i (phr) =i (50) () =r o

I < 0 (2.11)
im | — | =0. :
k—oo \ al(k + 1)

Assim, pelos Limites (2.9), (2.10) e (2.11), segue que hm Geill _ g < 1.

00 k
Portanto, a série E,( 2:: odj’+1) é convergente.

Definigao 2.10. Sejam z,a, 3 € C, Re(a) > 0 e Re(5) > 0. A funcao de Mittag-Leffler

com dois parametros, denotada por E, g(z), ¢ uma funcéo definida a partir da série de

poténcias:
(=3 ot 212
E.z3(2) = _ .
p = T(ak +p)
Quando =1, tem-se:
E,1=FL,.

Também é possivel obter as fungoes seno e cosseno trigonométricos e hiperbolicos como

casos particulares da funcao de Mittag-Leffler. Isto é,

00 Z2k 00 ZQk
® E2,1(22) = e N = =coshz = EQJ(ZQ) = cosh z.
kz:% ['(2k +1) kX:%) (2k)!
> 22k o 2%k senh z
. E 2 = _ = = . E 2 = h .
22(2) ,;) T(2k + 2) 2}) (2k +1)! P 2+ Bypl7) = senh 2
00 _ZQ)k o'} (_1)k22k
. Egl(—ZQ):k;OF 2% 1) ];)W:coszéEgjl(—zQ):cosz.

(— 1)k22k _ senz
¢ (2k+1)! z

$
ik
NI\J
Il
NE
=
(\&)
TN
_l’_
N
I
i Mg

2.3 Transformada de Laplace

A Transformada de Laplace é uma ferramenta que auxilia a resolu¢do de equagoes
diferenciais. Através da transformada, obtém-se uma nova equagao mais simples de ser
resolvida e aplicando a transformada inversa na solucao obtida, tem-se a solugao da equa-

cao diferencial original.

Defini¢ao 2.11. A Transformada de Laplace de uma funcao f, denotada por L{f(t)} =
F(s), s € C, Re(s) >0et >0, éuma funcao definida pela integral imprépria:

LUWY=Fs) = [ fwear
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A seguir, apresentam-se condigoes suficientes para a existéncia da Transformada de

Laplace.

Defini¢ao 2.12. Uma fungao f é seccionalmente continua em um intervalo [a, b] se existe
uma quantidade finita de pontos em [a, b] nos quais f possui descontinuidade de primeira

espécie.

Definicao 2.13. Uma funcao f é de ordem exponencial se existirem constantes reais
M, > 0 tais que, para todo ¢t > 0, | f(t)] < Me*.

Proposicao 2.14. A Transformada de Laplace de uma funcdo f existe e converge se a

fungdo é seccionalmente continua e de ordem exponencial.

A demonstracao do resultado anterior encontra-se em [8].

As condigoes apresentadas na Proposicao 2.14 sao suficientes, mas nao necessarias,
para a existéncia da transformada de Laplace de uma funcao f, ou seja, caso as condi¢oes
nao sejam satisfeitas a transformada pode existir ou nao. A partir daqui, assume-se f

com tais condigoes.

2.3.1 Propriedades da Transformada de Laplace

Aqui, apresentam-se algumas propriedades da Transformada de Laplace, que serdao
uteis para este trabalho, mas ha muitas outras que, assim como as que aqui estdo, podem

ser encontradas no livro [8].

Propriedade 2.15 (Linearidade). A Transformada de Laplace é linear, ou seja, se

LA{ft)} =F(s), L{g(t)} = G(s) e a, B € R entao:

LA{af(t)+Pg(t)} = aF(s) + BG(s) = aL{f(t)} + BLLg(t)} -

Propriedade 2.16 (Transformada de Derivadas). As Transformadas de Laplace da de-

rivada de ordem 1 até ordem n de uma funcao f sdao dadas pelas espressoes:

L0} =s- LLFB)} = f(0)
L{f"()} =" L{f()} — sf(0) — £(0)

c{rmf=s" {0} = s 0) = " E(0) = o = sf07H(0) = FI(0)

=s"F(s) — nil s ().
k=0

Propriedade 2.17 (Tranformada da Integral). A transformada de Laplace da integral
da funcgao f é dada por:

L{/wa(t) dt} _ iF(s).
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A demonstracao da Propriedade 2.15 segue da defini¢do, a demonstracao da Propri-
edade 2.16 é obtida a partir de integracao por partes e a demonstracao da Propriedade
2.17 é obtida a partir da propriedade anterior. Todas essas demonstra¢oes podem ser

encontradas em [8].

2.3.2 Transformada Inversa de Laplace

Se a Transformada de Laplace de uma funcao f(t) é F'(s), ouseja, L{f(t)} = F(s), en-
tdo f(t) é a Transformada Inversa de Laplace da funcao F'(s), denotada por L~ {F(s)} =
f(t). A Transformada Inversa também é um operador linear.

Existem diferentes métodos para encontrar a inversa, incluindo uma férmula de in-
versao que pode ser encontrada em [8]. Neste trabalho, faz-se o uso das tabelas da
Transformada de Laplace, um exemplo desse tipo de tabela também pode ser encontrado
na mesma referéncia citada anteriormente.

Como foi apresentado anteriormente, a Transformada de Laplace é linear, ou seja, a
Transformada da soma é a soma das Transformadas, mas o mesmo nao pode ser dito para

o produto das Transformadas. Assim, justifica-se o uso do Produto de Convolucao.

Defini¢ao 2.18 (Produto de Convolugao). O produto de convolugao entre duas fungoes

F e g é definido por:
(F0)(0) = [ Flu)glt = w)du
Propriedade 2.19. Se £ {f(t)} = F(s) e £ {g(t)} = G(s), entio:
L{(F * 9)(O)} = F()G(s).
Se L7 {F(s)} = f(t) e L1{G(s)} = g(t), entdo:
LH{F(5)G(s)} = (F % 9)(0).
A demonstracio do resultado anterior pode ser encontrada em [9].

Propriedade 2.20. Propriedades do produto de convolucgao:

L fxg=ygx];

2. (fxg)xh=fx(g*h);
3. fxg+h)=[fxg+[fxh
4. f%0=0;

5. fx1#f.
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2.3.3 Transformada de Laplace da Funcao de Mittag-Leftler

Para calcular alguns exemplos de transformadas de Laplace da funcao de Mittag-

Leffler, utiliza-se a tabela a seguir, que foi retirada do livro [8].

Tabela 2.1: Algumas Transformadas de Laplace tteis.

J@O) LW} =F(s) || F(s) | L{F(s)} = f(1)

- T T -

['(n) s s ['(n)
tnleAt 1 1 tnleAt

I'(n) (s =) (s =) I'(n)

Exemplo 2.21. Mostre que L{E,(A\t")} = e
L{E,(\Y)} = /°o (V)" dt

k vk
_/ At J——
Uk:—i—l)

- )\’“/ gy
kz:% 0 F(vk—i—l)e

9] )\k o) )\k
=2 T

k=0
1 /A\ 11
:l;() =3 1o=
&

= S . =

S,Svk:

LA{E,((=Mt")} = s(sv — (=) - s(sv 4+ A)

Exemplo 2.23. Mostre que £L{1 — E,(—=At")} = (A_{_)\)
s(sv

L{1 = By(-N")} = £{1} - £{By(~N")}
1 sY
s s(sv 4 \)
sV + A —s"
s(sU )
A
s(sv+A)
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Exemplo 2.24. Mostre que L{t*'E, (")} =

c{ B, ()} = /C>o VB, (A\Y)e " dt
, ; ,

) . 00 )\ktvk .
) Pl
/0 k; T(vk +v)°

00 00 tvk

=N [T et
kz:% o D(vk+v) ¢
00 )\k 00 )\k

= l;) SUI{:+V = Z

v . ovk
o S” S
k
1 & (A 1 1
I U] v 11—
Y o \S N
1 S’U SU—V

s¥osV— X\ sU— )\

Tabela 2.2: Resumo das Transformadas de Laplace dos exemplos anteriores.

f(t) L{f)}=F(s)
A 5(s” = A)
Eu(=8) s(sV + A)
v A
1 — Ey(—\t?) )
"B, (AY) Y




Capitulo

Calculo Fracionario

Neste capitulo, apresentam-se as definigbes de Integral de ordem arbitraria segundo
Riemann-Liouville e Derivada de ordem arbitraria segundo Riemann-Liouville e Caputo,
bem como exemplos e algumas propriedades. As notagoes utilizadas para integral de
Riemann-Liouville e derivadas segundo Riemann-Liouville e Caputo serao, respectiva-
mente, 1*f(z), D*f(x) e “Df(z). As principais referéncias deste capitulo sao [1], [12],
[13], [14], [15],[16], [17].

3.1 Integral e Derivadas

Antes de introduzir o conceito de Integral de ordem nao inteira, apresenta-se um

resultado que encontra-se no livro [1], assim como sua demonstragao.

Proposicao 3.1. Sejamn € N e f uma funcao de varidvel real integrdvel, entdo a integral

de ordem inteira n é dada por:

I"f(2) = 6u(@) + (@) = [ dulx —0)f(2) dt = /Wdt,

em que

xn—l

(n—1)!

sex >0
¢n(x):
0 sex<0

¢ a funcao de Gel’fand-Shilov e x denota o Produto de Convolucao.

A partir do resultado anterior, define-se a Integral de ordem arbitraria como uma

generalizacao da Integral de ordem inteira.

Defini¢ao 3.2. Seja f uma funcdo continua e integravel em [a,b] C R. As integrais de

ordens arbitrarias de f segundo Riemann-Liouville a esquerda e a direita, ambas de

30
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ordem « € C, com Re(a) > 0, sdo definidas, respectivamente, por:

o o 1 v
Ia+f(.r)—r(a)/a (m_t)liadt, x> a

a 1o f@)
[bf(:c)—r(a)/x g w<b

A integral de ordem arbitraria de Riemann-Liouville é um operador linear.
De fato,

I3y [k f () + kag(2)] = dt

1ok f(t) + kag(t)
/a (x —t)l—

T T(a)

)
ko f(?) ke = g(t)
= T(a) / TR r(a)/a w—pya

= kil f(x) + kolgy g ().

De modo andlogo, temos que I [k f(x) + kag(x)] = ki I3 f(x) + koI g(2).

Defini¢ao 3.3. Seja f uma fungdo continua e integrdavel em [a,b] C R. As derivadas
de ordem arbitraria de f segundo Riemann-Liouville a esquerda e a direita, ambas de

ordem o € C, com Re(a) > 0 e a ¢ N, sao definidas, respectivamente, por:

D) = e ( di) [ Y.

o _ 1 ar\ v f(®)
Dy f(z) = T —a) (—dmn> /x )i b o<
com n = [Re(a)] + 1.

e Se 0 < Re(ar) < 1, entao:

Dy f(z) = 11(11—04) (;i) /az (xf_(tz)a dt, x>a

o 1 d\ b f(t)
Db_f(x)zf(l—a)<_dx>/x (t—x)adt’ r <b.

e Quando a = 0:

Dy, f(z) = Dy_f(x) = f(x).



Integral e Derivadas 32

e Quando a=n € N:
Dy f(z) = f"(x), Di_f(z)=(=1)"f"(x).

Definigao 3.4. Seja f uma fungao cuja derivada de ordem n—1 é absolutamente continua
em [a,b]. As derivadas de ordem arbitraria de f segundo Caputo a esquerda e a direita,

ambas de ordem « € C, com Re(a) > 0 e a ¢ N, sao definidas respectivamente, por:

C Nna _ 1 I f(n)<t>
Dy, (m)_F(n—oz)/a (x_t)l—n—l—adt’ x> a

1) b (n)
“Dy_f(x) = anl_)a)/m (t_f@ﬂm dt, x<b

com n = [Re(a)] + 1.

e Se 0 < Re(a) < 1, entao:

o _ 1 = (1)
“D2, (x)_F(l—a)/a (w—t)adt’ x> a

o _ —1 b f/(t)
Do f(z) = Fi—a) / ot <
e Quando a = 0:
“Dy. f(x) = “Dy_f(x) = f().

e Quando a=n e N:
“Dy, fx) = fP(x), “Dp_f(x) = (=1)"f"(x).

Observe que a derivada de ordem arbitraria oo de Riemann-Liouville equivale a derivada
de ordem inteira n de uma integral de ordem arbitraria n — a. J4 a derivada de ordem
arbitraria o de Caputo equivale a integral de ordem arbitraria n — a de uma derivada de

ordem inteira n. Assim,

Def(x)=D""f(x) e °D*f(x)=1""D"f(x),
em que D" = —.
d dx™

Portanto, tanto a derivada fracionaria de Riemann-Liouville quanto a de Caputo sao
operadores lineares, ja que a derivada ordinaria e a integral fracionaria de Riemann-

Liouville sao operadores linerares.
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Como foi abordado na introducao deste trabalho, ha critérios que definem o que um
operador deve cumprir para ser caracterizado como uma derivada fracionaria. Esses cri-

térios sao:
e O operador deve ser linear;

o A derivada de ordem zero de uma funcgao é a proépria funcgao;

e Quando a ordem ¢é inteira, a derivada fracionaria produz o mesmo resultado da

derivada ordinaria;
« A lei dos expoentes é satisfeita quando o, 3 < 0, ou seja, D*D? f(x) = D*P ().

« Vale a regra de Leibniz generalizada: D®[f(x)g(z)] = X732, (‘;) DF f(z) D>k g(z).

Até aqui, apenas usando as defini¢oes anteriores, verifica-se os trés primeiros critérios.
O primeiro resultado da proxima secao diz respeito ao quarto item. Porém, segundo
as defini¢oes de derivadas fracionarias abordadas anteriormente, a ordem da derivada é
sempre um nimero complexo cuja parte real é positiva.

No entanto, considerando —a < 0 como a ordem da derivada (n = 0, pois é o menor

nimero natural maior do que qualquer niimero negativo) e usando as definigoes anteriores,

segue que:
ofa) - — (L) IO
D} (13)—F(O+a)<dxo>/a mdt
R R
T L poge @,

x (0)
D) = i L g

NO0+a)ta (z—t)+0-o
RN VR
B F(Oé) /a (]} — t)l—a dt = [a+f( )

Assim, uma derivada fracionaria de ordem negativa, tanto no sentido de Riemann-
Liouville quanto no sentido de Caputo, equivale a uma integral fracionaria (livro [15],
pégina 42).

O quinto item nao sera abordado neste trabalho, mas as demonstragoes tanto para
Riemann-Liouville quanto para Caputo podem ser encontradas nas referéncias [2], [3] e

[4], citadas na introdugao.
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3.2 Propriedades

Nesta se¢ao, apresentam-se algumas propriedades envolvendo integrais e derivadas

fracionarias, que serao usadas em demonstragdes posteriores.

Propriedade 3.5 (Lei dos expoentes para integral). Sejam I, , If+, LY e [bﬁ_ como na
Definigao 3.2. Entao,

I 00 f(x) = I 12, f(w) = 150 f(x)

L) f(z) =1 Iy f(z) = ;77 f(2).

Demonstracao.

1 = IP f(t)dt
I f @) = == | -
() Ja (x—t)l@
1 dt Lt f(s)ds
N F(Oé)/a (z —t)t=e F(ﬂ)/a (t—s)'=¢
f(s)ds
:F /dt/ (x —t)l=o(t — s)1-F

(_
_ 1 S _ pa—l1 _86—1
—F(aw)/a fls)ds [ (=)t = )" at.

k(z,s)

—° Entdot = stu(x—s) edt = (xr—s)du. Além disso, x—t = (x—s)(1—u)
T —s
et—s=u(xr—s). Quando t = s, tem-se u = 0 e quando t = x, tem-se u = 1.

Sejau =

Fazendo as substitui¢oes, obtém-se:
1
k(xz,s) = / (z—8)* 11 —u)* M (z — 5)" (2 — s) du

= / —u)* (2 - 5)P du

1
= (z — 5)*HF- 1/ (1—w)* " du.
0

B(a,p)

Sabe-se que a fungdo beta relaciona-se com a fungao gama através da seguinte expres-

. _ ()l(B)
sao: B(a, ) = Tt
Logo,

1307 f () = al/axf(s) ds(x—s)O‘*ﬂ_lm

| 1)@ =)= ds
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1 T
= s)(z — )1 ds = 1P,
Faig ) SO A
De forma analoga, mostra-se que I If f(x) = I?P f(x). O

Em todas as propriedades a seguir considere que as condi¢des das Definigoes 3.2, 3.3

e 3.4 sao satisfeitas.

Propriedade 3.6. Composicao entre integrais e derivadas de Riemann-Liouville (livro

[12], Teorema 2.4, pagina 44).

1. Dg I f(z) = f(z) e Dy_I f(z) = f();
2. D2 I, f(z) = Di P fx) e DI f(x) = Dy~" f(2);

n—1 ¢ rn—a\(n—k—1) alr — a)> k-1
5 I D3 f) = o) = 3 e e =

n—1(_q1\n—k—1/n—a\(n—k—1) _xa—k—l
B0 f(o) = flo) - 3 e RO

Propriedade 3.7. Composicao entre a integral de Riemann-Liouville e a derivada de
Caputo (livro [13], Lemas 2.21 e 2.22, paginas 95 e 96).

1. YD 12 f(z) = f(z) e “Dy_ I f(z) = f();
2. D 17 f(x) = 1) f(x) e “Dg 1) f(x) = I~ f(=);
W (a)(x — a)*

3. 13, °Dg f(x) = fla) = ) k! ’
k=0 )

n—1 ¢ 1\k £(k) _$k
41&0Daﬂ@=4mg—zf VY gxb <

As demonstragoes das Propriedades 3.6 e 3.7 encontram-se nas referéncias citadas.

Propriedade 3.8. Integracio e Derivacdo da funcio polinomial (z — a)?~' e (b — z)?~L.

L(B)(x — a)7*e! L(B)(b— x)?tet

a.’L'—CL’B_lz . Ja —xﬂ_lz
L I3 (z —a) (Gt a) LI (b— ) e

o gy L@@ =)t e D) —x)
2. Dy, (r—a) TG o) . D2 (b—x) e
3. D2 (x—a)* =0; D¢ (b—x)*7 =0, para j = 1,2,--- ,[Re(a) + 1];

Cpa (p_ g1 = LB)@~ O T I o) ()
4. “D ( ) NCEr Dg (b—x) NER

5 9Dy (v —a)* =0; “Dg (b— )7 =0, para j = 1,2, ,[Re(a) + 1].
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Demonstracdo. Antes de iniciar as demonstracoes das propriedades, mostra-se que a de-

rivada n—ésima de uma funcao f(z) = (z — a)™ é dada por:

d m_ L(m+1) m—n
%(x—a) —m(x_a) . (3.1)
De fato,
d m m—1
%(a:—a) =m(r —a)";
d? m m—2
@(m—a) =m(m —1)(x —a)"" 7
d? m m—3
ﬁ(g;—a) =m(m—1)(m —2)(z —a)"";
d" m m—n
%( —a)" =m(m—1)(m— (n—1))(z — a)
Note que,
ml=m(m—1)---(m—(n—1))(m —n)!
m)!
:(m—n)':m(m_l)(m_Q)'”( —(n—1))
Assim,
a" m_Lx_am*n_Mx_am*”
@(‘”_‘0 _(m—n)!( ) _I‘(m—n+1)( o

Agora, iniciam-se as demonstragoes das propriedades.
L(B)(x —a)Pt!
['(6+ «)

Para isso, utiliza-se uma mudanca de variavel.

e Mostrar que I;Zr(x - a>ﬁ71 =

t—
Sejau:f_zét:ajtu(x—a)#dt:(x—a)du.

«a -1 _ 1 v (t — a’)ﬁ_l
T = a)” _rmyé(x—wlaﬁ

_ 1 Lowf Yo —a)! x —a)du
- I(a) /o (z —a)t=o(1 — u)lfa( ) d
1 tuP N g — a)ftert ’
- ['(a) /0 (1 —u)t-= d

r —a)Pte-l 1
- <r<)a>/o WL =)™ du

B(B,)
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(¢ —a)’ ™' T(B)L(a) _ T(B)(x — )t
Pla)  T(B+a) I'(B+a)

DB — 2!
I'(B+ a) '

De forma analoga, mostra-se que I (b — x)f~! =

L(B)(x —a)""
LB—a)

Mostrar que D2, (z —a)’~ =

Usando o resultado da integral de (z — a)?~! de ordem n — a e a Equagdo (3.1),

segue que:

DY (x —a)’ ' = D"z —a)’
n (L(B)(@ — a)tnmet
=D < L'(B+n—a) >
_ Ty TB+n—a)
F'B+n—a) I'B-—a)
Tz - a)
PB—a)

(x — a)ﬂ’o"1

r)f~1 = r'(B)(b—z)f—!
I'(B—a)

De forma andloga, mostra-se que D§* (b —

L(B)(x —a)’"
FB—a)

Mostrar que “ D%, (z — a)’~! =

Usando a Equacdo (3.1) e o resultado da integral de (z — a)’~! de ordem n — a,

segue que:

CDS+(:U —a)~t =1""D"(x — a)’!
o [ T(B) Bon—1
= (o)
I(B) TB-n)(z—a)f !
I'(8—n) I'(B—a)
_T(B)( — @)t
r-a

D) (b — )P
06—

De forma andloga, mostra-se que D¢ (b — x)?~! =

Por fim, mostrar que D2, (x—a)*~7 = “D2, (r—a)*~ = 0 quando j = 1,2, - - -

1].
Fazendo o — j = § — 1 e usando os resultados anteriores, obtém-se:

MNa—j+1)(x—a)™

DY (z —a)* =D (z —a)*7 = .

, [Re(o)+
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Note que 1 — j < 0 quando j =1,2,--- , [Re(a) + 1]. Assim, I'(1 — j) — oc.
T(a—j+1)(z —a)™
Logo, (a=j+ >($ @) — 0.
Pl =3)
De forma andloga, mostra-se que D§ (b — 2)* 7 = “Dg (b — x)*7 = 0 quando
j=1,2,--- [Re(a)+1].

]

Proposigao 3.9. As derivadas fraciondrias de Riemann-Liouville e Caputo relacionam-se

através das sequintes iqualdades:

£®
Dif(o) = D5 f(0) + 3 - (3:2)

¢ n—1 (k)
D&f@)=CDafm»+;:w;;§ﬂl¢b—xVﬂ. (5.3

Quando 0 < Re(a) < 1:

D;(@=CD&<@+FXW)<x—@a

f(b)

Dy f(x) =“Dy_f(x)+ m(b —x)"%

Demonstragio. Seja f € C™([a,b]) com a <z < ben = [Re(a)] + 1. Usando a Férmula
de Taylor com Resto Integral (apéndice A), obtém-se:

—
~—
&
I
(]

n—1 f(k) (a) x B a / f(n x _ t)n—l 5

P (n— 1!
1) (g ) (#) (2 — )
f(x)zzz:rjzki)) x—a)k%—/a / F(n) 2 dt.

Aplicando o operador D7, em ambos os lados da igualdade:

n—1 k)
f®(a) S ()
D2 flx) = Do, S LY (g Do, / it
+ T T(k+1)
(I (1)

Pela Propriedade 3.8:

D(k+1)(x —a)k@

Da
I'k—a+1)

a+(33 - a)k =
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Assim, a expressao (I) pode ser reescrita da seguinte forma:

o 5~ M) p_ o P S A ) ko
Dgy Om(ﬁ—a) —%me(l‘—a) —,;)m(l‘—a) -

Desenvolvendo a expressao (I1), obtém-se:

o [Ff@-omt 1 dr e 1 s f (t)(s — )t
Da+/a ['(n) dt = I'(n—a)dzn /a (x — g)l—nta / n) dtds

_ _ g)on n —t)"dtd
T(n— a)F( )dx”/ / / °
— () ( — )" (s — )" ds dt.
I'(n—a)l'(n) dan / 1 / 2 (s 1) °
k(z,t)

-1
Seja u = % Entao s = t+u(r—t) e ds = (x—t)du. Além disso, v—s = (z—1t)(1—u)

es—t=u(x—t). Quando s = t, tem-se u = 0 e quando s = z, tem-se u = 1.

Fazendo as substitui¢oes, obtém-se:

Kt = [ (o — 10 (1 — )y (g — 1) (1 — ) du

_/ 2n a—1 1 u)n—a—lun—l du
a1 [T ol o1 (n—a)l(n)
— —t 2n—a 1/ 1— n—a—1, n—1 du = —t 2n—a—1
(@t [ du = (o - e
B(n—a,n)
Assim,
r fO) (@ — 1) £)? 1
D, | dt = / neot gy
“* Ja ['(n) 2n — ) dx" 1

- = (n) ©* —t 2n—a—1 dt
F(Qn —a) /a / dx” (:c )

_ 1 (n )F(Qn a) _ p\n—a-1
B F(Qn — ) / I F(n — ) (x=1) dt
/ FO#) (@ — £y dt = O, f(x).

Portanto, segue que:

(z —a)* + CD3+ (x).
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De modo analogo, mostra-se que:

n-1 (k)
Dy f() =D 1)+ Y

ZT(k—a+1) (b—a).

]

A partir do resultado anterior, segue que as derivadas fracionarias de Riemann-Liouville

e Caputo coincidem nos seguintes casos:

Se o ¢ N:
. CD2, f(2) = D3, f(z) se fla) = f(a) = -+ = f@D(a) =0,
« “Dp f(x) = Di_f(x) se f(b) = f'(b) = -+~ = f"V(b) = 0.

Quando 0 < Re(«) < 1:
. CDg f(0) = DE () se fla) =

» “Dy_f(z) = Dy_f(x) se f(b) =

3.3 Exemplos

Observe que, o valor da derivada fracionaria no ponto x depende da escolha de a < x
no caso da derivada a esquerda e de b > z no caso da derivada a direita. A partir daqui,
optamos por utilizar as derivadas fracionarias a esquerda com a = 0.

Para simplificar a notacdo, adotamos D* e “ D* ao invés de Dy e CDS para Riemann-
Liouville e Caputo, respectivamente.

Nos dois exemplos a seguir, calculam-se as derivadas de ordem % da funcao f(z) = z?
utilizando as Defini¢oes 3.3 e 3.4.

Em ambos, utilizam-se o Exemplo 2.8 em que F(%) = /7 e uma mudanga de varidvel

u=2x—tqueimplicadt = —du;t=0=u=x;t=2=u=0.

Exemplo 3.10 (Derivada fracionéria de Riemann-Liouville de ordem 5 da fun¢io f(z) = 2?).

O\ A

Sﬁ
N\»—‘
H

|
[\
&
N
+
E
QU
N

N
&
no
h
Q
l\.’)
QL
N
|
DO
5]
h
S
QU
I
+
\
I
N
=¥
N
~——
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1 d ( , 1|t 4 s" 2 ﬁ)
= —— | 2z7uz| — zu2| + -u?
T dx 0 3 0 5 0
1 d (22 4 g+2 g
= —— (222 — -z -z
T dx 3 5
1 d16 s 8x2
= — 72 = .
7 dx 15 3/

As derivadas segundo Riemann-Liouville e segundo Caputo coincidem nos exemplos

anteriores, uma vez que f(0) = 0% = 0.

Na Figura 3.1 estdao representadas a funcio f(x) = x?, sua derivada fracionéria de
1 1 . . .
ordem %, D222 = “Dz2? e sua derivada de primeira ordem f'(z) = 2z.

Note que, a derivada de ordem % estd entre a funcao e sua derivada de primeira ordem.

Figura 3.1: Gréfico das funcdes f(z) = 22, D22 = “Dia? e f'(z) = 2.

25+

20+

— [ =x*
15} i
1/2 = Bx
i DY = =
S)=2x
5¢ -
T T 4 5

Fonte: A autora.

Ainda em relagdo a funcdo f(z) = 2%, seguem os gréficos das derivadas fracionarias

de diferentes ordens (Figura 3.2).
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Figura 3.2: Derivadas da funcao f(z) = 2% de ordens: %, +, 2, 1 3 3 CES

D5 f(x) = 2x18;5
)

1/2 _ 8x*2
DR [ (9=
Da/sf{_ )= 2x7/%

Fonte: A autora.

Agora, em relacio a fungao f(z) = z*, seguem os graficos das derivadas de ordens

inteiras 1 e 2 e das derivadas de ordens fracionarias i, %, % e % (Figura 3.3).

Figura 3.3: Grafico das funcdes f(z) = #°, Diz3, Dza® Diz3, f'(z) = 3a2, D2a®,
f"(x) = 6x.

- — fl)=x°
120: DV (= 6114
100} r(17,5]
52
80| —Dmf{v"):;sﬁ
50: _— D3/4f{r) = 6)(19:'
i (Z)
40
5 — f(x)=3 x?
20} D = 8x32
| — f7(x)=6 X

Fonte: A autora.

3.3.1 Derivada de Constante

Exemplo 3.12 (Derivada da fungao constante - Caputo.).

1 z 0 1 z
C na
D% = / dt:—/ 0dt = 0.
Fn—a) o (z—t)l-nte I'(n—a) o




Exemplos 43

Exemplo 3.13 (Derivada da func¢do constante - Riemann-Liouville.).

o 1 dr z k
Dok = ['(n—a) (dx”) /o (x —t)l-nte dt
1 d” T m—o
- ['(n—a) (dx”) (k/o u e du)
o dn\ [ kane
- I'(n—a) (da:”) (n—a) '

Observe que a derivada da funcao constante segundo Riemann-Liouville ndao é zero.

Se a = %, tem-se:

ok
Dék=——.
’ /T

Na Figura 3.4 estao representados os graficos das derivadas segundo Riemann-Liouville
de ordem 1/2 de algumas fungoes constantes.

Figura 3.4: Derivadas de Riemann-Liouville de ordem 1/2 de algumas fungoes constantes.

3

- derivada de ordem 1/2 de f(x)=-1
derivada de ordem 1/2 de f(x)=-1/2

= derivada de ordem 1/2 de f(x)=1/2

1= derivada de ordem 1/2 de f(x) =1

—— derivada de ordem 1/2 de f(x)=2
—— derivada de ordem 1/2 de f(x)=3

Sl

Fonte: A autora.

3.3.2 Derivadas das Funcoes Seno, Cosseno e Exponencial

Nas figuras a seguir, pode-se observar o comportamento das derivadas fracionarias das
funcoes seno, cosseno e exponencial.

Observando as Figuras 3.5, 3.6 e 3.7, nota-se que as derivadas segundo Riemann-
Liouville e segundo Caputo coincidem na fungao seno, o que nao acontece nas fungoes
cosseno e exponencial, pois sen0 =0, cos0 =1#0e e’ =1 #£0.

As Figuras 3.8, 3.9 e 3.10 representam as derivadas de ordens i, % e % segundo a
definicao de Caputo e as respectivas derivadas de primeira ordem dessas trés funcoes.

Na legenda das figuras, foi utilizado “RL” para denotar Riemann-Liouville e “C” para

denotar Caputo.
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Figura 3.5: Derivada de ordem % de senz.

1 1 1 1 x — .
4 5 5 10 RL/C 1/2 sin x

Fonte: A autora.

Figura 3.6: Derivadas de ordem % de cos .

2
e —— RL 1/2 cos x
—— C 1/2 cos x
1 1 X
8
b
Fonte: A autora.
Figura 3.7: Derivadas de ordem % de e”.
10}
sl
6 —— RL 1/2 exp
— G112 exp
4 i
n

05 1.0 15 20

Fonte: A autora.
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e % de sen x e derivada primeira de sen x.

1
2

Figura 3.8: Derivadas de Caputo de ordens ;11,

— G 1/4 sinx
— G 1/2 sinx
L 1 X
10 —— C3/4sinx
—— COS X
05
-1.0

Fonte: A autora.

1

Figura 3.9: Derivadas de Caputo de ordens i, e % de cos x e derivada primeira de cos x.

[\

1.0F

— G 1/4 cos x

—— G 1/2 cos x
—— (C 3/4 cos x

— = SiN X

Fonte: A autora.

Figura 3.10: Derivadas de Caputo de ordens L—i, e % de e e derivada primeira de e”.

D=

— G 1/4 exp x
— G 1/2 exp x
—— G 3/ expx

—— exp X

Fonte: A autora.
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3.4 Transformada de Laplace dos Operadores Fraci-
onarios

Nessa secao calculam-se a transformada de Laplace da integral de Riemann-Liouville
e das derivadas de Riemann-Liouville e de Caputo.
Para calcular a transformada de Laplace da integral de Riemann-Liouville utilizam-se

duas mudancas de variavel:
e a primeira serd u = x — t = du = dx;

e asegunda, v = su = dv = sdu.

LA = [ F(lg) [ ro -0t deda

= F(Z)/OOO f(t) /too e ¥ (x — 1) da dt
1 0

= F(a)/o f(t) /Ooo e e Sty du dt
_ F(la) /O T et p () dt /0 eyt gy

— F(S) /OO efsuuafl du = F(S) /OO fvva_l dv
0 0

() I'(a) s>l s
_F(s) 1 R R F(s) 1 a) = F(s &
- T(a) s 1s /0 a I'(a) S“s—lsr( )= F( )so"

Agora, para calcular a transformada de Laplace da derivada de Riemann-Liouville

usa-se a Definicao 3.3, a Propriedade 2.16 e o resultado anterior.

LADGf(x)} =L {ang*af(:z:)} = 5”55_‘9&) _ Zz:: k1409 (0)
= sYF(s) — nz:: AL ()

onde g®)(0) = lim DN(I;~ f(x)).

Assim como no calculo anterior, para o calculo da transformada de Laplace da derivada

de Caputo usa-se a Defini¢ao 3.4, a Propriedade 2.16 e o resultado da integral de Riemann-

Liouville.
L{EDE 0} = L {15 D )} = S P - s
k=0

=s"F(s) — nz—:l s@~h=1rk) (),
k=0
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Tabela 3.1: Resumo das Transformadas de Laplace dos operadores fracionarios.

() LAf(z)} = F(t)

I§ f(x) F(s)—

SOL

Dg f(z) | s*F(s) = 33258 1g™(0)

“Dgf(z) | s“F(s) — Xpzg s>~ 1 F®(0)




Capitulo I

Equacoes Diferenciais Fracionarias

Neste capitulo provam-se a existéncia e unicidade de solug¢oes para Equacgoes Diferenci-
ais Ordindrias Fracionarias, envolvendo derivadas fracionarias segundo Riemann-Liouville
e Caputo, e também prova-se a dependéncia continua das solugoes utilizando a derivada
de Caputo. As principais referéncias deste capitulo sdo [13], [14], [15], [16], [17], [18].

4.1 Problema de Valor Inicial

A seguir, apresentam-se as definicbes do PVI, utilizando as defini¢oes de derivada
fracionaria segundo Riemann-Liouville e Caputo, e a definicio de uma equagao auxiliar
no estudo de um PVI do tipo fracionario chamada de Equagao Integral de Volterra; em
seguida, mostra-se a equivaléncia entre as duas definigoes.

A principio, define-se os espacos das func¢oes em questao.

Definic¢ao 4.1. O espago L%([a, b]) é definido como:
L*(a,b]) = {y € Lla,b] : D,y € L[a,b]},

em que L([a,b]) = Li([a,b]) é o espago das fungoes integraveis em [a, b] segundo Lebesgue

com a norma 1: [|y|l; = [ |y(x)| dz.

Definigao 4.2. O espago C*“" !([a,b]) ¢ definido como:
" ([a,b]) = {y € C"[a,8] : “ D1y € Cla,b]},

em que C([a,b]) é o espago das fungoes continuas em [a,b] com a norma do supremo:

lylle = sup |f(z)]; C"([a,b]) é o espago das fungodes cuja (n — 1)-ésima derivada é
z€la,b]
continua em [a, bJ.

48
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Definicao 4.3 (PVI - Riemann-Liouville). A equagao diferencial ordindria fracionaria

Dayy(z) = f(z,y(x)), (Re(a) >0), (4.1)

com condigoes iniciais

D fy(a) = by, (4.2)

em que by € R,k =0,--- ,n—1en = [Re(a)] + 1, é chamada de Problema de Valor
Inicial ou Problema de Cauchy em um intervalo [a, b].
Uma solucao para o PVI (4.1) e (4.2) é uma fungao y(z) € L*([a, b)).

Defini¢ao 4.4 (PVI - Caputo). A equacao diferencial ordinaria fracionéria

“Diy(e) = flz,y(2), (Re(a)>0), (4.3)

com condigoes iniciais

y(a) = by, (4.4)

em que by € Rk =0,---,n—1en = [Re(a)] + 1, é chamada de Problema de Valor
Inicial ou Problema de Cauchy em um intervalo [a, b].
Uma solugdo para o PVI (4.3) e (4.4) é uma fungdo y(z) € C*" *([a,b]).

Para demonstrar os resultados de existéncia e unicidade dos problemas de valor inicial
mencionados anteriormente, sera utilizada a formulagao em termos de Equagoes Integrais
de Volterra.

Essas equagoes integrais sao particularmente titeis na modelagem de fenémenos que
levam em consideracao a influéncia de estados passados no comportamento atual do sis-
tema. Em especial, a Equacao Integral de Volterra de Segunda Espécie caracteriza-se
por apresentar a fungdo incognita tanto fora quanto no interior da integral, o que per-
mite reformular certos problemas diferenciais em uma forma integral conveniente para a

aplicacao de teoremas de existéncia e unicidade.

Definicao 4.5. As equacgoes integrais

y<x>:§6j+1§i_a) e, s (45)

=0 =)

)= 3 bl —a) /fx_tla (4.6)

j=0

sao exemplos de Equacao Integral de Volterra de segunda espécie.

Os préximos resultados abordam a equivaléncia entre os PVIs e as Equagoes de Vol-

terra apresentadas.
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Lema 4.6. Seja Re(a) > 0 en—1 < Re(a) < n, n € N. Seja Q um conjunto aberto
em R e seja f:[a,b] x Q = R uma fungdo tal que f(z,y) € L(a,b) para todo y € Q. Se
y(x) € L(a,b), entao y(x) satisfaz em quase todo ponto as Equagoes (4.1) e (4.2) se, e
somente se, y(z) satisfaz a Equagdo (4.5).

Demonstragio. (=): Hipotese: y(z) satisfaz as Equagoes (4.1) e (4.2).
Tese: y(x) satisfaz a Equagao (4.5).
Aplicando o operador I, nos dois lados da igualdade (4.1):

18, D% y(x) = IS f(z,y(x)) .
(@) ()

Pela Propriedade 3.6, pode-se reescrever (i) como:

Ja%mfﬂmmu—w%fl
Mo — ) |

||M\

Note que,

(]n—a)(n—j—l) _ ar—-t e a1 I(Tb—j_l)_(a_j_l) _ Da—j—l
a+ y(a’) - dl‘n_j_l a+ y( ) dIn_j_l a+ y(a) - a+ y(a)
E, por hipétese, Dg‘;j_ly(a) = b;41. Assim, (7) pode ser escrito como:

b fla)(x —a)* I
y(m) _ go J+ f(r)((a_j)) .

Pela definigao de integral fraciondria pode-se reescrever (ii) como:

/ fx_tla. (4.8)

Igualando (4.7) e (4.8) obtém-se a equagao integral de Volterra:

= bz —a)* f(2,
y<x>_§) Do —j) / x—tla

S bl a1 g,
y(x)_j;) F(Oé—] / l._tla'

(«<): Hipdtese: y(z) satisfaz a Equagao (4.5).
Tese: y(x) satisfaz as Equagoes (4.1) e (4.2).
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Aplicando o operador DS, nos dois lados da igualdade (4.5):

n—1 a—j—1
bivi(x —a)* I~ f(t,
D y(x) = Do, S , De /
+() +j:0 F(Oz—j) +F :l?—tla

n—1 —j—1
bjr1 DS (v —a)*™? f(t,
Day z: J+ a+ : a / .

() = s [ —j) +F x—tlo‘

Pela Propriedade 3.8:

n—1 « a—j—1
L bj1 D2 (x —a)*™
DY (z—a)f ==Y T =0,
+ ) =0 I'(a —j)

e pela Propriedade 3.6:

Dy [N = DRIz Fov(o) = flaylo))

Assim, obtém-se (4.1):
D y(x) = flz,y(x)).

Para obter (4.2), aplica-se o operador D" nos dois lados da igualdade (4.5):

n—1 b. (Zl'f _ a)a—j 1 f

Doc—k _ Da—k Jj+1 /

a+ y<5(7) a+ s F(O./ —_ ]) a+ F l’ _ t 1 o
Ji

n—1 b Dafk(w o a)a—j 1 f

a—k _ j+1a+ a—k

Do+ W)_z% (o —j)  Das [« / x—tl o
]:

Pela Propriedade 3.8:

DR (x — )7 = DRz — )@ )!
_ T(a—j)(z —a)es)fekt
-~ T(a—3)—(a—k)
_Tla—j)z—-at

I'(k - )
n—1 a—k a—j—1 n—1 k—j
bj1 Dg " (x —a)*™ bjy1(z —a)*™
— - — - s
jz% [a =) ;% (k- j)

e pela Propriedade 3.6:

D e N = Ditaz )

= 197 R £ y(z)) = I¥f(z,y(z))
I S R dt
= o [0 o)
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Assim,

n—1

Pizhue) = 3 PG et [ 0 o)

k—j—1 1

Tomando o limite quando x — a, obtém-se D2 *y(a) = by:

N S O p
}}E}}ZDQ ky( ) = glﬂl_rf}l [Z bﬁl;(k _ 2) + (k _1 1)! /a (z — t)k_lf(t>y(t)) dt]

7=0
n—1 k—j—1
bj+1 r—- a) -

—lm 2

+ lim (k—ll)' /:(x — t)kilf(t, y(t)) dt

—7) Ta
o [b@ =)t by (z — a)k*(kfl)*lz bo(z — )"
_£%[W+"'+ T 1) +W+F(k—n—1)]
byfr—a)
o glgl_rg (1) O

]

Lema 4.7. Seja Re(a) >0 en —1 < Re(a) < n, n € N. Seja Q um conjunto aberto
em R e seja f: [a,b] x Q@ — R uma fungao tal que f(x,y) € C(a,b) para todo y € Q. Se
y(x) € C(a,b), entio y(x) satisfaz em quase todo ponto as Equagoes (4.3) e (4.4) se, e

somente se, y(x) satisfaz a Equagdo (4.6).

Demonstragio. (=): Hipotese: y(z) satisfaz as Equagoes (4.3) e (4.4).
Tese: y(z) satisfaz a Equagao (4.6).
Aplicando o operador I, em ambos os lados da igualdade (4.3):

I8 “De y(x) = IS f(z,y(x)).

Utilizando a Propriedade 3.7 e a Definicao de integral fracionaria, obtém-se:

w fV(a)(x — a)! f(t,
y(x)_g ]' / J?—tla
o Fe=e /fw

Assim,

z;: e /fa:—tla'

(«<): Hipdtese: y(z) satisfaz a Equagao (4.6).
Tese: y(z) satisfaz as Equagoes (4.3) e (4.4).
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Aplicando o operador ¢ D¢ ., nos dois lados da igualdade (4.6) e utilizando as Proprie-
dades 3.8 e 3.7:

@ nilb'(x_a) @ f o
“Dt (o) = Dz Y Aty s [ x_tla — D2, y(@) = fl@y(@).

J=0

E derivando ambos os lados da igualdade (4.6) k vezes, obtém-se:

e () S Ml () L st

Jj=0

Tomando o limite quando z — a, segue que y*)(a) = by. ]

4.2 Teorema de Existéncia e Unicidade

Esta secao apresenta o enunciado e a prova de dois teoremas de existéncia e unicidade
do problema de valor inicial de uma equacao diferencial fracionaria. Todos os resultados
que serao utilizados encontram-se no apéndice B.

O proximo lema sera usado na demonstragao dos resultados referentes a existéncia e

unicidade de solugoes.

Lema 4.8. A integral de Riemann-Liouville é um operador limitado em L(a,b) e satisfaz

15 flle < K[l
e
I flly < Kl fl,
(b—a)
k=——"—.
T a1
Demonstracgao.

12 1l = /\F(la) | 1@ - dt\ de < F(la) [ [ 150 =0 d s
= [ 10l = e = 1/b/b\f<t>||<x—t>a1|dxdt
=F(1a/b\f<t>|/b|<x—t>a1|d:cdt s [ (b‘” ) a

= o [ Ol =t < s /\f (b—a)

(b - a)° o
-t [ )||f||1 K7l
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A seguir, os enunciados e as provas dos dois teoremas de existéncia e unicidade. O
primeiro refere-se ao PVI com a derivada de Riemann-Liouville e o segundo, ao PVI com

a derivada de Caputo.

Teorema 4.9 (Existéncia ¢ Unicidade - Riemann-Liouville). Sejam Re(a) >0, n —1 <
Re(a) < n, n € N, Q um conjunto aberto em R e f : [a,b] x Q@ — R uma fungao tal que
f(-,y) € Lla,b], para todo y € Q. Suponha que [ satisfaz a condi¢ao de Lipschitz

‘f(xayl) - f(xayQ)’ < mlyl - yQ‘
para todo x € [a,b] e para todo y1,y2 € Q C R, onde m > 0 nao depende de x. Entdo
existe uma unica solugdo y(x) para o problema de Cauchy (4.1) no espago L*[a,b].

Demonstragao. Pela equivaléncia entre o problema de Cauchy e a equagao integral de
Volterra, mostrar que existe uma tunica solucao para uma, implica a existéncia de uma

unica solucao para a outra, que corresponde a primeira.

Desse modo, tome 7 € [a, b] arbitrério e defina um operador 7" em Lla, 7| da seguinte

forma: 1t
T(y)(x) = pola / y
em qu Tr) = 5 bjﬂ(x _ a)aijil
e () = 2 e =)

A ideia é usar o Teorema do Ponto Fixo de Banach. Para isso, precisa-se verificar que

T(L[a,n]) C L[a,n] e que T' é uma contragao.
Pelo Lema 4.8 segue que T'(y)(x) € Lla,n]. Logo, T : Lla,n] — Lla,n).
Afirmagao: T é uma contragao, ou seja, |7 (y1) =T (y2)|1 < c|lyr —yz|[1, com 0 < ¢ < 1.

Com efeito,

flty

I70) = Tl = [ 170) = Tl o= [ s | [ OGO ] g,
)

[ l m'?;“_t)lyi(t)'dt]d
- i [ e
/F Sl (6) = et da

)| d
e /|y1 (t)|da
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T
T(a+1) " 720
Como 7 é arbitrario, deve-se tomé-lo de modo que a desigualdade m

valida. Assim,
1T (1) = T(y2)llr <cllyr —yalli, 0<c<1.

Pelo Teorema do Ponto Fixo de Banach, existe e é tinica uma funcao y solucao da

equacao de Volterra e, portanto, essa y corresponde a solucao do PVI. O

Teorema 4.10 (Existéncia e Unicidade - Caputo). Sejam Re(a) >0, n—1 < Re(a) < n,
n € N, Q um conjunto aberto em R e seja f : [a,b] x Q@ — R wuma fungao tal que

f(-,y) € Cla,b], para todo y € 2, que satisfaz a condi¢ao de Lipschitz

|f(z,y1) — f(z,92)| < mlyr — v

para todo x € [a,b] e para todo y1,y2 € Q C R, onde m > 0 nado depende de x. Entdo

eziste uma nica solugio y(x) para o problema de Cauchy (4.3) no espago C*"[a,b].

Demonstracdo. Assim como no teorema anterior, resolver o PVI é resolver Volterra. Para

isso, tome 7 € [a, b] arbitrario e defina um operador 7' em Cla, n] da seguinte forma:

T)e) =) + oy [

em que yo(z) = Z

A ideia é usar o Teorema do Ponto Fixo de Banach. Para isso, precisa-se verificar que

T(Cla,n]) C Cla,n] e que T' é uma contragao.
Afirmacao 1: T(Cla,n]) C Cla,n).

Com efeito,

T0)0) = o) + o [ LS

(x—a ) N , . .
) , que é uma funcao continua, pois trata-se de uma funcao

com yo z_:

polinomial.

Assim, basta analisar a continuidade da fungao dada pela integral:

/fa:—tla'
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Para isso, considere (x,) uma sequéncia em [a, 7] convergindo para um elemento = €
[a,n], isto é, x, — Z, e mostre que G(y)(x,) — G(y)(Z).
Reescrevendo a integral G(y)(x) através de uma mudancga de varidvel s = x —t, tem-se

dt = —ds, quandot =a=s=x—aequando t =z = s = 0. Assim,

Gly)e) = [ty ds,
Para s € [0,n — a] defina:

a—1

F, f(xn - S, y(xn - S))S X[O,mnfa]<s) €
F = f(':f - S y(j - S))SO‘_1X[0,5E*a]($)7

em que xg denota a funcao caracteristica, isto €,

l,sex e B
xe(zr) =
Osex ¢ E.

Com essa definicao, tem-se:

Como z,, = Z, para n suficientemente grande, tem-se X[0.z,-a](5) = X[0,5—a](5)-

Sejam u = x, — s e v =7 — s. Note que,

[ (uy(w) = fo,y()] = [f(u,y(w) = fu,y(©) + f(u,y(v)) = f(0,y(v))]
< [flu,y(w) = fu, y()] + [ (w, y(v) = v, y(v)].

Pelo fato de f(-,y) ser Lipschitziana na segunda variavel, tem-se:

[ (u,y(u) = fu,y())] < mly(u) —y(v)].

Pelo fato de y ser continua e u — v, tem-se:

|f(u,y(u) — f(u,y(v))| — 0.

Pelo fato de f(-,y) ser continua e u — v tem-se:

| f(u,y(v)) = f(v,y(v))| — 0.
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Assim,

fu,y(w) = fv,y(v)).

E portanto,
F.(s) = F(s).

Pelo fato de f(t,y(t)) ser continua em [a, 7], pode-se afirmar que f é limitada, isto é,
existe K > 0 tal que |f(¢,y(t))| < K em [a,n]. Entao,

[Fu(s)] < K- s g0, (s).

Defina g(s) == K - sf@ =1y, 1(s).

Como Re(a) > 0 entdo Re(a) —1 > —1 e portanto:

n—a n—a 3 }((n __a)Re@Q
ds = K [ shetertgs = S B oo
/0 g(s)ds s s Re(a) 00

Logo, g € L|a, b].

Assim,
e F,(s) — F(s) para quase todo s € [0,n — a];
o |Fn(s)] < g(s) para todo n € N e para quase todo s € [0,7 — a].

Pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue (Teorema B.5 do apéndice B),

n—a n—a
/ F,.(s) ds—>/ F(s)ds
0 0

isto é, G(y)(z,) = G(y)(2).

segue que:

Afirmagao 2: T é uma contracao, ou seja, ||[T(y1) — T(y2)|lco < ¢l|ly1 — ¥2]/o0, com

O<ex 1.

Com efeito,

IT(y1) — T(ys)] ‘ 1 /f ) = f6n(0)

ING)! (x —t)—
L rmmlyi(t) — ya(0)] di
= Ta) / (@ —1)a
B R RO
I(a) (x —t)t=

=)
F(a )<Z/1(t) — 12(1)).
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Assim,

IT(y1) = T(y2)lleo = sup [T'(y1) = T(y2)|

tefa,n]
< tzg};ﬂ m M(m(ﬂ —ya(t))
— m tzl[i%] ly1(t) — y2()]
= T;L‘<(7Zx +a1))a 1 — valloo-

- < 1 seja

(n—a
['(a+1)

m
Como 7 é arbitrario, deve-se tomé-lo de modo que a desigualdade

valida. Assim,
1T(y1) = T(y2)lloo < cllyr —vollos, 0 <e<1.

Pelas afirmacgdes 1 e 2 segue que, pelo Teorema do Ponto Fixo de Banach, existe e
é Unica uma funcao y solucdo da equacao de Volterra e, portanto, essa y corresponde a
solucao do PVI. [

Exemplo 4.11. Resolver a seguinte equacao fracionaria linear Dgy(x) = Ay(x) com
condigdes iniciais y(0) = yo e y*¥(0) = 0, para k = 1,---,n, com n = [Re(a)] + 1,

utilizando a transformada de Laplace.

“Dgy(x) — Ay(z) =0

£{°Diy(a)} - L{y(a)} =0

s*Y (s) — s lyp — A\Y(5) =0
(s = MY (s) = s* Ly

Logo, utilizando a Tabela 2.2, a solugao y(x) é dada por:

Sa—l
E_l {yo /\} = yOEa()\ta).

s& —

4.3 Dependéncia Continua

A ideia de dependéncia continua das solugdes em relagao as condigoes iniciais significa
que pequenas perturbagoes nos dados iniciais produzem apenas pequenas perturbacoes
na solucao, o que garante que a solucdo obtida utilizando os dados perturbados ficara

proxima da solugao original.
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Desse modo a solucao é previsivel, estavel e confiavel, o que garante que os modelos e
calculos numéricos sejam tteis no mundo real.

Na teoria qualitativa de equacoes diferenciais, ha uma desigualdade bastante utilizada,
a Desigualdade de Gronwall, que sera apresentada no lema a seguir e cuja demonstragao

pode ser encontrada no livro [18] (pagina 31).

Lema 4.12 (Desigualdade de Gronwall). Sejam ki, ko constantes positivas e sejam f e

g fungoes continuas em um intervalo a,b] que satisfazem:

F(x) < Ky + ko /jf(t)g(t) dt, V' € [a,b].

Entao,
x
f(z) < ke Ja o0t g e [a, b].
Com o intuito de demonstrar a dependéncia continua das solucoes de Equagoes Dife-
renciais Fraciondrias, apresenta-se o préximo lema, que é uma generalizacao fracionaria

da Desigualdade de Gronwall.

Lema 4.13 (Desigualdade de Gronwall - Fracionaria). Sejam kq, ko constantes positivas,

Re(a) > 0 e seja f uma fungio continua em um intervalo [a,b] satisfazendo a desigual-
dade:

k?g T a—1
\f(x)|§k1+r(a)/a (x — 0" |f ()] dt, Y € [a,b].

Entao
|f(2)] < k1Eq(kez®), Va € [a, ).

Demonstracdo. Para provar o resultado, vamos comparar a fungdo f com a solucao de
um problema fracionario.
Tomando uma constante positiva qualquer ks, defina ®(z) = (k1 + k3) Eo(kaz®).
Note que a fungao ® ¢ solugdo de uma equagao fracionaria como a apresentada no
Exemplo 4.11: “D®(z) = ky®(z), com condigoes iniciais ®(a) = ky + ks e ®*)(a) = 0,
para k =1,--- ,n, com n = [Re(a)] + 1.

Pelo Teorema 4.7, a funcao ® satisfaz uma Equacao Integral, ou seja,

(I)(I) = kl + k?g + FIZ:CQI) /x(l' - t)a_lq)(t) dt.

Por hipotese:
|f(a)| < ki <ki+ks=P(a) = |f(a)] < P(a).
E pela continuidade da f, existe h > 0 tal que:

|f(z)| < ®(x), Vo € [a,a+ h].
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Suponha, por contradi¢do, que x seja 0 menor nimero maior que a tal que |f(xg)| =

® (). Entao, para a < x < g, tem-se que |f(z)| < &(x) e assim:

ko Zo a—1
£l < ki ey [ o= 000 70

R
P(a)

ko oo a—1 _
< k‘l + kfg + F(Oé)/a (.TO — t) (I)(t) dt = (I)(.TD)

<k +

/ " (2o — D)1 D(1) dt

Logo, |f(zo)| < ®(xg), o que ndo é verdade, portanto a suposi¢do de que |f(zo)| =
O (xp) ¢ falsa e, de fato,

|f(z)] < ®(x) = (k1 + k3)Eo(kox®), Vo € [a,b]. (4.9)

Como a constante k3 > 0 foi tomada arbitrariamente, vamos tomar em (4.9) o limite
]{33 — 0.
Portanto, | f(z)| < k1 Eq(k2x®), V2 € [a,b]. O

A seguir, o enunciado e a prova do Teorema da Dependéncia Continua para derivadas

fracionarias de Caputo.

Teorema 4.14 (Dependéncia Continua - Caputo). Seja f uma fungiao que satisfaz as

condigoes do Teorema 4.10 e sejam y e z as solugoes definidas em [a, h] dos respectivos
PVls:

“Diy(e) = fl,y(@), (Re(a)>0),

com condigoes iniciais

yPa)=b, (b €Rk=0,1,--- ,n—1;n=[Re(a)] + 1)

“Dy 2(x) = f(z,2(2)), (Re(a)>0),
com condigoes iniciais
M) =c, (c €eREk=0,1,---,n—1;n=[Re(a)]+1).
Dado € > 0, existe 0 > 0 tal que, se
[ Jnax |br — cx| < 6 entdo |y(xz) — z(z)| < €, para qualquer x € |a, h.

Demonstragio. Defina ®(z) := y(z) — z(z), para todo x € [a, h|. Pelo Lema 4.7, pode-se
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escrever ®(z) como uma Equacao Integral de Volterra:

0) = 30— )T s [ = 0 ) - ) ar

k=0

Pela desigualdade triangular, segue que:

<3 Il S+ s [ = 0 o) - A0 b

Como a funcao f é lipschitziana na segunda variavel com constante de Lipschitz m,

tem-se:

1< 3 = el s [ o) - o)

— kj e — el ;!“) + F’(’;) | @=now)a

Para todo x € [a, h] :

nz:l’bk—ck|( <Z|bk—ck|( )k

k=0
n—1 ( a)k )
Definindo A :== > |by — ck|7, obtém-se:
k=0

1B(z)] < A+F(a)/a (@ — )| B()| dt, x € [a,h].

Pelo Lema 4.13, segue que:
|D(x)| < A Eq(ma®), V€ la,h]

Pelo fato de E,(mx®) ser continua em um conjunto compacto [a, h|, E,(mz®) é limi-

tada por uma constante C, logo:
|®(x)] < AC Yz € [a,h)].

Assim, para qualquer € > 0, basta tomar § = para que, max b — c| < 6,
SREN—

AC’
implique |y(z) — z(x)| < e. O

O Teorema da Dependéncia Continua para o caso fraciondrio desempenha um papel
fundamental na analise dos modelos, pois esta diretamente relacionado a boa formulacao

do problema.
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Em algumas aplicagoes os dados iniciais frequentemente estao sujeitos a imprecisoes
decorrentes de erros de medicao ou estimativas aproximadas. O resultado de dependén-
cia continua assegura que pequenas variacoes nesses dados produzem apenas pequenas
variagoes na solucgao, indicando que o problema considerado ¢ bem posto.

Além disso, em modelos fracionarios, o comportamento do sistema depende nao ape-
nas do estado atual, mas também de sua evolugdo passada, caracteristica associada ao
efeito memoria. Nesse contexto, o Teorema da Dependéncia Continua contribui para

compreender como essa memoria influencia a estabilidade das solugoes do modelo.



Capitulo

Aplicacoes

O objetivo deste capitulo é comparar as solugoes de alguns modelos de equagoes di-
ferenciais conhecidos com seus respectivos modelos fracionarios utilizando a derivada de
Caputo e também compara-los visualmente através dos respectivos graficos.

Os valores numéricos utilizados para plotar os graficos nao correspondem a nenhum
modelo especifico. Além disso, vale ressaltar que a ordem das derivadas das equagoes sao
numeros reais que variam entre 0 e 1.

Este capitulo foi baseado nas referéncias [1] e [19].

5.1 Equacao Logistica

A Equagao Logistica é um modelo de equagao diferencial publicado por Pierre Francois
Verhulst em 1838 a fim de modelar o crescimento populacional mundial com base em
estatisticas disponiveis.

A Equagao Logistica Classica é dada por:

dP P(t)
— =rPt)|[1—-—= 5.1
o =re (1- 22, 5.1)
em que P(t) denota a populagdo no instante ¢, r é a taxa de crescimento e K é o valor

maximo que essa populagao atinge, chamada capacidade de suporte. Sua solugao é dada

por:
K

(e

em que P, ¢ a populagao no instante inicial.

P(t) (5.2)

A Equacao (5.1) é nao linear, portanto introduz-se a mudanca de varidvel, P(t) =

1
——, a fim de torna-la linear para que seja possivel a aplicacdo da Transformada de

Q(t)’

63



Equacao Logistica 64

Laplace em sua resolucao.

ap 1dQ r 1 B r
T aw - owE) ~O0 &

dQ -

A versao fraciondria da Equacao Logistica (5.3) com a derivada de Caputo é dada por:

r
CDPQ(D) +1QU) = - (5.4

com (0 <a <1
Denote por £{Q(t)} = Q(s). Aplicando a Transformada de Laplace na Equacio (5.4),

segue que:

“DOQE) + Q) = 1
£{D"Q)} + L{rQ(1)} = £ {;’(}
52Q(s) — s271Qo + rQ(s) = [T(i
QUa)(s* +7) = 7o +5°7' Qo
~ 1 T Ch
M TP I )
em que Qg = [1)0.

Aplicando a Transformada Inversa com os dados da Tabela 2.2, obtém-se a solugao:

Q) = (1 = Fa(—11%) + QuFa(~11")
Q) = (1~ Bu(—rt%) + KQuEu(~r%)).

Voltando para a fungao original:

(5.5)

- K- P, '
1 Eq(—rto
* ( 2) ) (=)

As figuras a seguir representam a solucao da equagao logistica fracionaria, considerando
K =100 e r = 0.25. Na Figura 5.1, consideramos Fy = 5 e variamos os valores de a.. J&

na Figura 5.2, consideramos o = 0.9 e variamos os valores de Fj.
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Figura 5.1: Modelo Logistico para diferentes valores de a.

P(t)
100}
80| — a=
I a=0.9
60 — a=038
— a=0.75
or — a=065
20}
r L L L 1 L L L L 1 L L L L 1 L L L L 1 L L L L 1 t
ol 10 20 30 40 50
Fonte: A autora.
Figura 5.2: Modelo Logistico para diferentes valores de F.
P(t) o ‘ '

— P 0=5

PO0=8
— P 0=11
— P 0=14
— P 0=17

L 1 L L L L 1 L L L L 1 L L L L 1 L L L L 1 t
10 20 30 40 50

Fonte: A autora.

Observando os graficos obtidos, nota-se que, a medida que o valor de o diminui, a
solugao leva mais tempo para alcancar a capacidade de suporte do sistema. Em particular,
quando o = 1, recupera-se o modelo logistico classico.

Além disso, ao variar os valores da condicao inicial F,, observa-se que as soluc¢oes per-
manecem proximas entre si, apresentando apenas pequenas variagoes ao longo do tempo.
Esse comportamento esta de acordo com o teorema de dependéncia continua em relacao
as condicoes iniciais, indicando que o modelo é pouco sensivel a pequenas perturbacoes
em Fp.

Por fim, os resultados graficos sugerem que o modelo logistico fracionario preserva as
principais propriedades qualitativas do modelo classico, ao mesmo tempo em que incorpora
efeitos de memoria que modificam a velocidade de aproximacao ao equilibrio quando

comparado ao caso classico, sem comprometer a estabilidade das solugoes.
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5.2 Modelo de Lotka-Volterra (Presa-Predador)

O modelo de Lotka-Volterra é um sistema composto por duas equagoes diferenciais que
descrevem as interagoes entre uma populacao de presas e uma populacao de predadores.
Foi desenvolvido por volta de 1920, de forma independente, por Alfred James Lotka e
Vito Volterra.

O modelo cléssico é dado pelo seguinte par de equagoes diferenciais:

T = ax — bxy
(5.6)
Y= —cy +dzy.

em que z = x(t) representa a populacao de presas e y = y(t), a populagdao de predadores,
no instante t; e a, b, ¢ e d sao nimeros reais positivos, que representam as interacoes entre
as espécies.

E importante observar que o modelo presa-predador considera apenas duas populacoes
de animais interagindo em um ambiente, descartando a influéncia de outros fatores do

ambiente nesse processo. Assim ha algumas premissas a serem consideradas:
o Na auséncia de predadores, a populacao de presas cresce exponencialmente;
o Na auséncia de presas, a populacao de predadores decresce exponencialmente;

e O decrescimento da populacao de presas, bem como o crescimento da populacao de
predadores acontece de forma proporcional ao tamanho das populag¢oes de presas e

predadores disponiveis.

No entanto, apesar de tais restrigcoes, o modelo de Lotka-Volterra se destaca ao des-
crever fendmenos com aplicacoes em diversas areas da biologia.

Observa-se também que as equagoes que compdem o Sistema (5.6) sdo equagoes nao
lineares, entao realiza-se uma linearizacao em torno do ponto de equilibrio (zg,yg) com
o objetivo de obter um sistema correspondente, porém linear, o que permite o uso da
Transformada de Laplace.

Considere o sistema:

&= f(z,y)
g=29(z,y)

e seja (rg,yr) o ponto de equilibrio, ou seja, f(rp,yp) = 0 e g(zp,yp) = 0. Sejam

U=T—Tgpev=yY—Yg.
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O sistema linearizado é dado por:

of of
v @ @ v
or Oy
—_————

Matriz Jacobiana

Assim, denotando por f(x,y) = xz(a — by) e g(x,y) = y(—c + dx), com = = x(t) e

y = y(t), obtém-se os pontos de equilibrio do sistema de Lotka-Volterra:

a
za—by)=0=2x=0 ou y=-— c a
b ¢ = (rp,yp)=(0,0) ou (vp,ys)= <d’ b) .
y(—c+dr)=0=y=0 ou z=-
A linearizacao sera feita em torno do ponto de equilibrio nao trivial <ccl7 Z), em que
as duas populagoes coexistem.
A matriz Jacobiana nesse ponto é dada por:
—bc
a—by —bx 0 e
J - =
dy —c+dx id 0
b
E o sistema linearizado é dado por:
. —bc
_ U= —"u
i 0 ﬁ d
_ d u
() = | wd : ( ) = (5.7)
[ _ 0 (Y d
b 0=
b

Aplicando a Transformada de Laplace e depois a Transformada Inversa de Laplace no

Sistema (5.7), obtém-se as seguintes solugoes:

besen(y/act)
0 Jac ug cos(v/act)

u(t) = v

v(t) = —uoa—dM — vpcos(vact).
b Vac
em que ug € vy representam, respectivamente, os desvios iniciais das populagoes de presas
e predadores em relagao ao equilibrio.
Para investigar a influéncia da ordem fracionaria na dindmica local do modelo de

Lotka-Volterra, considera-se a versao linearizada do sistema em torno do ponto de equi-
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c a\ -
librio nao-trivial (d’ b>' E importante notar que, embora as solugoes do problema nao
linear nao sejam iguais as do problema linearizado, elas sao topologicamente equivalentes.

O sistema linear fracionario, com a derivada de Caputo, correspondente é dado por:

—b
“Dou(t) = ch
(5.8)
d
“DPu(t) = %u.

Denote por L{u(t)} = U(s) e L{v(t)} = V(s). Aplicando a Transformada de Laplace

no Sistema de Equagoes (5.8), segue que:

sPV (s) — 8% twg = —U(s). (5.10)
Isolando U(s) em (5.9) e substituindo em (5.10) obtém-se:

ad 5 sotB

"b s(s*tF + ac) * vos(sa+5 + ac)’

V(s) =u

E Isolando V(s) em (5.10) e substituindo em (5.9) obtém-se:

be s8 gotB

Uls) = ] s(s28 + ac) * uos(sa+5 +ac)

Aplicando a Transformada Inversa com os dados da Tabela 2.2, obtém-se a solucao:

ad
v(t) = o tP Eqypp1(—act®P) 4 vo By yp(—act™P) (5.11)

bc
u(t) = ~ t" B o1 (—act™™) + ugEqy g(—act®™?). (5.12)
As figuras a seguir, representam as solu¢oes do modelo presa-predador fracionario em
funcao do tempo e também os planos de fases correspondentes, para diferentes valores
de a e [, considerando os parametros a = 2, b = 1,6, c = 1 e d = 0,5. Além disso,

consideramos g =5 e yp = 2.
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Quando a = 8 = 1, recupera-se o modelo cldssico, em que as populacgoes variam de
maneira peridédica e o plano de fases é uma elipse centrada no ponto de equilibrio, que

neste caso é o ponto (2, 1.25), como pode-se observar nas Figuras 5.3 e 5.4.

Figura 5.3: Modelo presa predador com Figura 5.4: Plano de fases do modelo
a=p=1. presa predador com o« = 3 = 1.

WAL

y(t)

&~

[

h*]

x(t)

— Fonte: A autora.
y(t)

Fonte: A autora.

Nas préximas figuras, variamos os valores de « e 3, seguindo alguns critérios:
l.a=pF=1comie€{0.9,0.8,0.7,0.6,05};
2.a=1lef=icomie€{090.8,0.70.6,05};

3.a=ief=1comie€ {0.90.8,0.7,0.6,0.5};

4. a=07e B =1icomie€ {0.90.8,006,0.5};

5. a=ie=0.7comiec{090.8,0.6,05};

e Nas figuras 5.5 a 5.14 temos a = (3 variando.

Figura 5.5: Modelo presa predador com  Figura 5.6: Plano de fases do modelo
a=pF=0.09. presa predador com o« = 3 = 0.9.

¥

5
25 /\

S

()

%
>
/

/ — Fonte: A autora.

Fonte: A autora.
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Figura 5.7: Modelo presa predador com
a=/p=028.

Fonte: A autora.

Figura 5.9: Modelo presa predador com
a=p3=0.7"7.

(1)
AN

— (i),

[

Fonte: A autora.

Figura 5.11: Modelo presa predador com
a=p£=0.06.

I I
4 6 8 10

p—r

— Y1),

Fonte: A autora.

1 I I I
1- 2 4 6 8 10

Figura 5.8: Plano de fases do modelo
presa predador com o« = 3 = 0.8.

y(t)

Fonte: A autora.

Figura 5.10: Plano de fases do modelo
presa predador com o« = 3 = 0.7.

y(t)

Fonte: A autora.

Figura 5.12: Plano de fases do modelo
presa predador com o = 3 = 0.6.

x(t)

Fonte: A autora.
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Figura 5.13: Modelo presa predador com  Figura 5.14: Plano de fases do modelo
a=[F=0.5. presa predador com o = 3 = 0.5.

50¢

45}

b . . . . . . . x(t)
20 25 30 35 40 45 50

Fonte: A autora.

Fonte: A autora.

Nas figuras 5.15 a 5.24, temos o = 1 e [ variando.

Figura 5.15: Modelo presa predador com  Figura 5.16: Plano de fases do modelo
a=1e=0.9. presa predador com o =1 e 5= 0.9.

()

()

Fonte: A autora.

Fonte: A autora.

Figura 5.17: Modelo presa predador com  Figura 5.18: Plano de fases do modelo
a=1e=028. presa predador com o =1 e § = 0.8.

y()

I : “"‘"—-_‘;n
-1 1 2 3 4 5

(1)

Loy Fonte: A autora.

A2
— y(1)

Fonte: A autora.
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Figura 5.19: Modelo presa predador com  Figura 5.20: Plano de fases do modelo
a=1e=0.T. presa predador com o =1¢e = 0.7.

y(t)

x(t)

— X Fonte: A autora.

A e

Fonte: A autora.

Figura 5.21: Modelo presa predador com  Figura 5.22: Plano de fases do modelo
a=1e=0.6. presa predador com a =1 e § = 0.6.

y(t)

251

L2

Fonte: A autora.

x(t)

Fonte: A autora.

Figura 5.23: Modelo presa predador com  Figura 5.24: Plano de fases do modelo
a=1e=0.5. presa predador com a =1 e § = 0.5.

y(t)

1 Fonte: A autora.
— x(t)

\ ‘ ‘ /(i
F 2 4 6 8 10

Fonte: A autora.

o Nas figuras 5.25 a 5.34, temos « variando e § = 1.



Modelo de Lotka-Volterra (Presa-Predador) 73

Figura 5.25: Modelo presa predador com  Figura 5.26: Plano de fases do modelo
a=09e =1 presa predador com o« =0.9e 5 = 1.

y(t)

= Fonte: A autora.

Fonte: A autora.

Figura 5.27: Modelo presa predador com  Figura 5.28: Plano de fases do modelo
a=08e=1. presa predador com o = 0.8 e § = 1.

v(t)

x(t)

Fonte: A autora.

Fonte: A autora.

Figura 5.29: Modelo presa predador com  Figura 5.30: Plano de fases do modelo
a=07ep=1. presa predador com a = 0.7 e = 1.

y(t)

Fonte: A autora.

Fonte: A autora.
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Figura 5.31: Modelo presa predador com  Figura 5.32: Plano de fases do modelo
a=06e[=1. presa predador com o = 0.6 e § = 1.

Fonte: A autora.

Fonte: A autora.

Figura 5.33: Modelo presa predador com  Figura 5.34: Plano de fases do modelo
a=05ep=1. presa predador com o« = 0.5 e = 1.

Fonte: A autora.

X(1)
AL

),

Fonte: A autora.

Nas figuras 5.35 a 5.42, temos a = 0.7 e 3 variando.

Figura 5.35: Modelo presa predador com  Figura 5.36: Plano de fases do modelo
a=07e3=0.09. presa predador com o« = 0.7 e = 0.9.

y(t)

Fonte: A autora.

Fonte: A autora.
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Figura 5.37: Modelo presa predador com  Figura 5.38: Plano de fases do modelo
a=07e=08. presa predador com o« = 0.7 ¢ = 0.8.

2 Fonte: A autora.

‘
F 2 4 6 8 10

Fonte: A autora.

Figura 5.39: Modelo presa predador com  Figura 5.40: Plano de fases do modelo
a=0.7e=0.06. presa predador com o« = 0.7 e = 0.9.

()

Fonte: A autora.

— X(t)
),

Fonte: A autora.

Figura 5.41: Modelo presa predador com  Figura 5.42: Plano de fases do modelo
a=0.7e=0.5. presa predador com o« = 0.7 e § = 0.5.

()

Fonte: A autora.

— x()

| | —r
r 2 4 6 8 10

Fonte: A autora.

o Nas figuras 5.43 a 5.50, temos « variando e § = 0.7.
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Figura 5.43: Modelo presa predador com  Figura 5.44: Plano de fases do modelo
a=09e 5 =0.7. presa predador com o« = 0.9 e = 0.7.

y()

Fonte: A autora.

Fonte: A autora.

Figura 5.45: Modelo presa predador com  Figura 5.46: Plano de fases do modelo
a=0.8e=0.T7. presa predador com a = 0.8 e 5 = 0.7.

y(t)

Fonte: A autora.

Fonte: A autora.

Figura 5.47: Modelo presa predador com  Figura 5.48: Plano de fases do modelo
a=06es=0.71. presa predador com o« = 0.6 e 5 = 0.7.

Fonte: A autora.

I
2 4 6 8 10

Fonte: A autora.
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Figura 5.49: Modelo presa predador com  Figura 5.50: Plano de fases do modelo
a=05e =071 presa predador com v = 0.5 e = 0.7.

v(©)
24
22
20
18
16

2 3 4 5

Fonte: A autora.

—
: ‘ ‘ : vty |

Fonte: A autora.

Observando as figuras apresentadas anteriormente, nota-se que, a medida que o valor
da soma «a +  diminui, ocorre um aumento na velocidade de convergéncia das trajetérias
para o ponto de equilibrio do sistema. Para valores menores dessa soma, as trajetorias no
plano de fases apresentam poucas oscilagoes e tendem a se estabilizar em um intervalo de
tempo menor, indicando um efeito de amortecimento na dindmica do sistema.

Além disso, a reducao do valor de o + [ suaviza variagoes abruptas nas populagoes e
evita amplitudes excessivas nas oscilacoes populacionais, de modo que as solugoes perma-
necem no semieixo positivo, deixando de assumir valores negativos. Tal comportamento
é relevante, uma vez que valores negativos para as populagoes nao possuem interpretacao
no contexto do modelo.

Esse comportamento esta associado a memoria introduzida pelas derivadas fraciona-
rias, que faz com que a evolucao do sistema dependa nao apenas do estado atual, mas
também do seu historico, contribuindo para uma dindmica mais regular. Como conse-
quéncia, as trajetérias permanecem em regioes biologicamente admissiveis por intervalos
de tempo mais longos e deixam de apresentar ciclos fechados persistentes, passando a se
aproximar do equilibrio de forma mais controlada quando comparadas ao modelo classico.

Por fim, a andlise dos graficos sugere que valores menores de a + ( favorecem a
estabilidade do ponto de equilibrio, reduzem oscilagoes e tornam o sistema menos sensivel
as condigoes iniciais, resultando em solugoes mais estaveis e consistentes do ponto de vista

matematico no modelo proposto.
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Apéndice A

Alguns Resultados de Analise

Este apéndice foi baseado nas referéncias [20] e [11].

A.1 Férmula de Taylor

Definicao A.1. Seja f : [a,b] — R. Dizemos que f € C"[a,b] quando sua n—ésima

derivada existe e é continua no intervalo [a, b].

Definicao A.2. Seja f € C"[a,b] com a < xy < b. Definimos o Polindmio de Taylor de

ordem n centrado em xy como:

- Zn: f(k;(l%) (2 = 0)".
k=0 '

Teorema A.3 (Férmula de Taylor com Resto Integral). Seja f € C"[a,b] coma < x¢ < b.
Entao,

+/ fOW 1) dt.

n—l

z) = i f(k) :
k=0

A.2 Integrais Improprias

A seguir apresentam-se defini¢oes de integrais improprias.

e Se f é uma fungao integrével em [a, +00) entao

400 b
/ f(z)dxr = lim f(z)dx.

b—>+00 a

e Se f é uma fungdo integrdavel em (—oo, b| entao

/_b f(z)dx = im b f(z)dx.

30



Integrais Improéprias 81

e Se f é uma funcao integravel em (—oo, +00) entao

+Oof( = lim / f(z dx—i—bggloo/obf(a:)dx

— a——0o0

e Se f é uma fungdo integrdavel em (a, b] entao

/f dxr = lim f()x

t—at Jt

e Se f é uma fungao integravel em [a,b) entao

/abf(a:) dr = tlilgl_ /atf(x) dx

e Se f é uma fungao integravel em [a, b], exceto em ¢ tal que a < ¢ < b, entao

/abf(:v dr = lim f d:c+11m/f

t—c= Ja t—ct

Quando os limites acima existem, a integral é convergente. Caso contrario, a integral é

divergente.

Os préximos resultados abordam alguns critérios para determinar a convergéncia de

integrais improprias.

Proposicao A.4. Seja f uma funcgio integrdvel em [a,z] para todo x > a. FEntio a

integral imprépria / f(z)dx converge se |f(z)| dx converge.

Proposicao A.5. Sejam f e g fungoes integrdaveis no intervalo [a,00) para todo x €
[a,00) e 0 < f < g. Se/ g(t)dt converge, ent(io/ f(t)dt converge e/ fi)dt <

/a gt dt. ' '

Proposicao A.6. Sejam f e g fungoes integraveis no intervalo [a,b] para todo x € [a,b)

b b b b
e0< f<yg. Se/ g(t)dt converyge, entdo/ f(t)dt converge e/ f(t)dt §/ g(t)dt

Proposigao A.7. A mtegml/ e tdt converge.
0

Demonstracao.
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O
Proposicao A.8. A mtegml/ t* dt converge se, e somente se, o < —1.
1
Demonstragdo. Se av # —1,
[ =t [t
1 a—0o0 fq
1 a
= lim ——¢**!
a—oo oy 4+ 1 L
! (0—1) _ +1<0
—1)=——,sea .
= lim (a®tt —1)={a+1 a+1
“deatl oo, sea+ 1> 0.
Se v = —1, / t*dt = lim logt| = lim loga = oo.
1 a—r0o0 a—r 00
Portanto, o limite existe apenas quando o < —1. O]

1
Proposicao A.9. A integml/ t* dt converge se, e somente se, a > —1.
0

1
Demonstragio. Fazendo t = — = dt = —s 2ds. Quando t — 0 = s — oo e quando

s
t—1=s— 1. Assim,

1 1
/ tadt:/ s (—s?)ds
0 oo
1
= —/ s % %ds

oo
o 2
:/ s % “ds.
1

Pela proposicao A.8 temos que a integral converge se, e somente se, a — 2 < —1 =
—a<l=aoa>—-1. ]

Proposicao A.10. Para qualquer n € N, tem-se:

Demonstracio. A demonstracdo é uma consequéncia do Teorema de L’Hopital. O



Apéndice B

Alguns Resultados de Analise Funcional e
Teoria da Medida

Este apéndice foi baseado nas referéncias [21] e [22].

B.1 Espaco Normado

Seja E/ um espago vetorial sobre o corpo K (R ou C). Uma norma em E é uma fungao

| - || : E — R que satisfaz as seguintes propriedades, para quaisquer z,y € F e a € K:
N1. ||z|| > 0 e ||z|| = 0 se, e somente se, x = 0.

N2. laz]) = Jal - Jz].

N3. [lz +yl < llz]l + llyll.

Um espago vetorial munido de uma norma é um espago normado.
Uma métrica num conjunto M é uma funcao d : M x M — R que satisfaz as seguintes

propriedades, para quaisquer x,y,z € M:
M1. d(z,z) = 0.

M2. Se z #y, d(x,y) > 0.

Ma3. d(x,y) = d(y,x).

M4. d(z,z) < d(z,y) + d(y, 2).

Um espago métrico é um par (M, d) onde M é um conjunto e d é uma métrica em
M.
Portanto, todo espago normado é um espago métrico com a métrica d(x,y) = ||z —y||;

a métrica d ¢ induzida pela norma || - ||.
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B.2 Espaco de Banach

Uma sequéncia (x,) em um espago métrico M é uma sequéncia de Cauchy se para
todo € > 0, existe ng € N tal que m,n > ng implica que d(z,, x,) < €.

Um espaco métrico M é um espago métrico completo quando toda sequéncia de
Cauchy em M é convergente em M.

Um espaco normado E é um espago de Banach quando for um espago métrico

completo com a métrica induzida pela norma.

Exemplo B.1. Seja 2 C R um intervalo. O espago das fungdes continuas C'(2) é um

espago de Banach com a norma do supremo: ||f||cc = sup{|f(z)|: z € Q}.

Exemplo B.2. Sejap e Rcom 1 <p < oo e Q CR. O espago L,(2) é um espago de

1

Banach com a norma p: || f]|, = (/ |f(x)|P da:)p < 00.
0

Dados M e N espacos métricos, Uma funcao f : M — N chama-se contragao quando
existe ¢ (0 < ¢ < 1) tal que d(f(z), f(y)) < c-d(z,y), para quaisquer =,y € M.
Sejam f: M — M ex € M. Se f(x) =z entdo x é um ponto fixo de f.

Teorema B.3 (Teorema do ponto fixo de Banach). Se M é um espago de Banach, entdo

toda contracao f: M — M possui um tinico ponto fixro em M.

B.3 Funcao Mensuravel

Um conjunto E é um conjunto mensuravel se, para qualquer conjunto A, vale que:
m*(A) = m*(ANE) +m*(An E°),

onde m* é a medida exterior de Lebesgue dada por:

m*(A) = mf{il(Ek) 1Ac | Ek}

k=1 k=1
Proposicao B.4. Seja f uma funcao definida em um dominio mensurdvel E. Entdo as

sequintes afirmacoes sdo equivalentes:

1. Para cada nimero real ¢, o conjunto {x € E : f(x) > ¢} €é mensurdvel.
2. Para cada nimero real ¢, o conjunto {x € E : f(x) > ¢} é mensurdvel.
3. Para cada nimero real ¢, o conjunto {x € E : f(x) < ¢} é mensurdvel.

4. Para cada nimero real ¢, o conjunto {z € E: f(x) < ¢} é mensurdvel.
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Cada uma dessas propriedades implica que, para cada nimero real estendido c, o conjunto

{z € E: f(z) = c} é mensurdvel.

Uma fungao f, com valores nos niimeros reais estendidos, definida em F, é uma fungao
mensuravel no sentido de Lebesgue, ou simplesmente fungao mensuravel, se o seu

dominio £ é mensuravel e se ela satisfaz uma das quatro condigoes da Proposicao B.4.

Teorema B.5. [Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesque] Seja {f,} uma se-
quéncia de fungoes mensuraveis em E. Suponha que exista uma funcio g que € integravel
sobre E' e domina {f,} em E no sentido de que |f,| < g em E para todo n € N.

Se{fn} — f, qtp em E, entao f € integrdvel sobre E e nh_g)lo/Efn = /Ef.



