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RESUMO

Encontrar modelos que expliquem a relacao entre variaveis é uma das
principais aplicagoes da estatistica. Os modelos mais simples sao os chamados mo-
delos de regressao linear que sao, muitas vezes, incapazes de aproximar apropria-
damente a relagao entre as variaveis, a qual nem sempre é linear. Para essas si-
tuacoes, podem ser usados os modelos de regressao nao-linear, os quais demandam
conhecimentos especificos do processo envolvido e ferramentas mais complexas para
ajuste que os modelos lineares. Outra op¢ao é aproximar funcoes nao-lineares por
expansoes de base. Expansoes de base por splines aproximam funcoes nao-lineares
por polinomios segmentados de ordem ¢ continuos até a sua derivada de ordem
q — 2. O maior desafio nesses métodos é encontrar o posicionamento correto dos
nés (onde dividir os intervalos para melhor aproximar a fungao desejada). Métodos

chamados de splines de nés livres consideram a posicao dos nés, e muitas vezes o
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nimero, como parametros livres que sao, entao, definidos pelos dados. No contexto
Bayesiano, existem metodologias fundamentadas no algoritmo MARS (Multivariate
Adaptive Regression Splines), que selecionam os nés adaptativamente com o método
de Monte Carlo via cadeias de Markov com saltos reversiveis (RJMCMC). O presente
trabalho é focado no estudo de uma dessas metodologias, Bayesian Adaptive Spli-
nes Surfaces (BASS), no contexto de ajuste de curvas. A metodologia foi aplicada
em dois problemas da area da satide. Um com objetivo de validar um protocolo de
crioablagao vertebral analisando as curvas de temperatura na sonda de crioablacao
e em termopares a distancias crescentes das sondas, e o outro com o objetivo de
determinar o perfodo 6timo, apds ingestao da uréia '3C, para a realizacao do teste
respiratério para deteccao da presenca de Helicobacter pylori analisando as curvas
de DOB (Delta Over Baseline). Os resultados do método BASS foram comparados
aos resultados de método de splines de nos livres que utiliza algoritmo genético para
encontrar a posicao dos nés. Apesar do método levar a pistas interessantes a respeito
dos problemas da area da satde, na avaliacao dos modelos foram observados graves

problemas de heterocedasticidade.

Palavras-Chave: RIMCMC, BASS, Splines, Regressao Linear e Inferéncia Bayesi-

ana.



FREE-KNOT SPLINES FOR CURVE FITTING IN HEALTH
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SUMMARY

Finding models that explain the relationship among variables is one
of the main applications of statistics. The simplest models are the so-called linear
regression models which, many times, are unable to approximate properly the rela-
tionship among variables that is not always linear. For these situations, non-linear
regression models can be used, which demand specific knowledge of the process in-
volved and more complex tools for fitting than linear models. Another option is
to approximate these non-linear functions through basis expansions. Spline basis
expansion approximate non-linear functions by segmented polynomials of ¢ order
that are continuous up to its ¢ — 2 order derivative. The greatest challenge in these
methods is to find the right placement of knots (where to divide the intervals to better
approximate the desired function). Free-knot splines methodologies set the positions

of the knots, and sometimes the number of knots, as free parameters that are, then,
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defined by the data. In the Bayesian context, there exist methodologies inspired by
the MARS algorithm, that use reversible jump Markov chain Monte Carlo methods
(RIMCMC) to adaptively select the knots’ locations and number. The following
work focus on the study of one of those methodologies, Bayesian Adaptive Splines
Surfaces (BASS), in the context of curve fitting. The methodology was applied in
two health problems. In one the goal is to validate a vertebral cryoablation protocol
analyzing temperature curves in the cryoablation catheter and at the thermocouples
placed at growing distances from the cryoablation catheter and in the other problem
the goal is finding the optimal time, after ingestion of *C urea, to take the breath
test to Helicobacter pylori detection by analyzing DOB (Delta Over Baseline) curves.
The BASS results were compared to a free-knot splines approach that uses a gene-
tic algorithm to find the optimal positions of knots. Despite presenting interesting
clues about the health problems, several heteroscedasticity problems were observed

in model evaluation.

Keywords: RJIMCMC, BASS, Splines, Linear Regression and Bayesian Inference.



1 INTRODUCAO

Ao se trabalhar com modelagem estatistica, sao frequentes as situagoes
em que um modelo linear nao é suficiente para explicar a relagao entre as variaveis.
Os chamados modelos nao-lineares se fundamentam em processos fisicos que precisam
ser conhecidos a fundo para que se consiga descrever a relagao entre as variaveis a
serem modeladas, além de exigir ferramentas mais complexas para o ajuste.

Uma alternativa para explorar relacoes de nao-linearidade é realizar
transformacoes nas variaveis de forma a obter um novo conjunto de variaveis en-
tre as quais a relagao que se estabelece é linear. Uma das formas mais comuns de
transformacao é a expansao polinomial, na qual a relagao nao-linear entre variaveis
é aproximada por meio de um polinomio. A regressao spline é uma estratégia de
regressao polinomial segmentada, em que o intervalo de variagao da variavel inde-
pendente é dividido em varios segmentos ajustando, em cada, um polinomio distinto,
todos com uma mesma ordem ¢, cuja funcao resultante é continua até a derivada de
ordem ¢ — 2, utilizada quando a relagao entre as variaveis for muito complexa, tal
que a aproximacao por varios polinomios de baixo grau é mais conveniente que por
um unico de grau elevado.

Através de estudo sobre o tema, notou-se que a proposicao de novas
metodologias para encontrar a posicao étima dos nés, no contexto das splines de nés
livres, é um campo de pesquisa promissor. Este tema também mostra-se interessante
para estudos mais aprofundados sob a 6tica Bayesiana onde se destaca a proposta
de Denison et al. (1998), que adaptou a metodologia MARS (Friedman & Silverman,
1989), extensao das arvores de regressao utilizando produtos tensores de bases de

poténcias truncadas para aproximacao de fungoes continuas, para o contexto Bayesi-
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ano utilizando o método de Monte Carlo via cadeias de Markov com saltos reversiveis
(RIMCMC) (Green, 1995). Esta proposta passou por diferentes adaptagdes como
em DiMatteo et al. (2001) e Lindstrom (2002), em que o método BASS (Francom
et al., 2018, 2019) é uma implementacao recente prontamente disponivel em R.

O presente trabalho busca aplicar o método BASS e uma metodologia
de otimizacao em splines de nos livres utilizando algoritmo genético a dois problemas
da area de saude relacionados ao ajuste de curvas. A escolha pelo método BASS, em
relacao a outros no contexto Bayesiano, consiste da sua facilidade de implementacao

pelo pacote BASS (Francom & Sansé, 2019) no R.



2 OBJETIVO

A partir da pesquisa sobre o tema e estudos praticos de problemas da

area da saude, sao propostos os seguintes objetivos:

e discutir os potenciais e dificuldades da metodologia BASS em problemas de
ajuste de curva, apresentando as principais limitacoes e as fungoes do pacote
convRIJMCMC criado com a finalidade de apresentar um diagnéstico de con-

vergéncia mais confiavel para o método BASS e algoritmos RJIMCMC em geral,

e fornecer novas informacgoes relacionadas aos problemas de saide estudados,
como definir as regioes de morte celular, com e sem dano celular no protocolo

de crioablacao apresentado e o periodo 6timo para realizagao do exame UBT.



3 REVISAO DE LITERATURA

Um dos objetivos mais elementares da modelagem estatistica, apresen-
tado de forma genérica por Friedman (1991), é descrever a relagao entre uma variavel

dependente Y e um vetor de p variaveis independentes X, para a qual se supoem:

Y = f*(X) + €, (1)

por uma fungao f(.) que se aproxima a fungao f*(.) desconhecida, em que €* é um
componente estocastico aditivo que representa, geralmente, a dependéncia de Y a
outras variaveis além de X que nao sao observadas ou controladas (Friedman, 1991).

Por razoes de simplicidade, o modelo sera restrito ao seguinte contexto:

Y = f(X) + e, (2)

em que € é um componente estocastico aditivo que também considera o erro represen-
tado pela distancia entre f(.) e f*(.), ou seja, a diferenca entre a fungao aproximada
e a real (Friedman, 1991).

Os métodos aqui detalhados sao de interesse para situagoes em que se
deseja aproximar relagoes nao-lineares por processos de expansoes de base splines.
As duas metodologias apresentadas no trabalho sao propostas distintas de splines
de noés livres, uma utilizando algoritmo genético e outra o método de Monte Carlo
via cadeias de Markov com saltos reversiveis (RJMCMC), denominada metodologia
BASS, uma metodologia Bayesiana que é o foco principal do trabalho.

Assim, essa revisao, sera dividida em trés partes. Uma dedicada es-

pecialmente a discussao da aproximacao por funcoes splines dentro do contexto de
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modelos lineares, destacando os conceitos fundamentais e algumas bases de fungoes
splines, buscando a apresentacao geral do tema e fornecendo os subsidios tedricos
necessarios para o encerramento da primeira parte com o tema das splines de nés
livres. Na segunda, serao apresentados os métodos RIMCMC e o BASS, detalhando
algumas das diferencas principais entre o BASS que utiliza o algoritmo RJMCMC
com as metodologias de otimizacao utilizadas para splines de nos livres.

Visto o método BASS depender do RIMCMC, sera necessario apresen-
tar critérios apropriados para a analise de convergéncia, discutidos na terceira parte
da revisao de literatura junto a alguns critérios de métodos MCMC tradicionais

utilizados no presente trabalho.

3.1 Do Modelo de Regressao Linear as Splines de Nés Livres

O modelo linear para a relagao entre um vetor de observagoes Y, x1
de uma variavel dependente Y e a respectiva matriz de dados das p variaveis inde-
pendentes X, com uma coluna de 1’s representando o intercepto, X, x,+1), ¢ dado

por:

Yn><1 = an(p+1)ﬁp+1><1 + €,x1 (3)

em que B, 1)x; é um vetor coluna com p + 1 coeficientes. Temo-se as seguintes
suposigoes para o modelo linear multiplo (Graybill, 1961; Montgomery et al., 2012;
Faraway, 2014; Hastie et al., 2017):

1. Erros tem distribui¢do normal com média 0 e variancia constante (homo-

ceddstica) e nao sao correlacionados.
2. A relacao entre a variavel dependente Y e o vetor das varidveis independentes
X ¢ linear.

O modelo de regressao linear simples é um caso particular do modelo linear

multiplo dado pela relacao:



Y = Bo + Bix; + €, (4)

que representa uma reta, em que 3y é o intercepto e (3; sua inclinacao, y; é a
1-ésima observagao da variavel dependente Y e z; é a i-ésima observagao da

Unica variavel independente X, parai=1,...,n.

Quando a suposicao de linearidade é violada, uma alternativa é trans-
formar o vetor de variaveis independentes originais X, adicionando ou trocando por
novas variaveis que sao produto de transformagoes das originais. Este procedimento
¢ denominado de expansao de base, forma usualmente utilizada para implementar os
métodos de regressao baseados em funcoes spline. Para a devida conceituacao, o pro-
cesso de expansao de base linear serd definido apropriadamente nas segoes seguintes,

junto aos principais métodos de regressao por fungoes spline.

3.1.1 Expansoes de Base

As diferentes formas de funcoes spline sao convenientemente expressas
como expansoes de base, recurso extensamente utilizado por ferramentas computaci-
onais. Portanto, para fins de maior clareza, serao apresentadas as defini¢oes formais

das fungoes spline (quando aplicavel) e por suas expansoes de base lineares.

Definicao 1. Expansao de Base Linear (Hastie et al., 2017, pags. 139 e 140)
Seja X um vetor com p variaveis e hy(X) : RP — R a [-ésima transformagao de X,

paral=1,... L. Se

FX) =) B(X)

entdo f(X) é uma expansao de base linear em X e f3; é o coeficiente associado a

transformacao .

Alguns exemplos de expansoes de base sao:

e 1y(X) =1, que representa o intercepto do modelo;
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o (X) = log(X;),\/X,,..., para j = 1,...,p, transformaces nao lineares
aplicadas a um conjunto das variaveis de X ou a todas variaveis originais,
como em hy(X) = ||X]], tal que || X]| = \/Xl2 + X3 +--- 4+ X2 é a norma de
X.

Y

o i(X) = Iap)(Xk), para k = 1,...,p, fungoes indicadoras de que valores de

determinada variavel X}, de X pertencem a um determinado intervalo (ag, b).

A definicao 1 apresenta uma forma geral, para o caso multivariado, de
expansao de base. A partir daqui, nessa parte da revisao de literatura, serd consi-
derado o caso univariado, de forma que a [-ésima transformacao da variavel X serd
denotada por hy(X) : IR — IR, formando expansoes de bases criando um conjunto de
novas variaveis independentes a partir de uma tinica variavel independente original.

Um exemplo é o polinomio ctibico que pode ser expresso pelas bases:

h(X) =1, hao(X) = X, hs(X) = X2 e hy(X) = X?,

tal que nosso modelo é escrito na forma

4
FX) =" Bl(X) = Bi+ BoX + B X + 1 X°. (5)
=1

3.1.2 Dos Polinémios as Splines

Para fins de devidamente uniformizar a notagao a respeito das fungoes
spline, essenciais para elaboracao dos modelos de regressao spline, serao apresentadas
as definicoes de espago de polinomios, polinomios segmentados e fungoes splines

polinomiais de ordem gq.

Defini¢ao 2. Espacgo dos polinémios de ordem q (Schumaker, 2007, pag. 3)

O conjunto P, definido pela expressao

Py = {p(X) p(X) =) CiXi_l} (6)

i=1
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¢ denominado espago dos polindomios p(X) de ordem ¢, em que ¢q,...,¢, e X € IR.

De forma que, se p(X) € P,, entdao p(X) é um polinomio de ordem ¢ (grau g — 1).

Observe que a expressao utilizada na equagao (6) para representar o
polinémio p(X) é uma série de poténcias. Por exemplo, o polinomio ciibico, de grau

3 ou ordem 4, pode ser expresso como série de poténcias por:

4
p(X) = Z Xl =+ X + X2+ c4X3, (7)

i=1
expressao de mesma forma que a obtida na equagao (5).

A definicao 2 estabelece uma expressao geral para o conjunto de po-
linomios de ordem ¢. Visto a estrutura simples, polinomios sao extensamente usados
para aproximacao de fungoes. Uma grande dificuldade, nesta abordagem, é quando
tal aproximagao exige polinomios de grau muito elevado. Para reducao do grau
de um polinémio p(X), uma alternativa é segmentar o intervalo de variagao de X
de modo a definir, em cada subintervalo, um polinémio distinto de grau reduzido,

resultando em um polinémio segmentado (Bojanov et al., 1993).

Definigao 3. Espaco dos polindmios segmentados de ordem q (Schumaker,
2007, pag. 4)

Sejam [a,b] C IR um intervalo fechado e A = {&}E™ um conjunto, tal que a =
§o < & < ... < &k < &ky1 = b, de forma que A particiona o intervalo [a,b] em
K + 1 subintervalos I; = [§;,&11), para ¢ = 0,1,..., K. Dessa forma, & é o i-ésimo
no6 do polinémio segmentado, sendo &y e k1 denominados nds exteriores e §;, para
1 =1,..., K, nos interiores.

Dado um inteiro positivo ¢, existem os polinomios p; € P, (definicao 2), tal que

PP(A)={f: f(X)=pparaX € ;, i =0,1,..., K.}

¢ denominado de espaco dos polinomios segmentados de ordem ¢ com nds em

&1,...,&x. Como visto, o conjunto A é uma particao do intervalo [a,b] e f é uma
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funcao expressa por um conjunto de K + 1 polinomios definidos para cada um dos

subintervalos da parti¢ao A.

Os polinomios segmentados, na forma da definicao 3, embora consigam
aproximar adequadamente inimeras funcoes, nao apresentam certas propriedades
desejaveis como a continuidade do polinomio e de suas derivadas até determinada
ordem. Funcoes splines adicionam restrigoes aos polinomios segmentados, forcando
sua continuidade, para um polinomio segmentado de ordem ¢, até a derivada de

ordem ¢ — 2 (Hastie et al., 2017).

Defini¢ao 4. Fungoes de classe C™ (Lima, 2009, pag. 103)
Seja I um intervalo. Dizemos que, dado X € I, f(X) : I — IR é uma fungao de
classe C™, ou f(X) € C™, se f(X) é derivavel m vezes e a funcdo f(X)™ : I — R,

m-ésima derivada de f(X), é continua no intervalo 1.

Se f(X) € C™, a derivada até ordem m de f(X) serd continua, visto a
necessidade da continuidade das fungoes expressas pelas derivadas de ordem inferiores
a m para existéncia da m-ésima derivada. Temos, assim, a seguinte definicao formal

de espaco das funcgoes spline polinomiais de ordem g:

Defini¢ao 5. Espaco das fungoes spline polinomiais de ordem q (Bojanov
et al., 1993; Shikin & Plis, 1995; Schumaker, 2007; Micula & Micula, 2012, pags. 19
e 20; pags. 11 e 12; pag. 5; pags. 3 e 4)

Seja A uma particao do intervalo [a,b] C R (defini¢do 3) e ¢ um inteiro positivo. O

conjunto

S,(A) = PP,(A) N CT?[a,b]

¢ denominado espaco das fungOes spline polinomiais de ordem ¢ com nds em
&1,...,&k. Dessa forma, se f(X) € S,(A), f(X) é uma funcao spline polinomial
de ordem ¢ com nos interiores em &1,...,&k, ou seja, uma funcao polinomial seg-

mentada de ordem ¢ com as derivadas até ordem ¢ — 2 continuas.
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Com o objetivo de ilustrar as definigoes acima, a funcao f(z) na

equacao (8) é um exemplo de spline de ordem 4 (cibica):

po=1—x+22-0123 0<x<l;

Py =18—34r+ 3,422 - 0,923, 1< <2;
Py = —158+4 23 —98z2 + 1,315, 2<u <3;
ps =22—1482+282% - 0,123, 3 <z <4

\
emqueéy=a=0,§=1,&=2,& =3¢ =b=4. Asrestricoes de continuidade
das derivadas de primeira e segunda ordem, f)(z) e f)(z), respectivamente, podem

ser verificadas pelas expressoes:

—1422—-032% 0<z<l;
34468 —272%, 1<x<2;
23 — 19,6z + 3,922, 2<z < 3;
—14,8+ 5,60 — 0,322, 3 <z <4.

2—-06x, 0<z<I;
@) 6,8 —54x, 1<zx<2;
[ox) = (10)
—196+78x, 2<uz<3;

5,6 — 0,6z, 3<x<4.

\

A Tabela 1 ilustra que a func¢ao na equagao (8), polinomio segmentado
de ordem 4, é continua até a derivada de segunda ordem e é, portanto, uma funcao
spline de ordem 4.

O Teorema 1 permite expressar as funcoes spline como expansoes de

base lineares:

Teorema 1. A funcio f(X) € S,(A) se e somente se f(X) puder ser escrita na

forma
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Tabela 1. Avaliagdo de continuidade da funcdo spline cibica da equagao (8) até

derivada de segunda ordem.

Limites
a= 1 2 3
lim f(x) 09 14 0,1
r—a—
xliglJrf(:U) 09 14 0,1
lim fM(z) 0,7 -0,6 -0,7
r—a—
lim fM(z) 07 —0,6 —0,7
z—a+
lim f@(z) 14 —40 38
r—a—
lim f@(z) 14 —-40 38
r—a+

q K
FX) =D X0 ) X gt
j=1 i=1

emqueajec €R;j=1,...,qet=1,...,K; e, denota parte positiva, dada por

]+ = max(n,0) (Bojanov et al., 1993, pag. 20).

A forma apresentada no Teorema 1 é conhecida como de poténcias
truncadas, ou seja, toda funcao spline pode ser escrita na forma de poténcias trun-
cadas (Bojanov et al., 1993), retomando a Definigao 1, tem-se as seguintes bases para

as fungoes spline, denominadas bases de poténcias truncadas (Hastie et al., 2017):

h](X) = Xj_l,j:]_"__’q’
hes(X) = [X=&]Ti=1,...,K. (11)
E comum o uso de splines cubicas (cubica é referente ao grau do po-

lindmio), ou seja, polinomios segmentados de ordem ¢ = 4 com derivadas continuas

até ordem 2, cujas bases sao dadas por Hastie et al. (2017):
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hi(X) = X7l j=1,...,4,

hai(X) = [X - 52’]3—7 i=1... K (12)

O ajuste de funcoes spline, visto suas expansoes de base lineares, pode
ser realizado pelo método de minimos quadrados (Hastie et al., 2017).
A funcao na equacao (8), por exemplo, é escrita com bases de poténcias

truncadas na forma:

fl@)=1—2+2%-012> - 08[x — 1] +22[x —2]° — 1,4z — 3]}, (13)

com z € [0,4].
Temos, também, as chamadas B-Splines, que possuem propriedades

que favorecem seu ajuste computacional de forma mais eficiente (Braibant & Fleury,

1984; Johs & Hale, 2008).

Defini¢ao 6. B-Splines (Piegl & Tiller, 1996, pag. 47)

Como proposto na defini¢io 3, sejam [a, b] C IR um intervalo fechado e A = {&}5+
uma particdo do intervalo [a,b], tal que a = § < & < ... < g < €xkp1 = b e
I; = [&,&41) é o i-ésimo subintervalo de [a,b], para ¢ = 0,1,..., K — 1. Considere

os nos exteriores & e k.1, tal que se obtém a sequéncia aumentada de K + 2Q) nds:

e 1 <. <o <&
4 ’}/j+Q:£j,paraj:1,...,K;
® (ki1 S VYR S S YR42q-

com () > ¢, em que ¢ é a ordem da spline.
Denota-se a i-ésima base de uma B-Spline de ordem g por B, ,(X),i=1,..., K +

2() — q, determinadas recursivamente, tal que, para ¢ > 1:
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X — iva — X
‘Bi,q(X) _ —V%i’q_l(x) + itg = A

%H-l,q—l(X)a L= 17 ) K+ QQ —4q
Yitq—1 — Vi Yitq — Vit+1

e para ¢ = 1:

EBi,l(X) = [[’Yi,%'+1) (X)
é uma funcao indicadora para X € [v;,¥iy1), i =1,..., K +2Q — 1.
Se f(X) pode ser escrita por

K+2Q—q

FX) = > eBiy(X), (14)

i=1
temos que f(X) é uma B-Spline de ordem ¢ com nds em vy, para s = 1,..., K +2Q.

As B-Splines sao tidas como generalizagoes das chamadas curvas de
Bézier e tem a vantagem, em relacao as bases de poténcias trucadas, de serem defi-
nidas por um conjunto de func¢oes com suporte compacto, além da maior eficiéncia
computacional (Braibant & Fleury, 1984; Johs & Hale, 2008). A propriedade do
suporte compacto é notavel na definicao recursiva de B-Splines, visto todas as bases
serem definidas considerando funcoes indicadoras relacionadas a um subintervalo de-
terminado pela sequéncia aumentada de nés, permitindo alteracoes locais na funcao
(Johs & Hale, 2008).

E valido notar que qualquer funcao em base de poténcias truncadas
pode ser escrita na forma de uma B-Spline e, no caso, a mudanca de coordenada
entre as bases pode ser feita utilizando matrizes de mudanca de base. No R, ¢é
possivel gerar as matrizes de mudanca de base com a funcao chgbasismat do pacote
freeknotsplines (Spiriti et al., 2018) que deve ser compilada diretamente do c6digo
fonte (o pacote faz uso interno dela, nao a liberando para uso direto pelo usudrio). De
forma genérica uma matriz de mudanca de base é usada basicamente para, partindo
de um ponto com coordenadas de dimensao p definidas em uma base B, encontrar as
coordenadas desse mesmo ponto na base C' a partir de um simples produto entre a

matriz de mudanca de base e o vetor com as coordenadas do ponto na base B. Além
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disso, temos que a inversa da matriz de mudanca da base B para C' ¢é a matriz de
mudanga da base C para B. Por exemplo, no caso da equagao (8), utilizando a fungao
chgbasismat obtemos a seguinte matriz de mudanga da base B-Spline (denotada por

B) para a base de poténcias truncadas (denotada por C) de IR":

1 0 0 0 0 0 0
1 13 0 0 0 00
1 1 2/3 0 0 00
MIg=11 2 11/3 6 0 0 0 (15)
1 3 2/3 24 6 00
1 11/3 40/3 48 18 4 0
1 4 16 64 27 8 1

Sabendo que as coordenadas em relacao a base de poténcias truncadas

C é dada por:

[v]e = |-0,1 (16)
-0,8
2,2

__174_

Logo, a matriz de coordenada em relacao a base B-Spline B é dada

por:
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1
2/3
2/3
[v]p = [M]& x [v]le = | 31/15 | , (17)
—8/15
4/15
1,2

de forma que a expressao da equagao (13), pode ser assim escrita como uma B-Spline:

2 2 31 8 4

373

(18)
para a sequéncia aumentada de nés v = {0,0,0,0,1,2,3,4,4,4,4}, sendo 1, 2 e 3 os
nos interiores e as repeticoes de 0 e 4 os ndés de controle que se igualam ao minimo
a =0 e ao maximo b = 4 da funcao. O codigo da funcao chgbasismat para gerar a
matriz de mudanca de base e a implementacao computacional do exemplo apresen-
tado estao no arquivo codigo matriz_de_mudanca_de_base.R da pasta com os arquivos

suplementares cujo acesso esta disponibilizado pelo primeiro link do apéndice.

3.1.3 Splines de Nos Livres

Quando os nés sao considerados parametros livres, estimados utili-
zando os dados, trata-se do contexto das splines de nés livres, o qual engloba um
conjunto de metodologias que busca utilizar um pequeno grupo de nés “bem lo-
calizados” para o ajuste das splines. Neste caso, nota-se a melhora da qualidade
da aproximagao das splines (Jupp, 1978; Lindstrom, 1999; Beliakov, 2004; Molinari
et al., 2004; Gélvez & Iglesias, 2011; Galvez et al., 2015). A seguir é apresentada a

definicao formal de espaco das funcoes splines polinomiais de ordem ¢ e K nés:

Defini¢ao 7. Espacgo das Splines Polinomiais de Ordem q com K nés (adap-
tado de Schumaker (2007), pagina 219)
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Seja S;(A) uma fungao spline de ordem ¢ com K nés definida a partir de uma dada

partigdo A do intervalo [a, b]. Temos que

Sox = JS,(A) (19)

¢ o espaco das fungoes splines polinomiais de ordem ¢ com K nods, para todas as

parti¢oes A possiveis, em que | J representa a operacao de unidao de conjuntos.

Temos, portanto, que, se f(X) € S, k., f(X) é uma spline polinomial

de ordem ¢ com K nés. Dado que f(X) é uma spline, a mesma pode ser escrita por:

L

FX) =3 ab(xX) (20)

=1

em que ¢; € IR é uma constante, §;(X) é a [-ésima funcao de base para a spline
com K nés e ordem ¢, tal que X € [a,b] (Meinardus et al., 1989). Os coeficientes
¢; podem ser encontrados por minimos quadrados quando definidas as bases 0;(X),
paral=1,..., L. Temos que, com os nés sendo parametros livres, deve-se encontrar
as posicoes Otimas para os nods e, consequentemente, as bases da spline e, por fim,
os coeficientes ¢;. Os meios para se encontrar essas posicoes podem ser divididos, na

sua maioria, quanto a trés formas possiveis (Molinari et al., 2004):

1. Defini-se, inicialmente, um conjunto com vérios nds (geralmente equi-
espagados). A cada passo do algoritmo, um tnico né é retirado. Encerra-se o

algoritmo quando for obtido o nimero K desejado de nos.

2. Partindo de um conjunto sem nenhum né, a cada passo do algoritmo, é inse-
rido um né em uma posicao determinada conforme critério previamente espe-
cificado. Encerra-se o algoritmo quando for obtido o modelo com o ntimero K

desejado de nos.

3. Dado um nimero K inicial de nds, modificam-se as localizacoes dos nés até

encontrar as posicoes étimas.
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Os procedimentos estabelecidos acima podem ser estendidos aos mode-
los de minimos quadrados penalizados (Lindstrom, 1999) e repetidos, ou analisados,
para diferentes nimeros K de nés de modo a se definir, também, o ntimero étimo de
nos. Caso tenha o interesse em se definir o nimero k£ 6timo de nds deve ser usado
critério de desempenho, que vai definir quais nés serao retirados, adicionados ou mo-
dificados, que penalizem a dimensao do modelo, como AIC e BIC. Caso o nimero de
nos k seja fixo, nao ha necessidade de utilizar um critério que penalize a dimensao
do modelo.

Uma forma de ajuste implementado no programa R esta disponivel no
pacote freeknotsplines (Spiriti et al., 2018), que utiliza algoritmo genético para
encontrar a posicao dos nés. Neste algoritmo, para um nimero de nés fixos, sao
definidos, aleatoriamente, diversos conjuntos de nds, pertencentes ao intervalo [a, b]
de variacao de X, e esses sao usados para definir bases de funcoes B-Spline. O
desempenho do modelo com essas bases é avaliado, por padrao, pelo critério da
validacao cruzada generalizada (GCV). As bases com os menores valores de GCV
sao mantidas (bases pai) e passam pelos processos de crossover e mutagao. No
crossover, sao escolhidas duas bases pai aleatoriamente e é tomado um valor de d
do conjunto {1, ..., K} de indices dos néds, de forma que os d — 1 primeiros nés sao
os d — 1 primeiros nés do primeiro pai e o restante dos nés vem do segundo pai nas
respectivas posicoes, sendo o processo repetido até o nimero de filhos originados por
crossover igualar-se ao numero de pais anteriormente retidos pelo algoritmo. Apéds
isso, é feito o processo de mutacao, em que sao selecionadas bases ao acaso, dentre
as bases pai e as geradas por crossover, nas quais um no &; qualquer, de cada uma
das bases selecionadas, é trocado por outro amostrado uniformemente no intervalo
(€4—1,&4+1)- Dessas amostras sao selecionadas algumas que tem o menor GCV. Sendo
todos esses processos repetidos até se atingir um nimero limite de geracoes ou atingir
determinada condic¢ao de convergéncia. Visto tal método nao ser foco no trabalho,
detalhes do algoritmo e demais consideragoes podem ser encontradas no artigo de

Spiriti et al. (2013).
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Na literatura, as abordagens Bayesianas sao baseadas no método de

Monte Carlo via cadeias de Markov (MCMC) com saltos reversiveis (Denison et al.,
1998; DiMatteo et al., 2001; Lindstrom, 2002; Francom et al., 2018, 2019), havendo
também uma abordagem fiducial (Sonderegger & Hannig, 2014). Dentre as metodo-
logias Bayesianas a BASS (Francom et al., 2018, 2019), que foi utilizada no trabalho,
esta disponivel no R com o pacote BASS (Francom & Sansé, 2019) (mesmo acroénimo
da metodologia, para referéncia a pacotes do R serao utilizados nomes em negrito),

e sera apresentada a seguir.

3.2 Bayesian Adaptive Splines Surfaces (BASS)

3.2.1 Método de Monte Carlo via Cadeias de Markov com Saltos Re-

versiveis

O método de Monte Carlo via cadeias de Markov com saltos reversiveis
representa uma generalizagao do método de Metropolis-Hastings para situagoes em
que as dimensoes do objeto de inferéncia sao desconhecidas, proposto originalmente
por Green (1995). Dentre os problemas que Green (1995) buscou resolver com a

nova metodologia se destacam:

selecao de varidveis em modelos de regressao;

selecao Bayesiana de modelos com diferentes niimeros de parametros;

problemas com multiplos pontos de mudanga;

segmentacao de imagens.

O método assume um conjunto de modelos candidatos contavel ex-
presso por {My, k € K}, cada M, tem um conjunto 8y de parametros desconheci-
dos, de dimensao IR™*, de forma que n, possa variar entre diferentes modelos, em que
K é o conjunto de todos os indices dos modelos. Dado que os dados y foram obser-
vados, a estrutura hierarquica para modelagem da distribuicao conjunta do modelo

(k:, 0, y) é dada por:
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p (k. 0w, y) = p(k)p (O k) p (¥, k) (21)
ou seja, o produto da probabilidade do modelo, priori e verossimilhanca. A notacao
acima é abreviada pelo par (O(k),k;) em z, para um dado k, x pertence a C, =
{k} x IR™; com x geralmente variando, portanto, em C = J, o, Ci-

Como no algoritmo tradicional de Metropolis-Hastings, o movimento
entre estados = (O(k), k:) ceAdex = (0'(k,), k:’) € B de dois modelos deve satisfazer,
para uma cadeia de Markov com espago de estados © e distribuicao estacionaria 7,

a condicao de equilibrio detalhado

/ 7(dz)P(z,dx') = / m(dz")P(2', dx) (22)
(z,2")eAXB

(z,2")eAXB
para todos os conjuntos de Borel A x B C O, em que P é um nicleo (kernel) de
transi¢ado de Markov (Fan & Sisson, 2011).
Dado que o movimento de x para x’ é proposto por uma densidade com
forma ¢(x, z’) a condigao de equilibrio detalhado na equagao (22) pode ser garantida

propondo uma probabilidade de aceitagao a(z, '), tal que
/ m(z|k)q(x, 2 )a(x, 2" )dxdx' :/ (2| g (2", v)a(x, x)dxdx’
(w,a')EAXB (x,a')EAXB
(23)

em que 7(x|k) e 7w(2'|k") sdo as distribuigoes a posteriori em rela¢ao ao modelo M,

e My, respectivamente, e

D aelRaGe)
alz,z') = {1, g 7) } ; (24)

com a(z’,x) sendo definido de forma semelhante (Fan & Sisson, 2011). Passos de
algoritmos RJMCMC que nao dependem de movimentos entre modelos diferentes,
como a atualizagao de parametros, podem seguir outros procedimentos de amostra-
gem Bayesiana. Por outro lado, movimentos entre modelos diferentes devem seguir

as condigoes aqui estabelecidas (Fan & Sisson, 2011). Maior detalhamento da forma
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geral dos algoritmos RIMCMC, bem como seu uso em diferentes aplicagoes, pode

ser encontrado em Green (1995).

3.2.2 Bayesian Adaptive Splines Surfaces (BASS)

A metodologia Bayesian Adaptive Splines Surfaces (BASS) consiste em
uma estratégia Bayesiana para aproximagcao de curvas e superficies multidimensionais
utilizando bases spline e estd implementada no R através do pacote BASS (Francom
& Sansd, 2019). Esta estratégia é baseada no trabalho de Denison et al. (1998) que
¢ a primeira proposta Bayesiana para ajuste de curvas usando o método RJIMCMC

inspirada no algoritmo MARS.

No método BASS modela-se y;, para i = 1,...,n, como:
yi = f(x]) + €, € ~ N(0,0%); (25)
em que
L
(X)) =ao+ Y aB(X). (26)

=1

Tem-se que y; e x; sao os valores observados de Y e X* na i-ésima

observagcao, respectivamente, em que X * é a padronizagao de X no intervalo [0, 1]; ¢;

2

¢ o erro do modelo na i-ésima observagao e o é a variancia de ¢; (Francom & Sanso,

2019). Em que as fungoes de base B; sao definidas por:

Zy
B(X") =[] galvoa(X;, — &) (27)
z=1
em que X é a v-ésima varidvel do vetor X* parav =1,...,p, ¥, € {—1,1} é deno-

minado como sinal, &,; € [0, 1] é um né, v,; seleciona uma variavel, tal que seja exclu-
siva em determinada fungao de base, nao se repita, Z; é o grau de interagao (quantas
funcdes de poténcias truncadas formam a base), g.; = [(¢. + 1)/2 — ¥,&,) 70D ¢
uma constante normalizadora, tal que as fungoes de base tenham valor maximo igual

a 1, [.]4+ denota parte positiva e ¢ define a ordem das splines.
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O objetivo do método BASS é estimar @ = {0 L,a,Z,1,£,v}, em

que Z é o vetor de graus de interacao de dimensao L, ® é o vetor de sinais
{{wzl}fl: L }ZL g & é o vetor de nds, v é o vetor que indica quais varidveis sao usadas (&€
e v definidos de maneira similar a ) e a={ag,a1,...,ar} é o vetor de coeficientes
do modelo. Seja B a matriz n x (L + 1) de fungdes de base (incluindo o intercepto),

em que 7" indica matriz transposta, tem-se as prioris:

alo>,7,B ~ N <0, o’ (BTB)_1 /7') (28)

o? ~ InvGammal(g:,go) (29)

T ~ Gammal(a,,b;) (30)

em que a, = 1 e b, = % (parametros de forma e taxa), em que n é o tamanho

amostral, para centralizar a distribuigao sobre a priori informativa unitaria e g, =
g2 = 0 resultando em uma priori nao informativa p(c?)  1/02. E usada uma priori
Poisson com parametro A truncada entre 0 e L,,,, para o nimero de fungoes de base
L. Por sua vez, a taxa A da Poisson tem uma hiper-priori Gamma, em que ¢ é a

Lmaz

massa de uma Poisson truncada, ¢ =1 — Y ;" e N /I!, ou seja,

e ML
PN = — (31)
A~ Gamma(hy, hs) (32)

em que hy = hy = 10 (forma e taxa) geralmente induzindo um pequeno nimero de
fungdes de base (Francom & Sansd, 2019).

As distribuigoes de Z, v, & e v sao distribuigoes uniformes sobre um
espago restrito ao niimero minimo de pontos nao nulos b nos vetores de uma base
selecionada (Francom et al., 2018), que por padrao é estabelecido como min (20, 0.1 x
n) no pacote BASS (Francom & Sansé, 2019), em que n é o nimero de observagoes
no conjunto de dados. No caso, essa restri¢ao, faz com que marginalmente em relacgao

as dimensoes dos nossos preditores nao seja possivel ter menos de b pontos em cada
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uma das parti¢oes criadas pelas fungoes de base. As prioris para tais quantidades
dependem da funcao de base em questao, o subscrito [ indica a funcao de base. De
modo que a priori para Z;, para cada base [, é dada por uma distribui¢ao uniforme

discreta:

P(Z|L) ~ Unif{l,..., Zmast, L =1,..., L. (33)

em que Z,,q.. ¢ o grau maximo de interacao possivel na [-ésima funcao de base.
A priori para os sinais, variaveis e nds corresponde a uma distribuigao

uniforme discreta que satisfaz a restricao proposta, denotada por

cz, se by >b,

P(wlavl7£l|Zl7L7X*> = (34)

0  caso contrario,

em que b; é o numero de valores nao nulos presente nos vetores da base. O valor cy,
é o reciproco do nimero de fungoes de base com grau de interacao Z; possiveis, valor

que depende de X*, dado pela expressao (Francom et al., 2019, arquivo suplementar):

(o) () () () ®

em que p é o nimero de varidveis do vetor X* (dimensao de v) e n,_, o nimero de

observacoes unicas de X candidatas a serem definidas como um no.

Basicamente, isso indica que os sinais, variaveis e nés que definem as
bases serao amostradas de uma uniforme discreta dentre todas as bases possiveis, ou
seja, definindo-se o valor de Z; as probabilidades de selecionar uma base dentre todas
as possiveis é equiprovavel, salvo a restricao do niimero de vetores nulos na base, tal

que pode ser obtida a seguinte distribuigdo conjunta (Francom et al., 2018):

PO,7) = P(L,0% a,Z,4,v,& )\, 7|X*) = P(\)P(1|X*)P(c®)P(L|N)P(a|L,c* B, 1) x

L
HP(leL)P(¢l,Ul,§Z|Zl, L7X*)
=1

(36)
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E, também, tem-se o seguinte nicleo da distribui¢ao a posteriori (Fran-

com et al., 2019, arquivo suplementar):

2
H(La ot Z g vly) x NlylBaoDN (al0. T (B'B) ) »

Pois(LIN)Gamma(A|hy, ho) L\Gamma(7|by, by) X

1) (1) (2) () oo,

(37)

em que L! representa todas as formas que vocé pode obter as L funcoes de base
(ordenagao).

No algoritmo BASS sao propostos 3 movimentos no RIMCMC (Deni-
son et al., 1998; Nott et al., 2005; Francom et al., 2018):

(a) Nascimento: adigdo de uma nova func¢ao de base com probabilidade Py qscimento;
(b) Morte: remogao de uma funcao de base com probabilidade Py, ore;

(¢) Mudanca: Mudanga de uma funcao de base jd existente com probabilidade

Pmudanga-
A ideia bésica do algoritmo empregado consiste em:
1. Inicializar 0;—.

2. Propor um passo de nascimento, morte ou mudanca com probabilidades

Prascimentos Pmorte € Pmudanca, Tespectivamente. Gerar os valores propostos para

Ziy1, ¢t+17 Vigr € tygg.

3. Apés gerar os valores propostos em (2), calcular a probabilidade de aceitacao
de Metropolis-Hastings e determinar se os valores propostos serao aceitos ou

os antigos mantidos.
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4. Amostrar 741, 07, € a4 das distribuigoes condicionais completas (amostra-

dor de Gibbs).

5. Retornar ao passo (2) parat =t + 1 até t > t,4z, €m que t,., ¢ 0 numero de

iteracoes da cadeia.

Informacoes especificas do algoritmo implementado constam no ar-
quivo suplementar de Francom et al. (2019). As principais informagoes estao ex-
postas abaixo.

Para os passos de nascimento temos que b(L* — L?) é a probabilidade
proposta de sair do modelo atual para o modelo proposto (com adigao de uma fungao
de base). Dado que O é uma fungao de densidade de probabilidade discreta que rela-
ciona as probabilidades de incluir um grau de interacao de acordo com a frequéncia
que esses graus de interacao ja ocorrem no modelo e ¢ é uma funcao similar, mas

para as variaveis atualmente usadas no modelo:

Zr41
1\ 26+ 1
) (39)

b(LA — LP) - PnascimentoO<ZL+1|LA)90<VL+1|LA) (5

=1 nUzLJrl

a probabilidade de aceitar o passo é o maximo entre 1 e

L+1,Z% 4" & vy, 0%, 7, N b(LY — LA
Qnascimento = [ o ’¢ 75 Al |y70_ ki ] ( ) (39)

[L7 Z7 ¢’ £7V|y’ 0-277—’ A] b(LA _> LP)

tem-se que os asteriscos *x em Z, 1, £, v e em a e B indicam os parametros, ou a
matriz de vetores da base no caso de B, do novo modelo proposto; e que b(LY —
L) = Pmorte%“, dado que é escolhida uma base ao acaso para ser removida, e que

a distribuicao condicional tem forma:



25
~1 1
-1 [yTy _ éTBTyH "
T
1

() ) ()

ﬁ<%>zl (ﬁl nll) (Zpl)_1 (Z;x) I(b; > b). (40)

=1

Com B* sendo o candidato a conjunto de fungoes de base e a* os

coeficientes (pesos) obtidos por minimos quadrados, tem-se a razao,

[L+1,Z%, 4" & v |y,a 7, Al [a*B*"y — a’BTy] \
(1 ) 2141 ZL+1 1 ( » ) -1 ( 1 ) y
2 1 nij+1 ZL+1 Zma:t
Iy > b). (41)

Dessa forma, tem-se que:

1/2
1
202%(

1+7 2(1+417)
—1
p 1 Pmorte/(L + 1)
I1(b > b
<ZL+1> (Zmaa:) ( b )PnascimentoO(ZL+1|L0)90(VL+1|LA)

(42)

O passo de morte é reciproco ao passo de nascimento:

(L —1,Z* 4", & vy, 0,7, b(LA — L)
Amorte =
t [L.Z,9,&,v]y,o?, 7. \|b(LP — L4)

—1/2
T 1
_ A*B*T . ATBT 1 )\
(1—|—7‘> eXp{202(1+7')[a y—a Y]}( JA) %
) P P
( p )ZmazL PnasczmentoO<ZL’L )SO(VLlL ) (43)

Zr

Pmorte
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Ja para o passo de mudanca a probabilidade de aceitacao é dada por:

L Z, " & vy, 0%, 7, A
Qmudansa = 1777 b € vy, 02,7,
B 1
n eXp{202(1 +7)

[a*B*y — éTBTy]} : (44)

As distribui¢oes condicionais, considerando as prioris utilizadas por

padrao, tem forma:

1 1
[U2|Y7 L7 Z7 1/’7 £7V7 T, )\] ~ ‘[nUGamma (N/2 + g1, 92 + = |:yTy - —éTBTY:|> )

2 1+7
(45)
all~ N (2 T ). (16)
’ 1+7 1471 ’
[7].] ~ Gamma ((L +1)/2 4 by, by + %aTBTBa> : (47)
o

Apresentado o ajuste de curvas pelo método BASS, a seguir sera apre-

sentado o diagnodstico de convergeéncia apropriado para metodologias que envolvem

amostradores RJMCMC.

3.3 Diagnoéstico de Convergéncia em Métodos RIMCMC

Como visto na secao anterior, solugoes analiticas para a distribuicao
a posteriori sao, para muitos problemas de cunho pratico, dificeis ou impossiveis de
serem obtidas (Paulino et al., 2018). Com nrcleos de transi¢ao adequados e quando a
distribuicao estacionaria ¢ alcangada, é possivel obter uma amostra da distribuicao a
posteriori utilizando cadeias de Markov. Na prética, apés um ntimero suficientemente
grande de iteracoes, é possivel obter uma amostra préxima a posteriori de interesse.

A grande dificuldade tratada nos métodos de convergéncia estd em identificar qual é
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esse numero de iteragoes, o qual é desconhecido antes de se iniciarem as simulagoes
(BROOKS & ROBERTS, 1998; Gamerman & Lopes, 2006).

Os métodos de avaliagao de convergéncia se dividem em dois grandes

grupos (Gamerman & Lopes, 2006):

1. Empiricos, que usam somente os valores de saida amostrados pelas cadeias,
com aplicacao ampla, embora, na teoria, nao garantam a convergéncia para a

verdadeira distribuicao.

2. Teodricos, que também consideram propriedades especificas da cadeia de Markov
para o problema de inferéncia em analise, sendo especificos para cada aplicacao
e geralmente inviaveis de serem encontrados para a maioria dos problemas

praticos.

Algoritmos RIJIMCMC sao largamente utilizados para problemas de in-
feréncia Bayesiana trans-dimensionais, que tem por caracteristica alternar entre di-

ferentes espacgos paramétricos, gerando duas dificuldades na analise de convergéncia:

1. Identificar parametros cuja interpretagao se mantenha a mesma em qualquer
modelo e espago paramétrico em consideragdo (Brooks & Giudici, 2000; Ga-
merman & Lopes, 2006), os quais nem sempre sdo encontrados na amostra
obtida pela cadeia de Markov. Nesses casos, uma das estatisticas possiveis de

serem usadas é o deviance (Brooks & Giudici, 2000).

2. Sao necessarios métodos que considerem essa estrutura mais complexa, em
que diferentes modelos sao considerados, para uma analise de convergéncia

confiavel.

Uma alternativa é generalizar métodos empregados no contexto em
que as dimensées do modelo sao fixas (cis-dimensional) para o contexto em que
as dimensoes do modelo constantemente se alteram ao longo da cadeia de Markov

(trans-dimensional). Como exemplo, tem-se as generalizagoes de Brooks & Giudici
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(2000) e Castelloe & Zimmerman (2002) para os potenciais de reducdo de escala
propostos em Gelman & Rubin (1992).

Na presente revisao, serao apresentados o critério de Castelloe & Zim-

merman (2002) e o grafico de tracos para diagndstico de convergéncia.

3.3.1 Critério de Castelloe & Zimmerman (2002)

O critério de Castelloe & Zimmerman (2002) é uma modificagdo do
critério de Brooks & Giudici (2000) para andlise de convergéncia de algoritmos
RJMCMC. A proposta de Brooks & Giudici (2000) utiliza a andlise de variancia
(ANOVA) de dois fatores (Two-Way ANOVA) para computar os potenciais de
redugao de escala de maneira andloga a de Gelman & Rubin (1992), agora decom-
postos de maneira a detectar diferencas nao sé entre cadeias, mas também dentro
de um mesmo modelo e entre modelos nas diferentes cadeias de Markov (Brooks &
Giudici, 2000; Castelloe & Zimmerman, 2002). Entretanto, a proposicao de Brooks
& Giudici (2000), considerou um modelo ANOVA balanceado, ignorando que mode-
los podem nao ser visitados com a mesma frequéncia. A abordagem de Castelloe &
Zimmerman (2002) buscou contornar esse problema com uma ANOVA levando em
conta o desbalanceamento.

Para apresentar as estatisticas usadas pelos métodos, que dependem
das quantidades do Quadro 1 sera utilizada a notacao proposta por Castelloe &
Zimmerman (2002).

As quantidades presentes nas equagoes (48) a (52) s@o equivalentes

para ambos os métodos:
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Quadro 1. Principais quantidades utilizadas para o calculo dos potenciais de reducao

de escala e suas descrigoes.

Quantidade Descrigao

0 Vetor de parametros.

0 Parametro escalar pertencente a 6.

C Numero de cadeias.

T Tamanho do lote.

M Nimero de modelos distintos visitados (por qualquer cadeia).
0., Valor de 6 para r-ésima ocorréncia do modelo m na cadeia c.
R, Numero de vezes que o modelo m ocorreu na cadeia c.

Fonte: Quadro elaborado a partir das informagoes de Castelloe & Zimmerman

(2002).
c
R, = Z R.,,, numero de ocorréncias do modelo m; (48)
c=1
1 RCm
6, = I Z 0., média dos valores de 6 para o modelo m e cadeia c; (49)
amop=q
1 M Rem
6., = T Z Z 0., média dos valores de @ para a cadeia c; (50)
m=1 r=1
. 1 C Rem
0, = T Z Z 0., média dos valores de 6 para o modelo m; (51)
M oe=1 r=1
B | O M Bem
0 = oT Z Z Z 0., média dos valores de 6. (52)

e=1 m=1 r=1

O método de Brooks & Giudici (2000), que se restringe a analisar a
convergeéncia de um parametro por vez, difere primeiramente do método de Castelloe
& Zimmerman (2002) nos calculos das estimativas de variancia, que em Brooks &

Giudici (2000) sao dadas por:
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VO) = e DD 0, T (53)

W) = 5D ek (54
C M Rem pr 7 2

a0 = 732303 el 55

C M Rem pr 7 \2
W, W.(0) = LZZ M (56)

OM c=1 m=1 r=1 Rcm - 1
m0 = 5 67)
cC M & _
- Y o

No caso do diagnéstico de Brooks & Giudici (2000) tem-se as seguintes

consideragoes quanto as equagoes (53) a (58):

1. V(0) e W.(0) devem ser boas aproximagoes para a variancia total nos dados.

2. Wi,(0) e W,,W.(0) devem ser boas aproximagoes da variancia média dentro de

cada modelo.

3. Bn(0) e B,,W.(0) devem ser boas aproximagoes para variancia entre modelos.

Assim, especificando um valor 1" para tamanho do lote, deverao ser
encontrados valores para as equagoes (53) a (58) para cada lote. Finalmente, o
diagnéstico proposto por Brooks & Giudici (2000) consiste do uso de 3 andlises

graficas:

1. Plotar V(6) e W,(6) calculados para cada lote.
2. Plotar W,,,(0) e W,,,W.(6) calculados para cada lote.

3. Plotar B,,(0) e B,,W.(0) calculados para cada lote.
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A convergeéncia sera observada se os valores assumidos para essas es-

tatisticas forem semelhantes nos diferentes lotes, ou seja, se os valores de V(@) forem
préximos aos de W.(0), de W, (6) forem préximos aos de W,,,W.(0), e de B,,,(0) forem
préximos aos de B,,,W.(#). Os valores devem ser plotados para cada lote na ordem
de ocorréncia. Por exemplo, supondo 5 lotes em 5.000 iteracoes, os valores para o
primeiro lote corresponderao as 1.000 primeiras interacoes, seguido pelas interagoes
de 1.000 a 2.000 até chegar ao lote com as iteracoes de 4.000 a 5.000, conforme ilustra

a figura 1.

Lote 1 Lote 2 Lote 3 Lote 4 Lote 5

0 1000 2000 3000 4000 5000

Interacoes

Figura 1: Tlustracao da formacao de lotes considerando 5.000 interagdes e niimero

de lotes igual a 5.

Ja no critério de Castelloe & Zimmerman (2002), as estimativas de
variancia, quando avaliada a convergéncia de um parametro por vez, sao calculadas

por



R

cC M m
V) = OT—1ZZZ

c=1 m=

=1
c Rcm

We(0) = Z Z
>

o 1 r=1

Rem

Wnl0) = &7= MZ > (O
c—lcm ]1\47" ;Cm

Wal0) = o 2 2 2 e
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(59)

(60)

(61)

(62)

que por sua vez, quando avaliada a convergéncia de multiplos parametros simulta-

neamente, sao dadas por

C
WaW(0) = Gy 0 O 2 (00, = 0,)(00, 0"

(63)

(64)

(65)

(66)

Os valores dos potenciais de reducao de escala sao calculados, no caso

com um unico parametro, para cada parametro 6; de 8, por:

V(0;
Wi (0;
PSRE(0) = ( g),

e para o caso com multiplos parametros por

MPSRF\(6) = méximo autovalor de [IV,(0)]7'V(8),

MPSRF,(@) = méaximo autovalor de [W,,W.(0)]'W,,(0).

(67)

(68)
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A estratégia de diagnostico sugerida por Castelloe & Zimmerman
(2002) é plotar, quando € for composto por mais de um parametro, os valores de
MPSRF,(0) e MPSRF,(0) (juntos ou separados) vs o nimero do indice de lote
(index plot), sendo a convergéncia alcancada quando ambos os valores estiverem
proximos de 1 ao longo dos diferentes lotes, plotar os maiores autovalores de V(O) e
W.(0) (juntos) vs o nimero do indice de lote; e os maiores autovalores de W,,(0) e
W, W.(0) (juntos) vs o nimero do indice de lote.

Nos graficos dos maiores autovalores, quando os valores observados
nos graficos estiverem proximos nos diferentes lotes é observada a convergéncia das
cadeias. Também podem ser plotados os gréaficos individuais para cada parametro
f; de 8 de maneira analoga ao caso com multiplos parametros, plotando os gréficos
PSRF,(6;) e PSRF,(6;) (juntos ou separados) vs o nimero do indice de lote com
valores préximos a 1 indicando convergéncia; V (6;) e W,(6;) (juntos) vs o nimero do
indice de lote e W,,(6;) e W,,W,(6;) (juntos) vs o ntimero do indice de lote com valores
proximos entre si indicando convergéncia, para ¢ = 1,...,p, em que p é 0 numero
de parametros de 0. Esses procedimentos mostrados para cada 6; sao, obviamente,
0s unicos possiveis de serem utilizados quando @ for composto apenas por um nico
parametro.

A ideia por tras do critério multivariado é que os potenciais de escala
encontrados funcionam como um limite superior para os valores possiveis de cada
potencial de reducao de escala individual, garantido pelo teorema da majoracao que

¢ dado por Castelloe & Zimmerman (2002):

MPSRF,(0) > max PSREF(0;) e MPSRF»(6) > max PSRF,(6;)  (71)

Os estimadores encontrados por Castelloe & Zimmerman (2002) sao
baseados em trés modelos ANOVA para o caso univariado e MANOVA para o caso
multivariado. Em todos os modelos ANOVA temos o parametro #; como resposta,
e nos modelos MANOVA o vetor paramétrico 8. Na primeira ANOVA (ANOVAL)

considera-se apenas os efeitos da cadeia; na segunda (ANOVAZ2) os efeitos simples do
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modelo; e na terceira (ANOVA3) os efeitos simples mais o efeito da interagao entre
modelo e cadeia.

O estimador W,(6;) é o erro quadrético médio dos residuos e V(6;) o
erro quadratico médio total na ANOVAL; W,,,(6;) erro quadratico médio dos residuos
na ANOVA2; e W.W,,(6;) erro quadratico médio dos residuos da ANOVA3 (Castelloe
& Zimmerman, 2002). Para o modelo MANOVA as consideragoes sao semelhantes,
todavia, nesse caso, os estimadores encontrados sao equivalentes aos maiores auto-
valores das respectivas razoes entre as matrizes de variancia e covariancia estimadas
e os seus respectivos graus de liberdade.

Nos modelos ANOVA e MANOVA tem-se que o efeito da cadeia é fixo
e do modelo ¢é aleatério (Castelloe & Zimmerman, 2002). Todavia, os estimadores
propostos em Castelloe & Zimmerman (2002) coincidem com os valores da ANOVA
e MANOVA considerando ambos os efeitos fixos. De tal modo, os valores foram
estimados, no presente trabalho, utilizando a construcao dos modelos ANOVA con-
siderando ambos os efeitos como fixos.

Os estimadores propostos em Castelloe & Zimmerman (2002) nao con-
sideram a possibilidade de alguns dos modelos nao serem visitados por todas as
cadeias, nao existindo, portanto, efeitos de interacoes entre modelo e cadeia. Dessa
forma é necessario fazer as correcoes dos graus de liberdade para o calculo correto
do erro quadrético médio dos residuos na ANOVA3 e da medida equivalente nos
modelos MANOVA. Tal corregao é padrao nas fungbes ANOVA e MANOVA do R
(R Core Team, 2019).

Nas Figuras 2 a 4 tem-se exemplos dos gréaficos gerados utilizando o
critério de Castelloe & Zimmerman (2002) para o caso univariado. Foram geradas 3
cadeias distintas com tamanho 100.000 cada de uma distribuicao normal com média
i = 20 e variancia 02 = 2,25, sendo o algoritmo executado em 20 lotes. Para simular
a variavel indicadora do modelo usou-se a fun¢ao sample do R que gerou as variaveis

indicadoras de modelo 1,2 e 3 na proporcao aproximada 1:2: 1.
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Lote

— PSRF1

—— PSRF2 Limite Superior PSRF1 Limite Superior PSRF2

Figura 2: PSRF'1 e PSRF?2 vs Lotes.

Lote

Figura 3: V e We vs Lotes.
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2.30
|

2.28
|

Critério

Lote

— Wm WmWe

Figura 4: Wm e WmW e vs Lotes.

Nas Figuras 5 a 7 tem-se exemplos dos graficos gerados utilizando o
critério de Castelloe & Zimmerman (2002) para o caso multivariado. Foram feitas
3 amostras distintas para cada parametro diferente a fim de simular as cadeias, de
forma a ilustrar vetores paramétricos iguais entre diferentes cadeias, utilizando 3
parametros diferentes, todos com distribuigdo normal com médias p iguais a 0, 1
e 1 e variancias o? iguais a 1, 4 e 9, respectivamente. A simulacao das varidveis

indicadoras do modelo foi feita da mesma forma que para o caso univariado.
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Figura 5: MPSRF1 e MPSRF?2 vs Lotes.

T T T T

5 10 15 20
Lote

‘ —— Maior autovalor de V Maior autovalor de Wc

Figura 6: Maior Autovalor de V' e We vs Lotes.
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9.3

9.2

Critério
9.1

9.0

8.9

Lote

‘ —— Maior autovalor de Wm Maior autovalor de Wch‘

Figura 7: Maior Autovalor de Wm e WmW e vs Lotes.

O cbédigo com os exemplos apresentados utilizando o pacote con-
vRIMCMC esta no arquivo exemplos RIMCMC.R dos arquivos suplementares. O
repositorio do pacote convRJMCMC no GitHub pode ser acessado pelo segundo link

do apeéendice.

3.3.2 Grafico de Tracgo

O grafico de trago, ou traceplot, é uma das ferramentas mais utilizadas
para diagnostico de convergéncia para diferentes algoritmos baseados em simulagoes
aleatorias. Ele consiste de gréficos de linhas que representam as iteragoes da si-
mulacao na abscissa e o valor de interesse, obtido em cada iteracao da simulacao, na
ordenada. Usualmente, para diagnosticos de métodos de Monte Carlo via cadeias de
Markov, sao analisadas as medidas para um mesmo parametro tomado em cadeias
diferentes. A convergéncia é observada quando os valores para os parametros nas
diferentes cadeias parecem oscilar todos sobre um tinico valor comum.

A Figura 8 é um exemplo de gréafico de trago gerado com a ajuda

do pacote coda (Plummer et al., 2006) mostrando o caso de convergéncia entre as
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distribuicoes, em que as estimativas das 3 cadeias estao oscilando em torno do mesmo

valor.

Parametro

T T
0 2000 4000 6000 8000 10000

lteracdes

Figura 8: Exemplo de gréafico de tracos com 3 cadeias quando as distribui¢oes con-
vergem. As 3 cadeias sao amostras de distribui¢ées normal padrao com 10000 ob-

servacoes cada.

3.3.3 Grafico de Autocorrelacao

Uma série temporal é um exemplo de processo estocastico. Uma série
pode ser representada pelo conjunto Xi,...,X;, ..., X,, em que X; é uma variavel
aleatéria que representa o estado do processo no momento t. Ao adicionarmos o
atraso a, temos os seguintes pares (X¢, X¢ta) (X1, X144a)s -+ -5 (Xn—a, Xpn) (Venables,
2002). Assim, a autocorrelagdo é, para cada atraso a, o coeficiente de correlagao
calculado entre as sequéncias para os valores observados da série temporal.

O resultado obtido em uma cadeia de Markov pode ser visto como uma
série temporal, em que valores estimados para um mesmo parametro sao retidos em
diferentes iteracoes, que podem ser vistas como o tempo de uma série temporal, da
cadeia. Uma forma de se avaliar a independéncia em cadeias de Markov é com o

uso da autocorrelagao, sendo esperado, quando independentes, que oscile préximo
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ao valor 0.
Na Figura 9, temos um exemplo de grafico de autocorrelagao utilizando
a funcao acf no R. Ela foi aplicada a uma amostra simulada de uma distribuicao
normal padrao (u = 0,02 = 1) com 10000 observagoes. O resultado obtido ¢ o que

se espera em uma amostra de observagoes independentes.

1.0

0.8

Autocorrelacédo
0.6

0.4

0.2
|

Atraso

Figura 9: Exemplo de grafico de autocorrelacao para amostra independente da dis-

tribuicao normal padrao com 10000 observacoes.

Graficos de autocorrelagao nao sao usados para verificar a convergéncia
para a distribuicao estacionéria, mas sim, para verificar a independéncia da amostra

gerada, feito em uma cadeia por vez.



4 MATERIAL E METODOS

Para uma melhor organizacao, os dois problemas da area da saide ana-
lisados serao apresentados em secoes distintas. Porém, antes serao descritos detalhes

relacionados as simulacoes e algumas funcoes criadas para gerar os resultados finais.

4.1 Analise de Convergéncia e Dependéncia

Visto a auséncia de pacotes ja desenvolvidos para plotar os gréaficos de
diagndstico de convergéncia propostos por Castelloe & Zimmerman (2002), foram
criadas as fungoes CZ_ANQOVA e plot.CZ_ANQVA e inseridas no pacote convRJMCMC
(Marques & Tsunemi, 2021), junto as fungdes CZ_MANOVA e plot.CZ_MANOVA que sao
usadas para avaliacao de convergéncia de multiplos parametros. A funcao CZ_ANOVA

cria um objeto de classe “CZ ANOVA” que contém um conjunto de 11 listas:
e sm_aovl: Lista com os resumos do modelo ANOVA1 para cada lote;
e sm_aov2: Lista com os resumos do modelo ANOVA2 para cada lote;
e sm_aov3: Lista com os resumos do modelo ANOVA3 para cada lote;
e PSRF1: Lista de valores calculados para o critério PSRF1 para cada lote;
e PSRF2: Lista de valores calculados para o critério PSRF2 para cada lote;

e ub PSRF1: Lista de valores calculados para o limite superior do critério PSRF1

para cada lote;

e ub PSRF2: Lista de valores calculados para o limite superior do critério PSRF2

para cada lote;
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V: Lista de valores calculados de V(0) para cada lote;
e Wc: Lista de valores calculados de We(6) para cada lote;
e Wm: Lista de valores calculados de Wm(#) para cada lote;

e Wcm: Lista de valores calculados de WmW¢(6) para cada lote.
Os argumentos sao:

e theta: é o vetor de observagoes do parametro escolhido do modelo para anélise

de convergéncia,

e chains: vetor de varidveis indicadoras para qual cadeia pertence cada ob-

servacao;
e models: a variavel indicadora do modelo a qual pertence a observacao;

e mcmciterations: vetor com as iteragoes (apos burn-in e thin) a que pertencem

as observagoes;
e nbatches: numero de lotes;
e batchsize: tamanho do lote;

e confidence: nivel de confianca do intervalo de confianca unilateral para os

limites superiores dos critérios PSRF1 e PSRF2 e;

e division: critério utilizado para divisao dos lotes, em que Batch divide o
banco de dados formando particoes com as iteracoes da cadeia e Sequential
que cria lotes consecutivos de tamanho igual a metade do ntimero de iteracoes
e em numero igual a nbatches com sobreposicao das iteracoes entre lotes.

Somente o primeiro critério de divisao foi utilizado no trabalho.

A segunda funcao, plot.CZ_ANOVA, utiliza o objeto de classe
“CZ_ANOVA” para plotar os 3 graficos de diagnodstico de convergéncia: PSRF1
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e PSRF2 vs Lote; V(0) e We(0) vs lote; e Wm(6) e WmWe(0) vs lote. Os graficos
de autocorrelagao foram obtidos com a fungao acf do R (R Core Team, 2019) e os

graficos de tragos com a funcdo traceplot do pacote coda (Plummer et al., 2006).

4.2 Crioablagao Vertebral em Suinos

Crioablagao diz respeito a qualquer método utilizado para a destruicao
de tecidos por resfriamento, a destruicao do tecido pode se dar por lesoes causadas
pelo frio nos tecidos ou por mecanismos indiretos que alteram o microambiente ce-
lular, impedindo a viabilidade do tecido (Erinjeri & Clark, 2010). E um método
utilizado para tratamento localizado de cancer, em que é introduzida uma sonda
de crioablacao no tecido afetado, com o objetivo de destruir as células cancerigenas
ocasionando o menor dano possivel a tecidos saudaveis do organismo. Assim, é ne-
cessario que os protocolos de tratamento de cancer por crioablagao sejam validados
para que possam ser usados com seguranca no tratamento de pacientes, grande moti-
vador para estudos como o de Freitas et al. (2015) e Freitas (2015), do qual obteve-se
acesso a parte dos dados.

O experimento de Freitas et al. (2015) e Freitas (2015) foi realizado
em 6 vértebras de um mesmo suino em 2 ciclos de congelamento (por 2 minutos)
e descongelamento (por 8 minutos). Em cada uma das vértebras foi inserida uma
sonda de crioablagao (CIOPROBE) e 4 termopares (PROBE 3, PROBE 5, PROBE
7 ¢ PROBE 9) localizados a distancias radiais crescentes da sonda (Tabela 2). As
temperaturas foram registradas a partir do inicio do congelamento em intervalos de
30 segundos e finalizando em 600 segundos (10 minutos), havendo para cada tempo
de registro uma medicao de temperatura por sonda ou termopar por vértebra nos
dois ciclos de congelamento. A sonda e os termopares foram removidos para limpeza
apés o término do primeiro ciclo e reinseridos nas mesmas vértebras para realizagao
do segundo ciclo (Freitas et al., 2015; Freitas, 2015).

O ajuste das curvas de temperatura foi feito sem considerar a de-

pendéncia temporal dos dados com splines cibicas (ordem 4 ou grau 3) utilizando
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Tabela 2. Distancia dos termopares a sonda de crioablacao em milimetros.

Ciclo 1 2

Vertebra 1 2 3 4 ) 6 1 2 3 4 D 6
PROBE 3 (3,8 3,3 36 3,7 3,7 33|38 33 36 36 36 34
PROBE 5 | 5,1 43 44 42 46 48|46 43 44 45 44 48
PROBE7 |79 75 66 64 66 68|79 75 66 64 6,6 69
PROBE 9 |81 84 96 89 85 84|88 84 96 87 85 86

a fungao bass do pacote BASS (Francom & Sansd, 2019) e fit.search.numknots
do pacote freeknotsplines (Spiriti et al., 2018) do R, que foi removido do CRAN
no dia 03 de marco de 2020, todavia o cédigo fonte do mesmo pode ser encontrado
no seguinte enderego https://github.com/cran/freeknotsplines. Neste trabalho serao
apresentados os resultados obtidos no ajuste da curva de temperatura no PROBE
5 durante o segundo ciclo de congelamento. Foi escolhido o PROBE 5 no segundo
ciclo por estar localizado a uma distancia intermedidria entre todos os termopares,
no qual foi possivel observar grande parte dos problemas encontrados nos demais
termopares.

O diagnéstico de convergéncia do método BASS foi feito usando grafico
de tragos e os graficos de diagnéstico propostos por Castelloe & Zimmerman (2002)
implementados pelo pacote convRJIMCMC (Marques & Tsunemi, 2021) do R. Além
disso, os graficos de autocorrelacao foram utilizados para avaliar a dependéncia da
posteriori do parametro o2 nas cadeias de Markov geradas, a fim de obter um salto
(thin) adequado. Foram simuladas 3 cadeias para cada curva, em que uma curva
é feita para ajustar os dados de cada conjunto entre sonda ou termopar e ciclo. A
semente escolhida para o PROBE 5 durante o segundo ciclo de congelamento foi
219 (sorteada a partir de uma distribui¢ao uniforme discreta de 0 a 1000). Tal
procedimento de sorteio foi repetido ao longo do trabalho. Nas simulagoes foram
utilizados salto de 100, burn-in de 10000 e 1010000 iteracoes anteriormente ao burn-

in e salto em cada cadeia (é necessario especificar o nimero de iteragdes totais, antes
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do descarte de parte da amostra), totalizando uma amostra com 10000 observagoes
da posteriori em cada cadeia ou 30000 observagoes no total, fixando o grau da spline
como 3 (degree).

No algoritmo do pacote freeknotsplines foi definido o numero
minimo de nds igual a 1 (minknot), maximo igual a 10 (maxknot) e grau 3 (degree).
O nimero maximo de 10 foi utilizado por considerar que o mesmo, para o contexto, ja
seria um modelo bastante complexo, sendo improvavel que o modelo 6timo utilizasse
mais de 10 nds. Caso, todavia, o método selecionasse o modelo 6timo com 10 nés
seriam avaliados nimeros maiores de nds para ver se algum dos modelos com mais
nos se adequariam melhor aos dados o que, todavia, nao foi necessario para os dados
avaliados. As outras configuragoes foram mantidas como padrao, o que significa o
uso de algoritmo genético para encontrar a curva 6tima de acordo com o critério da
validagao cruzada generalizado (Craven & Wahba, 1979). A semente utilizada para
o PROBE 5 durante o segundo ciclo de congelamento foi 949 (escolhida por sorteio).

Para plotar as curvas médias e intervalos de credibilidade a partir das
densidades preditivas criou-se a fungdo pred_line. A mesma utiliza as cadeias gera-
das e armazenadas nos objetos “chainl” ;| “chain2” e “chain3” e plota a curva média
entre todas as densidades preditivas e o intervalo de credibilidade 95% considerando,
também, a distribuigao empirica da variancia dos residuos. O argumento “yourco-
lor” indica a cor desejada para as curvas plotadas, “lw” indica a espessura da linha
(“lwd” fungao plot), “It1” o tipo de linha usado para a curva média (“lty” da funcao
plot), “It2” o tipo de linha usado para as curvas que indicam os limites inferior e
superior do intervalo de credibilidade 95% e “mcmcit” as iteracoes a serem utilizadas
das 3 cadeias (apds burn-in) para plotar as curvas.

Para plotar as curvas e intervalos de confianca do modelo ajustado
pela fungao fit.search.numknots criou-se a fungdo fpred_line. A mesma utiliza
o objeto “freeknotobj” , gerado pela funcao fit.search.numknots, e que representa
o modelo ajustado pela funcao, e plota a curva do modelo e o intervalo de confianga

95% considerando, também, a variancia estimada para os residuos. Os argumentos
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de formatacao das curvas sao similares aos da funcao pred_line.

Para analise de residuos e avaliacao do modelo foram plotados uma
sequéncia de graficos que contemplam: residuos vs tempo (varidvel independente),
residuos vs temperatura estimada, temperatura estimada vs temperatura observada
e grafico quantil-quantil da normal. Os mesmos foram obtidos com o auxilio de
duas funcoes. Uma, BASSresiduals, que cria um objeto de classe “BASSresiduals”
que contempla uma tabela de dados (objeto “data.frame”) com o valor da varidvel
independente (tempo), da varidvel dependente (temperatura observada), estimativa
do modelo para cada observagao da varidvel independente (temperatura estimada)
e os residuos do modelo para cada observacao. Ela utiliza os objetos “chainl” |
“chain2” e “chain3” gerados pela funcao bass para cada cadeia, “x_data” que é o
vetor dos valores observados da variavel independente, “y data” que é o vetor dos
valores observados da variavel dependente e “mcmcit” indica as iteragoes utilizadas
de cada uma das cadeias (ap6s burn-in). E outra fungao plot.BASSresiduals que
plota os graficos de interesse utilizando o objeto de classe “BASSresiduals” gerado.

Analogamente, temos a funcao fnsresiduals que a partir do objeto
“fns_ model”, gerado pela funcao fit.search.numknots, junto a um conjunto de
vetores “x_data” e “y_data”, que representam os dados observados de tempo e tem-
peratura, respectivamente, gera um objeto da classe fnsresiduals de mesma es-
trutura que o objeto de classe BASSresiduals. Por sua vez, os gréaficos sao gerados
pela fungao plot.fnsresiduals. As fungoes criadas e a implementagao para gerar
os resultados estao no arquivo codigo_crioablacao_P5_c¢2.R da pasta com os arquivos
suplementares.

A avaliacao das curvas serd feita conforme as seguintes faixas de tem-

peratura (Freitas et al., 2015; Freitas, 2015):

e temperaturas letais, abaixo de —20°C, provocam morte celular;

e temperaturas entre —20°C' a 8°C' podem causar danos a tecidos e nervos

proximos a area afetada mas sem a morte das células, ou seja, podem oca-
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sionar danos indesejaveis as células saudaveis sem eliminar o cancer;

e temperaturas acima de 8°C nao provocam danos as células e tecidos.

4.3 Curvas de DOB na auséncia e presenca de Helicobacter

pylori

O teste respiratério da treia *C' é um método nao invasivo para de-
teccao de Helicobacter pylori. Embora ja seja um exame consolidado, ainda sao
poucos os estudos que buscam avaliar o tempo 6timo, com menor nimero de falsos
positivos e negativos, apds a administracao oral da uréia '3C para realizacao do teste,
um dos objetivos principais do estudo de Garcia (2017), do qual temos acesso a parte
dos dados.

O DOB (Delta Over Baseline) é uma medida calculada através do

enriquecimento isotépico relativo 6'3C (%), o qual é dado por (Garcia, 2017):

30 (%0) = (Rf“m—t - 1> x 1000 (72)
)

RPadréo(PDB

em que Ramostra € a razao isotopica (130/ 120) expirado durante o exame e
Rpaaraopppy = 0,0112372 é a razao isotépica ("*C/'C) do padrao internacional

para o carbono (PDB). O DOB é dado pela expressao (Garcia, 2017):

DOB(%O) = 613CAmostTa - 51?)CBasal' (73>

E valido notar que o valor de 03 Czasa ¢ aquele medido antes a ingestao
da uréia. Portanto, o DOB no tempo de 0 minutos sera sempre igual a 0. Por tal
razao, na fase de processamento, descrita a seguir, as observacoes no tempo 0 foram
removidas.

O banco de dados utilizado conta com informacoes de 120 pacientes
discriminados pelo resultado dos testes histoldgicos, teste UBT (o paciente foi clas-
sificado como positivo quando a medida de DOB foi superior a 4%o), peso, altura,

IMC, sexo, data de nascimento, data em que os pacientes participaram do estudo,
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idade, raca e as medidas de DOB em 15 instantes de tempo pré-determinados: 0
(momento de ingestao da uréia); 5; 7,5; 10; 12,5; 15; 17,5; 20; 22,5; 25; 27,5; 30; 35;
40 e 45 minutos apods ingestao da uréia, sendo as observacoes no tempo 0 removidas
na etapa de processamento. Anteriormente a importagao dos dados no R, 8 pacien-
tes, que nao apresentavam medidas de DOB, foram excluidos. Os pacientes foram
divididos conforme o resultado, positivo (54 pacientes) ou negativo (58 pacientes),
do exame histoldgico.

O ajuste Bayesiano das curvas foi feito sem considerar a dependéncia
temporal dos dados com a fungao bass do pacote BASS (Francom & Sansé, 2019)
do R que utiliza o método RJIMCMC para simulagao das cadeias. Considerando os
diagnésticos de convergéncia e autocorrelacao nas cadeias foi utilizado thin de 100
(“thin”), burn-in de 1000 (“nburn”) e um total de 1001000 iteracoes antes do burn-in
e do thin (“nmemce”) para a simulacao de cada uma das cadeias. Foram simuladas
um total de 3 cadeias para cada curva, com sementes iguais a 138 e 367 para a
curva dos pacientes com exame histolégico positivo e negativo, respectivamente, para
reprodutibilidade do estudo.

Dessa forma, tem-se um total de 30000 densidades preditivas para cada
subdivisao do banco de dados (pacientes com exame histoldgico positivo e negativo),
ou seja, para cada uma das curvas ajustadas. O ajuste foi feito utilizando splines
cubicas, sendo indicado o grau 3 da spline no parametro “degree” da funcao bass.

Para o novo conjunto de dados a funcao pred_line original foi modi-
ficada, para se comportar adequadamente ao intervalo das variaveis independentes.

Os intervalos e curvas geradas pela funcao bass foram comparadas
as geradas pela fungao fit.search.numknots do pacote freeknotsplines. Sendo
encontrada a funcao spline cibica étima dentre as com nimero minimo de nés 0 e
maximo 10. As sementes utilizadas foram 993 para a curva dos pacientes com teste
histolégico positivo e 561 para a curva dos pacientes com teste histologico negativo.

A funcao fpred_line foi modificada da mesma forma que a

pred_line.



49
Os intervalos de credibilidade 95% plotados para o modelo BASS se-

guem das equacoes:

LI = §—196x Vo2 (74)
LS = §+1,96 x Vo2, (75)

em que ¢ e o2 representam a densidade preditiva e a variancia, respectivamente, para
cada interacao da cadeia de Markov. O intervalo final foi obtido tomando o quantil
0,025 dos limites inferiores calculados em todas as interagdes como limite inferior e
o quantil 0,975 dos limites superiores calculados como limite superior.

Os intervalos de confianca 95% plotados para o modelo obtido pelo

algoritmo freeknotsplines seguem as equagoes:

LI = §—196x /Var(y—y); (76)
LS = §+196x+/Var(yg—y), (77)

em que Var é a funcao utilizada para estimar variancia de uma distribuicao normal,
dada, para determinado conjunto de valores observados { X1, . .., X, } de uma variavel

X, por:

_ Z?:l Xi2 - TLYQ
N n—1

Var(X) , (78)

em que X é a média aritmética dos valores observados de X.

Para analise de residuos e avaliacao do modelo foram plotados uma
sequéncia de graficos que contemplam: residuos vs tempo (variavel independente),
residuos vs DOB estimado, DOB estimado vs observado e grafico quantil-quantil da
distribuicao normal. Os mesmos foram obtidos por duas fungoes BASSresiduals e
plot.BASSresiduals que sao modificacoes das originais para se adequar ao novo con-
junto de dados. Analogamente as fungoes BASSresiduals e plot.BASSresiduals,

foram feitas as modificacoes das funcoes fnsresiduals e plot.fnsresiduals.
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As funcoes criadas e a implementacao para gerar os resultados estdo no arquivo

codigo DOB.R da pasta com os arquivos suplementares.



5 RESULTADOS E DISCUSSAO

5.1 Crioablacao Vertebral

O grafico de dispersao na Figura 10 mostra o comportamento da tem-
peratura, nas diferentes vértebras, registradas no PROBE 5 durante o segundo ciclo
de congelamento. As curvas ajustadas pelo método BASS e freeknotsplines, que
nao consideram a dependéncia temporal dos valores, pouco diferem entre si. Os
intervalos de credibilidade (95%) do método BASS, com maior amplitude que os
intervalos do método freeknotsplines mostram uma tendéncia dele ser mais con-
servador em suas inferéncias. Considerando os limiares de temperatura, abaixo de
—20°C indicando regioes de morte celular e acima de 8°C' indicando regioes em que
nao ocorre dano celular, o PROBE 5 é uma em que ocorre a morte celular. Além do
grafico de dispersao convencional, é apresentado para o método BASS o grafico com
as 30000 densidades preditivas (10000 interagoes por cadeia em 3 cadeias) na Figura

11.
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Figura 10 - Grafico de dispersao com curvas dos modelos e intervalos de confianca ou
de credibilidade utilizando dados do termopar PROBE 5 durante ciclo
2.

Os resultados gerados pelo método BASS e pacote freeknotsplines
sao bem diferentes, embora as curvas do modelo BASS e do pacote freeknots-
plines sejam semelhantes na Figura 10. O BASS é composto de uma cole¢ao de
modelos, curvas, correspondentes a cada interagao do algoritmo RIMCMC nas 3 di-
ferentes cadeias. Assim, cada densidade preditiva observada na Figura 11 é a repre-
sentacao grafica de cada um desses modelos e os pontos da curva final apresentada
no diagrama de dispersao do BASS (Figura 10) sdo dados pela média aritmética
dos pontos de todas as densidades preditivas para cada valor de tempo. Assim,
embora seja possivel obter a expressao de cada um dos modelos, a expressao da
curva final e os ndés do modelo final ndo podem ser apresentados, ao menos de
forma conveniente. O pacote freeknotsplines, em contrapartida, tem como re-
sultado um 1nico modelo 6timo escrito em bases B-Spline para modelos com pelo
menos um né ou como curvas de bézier para modelos sem nenhum né. O modelo

obtido com o pacote freeknotsplines tem sequéncia aumentada de nés dada por
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~v = {0;0;0; 0; 64,688; 192,213; 259,359; 600; 600; 600; 600} e o modelo dado por:

f(.f) = 36,338 X %174(){) + 36,718 X %274()() — 71,131 X %374<X) +
14,963 X %474()() + 32,352 X %574<X) + 33,856 X %674<X) +
34,892 x By 4(X) (79)

que é equivalente a:

p1 = 36,33818 + 0,01762507 x X — 0,02629412 x X2

+0,0002073165 x X3, 0 < X < 64,688;

po = 105,5829093 — 3,193714765 x x + 0,023349627 x X2

—0,0000484959 x X3, 64,688 < X < 192,213;

J(X) =4 (80)
Py = —394,034145 + 4,60416312 x X — 0.017219337 x X2

+0,00002185846 x X3, 192,213 < X < 259,350;

p1 = —16,2036114 + 0,233805428 x X — 0,000368726 x X2

+0,00000020106 x X3, 259,359 < X < 600
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Figura 11 - Gréfico de dispersao com densidades preditivas do modelo BASS ajus-

tado aos dados do termopar PROBE 5 durante o ciclo 2.

O gréfico de tragos, apresentado na Figura 12 com o resultado das
3 cadeias, ilustra a convergéncia do algoritmo, considerando o comportamento do
parametro o2, ilustrado pelo fato das cadeias estarem oscilando em torno de um
mesmo valor. Resultado também evidente nos graficos diagnésticos utilizando o
critério de Castelloe & Zimmerman (2002), com os potencias de redugao de escala,
e seus limites superiores, proximos a 1 (Figura 13), os valores de V' préximos aos de

We (Figura 14) e os de Wm préximos aos de WmWe (Figura 15).
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Figura 12 - Grafico de tracos do parametro o referente ao modelo ajustado para o

temopar PROBE 5 durante o ciclo 2.
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Figura 13 - Potenciais de reducao do parametro o? referente ao modelo ajustado para

o temopar PROBE 5 durante o ciclo 2.
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Figura 14 - Valores de V e We do parametro o2 referente ao modelo ajustado para

o temopar PROBE 5 durante o ciclo 2.
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Figura 15 - Valores de Wm e WmW e do parametro o2 referente ao modelo ajustado

para o temopar PROBE 5 durante o ciclo 2.
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A dependéncia foi avaliada usando graficos de autocorrelagao para o

parametro 0. Na Figura 16 tem-se o gréifico de autocorrelacao para a cadeia 3 do
PROBE 5 para o ciclo 2, em que os valores de autocorrelacao para atrasos diferen-
tes de 0 oscilam préximo de 0, ilustrando que sao independentes. Os graficos de

autocorrelagao das outras cadeias indicam resultados similares.

1.0

0.6
|

Autocorrelacéo

0.4
|

0.2

Atraso

Figura 16 - Grafico de autocorrelacao do parametro o2 referente a cadeia 3 do modelo

ajustado para o temopar PROBE 5 durante o ciclo 2.

Os gréaficos de residuos, como ilustrado na Figura 17, referente ao mo-
delo ajustado pelo método BASS, mostram heterocedasticidade da variancia dos
residuos, tal que a variancia parece aumentar quanto mais baixas sao as estimati-
vas de temperatura pelo modelo. Os graficos quantil-quantil apresentados ilustram
fuga da normalidade, observados pela grande quantidade de pontos nas caudas que
estao fora das bandas de confianca. Apesar de violar as hipéteses assumidas para
os residuos, a curva média ajustada ilustra bem o comportamento médio dos da-
dos. Os resultados encontrados para o método freeknotsplines sao semelhantes

aos observados para o método BASS.
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Figura 17 - Gréfico de residuos do modelo BASS ajustado para o termopar PROBE

5 durante ciclo 2.

Analisando a complexidade do modelo, tem-se que a funcao ajustada
pelo algoritmo freeknotsplines tem 3 nos com valores iguais a 64,7, 192,2 e 259,4
(segundos) e a Figura 18 mostra que o nimero mais frequente de fungoes de base
no modelo BASS é 4. Dessa forma, o uso de fungoes splines sao necessarias no
contexto das expansoes polinomiais cubicas, visto que um polinomio cibico simples

seria incapaz de uma aproximacao adequada.
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Figura 18 - Numero de fungoes de base nas diferentes interagbes do modelo BASS

ajustado aos dados do PROBE 5 durante o ciclo 2.

Além dos graficos apresentados, outros, como os gréaficos de autocor-
relacao para outras cadeias e os residuos para o modelo do pacote freeknotsplines

estao nos arquivos suplementares.

5.2 Curvas de DOB na auséncia e presenca de Helicobacter

pylori

O gréfico de dispersao dos modelos ajustados para as medidas de DOB
repetidas no tempo para os pacientes com exame histolégico positivo na Figura 19
mostra claramente que existe uma tendéncia, pequena, de aumento do DOB até atin-
gir um plato para finalmente voltar a cair com uma grande variabilidade. Enquanto
que no grafico com os modelos ajustados para os pacientes com exame histolégico ne-
gativo na Figura 20 a maioria dos valores parecem permanecer constantes um pouco
acima do 0, o que também ¢ um indicio de que uma estratégia para modelagem mais

simples poderia ser utilizada. A Figura 21 traz os modelos ajustados pelo algoritmo
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freeknotsplines para o caso positivo e negativo em conjunto, modelos que nao
consideram a dependéncia temporal dos dados. E notével que o comprimento do in-
tervalo de credibilidade é bem extenso para a curva ajustada ao DOB dos pacientes
com exame histologico positivo. Uma alternativa seria utilizar um intervalo de con-
fianca assimétrico. Figura semelhante, com as curvas para os pacientes com exame
histolégico positivo e negativo em conjunto geradas pelo modelo BASS, também foi
elaborada, sendo o resultado observado para os dois métodos bastante semelhante.
Considerando o algoritmo freeknotsplines, é possivel obter as expressoes para as

curvas ajustadas, em que T € [5,45] é o tempo em minutos apés ingestao da uréia

1B

e Curva ajustada aos pacientes com exame histolégico negativo:

f(T)=0832-0,058xT+0,002xT*—-1849 x 107° xT°  (81)

e Curva ajustada aos pacientes com exame histolégico positivo:

f(T) = 12,541 4 3,448 x T — 0,131 x T? + 0,001 x T? (82)
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O grafico com as densidades preditivas para os pacientes com exame

histolégico positivo na Figura 22 mostra que todas se aproximam muito da média,

apesar da grande variabilidade nos dados. Resultado similar foi observado para os

graficos dos pacientes com exame histologico negativo.
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Figura 22 - Grafico de dispersao dos modelos ajustados com densidades preditivas

para os pacientes com exame histologico positivo.

Os graficos de residuos para o modelo gerado pelo algoritmo
freeknotsplines ajustado aos dados dos pacientes com exame histologico positivo
na Figura 23 mostra graves problemas relacionados a heterocedasticidade e nao ade-
quagao ao modelo normal, semelhante ao que também ocorre no grafico de residuos
para o modelo ajustado para os dados dos pacientes com exame histologico nega-
tivo observado na Figura 24. Dessa forma, constatou-se que, para este conjunto de
dados, ambas as metodologias nao sao flexiveis o suficiente para assumir outras es-
truturas de variancia para o residuo, apesar das curvas ajustadas representarem bem

o comportamento médio dos dados.
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Figura 23 - Graficos de residuos do modelo gerado pelo algoritmo freeknotsplines

ajustado para as medidas de DOB dos pacientes com exame histologico

positivo.
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Figura 24 - Graficos de residuos do modelo gerado pelo algoritmo freeknotsplines

ajustado para as medidas de DOB dos pacientes com exame histologico

negativo.

Os problemas relacionados a heterocedasticidade dos dados sao, pro-

vavelmente, relacionado aos diferentes comportamentos entre pacientes. Os graficos

de interacao nas Figuras 25 e 26 mostram, para pacientes com exame histolégico ne-

gativo e positivo, respectivamente, que o comportamento de alguns individuos difere

muito dos demais. Ilustrando ser preferivel utilizar metodologias que considerem as

medidas repetidas por pacientes para o presente banco de dados.
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Figura 25 - Grafico de interacao entre DOB e tempo discriminado por paciente com
exame histologico negativo. Pacientes diferentes estao em linhas diferen-

tes.
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Figura 26 - Grafico de interacao entre DOB e tempo discriminado por paciente com
exame histolégico positivo. Pacientes diferentes estao em linhas diferen-

tes.

A Figura 27 apresenta a menor credibilidade necessaria para que os
intervalos nao tenham interseccao calculada para cada momento. Dessa forma, o
intervalo 6timo para ser realizado o teste respiratério da uréia estd entre 16 e 21
minutos. Considerando os resultados observados em 17,5 e 20 minutos e utilizando o
ponto de corte de DOB > 4%, temos 52 classificados corretamente como positivos
e b8 como negativos, nenhum classificado incorretamente como positivo e 2 incorre-
tamente como negativo, resultado idéntico ao teste UBT aplicado a todo o perfil, o

que mostra que esses tempos sao adequados para realizar o teste.
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Figura 27 - Graficos das credibilidades maximas dos intervalos para cada tempo, de
modo que os intervalos nao se cruzem e seja constatada diferenca entre

as curvas médias.

Analisando a complexidade das fungoes para o caso negativo e positivo,
o modelo 6timo obtido pelo método freeknotsplines seria uma fungao polinomial
simples, ou seja, um polindomico cibico seria suficiente em ambos os casos, com a
possibilidade, inclusive, do uso de polinomios de graus inferiores. Ao analisarmos o
nimero de fungoes de base escolhidos pelo modelo BASS, observa-se uma pequena
diferenca, pois nota-se que o mais frequente para o modelo com dados de DOB para
pacientes com exame histologico positivo é 2 e negativo é 1, conforme as Figuras 28

e 29, respectivamente.
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Figura 28 - Niumero de funcoes de base nas diferentes interagoes do modelo BASS

ajustado aos dados dos pacientes com exame histologico positivo.
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ajustado aos dados dos pacientes com exame histolégico negativo.
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Demais gréaficos, além desses discutidos no texto, como os gréaficos de
analise de convergéncia e dependéncia e demais diagramas de dispersao, estao na

subpasta DOB de imagens nos arquivos suplementares.



6 CONCLUSOES

A metodologia BASS e o método de splines de nés-livres baseado no
algoritmo genético implementado pelo pacote freeknotsplines mostraram ser ferra-
mentas eficientes para o ajuste de curvas mas, ambos, apresentam a mesma limitacao,
de assumir que a variancia dos residuos é constante, homocedastica. Constatou-se
que as metodologias nao sao adequadas para os problemas avaliados nesse trabalho,
podendo levar a erros de inferéncia. Dentre as alternativas possiveis, tem-se o uso de
modelos de regressao linear com as bases ou com os nés encontrados pelo algoritmo
do pacote freeknotsplines, em conjunto com outras metodologias como minimos
quadrados ponderados ou estimadores robustos para a variancia. Alternativa, toda-
via, que nao pode ser diretamente implementada para o contexto da metodologia
BASS, visto que as previsoes sao feitas através de um conjunto de modelos e ndo um
unico modelo 6timo. Neste caso, a metodologia BASS teria que ser adaptada para
assumir heterocedasticidade o que, provavelmente, geraria modelos muito especificos
para cada problema. Essas questoes ilustram que ha uma demanda por métodos de
splines de nos livres que sejam mais flexiveis com a estrutura de variancia e permi-
tam trabalhar com dados de medidas repetidas, que é o caso dos conjuntos de dados
utilizados nesse trabalho.

Quanto as questoes dos problemas praticos da area da saide do traba-
lho, o mesmo conseguiu oferecer pistas que podem auxilar a respondé-las, todavia,
para que a resposta oferecida seja confiavel seriam necessarios modelos que assumisem
uma estrutura mais flexivel de variancia. No caso do tempo 6timo para realizacao do
teste UBT, é notavel que uma metodologia de ajuste de curvas conseguira oferecer

pistas mas nao responder adequadamente qual seria esse periodo 6timo, visto ser
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um problema, notadamente, de classificacdo. Assim, a busca para a solucao mais
adequada para esse problema esta na procura de métodos de classificacao que consi-
derem essa natureza longitudinal dos dados. O periodo entre 16 e 21 minutos apds a
ingestao da uréia *C, com credibilidade de 78,5%, apontado pelos resultados como
otimo para a realizacao do teste parece ser um resultado coerente com a realidade.

Agora tratando das curvas de temperatura, por mais que conclusoes a
respeito da mortalidade e danos a tecidos tenham sido feitas considerando o termo-
par PROBE 5 ciclo 2, procedimento que pode ser repetido facilmente para o outros
termopares, é notavel que a interpretacao correta desses resultados e qualquer ten-
tativa de utiliza-los é extremamente dependente de conhecimentos especializados.
Além disso, a quantidade disponivel de dados, repeticoes, é extremamente pequena,
o que provoca grandes dificuldades para uma inferéncia adequada, passivel de ser
extrapolada e utilizada dentro da préatica médica com segurancga, além dos aspectos
relacionados a natureza longitudinal dos dados.

Além disso, quanto a complexidade dos modelos, no caso das curvas de
DOB a relacao tempo e DOB nao é tao complexa e modelos mais simples podiam ser
usados para estudé-la, o que implica que solugoes considerando sua natureza longi-
tudinal sao mais simples de serem encontradas. No caso das curvas de termopares a
relacao é, de fato, complexa, o que implicaria em métodos mais especificos, como mo-
delos nao-lineares ou mesmo de splines, para o estudo do problema que considerem

o contexto de medidas repetidas.
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Repositério do GitHub com arquivos suplementares:
https://github.com/TPMarques/suppFilesdissertation
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