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Impacto potencial desta pesquisa

Este texto constitui um material completo e detalhado para aqueles que desejam iniciar
estudos sobre nimeros de Fibonacci. Além da abordagem, vale destacar a originalidade
de demonstracoes de diversos resultados, como, por exemplo, os dois teoremas apresen-
tados na secao 5.2. Tais teoremas trazem resultados apresentados por Carlitz, mas sem
uma demonstragdo matematicamente rigorosa. Também nao pudemos encontrar na lite-
ratura nada semelhante com a demonstracao que fizemos para o fato de o™ + " € Z,
desconsiderando a sequéncia de Lucas.

Potential impact of this research

This text constitutes a complete and detailed material for those who wish to start
studies on Fibonacci numbers. In addition to the approach, it is worth highlighting the
originality of demonstrations of various results, such as the two theorems presented in
section 5.2. Such theorems bring results presented by Carlitz, but without a mathemati-
cally rigorous demonstration. Nor could we find in the literature anything similar to the
proof we did for the fact that o™ + " € Z, disregarding the Lucas sequence.
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Resumo

O proposito deste trabalho é estudar as sequéncias de Fibonacci e de Lucas, explorando
suas co-relagoes e semelhancas no contexto da Teoria dos Nuimeros. Para isso, utilizare-
mos como principal ferramenta o desenvolvimento teérico, através de demonstragoes de
propriedades e teoremas envolvendo tais sequéncias. Abordaremos inicialmente conceitos
basicos sobre Teoria dos Numeros essenciais para o melhor entendimento do texto, em
seguida estudaremos as sucessoes partindo de uma perspectiva histérica e algébrica.

Palavras-chave: Numeros Especiais. Nuimeros Notaveis. Sequéncia de Fibonacci. Sequén-
cia de Lucas. Teoria dos Ntimeros.



Abstract

This work studies the Fibonacci and Lucas sequences, exploring their connections and
similarities in the context of Number Theory. For this, we will use theoretical development
as the main tool, performing demonstrations of properties and theorems involving such
sequences. We will study, in the first pages, basic concepts about Number Theory essential
for a better understanding of the text, then we will study the sequences from a historical
and algebraic perspective.

Keywords: Special Numbers. Notable Numbers. Fibonacci Sequence. Lucas Sequence.
Number Theory.
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1 Introducao

Leonardo Fibonacci contribuiu com grandes feitos para a matematica mundial, porém
pouco se sabe sobre sua historia. Nascido em 1170, em algum lugar perto da Italia, seu
pai, Guilielmo Bonacci, foi mercador de Pisa, o que, na época, era uma posicao importante
na sociedade, pois a Italia era um grande centro de importagoes de mercadorias e, com o
fim da Idade das Trevas, os paises europeus aumentaram seu interesse em comércio para
aprimorar o desenvolvimento do pais. Com isso, Fibonacci cresceu com muita exposigao
a importancia dos nimeros [1].

Quando adolescente, se mudou para Bugia, onde seu pai estava vivendo a fim de
trabalhar em uma alfandega representando Pisa e a [talia. Naquela época, localizada onde
hoje estd a Algeria, Bugia possuia uma grande influéncia arabe, que tinha uma vantagem
em desenvolvimento cientifico ao ser comparada com a Italia. Fibonacci comecou seus
estudos para se tornar um mercador, assim como seu pai, e teve o primeiro contato com
os numerais Hindi (1 & 9) e com o numeral ardbico (0). Logo reconheceu que esse sistema
numérico era mais eficiente quando comparado ao usado na maioria da Europa na época
(romano). Além disso, Fibonacci ndo teve sua educagao restrita a cldssica matematica
grega, mas também teve contato com a matematica indiana e arabe, formando uma base
sOlida para seus futuros estudos.

Fibonacci escreveu diversos livros durante a sua vida, dentre eles o Liber Abaci, que
foi sua maior contribuicdo para a era medieval. Nele, Fibonacci descreve as vantagens do
sistema hindu-arabico, que facilitava os calculos das operagoes basicas, além de simplificar
o registro dos calculos por descomplicar a escrita. Liber Abaci teve sua primeira publicagao
em 1202, em Latim, e foi revisado em 1228 [2]. Os primeiros sete capitulos do livro foram
uma introducao e descricao dos calculos utilizando o sistema, além de comparar com o
romano para exemplificar a simplificacdo, ja os outros quatro capitulos foram dedicados
a explicar como o sistema hindu-Arabico facilitaria as transagoes realizadas na época [1].

No livro, Fibonacci introduziu duas ideias sobre algebra que se tornaram essenciais
nos dias de hoje, e que desde o século XV sao usadas constantemente. Essas ideias
consistem do fato de utilizar letras para representar variaveis em problemas matematicos
e também a utilizacao dos nimeros negativos. Tais contribuicoes e o cenario no qual a
Europa se encontrava naquela época, fizeram com que o livro Liber Abaci fosse altamente
aceito por toda a sociedade intelectual.

Fibonacci é lembrado até os dias de hoje pela sequéncia numérica que carrega seu
nome, que surgiu através de um problema sobre a reproducao de coelhos, no qual, em seu
livro Liber Abaci, propos uma solugdo que gerou a sua sequéncia.

0,1,1,2,3,5,8,13,21,- - .

Nessa sucessao o n-ésimo termo ¢ a soma dos dois termos anteriores, sendo os dois pri-
meiros 0 e 1.

13



Introducao 14

Com o avanco da ciéncia durante o periodo renascentista, foram encontradas vérias
representacoes da sequéncia de Fibonacci em plantas, nos seres humanos, na natureza,
nas artes e na arquitetura, pois a humanidade comegou a ter um olhar analitico mais
aprofundado quanto a natureza ao seu redor.

A sequéncia de Fibonacci também esta presente no reino animal. Ao observarmos a
arvore genealdgica de uma abelha macho (que nasce de ovos nao fertilizados), notamos
que essa abelha possui apenas uma mae (a rainha). As fémeas, por sua vez, tem um pai e
uma mae, visto que nascem dos ovos fertilizados. Consequentemente, a abelha macho tera
3 avos, b bisavés e assim seguird para todas as geragoes. A geragao desta abelha obedecera
o padrao da sequéncia de Fibonacci e cada geracao tera um nimero de Fibonacci.

Outro exemplo presente no reino animal, e também o mais famoso, é a apari¢ao da
sequéncia de Fibonacci na espiral presente na concha de alguns animais marinhos, como
os do género nautilus. Conforme eles crescem, precisam de mais espago dentro da concha,
assim ela cresce em proporg¢oes semelhantes a proporgao aurea, que esta, de algum modo,
relacionada a sequéncia de Fibonacci.

Alguns anos depois da sequéncia de Fibonacci ser apresentada, Lucas propos outra
sucessao derivada da de Fibonacci, que até hoje carrega seu nome.

Francois Edouard Anatole Lucas nasceu em abril de 1842 em Amiens, na Franca.
Estudou em uma das mais prestigiadas instituicdes de ensino superior, a Ecole Normale
Supérieure. Assim que se graduou, trabalhou como assistente de laboratério em Paris
e logo em seguida serviu o exército na guerra franco-prussiana. Logo apds, comecou
a trabalhar como professor no ensino médio e também publicou varios artigos durante
sua vida [3]. Muitos de seus trabalhos tinham continuagoes planejadas que nunca foram
feitas, como um segundo volume para seu artigo Théorie des nombres. Foi nesse estudo
que Lucas se deparou e estudou a sequéncia de Fibonacci [4]. Sua sequéncia

2,1,3,4,7,11,18,29, - -

segue a mesma propriedade dos nimeros de Fibonacci, onde o n-ésimo termo é igual a
soma de seus dois anteriores, porém o que difere dos niimeros de Fibonacci é o inicio onde
o primeiro termo ¢ igual a 2 e o segundo termo ¢ igual a 1.

As sequéncias encontradas por Lucas e Fibonacci possuem diversas propriedades ma-
tematicas interessantes que podemos observar, como, por exemplo, a propriedade que a
soma de 10 niimeros consecutivos de Fibonacci serd sempre divisivel por 11 [1]:

14+14+24+3+5+8+13+21+34+55=143

143
=13
11
ou
89 + 144 + 233 + 377 4 610 + 987 + 1597 + 2584 + 4181 + 6675 = 17567
17567
220 1597
11

Outra propriedade interessante, mas dessa vez envolvendo os ntimeros de Lucas, é que a
multiplicagdo dos n primeiros niimeros de Lucas é maior que n!, por exemplo:

1-3-4.-7=84

A=1-2-3-4=24
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84 > 24

Mais uma propriedade que vale destacar é que a multiplicagao dos nimeros de Lucas
é maior que o fatorial de seus indices, observe que, tomando n = 5, temos:

1-3-4-7-11>1-2-3-4-5

924 > 120

Os numeros de Lucas também possuem varias propriedades interessantes junto aos
nimeros de Fibonacci que demonstraremos durante esse trabalho. Podemos citar aqui
exemplos, como a propriedade que um nimero de Lucas serd a soma do seu antecessor
em Fibonacci com o seu sucessor em Fibonacci, sendo assim observe que:

1=0+1
3=1+2
4=1+3

Ln = I'n—1 +Fn+1

Algumas propriedades podem parecer triviais, porém suas demonstragdes possuem
detalhes que esse trabalho visa abordar.

Neste texto, estudaremos diversas propriedades envolvendo os nimeros de Lucas e
Fibonacci. No primeiro capitulo, estudaremos alguns assuntos preliminares para o desen-
volvimento do trabalho, comecando desde os conceitos de Indugao Matematica, demons-
trando alguns teoremas que serao 1teis no decorrer do texto, logo em seguida estudaremos
divisibilidade e alguns de seus teoremas (para a redacao deste capitulo foram consultadas
[5], [6] e [7]). No segundo capitulo, estudaremos os nimeros de Fibonacci, comegando
desde a sua origem, a equacao quadratica e o Teorema de Binet, e demonstraremos al-
gumas propriedades envolvendo apenas os niimeros de Fibonacci (para a redagao foram
consultadas [2], [7], [8], [9], [10], [11] e [12]). No terceiro capitulo, estudaremos a origem
da sequéncia de Lucas e propriedades que envolvem apenas estes niimeros (para a redagao
foram consultadas [2], [7] e [9]). Por fim, no ultimo capitulo, estudaremos algumas propri-
edades que decorrem das conexdes entre as duas sequéncias (para a redagao consultadas

2], [7], 8] e [9]).



2 Conceitos Preliminares

2.1 O conjunto Z

Durante esse capitulo apresentaremos alguns conceitos que serao tteis para o decorrer
do trabalho. Dados dois niimeros naturais a e b, a diferenca b — a s6 é definida para
b > a. O conceito de niimeros inteiros surgiu da necessidade de definirmos b — a nos
casos em que a > b. Sendo assim, o conjunto dos numeros inteiros, denotado pela letra
Z, trouxe tal solucao. Seus termos podem ser apresentados ordenadamente da seguinte
forma: ..., —3,—2,—-1,0,1,2,3, ...

Com isso, temos os nimeros inteiros negativos, o 0 e os niimeros inteiros positivos (os
naturais N), formando todo o conjunto Z. Para esse texto, assumimos que o leitor tenha
familiaridade com o conjunto Z, além de outros conjuntos numéricos. Um conceito que
vale destacar em Z ¢ o seguinte axioma:

Axioma 2.1. (Principio da Boa Ordenagdo): Se S é um conjunto ndo vazio de
inteiros positivos, entao S tem um menor elemento.

Com o Axioma 2.1 podemos introduzir um teorema muito forte que serda usado em
muitas demonstragoes no decorrer desse trabalho.

2.2 Inducao matematica

Teorema 2.2. (Principio da Indugao Matemdtica): Suponha que, para cada n in-
teiro positivo, temos uma proposi¢io P(n). Suponha também que para n =1 a proposi¢ao
seja verdadeira e que, para cada n € N, se P(n) € verdadeira, entao P(n + 1) também é
verdadeira. Logo P(n) é verdadeira para todo inteiro positivo.

Demonstragcio. Vamos supor que o Teorema 2.2 seja falso e que S seja o conjunto de
nimeros inteiros positivos n tal que P(n) seja falsa. Observe que S é um subconjunto
nao vazio de N, entao pelo Axioma 2.1, S tem um menor elemento, o qual denotaremos
por k. Por hipdtese, P(1) é verdadeira. Note que k > 1 e P(k —1) é verdadeira, uma vez
que k é o menor inteiro tal que P(k) ¢é falsa.

Mas, também por hipétese, se P(n) é verdadeira, P(n+ 1) também o é. Entao, sendo
P(k — 1) verdadeira, tem-se verdadeiro P(k).

Temos uma contradicao. Portanto o teorema ¢é valido. O]

Observacao 2.3. Para demonstrar a validade de uma proposi¢cao P(n), para inteiros
positivos, usando o Principio da Indugao Matematica visto no Teorema 2.2, podemos nos
organizar em trés etapas:

16



Indugao matematica 17

1. Provar a validade de P(1).
2. Supor que P(n) seja verdadeira.

3. Usando a etapa (2), provar que P(n + 1) é verdadeira.
A suposicao feita na etapa (2) recebe o nome de Hipdtese de Indugao.
Usando esse resultado podemos demonstrar, por exemplo, o Teorema Binomial.

Teorema 2.4. (Teorema Binomial): Sejam a e b nimeros reais e n um nimero
intetro positivo. Entdo

(a+b)"=a”+<?>a”1b+<g>an2b2+...+<nﬁ1 )ab”1+b”.

d n\ n!
M\ k)T WM —k)

Demonstragio. Vamos provar por Inducao Matemética (Teorema 2.2).

1. Paran =1, temos a + b = a + b. Logo é verdadeiro o teorema nesse caso.

2. Suponha que o teorema seja valido para n, isto é:

(a+b)”:a”+<?>a”1b+<g>a"2b2+...+<nﬁ1 )ab”1+b”

3. Para provar para n+ 1, podemos aplicar propriedade de poténcia onde (a+ b)"! =
(a +b)"(a+ b) e assim chegamos em

(a+b)"H = (a” + ( | ) a" b+ ( ) ) a2 4+ ( o ) ab™! + b”) (a+D)

Observe que se aplicarmos a distributiva nesse produto teremos uma soma de termos
formados por um coeficiente multiplicado por a'=*b* com 0 < k < n + 1. Além
disso, observe que os termos a™*! e b"T! possuem coeficiente 1. J4 se analisarmos os

termos a1 kpk

k k—1

pois ele é formado por (( Z ) a”kbk> ae (( i ﬁ . > a”(kl)bk1> b. Portanto

podemos manipular da seguinte forma

n n n! n!
<k>+<k—1 > T =k —1)) (k= 1)

Manipulando essa equagao chegaremos em

nl(n+1) [ n+1
((n+1)—k)!k!_< k )

. , n n
,com 0 < k <n+1, o coeficiente sera a soma + >,

Ou seja,

(a+b)”+1:a"+1+<n1r1 )a”b+...+(n;tl >ab"—|—b”+1

Demonstrando assim que o teorema é valido.
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]

Aproveitando o contetido do teorema anterior, introduziremos mais dois resultados
que usaremos ao longo do texto.

Propriedade 2.5. Sejam k e n inteiros positivos, entao ( ]S ) = ( g ) =

Demonstracao. Basta notar que

k) k! _k!_l_nJ_ n! n! [ n
0) o(k-0! K = n 1.n' 0(mn-0! \0)°

]

Teorema 2.6. (Relag¢do de Stifel): Dados k e n inteiros positivos comn > k > 1,

entao W\ (n-1 -
()-0Gmt)+ ()
Demonstragao. De fato, note que:
n—1 n—11Y\ (n—1)! (n—1)!
(k—1>+< k )_(k—l)!(n—l—k+1)!+k!(n—k—1)!
B (n—1)! (n—1)!
S (k=Dn—k)!  Kn-—k-1

paran—k—1>0ek—12>0.

Sendo assim, observe que kl(n—k)! = k(k—1)!(n—k)! e kl(n—k)! = El(n—k)(n—k—1)!,
com isso podemos afirmar que k!(n — k)! é um miltiplo comum dos denominadores das
fragoes acima, sendo assim

<n—1>+<n—1>: (n—k)(n— 1)+ k(n —1)!

kE—1 k kl(n —k)!
 (n—k+Ek)(n—-1)
El(n — k)!
n(n —1)!
" El(n— k)

“wm (1)

2.3 Divisibilidade

Agora vamos introduzir o conceito de divisibilidade.

Teorema 2.7. Sejam a,b € Z com b # 0. Entdo existem inteiros unicos r e q tais que
a=bq+r, com0<r<|b.
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Demonstragao. Primeiro provemos a existéncia de g e r. Para isso tomemos o conjunto
S={a—|blk:k€Zea—|bk>0} que énao vazio.

Pelo Principio da Boa Ordenagdo (Axioma 2.1), S possui um menor elemento que
podemos tomar como r = a — |b|q, para algum g € Z. Por construgao r > 0. Provemos
que r < |b|. Para isso suponha que r > |b|. Entao:

a—[blg = [b] = a —|blg — [b] =0
=a—(¢g+1)[b| >0
=a—(¢+1).]bl s

Todavia, como r é o menor elemento de S:

r<a-—(q¢+1)b| = a—|blg<a—(qg+1)[b|
= a— |blg < a—|blg — |b|
=a<a-—|b

0 que é impossivel, uma vez que [b| > 0.

Desse modo r < |b| e existem 7, q € Z, tais que a = bg+r com 0 < r < |b|. O sinal de
q se ajusta conforme o sinal de b.

Para a unicidade, vamos supor que existam ¢y, ¢z, 71,72 € Z onde a = bg;+ry = bga+12,
com 0 <7 < |ble0<ry<|bl. Entdao b(q1 — q2) = ro — 1. Assim, |b||q1 — qa| = |12 — 1.
Como 7y e ry sdo menores que |b|, entao |ry — r1| < |b|. Dessa forma:

bllgr — g2 = [r2 — 1| < 0] = [bl[g1 — @2 < [b] = 0 < g1 — @] <1
Dado que ¢; — g2 € Z, a tnica possibilidade é ¢; — ¢ = 0, ou seja q; = ¢». Entao:
g —q)=ro—11=b0=1r9—11=0=1r9—1r1 =>1r9=11

Portanto ¢ = q2 e 11 = 7s.
O

Podemos chamar g de quociente e r de resto. Agora podemos estudar a divisibilidade
entre dois inteiros, que é o caso quando r = 0.

Defini¢ao 2.8. Sejam a e b inteiros, dizemos que a divide b (ou b é miltiplo de a) se
existe algum inteiro ¢ tal que b = ac. Podemos escrever alb.

Lema 2.9. Considere a,b,c € Z.
1. Sealbeb]|c, entioa|c
2. Sea|beb#0, entio a < |b|
3. Sealbeblc, entioa | (bu+ cv) para quaisquer u,v € Z

Demonstragio. 1. Se a | be b | ¢, podemos dizer que existem ¢, ¢2 € Z tais que:

b=aq e c=bgy
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Com isso basta substituirmos b na segunda equacao, para obtermos:
c=(aq)q2 = c = aq1q2
Como q1, g2 € Z, podemos dizer que q1q2 € Z e podemos chamar de g3, com isso:
¢ = ags

Ou seja a | c.
2. Sea|beb+#0, entdo existe ¢ € Z — {0}, tal que:

b=uaq=1|b| =laq| > a

3.5ea|beb]|c, entdo existem ¢, q2 € Z, tais que:
b=aq e c=bgy

J& provamos anteriormente que se a | b e b | ¢, entdo a | ¢ com isso podemos afirmar que
existe g3 € Z tal que:
¢ = ags

Tomemos entao b = aq,, ¢ = aqs e multipliquemos as equagdes em ambos os lados por u
e v respectivamente, onde u, v € Z. Com isso obtemos:

bu = aq u e cv = aqsv
Agora basta somarmos as duas equacoes, para obter:
bu + cv = aqiu + aqzv = bu + cv = a(qru + g3v)
Observe que q1, g2, u,v € Z, logo q1u + q3v = q4 € Z, por fim:
bu + cv = aqy
Logo a | bu + cv. O
Além disso podemos definir o0 méximo divisor comum (mdc) entre dois inteiros.

Definigao 2.10. Sejam a e b inteiros com a # 0 ou b # 0. O méaximo divisor comum de
a e b é o maior inteiro positivo ¢ tal que ¢ | a e ¢ | b. Podemos escrever (a,b) = c.

Lema 2.11. Sejam a,b € Z com a # 0 e b # 0, temos que
1. (a,b) = (—a,b)
2. (a,0) = |a| e (0,b) = |b|
3. Sealb entio (a,b) = |al.

Demonstragio. 1. Seja (a,b) = d, entdo d | a e d|b. Como d | a sabemos que d | —a.
Se existisse d’ > d tal que d' = (—a,b) entdo d' |a e d | b, d = (—a,b) e d nao seria
o maximo divisor comum de a e b. Absurdo! Logo d é o maximo divisor comum
entre —a e b.

2. Pela Definigao 2.8, todo inteiro divide o 0. Entéo (a,0) deve ser o maior inteiro
positivo que divide a, ou seja, |al.
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3. Como a | b, temos que b = ma, onde m € Z. Note que |a| | a e |a| | ma. Entao
la| | a e lal | b. Se existir outro inteiro d tal que d | a e d | b, obrigatoriamente d | |a].

Portanto d < |a|. Assim |a| é o méximo divisor comum de a e b.
[

Podemos agora usar o mdc de dois inteiros a e b para provarmos que existe uma
combinagao linear entre esses nimeros que resulta no mdc.

Teorema 2.12. Sejam a e b inteiros diferentes de zero simultaneamente. Entdo existem
u,v € Z tal que (a,b) = au + bv. Além disso, (a,b) é o menor inteiro positivo que pode
ser escrito dessa maneira.

Demonstragio. Seja S = {au+ bv : u,v € Z,au+ bv > 0}.

Pelo Axioma 2.1, existe um elemento ¢ € S, tal que ¢ = auy + bv; com uq, vy € Z, que
¢ o menor inteiro positivo em S. Provemos que (a,b) = ¢ ocorre.

Pelo Teorema 2.7, podemos escrever que a = c¢q +r, com q,r € Z e 0 <r < c. Agora
suponha que r # 0, entao

r=a—cq=a— (au; +bvy)q = a(l —u1q) + b(—v1q)

com isso r € S, mas r < c¢ e isso contradiz ¢ ser o menor inteiro positivo de S. Sendo

assim, 7 = 0, por fim ¢ | a. Analogamente ¢ | b. Assim ¢ é divisor comum de a e b.
Suponha que d | a e d | b. Pelo Lema 2.9, d | ¢ e por isso d < ¢. Entao ¢ é o maximo

divisor comum de a e b. O

Um caso particular de mdc nos traz uma defini¢ao importante.
Defini¢ao 2.13. Sejam a,b € Z. Dizemos que eles sdo primos entre si se (a,b) = 1.

Corolario 2.14. Sejam a,b € Z. FEntao a e b sdo primos entre si se, e somente se,
existem inteiros u e v tais quais au + bv = 1.

Demonstragio. Consequéncia imediata do Teorema 2.12, considerando (a,b) = 1. ]
Corolario 2.15. Sejam a,b,c € Z. Se (a,b) =1 e a | bc, entao a | c.

Demonstracio. Pelo Corolario 2.14, podemos afirmar que existem u,v € 7Z, tais que
au + bv = 1, multiplicando ambos os lados da equagao por ¢, teremos:

au+bv = 1= c(au + bv) = ¢ = auc + bvc = ¢

Temos, por hipétese, que a | be e, certamente, a | a.
Sendo assim, pelo Lema 2.9, temos que a | (auc + bvc) e por fim como auc + bve = ¢,
entdo a | c. O

Propriedade 2.16. Sejam a,b,c € Z. Se b | ¢, entao (a + ¢, b) = (a, b).

Demonstra¢io. Como b | ¢, entao ¢ = mb, onde m € Z.

Denote d = (a,b). Entdo d |a e d | b, ou seja, d | a e d | mb, entdo d | a e d | c. Dessa
forma, d | (a + ¢) e d | b. Portanto d é divisor comum de a + ¢ e b.

Se d' também ¢é divisor comum de a + ¢ e b, isto é, d | (a+c¢) e d | b, entdo,
d | (a+mb) ed | b. Dessa forma, d" divide toda combinagao linear de a + mb e b, em
particular, d’ | (a +mb — mb), ou seja, d' | a.

Como d' | a e d | bonde d = (a,b), segue que d | d e assim d ¢ o maximo divisor
comum de a + c e b.

Portanto (a,b) =d = (a + ¢, b).
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Propriedade 2.17. Sejam a,b,c € Z. Se (a,c) = 1, entdo (a, bc) = (a,b).

Demonstrag¢io. Denote d = (a,b). Entao d | a e d | b, ou seja, d | a e d | be. Dessa forma,
d é divisor comum de a e be.

Se d' também ¢é divisor comum de a e be, entdo d’' | a e d' | be. Como (a,c) = 1 pelo
Corolério 2.15 d' | b. Assim d' | a e d' | b. Como d = (a,b), segue que d' | d e assim, d é
maximo divisor comum de a e bc.

Portanto (a,b) = d = (a, bc). O

Por fim podemos falar de nimeros primos, comecando pela Definicao 2.18.

Definicao 2.18. Um numero inteiro p > 1 é chamado de primo se seus tnicos divisores
positivos sao 1 e p. Um inteiro n > 1 que nao ¢ primo é chamado de composto.

Teorema 2.19. Sejam a,b,p € Z com p primo. Se p | ab, entdo p | a ou p | b.

Demonstrag¢io. Se p é primo e p | ab, obviamente (p, a) | p, ouseja, (p,a) = 1ou (p,a) = p.
Se (p,a) = p, como (p,a) | a, entdo p | a. Se (p,a) =1 e p | ab, pelo Corolario 2.15
segue que p | b. De todo modo p | a ou p | b. O]

Por fim, temos outro corolario importante.

Corolario 2.20. Seja p € Z primo e ay,...,a, € Z. Se p | ajas...a, entao p | a; para
algumi € {1,...,n} .

Demonstra¢io. Como ay, ...,a, € Z e p | ajas...a,, pelo Teorema 2.19 temos que p | a; ou
p | asas...an, se p | a; entdo o corolario estd demonstrado. Caso p | agas...a, basta repetir
0 processo para p | asay...a, ou p | as. Repetindo esse processo n — 1 vezes chegaremos
em p | ag-1) ou p | a, garantindo assim que algum termo serd divisivel por p, ou seja,
para algum i € {1,...,n} teremos p | a;. ]

Teorema 2.21. Todo inteiro m > 2 é um numero primo ou tem a forma m = py...pp,
para certos inteiros primos pi, ..., pPn, com n > 2. Ou seja, cada inteiro, a partir de 2, é
um numero primo ou um produto de fatores primos.

Demonstragcio. Vamos fazer a demonstracao desse teorema por inducao.

1. Se m = 2.
Entao sabemos que os tnicos nimeros naturais que dividem 2, sdo 2 e 1, ou seja

1|2e2|2, com isso 2 é primo.

2. Vamos supor que para k > 2, com k € Z, todo inteiro m, com 2 < m < k, seja
primo ou se decomponha em fatores primos.

3. Vamos demonstrar para k + 1.

Se k 4+ 1 é primo entao ja satisfaz o Teorema.

Se k 4+ 1 nao ¢é primo, logo k + 1 é composto. Entao existem inteiros positivos a e
bcoml<a<k+1lel<b<k+1, tais que k + 1 se fatora da seguinte forma:
kE+1=ab. Como2<a<ke?2<b<Ek, pela hipétese de indugao, os inteiros a e
b sdo primos ou se decompoem em um produto de fatores primos.

Sendo assim, como k£ + 1 = ab e a e b sdao primos ou se decompoem em fatores
primos, entao k + 1 se decompoe em fatores primos.
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Teorema 2.22. (Euclides) Existem infinitos nimeros primos.

Demonstragio. Suponha que exista uma quantidade n finita de niimeros primos. Seja S
um subconjunto dos naturais, tal que seus elementos sejam todos os n nimeros primos,
ou seja, S = {p1,p2,...,Pn_1,Pn}. Vamos provar que existe um ntimero primo que nao
estd em S.

Consideremos o nimero inteiro positivo

a=p...pn+1

Observe que a é um ndimero inteiro positivo maior que cada um dos fatores primos

P1y---3Pn-
Se a é primo, entao ja encontramos um nimero primo maior que todos os outros que

nao pertence a S.

Se a nao é primo, pelo Teorema 2.21, ele possui algum fator primo p, tal que p | a,
se p = p;, para algum i € {1,...,n}, entdo p | p1...p,. Sendo assim p | (a — p1...p,),
porém a — p; ...p, = 1, com isso p | 1, contradizendo assim a hip6tese de que p é primo.

Sendo assim, o inteiro a tem um fator primo diferente dos primos pq, ..., p,, ou seja p
nao pertence a S. Portanto, S ndo pode ser finito. n

2.4 Congruéncia médulo m em 7Z

Definicao 2.23. Dados trés inteiros a, b e m, dizemos que a é congruente a b médulo m
e denotamos a = b (mod m), se m divide a — b.

Observagao 2.24. Sejam m € Z e a, b inteiros quaisquer. Temos que a = b (mod m) se,
e somente se m | (a — b) < a — b = xm, para algum = € Z. Como x é inteiro, podemos
dizer que para —m a propriedade vai se manter, ou seja:

a=b(mod—m) < —m|(a—0b) & a—b=z(—m).
Com isso, a congruéncia médulo m e moédulo —m sdo equivalentes.

Proposicao 2.25. Sendo m um inteiro, a relacdo de congruéncia modulo m é uma relacao
de equivaléncia em 7, ou seja, satisfaz as trés sequintes propriedades:

1. Ya€Z,a=a (mod m). (Reflexiva)

2. VYa, beZ, sea=0b (modm), entio b=a (modm). (Simétrica)

3. Ya, b, c€Z, sea=b (modm)eb=c (modm), entio a =c (modm). (Transitiva)
Demonstragio. Sejam a, b e ¢ € Z.

1. Para qualquer m € Z, temos que m | 0. Com isso, basta observar que a —a = 0 e
m | (a — a), o que implica que a = a (mod m).

2. Se a = b (mod m), entao m | (a — b), dessa forma m | (b — a), ou seja, b = a (mod
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(mod m) e b = ¢ (mod m), entdo m | (a —b) e m | (b — ¢), logo
)+ (b—c)] = m| (a —c¢), sendo assim, a = ¢ (mod m).

]
Proposigao 2.26. Sejam a, b, c ed € Z e m € Z fizado:
1. Sea=0b (mod m), entio a+c=b+c (modm).

2. Sea=b (modm)ec=d (modm), entio a+c=b+d (modm).

3. Sea=0b (modm), entio ac = bc (mod m).

4. Sea=b (modm)ec=d (modm), entio ac = bd (mod m).
Demonstragao. Sejam a, b, c e d € Z e m € Z fixado.

1. Se a = b (mod m), entdao m | (a —b). Sendo assim, podemos somar zero a diferenca
de a e b que ndo alteraremos o resultado, logo m | (a — b) + 0. Porém, ¢ — ¢ =0 e,
com isso, m | (a —b)+ (¢ —c¢), o que implica m | (a+c¢) — (b+¢). Logo, a+c=b+c
(mod m).

2. Sea =0b (mod m) ec=d (modm), entao m | (a —b) e m | (¢c —d). Logo,
m | [(a—b)+ (c—d)] e assim m | [(a+¢) — (b+d)], ou seja, a+ ¢ = b+ d (mod m).

3. Se a = b (mod m), entdao m | (a — b). Sendo assim, m também dividird qualquer
multiplo de (a — b), logo m | (a — b)c, o que implica que m | (ac — be), ou seja,
ac = be (mod m).

4. Se a = b (mod m) e ¢ = d (mod m), entdo, pelo item anterior, temos que ac = bc

(mod m) e be = bd (mod m). Sendo assim, pela transitividade, temos que ac = bd
(mod m).

]

Proposigao 2.27. Sejam a, b, ¢ e m inteiros com m > 2. Se ac = be (mod m), com c e
m sendo primos entre si, entdo a =b (mod m).

Demonstrag¢io. Se ac = be (mod m), entdao m | (ac — be). Logo, m | (a — b)e. Porém
(¢,m) =1. Assim m | (a — b) e com isso a = b (mod m). O

Proposicao 2.28. Sejam a, b e m inteiros com m > 2. Entdo:

1. Ser é resto da divisio de a por m, entdo a =r (mod m).
2. Sea=r (modm)e0<r<m,entior é o resto da divisao de a por m.

3. a=0b (modm) se, e somente se os restos das divisoes de a e b por m sao iguais.

Demonstracao. 1. Sabemos que a = mq + r, para algum g € Z. Sendo assim, a — r =
mq, ou seja m | (a — r), com isso a = r (mod m).

2. Se a = r (mod m), temos que a — r = mgq, para algum inteiro q. Sendo assim,
a=mgq+r, com r e q inteiros e 0 < r < |m| = m. Pelo Teorema 2.7, temos que r
é o resto da divisao de a por m, visto que o resto e o quociente sao Unicos.

3. Seja r o resto da divisao de a por m, pelo item 1, temos que a = r (mod m). Como
a = b (mod m), pela reflexibilidade e transitividade, temos que b = r (mod m).
Como 0 < r < m, pelo item 2, r é o resto da divisao de b por m.

]



3 Numeros de Fibonacci

3.1 A origem da sequéncia de Fibonacci

Leonardo Fibonacci foi um dos maiores matematicos do século XIII. Também ficou
conhecido como Leonardo Pisano ou Leonardo de Pisa devido a sua cidade de origem
(Pisa, Itélia). Em Bugia iniciou seus estudos com um tutor que lhe apresentou o sistema de
numeracao hindu-arabico. Apdés muito estudo, Fibonacci escreveu, em 1202, o Liber Abact,
onde apresentou o sistema de numeragao e a aritmética hindu-arabico para a Europa.

Fibonacci introduziu uma de suas maiores contribuicoes para a matematica, através

do seguinte problema:

“Inicialmente existe um casal de coelhos em um recinto no primeiro dia de janeiro.
Apds um meés esse casal vai produzir mais um casal de coelhos e continuara a produzir
em todo primeiro dia do més subsequente. Além disso, todo novo casal levara um més
para amadurecer e a partir do segundo més comecgara a produzir um novo casal por més.
Qual sera a quantidade de coelhos apés um ano?”

Denotemos os casais adultos por A e os casais ainda nao aptos a reproducao por B. A

Tabela 3.1 exibe os casais de coelhos nos 6 primeiros meses:

Data Casais Numero de A’s  Numero de B’s
12 de Janeiro A 1 0
12 de Fevereiro AB 1 1
1¢ de Margo ABA 2 1
12 de Abril ABAAB 3 2
12 de Maio ABAABABA 5 3
12 de Junho | ABAABABAABABA 8 5

Tabela 3.1: Casais de coelhos nos primeiros 6 meses no problema de Fibonacci.

O ntmero de A’s na Tabela 3.1 é sempre a soma do ntimero de A’s e do nimero de B’s
do més anterior e isso acontecera sempre em todos os meses subsequentes, logo podemos

completar a tabela:

25
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Data | Niumero de A’s Numero de B’s Total de casais
12 de Janeiro 1 0 1
1° de Fevereiro 1 1 2
1¢ de Marco 2 1 3
1° de Abril 3 2 5
12 de Maio 5 3 8
12 de Junho 8 5 13
12 de Julho 13 8 21
1¢ de Agosto 21 13 34
12 de Setembro 34 21 55
12 de Outubro 55 34 89
12 de Novembro 89 55 144
12 de Dezembro 144 &9 233
1° de Janeiro 233 144 377

Tabela 3.2: Casais de coelho apés um ano no problema de Fibonacci.

Considere no n-ésimo més:

A,, = Numero de casais de coelhos adultos
B,, = Ntmero de casais de coelhos ainda nao aptos a reproducao
T,, = Total de casais de coelhos

Da Tabela 3.2, se percebe as seguintes relacoes:

e Byy1=A4,, n>1

e Apio=A, 1+ Bpiioudo=A4,1+A, n>1
e Aj=1, A =1eA, .1 =A,+ A,_1 paran > 2.

e E porfim, T, = A, + B,

Pode-se observar que ao final do primeiro ano havera 377 casais de coelhos, como nos
mostra a Tabela 3.2. Note que é possivel observar uma sequéncia gerada através dos
numeros de A’s, e com ela Fibonacci introduz a sua sequéncia.

Defini¢io 3.1. E chamada de Sequéncia de Fibonacci ou Numeros de Fibonacci
a sequéncia infinita de nimeros naturais tais que F; =1, Fy =1e F, .1 = F, + F,_1,
para todo n > 2.

Diretamente dessa definicdo obtemos a sequéncia apresentada por Fibonacci no pro-

blema dos coelhos:
1,1,2,3,5,8,13, ...

A Figura 3.1 apresenta graficamente os primeiros nimeros de Fibonacci.
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(a) Primeiros 10 nimeros de Fibonacci em um
grafico de uma funcao discreta.
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(b) Primeiros 20 nimeros de Fibonacci em um gra-
fico de uma funcao discreta.

Figura 3.1: Primeiros termos da sequéncia de Fibonacci.

Fonte: O Autor.

Observacao 3.2. Em alguns casos ¢é interessante iniciarmos a sequéncia de Fibonacci
em 0, como na coluna do nimero de B’s na Tabela 3.2. Sendo assim, quando houver
necessidade, definiremos Fj = 0.

Podemos generalizar a sequéncia de Fibonacci da seguinte forma:

Definicao 3.3. Sejam p e ¢ inteiros quaisquer e considere a sequéncia de niimeros naturais
tais que Hy =p, Hy =q e H,.1 = pF,_1 + qF,, com n > 2. Tal sequéncia

D, 4, p+q, p+2q, 2p+3q, 3p+5q, -

¢ chamada de Sequéncia (Generalizada de Fibonacci.

Observagao 3.4. Observe que a propriedade da sequéncia de Fibonacci original se man-
tém para a generalizada, ou seja,

Hy + Hy =pFy_3+qly_o+pFy_s+ qFi_
=p(Fy—3+ Fr—2) + q(Fy—o + Fr_1)
=pFy_1+qly = Hyp .
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3.2 A Equacao Quadratica de Fibonacci e o Teorema
de Binet

Proporgao durea: Conforme representado na Figura 3.2, dado um segmento de reta
qualquer AB, podemos encontrar um ponto C (situado entre A e B) tal que o tamanho
da maior parte do segmento (AC) é a média proporcional® entre o tamanho do segmento
completo (AB) e o tamanho da menor parte (CB), com AB # 0, AC #0e CB # 0.

A C B
@ O o

AB _ AC

Figura 3.2: Segmento de reta AB, cortado pelo ponto C' com 4C = Ch-

Fonte: O Autor.

Como o tamanho dos segmentos AB e AC sdo diferentes de zero, podemos atribuir

AB
um valor z > 0 tal que x = —. Entao

AC
AB AC+CCB ) CB m 1
AC T AC AC ac
Poré 1 cdi ional t AB _ AC ta
orem pela medla proporcional temos que AC = CB, entao
1 1 1
CB ac r
Por fim encontramos a equagéo
1
=1+ —.
x

Multiplicando por = nos dois lados resulta em
2 =z+1,

ou seja
> —r—1=0.

Produzindo a Equagao Quadratica de Fibonacci.
Podemos entao calcular as raizes dessa equacao. Observe que

A= (-1)?%—41.(-1)

A=1+4+4=5.

Portanto, as raizes dessa equacao, as quais chamaremos de « e 3, serao:

(DAY 145
N 2 2

INessa secdo utilizaremos o conceito de média proporcional onde, sendo a e b dois comprimentos de

segmentos de retas quaisquer, a média proporcional é dada pela férmula 22 = ab, onde z é a média, ou

: a _ T
ainda, por £ = .
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DB _1-V5
b= 2 2

Por fim, essas raizes possuem algumas identidades sendo elas:

°a+6=1+2\/5+1_2\/5:1;

1+v5 1-+/5
ra-f=—p - =5

14VB) (1-VB\ 1-VB+VE—(vB)? 1-5 -4
'O‘BZ< 2 >< 2 )Z 1 =4 1 h

=f;

1—a:1_<1+2\/5):2—12—\/3:1—2\/5

. 1_5:1_<1—\/5>:2—1+\/5:1+\/5:a
2 2 2

A partir dessas consideragoes podemos demonstrar o Teorema de Binet.

Teorema 3.5. (Teorema de Binet): Pode-se encontrar os termos da sequéncia de
Fibonacci através da relagdao

Oén—ﬁn

Fo= "0
a—p

comn=20,1,2,3,...

1++/5 1-5
2 92

Demonstragio. Para n = 0, temos que o teorema ¢é valido, pois:

onde o = sao as raizes da Equacao Quadrdtica de Fibonacci.

=g 1-1

a—p a-p

Agora observemos que « e 3 sdo as raizes da Equacdo Quadratica de Fibonacci, ou
seja:

:OZF()

a’=a+leB?=p3+1.
Tomando a primeira igualdade podemos multiplicar os dois lados por ™! e na se-
gunda por 3" !, sendo assim
an—l—l = a" + an—l e 51@—4—1 — ﬂn _‘_6n—1.

Basta, agora, subtrairmos as igualdades encontradas, resultando em:
an+l o ﬁn+1 =a" = ﬁn + Oén_l o Bn—l' (31)

Por fim, observe que a — 8 = /5, portanto, diferente de zero. Sendo assim, podemos
dividir os dois lados da Equacao (3.1) por a — f3:

an—i—l _ ﬁn—&—l a — 571 Odn_l _ ﬁn—l

" " " (3.2)
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an_ﬂn

a—pf

Logo, (x,) onde x,, = é uma sequéncia tal que, da Equagao (3.2), z,.1 =

Tp + Tp—1. Observe que:
a—p 1-1

— — =0,
T8 T a-p
a—p
T = =1
1= 3
) ' (atp)a—p)
a” — o+ o —
p— pu— pu— pu— 1'
2 a—f a—f atp
Portanto, xg = 0, x;1 = x93 = 1 e 41 = ©, + x,_1 para n > 2. Da Defini¢do 3.1 a
sequéncia (x,) é a propria sequéncia de Fibonacci e assim F,, = a_g. O
a JR—

Proposigao 3.6. Considerando o e 8 as raizes da Fquacao Quadrdtica de Fibonacci seque
que o + " € Z para n € 7.

Demonstracao. Provemos primeiro para n > 0 por inducao sobre n.
1. Paran=0,a"+3"=2¢€Z
2. Paran=1,a+p8=1€Z
3. Suponha que o + g% € Z, Vk € N com k < n.

4. Note que, pelo Teorema 2.4:

(O[—i_ﬂ)n:(8>50an+<?>ﬂlan_l+<g>62an_2+<g>ﬁ3an_3
_}_..._‘_(ni?’)/671—3043_‘_(”?2)/871—2042

+<nﬁ1>5”‘1a1+<z>ﬁ"a°-

Isto é:

(a+ﬁ)n:an+ﬁn+<?>6an_1+<g>62an_2+<§)5305n_3
+...+<nﬁ3>6n—3a3_’_<nﬁ2>6n—2a2

+<n711 >ﬁn_1a.

Ou seja:
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Oén_i_ﬂn:(oé_i_ﬁ)n_(;—b)ﬂoén1_<Z>ﬁ2&n2_<g>ﬁ3&n3

() (e ()

Como a + 8 = 1, entdo:

Oén—Fﬂn: _<g>52an2_<§>63an3_“'_<nﬁ3>ﬁn3a3

_<n22>ﬁn2a2_<nﬁ1>ﬁn1&.

Denotemos a™ + " =1 — X, onde

X:<Z)52an—2+<g>ﬁ3an—3+_”+<nﬁg)ﬁn—i’)cﬁ

+<nﬁ2>ﬁn2a2+<nﬁl>ﬁnla

Note que X possui n — 1 termos binomiais. Se n é impar, temos um nimero par de
termos binomiais. Se n é par, temos um ntmero impar de termos binomiais.

(1)-(0)

o Para n impar, agrupamos os termos de X em pares usando a Equagao (3.3),
temos:

Além disso, lembre que

onde 0 <[ < n. Entao:

=1 (Y a@ s - () (e e o
25

]
_ ( g ) (Ba)P (@™m0 - =1 — Z ( 7; > (af)i(a™% + g2,

1=1

s

-1 —1
Onde {712} denota a parte inteira de [712]

o Para n par, nao é possivel agrupar em pares os termos binomiais de X, sempre
sobrara o termo do meio que é
) o

3
=
|3

/N
s 3
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Sendo assim, temos:

=1 () satar g - () et

(5 ) Eare e s - (4 )a
o

Resultando em:
]
an_{_ﬁn —1— Z ( IZ' ) (aﬁ)i(an—%_{_ﬁn—?i) o (

B
w3

B

vl 3

w3
=
|3

=1

Ja

s 3

-1 —1
Onde {712} denota a parte inteira de [nZ]

De todo modo, perceba que ( Z > , ( TZL ) € Z, aff = —1 € Z e, pela hipotese de

2
inducao, an + B2,a" % + "% € Z. Logo, a" + " € Z quando n € {0,1,2,...}.

Mas, se n < 0, temos n = —k, onde k é um inteiro positivo. Assim:

an+5n:a_k+ﬁ_k:i+ 1 _o*+p" o+ 5" =

of T gk akgh T (ap)t

(D" + 5% ez,

uma vez que of + ¥ € Z.
Portanto o + ™ € Z para todo n € Z.

O
, . . 4 . . . s . , n
Teorema 3.7. O nimero de Fibonacci F,, é o inteiro mais proximo do numero °=. E

75

7

. . A . v
ainda quando n cresce, a distancia entre F,, e ?/5 tende a zero.

n

« 1
Demonstracao. Basta que a distancia entre F), e NG seja sempre menor que 5 Observe

que:

n a — Bn a™

Lo I e A B 1o
V5 V5 V5l V5
B 1 1 B" 1

Porém < 1, logo —= < —= < = e, consequentemente, < —=<
18| 80 5 < q

1
2 V5 5 2

E, —

Agora provemos que

&n
lim |F,, — —| =0.
n—soo \/g
Para isso, temos que:
a 6" 1
lim |F, — —=| = lim |—=| = — lim |8|"
Como 8 = ——" entdo 18| = —~ sendo assim:

jim (317 =y (Y21
—= l1m = —F—=1m | —— .
\/_n—>oo \/_n—>oo 2
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Por fim temos que 0 < -~ < 1, logo:
n 1 5-1\"
tim |, — O L g (VO —0
n—00 \/5 \/5 n—00 2
Provando assim o teorema. O]
A Tabela 3.3 exemplifica o Teorema 3.7, mostrando algumas distancias entre F;, e %

a” a”
11 1 10,723606798 | 0,276393202
2 | 1 |1,170820393 | 0,170820393
3| 2 | 1,894427191 | 0,105572809
4 |1 3 | 3,065247584 | 0,065247584
5 | 5 |4,959674775 | 0,040325225
6 | 8 | &,024922359 | 0,024922359
7 | 13 | 12,98459713 | 0,015402865
8 | 21 | 21,00951949 | 0,009519494
9 | 34 | 33,99411663 | 0,005883371
10 | 55 | 55,00363612 | 0,003636123

an
F— —=

Tabela 3.3: Céalculo de NG

paran € {1,2,3,---,10}.

Teorema 3.8. Considerando o e 8 as raizes da Fquagdo Quadratica de Fibonacci, entdo:

1. o™ = aF, + F,_1.
2. f" = BF,+ F 1.
onden €N en>1.

Demonstracao. 1. Pelo Teorema 3.5:

a — pg"
F, = o D
_ala g
= P
_a"la—a"'B4amtg— gt
= "
" Ha=p)+Ba" ! =g
a—p

o Ma—p)  fant -

= W +f (M

= Oén_l + 5Fn—1-

)
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1
Como f = ——, temos:
a

1 1
Fo=a"'—-ZF, =a"'=F,+-F, 1=a"=aF,+ F,_1.
0] (e}

2. Pelo Teorema 3.5:

B a _ﬁn

Fo=" =%
_ O{Oznil _ 511715
= a_ﬁ
B OéOén_l _ Oéﬁn_l + aﬁn—l _ ﬁn—lﬁ
= a_ﬁ
_a(@"t =) 4 5 e - B)
= Oé_ﬁ
_ an—l _ 671—1 571—1(& _ 5)
—04( P ) + P
- aFn—l +5n_1'

Como a = —;, temos:
Fn:ﬁn_l_; n—1:>5n_1 :Fn+;Fn—1:>Bn:6Fn+Fn—l

3.3 Particularidades combinatoriais

O tridngulo de Pascal é um tridngulo formado pela expansao do binémio (x + y)",

paran = 0,1,2,--- ,n quando tomamos os seus coeficientes, onde z,y € R, da seguinte
forma:
2040
210 4 20y

.TQyO +2x1y1 +$0y2
23y° + 322yt + 3aty? + 203
$4y0 _'_41.33/1 +6x2y2 +4x1y3 +x0y4
20y° + batyt + 1023y? + 102293 + 5aly* + 2%°

Tomando apenas os coeficientes, teremos o triangulo pretendido:
1 3 3 1

1 46 41
1 5 10 10 5 1
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Observe que os numeros de Fibonacci podem ser relacionados com os do triangulo de
Pascal da seguinte forma:

F1:1
F,=1
F5=1+1
Fr=1+4+2
F;=1+3+1
Fs=1+4+3
Fo=14+5+6+1

Ou seja, a soma das diagonais desse tridngulo resultam nos ntimeros de Fibonacci.
Provaremos esse fato na préxima propriedade.

Propriedade 3.9. Os nimeros de Fibonacci podem ser escritos da seguinte maneira:

o n—1 n n—2 n n—3 L.
"o 0 1 2
Demonstrag¢ao. Vamos demonstrar utilizando indugao sobre n > 1.

1. Para n = 1 a propriedade é valida, pois F; = < 8 > =1.

2. Vamos supor que, para k < n, ocorra:

o k—1 n k—2 n k—3 ‘...
Lo 1 2
k—2 k—3 k—4
() () (45
3. Vamos demonstrar para n + 1. De fato:
n—1 n—2 n—3
Fn1+Fn—[< 0 >+< ] >+< 5 >+]
n n—2 n n—3 n n—4 4.
0 1 2 '

Podemos entao reorganizar a equagao da seguinte maneira:

E também:

)

Pela Proposicao 2.5 junto ao Teorema 2.6, temos que:

= () () () (057 )
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Provando assim a propriedade. O

Propriedade 3.10. E verdade que:

S0 r=ams ()5 (1))

Demonstragio. Do Teorema 3.5 podemos afirmar que:

Observacao 3.11. Para qualquer z € R é valido que

( ) (1+x)"
Propriedade 3.12. E verdade que:

“ [ n
Z( i >E+j:F2n+j'

1=0

-

Demonstracao. Pelo Teorema 3.5, usando o mesmo raciocinio da Propriedade 3.10, temos
que:

() rem a5 (0)]
- L %{j)wgé?)mﬂ
s () -en(h)

Logo, pela Observagao 3.11, temos que

i(?)mﬂ:&iﬂ [@/(1+a)" = F(1+B)"].

1=0

Por fim, como sabemos da Equacao Quadratica de Fibonacci, temos que o? = 1 + «
e 3% =1+ 3, sendo assim

Logo, usando o Teorema 3.5, temos

n a2n+j _ 52n+j
IZ ( ) itj — o — 5 2n+j
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Propriedade 3.13. E verdade que:

1=0 g

)y ( B ) (—1)'Fpyy = (-1 F,;.

Demonstragao. Pelo Teorema 3.5, temos que:

3 5) 0= g (1) e -5 () e
ot B (3w -5 ()]
— e () e (1) e

Pela Observagao 3.11, temos que

; < i ) (~1)'Fiy =

Sendo assim, como 1 —a = el — [ = «, segue:

n . 1 ‘ , J(gn—i _ o
§<?><_1)ZE+J’: _5[(1]571_5]@11}:(@6) <i_5 a )
Por fim, como aff = —1, segue que:
O]
Propriedade 3.14. E verdade que:
> ( TZ > (=) Faiy; = (=1)"Foyj.
i=0
Demonstracao. Pelo Teorema 3.5, temos que:
n 1 [ o n RS
ZZ: < ) F2Z+j = 70[ — ﬁ -g ( TZZ ) (_1)Za21+J _ g ( ZL ) (_1)z52z+J]
1 [ n n )
“ms () e () o]
1 [ . & . L ,
sl B () e e g (1) eml

Logo, pela Observacao 3.11, temos que

i < ) ) Faivj = - ! 3 [07(1 = a?)" — §7(1 - B3] .

=0



Particularidades combinatoriais 38

Pela Equacao Quadratica de Fibonacci temos que —a =1 —a? e —3 =1 — /32, sendo
assim

> (1) 0Py = g [y - -]

=0 Q= 5

—_aqnti +5n+j

T a—-f
. an-‘,—j . Bn—‘r]
o (E
a—p
= (_1)n n+j
Provando assim a propriedade. O

Teorema 3.15. Para m,r € N o (mr)-ésimo nimero de Fibonacci pode ser calculado
por:

Fmr:Z< i >FrZrLF717ﬂ7,ZlF

1=0

Demonstragao. Pelos Teoremas 3.5 e 3.8, temos:

(6% — ﬁmr . (OéF -+ Fm_l)r — (ﬁFm -+ Fm_l)r
For = S = - . (3.4)

Para cada parcela (aF,, + F,,,—1)" e (BF,, + F,—1)", apliquemos o Teorema 2.4

) )l ( . ) (aFy) o
;e

r r—2 2
2t +<T_2>(aFm) F:

(OéF + Fm 1 =

r—1 g1 r r ;70
(WJywmzuﬁ<Jmmwm
= ( . ) A"FOFT |+ ( . )alF;F;—ll
r . r R —
<2>a2FiFm_21++<T_2>O[ 2Fm2F3‘L—1
r T— rT— r s T
(T_]_)O‘/ 1Fm1F7}’L—1+<T> FmFS’Ll
Logo (aFy + Fp1)" = > ( > F! F'~"a'. Usando exatamente as mesmas contas,

r
1

: >F£,LFT zlﬁz
)

mm1@‘@= ()m%u?
= i=0
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3.4 Propriedades gerais dos nimeros de Fibonacci

Propriedade 3.16. A soma dos n primeiros nimeros de Fibonacci ¢ igual a F, 1o — 1,
comn > 1.

Demonstracao. Usando a inducao sobre n.
1. Para n =1, a relagao é valida, pois 1 =2 — 1.
2. Suponha que a propriedade seja verdadeira para n, isto é:
F+FB+---+F,=F,,— 1
3. Provemos paran+1,isto é Fy + F5 + -+ F, 1 = Fji3 — 1.
Partindo da hipotese de inducao, segue:
F+FB+---+F,=F,,— 1
O que implica que
K+ +-+F,+F g =F o+ F, 1 — 1
Como F,, 1 + F,.0 = F,,3, temos que
F+F+- -+ F=Fas— 1

Segue da inducao, portanto, que a propriedade é valida.

Propriedade 3.17. A soma alternada da sequéncia de Fibonacci é dada por:
Fi—F+Fy—F 4+ (=1)""E, = (=1)""F,_ + 1,
onde n > 1.
Demonstracao. Vamos fazer por indugao sobre n > 1.
1. Paran =1, temos F} =1 = (=1)'Fy + 1, pois F, = 0.
2. Suponha que Fy — Fo+ -+ (—=1)"F,,_1 = (—1)"F,,_» + 1.
3. Provemos que Fy — Fy + -+ + (—=1)""'F, = (=1)""F,_; + 1. De fato:
FF—-F+ 4+ (~)""E,=(F,—F+- 4+ (=1)"F,_1) + (=1)""F,.
Pela hipotese de inducao:

Fi—F+-+ (-1)"EF, =
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Propriedade 3.18. Sejam m e n nimeros naturais, tais que m > 1 en > 1, é verdadeira
a igualdade:
Fm+n =Fp bl + Fan+1-

Demonstragao. Fixando m, faremos indugao sobre n.

1. Para n = 1, temos que a relagao é valida, pois F,, 11 = F_1 + Fin.

Sabemos que F; = Fy =1, logo F,, 11 = F 1 Fy + F, F.

2. Vamos supor que a propriedade seja vélida para todo k < n, ou seja, Frqm—1) =
meanfl + Fan, Fm+(n—2) = mean,Q + Fan,1 e assim por diante.

3. Provemos para n.

Para isso observe que Fy, 1, = Fyq(n—1) + Fii(n—2) pela propria definicao da sequén-
cia de Fibonacci. Pela hipétese de inducao, temos que:

Fer(nfl) =Fy b+ FuF, (35)

Fm+(n—2) =1 Fh o+ Fp by, (36)

Logo Fyin ¢ igual a soma de (3.5) e (3.6), sendo assim

Fm+n - (Fm—an—l + Fan) + (Fm—an—Q + Fan—l)
= m—l-(Fn—l + Fn—2) + Fm(Fn + Fn—l)-

Por fim F,, = F, 1+ F, 5 e F,.1 = F, + F,,_1, sendo assim
Frin=Fn 1F,+ F,Fh.
Provando assim a propriedade.
O

Teorema 3.19. (Carlitz): Sejam F,, e F,, nimeros de Fibonacci, com m # 2. F,, | F,
se, e somente se, m | n.

Demonstragio. (<) Como m | n, logo existe algum k € N, tal que n = km.
Vamos provar utilizando a inducao sobre £.

1. Para k =1, temos que n = m, logo F,, = F,, e F,, | F},.
2. Vamos supor que a propriedade seja valida para k, isto é F,,, | Fjp.

3. Vamos provar para k + 1, ou seja n = m(k + 1).

Observe que Fiyr41) = Fiuk4m- Logo pela Propriedade 3.18, temos que
ka—l—m - mk—lFm + kaFm—l—l'

Analisando os termos separadamente, temos que F,, | F_1F,, pois F,, | F,.
Também F), | FFmi1, pois F, | Fnxe por hipétese de indugdo. Sendo assim
Fo | (Fk—1Fm + FpiFrng). Portanto F, | Foyeg)-
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(=) Primeiramente, note que a propriedade ndo funciona para m = 2, pois F = 1 e
obviamente 1 | F,,, para qualquer indice n, mas 2 nao divide qualquer indice n, logo a
propriedade nao é valida.

Para os demais valores de m vamos separar em dois casos:

Caso m = 1, nesse caso é trivial, pois 1 divide qualquer niimero natural.

Caso m > 2, nesse caso, pelo Lema 2.11 observe que se F,, | F,, entao (F,,, F,,) = F,.
Mas pela Propriedade 3.41 podemos concluir que (F,, Fy,) = F(;n) € por consequéncia,
Finny = Fn, sendo assim m = (m,n). Provando por fim que m | n. O

O Teorema 3.19 foi introduzido por Leonard Carlitz (1907 - 1999), um importante
algebrista americano que publicou muitos artigos sobre sucessdes de Fibonacci. Outros
resultados serao apresentados na secao 5.2.

Observacao 3.20. Uma forma equivalente de se enunciar o Teorema 3.19 é: Sejam F,
e F, nimeros de Fibonacci. F, | F,, se, e somente se, n = mk, com k € N.

Propriedade 3.21. Todos os elementos de indice pares de Fibonacci podem ser escritos
como:

n—1

F2n:F13+1_F2
comn > 1.

Demonstracao. Da Propriedade 3.18, temos que
FQn = L'n4n — n—an + FnFn+1 - Fn(Fn—l + Fn+1)-

Agora basta lembrar que F,, = F,, 11 — F,,_1. Sendo assim, podemos reescrever a igualdade
acima da seguinte maneira

Fyy, = (Fn-i-l - Fn—l)(Fn-i-l + Fn—l) = Fg—{-l - Fz—l'

Provando assim a propriedade. O

Propriedade 3.22. A soma dos n primeiros nimeros de indice impares de Fibonacci é
igual ao nimero de Fibonacci de indice 2n, ou seja:

Fy+ F3+ -+ Fyy 1 = Fop,
comn > 1.
Demonstragcao. Vamos provar por inducao sobre n.

1. Primeiro verifiquemos para n = 1.
Se n = 1, entao temos I} = Fy que é verdadeiro pela definicio da sequéncia de
Fibonacci, onde F; = Fy = 1.
2. Supomos verdadeira para n = k, ou seja, Fy + F5+ -+« + Fy 1 = Fyy.
3. Demonstraremos para n = k + 1.
Fi+F3+-+Fop+ Fogqpy-1=F1+ F5+ -+ Fop 1 + Fopyo
=F+ 3+ + Fop1 + Fopp
= For + Fappa
= Fopyo

= Fy41)-
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]

Propriedade 3.23. A soma dos n primeiros niimeros de indice pares de Fibonacci é igual
ao antecessor do nimero de Fibonacci de indice 2n + 1, ou seja:

Fo+ Fy+- -+ Fy = Fopq — 1,
comn > 2.
Demonstrag¢do. Vamos provar por indugao sobre n:
1. Paran =1 temos que Fob =2 —1=F3— 1, pois Fy, =1 = F3 — 1.
2. Vamos supor que seja verdadeiro para n = k, ou seja, Fo+ Fy+- -+ Fop, = Fopq — 1.
3. Demonstremos para n = k + 1. Partindo da hipdtese de inducao:

Fo+Fy+-+ Fo, = Fop1 — 1
=+ Fy+ -+ By + Fopqn
= Fopr1 — 1+ Py
= Fop1 + Fopypo — 1

= Fop3— 1= Fypin — 1

Por indugao segue o resultado.

Propriedade 3.24. A seguinte propriedade é valida para os nimeros de Fibonacci:
FiFy+ ByFs+ - + Fyy 1 Fo = F,

para n > 1.

2n
Demonstracao. Provemos que Z F, L F;, = QFE, por inducao sobre n > 1.
i=1

1. Para n =1, temos:

2
YN FaFi=RF+FFRBR=0+1=1=F;.

i=1
2. Suponha que a propriedade vale para n = k, ou seja, FoFy + -+ + Fo,_1 Fop = F3.
3. Provemos para n = k + 1. De fato, usando a hipotese de inducao:

Foly+ -+ Fogey-1 oy = FoFi + - + Fopy1 Foggo
= Fof1 + -+ Fop 1 Fop + FopForr1 + Forg1 Forgo
= Fy, + FopFoy1 + Fopi1 Forio
= For(For, + Fopr1) + Forr1 Forgo
= FopFopya + Fopy1Forro
= Fopyo(Fr + Fopy1) = FopyoFopio

= F22k+2 = F22(k+1)'
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Por indugao, segue o resultado. O]

Propriedade 3.25. A seguinte propriedade é valida para os numeros de Fibonacci:
Py Fy + FoFs + -+ Fop By, = F22n+1 -1

para n > 1.

2n
Demonstracao. Provemos que Z FF = F22n+1 — 1, por inducao sobre n > 1.
i=1

1. Para n =1, temos:

2
Y FiFiy=FF+FRBE=1+2
i—1

=3=22-1
:F22-1+1_1:F32_1-

2. Suponha que a propriedade vale para n = k, ou seja, F1Fs + -+ + ForFopq =
F22k+1 -1

3. Provemos que vale paran =k + 1.

De fato, usando a hipétese de inducao:

FiFs + -+ FogqyFogerry1 = FrFo + - - + FopyaForys
= [ Fy+ -+ ForFop1 + Forg 1 Fopypo + FopyoForys
= Fyo1 — 1+ Fors1Fopgo + FopyoForss
= Fop1(Forg1 + Forga) + ForpoForys — 1
= Fopy1Fopys + Foproboris — 1
= Fopps(Forgr + Fopgn) — 1
= FopysFopys — 1= Fy 5 — 1.

Por indugao, segue o resultado. O

Propriedade 3.26. A seguinte identidade é valida para a sequéncia de ntimeros de Fi-
bonacci:
F3+1 - F2 = Fn—an+27

n

comn > 1.

Demonstracdo. Observe que, por diferenga de quadrados, podemos manipular a primeira
parte da igualdade da seguinte forma:

F73+1 —F?=(Fo +E) (B — F).
Porém, observe que F, 41+ F, = F, o e F1—F, = F,_1,logo F2 | —F? = F,_1Fis. O

Propriedade 3.27. A soma dos quadrados dos n primeiros termos de Fibonacci é dada
por:
FE+ Fj4 -+ F) = F,Fpy,

comn > 1.
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Demonstracao. Notemos primeiro que

F2=F,F,
= Fn(Fn+1 - Fn—l)
= FnFn—H - FnFn—l-

Com isso, podemos escrever F?2 = F\Fy, — F\Fy, F§ = FyF3 — F| F; e assim por diante
para os n termos, onde teremos Fﬁ = F,F,+1 — F,F,_1. Por fim, basta somarmos todas
essas igualdades:

FP 4 Fi+-  +F2  + =R+ FRFy— FFy+--
+Fn—1Fn_Fn—2Fn—1+FnFn+1 _FnFn—1~

Simplificando essa equacao, encontramos:
FP 4 Fy+ -+ F2  +F?=F,F,,..
Provando assim a propriedade. O

Propriedade 3.28. Os nimeros de Fibonacci de indices multiplos de 3 podem ser escritos

da seguinte forma:
F3, = FSH +F3 - stlv

com n > 0.

Demonstragdo. Pela Propriedade 3.18, podemos escrever F3, da seguinte forma
F3n = Fn+2n = anlFZn + FnF2n+1-

Pela Propriedade 3.21 e também pela Propriedade 3.18 escrevendo Fo,1 = Flpq1)4n,
temos:

anlFQTL + FnF2n+1 = anl(Fg-i-l - Fz—l) + Fn(FnFn + Fn+1Fn+1)
:F3+1Fn—1_F3—1+F3+F3+1Fn
= FS - Fr?fl + F73+1(Fn + Fn—l)
- FSH + FS - F3—1-
Provando assim a propriedade. O

Propriedade 3.29. O n-ésimo termo de Fibonacci ao quadrado pode ser escrito pela

féormulas
F? = F, 1\ Fop + (—1)",

com n > 0.
Demonstracao. Vamos provar usando a indugao sobre n.

1. Para n =1, temos que
F!=FF+(—1)? =1,

pois Fy = 0.
2. Vamos supor que a propriedade seja valida para n = k, ou seja

F? = Fy_ 1 Fpyy + (1) (3.7)
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3. Demonstremos para n = k + 1.

Para isso, somando FjFj, 1 aos dois lados da Equagao (3.7), teremos

F 4 FeFrsn = FroaFr + (1) 4+ FoFn
= Fo(Fi + Frs1) = Fopa (Froy + Fi) + (=)™
= FFyo = FE + (1)

k+2

Por fim, basta somarmos (—1)"** dos dois lados que encontraremos

Fiy = FiFpa + (1),
Provando assim a propriedade.
]

Propriedade 3.30. O termo (n+ 1)-ésimo de Fibonacci ao quadrado pode ser escrito da
seguinte maneira:
Fly =F243F  +2(F o+ -+ F).

Demonstracio. Sabemos pela defini¢ao da sequéncia de Fibonacci que Fj,. 1 = F,, + Fj,_1,
sendo assim:
F2 = (Fot Fu)? = F2 4 2F,F, + F2.

Porém, pela Propriedade 3.27, temos que:
Frw = F 4+ 2(Fo 4 Byt + Fy + FY) + iy
Portanto, basta manipularmos:

F o =F,+2F  +2(F s+ -+ F,+ F))+ F,_,
=F2+3F2 | +2(F? ,+ -+ FP).

Provando assim a propriedade. O

Propriedade 3.31. E verdade que:
Ey pFpyp — F2 = (=1)" 12

Demonstragao. De fato:

ok _ gn—k Q" tk _ gnk am — A" a — B
owenrt= (o) (Sm) - (527) (55
a2n _ an—kﬁnﬂc _ 5n—kan+k + 52n _ (azn _ 2anﬁn + B2n)
(o = 5)?
an — OénfkﬁnJrk _ 5nfkan+k B2 g2n 4 9qn B — B2
(o = 5)?
_qnkgntk _ gnkantk 4 9qngn

(o = 5)?
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Sabemos que o"" = (—1)", logo:

_qnkgnk - gnkgutk 4 o1y
(a —pB)?

—aa~kprpk — grg=karak 4+ 2(—1)"
(a —pB)?
—a"(a~*p"B" + B ra) +2(=1)"
(a —pB)?

—a" M a7 BY + pTEE) +2(=1)"
(a —pB)?
—(=D)™(@ 8"+ B7FBF) +2(=1)"

ank—i_FnJrk_Fs:

(@ —p)
_ (_1)n+1(afk6k + 5fkak: _ 2)
(o= 5)?
(—1)" (% + 5 - 2)
(a—p)?
(_1)n+1 (ﬁ2k+a2k72akﬁk>

oF gk
(= 5)?

a2k _onk gk 4 g2k
oy (2t

(a —pB)
_ (_1\ntk+l ab — 5k>2
— (e (220

_ (_1)n+k+1sz'

Provando assim a propriedade. O

Teorema 3.32. (Teorema de Hoggatt): Todo nimero natural pode ser escrito como
soma de distintos nimeros de Fibonacci.

Demonstracao. Primeiro note que para qualquer x € N, existe um tnico n € N tal que
F, 1 <x<F,.

1. Paran=1Fp <1< Fiel=F+F,.

2. Suponha que para k£ > 2, todo natural x tal que x < F}j é escrito como a soma de
distintos nimeros de Fibonacci.

3. Provemos que o natural x tal que F} < x < Fj1 é escrito como a soma de distintos
numeros de Fibonacci:

Fp<z<Fu=0<o—-F <Fg—F=F_

Pela hipétese de inducao, x — Fj ¢é escrito como a soma de distintos niimeros de
Fibonacci e F, nao faz parte deles. Entao x € N ¢ escrito como a soma de distintos
numeros de Fibonacci.



Fibonacci e divisibilidade 47

m
Propriedade 3.33. Se um ntimero de Fibonacci possui indice n > 6, segue que F),, > n.
Demonstrag¢iao. Vamos demonstrar por indugao sobre n > 6.

1. Vamos mostrar que é valido para n = 6.

Se n = 6, entao teremos que Fgz = 8 e com isso evidentemente Fg > 6.
2. Supondo que seja verdade para n = k > 6, ou seja, Fj, > k.

3. Provemos para n = k + 1.

Sabendo que F;_1 > 1 e usando a hipdtese de indugao, temos:

Fk+1:Fk—|—Fk_1>kf—|—Fk_1>kf—|-1.

n!
——, com n > 6.

Propriedade 3.34. E verdade que H E; > 120
i=6

Demonstragao. Pela Propriedade 3.33, temos que F,, > n para n > 6. Logo podemos

afirmar que:
FeF; ... F,_1F, >67(n—1)n
Em outras palavras:

n n! n!
Fi>—=—.
2.:1_[6 5! 120

3.5 Fibonacci e divisibilidade

Propriedade 3.35. Se um nimero de Fibonacci F,, é par, entao n é divisivel por 3, com
n > 0.

Demonstragio. Se F,, é par, entdao F,, = 2k para algum k € N e, sendo assim, 2 | F},.
Como F3 = 2, temos F3 | F,, e pelo Teorema 3.19 temos que 3 | n. O

Propriedade 3.36. Se um ntmero de Fibonacci F), é multiplo de 3, entdao n é divisivel
por 4, com n > 0.

Demonstragao. Se F,, é divisivel por 3, entao F,, = 3k para algum k € N e, sendo assim,
3| F,. Como Fy = 3, temos Fy | F,,, logo pelo Teorema 3.19 temos que 4 | n. O]

Propriedade 3.37. Se um nimero de Fibonacci F;, é divisivel por 5, entao n é divisivel
por 5, com n > 0.

Demonstracao. Se F,, é divisivel por 5, entao F,, = 5k para algum k € N e, sendo assim,
5| F,. Como Fy =5, temos F5 | F),, logo pelo Teorema 3.19 temos que 5 | n. O]
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Propriedade 3.38. Na sequéncia de Fibonacci é valida a seguinte propriedade da divisao:

Fn ’ F2n7
onde n > 0.
Demonstragio. Se n = 0 temos que 0 | 0 é verdadeiro. Como n # 0, basta usarmos o
n __ An 2n _ A2n
Teorema de Binet 3.5, pois F,, = % e by, = u, com isso
a—p a—p
& B a?n — 5211
Fn o a™ — ﬁn
a — /671
— a4 5",
ou seja, Fy, = F,(a" 4+ ™). Pela Proposicao 3.6, a" + 5™ € Z. Assim F), | Fy,. O

Propriedade 3.39. Todo n-ésimo nimero de Fibonacci divide o (nk)-ésimo nimero de
Fibonacci para qualquer k£ € N.

Demonstragdo. O resultado é consequéncia direta do Teorema 3.19. O]

Teorema 3.40. Se m € N divide um numero de Fibonacci, entdo m divide infinitos
numeros de Fibonacci.

Demonstragio. Se m | F,, para algum n € N, segue da Propriedade 3.39 que F,, | Fy,
Vk € N, ou seja, m | F, Yk € N. H

Propriedade 3.41. Sejam F}, e F}, dois nimeros de Fibonacci quaisquer. O mdc entre
eles ¢ um nimero de Fibonacci e (F,,, F},) = Fimn)

Demonstragao. Essa demonstragao vamos separar em dois casos.

Caso n | m, nesse caso, pelo Teorema 3.19, sabemos que F), | F,,,, ou seja, pelo Lema
2.11, temos que (m,n) =ne (F,, Fy) = F, = Fuun).

Caso n nao divida m, podemos aplicar o Teorema 2.7, onde realizaremos divisoes
sucessivas. Supondo m > n, entao:

m=mngq +7r1, 0 <7 < |n|
n=riqs+r2, 0 <1y <|rq|

1 =17aq3 + 13, 0 <13 < |rof

Em algum momento:

Theo = Tk_1qr + Tk, 0 <71 < |rp_q|
Th—1 = Tk(r+1 + 0

Com isso, temos que ry | rx_1 e consequentemente (rx_1,7%) = 7. Também, pelo
Teorema, 3.19 F,, | F,,_,. Sendo assim, pela Propriedade 2.16 ¢ Lema 2.11, temos:

(0+F, ,,F)=(0,F,)=F

k—17 " Tk Tk
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E, ainda, pela Propriedade 3.43 podemos afirmar que:
(Fvan) - (Fan) == (Frkﬂ?Frk) = FTk

Sendo assim, como r; é o ultimo resto ndo nulo da divisdo sucessiva, (m,n) = r.
Entao (Fn, Fn) = F, = Finp)- U

Propriedade 3.42. Dois niimeros de Fibonacci consecutivos sao primos entre si, ou seja,
(Fn, Fry1) =1, com n > 0.

Demonstragio. A partir do algoritimo de Euclides (Teorema 2.7), podemos realizar divi-
soes sucessivas de Fj, 1 por F,,, sendo assim teremos da Definicao 3.1

Fn+1:Fn-1+Fn—1

Consequentemente, podemos repetir esse processo para Fj, e assim por diante até
chegarmos no resto 0, ou seja:

Fn+1:Fn'1+Fn—1
F,=F, 11+ F,

F3 = F21 + F1

F2 = Fll -+ FO
Sabe-se que Fy = 0 e Iy, = I} = 1, logo o ultimo resto nao nulo obtido foi F} = 1.
Sendo assim (F,, F11) = (Fo, Froo1) = (Fo1, Fg) = -+ = (Fy, F1) = 1, ou seja, os
termos consecutivos sao primos entre si. O

Propriedade 3.43. Sejam =ng+r e 0 <r < |n|. Entdo (F,,, F,) = (F,,, F}.).

Demonstra¢io. Como m = ng + r, podemos afirmar pela Propriedade 3.18, que F,,;,4, =
Foy1F + Fo F.11. Sendo assim,

(Fm7 Fn) = (an+r7 Fn) = (anler + anFrJrl; Fn)
Observe que F), | F,,, ou seja F,, | F,,F,11, pela Propriedade 2.16, temos que
(Fm7 Fn) = (anler + anFT'+17 Fn) = (anler; Fn)

Vamos supor que (F,,-1,F,) = d. Como d | F, e F, | F,,, podemos afirmar que
d | F,q, logo d divide dois nimeros de Fibonacci consecutivos (Fy,—1 € F},). Porém dois
nimeros de Fibonacci consecutivos sdo primos entre si, ou seja (F,q, Fg—1) = 1, ou seja,

d=1.
Pela Propriedade 2.17, temos que:

(Fm7Fn) = (anleraFn> = (FraFn>-
Provando assim a Propriedade. O

Propriedade 3.44. Seja (H,,) uma sequéncia generalizada de Fibonacci. Se (Hy, Hy) = 1,
entdo (H,_1,H,) =1,n>2.
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Demonstragcao. Vamos demonstrar por inducao sobre n.
1. Para n = 2 temos por hipétese que (Hy, Hy) = 1.

2. Vamos supor que a propriedade seja verdadeira paran = k > 2, ou seja, (Hy_1, Hy) =
1.

3. Demonstremos para n = k + 1.

Para isso vamos supor que (Hy, Hy.1) = d. Sendo assim podemos dizer que d | Hy
e d | Hgyi. Além disso podemos afirmar que d | (Hgiy — Hg). Porém sabemos
que Hy_y = Hpy — Hy, ou seja, d | Hy_1. Sendo assim d | Hy e d | Hy—;. Mas
(Hy_1, Hg) =1 com m > 2 e portanto d = 1, isto é, (Hy, Hy41) = 1.

]

Definic¢ao 3.45. Dado m € Ne (F},) a sequéncia de Fibonacci, definimos (F,,) a sequéncia
formada pelos restos da divisao dos nimeros de Fibonacci F;, por m, ou seja, F} é o resto
da divisao de F} por m, F, é o resto da divisao de F, por m e assim sucessivamente.

Considere a sequéncia de pares ordenados <<E, Fn+1>). Temos que cada m gerara
uma sequéncia de pares ordenados diferente.

Exemplo 3.46. Tomemos m = 2, sendo assim F; =1, pois [1 =1=2-04+1¢ F, =1
pelo mesmo motivo. Logo teremos:

F=20+1=F=1
F=20+1=F,=1
F3=2-1+0=F;=0

Sendo assim, a sequéncia gerada por esses restos sera:

Tomemos agora m = 3, com isso teremos a sequéncia:

FF=30+1=F =1
F,b=3-0+1=F=1
Fy=3-1+0=F,=0
Fs=3-1+2=TF;=2
Fs=3-242=TFz=2

Sendo assim, a sequéncia gerada por m = 3, sera:

Tomando m = 4, temos:
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Fi=4-0+1=F =1
Fob=4-0+1=F=1
Fy=4-0+2=TF3=2
Fi=4-0+3=F, =3
Fs=4-1+1=F;=1
Fo=4-240=T;=0

Sendo assim, a sequéncia gerada por m = 4 sera:

(1,1)5(1,2)3(2,3);(3,1); (1,0);(0,1) ; (1, 1) 5 (1,2) 5 - -
Por fim tomemos m = 5, sendo assim, teremos:

Fi=5-0+1=F =1
F,=5-0+1=F=1
F3=5-042= F;=2
F;=5-140=F;=0
Fs=5-1+3=Fs=3

Com isso, a sequéncia gerada por m = 5, sera:

(1,1)5(1,2)5(2,3)5(3,0)5(0,3);(3,3);(3,1) ;(1,4) ; (4,0) 5 (4,4); (4,3) 5 (3,2)
<270>;<072>;<2>2>;<2’4>;<4>1>5<1’O>§<0>1>5<1’1>§<172>§"'

Pode ser observado no Exemplo 3.46 que a sequéncia (F,) é ciclica. Sendo assim, a
sequéncia de pares ordenados (<E, Fn+1>> também passa a se repetir em determinado
periodo. No entanto, independente do m € N, é possivel determinar o primeiro par que
se repete.

Teorema 3.47. Dado m € N com m > 2, considere a sequéncia de pares ordenados
(<Fn, Fn+1>). O primeiro par ordenado a se repetir é o (1,1) = <F1, F2>.

Demonstragio. Consideremos a sequéncia de pares:
(FiFo) (B Fo) (s T oo

Um par ordenado <ﬁk, Fk+1> serd igual a outro par ordenado <E, Ft+1> se, e somente

se, F, = Fy e F,., = F,,;. Vamos supor que <E, Fk+1> seja o primeiro par ordenado que

se repete com k > 1. Sendo assim, temos que <E, Fk+1> = <E, Ft+1>, com t > k.
Pela definicdo da sequéncia de Fibonacci, temos que Fj_; = Fypiy — Fr e Fyq =
Fiy1 — F;. Pelo Teorema 2.7, temos que existem ¢, ¢o, q3, g1 € Z, tais que:

Fro1 = qgm+ Frp
Fron=q@m+ Fy
Fr = qsm + Fy,
F,=qm+F,
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Sendo assim: -
Foo1v=Froo1 — Fro= (0 — s)m + (Fr1 — F)

Foy=Fu—-F=(@—-—qgm+ Fyu—F)
Entao:
Fi—-Foi=@-au—qa+@am+Fo—Fa+F-F
Como Fj, = F, e Fj,;, = F,;, entdao F,_; — Fj,_, é multiplo de m, ou seja, Fj,_; — Fy_; =
0, isto é, F,_, = Fy_,. Assim, <Fk,1,ﬁ> = <Ft,1,7t>. Logo, o par ordenado <Fk,1,?k>

é o primeiro que se repete, contrariando a hipdtese inicial de que <ﬁk, F k+1> é o primeiro
par que se repete com k > 1.
Sendo assim, o primeiro par ordenado que se repete é <Fk, Fk+1> com k = 1, ou seja,

(1,1) = (7, F2). O

Teorema 3.48. Considere m € N, entao m divide algum nimero entre os m*+1 primeiros
da sequéncia de Fibonacci.

Demonstracao. Se m = 1 o resultado é trivial. Para m > 1, observe que para qualquer n €
N, temos que pela divisao por m teremos m possibilidades de restos, sendo 0,1, -+ ,m—1,
ou seja, para pares ordenados de restos <Fn, Fn+1>, existem m? possibilidades.

Nos m?+1 primeiros termos da sequéncia (<E, m», necessariamente aparecera um
par repetido. Pelo Teorema 3.47, o primeiro par a aparecer repetido serd o (1,1). Assim,
existe k € N tal que (1,1) = <E, m>, com 2 <k <m?+1. Logo Fry1 =1 (mod m) e
Fr, =1 (mod m) . Entao:

Frp1—Fr=1—1 (mod m) = Fr_1 =0 (mod m),

ou seja, m | Fj_1, provando assim o teorema. ]

3.6 Expandindo a sequéncia de Fibonacci para indi-
ces inteiros negativos

Vimos na Secao 3.1 que os numeros de Fibonacci sao

Fp F| Fy F3 Fy F5 Fg Fr

1)
I 1 Il I 1l Il 1] I

2 3 5 8 13

Mas sera possivel expandir a sequéncia para indices inteiros negativos? Considere
n > 0 e vamos em busca de uma defini¢ao para F_,,.
Supondo que o Teorema 3.5 (Binet) continue verdadeiro, temos:

_or QG

F_, = 3.8

p— P (3.8)

Porém ja provamos anteriormente que a8 = —1, ou seja, i =—Pe % = —q, com isso
podemos substituir na Equacao (3.8):
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Manipulando a Equagao (3.9)

_ n+1 aazfﬂ” (3.10)
- (- (52T
= (—=1)"*"'F,

Sendo assim, uma boa extensao para os nimeros de Fibonacci com indices inteiros
negativos é:
1
F.,=(-1)""E,. (3.11)

Considerando a Equagao (3.11), nossa sequéncia ampliada fica

F_g F_g F_y F_g F_o F_q Fy Fy Fy Fy Fy Fy Fg Fr
I Il I Il I 11 I 11 I Il Il I Il I

-8 5 -3 2 -1 1 o0 1 1 2 3 5 8 13

Se n < 0, os (—n)-ésimos termos de Fibonacci ainda podem ser escritos como:
F_,=(-1)""F,

Para isso, basta observarmos que se n < 0, entdao —n > 0, logo, podemos considerar a
Equacao (3.11) para —n, ou seja

F o= (-1)""F,. (3.12)

Manipulando a Equagao (3.12), teremos

Logo,
F ., =(-1)""E,.

Ou seja, a propriedade se mantém. Com base no que foi discutido previamente, po-

demos garantir que:
F_,=(-D)""E,, VneZ.

Agora perceba que a lei de recorréncia caracteristica dos nimeros de Fibonacci se
mantém para essa sequéncia estendida

Fe+F y=F,
Fo+F , =F,
F,+F3=F,
Fa+F,=F,

F,+F,—F,
F,+F=F
Fo+ Fy=F,
Fi+F =L

Fy + Fy=F,
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De fato, note que:

= (-1 nFn—l
= (-1 IHE,_
=F_ (a1

Sendo assim, uma forma coerente de se propor uma expansao dos niimeros de Fibonacci
para indices inteiros negativos é:

Definigio 3.49. E chamada de Sequéncia de Fibonacci ou Nuiimeros de Fibonacci
a sequéncia infinita de nimeros inteiros tais que Fop =0, Fy = Fy =1, F,,.1 = F, + F, 1
e I, = (—1)""'F,, para todo n € N.



4 Numeros de Lucas

4.1 A sequéncia de Lucas

Francois Edouard Anatole Lucas nasceu em abril de 1842 na Franca. Em 1861 teve
a oportunidade de ingressar em uma instituicdo renomada de ensino superior da Franca,
a Ecole Normale Supérieure. Logo apés se formar, trabalhou como assistente no obser-
vatério de Paris até 1869, depois serviu ao exército entre 1870 a 1871, posteriormente
comecou a trabalhar como professor passando por varias escolas de Paris. Em sua vida
académica chegou a publicar mais de 180 artigos sobre diversas areas da matematica,
porém, a maioria de suas publicagoes foi em Teoria dos Numeros. Em 1876 estudou a
sequéncia de Fibonacci e uma de suas generalizacoes, que posteriormente deu origem a
sequéncia que leva seu nome, a sequéncia de Lucas.

Definicdo 4.1. E chamada de Sequéncia de Lucas ou Numeros de Lucas, a sequéncia
infinita de niimeros naturais taisque L; =1, Lo =3e L,,1 = L,+L,_1, paratodon > 2.

A Figura 4.1 apresenta graficamente os primeiros nimeros de Lucas.

16000
120 e 14000
100 12000

10000

Ln

8000

Ln

6000
4000

PY 2000 ©

@ L J
L 0 e o 0 00 e 0 0 000
1 2 3 4 5 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

n n

<
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 0 6

(a) Primeiros 10 nimeros de Lucas em (b) Primeiros 20 ntimeros de Lucas em um grafico de
um grafico de uma fungéo discreta. uma funcdo discreta.

Figura 4.1: Primeiros termos da sequéncia de Lucas.
Fonte: O Autor.

Observacao 4.2. Em alguns casos ¢ interessante iniciarmos a sequéncia de Lucas com o
termo Lo = 2.

Teorema 4.3. O resultado equivalente ao Teorema de Binet para a sequéncia de Lucas,

é:
L,=a"+p" comn=20,1,2,3,---

95
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1++/5 1—+5
2 2

Demonstracio. Para n = 0, o Teorema ¢ vélido, pois 2 = a® + 3° = L.
Como « e (8 sao raizes da Equacao Quadratica de Fibonacci, temos:

onde o = sao as raizes da Equacao Quadrdtica de Fibonacci.

d=a+1lepP=p+1.
Multiplicando a primeira igualdade por a" ! e a segunda por 3"~!, segue que
o™l =" 4" e gt = gn 4 gL
Adicionando ambas as igualdades:
Q"4 gt = ot 4 B QT 4 g (4.1)

Considere a sequéncia (S,,) onde S,, = o+ ". Desse modo, pela Equacao (4.1) segue
que Spi1 =S, + S,—1. Calculamos os primeiros termos:

So=a"+p=1+1=2,

Si=a'+p =a+p=1

So=a’ 4+ =+ +’+50=1+1+1=3.
Portanto, S;1 =1, 5, =3¢ S,41 = S, +S,_1 paran > 2. Da Definicao 4.1, a sequéncia
(Sn) é a propria sequéncia de Lucas e assim L, = o™ + (" ]
Teorema 4.4. O numero de Lucas L, € o inteiro mais prérimo do niumero o”. E ainda

quando n cresce, a distancia entre L, e o" tende a zero.

1
Demonstracao. Basta provar que a distancia entre L, e o é sempre menor que 37 ou

seja, |L, —a"| < % Observe que:
|Ln — | = |a™ + 3" = a"[ = 8" = [B]".
Lembre que |f| ~ 0, 618.
Paran =1, L; = 1 é o inteiro mais préximo de |3]*.
1
Para n > 2, || < 3 isto é, |L,, —a"| < 7
Vamos provar que o limite tende a zero:

lim [L, —a"| = lim |a" 4 " —a"|

n—oo
= Jim |5"]
n ()
= lim .
n—o0 2
Por fim, temos que 0 < <1, logo:
—1\"
lim |L, —a"| = lim <\/§ ) = 0.
n—00 n—00 2

Provando assim o teorema. O
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A Tabela 4.1 exemplifica o Teorema 4.4, mostrando a distancia entre L, e o".

~
3

O/”L

| Ln — a”|

~N B~ W

—_
—_

29
47
76
123

.SQDOO\I@OT»&OO[\DHS
—_
co

1, 618033989
2,618033989
4, 236067977
6,854101966
4,959674775
17,94427191
29, 03444185
46, 97871376
76,01315562
122, 9918694

0,618033989
0, 381966011
0,236067977
0, 145898034
0,090169944
0,05572809
0, 034441854
0, 021286236
0,013155617
0,008130619

Tabela 4.1: Célculo de |L,, — o™| paran € {1,2,3,---,10,---

4.2 Propriedades gerais dos nimeros de Lucas

Propriedade 4.5. Sobre a soma dos primeiros termos de Lucas, é verdade que:

(a) L0+L1+L2+"‘+Ln:Ln+2—l;

(b) Ly + Lo+ Lsg+---+ L, = Lyyo — 3.

Demonstracao.

(a) Vamos provar por indugao sobre n > 0.

1. Paran =0, temos que Ly =2=3—1= Ly — 1.

2. Vamos supor que o resultado seja valido para n = k, ou seja:
k
Li=Lo+Li+-++ Ly = Ly — 1.
i=0
3. Vamos provar para n = k + 1, de fato:
k+1
Y Li=Lo+Li+ -+ L+ Lyyy = (Lo+ Li+ -+ + L) + Liy1.
i=0
Pela hipétese de inducao temos que:

k+1
Z Li= Ljyo — 1+ Ly

i=0
= Lpyz — 1
= Lk+1)+2 — 1.

(b) Vamos provar por indugao sobre n > 1.

1. Para n = 1, observe que a propriedade ¢ verdadeira, pois L3y —3=4—-3=1=
L.
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2. Vamos assumir que seja verdadeiro para n = k, ou seja:
Ly+ Lo+ + Ly = L2 — 3.
3. Vamos provar para n = k + 1, de fato:
Li+Ly+---+ Lk + Liy1 = Lgpo — 3+ L
= Lygy1 + Lo — 3
= Lyt3 —3

= L(rt1)42 — 3.

Ou seja, a propriedade é verdadeira.

O
Propriedade 4.6. E verdade que:
Lo+ La+ Ly+ -+ Lop = Lopy1 + 1,
onde n > 0.
Demonstragcdo. Vamos provar por indugao sobre n > 0.
1. Paran =0, temos que Lo =2=1+4+1= L, + 1.
2. Vamos supor que o resultado seja valido para n = k, ou seja:
k
> Ly = Lo+ Ly+ -+ Loj—1 + Loy,
i=0
= Lopy1 + 1.
3. Provemos para n = k + 1, de fato:
k+1
Y Lo = Lo+ Lo+ -+ Lo + Loy
=0
= (Lo+ Ly + -+ Log) + Lok yo.
Pela hipotese de indugao, temos que:
k41
Z Lo = Logy1 + 1+ Logyo
i=0
= Lopy3+ 1
= Logy1y41 + 1.
Provando assim a propriedade. O

Propriedade 4.7. E verdade que:
Ly+ L3+ Ls+ -+ Lapt1 = Lopy2 — 2,

para n > 0.
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Demonstragcao. Vamos provar por inducgao sobre n > 0.
1. Paran =0, temos que Log1 =L =1=3—-2= Ly —2.

2. Vamos supor ser verdadeiro para n = k, ou seja:
k
> Loiyi=Li+ Ly + -+ 4 Logp1 = Lopya — 2.
i=0

3. Vamos provar para n = k + 1, de fato:
k41
Z Loiy1 =Ly + L3+ -+ Logy1 + Logy1)+1
i=0
= L1+ L3+ -+ Logy1 + Loks.

Pela hipotese de indugao, temos que:
k+1
> Loiy1 = Lojys — 2+ Logs
i=0
= Logyq — 2

= Lo(k+1)+2 — 2.

Provando assim a propriedade. O
Propriedade 4.8. E verdade que:
L4+ LI+ L3+ +L2=L,L,1+2,
onde n > 0.
Demonstragiao. Vamos provar por indugao para n > 0.
1. Paran =0, temos que L2 =22 =4=2+4+2=2-1+2= LyL; + 2.

2. Vamos supor que o resultado seja verdadeiro para n = k, ou seja:

k
i=0

3. Vamos provar para n = k + 1, de fato:

k+1
NLP=Lg+Li+--+Li+ L,
=0

Pela hipotese de indugao, temos que:

ket
S L= LyLiy +2+ L3,
i=0
= L1 (Li + Lpy1) +2
= L1 Lpyo + 2.
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Provando assim a propriedade. O

Propriedade 4.9. O (2n)-ésimo nimero de Lucas ao quadrado pode ser escrito como o
nimero (4n)-ésimo termo mais 2, ou seja:

Lgn — L4n —|- 2,
para n > 0.
Demonstmgdo. Para essa demonstragéo vamos usar o Teorema 43, com isso teremos:
Lgn — (a2n + /8271)2
— a4n 4 2a2n62n 4 5471
— a4n +64n +2<a6>2n

Sendo assim, basta lembrarmos que a3 = —1 e 2n serd sempre par, ou seja, (a3)** = 1,
portanto:

L%n — a4n + 6471 + 2(a5)2n

— a4n + B4n T 9
= Lyp + 2.
]
Propriedade 4.10. E vilida a seguinte propriedade:
L3 i1 = Lantz — 2,
para n > 0.
Demonstracao. Pelo Teorema 4.3:
Lgnﬂ = (a2 4 p2nt1y?
— a4n+2 + 2a2n+162n+1 + 5471—&-2
— a4n+2 4 B4n+2 4 2(a5>2n+1.
Observe que aff = —1 e 2n + 1 é sempre um ntmero fmpar, ou seja, (af)*" = —1,
sendo assim:
L§n+1 — Oé4n+2 + 54n+2 + 2(_1) — a4n+2 4 64n+2 —9
Por fim, basta usar novamente o Teorema 4.3:
L§n+1 - L4TL+2 -2
m

Propriedade 4.11. E vilida a seguinte propriedade:
Loy, = L2 +2(—1)"1,

para n > 0.
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Demonstracao. Do Teorema 4.3 segue que:

L2n — a2n _{_ﬁQn
— (an+6n)2 . 20[”6”
= (" +8")" —2(=1)"
=12 - 2(-1)""t

Provando assim a propriedade. O

Propriedade 4.12. E verdade que:
Ly 1Lpy — L2 = —5(—1)".
Demonstracao. Pelo Teorema 4.3, temos que:

Ln-1Lnsi = Ly = (a7 4 877 (@™ 4+ 5771 — [(” + ")(a” + )]

o +a" BT oA 4 B2 — (0" 4 275" + )
aQn + an—lﬁn-‘rl + O/H—lﬂn—l + 52n _ a?n _ 20&”6” . 6271
an—lﬁn—l-l + Bn—lan—l-l _ 20/1671

=" 35 + 5 el — 2(—1)"

=a"(a 'f"B+ BB a) = 2(=1)"

=a"f (o' B+ B a) = 2(-1)"

a f
. [ B2+ a® —2ap
- (1) ( - )

- v (Y25) = s

-1
Provando assim a propriedade. O

Propriedade 4.13. o n-ésimo termo de Lucas ao quadrado pode ser escrito através da
formula
L2 = Ly, +2(=1)",

com n > 0.

Demonstracao. Usando a Teorema 4.3, sabemos que
Li — (an =+ 677,)2

:a2n+2an6n+62n
:Q2n+2(&ﬁ)n+62n

Observe que ja foi provado anteriormente que af = —1. Entao

L727, — Ck2n +62n + 2(_1)n
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Por fim Lo, = o + 3?7, ou seja
L2 = Ly, +2(=1)"
]

Propriedade 4.14. Para todo indice natural n dos nimeros de Lucas, se n > 2, entao é
valido que L,, > n.

Demonstrag¢do. Vamos provar por indugao sobre n.

1. Vamos mostrar que é verdadeiro para n = 2.

Se n = 2, entao temos que Ly = 3 e com isso, evidentemente, Ly > 2.

2. Suponhamos que seja valido para todo n com 2 < n < k, isto é, L, > n, para
ne{3,--- k}

3. Vamos provar que ¢é valido para n =k + 1.

Podemos utilizar a definicio dos niimeros de Lucas onde Ly.1 = Ly + Li_1. Porém
sabemos que Ly > ke Ly_1 >k —1,1logo Ly + L1 > k+k—1=2k—1. Por
fim observe que k > 2 por hipotese, logo 2k — 1 =k+k—-1>k+2—-1=Fk+ 1,
portanto Lg,q >k + 1.

]
Propriedade 4.15. E verdade que

n
H L; > nl!,
i=2

para n > 2.

Demonstragao. Pela Propriedade 4.14, temos que L,, > n para qualquer indice n > 2 dos
numeros de Lucas. Portanto:

L2L3L4Ln_1Ln>234(n—1)n

Porém observe que o lado direito pode ser escrito como: 1-2-3-4-...(n—1)-n =nl.
Por fim,
=2
O

Propriedade 4.16. Dois nimeros de Lucas consecutivos sao primos entre si, ou seja,
(Ly, Lpy1) =1, com n > 0.

Demonstragio. Vamos utilizar o algoritmo de Euclides (Teorema 2.7) para realizar essa
demonstracao. Tomemos o termo L, e sabemos que:

Ln+l =Ly 1+ Ly
Realizando novamente esse processo para L, teremos:

Lyp=1Lp 11+ Ly
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Sendo assim se continuarmos a repetir esse processo n vezes termos:

Ly=1Ly-1+4+ 14
Lo=1,-340.
Logo o ultimo resto nao nulo obtido foi ;1 = 1. Com isso podemos observar que
(Ln+1>Ln) = (Ln—th) == (LlaLQ) = 1.
Portanto dois nimeros de Lucas consecutivos sao primos entre si. L]

Propriedade 4.17. A seguinte identidade é valida para a sequéncia de niimeros de Lucas:
L721+1 - Li = LpyaLln1,
comn > 1.

Demonstracdo. Observe que por diferenca de quadrados podemos manipular a primeira
parte da igualdade da seguinte forma:

L?L—&—l - szz = (Ln+1 + Ln)(Ln—H - Ln)

Sendo assim, basta observar que Lo = L,y 1+L,e L, 1 = L,1—L,. Logo, LZH —L% =

Ln+2Ln—1- O

4.3 Expandindo a sequéncia de Lucas para indices
inteiros negativos

Vimos que
Lo Ly Ly Ly Ly Ls Lg L7
1] I 1 Il
2 1 3 4 7 11 18 29
Assim como fizemos com a sequéncia de Fibonacci, vamos expandir a sequéncia (L,,)
para indices inteiros negativos. Considere n > 0 e vamos em busca de uma definicao para
L_,.
Supondo que o Teorema 4.3 continue verdadeiro, temos:

L,=a"+3"= (;)n + <;>n

1
Porém, vimos anteriormente que a5 = —1, ou seja, o= —f e = = —a, logo podemos

|~

substituir na equacao encontrada anteriormente.
L= (=f)"+ ()"
Manipulando algebricamente:
Loy=(=B)"+(=a)" = (=1)"(8" + ") = (=1)"(@" + ") = (=1)"Ly,

Sendo assim, podemos extender a sequéncia de Lucas para indices inteiros negativos

da forma
L.,=(-1)"L, (4.2)

Note entao que a sequéncia ampliada fica:
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L_7 L_e L_5 L4 L3 Lo L1 Ly Ly Ly L3 Ly L Lg Ly
I 1l I Il Il I Il Il Il

5
929 18 —11 7 —4 3 -1 5 1 3 4 7 11 18 29

Se n < 0, os (—n)-ésimos termos de Fibonacci ainda podem ser escritos como:

Apenas observe que se n < 0, entdo —n > 0 e pela Equacao (4.2) segue:
L_(_n) = (—1)7HL,H

Entao:

Portanto, a propriedade se mantém.
Sendo assim, pode-se garantir que:

L_y=(=1)"L,,VneZ

Observe que a lei de recorréncia da sequéncia de Lucas se preserva:

L ¢+L_s5=L_4
L.s+L_y=1L_3
Loa+L s—=1L,
L s+ L _o=L_,

Lo+ L_q=L
L, +Lo=1,
Lo+ L, = Ly
Li+ Ly =Ly
Lo+ Ly=1L,

De fato, note que:

= L—(n—l)

Desse modo, uma forma coerente para se propor uma expansao dos numeros de Lucas
para indices inteiros negativos é:

Definicdo 4.18. E chamada de Sequéncia de Lucas ou Nimeros de Lucas a sequéncia
infinita de niimeros inteiros tais que Lo =2,L1 =1,Ly =3, L,;1 =L, + L, 1 e L_, =
(=1)"L,, para todo n € N.



5 Conexoes

A sequéncia de Fibonacci e a sequéncia de Lucas possuem varias relacoes entre si, que
iremos explorar neste capitulo. A Figura 5.1 compara os primeiros termos das sequéncias
de Fibonacci e de Lucas em um grafico em conjunto.
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(a) Primeiros 10 nimeros de Fibonacci e de Lucas.
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(b) Primeiros 20 ntimeros de Fibonacci e de Lucas.
Figura 5.1: Comparacao entre os primeiros nimeros de Fibonacci e de Lucas.
Fonte: O Autor.
5.1 ConexoOes gerais

Propriedade 5.1. O (2n)-ésimo termo de Fibonacci é a multiplicagdo entre o n-ésimo
termo de Fibonacci com o n-ésimo termo de Lucas, ou seja, Fs, = F,, L,, com n > 0.

65
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Demonstracao. Basta usar o Teorema 3.5 e o Teorema 4.3. Note que:

a2n - 6271

=
2 a_3

Porém, (a®" — 32") = (a" — ") - (a" + ™). Ou seja,

2n —
a—p
an _ BTL n n
= F,L,
Provando, assim, a propriedade. O

Propriedade 5.2. O n-ésimo ntimero de Lucas pode ser escrito como a soma do termo
(n — 1)-ésimo e (n + 1)-ésimo dos nimeros de Fibonacci, ou seja, L, = F,,_1 + F},;1, com
n>1.

Demonstragcao. Tomemos o Teorema 3.5 para F,,_1 e Fj,11.

anfl _ An—1 an+1 _ An+l
Fn—1+Fn+1:< b >+< b )

a—p a—p

Oén_l o ﬁn_l + an-l—l _ Bn-‘rl
= - ﬁ
- —(Ozﬁ)an_l + (a6>ﬁn—1 +an+1 _ Bn—l-l
= - 5
_ —Oznﬁ + Bﬂa + an+1 . BnJrl
= o— 7
_a"(a—B) +B"(a - B)

a—pf

=a"+ (" =1L,.

]

Propriedade 5.3. O n-ésimo nimero de Lucas é igual a soma do n-ésimo nimero de
Fibonacci mais duas vezes o (n—1)-ésimo ntimero de Fibonacci, ou seja, L, = F,+2F,_1,
com n > 0.

Demonstragio. Pela Propriedade 5.2, como F, .1 = F,, + F,,_1, entdao L, = F,,_1 + (F, +
F._1) e, assim, L, = F, + 2F, ;. O

Propriedade 5.4. O n-ésimo nimero de Fibonacci somado ao n-ésimo niimero de Lucas
é igual a duas vezes o (n + 1)-ésimo nimero de Fibonacci, ou seja, F, + L,, = 2F, 1, com
n > 0.

Demonstracao. Pela Propriedade 5.2, temos

Fn+Ln:Fn+anl+Fn+l-
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Porém, sabemos que F,, = F, 1 — F,,_1, logo

Fn+Ln: n+1_Fn—1+Fn—1+Fn+1
= L'n41 +Fn+1
- 2Fn+1.

Propriedade 5.5. Pode-se escrever o n-ésimo termo de Lucas como:
Ln = 'ny2 — Fn—27
com n > 2.

Demonstracio. A demonstragdo vem diretamente da Propriedade 5.2, pois sabemos que
L,=F, 1+ F,;1 e, além disso, F,,.1 = F,,.o — F,, e F,,_1 = F,, — F,,_5. Dessa forma:

Ln: (Fn+2_Fn)+<Fn_Fn—2) :Fn+2_Fn—2-
Provando, assim, a propriedade. O
Propriedade 5.6. E verdade que:

5F? = Lo, — 2(—1)",

com n > 0.
Demonstracao.
Fn:&n_ﬁn :Oén_ﬂn.
a—f e
Entao:
2 2 2
n __ An n __ 2 nan n
5(Fn)2:5w _ 5 o Oéﬂ +ﬁ ‘
V5 5
Porém, sabemos que af = —1, assim 5" = (—1)". Substituindo na equagao, temos

5F3 — O62n - 2(_1)n 4 ﬂQn — a2n + ﬁ2n . 2(_1)n
Por fim basta lembrarmos que L,, = o™ + ", ou seja,

5F? = Lo, — 2(—1)".

Propriedade 5.7. E verdade que:
5F2= L2 —4(-1)",

para n > 0.
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Demonstragao. Basta isolar Lo, na Propriedade 4.13, ou seja,
Loy, = L2 —2(—1)".
Substituindo na Propriedade 5.6:
5Fy = (L —2(=1)") —2(=1)" = L} — 4(-1)".

Provando, assim, a propriedade. O
Propriedade 5.8. As raizes da Equacao Quadratica de Fibonacci elevadas a n-ésima
poténcia podem ser escritas da seguinte maneira: o™ = — g = —
com n > 0.

5 an _ /BTL
Demonstragio. Lembremos que F), = 75 e L, = o™+ ", onde a — B = /5. Sendo
a R

assim,
L,+V5F, =a" — " +a" + " = 2a™.
O que implica
w _ Ln+V5F,
Q' = ——M.
2
Provando, assim, a primeira parte. Para ", obtemos:

Ln_\/an:an+Bn_(an_6n)
:an+ﬁn_an+6n

= 28",
E, com isso,
= 5 .
O
Propriedade 5.9. E verdade que:
Fn+1Ln - Ln+1Fn — 2 . (—].)n,
para n > 0.
Demonstragao. Sabemos que F,, = S g e L, =a" + g". Entao:
a —
an—i—l . Bn—&-l Oén _ 5”
Fn Ln — LTL Fn — L n ny __ n+1 n+1
+1 +1 < o3 )(04"‘5) (a—ﬁ (@™ +5"7)
B (Oén+1 _ ﬂn—&—l)(&n +ﬁn) B (Oén _ 5”)(04n+1 +ﬁn+1)
N a—f a—pf
a2n+1 _ BnJrlan + a/nJrlﬁn _ 52n+1 _ a2n+1 _ 5n+1an + anJran + 62n+1
B _Bn—‘rl n __ ﬁn-i—lan + an—i—lﬁn + an—}—lﬁn
= P
2(an+lﬁn _ an5n+1)
- "
_ 2(a"8")(a - B)
a—p

=2(-1,
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pois (aB)" = (=1)"
Ou seja, Fi1Ly, — F Ly =2(—1)". O

A partir dessa ultima propriedade podemos provar outra.

Propriedade 5.10. Podemos relacionar os niimeros de Lucas e Fibonacci através da

féormulas
Fn+1 Ln+1 . 2(_1)71

Fn Ln B F2n 7

comn > 1.

Demonstracao. Basta usar a propriedade anterior, ou seja,
Fn+1Ln - Ln+1Fn - 2(—].)n
Dividindo os dois lados por F5,, tem-se:

FuiiLy — Ly B, 2(=1)
F2n B FQn .

Pela Propriedade 5.1 F5, = F},L,,. Logo

Fusily  LogF,  2(=1)"

FnLn FnLn B FQn
Ou seja,
Fn+1 _ Ln+1 _ 2(_1)n
Fn Ln F2n ‘
Provando, assim, a propriedade. O

Propriedade 5.11. E verdade que:
Liypin = L1 By + Lin b1,
comn > 1.
Demonstraciao. Vamos provar por indugao em n. Mantendo m fixo temos:
1. Para n =1, temos:

Lm+1 - Lm+1F1 +LmFO = Lm+1 : ]-+Lm -0.

2. Vamos supor que seja valido para todo 1 <n < k.

3. Vamos demonstrar para n = k + 1.

Observe que:
Ly k+1) = Lngrt1 = Lingk + Ly (k-1

Porém, sabemos que a propriedade é valida para Ly, € Ly, 4x-1). Logo

Lykr1) = L1 Fre + Lin Bt + L1 Fr—y + L Fr—o
= L1 (Fi + Fy—1) + L (F—1 + Fi—2)
= Limy1F1 + Lin Fy.

Portanto, a propriedade é valida para n =k + 1.
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O]
Propriedade 5.12. E verdade que:
Py, = F, (L2 +2(-1)""'L,),
onde n > 0.
Demonstragao. Pela Propriedade 5.1, temos que:
F4n - F2nL2n~
Sendo assim, pela Propriedade 4.11, segue:
F4n — FQn(Li + 2(-1)”71)
Repetindo o processo para Fj,, teremos:
Fyp = FoLy (L2 +2(=1)""1) = F, (L +2(=1)""'L,).
O]
Propriedade 5.13. E verdade que:
F3n = Fn<Li + (_1)11)’
onde n > 0.
Demonstragao. Pelos Teoremas 3.5 e 4.3, temos que:
Fu(Ly 4 (=1)") = (aa - g ) (" + 7" + (-1)")
- Cyi’)n + anﬁQn + an(_l)n _ a2n6n _ 53n _ 5n(_1)n
= "
B a3n . 6371 + anﬁ?n - Oﬁnﬁn + (—1)”(0&” - 571)
= P
B a3n _ 5371 + O/L(ﬁ?n _ anﬁn) + (—1)”(0{” _ ﬁn)
= "
_ a/?m _ 53n + anﬁn(ﬁn _ O/L) + (—1)”(0&” _ Bn)
a—p
_ Oé?m' _ B?m _ (—1)”(0{” _ Bn) + (—1)”(0{” _ ﬁn)
a—p
3n _ Q3n
_ o=
a—pf
Provando, assim, a propriedade. O]

Propriedade 5.14. O n-ésimo nimero de Fibonacci pode ser escrito como a quinta parte
da soma do (n — 1)-ésimo com o (n + 1)-ésimo ntimero de Lucas, ou seja:

1
Fn = g(Ln—l + Ln-l—l)a

onde n > 0.
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1
Demonstragao. Para isso, basta tomarmos 5(Ln_1 + L,+1) e usarmos a Propriedade 5.2,

com isso teremos:

1 1
g(Ln—l + Ln+1) - g ((Fn—2 + Fn) + (Fn + Fn+2))
1
- B(QFn + Fn+2 +Fn—2)
1
= g(Ln—l + Ln—l—l)
1
= g(ZFn + (B + ) + (F, — Fomq))
1
= 5(4Fn + FnJrl - anl)
1
= g(Lnfl + LnJrl)
1
= 1(5F )=F
- 5 n - n-
m
Propriedade 5.15. A seguinte identidade é valida:
5F2 = Ly, — 2,
onde n > 0.
Demonstracao. Para essa demonstragao, comecaremos com o Teorema 3.5.
a?n _ 5271, 2
5F2 =5 ————
2n ( o — ﬁ )
s ((Oan o BQn)2>
(a—p)?
s <a4n _ 2a2n52n + 54n>
(a = p)? '
Observe que a®"3%" pode ser escrito como (a3)?". Também, note que af = —1 e 2n
é sempre um nimero par, ou seja, podemos entender que (a3)** = 1. Sendo assim:
an Adn 2 2n in adn 2
(202 (o7 2)
(a—p) (a=5)
Por fim, pelo Teorema 4.3 e como o — 3 = /5, temos que:
Ly, —2 Ly, —2
5Fy, =5 :5( )an—z
g ( (V5)? ) 5 '
O

Propriedade 5.16. A seguinte propriedade ¢ valida:
5F22n+1 = Lanto + 2,

onde n > 0.
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Demonstracao. Pelo Teorema 3.5, temos:
a2l 52n+1 2
5Py =5—7—
n+1 ( a—j
n+l _ p2n+1\2
(e
(a—p)
. <a4n+2 —2(>af)?H! + B4n+2>
(a —pB)? '
Observe que aff = —1 e 2n + 1 é sempre um nimero impar, ou seja, (af)?"™! = —1.
Sendo assim: into dnio
n n 2
5F22n+1:5<a 7 2+ )
(a—p)
Por fim, observe que a — 3 = v/5, sendo assim, pelo Teorema 4.3, segue que:
Liyny2 +2 Lapy2+2
5F2 =5 —"T=_" )= () = Lypio + 2.
m

Propriedade 5.17. E vélida a seguinte propriedade:
Ly Lnsx — Ly = 5(=1)" " FE,
onden>0ek >0.
Demonstragcao. Do Teorema 4.3, temos que:
Ly Lyt — Ly = (2" + B7F) (@ 4 f4F) — (o + B")(a” + B7)

— 2" 4 qnkgntk | gnkgntk L ogn  odn gIn gqngn
— qnkgntk | gnekgntk _gnngn
= o™ FBrHE 4 ok gnR) — o~ 1)
=" (a7 + ok F7F) = 2(=1)"
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Propriedade 5.18. E vilida a seguinte propriedade:
FkLn - Fn-i—k + <_1)k+1Fn—ka
onden>0ek >0.

Demonstragao. Pelos Teoremas 3.5 e 4.3, temos que:

k_ nak
Lan:(a”—i—B") (Oé B >

a—pf
Oén-i-k _ anﬁk + akﬁn _ Bn-‘rk’

a—pf

_ (anJrk _Bn+k> N <ak6n — o

a—f a—f

n _ n—kpok
= n+k+ak<w>

Bn—k o an—k )

= n+k+ak5k< Oé—ﬁ

Propriedade 5.19. E vilida a seguinte propriedade:
FoLp = FnJrk + (_1)anfk>
onden>0ek>0.

Demonstragao. Pelos Teoremas 3.5 e 4.3, temos que:

an_ﬁn

_ k k
a/nJrk + anﬁk _ akﬂn _ Bn+k

a—f

_ (an—l-k _ﬁn-&-k) N <anﬁk —a

a—p
nrk _ kan
Oék<04n_k6k _Bn)

a—pf
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Propriedade 5.20. E vilida a seguinte propriedade:
F2 o — F2 ) = Fon Py,
onden>0¢ek >0.
Demonstracao. Pela Propriedade 5.1, temos:
Fo Fo, = F L, Fy Ly = F,, Ly Fy,. L,,.
Com isso, caso k seja par, pelas Propriedades 5.18 e 5.19 temos que:
FonFop = FLigFy Ly
= (Fogk + Fo) (Frsre — Frog)
= F13+k - Fik-
Caso k seja impar, pelas Propriedades 5.18 e 5.19, temos que:
FonFo = Fo Ly Fi Ly,
= (Fosr = Foe) Bk + Foi)
- F3+k: — Fo
O

Propriedade 5.21. E verdade que:
LnFm—n + Fan—n = 2Fm7
onden >0em > 0.

Demonstragao. Pelos Teoremas 3.5 e 4.3, temos que:

+ (QZ : gn> (am—n + 6m—n)

Ou seja,

LonFo o+ Folpn =

aam" — anﬁm—n + am—nﬁn _ Bnﬂm—n
a—f

N <an0ém—n _ am—nﬁn + anﬁm—n _ ﬁnﬁm—n

a—pf

Desse modo,

Lnmen—i_Fanfn:a _6 e _B
a—p

am_ﬁm
:2'<a_5>

)
)
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5.2 OQOutros teoremas de Leonard Carlitz

A seguir estudaremos dois teoremas sobre divisibilidade entre niimeros de Fibonacci
e de Lucas. Tais resultados foram apresentados por Leonard Carlitz, em 1964, em um
artigo na The Fibonacci Quarterly e complementam o Teorema 3.19. As demonstragoes
aqui apresentadas foram por nos elaboradas, uma vez que em seu artigo original, Carlitz
basicamente apenas enuncia tais resultados.

Teorema 5.22. Sejam L,, e L,, dois nimeros quaisquer de Lucas, L, | L, se, e somente
sen = (2k —1)m, com k € N.

Demonstragio. (<) Provemos que se n = (2k — 1)m = 2km — m, entdo L,, | L,, onde
k € N. Faremos por inducao sobre k.

1. Para k=1, L,, | L1.,, é verdadeiro.
2. Suponha que Ly, | Logm—m-

3. Provemos que Ly, | Li2(k+1)=1)m-

L(2(k+1)71)m = L(2k+271)m = L2km+m = L(kafm)+2m = L2km—m+lF2m+L2km—mF2m—l-

Como Ly, | Fom, temos que L, | Logm—m+1Fom. Também, Ly, | Logm—m por hipotese
de indugdo e entdao Ly, | Logm—mFom—1. Dessa forma, L, | Logmim, isto é, Ly, |
Lo(kt1)-1)m-

Portanto, esta provado o resultado.
(=) Assumindo que n = (2k — 1)m +r, com 0 < r < m, temos:
Ln —a" + 571 _ a(2kz—1)m+r + B(?k—l)m—&-r
_ a(2k—1)mar + B(?k—l)mﬂr
_ &(Zkfl)mar . Broé(Qkfl)m + ﬁr&@kfl)m + ﬂ(Zkfl)mﬂr
— a(2kfl)m<ar . 67‘) + BTL(Qk:—l)m
= Oé(%_l)m(a — B)F, + 5" Lak—1ym
= OC(Zkil)m\/gFr + BTL(2k—1)m-

Como Ly, | Ly € Ly, | Lok—1)m, entao Ly, | .. Uma vez que 0 < 7 < m, segue que 7 = 0.
Portanto n = (2k — 1)m. O

Note que L,, > F,, se n > 1. Entao:
Lema 5.23. Se L,, | F, er # 0, entdo r > m.
Demonstragio. Suponha L,, | F,. e r < m. Entao F,. > L,, e r < m. Absurdo! ]

Teorema 5.24. Sejam L, e F,, um nimero de Lucas e um nimero de Fibonacci quais-
quer, respectivamente, L, | F,, se, e somente se, n = 2mk, com k € N.

Demonstrag¢io. (<) Provemos que se n = 2mk, entdo L, | F,,, onde k € N. Faremos por
indugao sobre k.
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1. Para k =1, n = 2m e sabemos que L, | Fy,, da Propriedade 5.1.
2. Suponha que Ly, | Fong.

3. Provemos para k + 1.
FQm(k:—l—l) = F2mk+2m

Da Propriedade 3.18:

Fomktom = Fomp—1Fom + FompFomt1

Sabemos que Ly, | Fomg—1Fom, pois Ly, | Fop. Também sabemos que Ly, | Fopg Fomi1,

pois, pela hipdtese de indugao, Ly, | Fopy-
Portanto, Lm | (Fgmk_ngm + FkaF2m+1), isto é, Lm ‘ Fgm(k+1).

Provando, assim, o resultado.

(=) Do algoritmo da divisdo, existem inteiros k e r tais que n = 2mk+r com 0 < r < 2m.

Entao:
o — Bn — a2mk+r - 62mk+r
_ a2mk+r . O/'Bka + arﬁka o 62mk+r
ank ro_ r62mk + O[T/Bka _ Bkaﬁr
. ( 2mk B2mkz) +62mk( 57")
Logo
o — Bn -« ( 2mk Bka) +62mk( 5T)
E portanto
a” — ﬁn o Oéka - 62mk N B2mk a” — /87‘ |
a—f a—f a—f
Assim

Fn - aTFka + ﬁkaFr'
Como Ly, | F,, entdo Ly, | F., pois Ly, | Fomp.
Suponha que r # 0, pelo Lema 5.23, r > m, isto é, r —m > 0. Pelo Teorema 3.5:
(O_f - B)Fr = 6r
T— mam /BT'—m/Bm

Oé
(8}
& (L = B™) = B (Lyy — 2™
Oé
8}

mLm _ ar—m/@m _ Ber—m + ar—mﬁm
r— mL Ber—m‘

Logo
(a - B)Fr = Oér_mLm - Ber—m

Como Ly, | ;. e Ly, | Ly, segue que Ly, | Ly_,,. Absurdo! Portanto r = 0.
Assim n = 2mk.



6 Consideracoes Finais

Em sintese, este trabalho visou enunciar e demonstrar diversas propriedades e teoremas
dos numeros de Lucas e Fibonacci, além de trazer algumas conexoes entre essas duas
sequeéncias.

O texto se inicia trazendo o conteido necessario para a compreensao do trabalho,
comecando pelo Principio da Boa Ordenagao, pelo Principio da Indugao Finita e pelo Te-
orema Binomial. Também enunciamos e demonstramos resultados sobre divisibilidade e
congruéncia médulo m. Logo apds, entramos em um contexto histérico sobre a sequéncia
de Fibonacci, trazendo o “problema dos coelhos” que originou a sequéncia e, através da
Proporcio Aurea, encontramos a Equacio Quadratica de Fibonacci. A partir das raizes
produzidas por essa equagao, estudamos o Teorema de Binet, que permitiu a demonstra-
¢ao de outras propriedades gerais, algumas particularidades combinatorias e propriedades
envolvendo divisibilidade. Por fim, expandimos o conceito dos niimeros de Fibonacci para
indices inteiros negativos, trazendo uma definicdo para a sequéncia expandida. Posteri-
ormente, trazemos o contexto historico dos estudos de Lucas, que deram origem a sua
sequéncia. Apresentamos um teorema equivalente ao de Binet para os nimeros de Lucas,
possibilitando demonstrar diversas propriedades. Também expandimos o conceito dos
numeros de Lucas para indices inteiros negativos. E, finalmente, através dos teoremas
e propriedades ja apresentados no texto, trabalhamos propriedades que envolvem os nu-
meros de Lucas e de Fibonacci ao mesmo tempo, trazendo resultados importantes como
os teoremas de L. Carlitz, tais quais trazem resultados importantissimos para o estudo
algébrico dessas duas sequéncias.

Além da abordagem detalhada e didatica que fizemos, vale destacar a originalidade de
demonstragoes de diversos resultados deste texto, como, por exemplo, os dois teoremas
apresentados na secao 5.2. Tais teoremas trazem resultados apresentados por Carlitz, mas
sem uma demonstracao matematicamente rigorosa. Também nao pudemos encontrar na
literatura nada semelhante com a demonstragdo que fizemos para o fato de o™ 4+ " €
Z, desconsiderando a sequéncia de Lucas. Para esse tultimo resultado, agradecemos as
sugestoes preciosas do Prof. Dr. Joao Peres Vieira sobre a nossa primeira versao da prova
(apresentada na qualificacao deste trabalho).

Estudos sobre sequéncias de nimeros inteiros e sequéncias generalizadas de Fibonacci
estao ainda em voga, sendo, inclusive, destacados como tematicas na classificacao inter-
nacional MSC2020 - Mathematics Subject Classification System, por exemplo, nas linhas
11B39 (Fibonacci and Lucas numbers and polynomials and generalizations), 11B83 (Spe-
cial sequences and polynomials), 11Y55 (Calculation of integer sequences), entre outras.
Em 1963, foi criada a The Fibonacci Association, que incentiva estudos sobre Algebra
e Teoria dos Niimeros envolvendo sequéncias de niimeros especiais, publica livros, além
de organizar uma conferéncia, a cada dois anos, intitulada “International Conference on
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Fibonacci Numbers and Their Applications”. Também, ainda estabelecido pela The Fi-
bonacci Association, existe o periddico académico The Fibonacci Quarterly, que publica,
desde 1963, até os dias atuais, artigos sobre niimeros de Fibonacci e assuntos relacionados.
Dentro deste rico universo, esperamos que este trabalho seja uma contribuicao para todos
que desejarem se iniciar nos estudos neste tema.
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