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RESUMO

Através das deduces e formulacdes das equacdes que regem o comportamento das pla-
cas elasticas e delgadas baseadas na teoria de Kirchhoff, evidencia-se que € justificavel a apli-
cacdo dos métodos numeéricos, considerando a complexidade das equacgdes que descrevem o
comportamento fisico destes elementos e a obtencdo de solucGes analiticas para as situages

mais especificas.

Este estudo direciona-se a aplicacdo do metodo numérico que se baseia em discretiza-
¢cdes mais simples para os elementos o que acarreta na diminuicdo de dados a serem processa-
dos. O método numérico em questdo é o Metddo dos Elementos de Contorno (MEC), como o

nome sugere, a discretizacao é apenas no contorno da placa, que é dividida em partes finitas.

O MEC converte as equac0es integrais complexas, em somatorios de funcdes que se re-
duzem as incognitas nos nds que delimitam as extremidades dos elementos, obtendo os valo-

res internos aos elementos através de funcdes interpoladoras.

Ratificando a necessidade e utilidade do MEC, aplicam-se, posteriormente as funda-
mentacOes necessarias, aos casos especificos da Engenharia Civil em que os métodos tradi-
cionais ndo oferecem o suporte desejavel, deixando em questdo as situacfes de seguranca e

economia dos projetos.

PALAVRAS-CHAVE: Elementos de Contorno.
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ABSTRACT

Through deductions and formulations of the equations governing the behavior of plates
elastic and thin based Kirchhoff theory, it is evident that it is justifiable to the complication of
the numerical methods considering the complexity of the equations that describe the physical
behavior of these elements and obtaining analytical solutions for specific situations.

This study is directed to the application of the numerical method which is based on dis-
cretizations to the simplest elements which results in the reduction of data to be processed
from. The numerical method in question is the Boundary Element Methods (BEM), as the

name suggests, the discretizations are only the edges of the elements.

The BEM converts the complex integral equations, in sums of functions that reduce the
unknowns at the nodes that define the ends of discrete elements, obtaining internal values to

elements using interpolation functions.

Confirming the need and usefulness of the BEM, apply, then the foundations necessary
to the specific cases of Civil Engineering where traditional methods do not provide the de-

sired support, leaving in question the security situations and economics of the projects.

KEYWORDS: Boundary elements.
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1. INTRODUCAO

1.1. Motivacéo

Na engenharia estrutural encontram-se problemas para determinacdo de esforcos que
muitas vezes ndo sao possiveis serem solucionados com formulagcGes analiticas disponiveis na
literatura. Para obtencdo de resultados satisfatérios para estes problemas conta-se com o auxi-
lio de computadores para resolucdes aproximadas como as obtidas pelos métodos numéricos.

Os métodos numéricos vém sendo amplamente utilizados nos diversos campos da enge-
nharia e aplicados com resultados satisfatorios para a solucdo de diversos problemas em que

seria muito complexa ou até mesmo impossivel a solugdo analitica.

Os métodos numéricos mais difundidos atualmente sdo os Métodos das Diferencas Fini-

tas, Método dos Elementos Finitos e o Método dos Elementos de Contorno.

O Método das Diferencas Finitas (MDF) consiste em transformar o sistema de equacoes
diferenciais em um sistema algébrico, através de aplicacfes de operadores diferenciais que a-
proximam cada uma das derivadas parciais continuas, usando expansdes locais, geralmente
séries de Taylor truncadas, para representar as variaveis em sub-regides convenientemente de-
finidas. O surgimento deste metodo se deu no inicio deste século, através de Runge e ao traba-
Iho de SOUTHWELL, e continua ainda hoje adequado a solucdo de varios problemas de en-

genharia.

O Método dos Elementos Finitos (MEF), desde o inicio dos anos sessenta, tornou-se o
procedimento mais usado e difundido para a solucdo dos mais diversos problemas de enge-
nharia. Apresenta como grande caracteristica o significado fisico intuitivo que consiste em di-
vidir o meio continuo em uma série de elementos, equacionando-os individualmente como
sub-regiBes continuas e reunindo-os para a solucdo do problema como um todo. Para tal tor-
na-se necessario associarem-se nos a cada elemento e escolherem-se fungdes aproximadas pa-
ra representar os valores das variaveis em quaisquer pontos do continuo, a partir dos valores

nodais das mesmas.

Atualmente, a maioria dos programas computacionais disponiveis esta fundamentada no
Método dos Elementos Finitos. Um dos grandes problemas da utilizacdo deste método ¢ a e-
xigéncia de um alto grau de refinamento na discretizacdo do dominio de forma a obterem-se

niveis de precisdo adequada, como ocorre no caso de problemas de concentragdo de tensoes.
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Nestes casos tem-se conseqtientemente um grande volume de dados em um sistema com ele-

vado nimero de equacdes.

Como alternativa aos métodos de dominio (MDF e MEF), atualmente, encontra-se em
desenvolvimento o Método dos Elementos de Contorno (MEC). Neste método as variaveis
béasicas do problema sdo calculadas em pontos discretos, definidos apenas sobre o contorno.
Os valores das variaveis nos pontos do interior do dominio sdo calculados diretamente a partir
dos valores de contorno, somente nos pontos de real interesse. Como caracteristica vantajosa
do método deve-se notar que ocorre sempre uma reducao na dimenséo do problema analisado,
reduzindo-se também o volume de dados de entrada, o tempo de processamento e a area de

memodria auxiliar para armazenamento das informacdes necessarias.

Neste trabalho sera realizado o estudo da aplicacdo do MEC em algumas situacfes da
Engenharia Civil, especificamente no calculo de esfor¢os em lajes. Para tal estudo foi neces-
sério a utilizacdo de teorias disponiveis na literatura e dedugdes j& consagradas como o estudo

das placas eléasticas e delgadas de Kirchhoff (1850).

1.2. Referéncias

O Método dos Elementos de Contorno originou-se como uma evolucdo natural das téc-
nicas de resolucdo de equacdes integrais de contorno, tais como, as aplicadas em problemas
de elasticidade por Betti (1872), por Kupradze (1965), por Rizzo (1967).

O desenvolvimento de formulagdes para a analise de placas através do Método dos E-
lementos de Contorno, e sua aplicacdo pratica na engenharia estrutural se deu posteriormente
a introducdo do método a andlise de tensdes em problemas de elasticidade bi e tridimensio-
nais. Nesse campo de aplicacédo, a maioria dos trabalhos desenvolvidos se baseia nas hipoteses
da teoria classica de Kirchhoff. O trabalho considerado como referéncia inicial é devido a
JASWON publicado em 1967.

Posteriormente, em 1976, HANSEN, apresentou uma formulacdo direta para a analise

de placas infinitas com furos de contorno néo carregado.

BEZINE e GAMBY propuseram, em 1978, uma formulacdo que se distingue das duas
anteriores por se tratar de uma formulagéo direta. Partindo da identidade de Green e conside-
rando como variaveis do contorno as variaveis fisicas do problema real, isto €, o deslocamen-

to transversal e a sua derivada na dire¢cdo normal ao contorno, ou respectivamente, a forga
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cortante equivalente e 0 momento fletor na dire¢do normal. Foram efetuadas aplicagdes prati-

cas para diversas placas quadradas com varias combinacdes e condi¢Bes de contorno.

Outros trabalhos, também falando sobre formulacdo direta e teoria de Kirchhooff, foram
desenvolvidos por BEZINE e STERN.

ALTIERO e SIKARSKIE e WU e ALTIERO, trataram o problema de placas através da
formulacdo indireta, resolvendo exemplos préaticos apenas para contornos engastados e rela-

tando as dificuldades numéricas para a consideracdo de outros tipos de contorno.

Ainda com base nas hipdteses de Kirchhoff, PAIVA trabalhou com diversas alternativas

para equacionamento do problema de placas.

Varios outros trabalhos tratando da analise de placas finas foram publicados nos ultimos

anos.
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2. OBJETIVO

O objetivo deste estudo é a apresentacdo do Metédo dos Elementos de Contorno
(MEC), aplicado a placas delgadas, para a utilizacdo em problemas na Engenharia Civil, es-
pecificamente no célculo de esforcos em lajes. Sera realizada a analise e comparacdo dos re-
sultados obtidos através deste metodo numérico com os resultados determinados através das

tabelas ja consagradas para calculo de esforcos em lajes, como as tabelas de Czerny.

Para tal comparacgdo serdo utilizados alguns exemplos nos quais as tabelas de calculos
apresentam certas limitacGes nas suas aplicacdes, como em placas de bordas curvas ou para a

representacdo mais precisa dos carregamentos, etc.

Para um bom entendimento do método faz se necessario anteriormente as aplicagdes, a
apresentacdo de alguns conceitos utilizados na formulacdo deste método, como a Teoria da
Elasticidade, Teoria da Placas de Kirchhoff e o Teorema de Betti, 0s quais serdo apresentados

a partir do capitulo 3.

Apdbs a Formulacdo do Método dos Elementos de Contorno serdo apresentados os e-

xemplos nos quais serdo discutidas situacdes especificas para a determinacdo dos esforcos.

No exemplo 1 e 2 serdo calculados os esforcos em uma laje retangular com o auxilio da
tabela de Czerny e com a aplicacdo do MEC para carga de alvenaria totalmente distribuida pe-
la laje, semelhante as condi¢es de Czerny, e alvenaria localizada especificamente na regido

concentrada da mesma.

No exemplo 3 calcula-se o esforco em uma laje circular pelo MEC e por tabelas. As la-
jes circulares sdo calculadas com aproximac@es grosseiras atraves das tabelas de célculo, ja
que estas tabelas s6 oferecem casos para lajes retangulares.

Para cada exemplo serdo apresentados os resultados, as analises e as discussdes das so-

lucBes encontradas.
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3. TEORIA DA ELASTICIDADE

Na Teoria da Elasticidade estudam-se as relacdes entre as forcas externas, deslocamen-

tos, deformacdes e tensdes em um corpo constituido de material elastico.

Elasticidade € a propriedade dos corpos que submetidos a acdo de forgas externas se de-
formam, e retornam completamente a sua forma original inicial quando estas for¢as deixam

de atuar.

Na teoria da elasticidade existe a distingdo entre “Estado Plano de Tensao” e “Estado
Plano de Deformagao”. Neste estudo aplica-se o Estado Plano de Tensdo, em que as dimen-
sOes do elemento nas direcdes x e y sdo bem maiores do que na dire¢do z e nas equagdes apre-
sentadas a seguir a tensdo normal na direcdo z sera considerada nula, ja o Estado Plano de De-

formacéo sédo as deformacdes na direcéo do eixo z é que sdo consideradas nulas.

As principais equagdes desenvolvidas seréo as relagdes de deformagéo-deslocamento e

relagbes constitutivas.

Equacdes Constitutivas:

& = 7 [0, - voy] (3.1)
&y = [0, -va,] (3.2)
e, = 7o -oy] (33)
Vey = (34)
Onde,

v e o coeficiente de Poisson;
E modulo de elasticidade longitudinal;
G modulo de Elasticidade transversal;

A relacdo entre estes dois mddulos é dada pela equacéo:

_ E
6= 7 (3.5)

As equacOes que relacionam deformagéo-deslocamento que envolvem as componentes

de deslocamentos u e v sdo representadas a seguir.

= o (3.6)

Ex 0x



__ov
y _ay
__ 0v
)/xy - dx

ou
dy

18

(3.7)

(3.8)
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4. TEORIA DAS PLACAS DE PRIMEIRA ORDEM

Como se trata do estudo de lajes cujo elemento representativo serd a placa delgada, sera
aplicada a teoria das placas elasticas baseadas na teoria de Kirchhooff. Sdo consideradas al-
gumas hipoteses para as formulacdes:

- Espessura da placa pequena em relacéo as outras dimens@es da placa;

- Material homogéneo e isotropo;

- Linearidade fisica, ou seja, a relacdo entre tensdo e deformacéo obedece a Lei de Hoo-
ke.

- Linearidade geométrica, isto significa que as deformacgdes da placa serdo muito pe-
quenas e a condic¢do de equilibrio adotada sera aplicada a placa indeformada.

- As forcas cortantes e as tensées normais serdo desprezadas;
- Né&o ha cargas externas paralelas ao plano médio;
- O plano médio ndo se deforma permanecendo neutro apés deformacéo.

Em posse das hipdteses apresentadas relacionam-se os deslocamentos nos planos Oxz e
Oyz conhecendo a funcdo w(x,y) para os deslocamentos na direcdo 0z da placa. Através da re-
presentacdo grafica podem-se observar as seguintes relacdes:

u=-z— 4.2
-
v=-z o 4.2)
4

B
] }.
0 '

P
-

Superficie média elistica (deformada)

A = ponto do plano médio
da placa

B = ponto qualguer ao longo da
espessura " h" da placa

Figura 1 - Superficie média da placa ap6s a deformacao
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Com o auxilio das expressdes determinadas pela Teoria da Elasticidade podem-se es-

crever as relacdes deformacéo/deslocamento em funcdo de w.

u _ 9w

Ey = o = _Zﬁ (43)
v %w
& =5 = %52 (4.4)
2w
Yoy = -2z 373y (4.5)

E conseqlientemente serd possivel representar as tensdes e deformacbes em funcdo de
w, substituindo as relacGes acima apresentadas nas expressdes determinadas pela Teoria da
Elasticidade que relacionam tensdo/deformagéo como segue representadas nas equacdes 4.7,
49e4.11.

E
Oy = T—> (& + vEy) (4.6)
_ E 92w 92w
O, = —1_U2 Z(ﬁﬁ'vm) (47)
E
o, = m(”fx + ¢) (4.8)
_ E 92w 2w
O'y = — 1— 2 VA (Uﬁ + W) (49)
E
Tey = myxy (410)
E 9%w
Txy = —mz % (411)

Assim observa-se que todas as tensdes serdo determinadas com o conhecimento da fun-

Gao w(x,y).

Conhecendo as tensdes ao longo da espessura da placa poderdo ser determinados os

momentos integrando estas tensdes de —h/2 a h/2.
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M, dx
7
M, dx
Figura 2 - Representacdes de Tensdes e Momentos
R
M, = [? z(0,.1.d2) (4.12)
2
h
M, = [% z(0,.1.dz) (4.13)
2
L3
My, = [? 2(Tyy.1.d2) (4.14)
2
h
Q= [*hTyydz (4.15)
2
R
Qy = [} Tyrdz (4.16)

2

Integrando-se todas as expressdes utilizando as tensdes determinadas em funcéo do des-
locamento w e definindo o pardmetro chamado de rigidez da placa:

Eh3
T 12(1-v?) (4.17)
Tem-se:
_ 92w 2w
M, = -D (25 + ay—z) (4.18)
_ 92w 92w 4.19
My——D(ay—2+l76x—2) ( )
92w
Mxy = —-D(1-v) o2y (4.20)

Com isto também se tem os momentos definidos com o conhecimento da fungdo w(xy).
Para a determinacdo da funcdo w(x,y) aplica-se as condi¢des de equilibrio:
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Figura 3 - Momentos Fletores (por unidade de comprimento)

cJ‘M

” —dx

Figura 4 - Momentos de Tor¢éo (por unidade de comprimento)

-

aQ'\" )Qx
Q, +— dy —dx
T Y oy - ox

v
]

Figura 5 - Cortantes (por unidade de comprimento)
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Equilibrio de forgas na vertical:

%% qxdy + 22 dydx + gdxdy = 0 (4.21)
dx dy

de onde,

00, , 90y _ _

x T o = T9Y) (4.22)

Equilibrio de momentos em torno do eixo 0x:

oM, oM

(Mxy + axy dx) dy — M, dy + (My + a—yy dy) dx — Mydx — Q,dxdy =0  (4.23)
oM, 0My,

> T oY (4.24)

Equilibrio de momentos em torno do eixo Oy:

M, IM,

(Myx + dy) dx — M, dx + (Mx + 2 dx) dy — M, dy — Q,dxdy =0  (4.25)
OMy | OMyx _

=t (4.26)

Substituindo nas expressdes de forgas verticais (equagdo 4.22), os esforcos em fungéo
dos momentos determinado nas equacgdes 4.24 e 4.26, chega-se a expressao abaixo realizando
alguma manipulacao algébrica.

9 6& aMxy) i(aMx (’)Mxy> _

dy ( dy + ox + dx \ Ox T dy - 9 (427)
0°M, | 02 My, | 0%*M, |, 0°My,

d0y? 0xdy 0x? axdy -9 (428)
9°M, , 9*M, %My

w2 T 7y + 2 ooy -9 (4.29)

Agora substituindo os momentos pelas expressdes 4.18, 4.19 e 4.20 encontradas anteri-

ormente, tem-se:

92 22w | 9%w 202 otw o* 0w | 0w
o <_D(ax—z+ ”ay_2)>+ sy (- D= 550)+ 55 <_D("’y_2+ vax—z)> -

(4.30)

*w *w *w d*w *w *w g
- —F =7V -2 2v ——F V= —= 4.31
ox* dx29y? o0x20y?2 + ox2ay?  oay* ox2ay? D ( )
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*tw *w *w
Ow g 0w 0w _ g (4.32)
ox* ox2ay? = oyt D

Esta € a equacéo diferencial geral das placas e pode ser escrita da forma:

V4w = % (4.33)
ou
v (7iw) == (4.34)
onde:

2 _ 9 0%
Ve = o 77 (4.35)

é o operador Laplaciano.

4.1. Solugdo fundamental de placa de primeira ordem

A solucdo fundamental ¢ a resposta encontrada em um ponto genérico “p” de um domi-

({2l

nio devido a uma carga unitaria aplicada a outro ponto “q” deste dominio.

Dominio infinito

Figura 6 - Representacdo do dominio, pontos de carregamento “q” e de deslocamentos “p”

No caso de placas a solugdo fundamental serd o deslocamento w* num ponto de coor-

denadas {x(p),y(p)} devido a uma carga unitaria aplicada ao ponto de carregamento de coor-
denadas {x(a),y(a)}-

A solucdo fundamental sera obtida a partir da equacao:
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r2piw = 242 (4.1.1)

A solucdo fundamental w* é obtida a partir da equacao diferencial — 4.1.1 aplicada a to-

[IPb]

dos o0s pontos do dominio exceto ao ponto de carregamento “q”.

Apos algumas manipulagdes algébricas chega-se a solucao fundamental:

w* = %(lnr — %) (4.1.2)
onde:
r={lx(p) - x(@OP+ [y(@) — y @1*}/2 (4.13)

4.2. Equac0es Integrais para Flex&do de Placas

Na formulacdo do Metodo dos Elementos de Contorno sdo necessérias equagdes Inte-

grais que envolvem as solugdes fundamentais obtidas anteriormente.

Sua obtencgéo pode ser feita atraves do Teorema de Reciprocidade de Betti, que aplicado
em uma placa submetida a carregamentos ndo simultaneos g e g*, ddo origem a dois estados

de tensdo e deformacéo distintos.
f & dV = fa g;dV Lj=123.. (4.2.1)

Assim obtém-se as equacdes integrais referentes ao deslocamento w(q):

ow
w(q) + f {V*w - M, } dar
l" a
N, o
+ ZR:L'WCL' = f {Vn Mn W} ar + ZRCLWCI. + f gW*ng
i=1 r Q4
(4.2.2)
A equacdo 4.2.2 sera valida apenas para os pontos “q” do dominio, entretanto, sdo ne-

cessarias equagdes integrais para pontos “Q” do contorno.

Seja a figura abaixo, onde 0 ponto “Q” inicialmente encontra-se sobre o contorno. De-
vido a um acréscimo de um contorno circular de centro em “Q”, agora este ponto pertence ao

dominio.
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Figura 7 - Acréscimo de um contorno circular

Apo6s a modificacdo do dominio da placa, a equacdo integral anterior do deslocamento
para o ponto “Q”, a medida que o raio se aproxima de zero o ponto “Q” se aproxima do con-

torno e na condigo limite, tem-se que:

w(Q) + limr_o f,_p (V' (@ P)W(P) — M;(Q,P) 2= (P)}dr(P) +

lime_ [, {Vi' (@, PYW(P) — M;(Q,P)5-(P)}dI. (P) + %" Ry (Q P)wei(P) +

tim [(Re3- (@, PYwea-(P) + (RE,+ (@ Pweze (P))] = limro f,_ {1 (Q, PYW" (P —
M, (P)5=(Q, P)} I (P) + lime_g [, {V;,(Q, P)w*(P) — M, (P) 5= (Q, P)} I (P) +
it Rei (PG (Q,P) + Um[(Rez-(PIwz-(Q, P)) + (Repe (PIwy+ (@, P))] +

Jo, 9@Ww" (Q,p)d(p) (4.2.3)

Ap0s os célculos dos limites tem-se:

KQw(Q) + [ {Vir (0, P)w(P) — M; (@, P) 22 (P)} dT(P) + 511 RY; (Q, P)we, (P) =

[ { @, Pyw (P) = M, (P) 2= (@, P)} AT (P) + 21" Ry (P)wei(Q, P) +
Jo, 9(PIW" (Q, P)A(P) (4.2.4)
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5. METODO DOS ELEMENTOS DE CONTORNO

As equacdes integrais do deslocamento sdo praticamente impossiveis de serem resolvi-
das analiticamente. Uma alternativa € a resolucdo destas equacgdes através de métodos numé-

ricos, transformando-as em equagdes algébricas.

Utilizando-se o Método dos Elementos de Contorno, essa transformacéo € feita dividin-
do-se o contorno da placa em segmentos, os quais recebem o nome de “elementos de contor-
no” onde os deslocamentos e esforgos nestes pequenos segmentos sdo aproximados por fun-
cOes interpoladoras, que fornecem os valores dos deslocamentos e esforgos, de pontos do e-

lemento, em funcéo dos seus valores nodais.

Nés geométricos do elemento = extremidades do elemento

Elemento de Contomo / e

Figura 8 - Discretizac@o do contorno da placa (apenas elementos lineares)

Assim, cada equacdo integral terd sua correspondente equacédo algébrica, podendo-se
definir um sistema de equacgdes nos pontos de contorno. Sabendo-se as condic¢des de contorno
dos problemas, o sistema € resolvido em termos dos valores de contorno, podendo-se posteri-

ormente, extrapolar os resultados para todo dominio.

Com o proposito de facilitar os calculos das integracfes numeéricas, expressam-se as co-

ordenadas de cada ponto “P” de um elemento “j”, em fung¢do das coordenadas locais homogé-

neas em termos de matrizes.

x(P) = 7 (P)X" (5.1)



28

onde,

x(P) = {2 Eg} (5.2)

@' (P) 0

PP = {_ 0 ¢T(P)} (5.3)
()

XV = 4’“11 } (5.4)

X3

)

O indice N é utilizado para indicar valores nodais. x;" ¢ coordenada nodal do né “N” na

[13%2]

direcao “i”.

O vetor da funcéo interpoladora é dada por:

o) = {35 59

onde,

$1(P)=2(1-§) (5.6)

$2(P) = (1+9) (5.7)
A X4

. g
NG2 (Xi,X3)

o

=]

1
K] ,‘l[l

Figura 9 - Descricdo geométrica o elemento linear
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De maneira andloga a geometria, podem-se expressar as variaveis u(P) e p(P) (desloca-
mentos e esfor¢os) sobre cada elemento, através de funcdes aproximadas “®” e valores nodais
Uep".

u(P) = ¢"(PYU" (5.8)
p(P) = ¢ (P)PV (5.9)

ou escrita explicitamente:

(U}
{Zig}:[%ém Py ¢12P)¢22P)]<ZZZ J¥ (5.10)
\U2
(Pf}
{gflg}: [(pl(gp) ¢2(§P) ¢fép>¢2(ép)]<,’§§ J¥ (5.11)
\P3

[13%4]

Assim, para um elemento qualquer “j”, os deslocamentos e esfor¢os nos pontos nodais

serao:
uy (P) = w(P) Ul =w! U? = w? (5.12)
LP) =2rE)  p= = (5.13)
on on on
p1(P) =V, (P) Pl=V!  PP=W (5.14)
p2(P)=M,(P) Pi=My  P;=M; (5.15)

A equagdo integral do deslocamento w(Q), de um ponto “Q” qualquer do contorno, po-

de ser escrita de forma genérica como:

CQu@ + [ 7 @PYUPIN(P) + ) pi (@ Pywea (P)
r i=1

N¢
= [w @Pperar®) + Y wri @ PR+ [ 9@ p)d0w)
r i=1 Q

(5.16)
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Onde os esforcos e os deslocamentos séo expressos atraves de varidveis generalizadas.

Assim, tem-se;

cQ) =1 (5.17)
u(Q) =w(Q) (5.18)
w(P) ( )
u(P) = { w } 5.19
=P
p(P) = {AI//}; ((I?)} (5.20)
p* (@, P) = {V; (Q,P) — M;(Q,P)} (5.21)
w'(Q.P) = {w'(@,P) - 2=(0,P)} (5.22)
P;(Q,P) =R; (Q,P) (5.23)
U (Q,P) =wg (Q,P) (5.24)
uy(Q,p) =w*(Q,p) (5.25)

Considerando-se o contorno da placa discretizado por “Ne” elementos e substituindo-se

as variaveis por suas aproximacdes, a equacao 5.16 fica:

C(Qu(Q) + X p*(Q, P)P" (PYar(P)U}" +
1 05(Q, Pywe (P) = Zi w* (Q, P)$" (PYAT (PR + X% ug; (Q, P)Ryi (P) +
Jo, 9P (Q,p)d (p) (5.26)

Portanto, impondo-se as condig¢oes de contorno a todos os “Ne” nds da equacao acima,
tem-se “2Ne” incognitas, 0 que torna necessario a utilizagdo de duas equagdes para cada no,

para definir um sistema de equaces lineares.
HU =GP +T (5.27)

O sistema de equac0es lineares pode ser resolvido levando-se todas as incognitas para o

primeiro membro, e todas as parcelas conhecidas para o segundo membro, obtendo-se:

AX=B (5.28)
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Onde X ¢é o vetor das incdgnitas procuradas, composto por deslocamentos e esforcos
nodais.
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6. PROGRAMA PLACAS2.FOR

O programa Placas2.for foi desenvolvido pelo Prof. Yzumi Taguti do departamento de

Engenharia Civil da Faculdade de Engenharia de Guaratingueta — UNESP.

Este programa calcula os esforgos numa placa delgada aplicando o Método dos Ele-
mentos de Contorno e serd utilizado neste trabalho para obtencdo das solucgdes pretendidas.

6.1. Entrada de dados

E feita a leitura de todos os dados através de um arquivo (*.dat), para definir o proble-

ma:

a) Sobre a discretizacdo pretendida: NUmero de nés, de elementos, coordenadas nodais,
incidéncia dos elementos, dos nos e tipo de elemento (linear, constante ou parabdlico)

e condicGes de contorno;
b) Carregamentos e condi¢Oes de contorno: valor da carga, regido da aplicagédo da carga;

c) Caracteristicas dos materiais: Modulo de Elasticidade do material, E, coeficiente de

Poisson, v.

6.2. Montagem dos sistemas de equaces: sub-rotina matpd2.for

As matrizes H, G, Hc e Gc sdo geradas através da sub-rotina MATPD2.FOR. As inte-
gracOes necessarias sao realizadas pela sub-rotina INTPD.FOR. Apds a obtencdo dessas ma-
trizes sdo impostas as condigdes de contorno do problema, o que permite a obtengdo das ma-
trizes Ac e Bc.

6.3. Resolucdo do Sistema de Equacdes Algébricas: sub-rotina GAUPD.FOR

A resolucdo do sistema de equacdes ¢ feita pelo processo de Gauss, obtendo-se assim o
vetor das incdgnitas no contorno, Xc. Este vetor pode conter esforgos ou deslocamentos nos

nos do contorno e de canto.

6.4. Calculo dos Esforcos no Contorno e Deslocamentos nos Pontos Internos e do
Contorno

Ap0s a obtencdo das incdgnitas no contorno, realizado pela sub-rotina GAUPD2, ob-

tém-se os deslocamentos em pontos internos, realizados pela sub-rotina SAINCOG.FOR.
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6.5. Célculo dos Esforgos, Mx, My e Mxy, nos Pontos Internos

ApGs o conhecimento das incdgnitas no contorno, os momentos fletores e de tor¢do nos
pontos internos sdo obtidos pela sub-rotina ESFORIND2.FOR. As integracdes necessarias sao
realizadas através da sub-rotina INTIND.FOR.
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7. APLICACOES PRATICAS

Para a aplicacdo do MEC, serdo apresentadas as situacdes especificas em que a aplica-
cdo das tabelas de calculos de Czerny possui limitacdes para a determinagdo dos esforcos que
represente a situacdo mais proxima da realidade. Para cada exemplo serdo mostrados os esfor-
cos determinados pelos dois métodos propostos, tanto 0 método numérico em questdo quanto
0 método tradicional através das tabelas de Czerny para sua devida analise e comparacdo dos

resultados obtidos.

7.1. Exemplo 1 — Laje retangular com carga de alvenaria apoiada diretamente
sobre a laje

Para este exemplo sera apresentada uma situagdo em que a alvenaria estd apoiada dire-
tamente sobre a laje de 10 cm de espessura e totalizando uma carga de 6,25 kN/m?. Conside-
rando o peso préprio da laje de 2,5 kN/m?, a sobrecarga de 1,5 kN/m? e alvenarias com carga
distribuida por toda 4rea da laje de 1,4 kN/m? e restante da carga para revestimento e forro.
Para o calculo dos esforcos sera considerada que a laje esté isolada e com as devidas vincula-
¢Bes no contorno. Para casos em que a laje deveria ser continua sera considerada que a borda
esta engastada (representada por linhas duplas) e para casos de ndo continuidade a borda da
laje sera considerada apenas apoiada (representada por linhas simples).

500cm

300cm

LAJE 1

Figura 10 - Laje isolada com dois lados engastados e dois lados apoiados

Primeiramente seré realizada a aplicacdo do MEC para situacdo em que a carga da alve-

naria € distribuida por toda a area da laje 1, semelhante as consideracGes quando se utiliza as
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tabelas de célculo de Czerny. Realiza-se este procedimento para comparacgéo e validacdo dos

resultados obtidos pelo MEC.

Para aplicacdo do MEC, deve-se discretizar o contorno da laje. Neste caso foram reali-
zadas duas discretiza¢6es, uma malha com poucos elementos e outra com a discretizacdo mais
refinada. Espera-se que 0s resultados sejam muito préximos para as duas situacdes, confir-
mando a ndo necessidade de um alto refinamento na malha para obtencéo de resultados satis-

fatorios.

A malhal possui 72 elementos e 76 nos externos. J& a malha2 possui 144 elementos e
148 nbs externos. Ambas as malhas possuem 35 nds internos onde sao calculados os esforgos

e deslocamentos.

Ap0s a discretizacdo das malhas, cria-se o arquivo de dados *.dat, que contém as infor-
macOes geometricas, condigdes de contorno, propriedades mecénicas dos materiais e carre-

gamentos de cada malha para a utilizagdo do programa PLACAS2.

Este programa fara a leitura dos dados e o calculo através do MEC e os resultados serdo
apresentados na forma de tabelas. Neste trabalho foi feito o tratamento dos resultados utili-
zando a ferramenta grafica do Excel que serdo apresentados a seguir.

Seguem-se as malhas discretizadas:

63 60 T A4 51 48 45 42 39

Bd F T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T 7 38
1035 106 107 108 108 110 m i

66 + + + + + + + -4 36
ag @ 100 11 10z 103 104 i

Ba + + + + + + + 4 34
a a2 1-k] a4 a5 % a7 i

70 - + + + + + + + 432
a4 a5 = 3] ar 88 =) a0 i

72 r + + + + + + + 4 30
77 78 ™ &80 &1 a2 83 i

T4 + + + + + + + 4 28
1 4 7 10 13 16 19 22 25

Figura 11 - Malha 1 (72 elementos, 76 nos externos, 35 nos internos)
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123 117 111 105 99 93 87 81 75

24 - T T T T T T T T T T T T T T T T iy
177 178 178 130 18 182 183 i

1281 + + + + + + + 470
170 7 172 173 174 173 176 i

132} + + + + + + + —166
163 164 165 166 167 163 169 i

136} + + + + + + + 462
156 157 158 159 180 161 162 i

140¢ + + + + + + + 458
148 150 15 152 15 15 155 i

1461 + + + + + + + +154

“ek ., oL 450
1 7 13 19 25 31 v 43 E |

Figura 12 - Malha 2 (144 elementos, 148 no6s externos, 35 nos internos)

7.1.1. Resultados obtidos pelo MEC
7.1.1.1. Malhal

Na malha 1, cada elemento possui 25 cm de comprimento, assim sabe-se que as coorde-
nadas na dire¢do x variam de 0 a 600 cm e as coordenadas do eixo y variam de 0 a 300 cm, a
origem no canto 1 (C1), como mostrado em figura abaixo. Para a interpretagdo dos resultados
foram definidos cortes horizontais passando pelos pontos internos para definicdo dos momen-
tos nestes pontos. Para os momentos paralelos a borda horizontal inferior foi representado pe-
lo corte Myn1 definido do nd 1 ao n6 25, para os momentos no interior da laje, sdo represen-
tados pelos cortes de Mx1 até Mx5, que comegcam na borda vertical esquerda até a borda ver-
tical direita do desenho e finalmente os momentos paralelo a borda horizontal superior dado

por Myn2.
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Y
wynz | gi ?3 8.0 5.? - 5.4 5.1 4I8 4.5 4.2 3? ;33
M){ﬁ 88 I 1-26+ 1-3:_ 1-3:_ 1-:ﬁ+ 1-31 11-J+ 111+ | 38
qu, 88 I 96+ 99+ 1-3-1 1-J1+ I-Ji "35+ 1-J4+ | 34
Mx3 |— 0| 9|+ B . 95+ 94+ 95+ EL . 9?+ I ]
Mx2 |— - : &4- E . as+ a.'-+ aa+ EE] . 93_‘- 1 5 #
mxt L g | i o " g 7 - g {28 —1
Myn1 | 76 b . . . L . L 26 X
c1 1 4 7 10 13 16 19 22 25 C2
Figura 13 - Representagdo dos cortes passando pelos nos internos na dire¢do horizontal
Momentos Fletores da Malha 1 (kN.cm/cm)
N6 _mynl | Mynl |[N6 mxl| Mx1l N6 _mx2 Mx2 N6_mx3 Mx3
1 0,748 74 0,000 72 0,000 70 0,000
4 4,057 77 -0,156 84 -0,895 91 -1,269
7 5,777 78 0,078 85 -0,795 92 -1,281
10 6,450 79 0,219 86 -0,633 93 -1,119
13 6,516 80 0,241 87 -0,597 94 -1,075
16 6,035 81 0,158 88 -0,681 95 -1,151
19 4,736 82 0,011 89 -0,721 96 -1,151
22 2,289 83 0,066 90 -0,062 97 -0,085
25 0,017 28 1,189 30 3,220 32 4,439
N6_mx4 Mx4 [NO_mx5| Mx5 |N6_myn2 Myn2
68 0,000 66 0,000 63 0,000
98| -1,255 105 -0,833 60 0,000
99| -1,305 106 -0,857 57 0,000
100 -1,172 107 -0,777 54 0,000
101 -1,133 108 | -0,752 51 0,000
102 -1,190 109 -0,785 48 0,000
103 -1,125 110 -0,744 45 0,000
104| -0,119 111 -0,142 42 0,000
34 4,430 36 3,005 39 0,000

Tabela 1 - Valores dos Momentos Fletores da Malha 1
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Com auxilio dos gréaficos pode-se visualizar melhor as distribuicdes dos esforgos pela

laje ao longo dos cortes realizados:

Momento Fletor kN.cm/cm

7,0000

6,0000

5,0000 —e—Mynl
4,0000 —=—Mix1
3,0000 ——Mx2
2,0000 —>=Mx3
1,0000 —¥=Mx4
0,0000 a——f—n_. ) M
10000 0 0600 Myn2
-2,0000

Comprimento da Laje (cm)

Figura 14 - Grafico Distribuicdo dos Momentos Fletores da Malha 1

Superficie momentos fletores malha 1

-2,0000-0,0000 £10,0000-2,0000 [32,0000-4,0000
0 4,0000-6,0000 06,0000-8,0000

8,0000

6,0000

4,0000

2,0000

0,0000

-2,0000 075

Mx4

Myn1l

150-925 300-375

450- 525 600

Figura 15 - Gréfico Distribuicdo dos Momentos Fletores da Malha 1 em forma de superficie tridimensional



7.1.1.2. Malha 2
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Na malha 2 foram realizados cortes horizontais passando pelos pontos internos da malha

de maneira semelhante a apresentada anteriormente como seguem.

v

Myn2| Calizs w17 1 109 © 93 87T 8 ?;_353

Mxs L 128: " " ot it gt . "% 0 —

Mxd L q3] o o o o 7 y " B0y J—

mx2 L 440} " A = % % oy % Js8e ——

Myni | 148:. . . . . e . %0 X
1 7 13 19 75 3 37 13 1

C1

cz2

Figura 16 - Representacgdo dos cortes passando pelos nos internos na dire¢do horizontal

Seguem os resultados dos momentos obtidos ao longo dos cortes:

Tabela 2 - Valores dos Momentos Fletores da Malha 2

Momentos Fletores da Malha 2 (kN.cm/cm)

R N6 mynl | Mynl | N6 mx1 | Mx1 | N6 mx2 | Mx2 | N6_mx3 | Mx3
1 0,403 144 0,000 140 0,000 136 0,000
7 4,038 149 |-0,156 156 -0,895| 163 |-1,269
13 5,820 150 0,079 157 -0,795| 164 |-1,281
19 6,510 151 0,219 158 -0,633| 165 |-1,119
25 6,575 152 0,241 159 -0,597| 166 |-1,075
31 6,094 153 0,158 160 -0,681| 167 |-1,151
37 4,778 154 0,011 161 -0,721| 168 |-1,111
43 2,272 155 0,066 162 -0,062| 169 |-0,085
49 0,002 54 1,176 58 3,223 62 4,398
N6_mx4 | Mx4 | N6_mx5 | Mx5 | N6_myn2 | Myn2
132 0,000 128 0,000 123 0,000
170 -1,255| 177 |-0,833 117 0,000
171 -1,305| 178 |-0,857 111 0,000
172 -1,172| 179 |-0,777 105 0,000
173 -1,133| 180 |-0,753 99 0,000
174 -1,190| 181 |-0,785 93 0,000
175 -1,125| 182 |-0,744 87 0,000
176 -0,119| 183 |-0,142 81 0,000
66 4,421 70 2,943 75 0,000



Seguem-se abaixo as representacdes graficas da variagcdo dos esforcos:

8,000
7,000
6,000
5 —e—Mynl
5,000
5 —a—Mx1
Z 4,000
£ 3,000
2 == VX3
S 2,000
s == MXx4
£ 1,000
o =@ Mx5
= 0,000
Myn2

-1,000
-2,000

Comprimento da Laje (cm)

Figura 17 - Grafico Momentos Fletores Malha 2

Superficie Momentos Fletores Malha 2

-2,000-0,000 10,000-2,000 12,000-4,000 J4,000-6,000 O6,000-8,000

Figura 18 - Grafico Distribuicdo dos Momentos Fletores da Malha 2 em forma de superficie tridimensional.
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7.1.2. Resultados obtidos pelas tabelas de Czerny

Para os calculos dos esforcos numa laje utilizando as tabelas de Czerny tém-se nove si-
tuacOes de vinculagdes para as bordas das lajes. Para cada uma das nove possibilidades de
vinculagdes os pardmetros ax ou ay (momentos positivos) e px e py(momentos negativos),
oferecidos pelas tabelas para o célculo dos esforgos, variam com a relagéo de ly/Ix, sendo ly o
maior lado da laje e Ix 0 menor lado. Na presente situacdo analisa-se o caso de duas bordas
engastadas e duas bordas apoiadas, pois, calculam-se os esforcos para a Laje 1 ja apresentada
anteriormente, através das seguintes equac@es, considerando a carga de p= 6,25 kN/m2, dis-
tribuida por toda laje e coeficiente de Poisson igual a 0,2 e mddulo de elasticidade igual a
2380 KN/mz2.

M :pxlf M pxl’

" ax ’ OCy ﬂx ’ ﬂy
Pontanto tem-se:
laje Ix(m) ly(m) ly/1x
1 3,00 6,00 2,00
Para ly/Ix igual a 2 tem-se:
ax ay b x by
17,1 40,2 8,4 12,2

Os momentos obtidos pelas equacdes acima sdo:

Mx(KN.m/m) | my(kN.m/m) | mbx(kN.m/m) | mby(kN.m/m)
3,29 1,40 6,70 4,61

Estes valores sdo os esforcos maximos solicitados na laje em questdo. E importante a-
tentar para o fato que os momentos obtidos por Czerny sdo orientados em relacdo ao tamanho
dos lados ly e Ix, sendo ly sempre o maior lado da laje, ou seja, neste caso e o vetor que repre-
senta my sera perpendicular ao maior lado da laje e o vetor que representa 0 mx sera perpen-

dicular ao menor lado da laje.
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7.1.3. Validacéo dos resultados obtidos pelo MEC

Primeiramente observa-se que as diferentes discretizacfes apresentam valores de mo-
mentos fletores muito proximos, ou seja, ndo existe a necessidade de um alto grau de refina-
mento das malhas dos elementos de contorno para se obterem valores satisfatorios dos esfor-
cos. Pode-se comparar os valores ao longo do corte Mx4 que provavelmente oferece os ma-

ximos valores dos momentos fletores no interior e na borda da laje, perpendiculares ao maior

lado da laje.

N6_mx4 | Mx4
68 0,000
98 -1,255
99 -1,305

100 -1,172
101 -1,133
102 -1,190
103 -1,125
104 -0,119
34 4,430

Tabela 3 - Momentos na direc¢éo do corte Mx4 da Malha 1

NO mx4| Mx4
132 0,000
170 | -1,255
171 -1,305
172 | -1,172
173 | -1,133
174 | -1,190
175 | -1,125
176 | -0,119
66 4,421

Tabela 4 - Momentos na direc¢ao do corte Mx4 da Malha 2

Observa-se que os valores dos maiores momentos no interior da laje fica em torno de
1,3 kN.cm/cm para as duas discretizagbes e 0s momentos nas bordas ficam em torno de 4,4

kN.cm/cm.

Comparando estes resultados com os resultados obtidos pelas tabelas de Czerny pode-se
validar a precisdo dos resultados obtidos, pois 0s mesmos apresentam as mesmas condicoes
de contorno e valores muito proximos para os esforgos obtidos. Os valores obtidos por Czerny
sdo: 1,4 KN.m/m para o maximo valor no interior da laje para 0 momento perpendicular ao

maior lado da laje e 4,6 kN.m/m para a borda.
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Portanto valida-se os valores obtidos pelo método dos elementos de contorno como sa-

tisfatdrio para a situacdo semelhante as condicdes de contorno de CZERNY.

7.1.4. Aplicacdo do MEC para cargas das alvenarias concentrada

Como justificativa para utilizacdo do MEC tem se a possibilidade de aplicacdo do mes-

mo para situacdes especificas como introduzido neste trabalho. Portanto para o exemplo 1 a-

presenta-se a situacdo em que as alvenarias que sdo descarregadas diretamente sobre as lajes

serdo consideradas somente na regido onde as mesmas estdo localizadas, ou seja, uma simula-

cao da situacdo real, o que os métodos de célculos por tabelas ndo permitem.

Para tanto considera-se a carga de 37,7 kN/m? distribuida somente na &rea ocupada pela

alvenaria sobre a laje.

Utilizando as discretizagdes anteriores agora com a representagdo das alvenarias somen-

te onde serédo aplicadas tem-se as seguintes representagoes.

63 60 57 54 51 48 45 42 39
Myn2 | s — . -
i 105 106 107 108 108 110] in i
Mxs L g | + + 4 + + . + lag — |
i =1 @ 100 101 102 103 104 1
Mt L gg | + + + + + ; + {34 —
a1 o a3 a4 =3 =13 ar 1
M3 L gt + + + N + 7 + 132 —
I 4 a8 =x av a3 a9 = i
M2 L 72t + + + + + 4/ G 30 —
v T8 79 a0 a1 a2 a3 i
Mad L 7| + + + + + % + {28 —
Myn1 | 76 L . R
1 4 7 10 13 16 19 22 25

Figura 19 - Discretizagao da malha 1 com alvenaria concentrada



Agora para a malha 2 tem-se:
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{54
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T A T

M L g3 o o G o T N

mwa L 135: “ " % '66+ 7 16&% %
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Figura 20 - Discretiza¢do da malha 2 com alvenaria concentrada
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Com as mesmas consideracOes aplicadas anteriormente para as discretizacoes, referen-

tes aos cortes e suas orientacOes para a correta leitura dos resultados, tem-se os resultados ob-

tidos pelo MEC apresentados a seguir. Para a malha 1 tem-se.

Momentos Fletores da Malha 1 (kN.cm/cm)

Tabela 5 - Momentos fletores malha 1 com alvenaria concentrada

(@R N6 mynl | Mynl | N6 mx1 | Mx1 | N6 mx2 | Mx2 | N6_mx3 | Mx3
1 0,585 74 0,000 72 0,000 70 0,000
4 3,175 77 -0,109 84 -0,671 91 -0,954
7 4,581 78 0,094 85 -0,559 92 -0,921
10 5,292 79 0,244 86 -0,382 93 -0,743
13 5,812 80 0,325 87 -0,323 94 -0,719
16 6,471 81 0,270 88 -0,612 95 -1,161
19 7,331 82 -0,644 89 -1,986 96 -2,561
22 3,301 83 0,045 90 -0,439 97 -0,255
25 0,001 28 1,670 30 5,380 32 5,936

N6_mx4 | Mx4 | N6_mx5 | Mx5 | N6_myn2 | Myn2
68 0,000 66 0,000 63 0,000
98 -0,945| 105 |-0,629 60 0,000
99 -0,946| 106 |-0,625 57 0,000
100 -0,802| 107 |-0,541 54 0,000
101 -0,800| 108 |-0,542 51 0,000
102 -1,225| 109 |-0,789 48 0,000
103 -2,467 | 110 |-1,710 45 0,000
104 -0,118| 111 |-0,083 42 0,000
34 5,414 36 3,480 39 0,000



Podem ser melhor visualizados pelos graficos a seguir:

8,000
6,000

§ —o—Mynl

N

§ 4,000 —=Mix1

=

o = MX2

£ 2,000

2 =>é= VX3

o

—

S 0,000 P& —H—=Mx4

é =@ Mx5
-2,000 Myn2

Figura 21 - Grafico Momentos Fletores Malha 1 — Alvenaria concentrada

Carga Alvenaria Concentrada

-4,000-1,000 [©1,000-6,000 [O6,000-8,000

Figura 22 - Grafico — Superficie 3D Momentos Fletores Malha 1 Alvenaria concentrada
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Para malha 2 séo determinados os seguintes resultados:

Momentos Fletores da Malha 2 (kN.cm/cm)

Tabela 6 - Momentos fletores malha 2 com alvenaria concentrada

Seguem os gréaficos para melhor visualizacdo da distribuicdo dos momentos fletores:

Momento Fletor kN.cm/cm

8,000

6,000

4,000

/

—o—Mynl

2,000

0,000

-2,000

-4,000

Comprimento da Laje (cm)

- Mx1
== MXx2
=>e=Mx3
== Mx4
=0—Mx5

Myn2

Figura 23 - Gréafico — Momentos Fletores Malha 2 Alvenaria concentrada

Mynl | N6_mx1 | Mx1 | N6O_mx2 | Mx2 | N6_mx3 | Mx3
0,314 144 0,000 140 0,000 136 0,000
3,161 149  |-0,109 156 -0,672| 163 |-0,955
4,614 150 0,094 157 -0,559 | 164 |-0,922
5,341 151 0,244 158 -0,382| 165 |-0,743
5,861 152 0,325 159 -0,323| 166 |-0,719
6,521 153 0,270 160 -0,612| 167 |-1,161
7,329 154 |-0,645 161 -1,986| 168 |-2,561
3,282 155 0,045 162 -0,439| 169 |-0,255
-0,008 54 1,684 58 5,351 62 5,907

N6 mx4 | Mx4 | N6_mx5 | Mx5 | N6_myn2 | Myn2

132 0,000 128 0,000 123 0,000

170 -0,946 | 177 |-0,629 117 0,000

171 -0,946| 178 |-0,625 111 0,000

172 -0,802| 179 |-0,541 105 0,000

173 -0,800| 180 |-0,543 99 0,000

174 -1,225| 181 |-0,789 93 0,000

175 -2,467| 182 |[-1,710 87 0,000

176 -0,118| 183 |-0,083 81 0,000

66 5,403 70 3,419 75 0,000

46
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Carga Alvenaria Concentrada

-4,000-1,000 [1,000-6,000 [6,000-8,000

Figura 24 - Gréfico Superficie 3D Momentos Fletores Malha 1 — Alvenaria concentrada

7.1.5. Analise e discuss@es dos resultados do exemplo 1
Para os métodos analisados tem-se dos seguintes esforcos representados pelos vetores

dos momentos fletores demonstrados nos seguintes desenhos:

MOMENTOS MAXIMOS - CZERNY

LAJE 1 £
i S
=
e
[am ]
<
> £
3,29 kN.m/m £
=
0
b
©
6,70 kN.mim

Figura 25 - Momentos Maximos Tabelas de Czerny
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MOMENTOS MAXIMOS - (MEC)
ALVENARIA DISTRIBUIDA POR TODA LAJE

LAJE 1

-
1,305 kN.cm/cm

o
3,521 kN.cm/cm

4,430 kN .cm/ecm

6,575 kN.cm/em

Figura 26 - Momentos Maximos MEC — carga da alvenaria distribuida por toda laje

MOMENTOS MAXIMOS - (MEC)
ALVENARIA CONCENTRADA NO LOCAL REAL

LAJE 1

-
2,561 KN.cm/cm

P
3,341 KN.cm/cm

5,936 kKN.cm/cm

P

7,331 kKN.cm/cm

Figura 27 - Momentos Maximos MEC — carga da alvenaria concentrada no local real

Observa-se que os valores para 0s momentos maximos para as situacdes em que a carga
da alvenaria esta totalmente distribuida pela area da laje, realmente apresentam-se muito pro-

ximos pelas tabelas de Czerny e para 0 MEC, como ja foi comentado anteriormente, verifica-

se a validade dos resultados obtidos pelo método numérico.
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Agora, analisando a situacdo especifica para carga da alvenaria localizada no local real,
percebe-se que houve o deslocamento da regido de maior esforco para a area imediatamente
abaixo da alvenaria. Verifica-se que houve um aumento do esfor¢co dos momentos das bordas
e do momento perpendicular ao maior lado da laje. Portanto os valores encontrados para a
carga da alvenaria no local real apresentam os valores mais realisticos, que ndo sdo possiveis

serem obtidos pelas tabelas de Czerny.

7.2. Exemplo 2 — Laje parcialmente engastada e apoiada

Reutilizando a geometria da laje discutida anteriormente, altera-se a condi¢do de vincu-
lacdo de uma das bordas para a simulagao do célculo de esforgos em outra situacéo particular,
deixando uma das bordas engastadas, parcialmente apoiada. Muitas vezes por questdes arqui-
tetdnicas depara-se com esta situacdo, a qual ndo se dispde das tabelas tradicionais de calculo

para este caso.

apoio simples

LAJE 1

engaste

Figura 28 - Laje parcialmente engastada e apoiada

7.2.1. Resultados obtidos pelo MEC

Tal situagdo pode ser perfeitamente representada com auxilio do MEC. Utilizando a ma-
Iha 2 anteriormente apresentada, faz-se alteraces nas condi¢Ges de contorno, liberando o mo-
vimento de rotacdo dos nés que se localizam na borda que torna-se simplesmente apoiada.



Com as alteracOes pertinentes tém-se os seguintes resultados dos esfor¢os:

Momentos Fletores da Malha 2 Modificada (kN.cm/cm)

N6_mynl | Mynl | N6_mx1 | Mx1 | N6_mx2 | Mx2 | N6_mx3 | Mx3
1| 0,403 1441 0,000 140 0,000 136 | 0,000
7| 4,039 150 | -0,155 157 | -0,894 164 | -1,268
13| 5,823 151| 0,080 158 | -0,793 165 |-1,278
19| 6,519 152 | 0,221 159 | -0,629 166 | -1,114
25| 6,597 153 | 0,245 160 | -0,592 167 | -1,067
31| 6,140 154 0,162 161 |-0,680 168 |-1,148
37| 4,842 155| 0,009 162 | -0,743 169 | -1,144
43| 2,301 156 | 0,069 163 | -0,081 170 |-0,189
49| 0,002 54| 1,187 58| 3,300 62| 4,715

NO_ mx4 | Mx4 | N6_mx5| Mx5 | N6_myn2 | Myn2

132| 0,000 128 | 0,000 123 | 0,000
171| -1,254 1781 -0,833 118| 0,000
172 -1,303 179 -0,855 112| 0,000
173 -1,167 1801 -0,774 106 | 0,000
174 -1,123 181 |-0,746 100| 0,000
175| -1,180 182 |-0,774 94| 0,000
176| -1,137 1831 -0,732 88| 0,000
177| -0,304 184 |-0,271 82| 0,000
66| 12,195 70| 0,000 76| 0,000

Tabela 7 - Momentos Fletores Laje com borda parcialmente engastada

E pelos graficos observa-se:

14,000

12,000
5 8000 - —Mx1
=
£ 6,000 —A—Mx2
2 4,000 ——Mx3
@]
é 2,000 —H=Mx4
S 0,000 =M

Myn2
-2,000
-4,000 : :
Comprimento da Laje (cm)

Figura 29 - Gréfico Distribuicdo dos Momentos Fletores Lajes parcialmente esgastadas
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Mx Laje Parcialmente Engastada

-5,000-0,000 0,000-5,000 5,000-10,000 [110,000-15,000

Figura 30 - Grafico Superficie 3D Momentos Fletores — Laje parcialmente engastada

7.2.2. Resultados obtidos pelas tabelas de Czerny

Para estes casos, realizam-se simplificacfes para a utilizacdo dos calculos pelas tabelas,
pois as mesmas sO oferecem condi¢des em que as bordas encontram-se completamente em
uma unica situacdo de vinculacdo. Neste caso considera a borda totalmente engastada e se ob-

tem resultados semelhantes aos obtidos pelas tabelas de Czerny no exemplo anterior.

Os momentos fletores obtidos foram:

mx(kN.m/m) | my(kN.m/m) | mbx(kN.m/m) | mby(kN.m/m)
3,29 1,40 6,70 4,61

7.2.3. Analise e discussdes dos resultados do exemplo 2

Observa-se que os momentos determinados no interior da laje e até mesmo o momento
da borda completamente engastada sdo proximos, determinados pelo MEC e as tabelas. Po-
rém verifica-se que houve um pico de esforco exatamente no ponto onde as vinculagdes so-

frem transicéo.

Neste exemplo evidencia-se uma situagdo em que héa negligéncia em relacéo a este au-

mento brusco de esforgo, aplicando as simplificacfes préticas.
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7.3. Exemplo 3 — Laje circular representando fundo de reservatorio

Neste exemplo calculam-se os esfor¢cos em uma laje circular com 4 m de diametro e car-
regamento simulando um reservatorio, ou seja, com o carregamento de uma coluna de agua de
4 m sobre a laje, distribuido por toda a area da laje com a borda engastada representando o

travamento com a parede do reservatorio.

Né&o existe a possibilidade de calculos dos esfor¢os para lajes circulares utilizando as ta-
belas, portanto o que consegue-se sao apenas aproximacdes grosseiras utilizando os casos de

lajes quadradas com as quatro bordas engastadas.

7.3.1. Resultados obtidos pelo MEC

Para o0 exemplo foi discretizada a borda da laje circular em 40 elementos e 80 nos exter-
nos e 13 nos internos, cada extremidade dos elementos definiam-se nds duplos pela mudanca

de direcdo do mesmo.

Figura 31 - Discretizagdo laje circular (40 elementos, 80 nos externos e 13 nds internos)

A partir da discretizagdo apresentada, cria-se 0 arquivo de dados para o calculo dos es-

forcos utilizando o programa placas?2.



Os esforgos obtidos sdo o0s seguintes:

Momentos Fletores - Laje Circular (kN.cm/cm)

x (cm) | y(cm) | NO Mx My
-200 0 40 21,07850 0,00000
-150 0 81 -6,219058 -15,781832
-100 0 82| -16,844101 -21,094193

-50 0 83| -23,219125 -24,281653
0 0 84| -25,344138 -25,344138
50 0 85| -23,219125 -24,281653
100 0 86 | -16,844101 -21,094194
150 0 87 -6,219058 -15,781832
200 0 1 21,07850 0,00000
0 -200 | 61 0,00000 21,07850
0 -150 | 88| -15,781832 -6,219058
0 -100 | 89| -21,094193 -16,844101
0 -50 |90 | -24,281653 -23,219125
0 0 84| -25,344138 -25,344138
0 50 91| -24,281653 -23,219125
0 100 |92 | -21,094194 -16,844101
0 150 |93 | -15,781832 -6,219058
0 200 |20 0,000000 21,07850

Tabela 8 - Momentos Fletores para laje circular
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Através do gréafico pode-se observar um comportamento esperado para a distribuicdo

dos esforgos dos momentos fletores, ou seja, 0s momentos nas direcdes dos eixos X e y sdo

simétricos, portanto sdo idénticos:

cm/}.
= N
o k)
[em] O
(em] O
[»] [en)
[em] (em)
O D

o/zo

00 \ -100 1
0.00000

MomentQFletor kN.

1
\.\L , /./
20-00000

U, U00UyU
20-00000
oY

o~ , JUUUU L.
Diametro do Reservatorio (cm)

== MX
—— My

Figura 32 - Gréfico Distribuicdo dos Momentos Fletores da Laje Circular
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7.3.2. Resultados obtidos pelas tabelas de Czerny

Para o exemplo utiliza-se uma aproximacéo da situacao real adotando uma laje quadra-
da de lados de 4 m e todos engastados. Esta improvisacdo € necessaria, pois as tabelas de
Czerny ou qualquer outro metodo tabelado, ndo oferece possibilidade de calculos para lajes

circulares. Para laje em questdo tem-se:

laje Ix(m) ly(m) ly/1x
2 4,00 4,00 1,00

Portanto, os parametros séo:

ax ay b x by
47,3 47,3 19,4 19,4

E os esforgos determinados séo:

mx(KN.m/m) | my(kN.m/m) | mbx(kN.m/m) | mby(kN.m/m)
14,38 14,38 35,05 35,05

7.3.3. Célculo da laje quadrada pelo MEC

E interessante a comparacéo dos valores obtidos pelo MEC para laje circular, com valo-
res para a laje quadrada também calculada pelo MEC. Com esta comparacdo pode-se observar
a variacdo dos esforcos através do corte realizado, passando pelo centro da laje quadrada.
Também pode-se perceber a semelhanca dos valores obtidos pelo calculo com tabelas e com o

MEC para a laje quadrada, que foi calculada com as mesmas condigdes de contorno.

Mx - Laje quadrada (lado 400 cm)
x(cm) | N6 Mx(kN.cm/cm)

-200 |40 34,536
-150 |81 7,107
-100 | 82 -6,731

-50 | 83 -12,742

0 84 -14,377

50 85 -12,742
100 |86 -6,731
150 | 87 7,107
200 1 34,536

Tabela 9 - Mx Laje quadrada lado 400 cm
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—o— Mx-Laje Circular

; Mx-Laje Quadrada
00 \ 100 100 / 200
0,00000—

oY, UovUyU

Diametro do Reservatorio (cm)

Momgnto Fletor kN.cm/cm

Figura 33 - Gréfico Variagdo dos Momentos para lajes circular e quadrada

Neste grafico é possivel observar claramente as diferencas dos esforgos entre a laje qua-
drada e a laje circular, ambas calculadas pelo MEC, através do corte passando pelo centro das

lajes.

7.3.4. Analise e discussdes dos resultados do exemplo 3

Observa-se que existe uma grande discrepancia entre os momentos obtidos pelo MEC e
as tabelas de Czerny, pois a aproximacao ao exemplo para determinacdo dos esforcos pelas
tabelas ndo representa muito bem a realidade. O modelo utilizado permite maior deformacao
no centro da laje devido a perca de rigidez do conjunto através das pontas que ndo caracteri-
zam as distribuicdes dos esfor¢cos homogeneamente ao elemento por completo, como acontece
fisicamente com a laje circular. Os esforcos calculados pelo MEC oferecem esforcos mais

proximos da realidade.

O deslocamento ou flecha calculado por Czerny é de w= - 1,3 cm e o deslocamento de-
terminado pelo MEC é de w= - 0,5 cm, deixando claro que o elemento circular é mais rigido.
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8. CONCLUSOES E RECOMENDACOES

Analisando as situacdes discutidas neste trabalho, fica evidente que as aplicacfes dos
métodos tradicionais sdo justificaveis até o ponto em que as variac@es das condicGes de con-
torno consideradas para as elaboragdes das tabelas préaticas, ndo saiam muito do contexto ana-
lisado, ou seja, tem-se os resultados satisfatdrios para os casos descritos nas condi¢des de con-

torno das tabelas referente as vinculagdes, formas geométricas, etc.

Para casos mais especificos é interessante uma precaucdo na utilizacdo de qual método
oferecerd o resultado mais confidvel, pois para certas situacdes negligenciam-se a economia
de materiais, mas em outras ocasides pode estar sendo colocada em risco a seguranga do pro-

jeto a ser executado.

Recomenda-se no procedimento deste estudo, que se desenvolva uma ldgica de aplica-
cao deste método numérico as lajes continuas. Assim os resultados poderdo ser mais realisti-
cos considerando por exemplo a analise das lajes de todo o pavimento de um edificio e ndo

por lajes isoladas como foi realizado neste estudo.
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