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Resumo

Neste trabalho estudamos os efeitos de multirefringéncia e excentricidades,
em trés regibes circulares no bilhar anular, na dindmica de um feixe de luz
monocromatica. Este estudo envolveu, inicialmente, definicbes da Lei de Snell-
Descartes, conceitos de espaco de fase, pontos fixos, caos e ressonancias para um
melhor entendimento das demonstragdes das equacdes dinamicas e dos resultados
e conclusdes das simulagées computacionais. Também definimos o que é um bilhar
anular com dois circulos e, com os estudos desse sistema dinamico, investigamos
como seria a dindmica de um feixe de luz monocromatica com mais um circulo
interno com indice de refragdo. Este bilhar com trés regides circulares forneceu um
conjunto grande de combinacdes de parametros uma vez que temos neste tipo de
bilhar dois raios, dois indices de refracdo e duas excentricidades (uma vez que, no
circulo mais externo, deixamos fixos esses parametros) e, com isso, fazendo
simulagées com combinacdées de alguns desses parametros, obtivemos alguns
resultados que estdo de acordo com o caso do bilhar anular com dois circulos
excéntricos, como por exemplo, mudanga na topologia quando se variam os indices
de refragdo e controle na intensidade do mar de caos quando se variam as

excentricidades.

Palavra-Chave

Sistemas dindmicos, multirefringéncia , caos, bilhar, ressonéncia isécrona.
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Abstract

In this work we study the effects of multirefringence and eccentricity in the
dynamic of a monochromatic light ray considering three circular regions in the
annular billiard. This study involved initially, definitions of the Law of Snell-Descartes,
concepts of phase space, fixed points, chaos and resonances for a better
understanding of the dynamic equations and statements of results and findings of
computer simulations. We also define what is an annular billiard with two circles and
with studies of this dynamic system we investigated how the dynamics would be a
beam of monochromatic light ray over an inner circle with index of refraction. This
billiard with three circular regions, provided a large set of parameter combinations
since we have this type of billiard, two radii, two indices of refraction and two
eccentricities (as in the outer circle, we fixed these parameters) and with so doing
simulations with some combinations of these parameters, we obtained some results
according to the case of the annular billiard with two eccentric circles, such as the
topology change when the indices of refraction vary and control the intensity of de
sea chaos when the eccentricities vary .

Key words

Dynamic systems, multirefrigence, chaos, billiards, isochronous resonances.
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Capitulo 1

Introducao

Em 1621, o matematico e fisico holandés Villebrord Snell (1580-1626) e
independentemente, o filésofo e matematico René Descartes (1596-1650),
propuseram uma lei em que relaciona a refracao de uma onda com o meio ao qual
ela penetra. Essa lei foi denominada de Snell-Descartes e relaciona os indices de
refracdo, ni e ny, a razdo das velocidades, vy e v, de propagacado da onda luminosa

em dois meios através da expressdo n,,= v, / v,. Assim, a lei mencionada se

resume de acordo com a seguinte equacio:
n,.sen (i) =n,.sen(r) , onde :

n,: indice de refracdo do meio 1;
n,: indice de refragdo do meio 2;
i- dngulo de incidéncia;

r: angulo de refracéo.
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Abaixo segue a visualizagdo geométrica de um raio que sofre refragcdo. A reta
paralela ao eixo y e perpendicular a superficie que divide os meios 1 e 2, denomina-

se normal.

Meio 1

Meio 2

Figura 1 — Visualizagdo geométrica de um raio de luz sofrendo refragéo e seus respectivos
angulos de incidéncia e refragéo.

s

A Lei de Snell-Descartes é util para aplicacbes em varios problemas de
diversas areas, como a astronomia, a prépria Oéptica, etc., porém, pela sua
particularidade e a dos proprios modelos, os sistemas de equagdes resultantes séo
nao-lineares e é extremamente dificil resolvé-los analiticamente. Da classe dessas
equacgles reside uma caracteristica que no século XVII ainda nao se percebia de
forma clara e tal peculiaridade se referia naquilo que conheceriamos mais tarde

como movimento cadtico.
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A existéncia desse movimento foi observada por Henry Poincaré (1854-1912)
no final do século XIX no famoso problema de trés corpos [1] que, posteriormente,
foi fortalecido pelas contribuicdes de G. D. Birkhoff (1884-1944) a teoria ergddica e
fundamentos da mecanica estatistica [2]. Nota-se, porém, que os trabalhos
desenvolvidos para sistemas dinamicos permaneceram isolados até meados do
século XX, devido a dificuldade do tratamento analitico das equag¢des nao-lineares.
Foi a partir de 1970, devido ao desenvolvimento de computadores, que o movimento
caotico foi estabelecido como uma propriedade geral de sistemas dindmicos nao-
lineares e caracterizado pela sensibilidade que as trajetorias possuem as ligeiras
modificacées das condicdes iniciais, ou seja: trajetérias préximas divergem uma das
outras, exponencialmente, no tempo. Apesar dos importantes resultados obtidos
entre o trabalho de Poincaré e a invengdes dos computadores, a possibilidade de se
investigar fendbmenos nao-lineares por meio de métodos numéricos
extraordinariamente rapidos revela-se, a cada trabalho, um campo fascinante.

Estudos de reflexao e refragdo sdo importantes em aplicagdes tecnolégicas
de materiais que possuem caracteristicas de refletividade e refringéncia, e esses
estudos servem para o aprimoramento ou desenvolvimento de novas técnicas em
areas, como a engenharia Optica; isto pode ser considerado como uma das
motivacdes para este trabalho, usando bilhares.

No capitulo 2, sera apresentado o conceito de bilhar anular e a apresentagéo
e comentario das equagdes dindmicas, considerando o caso em que o bilhar anular
possui dois circulos excéntricos.

No capitulo 3, sera uma extensao das ideias do capitulo anterior, onde sera
apresentado o bilhar anular com trés circulos excéntricos e as equacgdes dinamicas
encontradas. Pode-se considerar esse capitulo como a outra motivagao, digamos, a
mais importante para esse trabalho, com objetivo de estudar a extens&o do bilhar
anular com dois circulos excéntricos, acrescentando mais um circulo e, com isso,
obter resultados.

No capitulo 4, serdo expostos os resultados ora encontrados com seus
respectivos comentarios.

A conclusao sera baseada nos resultados expostos no capitulo 4.
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No final serd apresentado um apéndice com as demonstragdes das equagdes
expostas nos capitulos 2 e 3.

Abaixo, definiremos alguns conceitos que serdo essenciais para uma melhor
compreensao dos resultados e conclusdes. Tais conceitos foram baseados nas
referéncias [3], [4], [5] e [6].

Definicdo 1.1: No formalismo Hamiltoniano as coordenadas g, € momentos p, séo
tratados como variaveis independentes. O niumero de coordenadas n, que é sempre

igual ao nimero de momentos conjugados € o numero de graus de liberdade do

. . 2n . ~
sistema. O espago vetorial 3 , de dimensao 2n formado pelas coordenadas e

momentos € denominado espaco de fases.

Definicdo 1.2: Dizemos que f(x, ) =x Vne N é uma aplicacao iterada.

n+l?

Definicao 1.3: Um ponto ¢ num espaco de fase no qual f(c) = ¢ denomina-se ponto

fixo de uma aplicacao iterada f.

Defini¢cado 1.4: Um ponto fixo ¢ estara atraindo, se 30 >0: limx(r) =c sempre que

||x(0) — c|| <0.

Definicdo: 1.5: Dizemos que um ponto fixo ¢ sera estavel Liapunov, se

V8>O,35>O:||x(t)—c||<8 sempreque 1 =0 e ||x(0)—c|| <90.

Definicdo 1.6: Um ponto fixo ¢ sera assimptoticamente estavel, se ele estiver

atraindo e se for estavel Liapunov.
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Definigdo 1.7: Um ponto fixo ¢ num espaco de fase sera estavel, se uma sequéncia

de pontos x,, X,, X,,..., aproxima-se dele. Caso contrario, ele sera um ponto fixo

instavel. Senao, ele sera assimptoticamente estavel.

Definicao 1.8: Pontos fixos cujas trajetérias fechadas em torno deles sao elipses
num espago de fase sdo denominados pontos elipticos. Caso a trajetérias em torno

deles sejam hipérboles, eles serao denominados pontos hiperbdlicos.

Definicdo 1.9: Uma bifurcacao num espaco de fase é uma mudanga na
estabilidade de um ponto fixo, devida a uma alteragdo de um parametro do sistema.

Definicdo 1.10: Um sistema dinamico sera deterministico, se néo tiver
aleatoriedade ou entradas ou parametros ruidosos. O comportamento irregular surge

da nao-linearidade do sistema um tanto que forgas motrizes ruidosas.

Definicdo 1.11: Caos em um sistema deterministico € um comportamento ngo-
periédico de longo termo que exibe dependéncia sensitiva das condi¢des iniciais.
Nos espacos de fase apresentados aqui, 0os termos caos e mar de caos serao

sinénimos e significardo as regides escuras nesses.

Definicao 1.12: Num sistema dinamico regides no espaco de fase que exibem
comportamento regular, sem a presenca de caos, sdo denominadas regioes
localmente regulares ou integraveis. As vezes estas regides localmente aparecem

sobre 0 mar de caos como ilhas ou como trajetérias abertas ou fechadas.

Definicao 1.13: Dadas cadeias de ilhas em regides integraveis, dizemos que houve
uma sobreposicao (reconexao ou “overlap”) entre elas no espago de fase se,
durante a variacdo de parametros de um sistema dinamico, ocorrer uma interacao

entre elas.
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Capitulo 2

Bilhar anular

No estudo apresentado aqui, focalizaremos o bilhar anular com dois circulos
excéntricos.
O bilhar € um sistema com dois graus de liberdade, que em coordenadas

cartesianas, o seu estado fica totalmente caracterizado pelas coordenadas de
posicao (x, y) e de momentum (p oDy ) Sendo o espaco de fase um conjunto de

coordenadas associado as variaveis que descrevem a dindmica do sistema fisico
estudado, logo ele possuira quatro dimensbes. No caso estudado aqui, estamos
considerando um feixe luminoso que € refletido numa regido mais externa do
sistema, e sofre refragdes nas regides mais internas do mesmo. Porém, como a
trajetoria do feixe so se altera pelas reflexdes ou refracées nas fronteiras do sistema,
podemos descrever apenas duas variaveis: uma relacionada a fronteira e que
localiza a posicdo de uma reflexdo ou refracdo com uma origem especificada, e
outra que fornece a direcdo do movimento. Em geral, uma variavel escolhida é o
angulo a de saida da trajetéria do feixe em relacdo a reta normal a curva da
fronteira, conforme ilustrado na figura 1, e a outra variavel, é o angulo 6, formado
com o eixo das abcissas e a normal do circulo correspondente.

O estudo dos bilhares é de interesse em muitos aspectos:
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i) eles sdo, entre os sistemas fisicos Hamiltonianos, conforme [5], os mais estudados
a partir do ponto de vista matematico;

ii) possuem uma grande riqueza de comportamentos.

iii) a superficie de energia dos bilhares é tridimensional (porcao acessivel do espaco

de fases para uma dada energia E, ou seja, a superficie de energia S, é uma

7

superficie tridimensional limitada), que é a menor necessaria para observar um
movimento cadtico (para sistemas independentes do tempo).

Dada uma condigdo inicial identificada pelo par (90, 050), 0 problema consiste
em encontrar a sequéncia de pares (9,1,05,,) que representa a o6rbita do feixe no

bilhar.

Figura 2 — Visualizagdo dos angulos que determinam a dindmica das interacdes do feixe de
luz monocromatica com o bilhar anular.
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De forma semelhante a [7], tomando-se um bilhar anular com o circulo interno
de raio menor do que o raio do externo e excéntrico ao mesmo, vemos pelas figuras
3 e 4 que, em cada iteracdo, existirdo, respectivamente, duas situacdes a serem
levadas em consideracao para o estudo do espaco de fase: se o feixe sofre reflexao
ao atingir o circulo maior sem atingir o circulo menor, ou reflexao no circulo maior,
seguido de refragcdo no circulo menor. Abaixo estdo as duas situagoes
representadas através de figuras.

P

P\
(64

Q4 o
o d]

€

Figura 3 — Feixe luminoso atinge o circulo externo e reflete novamente no mesmo.
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Bz d
D1

Figura 4 — Feixe luminoso atinge o circulo externo e sofre refragdo no circulo menor.

Tais situagbes dependerdo da inequagao abaixo, se sera ou ndo satisfeita.
Ela € denominada, condi¢ao de tangéncia:

‘Rsen(ao) —d sen(6, — 0!0)‘ > 1| onde

490 e G: condigdes iniciais fornecidas;
d,: excentricidade entre os dois circulos;

R: raio do circulo externo;

r,: raio do circulo interno.
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Para cada iteracdo, se tal condicdo ndo for satisfeita, o0 mapeamento &€

descrito pelas equagdes abaixo:

o =G
0, =m+06, 20,

Caso contrario, 0 mapeamento é descrito de acordo com as equagdes abaixo:

K,BI = arcsen(sen(a,) + d,(sen(e, — 6,)))/r,

B, = arcsen(sen(f,))/n,
< o, = arcsen(r,(sen(f)) +d,(sen(x =25, + 205, -6, + &,)))
O =7m—o,+20 -2, +6,—q

onde:

n, :indice de refragdo do segundo circulo ;

,31 e ,32 : sd0 os angulos de incidéncia e refracao, respectivamente, que formam

com a normal do circulo interno.

A condicao de tangéncia sai naturalmente da equacao de ,81 apresentada

no sistema de equagbes acima como € verificada, na sua demonstracdo, no

apéndice, no final desse trabalho.
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Para o esboco do espaco de fase sdo feitas, inicialmente, transformacgdes

sobre a sequéncia dos pares (Gn,an) encontrados pelos mapeamentos descritos

acima pelas expressoes:

L=6/2x
S =sen(x)
com:
1 1
_ESLSE e —1<85<1

Nos graficos apresentados no capitulo 4, no eixo dos valores de S, onde

|S| > 0,45 | correspondem a linhas retas. Por isso que nas simulagdes
computacionais feitas nesses espacos de fase, restringimos seus esbogos em

—0,45< 5 <0,45, pois as regides excluidas apresentam as mesmas configuragdes
(linhas retas) em todas as simulagdes, tornando-se irrelevantes para o estudo.
Nesse trabalho, para evitar confusdes, chamaremos a condigao de tangéncia
entre o primeiro e segundo circulo de primeira condicao de tangéncia.
A seguir, apresentaremos o bilhar anular constituido de trés circulos
excéntricos e a dindmica do feixe de luz monocromatica no seu interior, bem como

as equacgodes que a regem.
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Capitulo 3

Bilhar com tres circulos

excéntricos

Nesta secdo, apresentaremos o bilhar que é constituido por trés circulos
excéntricos, bem como as equacbes que descrevem a dindmica do feixe de luz
neste sistema. Este € uma extensao do anterior, que foi estudado por Ricardo [8].

Na figura 5, temos uma ilustragcdo de tal sistema, onde cada circulo possui
indice de refracdo ajustavel. Para o circulo mais externo, assumimos que ele seja

igual a 1.

O
Olo

Figura 5 — Bilhar com trés circulos excéntricos. Tal sistema sera o ambiente onde faremos o
estudo das trajetorias do feixe luminoso.
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O feixe luminoso, da mesma forma como no bilhar anular do inicio do
trabalho, sofrera reflexdes e refracdes dentro desse sistema. Além de considerar a
condicdo de tangéncia entre o primeiro e 0 segundo circulo, também havera uma
condicdo de tangéncia entre o segundo e o terceiro circulo. Nas figuras 6, 7 e 8,

para cada iteracdo, estdo as possiveis reflexdes e refragdes que o feixe sofrera.

Figura 6 — Situag@o em que o feixe luminoso sofre apenas reflexées no primeiro circulo.
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b
>

Figura 7-Situacdo em que o feixe luminoso sofre refragdo apenas com o segundo circulo.

Figura 8 — Situag@o em que o feixe luminoso sofre refragdo com o segundo e terceiro
circulo.
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Para obtermos as trajetérias feitas pelo feixe luminoso nas figuras 6, 7 e 8, foi
suposto, a fim de se tornar facil a visualizagéo delas e para a demonstragdo das

equacdes dinamicas, que os indices de refracdo do primeiro, segundo e terceiro
circulo, obedeciam as seguintes desigualdades: n ;=1 <n, <n,.
Denominamos, neste sistema, o raio do circulo exterior, raios do segundo e

terceiro circulo, respectivamente, por R=1, r, e r,, onde sempre esta sendo suposto
quer, <1e r, >r,. As distancias entre os centros O e O’ e os centros O e O”
(excentricidades), denominamos, respectivamente, d, ed,.

Apesar de r,, d, e r,, d, poderem assumir valores diferentes, eles serdao

limitados pelos seguintes vinculos apresentados logo abaixo:

r+d <1
r,+(d,—d)<r 3.1)

Resolvendo o sistema de inequagdes (3.1) temos também quer, + d, < 1.
Pela figura 9, vemos que podemos encontrar uma relagéao algébrica entre r, e
r, onder,=r, + (d,-d,) +r, sendo r um incremento. Ela sera muito importante,

pois, numericamente, serve como um auxilio no controle da distédncia do terceiro

circulo dentro do segundo.
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y
o" /o' 0 X
2'd1 d1
r d2
/

Figura 9 — Visualizacdo geométrica da relagdo entre r, e r, no bilhar triplo excéntrico.

A inequagao (3.2) € a segunda condigdo de tangéncia, necessaria para o
segundo e terceiro circulo. Ela estd demonstrada no anexo ao final desse trabalho.

Segunda condicao de tangéncia:

"isen(ﬂz) —(d, - d1)sen(¢'_:82)‘ >, (3.2)
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Se (3.2) for satisfeita, o feixe ndo atingira o terceiro circulo. As equacobes

encontradas foram:

a =0,
0,=60,+6 +6 +6

onde:

@ =arctg(d,sen(n — B, —6,+a,)/r, +d, cos(x— S, -6, +,))
p'=0,-a,+ B

0'=9+ p, -,

0'"'=r-¢-pB,-6,+«,

6"=2p-28,+6,-a,—«,

Estd demonstrado no anexo no final desse trabalho que as equacdes nesta
situacao, combinadas de forma adequada, se resumem, na situagdo do bilhar anular
com dois circulos excéntricos, em que a primeira condicdo de tangéncia é satisfeita,
para cada iteragao.

Caso (3.2) ndo seja satisfeita, o feixe atingira o terceiro circulo e sofrera

refracdo nele e teremos entdo outras equagdes dindmicas, a saber:
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o, = Qa,
6, =6,+0'+0"+0+6,
sendo que:

B, = arcsen (rsen(S,)+(d, —d,)sen(B, —¢')/r,)
B, =arcsen ((n, / n,)sen(f3,))
u=x+p,-p5+26,-¢'

v=9'-p,+p-2p,

u=arctg ((d,—d,)sen(v)/r,+(d,—d,)cos(Vv))
w'=@'-B,+ B -2B,-u

O'P, =r,sen(u)/ sen(u')

ps = B,

B, =arcsen (O'Pisen(x —u— ;) /1)

B, = arcsen (n;sen(f,))

p=7—u-p;

p'=7—-p—p;

C=n—p-u'

'=arctg (dsen(x—¢)/r+d cos(m—{))
O=rx-¢-¢

a, = arcsen (d,sen(vV)sen(x —v'-,)/ sen(v"))
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onde ,81 e ,82 sd0 as mesmas equacbes apresentadas no caso do bilhar
anular anterior e @ , 6 e @  as apresentadas no caso anterior.
No apéndice, no final desse trabalho, apresentamos as demonstracbes

devidas para as férmulas explicitadas na situacdo em que a segunda condi¢do de
tangéncia nao é satisfeita.
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Capitulo 4

Resultados

Nesta secdo, apresentaremos os resultados encontrados nas simulagées
computacionais feitas com as equagbes procuradas para o bilhar com trés circulos
nao-concéntricos. Esse capitulo fara subdivisbes para cada caso estudado, levando
em consideragao, os parametros neste tipo de bilhar.

Todas as figuras mostradas aqui foram feitas levando em consideragéo no
bilhar em questao, o raio e o indice de refracdo do circulo mais externo de valor

unitario, raio e excentricidade do segundo circulo (r, e d,, respectivamente) e raio e

excentricidade do terceiro circulo (r, e d,, respectivamente). Nas simulagbes
computacionais que geraram as figuras, foram usadas 75 condi¢des iniciais e 2000,

0 numero de iteracoes.

4.1 - Variacao do raio do 22 ou 32 circulos.

Nesta simulagéo, tanto variando apenas um como outro raio e deixando os
outros parametros fixos, ocorrem no espaco de fase bifurcacbes, caos,

ressonancias, pontos fixos, etc. Nas figuras de (a) a (f), variamos r, e deixamos fixos

d,=0.04,n,=1.36,n,=1.60, r,=0.23 e d, =0.07.
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r=0.5323

r1=0.697
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r=0.71 =072

0.0+

Figura 10 — Efeito da variagao do segundo raio no bilhar anular com trés circulos excéntricos
(figuras de a a f).

Vemos nos primeiros graficos (figuras (a) e (c)), que no ponto fixo 0.0, ocorre
uma bifurcacdo. Também é visto, em todas as figuras, regides com caos acima e abaixo
das regides integraveis, bem como pequenas ilhas nesses mares de caos.

Com respeito a mudanga de r, e fixos os mesmos paradmetros do caso
anterior apresentamos algumas simulacbes em que também € possivel verificar
bifurcagdes, no ponto fixo 0.0, regides cadticas e pontos elipticos nessas regides. Em tais

casos, r,=0.46:
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Figura 11 — Efeito da variagao do terceiro raio no bilhar anular com trés circulos excéntricos.
Como no caso da variagao do segundo, ocorréncia de bifurcacoes,
caos e pontos elipticos (figuras de a a d).
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4.2 - Variacao do 22 ou 32 indices de refracao.

Nas simulagfes a seguir, foram feitas simula¢des variado apenas um dos indices de

refracdo e deixando fixos os outros parametros. Abaixo, variamos, inicialmente, n, e

fixamos n, =1,55, r,=0,49, r, =0,315, d,=0,035 e d , =0,055.
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Figura 12 — Sobreposicdes de cadeias de ilhas podem ser vistas nesta simulagao, variando
apenas o indice de refracdo do segundo circulo (figuras de a a e).

Abaixo, mais simulacdes, agora variando apenas o indice de refragéo do

terceiro circulo e mantendo os mesmos parametros na do caso anterior, onde n, =

1.10

0,24
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Figura 13 — Surgimento de sobreposi¢des de cadeias de ilhas com a variagédo do terceiro
indice de refragao no terceiro circulo (figuras de ¢ a d).
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Tanto no caso em que variamos n, como n,, ocorrem “overlaps” de trés

cadeias de ilhas nos respectivos espacos de fase. Também podemos ver pontos
hiperbdlicos em todas as figuras se nos atentarmos, nas regides integraveis, os
pontos que estdo no centro e sobre as ilhas e entre elas.

4.3 - Variacao das excentricidades dos circulos internos.

No caso analisado aqui, onde foram feitas simulacbes com as
excentricidades, percebe-se que variando tanto uma como outra excentricidade,
ocorrem mudangas na intensidade do mar de caos. Na figura 14, mostraremos

inicialmente o caso em que variamos d, e fixamos os outros parametros nos

seguintes valores: n,=1.50, n, =1.65, r,=0.48,r,=0.25 e d, =0.07.
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Figura 14 — Espagos de fase com a excentricidade do segundo circulo variando. Variagdo da
intensidade do mar de caos e bifurcagbes de pontos elipticos sobre o mar de caos (figuras

deaaf).
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Na figura 15, variamos d, e usamos os mesmos valores fixados do caso

anterior, com d,=0.01.
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Figura 15 — Variagédo da intensidade do mar de caos e ressonancias isdcronas com a
mudanga da excentricidade do terceiro circulo (figuras de a a f).
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Capitulo 5

Conclusao

No bilhar anular com trés circulos excéntricos, além dos estudos com os
indices de refracido e excentricidades, foi acrescentado também um estudo com os
raios dos circulos internos e pode-se observar que eles acrescentaram resultados,
uma vez que em [8], ndo faz tal estudo.

No estudo dos indices de refracdo e das excentricidades, vimos que tais
parametros apenas alteram a topologia das regides integraveis e controla da
intensidade do mar de caos, respectivamente, e estes resultados também podem ser
vistos no caso do bilhar anular com apenas um circulo interno estudado por [8].

Portanto, concluimos que os resultados obtidos pela variacdo dos indices de
refracdo e excentricidades usando o bilhar anular constituido por trés circulos
excéntricos, sdo os mesmos encontrados no bilhar anular com apenas um circulo

interno.



Apéndice

Apresentaremos aqui as demonstracées das féormulas que possibilitaram o
desenvolvimento do programa para o estudo do bilhar anular com trés circulos
excéntricos.

Inicialmente, mostraremos como foram obtidas a primeira condicdo de
tangéncia e as equagdes da situacdo em que ela néo é satisfeita.

Depois, apresentaremos como foi obtida a desigualdade que retrata a
segunda condicdao de tangéncia, condicdo essa muito importante para impor duas
situagOes possiveis: se o feixe luminoso nao entra no terceiro circulo, ou sim, caso
em que ele entra no terceiro circulo, sofrendo refragéo.

Ficara claro também, usando as férmulas da situacdo na qual a segunda
condicao de tangéncia nao € satisfeita, elas geram as equacdes da situagdo em que
a primeira condicao de tangéncia é satisfeita.

A.1 - Prova da primeira condicao de tangéncia.

Usaremos a seguinte figura abaixo para uma melhor compreensdo desta
demonstragéo.
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Figura A.1 — Representagdo geométrica para a demonstragao da primeira condi¢do de
tangéncia.

Por angulos opostos pelo vértice, p'= fB,. Considerando o APOOP , temos
ainda que "M(ZLPOP,) =7 — 6, &, =0 (por causa da reflexdo) e entéo,

p+oy+(m—-60) == p=0,—-q,

Pelo APIO'PZ , usando a Lei dos senos, temos que:

sen(fB,) _ sen(6, — )
O'P, h

= nsen(f) = 0'Pysen(6, — ;) (4
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Por outro lado, OP, =d, + O'P, ¢ usando a mesma Lei para o AR,OP,

temos que:

0 — -
Sl =) _ShD) _ 5 b sen@, —ax,) = senar,)—d sen(@, ) 2
OP =1 OB

Substituindo (2) em (1) segue que:

risen(f,) = sen(a,)—d sen(8, —a,)

Logo, a desigualdade que consiste a primeira condicdo de tangéncia se
obtém analisando, em valor absoluto, a equagdo (3), sendo que 0< g, <= .

Portanto:
‘Rsen(ao) —d sen(6, — 050)‘ >N, onde
R =1 ¢ o raio do circulo externo.

Também pela ultima equacdo é possivel obter o valor de ,31 da seguinte
forma:

risen(f,) = sen(a,) —d sen(6, —a,) = B, = Cli’csen{ sen(o,) +d, sen(a, — 90)}
h
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A.2 - Prova das equacoes para 0 casoO em que a primeira
condicao de tangéncia é satisfeita.

Usaremos a figura A.2 para ficar mais claro o acompanhamento da

demonstragéo:

Figura A.2 — Representacao geométrica para a demonstragdo das equagdes dindmicas no
caso em que a primeira condi¢do de tangéncia é satisfeita.
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Por causa da reflexdo, @&, =&, e como o AP00P1 é isbsceles, entao

m(£LOPF)) =a,. Logo 6 —-6,+20, =n=6, =7-20,+6, e temos, portanto,

para cada iteracdo, quando a primeira condicdo é satisfeita, as equacodes
procuradas:

a, =a,
6, =7+6,-2¢,

A.3 — Prova da segunda condicao de tangéncia.

Agora mostraremos de onde surgiu a desigualdade que impde, a cada
iteracdo, se o feixe de luz sofre ou ndo refracdo no terceiro circulo. A figura A.3

servira de acompanhamento para prova-la.
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PO

Figura A.3 — llustragao para o acompanhamento da demonstragéo da condi¢do de tangéncia
entre o segundo e terceiro circulos.

De acordo com a figura A.3, temos que, por angulos opostos pelo vértice,

WI(ZO'PQPg) :,33, entdo pela Lei dos senos no APZOH P3 :

sen(B,) _ sen(¢9'—f3,)
O"P, h

= r,sen(f;) = 0" Pysen(¢'-f,) (4

Como 0"1)3 = 0'P3 - (d2 - dl) substituindo-a em (4), temos que:
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rzsen(ﬁ3) = [O'—P3 —-(d, - d1)]sen(¢'_:52) = 0‘—P3S€n(¢'_:82) —(d, —d, )Sen(q"_ﬂz)

Pela Lei dos senos no AP,O’P, segue que:

sen(By) _ sen(@=py) | g nsen(f,)
O'P, 7 ' sen(¢'-f,) ©

Substituindo (5) em (4), temos:

sen(¢'—f,)
rsen(f,) =rsen(f,)—(d, —d,)sen(¢'-,)

rysen(f3,) = { risen(,) }sen«o‘—ﬂz) —(d, — d,)sen(¢'—f3,)
(6)

Portanto, a condigéo da tangéncia entre o 2° e 3° circulos sera:
‘rlsen(ﬁz) —(d, - dl)sen((o'—,b’z)‘ > 1,

Por meio de (6), podemos também achar a medida do éngulo,@. Vejamos:
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r,sen (,63) = nsen (:82) —(d, —d,)sen ((0'_:32)
r,sen(fB;) = rsen(fB,)+ (d, —d,)sen (S, — ¢')
risen(B,)+ (d, —d,)sen(f, — ¢")

r

B, = arcsen

Provada a segunda condigdo de tangéncia, iremos, a partir de agora, provar
as equacoes dindmicas para este caso. A figura A.4 dard o suporte devido para a
compreensao da demonstragdo do caso em que a referida condigao é satisfeita, isto
€, quando:

‘rlsen(,b’z) —(d, - dl)sen(qo'—ﬁz)‘ > 7,

Figura A.4 — Situacdo em que o feixe ndo passa pelo terceiro circulo, sofrendo refracéo.
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Temos que & =, pois o feixe apenas esta sofrendo reflexdo no circulo

mais externo. Entao, segue que:

P+K+f=n=K=-0=pf (1)
No APOOPl , aplicando (7), temos:

o, +k+0=x=>0,+(r-9p-p)+0=1=0=9+p -, (8
Pela Lei dos senos no APOOR e aplicando (7) temos que:

sen(a,) _ sen(k) 0P = sen(d,)
= > =

OF OP, sen(T—@—f3)

. , '
Usando novamente a Lei dos senos, porém, no A0P10 , temos:

sen(@) _ sen(8") - sen (@) sen(w—6'-6,)
d, h d, h
rsen (@) = d sen(w —0'-6,)

(9)

Pelo Teorema do Angulo Externo no AOPIO' e aplicando (8) ainda temos

que:
0,+0=9p+9P'=6,+(p+f,—a,)=0+9'=¢'=60,—a,+ 5, (10)

Observe que a equacao (10) é extremamente importante para o calculo da
segunda condicao de tangéncia. Operando ainda mais na equacao (9) temos que:
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nsen(@) =d sen[x — (¢ + :81 —,)—6,1=dsen(x - 161 -0, +a,—9)

risen(@) =d,[sen(w — B, — 6, + &) cos(¢) — sen(@)cos(w — B, — 6, + &, )]
d sen(w— S, —6,+a,)

r,+d cos(t— B, —6,+a,)

Q= arctg{

Sendo 8"= 7 — @ — ¢' temos que, aplicando (10) nela, obtemos:

0'=n—-6,-a,+p)-9p=>0"=1-9p—-p, -6,+a, (11)

Pela figura A.4, temos que o APIO'PZ é isosceles, entdo ¥'= ,32 e segue

que, no mesmo triangulo:

7"‘7"‘:82 :7[:7/:7[_2:82

Usando a Lei de Snell-Descartes:

nsen(f,) = sen(g) = sen(f,) = sen(g') = sen(f3,)

/4
Como os angulos de incidéncia e refragcao variam de 0 a ? em relagdo a

normal segue que O = ,51 e analisando no APIO' PZ' temos que:

OC=7—y—¢
o'=x-c-oc=n-(n—-p)-c=0"'=4 -0
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Aplicando a Lei dos senos no APZO' Pz' temos que:

sen(w — ) _ sen(o") N 0,—P,2 _ risen(zw — f,)
O'P', A sen(f, —0)
e também:

OP',=d,+O'P',, y=n—-0",6 0"=7x-y—-a, (12

Usando a Lei dos senos no A P’ ,OP”,, segue que:

seg;f?) = OSZ'Q'?”:)I = a, = arcsen|OP',sen(y)] (43

Portanto, tomando Q), (8), (10), (12) e (13), temos que:

o, =,
0,=0,+0'+0"+6""
Percebe-se que:
oc'=p-oc=p—r+y+¢'=p-n+7-20,+6,-a,+ B =
=0"=24-24,+6,-«,

y=rm-o0"=y=x-28+20,-6,+¢,

e também:



53

0P, - nsen(r— ) risen(f,)
> sen(B —0)  sen(m—2B,+2p, -0, +a,)

risen(B,)+dsen(x =26, +2p,-6,+a,)

OP',=d +0'P, =
2 ? sen(w =206, +206,-6,+a,)

entdo:

o, = arcsenfOP',sen(y)]
[r.sen(B,) +d,sen( — 28, + 28, — 6, + &) lsen(m — 28, + 23, — 6, + ao)}
sen(m -2, +2p, — 6, +a,)
a, = arcserrisen(f)+d sen(x =26, + 25, -6, + )]

o, = arcsen{

0+60'+0"=p+ B -0y +n—9—B -6,+o,+n—-n+206 -25,+6, -0, -,
6+0'+6"'=7+20 20, -, -,

logo:

6,=6,+0+6"+0"= 6, =z —a, +28,-2/3, +6, - a,

Observando as novas equagbes para &, e 9, elas sdo idénticas as
apresentadas no bilhar anular com dois circulos excéntricos onde foi considerada I3,
em cada iteragdo, a situacdo em que a primeira condicdo de tangéncia fosse
satisfeita.

Agora, provaremos as equacdes dinamicas que regem 0 casoO em que a

segunda condicao de tangéncia nao sera satisfeita, ou seja:
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"isen(ﬂz) —(d, —d,)sen(¢'-f, )‘ sh

Temos a figura A.5 que nos orientara na demonstracao das equacoes:

Figura A.5 — Figura ilustrativa para a demonstracao das equacgdes dindmicas no caso em o
feixe luminoso passa pelo terceiro circulo, sofrendo refracao.



55

De acordo com a figura A.5, podemos considerar dois tridngulos a saber: o

AP10' P2 eo AO'PZOH . Logo, teriamos o seguinte sistema de equacgdes:

x+y+p,=x
y+z'+p, =7
x+z+oQ'=7x

A primeira equacdo deste sistema nos dara X+ :75_,32 e somando a
segunda e a terceira do mesmo nos dara X+Y+2+Z+@+8, =27 Pelo teorema

do angulo externo, = z+ Z'. Entao:
X+y+z+i+o+fB, =2n=>n- B, +z+7+¢p+f, =2n=>t=n+ 5, - B, —¢

Usando a Lei de Snell-Descartes, temos que

134 = arcsen [n,sen (,33)/”2]. Logo, para o APZO"P3 :

m(LP20”P3) = w:ﬂ—2ﬂ4 e V=w-—t
Tomando, m(ZO"PgO') =U e denominando m(LQO'O") = M', pelo
Teorema do Angulo Externo:

v=utu=u'=v—u

Pela Lei dos Senos no AO' P3,0", ainda temos que:
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sen (;) _ sen(u')

= rsen(u) = (d, —d,)sen(v —u
g T ) = —d sen(v =)

rsen(u) = (d, —d,)sen(v)cos(u) — (d, —d,)sen(u)cos(v) =

(d, —d,)sen(v)
r,+(d, —d)cos(v)

= u= arctg{

Usando a mesma Lei neste tridngulo também temos:

sen (u) _ sen(u') N r,sen (u)
O'P, r, sen(u')

Pela Lei de Snell-Descartes temos que:

nlsen(ﬁ3) = nzsen(ﬁ4)
n,sen(f,) = nsen(f;) = nsen(S,) = n,sen(f;) = B, = ;s

entao:

m(£LO'PP,))=p= 71'—1; —,83 e denominando M(£LP,P,0") :,56 pela Lei dos
Senos no AP30'P4 :

sen(fB;) _ sen(p) ~ B = arcsen{()‘gsen(p)}

h

O'P, h
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e M(LPO'P)=p'=1—p-f.
§=m—p-u
6=1-{-{" a4
Usando a Lei dos Senos no AOP,O' ¢ (14), segue que:

sen(g) _ sen(§') | op _ disen(§)
oP, d, bosen({)

sen(¢") _ sen()

= rsen({")=dsen(r—¢ —¢")
d, h

risen($') =d,sen(m — ) cos((") —d,sen({)cos(r— (') = {'= arctg|: dsen(r—{) }

r+d cos(m—¢)

Pela Lei dos Senos no AP40Ps :

sen(ay)  sen(&)
OP, OP, =1

= «, = arcsen[OP,sen(¢)]

onde:

f =T — é/'—,B7 , sendo que ,37 = arcsen [n, sen (,56 )] se obtém pela Lei de

Snell-Descartes.



Logo, &, =T -y — £ e, portanto, temos que:

o, = o,
6, =6, +6+6'"+6 +6,

58
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