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Resumo

No presente trabalho é apresentado um estudo sobre o comportamento dos zeros
de polinémios que satisfazem uma relacao de recorréncia de quatro termos sob algumas
restricoes. Para isso, estudaremos as fungoes polinomiais com o foco nos conceitos
preliminares, principais teoremas sobre a localizacao de seus zeros e algumas classes
especiais desse tipo de funcao. Em relagdo aos zeros, os abordaremos sob a luz da teoria
matricial, representando-os como autovalores de uma matriz especifica. Além disso,
estabelecemos regides no plano complexo e intervalos na reta real que os contém. Por
fim, apresentamos algumas propriedades satisfeitas por um caso especial da relagao de

recorréncia de quatro termos que estamos investigando.

Palavras-Chave: Zeros de polinomios. Autovalores. Relacdo de recorréncia de

quatro termos.






Abstract

In the present work, a study is presented on the behavior of zeros of polynomials
that satisfy a four-term recurrence relation under some restrictions. For this, we will
study polynomial functions with a focus on preliminary concepts, main theorems about
the location of their zeros, and some special classes of this type of function. Regarding
the zeros, we will approach them in the light of matrix theory, representing them as
eigenvalues of a specific matrix. Furthermore, we establish regions in the complex plane
and intervals in the real line that contain them. Finally, we present some properties

satisfied by a special case of the four-term recurrence relation that we are investigating.

Keywords: Zeros of polynomials. Figenvalues. Four-term recurrence relation.
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CAPITULO

1

Introducao

O estudo de sequéncias de polinémios gerados por uma relacao de recorréncia de
quatro termos (RRQT) possui pouco material na literatura, pois nao foi tao explorado
quanto as sequéncias de polindomios gerados por uma relacao de recorréncia de trés
termos (RRTT). Deste modo, focamos o nosso estudo nos resultados mais recentes sobre
esse assunto como em [, [20] e [2I]. Nestes casos, os autores apresentam resultados
relacionados a determinagao de condi¢oes para que todos os zeros de polindomios sejam
reais. J4 em [R], é possivel encontrar resultados sobre sequéncias de polindémios gerados
por RRQT, que satisfazem uma determinada relagao de ortogonalidade diferente dos
conhecidos polindmios ortogonais na reta real.

Consideremos a sequéncia de polinémios {P,(z)}>2, gerada pela relacdo de

recorréncia de quatro termos

P.(2) 4+ A(2)Py-1(2) + B(2) Py—2(2) + C(2) Py—3(2) = 0, (1.1)

em que A(z), B(z) e C(z) sao polindémios de grau menor ou igual a um na variavel
z, Po(z) =1 e P_,(2) =0, para todo n € N. Em [1, o leitor é apresentado ao caso
particular em que A(z) = az, B(z) =b, e C(z) = cz, com a, b, ¢ € R—{0}. Neste
artigo, o autor exibe condigbes necessarias e suficientes para que os zeros de P,(z) sejam
reais. Além disso, define um intervalo I simétrico na reta em relagao a origem tal que o

conjunto dos zeros de P,(z) é denso em I.

15
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Em [18], os autores investigam um caso particular de uma sequéncia de polinémios

gerada por uma relacao de recorréncia de trés termos dada por

Qm+1<z> - (Z + Bm—i-l)Qm(Z) - am-l-lZQm—l(Z)v m=1,2---,

com Qo(z) =1, Qi(2) = z+ b1 e amy #0, B #0, m = 1,23,---, tendo
como objetivo o de encontrar limitantes para os zeros de Q),,(z). Tais zeros possuem
representacoes por autovalores de uma matriz de Hessenberg.

Sob a perspectiva dos resultados apresentados em [I] e [I8], desenvolvemos este

trabalho com o objetivo de investigar a RRQT dada por

Po(2) = (2 + ao) Pa-1(2) — (b12 + bo) Pa—2(2) — (c12 + co) Pa—3(2),

com ag, by, b1, co, ct ERtal que B2 +02 £0ecd+ 2 #0, Py(z) =1e P_,(2) =0
para todo n € N. Mostraremos que os zeros dos polindmios da RRQT anteriormente
citada também serao representados por autovalores de uma determinada matriz. Com
isso, seremos capazes de definir regides do plano complexo que os contém. Um resul-
tado semelhante aquele apresentado em [1I], para a localizacao dos zeros na reta serd
desenvolvido aqui para o caso especial em que ag = b = ¢ = 0 e by, c; € R — {0}. Isto

é, quando a RRQT ¢é da forma

Sn(2) = 28,-1(2) — bpSp_2(2) — c12S,_3(2). (1.2)

Ao avaliar a paridade de n, pode-se concluir a paridade do polinémio gerado. Além
disso, quando by e ¢; sao reais positivos, é possivel concluir dois resultados: os zeros de
Sn(z) satisfazem uma fungao crescente de by e que, entre dois zeros de S,,(z) existem um
zero de S,,_1(z) e outro de S, _2(z). Além disso, outras propriedades serdo apresentadas.

Para alcancar os objetivos propostos, é necessario uma revisao bibliografica
acerca de assuntos importantes que fundamentam muitas demonstragoes e abordam o
comportamento dos zeros de polinébmios e suas representagoes.

No Capitulo 2, relembramos uma série de resultados preliminares sobre po-
linébmios, como sua defini¢ao, teoremas fundamentais, a relagao dos coeficientes com

seus zeros e sua localizagao. O objetivo de relembrar esses conceitos é de facilitar a
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compreensao do leitor sobre tudo aquilo que esta relacionado aos zeros de um polinémio,
assunto principal deste trabalho.

No Capitulo 3, abordamos os polindmios ortogonais junto com suas principais
propriedades e resultados sobre seus zeros. A partir deste momento, somos capazes de
abordar as RRTT com profundidade e usa-las como motivagao para o objetivo principal
do nosso trabalho.

No Capitulo 4, abordamos uma representacao por autovalores dos zeros dos
polindmios que satisfazem um caso particular da relacao de recorréncia de quatro termos
dada em (1.1)) e enunciamos mais propriedades para o caso dado em ({1.2)). Por fim,

realizamos algumas consideragoes finais no Capitulo 5.






CAPITULO

2

Polindbmios com coeficientes complexos

Este capitulo retine os principais resultados sobre a teoria basica dos polinémios
com coeficientes complexos e o comportamento de seus zeros. Especificamente, abor-
daremos as defini¢coes e propriedades deste polindémios, como zeros reais, complexos,
zeros multiplos, discriminantes, entre outros. Além disso, recordaremos os resultados

classicos para a localizagao dos zeros de polinomios na reta real e no plano complexo.

2.1 Resultados Preliminares sobre PolinOmios

Nesta secao, tratamos sobre ideias elementares a respeito de polinémios em uma
variavel complexa e alguns teoremas classicos. O objetivo desta secao é recordar resulta-
dos simples, mas muito importantes para o estudo de polindomios e que sao inicialmente

apresentados no ensino médio como verdades absolutas sem suas demonstragoes.

2.1.1 Definicoes basicas

A definigao sobre polinomios foi retirada da obra [I5]. Onde o autor considera F
um anel comutativo. Assim, o anel de polindmios em z sobre o corpo C, anel comutativo

por defini¢do, é dado pelo conjunto cujos elementos sao da forma:

P(z)=ay+ a1z + -+ a,z2",

19
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com a; € C, para todo i =0, ---n.
Observe que P(z) é um somatério de produtos entre elementos de C, denominados
coeficientes de P(z) e mondmios de z. O grau do polinémio serd definido pelo monémio

de maior poténcia, por exemplo, o polinémio
S(z) =22+ 22+ 1,

possui grau dois. Com isso, se P(2) = ag+a1z2+---+a,z" e Q(2) = bo+b1z+- -+ by 2™

sdao dois polindmios, entdo as operagoes de adicao e multiplicagdo sao definidas por

(P+Q)(2) =P(2) +Q(2) =co+crz+ -+ 62",

com ¢; = a; + b;, para todot=0,1,--- ,re
(PQ)(2) = P(2)Q(2) = co + c12 + -+ + ¢527,

com ¢; = a;bg+a;_1b1+- - -+a1b;_1 +apb;, para todoi =0,1,--- ,s. Note que se n > m,
entdo r = n. Se n < m, entdo r = m. A igualdade entre m e n implica em r = m = n.
Finalmente, qualquer que seja a relacao de ordem entre m e n, teremos s = m + n.
Dentre as peculiaridades dos polindmios, lancaremos nossos esforgos para encon-
trar seus zeros, todos os nimeros complexos cuja imagem pelo polindomio ¢ nula, isto ¢,

todas as solugoes da equacao

P(z) = 0. (2.1)

Na literatura é comum encontrar métodos explicitos, comumente conhecidos por radicais,
para determinar a solucao da equacgao quando n < 4 é o grau de P(z). Contudo, se
n = 5, ndo existem solugdes por radicais no caso geral (ver [3]). E ainda, para polindmios
com grau superior, a tarefa de explicitar o conjunto solu¢ao em funcao dos coeficientes
de P(z) é impossivel. Os elementos que compde o conjunto solugao da equagao ([2.1)

sao chamados de raizes da equagao.
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2.1.2 Teoremas Fundamentais

A seguir listaremos alguns teoremas fundamentais acerca de polindomios. Abaixo,
relembramos o Teorema Fundamental da Algebra (TFA), que nos garante a existéncia

de solugoes para a equagio (2.1]), sua prova foi retirada de [13].

Teorema 2.1.1 (Teorema Fundamental da Algebra). Todo polinomio nao constante

P(z) de grau n com coeficientes complezos, tem exatamente n zeros complexos.
Demonstragio. Seja zg € C tal que P(zp) # 0. Defina G : C — C por

P(z+ zg)'

G(z) = Pz0)

Note que se o minimo de |P| ocorre em 2y, entdao o minimo de |G| ocorre em z = 0.

Mais precisamente,
G(2) =by2" + -+ b2 + 1,

comn > 1e by # 0, para algum 1 < k < n. Seja by, = |bp|e? e 2z = r|by|~/kelm=0)/k

com r > 0. Para z desta forma, temos
G(z)=1—r"4r*1H(r),
em que H é um polinémio. Entao, para r < 1, entao temos
IG(2)] <1 —r* + " H(r)|.

Para r positivo e suficientemente pequeno, segue que r|H(r)| < 1, devido a continuidade
da funcdo rH(r). Entdo |G(2)] < 1 —r*(1 —r|H(r)|) < 1, para algum z com 7 € (0, 7o)
e 1o > 0 e suficientemente pequeno. Mas o minimo de |G| ndo pode ser igual a 1. Logo
P(z) =0.

Como zj ¢é zero de P(z), entao P(z) = (2 — 20)Q1(2) + r1, com Q;(2) polindémio
de graun —1er; =0. Em Q(z), aplicamos o mesmo raciocino feito anteriormente e

teremos que existe z; € C tal que Q1(z1) = 0. Entao Q1(2) = (2 — 21)Q2(2) + r2 com
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(Q)2(z) polindémio de grau n — 2 e ro = 0. Prosseguindo indutivamente, temos n zeros de

P(z). 0

De acordo com [7], as primeiras buscas por solugoes de equagoes polinomiais
consideravam apenas as raizes positivas, contudo a publicagao do método geral para
solugoes de equagoes cuibicas fizeram dos niimeros complexos ferramentas formais no
estudo e na busca por essas solucoes. Logo, o Teorema Fundamental da Algebra foi
enunciado em 1608 por Peter Roth. Um fato curioso é que Albert Girard ja realizava

esbocos das ideias do teorema, mas nunca o enunciou de fato.

Teorema 2.1.2 (Teorema da Decomposi¢ao). Seja P(z) =Y a;z; um polinomio de
i=0

grau n > 1, com coeficientes complezos. O polinémio P(z) pode ser decomposto de

maneira unica em fungio de seus zeros. Se zi,- -+, z, sao zeros de P(z), entao

Demonstragio. Utilizando-se do método de indugao sobre o grau n de P(z), temos que
paran =1, z; = —ag/a; é zero do polindémio grau 1.

Suponha a validade do teorema para n — 1. Temos que se z; é zero de P(z),
polinémio de grau n, entao (z — z1) divide P(z), ou seja, P(z) = (z — 21)Q(z). Da

hipétese de indugao, seque que Q(z) = a,(z — 22)(z — 23) - - - (2 — 2,,). Portanto,

P(z) = anﬁ)(z — z).

]

Definigao 2.1.1. Se P(2) = ap2" + ap_12""' + -~ a1z + ag € um polindmio de grau n

em C com p zeros, z1,--+ ,z,, entdo

P p

P(z)=a,[[(z=2z)™ en=>_ m.
i=1 i=1
Definimos a multiplicidade do zero z; como o valor do expoente m;.
Teorema 2.1.3 (Teorema da Raiz Complexa). Se os coeficientes ag, ai, -+ ,a,, do
polinomio

P(2) = ap2" + @p_1 2"t + -+ a1z + ay,
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sao todos reais, entao todas as raizes da equagao P(z) = 0 sao reais ou ocorrem em

pares de complexos conjugados.

Demonstragio. Seja P(z) = a;z" um polindmio de grau n. Temos
=0

n n n n
P =S s = S s = Y a0 = e = P(3).
=0 =0 =0 =0

Portanto, se P(z) = 0, entdo P(z) =0, isto é, P(z) = 0. O

Do Teorema Fundamental da Algebra, podemos concluir que toda equacio da
forma , possui conjunto solu¢do no corpo dos nimeros complexos. Além disso, o
numero de solugoes ¢ dado pelo grau do polinomio e estas poderao ser distintas ou nao.

O Teorema da Raiz Complexa implica em um corolario que relaciona o grau
do polinémio e a existéncia de zeros reais. Observe que se P(z) possui grau trés e
coeficientes reais, entao ele possui trés zeros. Estes zeros podem ser todos reais ou nao.
Se algum zero é complexo, segue que o seu conjugado também o é. Logo, o ultimo zero
s6 pode ser real. Em resumo, o corolario afirma que se um polinémio real é de grau
impar, entdo ele possui pelo menos um zero real.

Definimos o nimero de mudancas de sinais do polinémio
P(2) = ag + a1z + as2® + - - + a, 2"

como o nimero de mudangas de sinal da sequéncia dos coeficientes {ag, ai, as, -, a,}.
Isto é, se dois elementos consecutivos da sequéncia possuem sinais opostos, entao ha uma
mudancga de sinal. Logo, para n + 1 elementos de uma sequéncia, existem no maximo n
mudangas de sinais. Por exemplo, o polinémio P(z) = 2% — 223 — 22 4+ 4 possui duas
mudancas de sinais, pois sua sequéncia de coeficientes dada por {4, —1, —2,1} alterna
os sinais entre o primeiro e o segundo elemento e em seguida, outra mudanca entre o
pentultimo e ultimo elemento.

A formulagdo do teorema a seguir foi feita por René Descartes, um filésofo,
fisico e matematico francés que viveu entre 1596 e 1650 e serviu de inspiracao a outros
grandes nomes como Immanuel Kant e Isaac Newton. Dentre suas obras, citamos La

Géométrie que é composta por trés livros, em que o ultimo destes traz uma interpretacao
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geométrica sobre raizes de equagoes polinomiais e problemas do terceiro e quarto grau.

Nesse livro, é possivel verificar a primeira descricao da Regra de Sinais de Descartes.

Teorema 2.1.4 (Regra de sinais de Descartes). Seja K o nimero de zeros positivos do
polinomio P(z2) = ag + a1z + asz® + -+ - + a,2", a; € R para todoi =0, 1, 2, ..., ne
C o numero de mudancas de sinais da sequéncia de seus coeficientes, entao C' — K > p

sendo que p € um par nao neqgativo.

Demonstragio: Sejam zq, z9, -+ , 2z 0s zeros de P(z). Segue do Teorema da Decomposi-
cao que P(z) = Q(2)(z1 — 2)(22 — 2) - - - (2, — 2). Como o nimero de mudangas de sinais
da sequéncia dos coeficientes do polindémio Q(z), denotado por C(Q(z)) é ndo negativo,

ou seja, C(Q(z)) > 0, segue indutivamente que

C(Q(2)(z1 — 2)) C(Q(z)) +1
CR) (21 —2) (22— 2)) = C(Q(2)(z1—2)) +12=C(Q(2)) +2

Vv

CR() (21 = 2)(22 = 2) -+ (2 — 2))

v

C(Q(z)) + k.

Para mostrarmos que K ¢ par, considere a, € a, o primeiro e o ultimo coeficiente nao

nulo de P(z), respectivamente. Sejam a e b nlimeros reais tais que
O<a<zy <zg<. .- <z <b
Assim,
sinal(P(a)) = sinal(a,) # Oe sinal(P(b)) = sinal(a,) # 0.

Segue que K ¢é par quando sinal(P(a)) = sinal(P(b)) e que C' é par quando sinal(a,) =
sinal(a,). Logo a diferenca C' — K também o é. Quando sinal(P(a)) # sinal(P(b)),

entdo K e C' sdo impares. Logo a diferenga também o é, como queriamos demonstrar. [

Para mais detalhes sobre a Regra de Sinais de Descartes, sugerimos a leitura de

7.
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2.1.3 Relacao dos Coeficientes do Polin6mio e Seus Zeros

Segundo [2] e [16], Francois Viete e Albert Girard foram matematicos franceses
que estabeleceram as mais famosas relagoes entre os coeficientes de polindmios e
seus zeros. Viete teve muitas contribuicoes na Aritmética, Algebra, Trigonometria e
Geometria. Em Algebra, Viete foi o pioneiro a realizar uma distingdo entre pardmetro
e incégnita. Por outro lado, Girard ja utilizava algumas propriedades do tridngulo
de Pascal, que ainda nao tinha esse nome, para estabelecer relagoes entre somas de
produtos de zeros de polinémios. Em um de seus trabalhos sobre trigonometria, foi o
primeiro a utilizar abreviagoes para fungoes trigonométricas como conhecemos hoje: sin
(seno), cos (cosseno) e tan (tangente). No Brasil, as formulas de Viete ou relagdes de
Girard sao apresentadas no curriculo da educagao basica para os casos em que o grau
do polinémio é dois ou trés. Vejamos tais féormulas para equagoes do segundo e terceiro
grau.

Seja P(z2) = a2* + a1z + ag. Pelo Teorema Fundamental da Algebra, temos que
P(z) possui dois zeros. Assim, sendo eles z; e z, segue do Teorema da Decomposi¢ao

que

P(2) = a* +arz+ag = as(z—21)(z — 2)

2

= ay(2° — 229 — 221 + 2129)

= CLQ(ZQ — (21 + 22)2 + 2122)

2
= a2’ — as(21 + 22)z + ag2129.
Comparando-se a ultima igualdade com a primeira, vemos que
—as(z1 + 22) = ay € agz129 = ay,

logo 21 + 29 = —Z—; € 2129 = Z—g
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Para polindmios de grau trés, podemos prosseguir como anteriormente. Seja

P(2) = a32® + a»2® + a1z + ag com z1, 29 e 23 zeros de P(z). Entao,

) ai Qo
P(z)=a3z* +apz* +ayz+ay = 2°+ =22+ —z+ —
as as as

= (z—21)(2 — 22)(2 — 23)
= - (21 + 29 + 23)22 + <2122 + 2123 + Zng)Z

—Z1%223.

Novamente, concluimos que

5) 451 Qo
21+ 2+ 23 =——, 2122 + 2123 T 2223 = — € 212223 = ——.
as as as

A expansao da decomposicao do polindmio é trabalhosa, entretanto ela segue o
padrao binomial definido pelo triangulo de Pascal. A tinica poténcia ctibica é obtida
pelo produto final dos fatores. Haverao trés poténcias quadraticas acompanhadas de um
zero ao combinar os trés fatores dois a dois. O mesmo pode-se dizer para o monomio de
grau 1, porém este ¢ acompanhado pelo produto de dois zeros em uma combinacao de
trés elementos por duas escolhas. Por fim, restard o produto dos zeros.

Estas relagoes se estendem a qualquer grau que P(z) possa ter. Assim, podemos

generalizar estes resultados para quando P(z) é de grau n. Isto é, se

n

P(z) =) a2, a, #0, (2.2)
i=0
entdo existem zy, - - , 2, que sao zeros de P(z) tais que
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Realizando o produto dos termos acima, segue que

P(z) = apz" —an(z1+204 -+ 2,) 2"

o1

+ an (224 2123+ F 2po120) 277 (2.3)

o2

_ e +(_1)nan (leZ...Zn)
| ——

On

Comparando (2.2) e (2.3)) , temos que

Gn—2

g9 = an

Op = (—1)”;—2.

As relagoes dos coeficientes com seus zeros sao de suma importancia, haja vista
que os métodos explicitos para obtencao de raizes de equacgoes de grau trés e quatro sao
profundamente trabalhosos e envolvem muitos calculos, porém quando multiplicadas e
somadas, as solugoes que sao frutos destas formulas, sao reduzidas a uma simples divisao
de coeficientes do polinémio. Além disso, podemos recorrer aos métodos de sistemas
nao lineares que envolvem estas relagoes utilizando métodos explicitos ou numeéricos,

como o0 método de Newton.

2.2 Resultantes e Discriminantes

A secao atual é composta de duas defini¢oes: resultantes e discriminantes de
polinémios. Estas defini¢bes possuem grande relevancia no estudo sobre o comporta-
mento de zeros de polindomios. Veremos que os resultantes relacionam polinémios que
compartilham zeros. Em respeito ao discriminante, estes estabelecem condi¢oes para
que os zeros sejam reais, distintos, complexos ou multiplos.

Sejam

P(z) = iaizi e Q(z) = zn: bz (2.4)

1=0
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polinémios complexos e z1, zg, - - + , 2, zeros da equagdo P(z) = 0. Definimos o resultante

entre P e () como o niimero complexo

R(P,Q) := a,,Q(21)Q(22) - - - Q(zm). (2.5)

A expressao em (12.5)), pode ser reescrita em termos de um determinante de uma matriz

de ordem n 4+ m, como

Ay Am—1 e Qo
A Am—1 )
Qm  Am—-1 -+ QAo
R(P,Q) =
b  bp_1 bo
bn bn—l bO
bn bn—l e bO

Segue de imediato que, se R(P, Q) = 0, entdao Q(zx) = 0 para algum k =1,--- ;m. Isto
é, os polinémios P e () possuem pelo menos um zero em comum.

O discriminante de P(z) é o produto dos quadrados de todas as possiveis
diferengas entre os zeros de P(z) pelo coeficiente da maior poténcia com expoente de

grau na forma 2m — 2.

Definigao 2.2.1. Seja P(z) um polinémio como em e ainda, 21,29, , Zm, 2€T0S

deste polinomio. Definimos o discriminante de P(z) por

O discriminante também pode ser representado em termos do resultante entre o

polinoémio e sua derivada. Considere o polindémio P(z) = @ 2™ +ap_12™ 4+ - a12+ag.
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Derivando P(z) e aplicando sua fungao derivada em zy,- - , z,,, segue que
P'(z1) = am(z1 —29)(21 — 23) -+ (21 — 2m)
P'(z3) = am(z2—21)(20 — 23) -+ (22 — 2m)
P'(zm) = am(zm —21)(Zm — 22) - (2 — Zm_1)-

Realizando o produto de todas as equagoes acima e ainda, multiplicando ambos os

lados por a™~!, obtemos

alr P (z1) o Plzg) = a1 (2 — 29) e (2t — 2m)”

_ (_1)m(m—1)/2amA.
Isolando A, temos a expressao para o discriminante:
A = (=1)™m=D24-1R(P, P'),

Observe que se A = 0, entdao R(P, P') = 0. Logo, conclui-se que o polindémio P(z)
e sua derivada possuem zeros em comum e ainda, algum zero do polinémio possui
multiplicidade maior que um.

Para justificar a multiplicidade de um zero de P(z) quando A = 0, suponha que
P(z) é um polinémio de grau m e somente um de seus zeros possui multiplicidade k,

1 < k < m. Sem perda de generalidade, seja z; tal zero. Assim,
m—k
P(2) = (2 — 2)*Q(2) com Q(z2) = ay, H (z — z).
i=2
Derivando P(z), temos

P'(z) = k(z—2)""Q(2) + (2 — 2)'Q'(2)
= (2= 2)"7 [kQ(2) + (2 — 20)Q ()]
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Obseve que
P(2)=0¢ (z—2)"=00u [Q(2) + ( — 21)Q'(2)] = 0.

Portanto, como z = z; implica em P’(z) = 0, segue que z; também é zero de P'(z).
Neste caso, z; ¢ zero até a derivada de ordem k — 1 do polindomio. Em geral, um zero
de um polinémio P(z) possui multiplicidade k quando ele também é zero das funcoes

derivadas deste polinémio até a ordem k — 1.

2.2.1 Discriminante de polinémios do segundo grau

Nesta subsecao, determinaremos uma formula geral para o discriminante de
qualquer polindomio de grau 2 com coeficientes reais e ainda, analisaremos os casos em
que o determinante ¢ negativo, nulo e positivo.

Considere P(z) = asz® + a1z + ag, com as, a;, ag € R e 21,2 tais que

P(z1) = P(22) = 0. Da Definigao [2.2.1] temos

2 2 o 2 o _ 2,2, 2

A(P) = a3(z1 —z)" =a3 | 2] — 22120425 | = a3(2] + 23) — 2az2a0
g2

CL2 Qo
= al|(z1+ %) =222 — 2000 = a2 | —— — 2—| — 2asa
2 0 2 2 0

— <~ a3 as

o1 g2

= a% — 2asa9 — 2asag

= CL% — 4@2@0.

Portanto, o determinante de um polinémio do segundo grau com coeficientes reais é

dado em termos dos seus coeficientes por
A = a2 — dasay. (2.6)

A anélise dos casos indicados no inicio desta subsecao é feita ao demonstrar o

seguinte teorema.

Teorema 2.2.1. Considere o polinomio quadrdtico P(z) = ayz® + a1z + ag, com

as, ay, ag € R, entao:
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A - A <0 se, e somente se, os zeros de P(z) sao complexos conjugados.
B - A =0 se, e somente se, P(z) possui zeros miltiplos.
C - A >0 se, e somente se, P(z) possui dois zeros reais e distintos.

Demonstragdo. Sejam, z; e zp os zeros de P(z).

Para o item A, se A = a2(z; — 22)? < 0, entdo (2; — 22)* = (\i)? € C, com
A € R, pois a% > (0. Logo, 21 — 29 = i e por consequéncia z; = 23 + \i € 25 = 21 — Ai.
Portanto, z; e 2z sd@o complexos conjugados. Por outro lado, se z1, 25 sao zeros complexos
conjugados, entdo z; = a +bi e 23 = a — bi com a,b € R. Com isso, A = a3(z; — 23)* =
az(a+bi —a+bi)? = a3(2bi)* = —4a3b < 0.

Para o item B, se A = 0, entdo z; — 29 = 0, pois a3 > 0. Logo z; = 25. A
reciproca ¢ trivial.

Em C, se A > 0, entdo a3(z; — 29)® > 0. Sabemos que o produto de dois fatores
quadrados resulta em um nimero positivo desde que ambos sejam reais nao nulos.

Contudo, haja vista que ay € R*, deve-se ter z; — 20 £ 0 e 21,20 € R. O

2.2.2 Discriminante de polinédmios do terceiro grau

Nesta subse¢ao, determinaremos uma férmula geral para o discriminante de um
polinémio do terceiro grau com coeficientes reais. Além disso, analisaremos os casos em
que o determinante é negativo, nulo e positivo.

Para isso, considere
P(2) = a32” + agz* + a1z + aq (2.7)

com ag, ag, ar,ag € R e z1, z9, z3 zeros de P(z). Por defini¢ao, o discriminante é dado
por

as(z1 — 20)% (21 — 23)% (22 — 23)°.

Para escrevé-lo em fungao dos coeficientes do polindémio, podemos considerar em ([2.7)),
a3 = 1, sem perda de generalidade. Assim, fagamos a substituigdo z = y — as/3 e
P(z) = 0 que nos retorna

v +py+q=0,
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2a3 . , N
comp=a; —a3/3eq=ay— a2+ 2172 Seguindo o método de Viete para encontrar as

raizes da equacao em y, proposto em 1951, facamos a substitui¢ao y =t — £, obtendo

=~ +q=0
o731
ou, equivalente,
6 5 P
t t — =0,
LT

que é uma equacao quadratica em 3. Isto &,

p

32 4qt? —==0
(&) +at” =52 =0,
cujo discriminante é dado como em ([2.6))
4p3
A=g+ .
T

Analisaremos os casos em que o discriminante é negativo, nulo ou positivo ao

demonstrar o teorema a seguir:
Teorema 2.2.2. Seja P(z) wm polinomio de grau trés.
A - A <0 se, e somente se, P(z) possui apenas um zero real.
B - A =0 se, e somente se, P(z) tem zeros maltiplos.
C - A >0 se, e somente se, todos os zeros de P(z) sao reais e distintos.

Demonstragio. Em A se A < 0, entdo 21 # 29 # 23 e somos tentados a pensar que um
numero impar de fatores sao negativos, com isso temos dois casos:

1° caso) (21 — 22)? < 0, (21 — 23)% < 0 e (29 — 23)> < 0. Entéo, (z; — 29) =
A2ty (21 — 23) = Aigi e (22 — z3) = Agzi. Contudo, isso implicaria em 21, 29, 23 € C com
21 = Zy, 21 = 23 € Zy = Zz3, logo teriamos duas contradigoes: z; = 25 e a ocorréncia de
um zero complexo sem o seu conjugado. Assim, somente o caso dois é valido.

2° caso) Sem perda de generalidade, (21 —22)% < 0 e (21 —23)%(22—23)% > 0. Logo,

21,22 € Ccom z; = zy. Temos que (21—23), (22—23) € Ceoproduto (z1—23)(22—23) € R.
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Suponha que z; =a+bi e z3 = c+ di com a,b,c,d € R. Assim,

(21— 23) = (a = c) + (b= d)y;
(20 —23) = (a —¢) — (b+ d)i.

O que implica em

(21— 2) (2 —23) = (a—c)* +[(b—d)— (b+d)](a—c)i+ (b—d)(b+d)
= (a—c)* —2d(a—c)i+ (b—d)(b+d),

que s6 é real quando —2d(a — ¢)i = 0, ou seja, d = 0 ou a = ¢. Porém, se a = ¢, terfamos
a mesma contradicao do caso 1. Portanto, segue que d = 0. Isto é, z3 é real.

Reciprocamente, se z3 € R e 21,20 € C, entdo z; = 73, (21 — 23) = 22 — 23,
(21 —22)* < 0e[(21 — 23)(22 — 23)]> > 0, logo A < 0.

Em B, A = 0 se, e somente se, algum fator é nulo, ou seja, sem perda de
generalidade, z; = 25 se, e somente, z; tem multiplicidade maior que 1.

Em C, A >0se (21— 22)? >0, (21 —23)? > 0e (22 — 23)> > 0, que implica em
21 # z3 # z3. Para mostrar que sao reais, basta supor que existe um zero complexo,
logo também existe o seu par conjugado. Assim, retornariamos a reciproca do item A.
Se (21 — 22)? >0, (21 — 23)> < 0 e (22 — 23)* < 0, temos 21 # 23 # 23. Contudo, o fato
de dois fatores quadraticos serem negativos implica em z; = z3 e 25 = 23, logo z1 = 2o,

que é um absurdo. A reciproca é trivial. O]

2.3 Localizacao dos zeros de polinémios

Aqui apresentamos resultados que apontam regices do plano complexo que

contém algum zero ou todos zeros do polindomio complexo.

Teorema 2.3.1. Seja P(z) um polinémio no intervalo (a,b) da reta. Se P(a)P(b) <0,

entdo ha pelo menos um zero de P(z) neste intervalo.

Demonstragio. Se P(a)P(b) < 0, podemos considerar sem perda de generalidade
P(a) <0e P(b) > 0. Seja A={z € [a,b] : P(z) <0}, tem-se A # ). Considere o € A,

logo a < b. Tomando-se ¢ = —P(a), a continuidade de P(z) garante a existéncia de
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d > 0 tal que [, v+ 6) C [a,b] de modo que z € [, a+ ) = P(z) <0 e com isso,
[a, o+ d) C A. Supondo ¢ = supA, como ¢ é limite de uma sequéncia de pontos z, em

A, temos P(c) = lim P(z,) < 0. Como A nao possui maior elemento, temos P(c) = 0.

Se P(a)P(b) = 0, o resultado é trivial. O

O Teorema [2.3.1] cuja demonstragao foi retirada de [I4], um cldssico entre
os teoremas utilizados na teoria do Célculo Numérico, nos garante a existéncia de
um intervalo na reta real que contém os zeros reais com multiplicidade impar. Para
exemplificar sua tese, acompanhe o exemplo a seguir.

Considere

P(z) = 2 — z — 2 e o intervalo (—2,0).

Verifica-se que P(—2) = 4 e P(0) = —2. Portanto, P(—2)P(0) < 0 e com isso, concluimos

que ha pelo menos um zero neste intervalo. Neste caso, z; = —1.

Definicao 2.3.1. Seja M um conjunto de pontos no plano bidimensional. A menor
extensao de M a um conjunto fechado e convexo é dito como o menor poligono convero

que contém M.

Da definicdo acima, se M é um conjunto do plano, entdo o menor poligono

convexo que contém M é o conjunto H dado pelo fecho convexo de M (ver [I1]).

Teorema 2.3.2 (Teorema de Gauss-Lucas). Todos os pontos criticos de um polinémio
ndo constante P(z) estdo contidos no menor poligono convero H que contém todos os
zeros de P(z). Se os zeros de P(z) sao colineares, entdo os pontos criticos pertencem

ao segmento de reta que contém os zeros do polinomio.
Demonstragio. Seja P(z) um polinémio ndo constante de grau n com zeros 21, 2a, - - - 2.

Assim,

p
P(z) = (z=21)" (2 = 2)" -+ (2 = 7)™, n=2_m;, Ym; > 0.
i=0

Para todo z € C tal que P(z) # 0, defina a fungao

F() = P'(z) _dlin(P(z))] _ d <Zp: midn(s — Zi>> _ Z m;

P
P(2) dz E = Hr—z
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Seja zp € C — H tal que P'(z) =0, logo P(z) # 0. Deste modo,

i OZO_Zi

Multiplicando cada parcela do somatério pela fragdo cujos numeradores e denominadores

sao o conjugado dos denominadores, respectivamente, tem-se

imi(z()—zn _ 0

|Zo - Zi|2
P _
m;zo mMiZ;
_ Mizo -
Z ¢ |20 — 2i)? Z “ |20 — 2|2
mlzl
Z —
OZ|ZO_ZZ|2 Z|Z0_Zz
Considerando A = ZL e\ — ™M antio
|Zo — 22’2 EENETEETEE
= A . Ai .
20\ = Z)\Zl < 2o = Z*Zi:ZBiZZ', comﬁizx, Vi=1,2,---,p.
i=0 i=0 i=0

P Py P
Note que A = Z)‘i> que implica em 1 = ZXZ = Zﬁi. Logo zp é combinacao convexa
i=0 i=0 i=0
dos zeros de P(z) e portanto, temos zyp € H, o que é um absurdo. Isso mostra que

P'(zy) = 0 s6 pode ocorrer se 2y € H. O

O Teorema de Gauss-Lucas mostra uma relagao entre os zeros de um polinémio
e os zeros de sua derivada. Observe o exemplo a seguir que ilustra a tese do teorema.
Considere

P(z)=2"+22+2z+1,
em que 23 = —1, 29 =i e z3 = —i sdo zeros de P(z). Derivando o polinémio, obtemos
P(2) =322 +22+1,

Cujos zeros sao z; = —1—71\/5 e zh = —HTM/5
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Figura 2.1: Representacdo geométrica dos zeros de P(z) e P'(z).

Podemos ainda concluir que se um polinémio possui todos os zeros reais, entao
os zeros de sua derivada também o sao. De modo intuitivo, basta considerar o segmento
de reta cujas extremidades coincidem com o menor e o maior zero do polinémio,
respectivamente. Note que o segmento construido contém os demais zeros do polindémio
e além disso, é fechado e convexo. Assim, o teorema garante que os zeros de sua derivada
estao contidos neste segmento de reta.

No Teorema de Gauss-Lucas, se trocarmos a hipétese sobre o menor poligono
convexo que contém os zeros de P(z) por qualquer circulo que contenha os zeros de
P(z), entao o resultado ainda é valido. Trivialmente, se C' é um circulo que contém os

zeros do polindmio, entao C' também contém o menor poligono convexo com 0s zeros

de P(z2).

Teorema 2.3.3 (Teorema de Cauchy). Seja z — P(z) um polinémio complexo dado
por

P(2) = ag + a1z + ay2® + - - + a,2", a, # 0,

e seja r a unica raiz positiva da equacao
f(2) = lan|2" = (Jan_1]2"" + -+ + |a1|z + |ag]) = 0. (2.8)

Entao todos os zeros do polinomio P(z) estdo na regido |z| < r.
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Demonstragio. Note que se |z| > r, entao f(|z]) > 0. Como
[P()] = lan][2]" = (lan[2]"7" + -+ + lar]]z] + laol) = f(|2]),

logo P(z) # 0 quando |z| > r. Portanto, todos os zeros de P(z) devem estar contidos

na regiao |z| <. O

Veja que possui uma Unica raiz positiva como consequéncia da Regra de
Sinais de Descartes, pois ha apenas uma mudanca de sinal entre as poténcias 2" e
2"~1 Assim, a tnica solucdo para a inequaciao C' — K > p, com C' =1 e p um par nao
negativo é quando K = 1.

A fim de exemplificar o teorema anterior, considere o polinémio
P(z) = —iz® +i2® — 2iz — 1 (2.9)

e a equacao

flz)=2*-2"-2:—-1=0.

Segue que a tnica raiz positiva da equagao f(z) =0 é r = 2.15. Logo, pelo Teorema de

Cauchy, os zeros do polindémio P(z) estdo na regiao |z| < r = 2.15.

Figura 2.2: Representagdo geométrica dos zeros de P(z) na regido |z| <.

Veja que o Teorema de Cauchy nos auxilia na busca de uma regiao do plano

complexo onde os zeros do polinémio estao localizados. Apesar de nao explicitar cada
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um dos zeros do polinémio, o teorema aponta uma regiao para onde ha certeza da
existéncia dos zeros, logo pode-se utilizar métodos numéricos com mais eficiéncia para
a busca destes nimeros e evitar trabalho computacional desnecessario durante a busca

em regioes maiores.

Teorema 2.3.4. Seja P(z) = 2" + a,_12""' + -+ + a12 + a9 um polinémio com
coeficientes complexos ndao nulos e ainda, seja z;,1 = 1,--- ,n, 0s zeros deste polinomio.
Entao

max |z;] < max{2|an_1|,2 tn—2 e, 2 “ ,2 % }

1<i<n n—1 as ai

O Teorema é apresentado no livro de Bourbaki [0, p. 97] como um exercicio.
Na auséncia de sua demonstracao, apresentamos uma aplicagdo sobre o polinémio
dado em . Para atender a hipotese do Teorema devemos dividir o polinémio
P(z) = 2"+ a, 12" ' + -+ + a1z + ag pelo seu coeficiente da maior poténcia. Assim,

multiplicando-se (2.9) por —1/i, tem-se
P(z) =2 =22+ 224+ 1/i.

Logo, sobre P(z) segue

a Qo

a1

max{2|a2|,2 ,2

Qo 2

2
}:max{2|—1|,2‘1 }:4.

Ademais, como os zeros de p(z) sa0 21 ~ —0,14544 4+ 0,46839i, z9 ~ 0,4434 — 1,5345i
e z3 ~ 0,70207 + 1,06610z, entao

1/
72|/Z

max |z;| = |2| &~ 1,59728 < 4.
1<i<3

Disso, vemos que os zeros de P(z) estdo contidos na regido |z| < 4. Comparando-se
os Teoremas [2.3.4] e 2.3.3 nota-se que Cauchy fornece uma regido mais precisa para
localizacao dos zeros do polindémio, contudo essa comparacao deve ser feita caso a caso.

Se dividirmos a equacao pelo coeficiente da maior poténcia de z, entao

podemos reescrevé-la como

2= " (2.10)
k=1
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em que py = |an_x/ay|, com k= 1,--- n. Assim, enunciamos o préximo teorema que
determina uma cota superior para a tnica raiz positiva da equagao (2.10)). A prova do
teorema a seguir é apresentada na obra de Bojanov [4], como indicado em [I5], como

uma aplicacdo de um de seus métodos. Contudo a obra citada nao foi encontrada.

Teorema 2.3.5. Seja r a unica raiz positiva da equacao e ainda, considere

os valores ¥/pr, com k = 1,--- ,n, em ordem decrescente, formando uma sequéncia
n

g1 > qs > -+ > qn. Entdao r satisfaz a inequagdo r < qusk, em que

k=1
S1=Y1 Sk =Yk — Yr_1 com k=2 --- mn,
e Yr € a unica raiz positiva da equagcao
k
k __ k—v —
Yy _Zy 7k_17"'7n'
v=1

Como exemplo, considere o polindémio (2.9)) e a equagao
22 =224+ 22+ 1.

Vamos determinar uma cota superior para a raiz positiva da equacao anterior. Temos

entdo a sequéncia decrescente (ps, p1,p3) = (V2,1,v/1). Para k = 1,2, 3, temos

k’zliyzl 81:1
k=2=y*=y+1 5y = =1tVE
k;:3:>y3:y2—|—y—|—1 53~ 0,2212

e portanto,

145
r< \/§+;f+0,2212z2,2534.

Comparando-se brevemente os Teoremas e 2.3.4] vemos que 2,2534 é uma cota
superior para a unica raiz positiva de (2.8)) e ainda, é uma estimativa mais precisa para
uma regiao que contém os zeros do polinémio.

Milovanovi¢ aponta a referéncia [23] onde estaria a prova do préximo teorema,

porém nao pode ser consultada uma vez que é datada de 1924.
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Teorema 2.3.6. Todos os zeros de um polinomio como em , porém com a, = 1,

estao contidos na regiao

1 - 1
S i‘an—l‘ + Z |an—v|;-
v=2

n 1
Z+ =@y
5 1

Por exemplo, dividindo-se (2.9)) por a3 = —i, temos novamente
P(z) =2 — 22 422 4+ 1/i.

Logo,

IN

‘z+ %(—1)’

L= 1]+ /12l + i/l

322 49,9142,

Veja que a regiao obtida é menor em &area quando comparada as demais obtidas
anteriormente, logo aproxima-se melhor da localizagdo dos zeros de P(z). Contudo,

Cauchy ainda ¢é mais eficiente.

Teorema 2.3.7. Seja P(z) um polinomio de grau n, com a, = 1. Considere também,

p= JJnax |a;|. Entao todos os zeros de P(z) estao na regido
<i<n—

21 < 5 {1+ lonal + /L= Jenal) + 45

Demonstracao. Note que se

1
> 5 {1+ lanmal + /(T = fena )2+ 45, }

entao |z| > 1e

(I2l = 1)(l2] = lan-1]) = B> 0.

Multiplicando a equagdo acima por |z[*~1/(]z| — 1), tem-se

2" = lan-1llz["™ = Blz|"71 /(2] = 1) > 0.
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Mas veja que

Bl /(2] = 1) > BA+ e[+l +- - +]")

—2 -3
> ap—22""" + an_32""" 4+ + agl

e
2" = Jan-al[z["7" < 2" + @127
Portanto,
|P(2)] > [2" + ap12" Y = |@n22" "% 4 ap_32" > + -+ ag| >0,
que prova o resultado. O

Como exemplo do Teorema , considere o polinémio ]3(2) Segue que =

a1 = 2, logo

1
|z|§2{1+|—1|+\/(1—|—1|)2+4(2)}:1—{—\/5%2,4142.

O Teorema foi 0 que mais se aproximou da regiao obtida pelo Teorema de Cauchy.

Observe que se |a,_1| = 1, entdo os zeros de P(z) se encontram na regiao |z| < 1+ /B.

Teorema 2.3.8. Se P(z) é um polinomio de graun, com a, =1 e A = [Jnax la,|,
<i<n—

entao todos os zeros de P(z) estao na regiao

|a0|

21+ A (An+1)

S |Z’ S 1+)\0A7

com Ao sendo a unica raiz positiva da equagio z =1—1/(1+ Az)™ no intervalo (0,1).
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Demonstragio. Essa prova foi retirada de [9]. Primeiro, mostremos que os zeros de P(z)

estao contidos na regiao |z| < 1+ A\gA. Para isso, note que

P 2 {1 —Aiw}

B - n—1 ;
= [o|" =AY ]
j=1

2" — 1
2l =1

2" = A

Assim, para todo A > 0 e |z| = 1 + A\, segue que

IP(z)| = (1+ AN)" — (HA;)” >0,
Se
1

Logo, se A\ é a unica raiz da equagdo z = 1 — 1/(1 + Az)™ no intervalo (0, 1), entao
A > )\ satisfaz e assim, |P(z)| > 0 na circunferéncia |z| = 1 + A\, que implica
em todos os zeros de P(z) estarem contidos na regiao |z| < 1+ A).

Para a primeira desigualdade, vamos mostrar que P(z) nao possui zeros na regiao

|z] < ao|/[2(1 + A)""'(1 + nA)]. Primeiramente, considere G(z) = (1 — 2)P(z), isto é
n—1
G(’Z) =ao+ 2" — anflzn - Zn+1 + Z(CLU - Cval)ZU =ag+ H(Z)
v=0

Se |[z] = R =1+ A, entao

n—1
Irr‘la}é|H(z)| < R4+ R"+|ap_1|R" + Y |ay — ay_1| R
#1= v=0

< R'R+1+A+(2n—2)A]
= 21+ A)"(nA+1).
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Assim, na regiao |z| < R

z
GO = lan-+ HE) 2 ool = [H) 2 laol = s ma |2
4
— 21+ A)"(nA+1
sempre que |z| < %. O

Por exemplo, ainda sobre P(z), temos A = 2 e

z = 1—1/(1422)?
4z(z+ 1)
(22 + 1)2
42 +42° + 2 = 422 +4z2

423 -32 = 0

2(42* —3) = 0.

Isto é, 21 = 0, 25 = V/3/2 e 23 = —25. Logo

| — ] V3
< <1+ 229
2@ ey = Pl st
1
— < <1 ~ .
TG +V/3~ 2,732

Como 1/126 é muito préximo de zero, podemos dizer que a regido obtida é dada por
apenas |z| < 2,732 que também é um bom resultado comparando-se com o teorema

anterior e o Teorema de Cauchy.






CAPITULO

3

Algumas classes especiais de

polindmios

Neste capitulo, o foco sera o estudo das propriedades basicas dos polinémios
ortogonais na reta real e o comportamento de seus zeros. Abordaremos duas relagoes
de recorréncia de trés termos, sendo a primeira de polinémios ortogonais na reta
real e a segunda uma classe especial de polindémios. Tais relagoes diferem entre si
por um polindmio linear e pelo corpo que contém seus coeficientes. Representaremos
os zeros dos polindmios que satisfazem essas relagoes pela teoria de matrizes. Além
disso, enunciaremos alguns resultados para determinar a localizagdo dos zeros destes

polinémios.

3.1 Polinémios Ortogonais

Nesta se¢ao apresentaremos sequéncias de polindmios ortogonais (SPO) em
um intervalo da reta com relagdo a uma funcao peso. Discutiremos suas principais
propriedades & luz da Algebra Linear e ao fim, investigaremos o comportamento e a
localizagao dos zeros de uma SPO que satisfaz uma relacao de recorréncia de trés termos.

A teoria apresentada é um recorte das obras [10] e [19].

45
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3.1.1 Definicao e Propriedades

Usaremos a notacao

Pn(x) - Zan,ixi7 QAn.n 7& 0,
1=0

para denotar o polinémio em x de grau n com a,,; € R o coeficiente da i-ésima poténcia.

Definigao 3.1.1. Seja b uma fungdo real, nao decrescente, definida em [a,b]. Um ponto
¢ € [a,b] € chamado de ponto de aumento de ¥ se (& + €) — (£ — €) > 0 para todo
e > 0. & € um ponto de aumento isolado de 1) se ele for um ponto de aumento e existir

€ > 0 tal que ¥ € constante nos intervalos (§ —€,&) e (&£, +¢€).

Definicao 3.1.2. Seja v uma funcdo definida, nao decrescente, limitada e com infinitos

pontos de aumento em [a,b], —oo < a < b < oo, tal que as integrais de Stieltjes

b
uk:/ ™dy (1), para k=0,1,2,...

existem. Entdo dizemos que 1 é uma distribuicio (ou medida positiva) em |a, b].

Seja di uma distribuigdo como na Defini¢ao [3.1.2| Se diy)(z) = w(x)dzx, entao

w(x) > 0 em (a,b), mas nio identicamente nula, e é chamada de fungao peso.

Definicao 3.1.3. Considere o intervalo (a,b) na reta, a fung¢io peso w(x) > 0 e o

produto escalar entre as fungoes f(x) e g(x) em [a,b] definido por:

b

(f,9) = / F(2)g(z)w(z)dz.

Se {P,(x)}>2, satisfaz as condigoes
e P,(x) é de graun, n>0;
0, n # m,
° <Pna Pm> = # )
pn7#0, n=m.

entdao temos uma sequéncia de polindmios ortogonais em (a,b).

Quando p, = 1, temos uma sequéncia de polindbmios ortonormais e a denotamos

por { P ()},
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Teorema 3.1.1. Se Py, Py, - - P,,, pertencem a uma sequéncia de polinomios ortogonais,

entdo o conjunto de polindomios formado por eles € linearmente independente.

Demonstragio. Considere as constantes reais ¢j, j = 0,1,2,--- ,m e a combinagao

linear
> ciPi(z) =0.
=0

Assim,

<§ijj(55)apk($)> =(0,P(z)) =0, V0O <k <m.

Contudo, das propriedades do produto interno e da Definicao [3.1.3], segue que

0= <§Cj3($% Pk($)> = i:)cj (P;j(x), Pi(x)) = cxpr,

que implica em ¢, = 0, para todo 0 < k < m. O]

Teorema 3.1.2. Dada uma sequéncia de polindmios {P,(x)}%, e uma fungao peso

w(x) no intervalo (a,b), entdo sio equivalentes:

a) {P.(x)}%, € uma sequéncia de polinomios ortogonais com relagio a w(x) em

(a,b).
b) (Py(x),m(z)) =0,V 7(z) € Py, n>1.

b 0, 0<m<n-—1,

c) (™, P,(z)) = [, 2™ P, (z)w(x)dr =
pn#0, m=n.

Demonstragio. Mostremos que a) = b). De fato, pelo Teorema o conjunto

A ={Py(x):0 <k <n-—1} é linearmente independente e gera IP,,_1, logo A é base

para IP,,_;. Com isso, temos

n—1
i) Se m(z) € P,_1, entdo m(z) = Yoy Py(x). Logo,
k=0

(Py(a). w(a)) = <Pn<x>,:i akPk<x>> _ Z an(Pox), Pula)) = 0,

pois (P, (z), Pr(x)) =0, ¥ k # n.
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ii) Quando 7(x) possui grau n, entdo 7(z) = a, Py(z) + Yo Py(x). Assim,

n—1

(Po(x),m(2)) = an(Py, Py) + kz_: ag(Pp, Py) = appn, # 0.

Agora, mostremos que b) = ¢). Para tal, observe que

i) Se 2™ € P,_1(x), isto é, m < n — 1, entao (P,,z™) = 0.

ii) Se m(x) = 2", entdo 2" = > a;P;(x). Logo,
=0

(P, x") = <Pn,iozj > i (P, P;) = an(Py,, P,) # 0.
j=0 i=0

Finalmente, ¢) = a).

i)Se0<m<n-—1eDP,(x Zamkx Qm # 0, entdo
k=0

<Pma Pn> = Z am,k<xk) Pn>

m b
= Zam,k/ 2% P, (z)w(z)dz = 0.
k=0 @
ii) Se m = n,
Pma P Z O, k ) n - an,n<xn> Pn> - an,nﬁn 7A 0.

]

Corolario 3.1.2.1. Sejam {Qn ()}, e {Pn(z)}2_, duas sequéncias de polinémios
ortogonais em relagao a mesma fungio peso w(x) no intervalo (a,b), entio os polinémios

de mesmo grau em cada sequéncia diferem-se entre si por uma constante. Isto €,

Qj(z) = ¢;Pi(x), j =0.1,2,---
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Demonstragio. Do Teorema [3.1.1] - podemos tomar j + 1 polinémios da sequéncia

{Pn(z)}o0_, tal que Q;(x ch (), ¢; # 0. Logo, para 0 < k < j — 1,

k
O— Q],Pk ZCZ Pk —Ck<Pk,Pk>@Ck:O,v0§k§j—1
1=0
Portanto, Q;(z) = X7_y c;P(z) = ¢; Pj(x). O

3.1.2 Relagoes de Recorréncia de Trés Termos

A seguir, apresentamos as relagoes de recorréncia de trés termos para sequén-
cias de polindbmios ortogonais e suas variacoes quando os polindmios sao monicos ou

ortonormais.

Teorema 3.1.3. Dada uma sequéncia de polinomios ortogonais { P,,(x)}°, no intervalo

(a,b) em relagio a fungdo peso w(x), entdo

Por(2) = (1 = Puga) Pal) — anga Poa(z), m 20, (3.1)

com Py(x) =1, P1(x) =0, aps1, By, 7n € Ry,n>1ce

Ap+1,n+1 <xPn> Pn> Yn+1 <Pn7 Pn>
n+l = : 0, Bn+1 = Tn n+l = 0.
F 5 ML | ey
n+1
Demonstragio. Note que podemos escrever zF,(z) como xP,( Zb P;(x). Por

comparacao entre os termos de mesmo grau, ¢ imediato que b,41 = a,p / an+1,n+1 Além
disso, para j < n — 2,
n+1 b
bj(P;, P;) = > bi(P;, P;) = (xP,, P;) :/ zP,(x)Pj(x)dz = 0.
1=0 a

Implicando em b; =0, V j <n — 2. Com isso,

n+1
= Z b’LPZ(m) = anranJrl + b, P, + by Py
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Isolando P, 1(z), temos

Pra(z) = ( L o b >Pn(x) _bip ), (3.2)

bn+1 bn+1

Comparando (3.1)) e (3.2)), segue que

1 bn bn—l
, 5n+1 - b € Opy1 = b .
n+1 n+1

Yn+1 = b
n+1

Sabendo que by41 = Gnpn/Gni1nt1, €880 Vni1 = Gpi1nt1/An . Para determinar f,41,

basta notar que

0= <Pn+17Pn> - ’Yn+1<ZL’Pn,Pn> - ﬁn+1<Pn7Pn> - an+1<Pn—17Pn>~

Logo, fBht+1 = %+1%. Prosseguindo de modo andlogo,

0= <Pn—|—17 Pn—l) - ’Yn+1<$Pn, Pn—1> - ﬁn+1<Pn7 Pn—1> - an+1<Pn—17 Pn—1>7

_ 2Pn,Ppn—1)
que resulta em a1 = %Hm.

Podemos expressar o, 1 de outra maneira ao ajustar os indices da equagao (3.1)),

obtendo
Po(z) = (W2 = Bn) Pa1(2) — 0 Paa(2).

Assim, temos

1 n n
(2Py, Py 1) = (Pa,aPos) = Py P + 2Py Pty + S0Py, Py )

n n n

Yn+1 <Pn7Pn> D

e portanto, o, = o Par Pan)

Se {P,(z)}°°, é uma sequéncia de polinémios ortogonais em relacao a funcao peso
n n=0

w(x) no intervalo (a,b), entao {P,(x) = P, (x)/ann}rey ¢ a sequéncia de polindmios

ortogonais moénicos em relacdo a mesma fun¢do peso neste intervalo. A relagao de

recorréncia de trés termos para estes polindmios é obtida ao dividir (3.1]) por an41.n41
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que, apés algumas simplificagdes, resulta em

B 5n+1) 5 On+1 A
P, (x)= |z — P,(x)— ————PF,_1(x). 3.3
+1( ) ( Tn+1 ( ) YnVn+1 1< ) ( )
Note que
(@B By (Tamam) @l (@PuP) @ (xPa P
5 A\ (Po Puy L S
<Pn, Pn> <m7 an,n> a%,n <Pn7 Pn) a%ynﬁerl <me Pn>
_ Intl <$Pna Pn> _ 6n+1
’Vn—i-l(Pna Pn> Yn+1 7
e ainda,
<Anapn> _ <a};7n’%> o ai, (Pn, Pp) _ i (P, Pn)
Pov B} G ) ann (Ben P (B By

’yn—ﬁ—l 1 <Pn7 Pn> o an—H

Yn+1 77% <Pn—17 Pn—1> B YnYn+1 '

Logo, reescrevemos ((3.3)) como

com

B = Bn+1 _ <$15napn> N an+1 _ <ﬁnapn>
Tn+1 <Pn7Pn>

TnIn+1 <Pn—17 Pn—1>
Por fim, podemos considerar a sequéncia de polindémios ortonormais { P (x)}>,

em relagdo a fungao peso w(x) no intervalo (a,b), em que

P ()
By(x) = y 21
[P ()
e [|P(z)]] = \/(Py, Pn). A relagao de recorréncia para estes polinémios é obtida de 1)

e é da forma

P:+1<I> = (%Zﬂ - BZH)P;(QU) - O‘Zﬂpﬁkq(x)a n >0, (3-4)
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com Pf(x)=1, P*(z)=0e

a*
*  __ ntln+tl x % * ¥ * ’yn—i-l
Tn+1 = . » P+l = 7n+1<xpna Py, a L

(pn Tn

A dedugao de (3.4) é feita ao dividir a equacao (3.1) por || P,41(z)||, resultando

€11
|Pa(a)] | Po|
Pis(t) = (i@ = Bur) T2 P2 (@) = Gt i Py (a),
" AT PR @) A P(a)] ™
em que
O 1] B ] N et e
1Poni@)] e [B@l gz o,
JP@I . (@PuP) Pl . (PP

R et I T o R T o A N
= 7;+1<17P;,P;>,

o, = anHHP"_l(x)H _ Ontindl  Gn-ln-1 (P,, P,) ||Pn—1($)||

n | Pri1 (@) Anon Ann (Pn—1,Pn_1) [Poir ()]

(P, P,) -

2,
a’n,n H

* *
- CLn—&-l,n—l—lan—l,n—l

H,_/

P’VLHQ ’I’L 1

3.1.3 Zeros de polinGmios ortogonais

Comecgamos essa subsecao enunciando um teorema que refere-se a Identidade
de Christoffel-Darboux. Sua demonstragao sera omitida, pois estamos interessados na

formula confluente, consequéncia direta de tal identidade.

Teorema 3.1.4 (Identidade de Christoffel-Darboux). Seja { Pi(x)}>2, uma sequéncia
de polinémios ortonormais. Entao, eles satisfazem da sequinte identidade

LA . 1 P Pi(y) — Pi(x) P (y

S5 Py Pry) = L Pa@P) ~ @)

*

Tn+1 r—y

Note que ao somar e subtrair P}, (x)P;(z) ao numerador da Identidade de

Christoffel-Darboux, obtemos

S P ()P () — {P:@)(P;Hu Pra) _ Pin ><P:<x>—P:<y>>}‘

T+ T—y T —y
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Fazendo x — y em ambos os membros da igualdade acima, obtemos a férmula confluente,

dada como
g:w:(x))? - 7*1H (P2 () (P (1)) — Py (2)(PL(2))] > 0, Vi € R.

O préximo teorema a ser apresentado nos garante que todos os zeros de P,(x) e

P,11(z), dois polinomios consecutivos de uma SPO, sao distintos.

Teorema 3.1.5. Considere a sequéncia de polinomios ortogonais { Pj(7)}32,. Se Py(x)
e P,_1(x) pertencem a mesma SPO, entdo seus zeros sao distintos. Isto é, se P,(£) =0,

entao P, 1(§) # 0.

Demonstra¢io. Note que ao substituir os zeros de P, ;(z) na férmula confluente

trocando-se n por n — 1, resulta em
Po(@n-146)Py1(@a-1k) <0,

que implica em P,(x,_1x) # 0, para todo k =1,2,--- ,n — 1. ]

Teorema 3.1.6. Seja {P,(x)}>°, uma sequéncia de polindmios ortogonais no intervalo
(a,b) da reta em relagio a fungio peso w(x). Entao os zeros de P,(x) sdo todos reais,

distintos e pertencem ao intervalo (a,b).

Demonstrag¢io. Supondo que P,(z) ndo muda de sinal em (a,b), temos
b b
P,(z) >0 = / P, (z)w(z)dx > 0 ou P,(x) <0 = / P, (z)w(z)dx < 0.
Contudo, a relacao de ortogonalidade nos da
b b
/ P,(x)w(x)dx = / 1- P, (z)w(x)dx =0

e portanto, P, (r) deve mudar de sinal no intervalo (a,b). Com isso, deve haver pelo
menos um zero real de P,(x) com multiplicidade impar neste intervalo. Supondo que

existam r < n zeros distintos de multiplicidade impar de P,(z) em (a,b), dados por
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Tn1,Tn2, " T, entao do Teorema segue que

em que R(x) e Q(x) s@o polindémios de grau r e (n — r), respectivamente. Para Q(x),
sabemos que seus zeros em (a, b) serdo complexos ou de multiplicidade par se forem

reais, logo nao muda de sinal no intervalo. Agora, note que da relacao de ortogonalidade,
b
/ R(x) P(2)w(z)dz = 0. (3.5)

Entretanto,

/a " R(2) P(2)w(x)dz — / " R(2)2Q(x)w(x)dz £ 0. (3.6)

O absurdo visto pelas equagoes (3.5) e (3.6) implicam que devemos ter r > n
zeros reais de P,(x) com multiplicidade impar em (a, b). Finalmente, do Teorema m
segue que 7 = n e portanto, P, (z) = (£ — 1) (¥ — 2,2)2 - (x — 2,,)". Além disso,

a soma de n indices impares resultando em n implica em i, =1, Vk=1,2,--- . n. O

Teorema 3.1.7. Seja { Pj(7)}32, uma sequéncia de polindmios ortogonais. Entdo, entre

dois zeros consecutivos do polinomio de graun+ 1, P, 1(x) , existe somente um zero

de P,(z).

Demonstra¢do. Sem perda de generalidade, podemos supor que os polindémios P;(z) sdo
ortonormais com a;; > 0, Vj =1,2,---. Considere &p411 < Tpi12 < -+ < Tpyint1 08
zeros de P, 11 (z). Tomando-se dois zeros consecutivos @41 € Tpi1 k1, kK =1,2,--- ,n,
na sequéncia crescente de zeros de P,.1(x) e substituindo-os na férmula confluente,

segue que
Po(@ni1k) Pyy (Tnga k) > 0 € Pu(Tng1 k1) Py (Tag 1 kg1) > 0.

, , . .
Como P! (ny1k) € Pl (Xny1,k41) possuem sinais opostos, entao P, (Zn41,%) € Pro(Tni1k41)
também  tém. Logo, existe pelo menos um zero de P,(z) em
(Tnt1k Tnt1k+1) onde ocorre mudanga de sinal. Tomando k& = 1,2,3,...,n, temos

a existéncia de n zeros de P,(x). O
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3.1.4 Representacao dos zeros de polinébmios ortogonais por

autovalores

Nesta se¢ao, apresentamos como os zeros dos polindmios gerados pelas sequéncias

de polinomios ortogonais monicos e ortonormais estao relacionados com autovalores de

determinadas matrizes.

Se tomarmos o conjunto de m equagoes, fazendon = 0,1, - - -

(3.3), obtém-se

Lo,k

B 1 0
Gy fBa 1
0 a3 Bs
0O 0 O
0 0 0

= o O

0 Py(x 0
0| Pl 0
0| P 0
_ +
1| |Pn_s(z) 0
B [Pna(x)] [ Bn(2),

Po(zmp) /i 1 0 0 0 0| Polzms)
P (@mr) Go  Po 0 0 0| Pizmg)
Py ) B as fBs 1 0 0 Py(x )

P (L) 0 0 0 0 Bt 1| |Bro(mr)

Poi(mmy)] |0 0 0 0 Qm Bl [Pt (@) ]
Um, k Gm Um,k

,m — 1, na equacao

(3.7)
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Como vy, ; nao é identicamente nulo, pois po(xm,k) = 1, concluimos que z,, ¢ autovalor
da matriz G,, associado ao autovetor vy, para 1 <k <m .

Na Secao [3.1.2] apresentamos a relagao de recorréncia de trés termos para os
polindémios ortonormais e deduzimos os parametros v, ,, 35, e a;_ ; que a compoe.
Se substituirmos ), e ;| por seus respectivos valores ora apresentados em e

dividirmos tal equacao por 7;, , obtemos, ao isolar zP}(x), a seguinte equagao:

1 1
2P () = —— Py (0) + (x Py, Bo) Fy () + ¥Pﬁ_1(l‘)- (3-8)
n+1 n
Definindo A\ | = 7%, Tr1 = (xP,, P,) e haja vista que P,(z) = }:ﬁ(w), segue que
n+1 n,n
P, P, at . )?
CAYn—f—l _ A< ) _ > _ ( n—1,n 21) ()\:)2 e
<Pn—1; Pn—1> (a;,n)
A :C< Ana ﬁn>
il = —a—— = (xP; P =11, .
Bt Py B ( ) +1

Portanto, reescrevemos como
aPy(x) = NPy (@) + 70 Pr(a) + Ay Pria (@),
equivalente a
eP; () = /a1 Py (x) + By Pi(x) + Qi Pry (). (3.9)

Prosseguindo de modo anédlogo como feito ao inicio desta se¢do, se tomarmos o

conjunto de m equacoes, fazendo n =0,1,--- ,m — 1, na equagao (3.9), obtém-se, ja
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em sua forma matricial, a expressao

P (@m) (B Vas 0 - 0 0 P ()
P (k) Vas By by v-- 0 0 Py (2 )
ey | PG |0 Vs By - 00 || P
P o (Tmk) 0 0 o .- Bm—l NG P o(Tm i)
Pr(rms)] L O 0 0 o VA B | [Bi(@),
U,k Im Um, k

Finalmente, conclui-se que @, x, zero de P (x), é autovalor da matriz J, associado ao

autovetor u,, .

3.2 Teorema de Gersgorin

Essa secao traz um teorema que auxilia na determinacao de regioes do plano
que contém os autovalores de uma matriz. Vimos que podemos representar os zeros
de polindmios gerados pelas relagoes de recorréncia de trés termos por autovalores,
logo o seguinte teorema determinard uma regiao onde os zeros dos polindmios estao
localizados.

Antes de enunciar o teorema, retirado de [22], precisamos definir a soma absoluta
da i-ésima linha de uma matriz de ordem n, excluindo-se seu elemento diagonal. O

numero positivo resultante desta soma sera denotado por

n

ri(A) =Y Jaigl

J=1, j#

Teorema 3.2.1 (Teorema de GerSgorin). Para qualquer matriz A = [a; ;] € C™*" e X

autovalor de A, existe um nimero natural positivo tal que
|>\ - ak,k\ S Tk(A)

Demonstragio. Para todo A autovalor de A, seja 0 # x = [r1,72,- ,2,]7 € C" o

autovetor associado, ou seja, Ar = Ax. Entao Zai,jxj = Az; Vi € N. Como z ¢ um
jEN
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vetor nao nulo, entdo existe um nimero natural positivo k tal que 0 < |zg| = maz{|x;] :

i € N}. Para esse k, temos

> ari = Ay,

ieN
equivalente a

()\ — CLkJC)ZL‘k = Z akﬂ-xi.

ieN—k
Se tomarmos os valores absolutos na equac¢do acima, utilizarmos da desigualdade

triangular, tem-se entao

A= gl - okl <D0 awg] - |zl <07 Jawgl - e = ri(A)|xel-
1€EN—-Ek 1€eEN—-k

Dividindo toda a expressao anterior por |zg|, obtemos o resultado desejado. ]

O Teorema de Gersgorin estabelece n circulos dados por

Gi(M,) ={z€ C: |z —my| <ri(M,)},

G(M,) = |JG;(M,), (3.10)
i=1
com m;; € M, € C*" ei,j5, k=1, 2, --- ,n. Portanto, se M,, ¢ uma matriz de ordem

n, entdo a unido dos n circulos é chamada de Conjunto de Gersgorin. E importante
esclarecer que o Teorema de Gersgorin, nao se resume a delimitar circulos sobre os zeros
destes polindmios. Contudo, neste estudo, vimos que os zeros de alguns de polinémios
ortogonais sao autovalores de uma dada matriz e o mesmo vale aos zeros dos polinémios
@ m, ndo necessariamente ortogonais entre si, mas em ambas sequéncias de polinémios
estabelecemos uma representagao dos seus zeros por autovalores e, por isso, o Teorema
de Gersgorin destaca-se neste trabalho.

Quando publicado pela primeira vez em 1931, o Teorema de Gersgorin provocou
muito entusiasmo aos pesquisadores de seu tempo. Sua beleza e simplicidade em
determinar uma regiao que contém os autovalores de uma matriz utilizando-se apenas

de operacgoes aritméticas ¢ o que o torna um teorema elegante.



3. Algumas classes especiais de polinémios 59

3.3 Polinémios gerados por uma relacao de recor-
réncia de trés termos

Nessa segao, abordamos a relagao de recorréncia estudada no artigo [I§], dada
por

Qm—l—l(z) = (Z + Bm—i-l)Qm(z) - am+lem—1(z)7 m = 1, 27 T (311)

com Qo(z) =1, Q1(2) =24+ b1, am #0, m=2,3,--+, B, #0, m =1,2,--- sendo
O, Bm € C.

A sequéncia de polindmios gerada pela relagao acima nao é ortogonal na reta
real como . Contudo, quando a;,1 > 0 e 3, < 0 para todo m > 1, entdao teremos
uma sequéncia de polinémios L-ortogonais, que é um tipo direfente de ortogonalidade.
Um estudo mais aprofundado sobre este caso pode ser visto em [12]. Neste trabalho
nao utilizaremos qualquer restricdo sobre os coeficientes de , logo a sequéncia de
polindmios nao serd necessariamente ortogonal. Vale ressaltar que a difere-se de
por um mondémio em z que multiplica o polindémio @, 1(z).

E notdvel que 0 nio é zero de nenhum polinémio Qm(z) para todo m > 1, Além

disso, Qu(0) = B1fs -+ Bm. De fato,
Q1(0) =0+ B = i
Suponha que para m =k — 1, k > 1, tenha-se que Q4_1(0) = 13, - - - Bp_y. Com isso,
Qi(0) = (0+ Br)Qr-1(0) — ax0Qx—2(0).

Utilizando-se a hipdtese de inducao, segue que

Qi(0) = BB -+ Be—1 = BB - - Be-1B-

Portanto,

Qm(0) £ 0, ¥m € N — {0} (3.12)

Lema 3.3.1. Dois polinomios Qn,(z) € Qms1(2) consecutivos na sequéncia gerada por

nao possuem zeros em comum para todo m > 1.
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Demonstragdo. Utilizando-se do principio da inducao, segue de imediato que se £ € C

¢ tal que Q1(§) = Q2(§) = 0, entdo de (3.11)) temos

Qz(f) =
0 =

(€ + B2)Q1(§) — @26 Qo (§)

—Oégf.

De , temos & # 0. Entao —asé = 0 < as = 0. Desta contradigdo, concluimos que
nao existe £ € C que é zero de QQ1(z) e Q2(z) simultaneamente.

Suponha que para m > 2, Q,,—1(z) e @Q,,(z) nao possuam zeros em comum. Mos-
tremos que @, (2) € Qmy1(2) também nao tém. Com efeito, se Q,,(§) = 0e Qn_1(§) # 0,

segue que

Qmi1(§) = (€+ Bni1)Qm(§) — am1§Qm-1()
= _aerngmfl(f)'

Da hip6tese de inducao, de (3.11]) e de (3.12), cada um dos fatores acima sao nao nulos

e temos o resultado desejado. O]

Note que podemos escrever cada polindomio da equacao (3.11)) como

2401 —as 0 0 0
—z  z+4+ 0y —a3 0 0
0 —z z+ 0 0
Qu(2) = ‘63 ,m > 1. (3.13)
0 0 0 24 P11 —Qu,
0 0 0 —z z+ B

Quando m =1, Q1(z) = z + 1 por defini¢do. Para m = 2,

Qox) = (24 B2) Qi (=) — a22Qu(2)
et (24 B2)(z + p1) — azz
A o
N —z 240 .
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Agora, suponha que para m > 3, a igualdade em ((3.13]) é valida. Entao, o cdlculo do

determinante
z+ 01 —as 0 . 0 0
-z 2+ [y —az - 0 0
0 —Zz z2+ B3 - 0 0
0 0 0 —z 2+ Bt

feito pelo método de Laplace, considerando-se a ultima coluna, é dado por:

(Z + 6m+1)(_1)2(m+1)0m+1,m+1 + (_am+1)(_1)2m+1cm,m+17 (314)

em que Cpyi1m+1 € Cpym1 520 os cofatores de (z+ Bin41) € (—Qunt1), respectivamente. A
partir da hip6tese indutiva, é evidente que Cyyq1 mi1 = Qm(2). Além disso, calculando-se

o cofator Cy, ,,+1 pela tltima linha, temos

s+ B —as 0 .- 0 0
—z z+fr —az - 0 0
0 —Z Z+ /63 0 0
= —2Qm-1-
0 0 O z+ Bmfl —Oyy
0 0 0 0 -2

Substituindo os cofatores em ([3.14]), conclui-se a demonstragao.
Podemos representar os zeros do polinémios gerados por (3.11)), como feito na

Subsecdo [3.1.4] Para isso, é necessario definir o conceito de matriz de Hessenberg.

Definicao 3.3.1. Uma matriz de Hessenberg é uma matriz quadrada quase triangular.
Isto €, a matriz de Hessenberg inferior é uma matriz nao nula, cujos elementos acima da
superdiagonal principal sao nulos. Em outras palavras, a matriz de Hessenberg H,, = a;;

em que Qo =0,V i=12---n.
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Teorema 3.3.1. Os zeros de Q,, sao autovalores da matriz de Hessenberg inferior

m as 0 0 0
m 72 a3 -- 0 0
Hn = )
m oM m3 o a0
m M2 N3 - INp—1 Oy
" M2 N3 o Tl T
em que Ny = Qpy — By, m=1,2,--- n ea; =0.

Demonstragdo. Considere as matrizes A, e B, de ordem n, dadas respectivamente por

1 0 0 0 B ay 0 0

-1 1 0 0 0 —/62 (0%} 0
A, =10 1 0l eB,=1| 0 0 —B3 -~ 0

0O 0 0 --- 1 0 0 0 — B

De (3.13)), temos que Q,,(z) = det(zA, — B,) e ainda, como det(A,) = 1, entdo
Qum(z) = det(A,)det(zI — A1 B,) = det(zI — A;'B,). Claramente, @,, é o polinomio
caracteristico da matriz A ! B,, que coincide com H,,. Portanto, seus zeros sao autovalores

de A:'B, = H,. 0

3.3.1 Regiao especial para os zeros de Q),,(2)

Estudaremos um teorema que determina uma regiao no plano onde os zeros dos
polinémios gerados por (3.11)) estao localizados. Considere a regiao W (A1, A2, 7), em

que Ay > A\ e 7 > 0 dada pelo conjunto

W(/\h)@ﬂ')f{2=x+yz’€C:|y|§T, Al—\/fy?§xg)\2+\/fy2}'
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Teorema 3.3.2. Para todo n > 2, defina o = max{|ag|,k = 2,3,--- ,n} en™ =

mazx{|ngl, k =2,3,--- ,n}. Seja

Jar o 20
=y = e dy = - |
TR I V(@ + Aol (] — i) +

Entdo os zeros de Qr(x), 1 < k < n, estao dentro da regiio |z| < p,, em que

o +m | —nd!
[m1|—ndt

(\JaM + \/W)Q, caso contrdrio.

Im|, se0<dy <dy,

>

Se para k = 1,2,--- n, tem-se ng real, entdo os zeros de Qr(x), 1 < k < n, estdo

dentro da regiao W (0,1, Mn.2, Pn), em que

Ny = min{n,, k=1,2,3,--- ,n}, g, =max{n, k=1,2,3,--- ,n}

\/<a%>2+4awm\—n%w%| |
< 2(m [—n) T

Pn =
(JaM + /nM)2 —pM caso contrdrio.

Demonstragdo. Para ¢ # 0, defina Ds como a matriz diagonal de ordem n, cujas entradas

, se 0 <ds<dy,

sao (6, 62, -+, 6™). Tomemos 0 < § < 1. Note que as matrizes H,, e S = DsH, D"
sao semelhantes e com isso, possuem os mesmos autovalores. Utilizando-se do Teorema

n
de Gersgorin, temos que os autovalores de S estao contidos em UA;")((S) em que

k=1
n—~k

A (8) é o circulo fechado centrado em 7y, e raio py(8) = ] > 0" + |6~ Note que,
r=1

p1(6) < p1(8) = 25|m| e para 2 < k < n,

4] 1 1
1 1
[ VO S S Vi

Entao todos os circulos Afgn)(é), 2 < k < n, estao dentro da regido

1 1
[2] < pu(0) = =5 + 500
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Do mesmo modo, Aﬁ")(é) estd contido no circulo |z| < p1(6) = 55|m|. Escolhendo &
que minimize max{p;(8), pn(d)}, temos dy ou d; dependendo de ™ << |n;| ou nao.

Para a segunda parte, note que A{" (0) estd contido no circulo |z — | < p1(9)
e para todo k, 2 < k < n, o circulo A,(cn)(é) estd contido na regido |z — ni| < pn(9).
Novamente, tomando § que minimize maz{p1(9), p.(9)}, temos d3 ou d; dependendo
de nM << |n| ou nio.

Por fim, como o zero de @Q1(z) é ny, temos 1, € UA,(Cn)(é). Se p é tal que
k=1

P
1 < p < n, entao os autovalores da matriz H, estao contidos em UA,(cp )(5). Como
k=1

p n

U A,(f)(é) c U A,(f")(é) para 1 < k < p, temos que os zeros de (),(z) também estao

k=1 k=1

dentro de U A,(C”)(é) que prova o teorema para todos os polinomios Q, 1 <k <n. [
k=1

Para exemplificar a tese do Teorema de Gersgorin, vamos considerar a equagao

(3.11) e vamos definir ,, = 1, ag,, = —0.05 e ag,, 1 = 0.05. Logo, para n = 5, temos

Qs(2) = 2° + 524 + 4(11%1023 + 491%1022 + 5z + 1. A representacao geométrica dos zeros do

polinémio Q5(z) e dos circulos de Gersgorin podem ser vistas nas figuras abaixo.

L2 S S - S N S T = 1

&
IS
S
o
8
IS

Figura 3.1: Zeros de Q5(z) dentro dos circulos de Gersgorin.
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0.3
0.2
0.1
| ©
0.1

0.2

0.3

Figura 3.2: Zeros de Q5(z) - Zoom in.

Durante o desenvolvimento das relagoes de recorréncia de trés termos neste
trabalho, apresentamos a relagdo dos zeros com os autovalores associados as matrizes
construidas a partir das rela¢oes dos polinémios moénicos e ortonormais. Logo, o Teorema
de Gersgorin também se aplica a ambos.

Agora, apresentamos um exemplo para comparacao entre o Teorema de Gersgorin
e o Teorema [3.3.2] Para isso, vamos utilizar a sequéncia de polindomios apresentada em

[5]. Considere
RN =14+ ANz+22+2 4+ 42" 42", n>2 AeR. (3.15)
A sequéncia de polindmios { RV (2)}%° satisfaz a relacdo de recorréncia
R = (2 + DRP(2) = 2B (), 0> 1,

com Ry(z) =1, Ri(2) =241, s =2—Aea, =1paran > 3.
Facamos n=7e A =1 em (3.15). Assim,

RVG)=1+42+42 42+ + 22+ 25+ 47
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Como seus zeros sao autovalores da matriz de Hessenberg H;, dada por

T

I

I

—_
(@] (@) ] ] (@) o =
[aw] (@) ] ] (@] — ]
[aw] (@) ] ] — (] ]
(a] [a) ] — [a) ] e}
(e] [e) — (] ja) ] e}
(a) — @] (a] ja) @] e}

e como ri(Hy) =1=r;(H;) e ri(H7) = 2, 2 < k <6, segue do Teorema de Gersgorin

que os zeros de Rgl), dados por

1+7 =1+ 1+7 1—2

NI R 2

{—1,+i, —

estao contidos na uniao dos circulos com centro (0, —1) e raio r; ou centrados na origem

eraios r;, 1 =2,3,---,7.

Figura 3.3: Zeros de Rgl)(z) dentro dos circulos de Gersgorin.

Nas hipoteses do Teorema temos que

=1, 9" =0, pr=2, pr~1,618, n1=—1en,=0.
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Portanto, segue que os zeros dos polinémios R,gl)(z), 1 < k <7, estao contidos na

regiao W(—1,0,1.618), que assemelha-se a uma elipse, mas nao é, representada abaixo.

Figura 3.4: Zeros de R,(Cl)(z), 1 <k <7, dentro da regiago W(—1,0,1.618).

Em azul, vermelho, verde e rosa, estao representados os zeros de Rgl), Rél), Rél)

1 . o
e Rfl ), respectivamente. Alguns zeros coincidem, como:

B (1) = B (1) = B (-1) = RY(=1) = 0
R (+i) = R (+i) = 0
R\V(—1/2 £3/2) = RSV (~1/2 £ /3/2) = 0.

Na Figura vemos que os autovalores (zeros do polinémio) podem pertencer
a circunferéncia que define o circulo de Gersgorin. Alguns circulos podem conter mais
de um autovalor, como visto em (3.1]). Por fim, podera existir algum circulo que nao
contém autovalor. Contudo, a unido de todos eles (conjunto de Gersgorin) conterd
todos os autovalores. Para exemplificar o caso em que ha circulos sem a presenca de

autovalores, considere a matriz
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04 0 0 0 0 0|
12 0 0 0 0 0
01 -2 0 0 0 0
A=1o 0 1/8 —i 1/8 0 0
00 0 1/4 -2 1/4 0
00 0 0 0 92 1/2
00 0 0 0 1/2 —9/2

O conjunto dos autovalores de A é dado por

{3,2361; —1,2361; —2; —1,0323i; —1,9677i; 4,5277; —4,5277} .

Calculando-se os raios dos circulos de Gersgorin em relacao a matriz A, tem-se

ri(A) =4, m(A) =r3(A) =1, ry(A) =1/4, r5(A) = 16(A) = 1m7(A) = 1/2.

Logo, o conjunto de Gersgorin é dado por

Figura 3.5: Conjunto de Gersgorin: circulo sem autovalor.

Acima podemos notar que o circulo com centro em (2,0) e raio 7, nao contém

autovalor de A, contudo a uniao de todos os circulos contém todos os autovalores de A.



CAPITULO

4

Relacoes de recorréncia de quatro

termos

Neste capitulo abordamos a sequéncia de polinémios gerada pela relagao de

recorréncia de quatro termos
P(2) 4+ A(2)Py1(2) + B(2)Py—2(2) + C(2) Py—3(2) = 0, (4.1)

em que A(z), B(z) e C(z) sao polinémios de grau menor ou igual a um na variavel z,
Py(z) =1e P_,(z) =0, para todo n € N.

Como mencionado na Introdugao deste trabalho, as RRQT nao foram tao
exploradas em comparagdo com as RRTT relacionadas aos polindmios ortogonais
classicos. Porém, na literatura recente, podemos encontrar resultados interessantes a
respeito dos polindmios gerados por (4.1)) que motivam o principal objetivo do nosso
trabalho.

Em [I], o autor investiga um caso particular da relagao de recorréncia . Isto

¢, considera A(z) = az, B(z) =b, e C(z) =cz, com a, b, ¢ € R—{0} e obtém
P.(2) +azP,-1(2) + bP,_2(2) + czP,_3(z) = 0. (4.2)

Neste artigo, o autor enuncia o seguinte teorema

69
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Teorema 4.0.1. Os zeros de P,(z) que satisfazem a relagio (4.2)) serdo reais se, e

somente se, b > 0 e = :

I:=(=X\X\), em que

a < é, em ambos os casos, eles pertencem ao intervalo

4

3a4+14+v902—10a+1 3/2 .
(—506+1+\/9042—10a+1) (—5a + 14902 — 100 + 1)

A=

Além disso, considerando Z(P,) o conjunto dos zeros de P,(z), entdo GZ(PR(Z)) é
denso em 1. "

Veja que esse teorema estabelece condicoes necessarias e suficientes para definir
um intervalo I na reta tal que P,(z) possui todos os zeros reais para todo n natural e
ainda, o conjunto de zeros de P,(z) é denso em I. Sua demonstragao serd omitida, pois
estd fundamentada sob uma dezena de defini¢oes, proposicoes e lemas que auxiliam na
estrutura da demonstragao, logo seria exaustivo demais e complexo trazé-la para este
texto. A prova completa deste teorema estd disponivel em [I].

Além disso, em [20], os autores investigam o comportamento dos zeros dos
polindémios P, (z) gerados por (4.1)) em que A(z) =z, B(z) =be C(z) = ccom b,c € R.
De modo semelhante, em [21], os autores estudam a localizagao dos zeros dos polindémios
que pertencem a sequéncia gerada por quando A(z) = a1z + ag, B(z) = b1z + by
e C(z) = ¢, sendo ay, ag, by, by, ¢ €R.

Com a motivagao dos resultados apresentados em [1, [18], [20] e [21] construimos

as seguintes segoes que compoe este capitulo.

4.1 Representacao dos zeros de polinéomios por au-
tovalores

Essa secao trata da representacdo dos zeros dos polindmios gerados por um caso
particular de , associando-os como autovalores de uma matriz especifica como na
Secao [3.3

Considerando A(z) = —(z + ag), B(z) =biz + by e C(z) = 12 + co, temos

P.(2) — (z 4+ ag) Po-1(2) + (b1z + bo) Py—2(2) + (c12 + o) Po—3(2) = 0,



4. Relagoes de recorréncia de quatro termos 71

equivalente a
P.(2) = (z 4+ ap)Pr_1(2) — (b1z + bo) Pu—a(2) — (12 + o) Pr_3(2), (4.3)

com ag, by, by, co, c; ERtal que b +02 £0e it +c3 #0, Po(z) =1e P,(2) =0
para todo n € N. Observe que as restrigoes sobre os coeficientes dos polinémios B(z) e
C'(z) impedem que sejam identicamente nulos. Em outras palavras, se pensarmos nestes
polinémios como retas, as possibilidades sao de polinémios com coeficiente lineares
nulos, polindmios constantes nao nulos ou polinémios lineares com coeficientes angulares
e lineares nao nulos.

A primeira vista, analisando-se a equacao , percebe-se que P, (z) possui

grau n e é¢ monico. De modo formal, enunciamos o lema a seguir.

Lema 4.1.1. Os polinomios gerados pela relaciao de recorréncia de quatro termos como

em (4.3), sao monicos e possuem grau exatamente n para todo n natural.

Demonstracao. Por indugao sobre n, note que quando n = 1, temos
Pl(Z) = (Z + Clo)Po(Z) — (blz + bo)Pfl(Z) — (clz + CQ)P,2<Z).

Como P_4(z) = P_3(z) =0 e Py(z) = 1, ambos de acordo com a defini¢do, temos que
Pi(z) = z+ ag que é monico e possui grau um. Supondo que para n = k > 1, tenhamos
que Py(z) é monico e possui grau k, provemos que o mesmo vale para n = k + 1. De

fato,
Pei1(2) = (24 a0)Pre(2) = (b1z+bo) Pr—1(2) — (124 o) Pe—2(2) = (2 4+ ag) Pe(2) + S(2),

em que S(z) = —B(z)Py_1(2) — C(2)Ps_2(2z). Da hipétese de inducao, segue que
(z+ ag)Px(z) possui grau k + 1 e é mdnico. Como S(z) possui no maximo grau k, temos

Py11(z) ménico e de grau k + 1. O

Assim como em ([3.13)), podemos reescrever os polindmios gerados por (4.3]) como

um determinante.
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Proposicao 4.1.1. Os polinomios da sequéncia gerada por (4.3) podem ser representa-

dos como

Z+ ag
-1
0

—blz - bo
z+ag

—1

—C12 — (g
—blz — b()
Z+ag
0
0

0
—C12 — (
—blz — b[)

0

0

2+ ag

(4.4)

Demonstragdo. De fato, quando n =1,

P =z4ag=|z+ao|

Supondo que para n =k > 1, a equagao (4.4) é valida. Temos que o determinante de

ordem (k + 1) a seguir

z+ag —biz—by —ci1z—c 0 0 0 0
—1 z+ ag —biz—by —crz—cy ... 0 0 0
0 —1 Z+ ap —biz—0by ... 0 0 0

, (4.5)
0 0 0 0 z+ayg —biz—0by —C(z)
0 0 0 0 -1 z+ay —B(z)
0 0 0 0 0 -1 —A(z)
é dado por

—A(2)Cri1 k41 — B(2)Ch 1 — C(2)Cro1 g1,

em que Chyi1p+1, Crit1 € Cr_1x+1 Sa0 cofatores que compoe o calculo do determinante
(4.5)) utilizando-se o método de Laplace sobre a tltima coluna.
Note que Cit14+1 = P, pois é obtido ao excluir a ultima linha e tdltima

coluna de (4.5)), que coincide com a hipdtese de inducao. Para obter o préximo cofator,
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continuaremos a aplicar Laplace aos demais determinantes que surgirao, assim temos

z4+ag —biz—by —c1z— ¢ 0
-1 z+ag —blz - bo 0
0 —1 z+ap 0
Ck,k+l (_1)2k+1
0 0 0 Z+ ag —blz — bo
0 0 0 0 —1
z4+ag —biz—by —ci1z— ¢ 0 0
—1 zZ+ag —blz - b() —C1Z2 — (p 0
= - (_1)(_1)k+k 0 -1 zZ 4+ ag —blz—bo 0
0 0 0 0 Z+ ag
= Py

Durante o calculo de Cj k41, temos na primeira igualdade, um determinante que é
calculado utilizando-se Laplace sobre sua a ultima linha. Na segunda igualdade, o

determinante nao precisa ser calculado, dada a hipétese de inducao. Analogamente,

z+ay —biz—by —ciz—cy ... 0 0
-1 z+ ag —biz—0by ... 0 0
Chotpr1 = (=1)*
0 0 0 —biz+by —c1z4 ¢
0 0 0 .. —1 zZ + ag
0 0 0 0 -1
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z+ayg —biz—by —ciz—cy ... 0
-1 Z 4+ ag —blz—bg 0
= (D=1
0 0 0 —blz + b()
0 0 0 —1
zZ + ag —blz—bo 0
_ (_1)(_1)2(k_1) -1 z+ay ... 0
0
0 0 ... Z+a
- Pk727
que prova o resultado. O

Considere as matrizes A, e B,, de ordem n, dadas por

1 —b1 —C 0 0 0 0

0 1 —bl —C 0 0 0

An _ 0 0 1 —b1 —C 0 0
0 O 0 0 0 1 —b

0 O 0 0 0 0 1

e

—Aag b() Co 0 0 ... 0 0

1 —AQao b() Co 0 ... 0 0

Bn _ 0 1 —ayg bo Co ... 0 0
0 0 0 0 0 ... —Qo bo

0 0 0 0 0 ... 1 —a

O proximo teorema define uma representagao para os zeros do polinémio P, (z) como

autovalores de uma matriz de Hessenberg.
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Teorema 4.1.1. Os zeros de P,(z) gerados por sao autovalores da matriz M, =
A-1B,.

Demonstragio. Temos det(A,) = 1. Note que P,(z) = det(zA, — B,) = det(An(z1, —
A1B,)) = det(zI, — A;'B,), em que I, é a matriz identidade de ordem n. Como
P.(z) = det(z1,, — A,' B,,), segue que ¢ o polindmio caracteristico da matriz A,'B, =

M,,. [l

Como A, é uma matriz triangular superior, entao sua inversa também serd

triangular superior. Para determinar a matriz A ', considere a matriz aumentada

1 =by —c O 0O ... 0 0 10000 ... 00

0O 1 —-bp —¢g 0 ... 0 O 01000 ...00

0 O 1 =by =g ... 0 O 00100 ...00¢0
(Anlln) =

0 O 0 0 0O ... 1 =60 {000O0O0 ... 10

0 O 0 0 0O ... 0 1 000O0O0...01

Para obter (I,]A,!), basta realizar uma sequéncia de n operagoes elementares sobre

(A,|I,), nesta ordem:

L = Ly
L = L,1+bhL;
L;I—Z = Lan + blL;_l + ClL;I;
L, g = Ly s+blL, y+cily_y;
Ly = Loa+t blL;L—3 +eil, ;
L,l = Ll + blLl2 + Cng.
Sendo L), k =1,2,--- /n, a k-ésima linha da matriz aumentada (I,|A;') e Ly, k =

1,2,--- ,n, a k-ésima linha da matriz aumentada (A,|I,). Apds esse procedimento,
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obtém-se

2l n—1
1 b Btae 3 pr Gl et

=1\ [—1

2l n—1-—1
1 01 b ... py B
Ar_z = =1 l —1 )
0 0 0 by
0 0 0 1
n+1

em que y = § para n par e y = para n impar. Um algoritmo computacional que

2
determina A1, M,, P,(z) e os zeros do polindmio para quando n > 3 estd disponivel
na secao de apéndices.

A matriz A;! possui uma caracteristica interessante quanto & sua forma. Note
que, uma vez que se conhece a sua primeira linha, as demais sao determinadas a partir

dela. Podemos escrever os elementos da primeira linha de A! como

v(5)

j_
a’m:Z

bjl;(2lfl)clflv ] = 1, <o N, (46)

n—1, sen é par

emquev(k:)zv(qul):k—"gl, k=1,3,5,... .03, tal que § =

n — 2, se n é impar
e y(n) = "t se n é fmpar.

Deste modo, as proximas linhas de A,,! sdo obtidas fazendo aj, 1 =g, )=
1,2,---.n—1,e a;’j =0set>7, Vi,j=1,2,--- ,n. Dados os padroes existentes em
A-l e B, sobre suas linhas, temos entdo um padrao na matriz produto M, = A 1B,
em que M, = (m;;) € C"*". Temos que os elementos da primeira linha de M, sao da

forma

mi1 = —Qo + bl
2
mie = by —agbs + b7+ 1
/ / / / .
my; = Colyj_o+ b0a1,j_1 —apay ; +a g, para j=3,...,n—1

— / ! /
Min = Coly, o+ body, | — oy,
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e para as proximas linhas, temos

Mit1,5+41 = My, paraizl,...,n—l, ejzl,...,n—2
Min = Colj, g+ oG, | — oy, i =2,...,n

miy1; = 1, parayj=1,...,n—1
m;; = 0, parai>j+2,5=1,...,n—2.

Uma observagao importante faz-se necessaria a respeito da forma geral dada em (4.6)):
quando b; = 0 ou ¢; = 0, podemos nos deparar com uma indeterminacdo do tipo 0° em
alguma parcela do somatério. Para contornar este problema, podemos definir 0° = 1
somente para este cdlculo ou recorrer ao processo de escalonamento cujas operagoes
elementares ja foram indicadas.

Como exemplo do que foi mostrado até o momento nesta segdo, considere
A(z) = —(2+1), B(z) =22+ 3 e C(z) = 4z + 5. Segue da equagao que, para
n=.>a,

Ps(z) = (z4+ 1)Py(2) — (22 + 3)P3(z) — (42 + 5) Pa(2),

ou seja,

Ps(2) = 2° — 32* — 262° — 252% + 262 + 31.

Como as entradas das matrizes Bs e A;' dependem apenas dos coeficientes dos polind-

mios A(z), B(z) e C(z) que conhecemos, segue que o produto A;'Bs = Mjs é dado

por
_1 2 8 24 80_ _—1 3 5 0 O _ —1 9 27 90 32_
012 8 24 1 -1 3 5 0 11 9 27 10
6oo1 2 8§xf0 1 -1 3 5|=(01 1 9 3
000 1 2 o o0 1 -1 3 00 1 1 1
000 0 1 o o0 o0 1 -1 _O 0 0 1 -1

AL Bs M5
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Calculando-se os autovalores de M5 e os zeros de Ps(z) utilizando o MATLABEL temos

que

(2 €C:det(z]; — Ms) =0} = {7,0834;—2,5237;1,0354; —1,3910; —1, 2040}
= {z€C: Ps(2) =0},

ou seja, o conjunto de autovalores de M e o conjunto dos zeros de Ps(z) sao iguais,

como o esperado. A Figura |4.1| mostra os zeros de Ps(z) no intervalo [—2,7;7,2].

1.0F

0.5

-0.5

-1.0-

Figura 4.1: Zeros de Ps(z) para —2,7 < 2z < 7,2.

De modo geral, o processo de encontrar os zeros de um polinémio pode ser muito
complexo, envolver muitas operagoes aritméticas, muito esforco computacional, entre
outros. O mesmo se estende ao trabalho de procurar autovalores de uma matriz. Quando
o problema ¢ determinar os zeros dos polindomios gerados por 7 podemos recorrer
ao Teorema de Gersgorin que determina uma regiao no plano complexo que contém os
autovalores de uma matriz associada a este polindomio. Contudo, essas regioes podem
ser refinadas a fim de obter uma localizacdo mais precisa dos autovalores. Antes de
exibir um refinamento do conjunto de Gersgorin como em , devemos abordar dois

teoremas que sao equivalentes, logo basta provar apenas um deles.

Teorema 4.1.2. Se A = [a; ;] € C", n > 2, e se |a;||a;;| > ri(A)r;(A), para todo

i,j=1,2,3,...,n, i # j, entao A € nao singular.

IMATLAB (MATrix LABoratory) trata-se de um software interativo de alta performance voltado
para o calculo numérico. O MATLAB integra andlise numérica, calculo com matrizes, processamento
de sinais e construgao de graficos em ambiente facil de usar, onde problemas e solugbes sdo expressos
somente como eles sdo escritos matematicamente, ao contrario da programacao tradicional.
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Demonstragio. Por contradicao, suponha que A = [a; ;] € C"*" satisfaz

]ai7¢|]aj,j| > Ti<A)Tj(A), VZ,j = 1, 2,3, o, n, ) 7é j, (47)

e ¢ singular. Logo existe X = [z, %9, 23,...,2,]7 € C" nio nulo tal que AX = 0.

Tomando-se os valores absolutos de cada componente em X, encontramos s e t tais que

|I’t| >0e
|zy| > |xs| > max{|xg| 1 <k <n, k#s, k#t}. (4.8)
Com isso, AX = 0 implica em a;;x; = — a; ix;, para todo 1 = 1,2,...,n.
b ’J J
=1, j#i

Tomando-se os valores absolutos e aplicando a desigualdade triangular , segue que

ZL’Z| S Z |a,~7j||xj|, ‘v’2:1,2,,n (49)
=1, j#i

|ai,i

Escolhendo i = ¢, nas desigualdades (4.8) e (4.9)), temos

n

aellzd < D2 larslle;] < re(A)las|. (4.10)
=1, j#t
Se |zs] = 0, entao a desigualdade (4.10) se reduz a |at,||z:| = 0, consequentemente,

latt| = 0, que contradiz o fato de que |a;;| > 0 para todo i =1,2,...,n em (4.7)). Logo,
|zs| > 0, escolhendo i = s em (4.9)), obtemos

|as,s||zs| < 7s(A)|z].
Multiplicando a desigualdade acima por (4.10)), temos
|azllas,s||ze][xs] < re(A)rs(A)]a|as],

como |z¢||zs| > 0, segue que |ast||ass| < ri(A)rs(A) que contradiz (4.7)). O
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Seja M, = A, 'B, a matriz cujos autovalores sdo os zeros do polindémio P, (z),

se definirmos para i,j =1, 2, ---, n, © # j,
Ki,j<Mn> = {Z - C . |Z — ’ITLZZHZ — mjj| S Ti(Mn)’f’j<Mn>}, (411)
K(M,) := UKiJ(Mn)v

somos capazes de enunciar o seguinte teorema.

Teorema 4.1.3. Para qualquer matriz M,, = [m; ;] € C™™, n > 2, e A € o(M,), eziste
um par de naturais distintos i e j, com i,j =1,2,...,n, tais que A € K; ;(M,). Como

isso € vdlido para cada autovalor de (M,), entio o(M,) C K(M,).

Uma vez que os Teoremas e [4.1.3] sdo equivalentes, ndo serd necessério a

demonstragdo para o Teorema [4.1.3]

Teorema 4.1.4. Seja M, = [m;;] € C", n > 2, entao K(M,) C G(M,), em que
G(M,,) ¢é definido de acordo com (3.10)).

Demonstragio. Considere i e j dois naturais distintos em N = {1,2,3,--- ;n} ez €
Kz(Mn) De " segue que

|2 = mil|z — my;| < ri(My)r; (My).

Se r;(M,,)r;(M,) =0, entdo z = m;; ou z = m;;. Como my;; € G;(M,,) e mj; € G;(M,),
entdo z € G;(M,) ou z € G;(M,) que implica z € G(M,,).
Se r;(M,)r;(M,) > 0, entao

|2 — my] |2 — my,|

T’Z(Mn) ‘ Tj(Mn)

<1

Note que ambos fatores a esquerda da desigualdade acima nao podem exceder uma

unidade ao mesmo tempo. Logo z € G;(M,,) ou z € G;(M,,). Portanto,

K(M,) = U Kij(My) C U {Gi(M,) UG;(M,)} = U GA(My) == G(M,).

1,JEN, 1#] 1,JEN, i#] AEN

O
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Com o Teoremal4.1.4] podemos enunciar um teorema semelhante que foi adaptado

para a localizagao dos zeros de (4.3)).

Teorema 4.1.5. Os zeros de P,(z) gerados por , para todo n > 1, estao dentro da
regiao Ry = Kiee U Ky, tal que

Koo = {2 €C: (| 2= (=ao +b1) [)* <k},
com k= max {r;(M,)r;(My),i,5 =1...,n—1,i # j}, e
K,={z€C:|z+a || z— (—ag+by) |< 7},

em que 7 = max {r;(M,),i=1...,n—1}.

Demonstragio. A demonstragao consiste em definir cada um dos conjuntos K;;(M,,)

dados em (4.11)) e concluir que K(M,) = Ry. Com efeito, parai,j =1,...,n—1,1 # j,

note que
Kz,](Mn) = {Z eC :| zZ — (—ao + bl) ‘2§ rz(Mn)T]<Mn)}
Parai=mnej=1,...,n— 1, como r,(M,) = 1, segue que
K, ;j(M,)={2€C:|z+ag || 2= (—ap+b1) |< rj(M,)}.
Analogamente, quando j =nei=1,...,n—1,
Kin(M,)={2€C:|z+allz—(—ao+b) |< 1 (M,)}.
Entao, escolhendo 7 de tal modo que 7 = max {r;(M,),i =1,...,n — 1}, temos

K,={z€C:z+ay || 22— (—ap+b1) < T}

Além disso, escolhendo k tal que k = max {ri(M)r;(My,),i,j =1,....,n—1,i # j},
temos

Kaw = {z € C:| z— (—ag + b)) |>< k}.
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Finalmente,

K(Mn) = U KiJ(Mn) = ( U Kiaj(Mn)) U (Kn,j(Mn) UKLn(Mn))

1,JENi#] i,jEN—{n}, i#j JEN—{n} i€EN—{n}
= KUK, = Rs.

]

Perceba que o Teorema [4.1.5[ é uma aplicacdo do Teorema sobre o caso
particular em que as matrizes sdo dadas na forma M, = A 1B, como apresentado
anteriormente. Para finalizarmos a se¢ao atual, vamos exemplificar o Teorema [4.1.5]

utilizando o polinémio

1324 1123 322 11z 3

P. — T 6 5 _ o =
7(2) = 2" —62° + 8z 1 + 5 1 + 16 16’

que é gerado pela relacao (4.3) tomando-se ag = 0, by = 1, by = —0,5, ¢ = 1 e

co = 0.25. Para os coeficientes escolhidos, temos

11235813 [o-0502 0o 0o 0o 0]
011235 8| [T 0 —0502 0 0 0
0011235 [0 1 0 —05 02 0 0
000112 3|xlo0 0 1 0 -05 02 0
0000112 o o o0 1 0 =05 025
0000011 o o o 0 1 0 -05
000000 1] [0 0o o 0o 0o 1 0|
At Bz

1 1.5 2,75 4,25 7 11,25 —2,75]

1 1 1,5 2,75 425 7 —1,75

0 1 1 1,5 2,75 425 -1

—lo 0o 1 1 1,5 275 —0,75

o0 0 1 1 15 -0,25

o0 0 0o 1 1 —0,5

o0 o 0 0 1 0 |
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Calculando-se r;(M7), 1 <1i <7, temos
7”1(M7) = 297 57 TZ(M7) = 187257 T‘3(M7) = 107 57 T4(M7) = 67 7"5<M7) = 27 75

7AG(JM'7> = 1757 € 7A7<‘/\4’7> = 17

consequentemente, 7 = 11 (M7) = 29,5 e k= r1(M7)re(M7) = 538, 375. Conhecendo-se
7, k e os demais raios dos circulos de Gersgorin podemos determinar o conjunto de
Gersgorin e Rs. Dada a estrutura da matriz My, podemos notar que existem seis circulos
conceéntricos no ponto C' = (1,0), logo basta considerar apenas aquele com o maior raio,
ou seja, a regido |z — 1| < r(My). A dltima regiao é referente a ltima linha de M7 e
é dada por |z| < 1. Uma vez que o circulo maior contém o menor, concluimos que o

conjunto de Gersgorin é dado pelo conjunto
G(M7) = {Z eC: |Z — 1| S T’l(M7)}.

Além disso, K7 = {z € C: 2|z = 1] < 7} € Koo = {2 € C: |z — 1]* < k}, logo
Ry(M7) = K7 U Kppap. As figuras a seguir ilustram os zeros de Pr(z), os conjuntos

determinados acima e uma comparagio entre Ry e G(M;).

oﬂf—

02

-02f

o4t

-06f

Figura 4.2: Zeros de P;(z2).
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| |
-5 0 5

(a) K7

(b)-R;naz

Figura 4.3: Representacdo dos conjuntos K7 e K4, referentes a matriz M.

-20 -10

0 10 20

Figura 4.4: Ry(M7) = K7 U Kz
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Figura 4.5: Comparacao entre os conjuntos de Ro(M7) e G(Mz).

A Figura [4.5 evidencia que a regiao determinada pelo Teorema é menor

que o conjunto de Gersgorin e portanto, fornece uma regiao no plano mais refinada.

4.2 Polindmios pares e impares

O caso especial que foi apontado durante a Introducao, trata-se de um subcaso
da relagao de recorréncia (4.3)), pois conta com uma nova restri¢do sobre os polindémios
A(z), B(z) e C(z). Considere ag = by = ¢y = 0, assim temos os polinémios A(z) =

—z, B(z) =by e C(z) = c12. Segue diretamente de que
Sn(z) = 2S8n-1(2) — boSn—2(2) — c12S,-3(2), (4.12)

com by, c; € R — {0}, So(z) =1 e S_,(2) =0, para todo n € N.
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Como ag = b; =

forma

my2

myj

Co

= 0, entao os elementos da primeira linha de M,, sao da

0
bo + 1
boa,Lj—l + all,j+1a para j =3,...,n—1

/
boal,n—l

e para as proximas linhas, temos

Mit1j+1 = M , parai=1,...,n—1,ej=1,...,n—2
My = boa;nfl,i =2,...,n
mjy1; = 1, paraj=1,...,n—1
m;; = 0,parat>j+2,7=1,...,n—2
Assim, se n é par, M, é da forma
0 bg +c1 0 C1 (bo + Cl) 0 0 b()C(ln_z)/2
1 0 bo + 1 0 C1 (bo + Cl) C§n73)/2(b0 + Cl) 0
P 0 bo + 1 0 0 boc\" /2
0 0 0 0 0 0 bo
0 0 0 0 0 1 0
e para n impar, M, é dado por
0 b[) + 0 C1 (bo + Cl) 0 anig)ﬂ(bo + Cl) 0
1 0 b(] + 0 C1 (bo + C1) 0 bocgn_3)/2
M, = :
0 0 0 0 0 0 bo
0 0 0 0 0 1 0
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Note que qualquer que seja n, temos Kmee = {2z € C : (|z)? < k} e

K, ={z¢€C:(]z])*> <7} Isto é, os zeros de S,(z) estdo contidos na regiao

Ry ={z¢€C:(]2))® <k}, k=maz{k,7}. (4.13)
A primeira propriedade que enunciamos sobre a sequéncia de polindémios {S,(2)}22
gerada por (4.12) é quanto a paridade do polindémio e seu grau.
Lema 4.2.1. Se n é par (impar), entio o polindmio S,(z) € par (impar).

Demonstragio. De fato, temos que Sj(z) = z é uma fungao fmpar e Sy(z) = 2% — by
é uma fungao par. Para n par, suponha que S,(z) e S, _2(z) sdo fungdes polinomiais

pares e S,,_1(z) uma funcao polinomial impar. Assim, de (4.12)) seque que

Sni1(—2) = —28,(—2) — boSn_1(—2) + 125, _2(—2)
= 25,(2) — boSn-1(2) — 12S,_2(2)
= —(25.(2) = boSn_1(2) — 125, 2(2)) = =S,11(2),

ou seja, S,11(2z) é uma fungao polinomial impar. Analogamente, para n impar, suponha

que S, (z) e S,—2(2) sao fungdes polinomiais impares e S,,_1(z) uma fun¢do polinomial

par. Logo,
Sni1(—2) = —28,(—2) — beSn_1(—2) + 125, _2(—2)
= 25,(2) = bpSn_1(z) — c125,-2(2) = Sps1(2),
que é uma func¢ao polinomial par. O

O Lema ¢ extremamente relevante para obter informacoes sobre os zeros
destes polindémios. Note que se z é zero de S, (z), entdo seu oposto também o é. Assim,
para os zeros reais, termos uma simetria em relagao a origem do eixo real. Para os zeros
da forma z = A, A € R, uma simetria em relagdo a origem no eixo imaginario. Por
fim, para os zeros da forma z = a + A em que o, A € R, uma simetria em relagao as

bissetrizes dos quadrantes pares ou impares do plano complexo.
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Lema 4.2.2. Sen é impar, z =0 é um zero de S,(z). Além disso, se sgn(by) = sgn(cy),

z =0 é um zero simples. Para n par, S,(0) # 0.

Demonstragao. Note que se n é par,
54(0) = (~b0)Sua(0) = (~Bo)(~bo) Sa—is(0) = -+ = (—bo)"5p(0) = (~bo)"* £ 0.
Se n é impar,

S, (0) = (=bo) " H/25,(0) = 0.

Com isso, mostramos que z = 0 é zero do S,, quando n é impar, mas nao é zero de S,
se n ¢ par. Mostremos agora que z = 0 é zero simples quando by e ¢; coincidem em

sinal. Derivando (4.12), temos
Sn(2) = Sn-1(2) = boS,_5(2) — c1Sn-3(2) + 2(9,_1(2) — c15,_5(2)),
que ao ser avaliada em 0, se reduz a
S;L(O) = Sp-1(0) — 5057/1—2(0) — ¢15,-3(0).
Veja que para n par,
S1(0) = —byS;,_(0) = ... = (~bo)"*55(0) = 0.
Quando n é impar, temos

$1(0) =1 > 0;

, >0seby<0ec <0
S3(0) = —(2bo + c1) ;
<0seby>0ec; >0

SL(0) = 3b5 + 2boc; > 0 se sgn(by) = sgn(cy);
>0s8ebg<0ec; <0

SL(0) = —(4b3 + 3b3cy) .
<0sebyg>0ecy >0
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Logo, suponha como hipdtese indutiva que para todo n > 1, n impar:

n—1

SI(0) >0 se é par e sgn(by) = sgn(cy)

>0seby<0ec; <0 -1
S (0) ’ ' se é fmpar .
<0sebyg>0ec; >0 2

Logo, para n + 2,

Spi2(0) = Sp11(0) = oS, (0) — 158,-1(0)

— (_1)(n+1)/2b((]n+1)/2 . bOS;L«)) i (_1)(n—1)/2bén—1)/201'

Se ”T“ é impar, (n + 1) é par, que implica em n {mpar e consequentemente,

(n — 1) par e "1 par. Sabendo disso, temos
Srur2(0) = =B — boS(0) — b er = (b6 4 b0, (0) + b ).

Pela hipétese de inducao, segue que

S;2(0) <0sebyp>0ec; >0

e
S;.2(0) >0seby <0ec <O.
Para ”T“ par, temos "T’l impar e
S o(0) = b — boSE(0) + bV ey,
tal que

S112(0) > 0 se sgn(by) = sgn(cy).

Logo, se n é impar, S/ (0) # 0 e, consequentemente, z = 0 é um zero simples de

Sn(z), para todo n > 1. O



4. Relagoes de recorréncia de quatro termos 90

Vamos denotar os zeros do polindémio S,(z) de grau n por zi,, 2an, *** , Znn-

Lema 4.2.3. Para todo n > 1, se sgn(by) = sgn(cy), entao os trés polinémios consecu-

tivos Sy, Sn—_1 € Sh_2 ndo possuem zeros em comum.
Demonstracao. Primeiramente, note que

1. Si(2) = z e entdo 217 = 0;
2. SQ(Z) =2 - bo, 212 = \/b_o € 222 = — bo;

3. S3(2) = —2(2bg + ¢1 — 2%) e entdo 213 = /2by + ¢1, 203 =0 € 233 = —/2by + ¢;.

Assim, se sgn(by) = sgn(cy), é evidente que Sy, Ss e S3 nao possuem zeros em
comum.

Para a hipdtese de indugdo, considere sgn(by) = sgn(c;), e suponha que S, S,_1
e S,_o NAO possuem zeros em comum.

Para mostrar que essa propriedade ainda vale para os polinémios S,,.1, S, e
Sn_1, basta supor que existe zy # 0 tal que zg € zero de S,, 11, S,, € S,,_1. Segue de
que

0= Snt1(20) = —c1209-2(20).

Como ¢; # 0, entao S, _2(z9) = 0, que é uma contradigao, pois S,, S,_1 € S,_2 nao
compartilham zeros. Portanto, nao existe zy # 0 tal que zg é zero de S,11, S, € S,—1, O

que prova o resultado. O

Utilizaremos a volta do Teorema [4.0.1], citado no inicio deste capitulo e disponivel
em [1], para demonstrar o proximo resultado. Vale lembrar que os zeros de S, (z) sao
simétricos em relacao a origem da reta real e por isso, basta considerar somente os zeros
positivos 21, > 22 > ... > Z|n/2],n > 0 em ordem decrescente na prova do teorema a

seguir.

Teorema 4.2.1. Seby >0 e c; >0 em (4.12)), S,(2) possui n zeros reais e distintos

Zip > Zop > ... > Zng tal que

e Semn € par,

Zln > Rln—1 > Rlp-2 > 22n > 22n—1 > 22n-2 > - -

> Znj2n > Zn/2n—1 = 0; (414)
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e sen éimpar,

Zlm > Rlp—1 > -2 > Z2m > 22n—1 > 22p—2 > - -+ > Z|n/2|n

> Znj2|m-1 > Z|n/2)m-2 = 0= Z|nj2) 41, (4.15)

eM QUE 21 11,2211, - - » Zn—ln—1 € Z1n—2, 22.n—2; - - - » Zn—2n—2 SGO 0S zeros de S,_1(z) e
Sn—2(2), respectivamente.
Além disso, os zeros de S,(z) estio no intervalo (—9,d), em que § = \/2, com

k=1 (M,)ro(M,).

Demonstracao. Primeiramente, analisaremos o comportamento dos zeros dos polinomios

S1, S2, Sz e Sy:
1. Sl(Z> =z€z1 = 0.

2. So(2) = 22 — by, 212 = Vbo € 222 = —v/by. Consequentemente,

212 > 21,1 > 222

3. S5(2) = 253(2) — (bo+c1)z = 2[(2 — 212) (2 — 22,2) — (bo +¢1)]. Note que S3(0) =0,

S3(2z12) < 0 e S3(z22) > 0. Entdo, 213 € (212,00) € 233 € (—00, 22.2). Logo,

213> 212 > 2110 = 0= 293 > 209 > 233.

4. S4(z) = z[(z — z13)(2 — 223) (2 — 233) — c1.51(2)] — bo(2z — 212)(2 — 22.2). Note que
S4<23,3) < 0, 54(22’3) >0e 54(2173) < 0. Entéo, 214 € (Zlyg, OO), 224 € (22,372173),
234 € (2’273,Zz3’3) € 244 - (—00,2373>. Além diSSO, 54(21’2) < 0e S4(ZQ7Q> < 0.

Consequentemente,

214 > 21,3 > R12 > 224 > Z23 = 0> Z34 > 222 > 233 > Z4.4.

Para a hipotese de inducao, qualquer que seja n > 3, considere que os zeros dos

polinémios S,,, S,,_1 e S, _2 satisfazem as relagoes a seguir:
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e sen € par,

Zln > Rln—1 > Rlp-2 > 22n > 22n—1 > 2202 > ---

> Znjan > Znf2an—1 = 0;

e sen é impar

Zlm = Zlp—1 > Z1pn-2 > A2 > Z2n—1 > Z2p-2 > ... > Z|n/2|n

> Z|n/2]mn—1 > Z|n/2lm—2 = 0= Z|n/2]+1,n-

Para mostrar a validade das desigualdades acima para os polinomios S, .1, S, €

Sn_1, devemos notar que

Snt1(2) = 2z ﬁ(z — Zjn) — bo nf[ (2 = Zjn_1) — clznf[ (2 = Zjn—2). (4.16)

J=1 J=1 Jj=1

o sen+ 1 é par, segue de (4.16) que

sgn(Spa1(zen)) = (=DF k=1,... n,

—1)*, =1,..., 5L

(
(=) k=2 n—1

Sgn(sn—l-l (Zk,n—1>) -

Além disso, lim S,41(2) >0e lim S,;1(z) > 0. Com isso, temos a existéncia de
2Z—00 z——00

(n+1)/2 zeros reais de S,.1(z) tal que

Zln+l = Rln = Rlp—1 > 22n+1 > 220 > 22n—1 > - - -

> Z(nt1)/2n41 > Znt1)/2m = 0,

o que prova o resultado para n + 1 par.
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o sen+ 1 éimpar, segue de (4.16) que

sgn(Sni1(zkm)) = (-DF k=1,...,n,
-k k=1,..., | (n+1)/2] -1,

Sgn(5n+1(zk,n_1)) = (
(=) k=[(n+1)/2]+1,...,n—1

Além disso, lim S,,41(2) >0e lim S,11(z) < 0. Com isso, temos a existéncia de
2Z—00 z——00

|(n+1)/2] 4+ 1 zeros reais de S, 41(z) tal que

Zln+l = Rlp = Rlp—1 = 22n41 > 220 > 22n—1 > - - -

> Z|(n41)/2) 1 > Z(nt1)/2)m > Zl(n1)/2)n-1 = 0 = Z|(ns1)/2) 41,011

Dada a simetria dos zeros, temos que a mesma propriedade se estende aos zeros negativos.
Finalmente, do Teorema e da estrutura da matriz M, segue que os zeros de S, (z)
estao contidos no intervalo (—d,4), em que 0 = \/2 =r1(M,)rs(M,). O

Observe que o Teorema [£.2.1 além de estabelecer condigoes para que os zeros
de S, (z) sejam reais para todo n, também nos mostra que os zeros destes poliné6mios
cumprem a propriedade de entrelagamento assim como vimos anteriormente quando

tratamos sobre os polindémios ortogonais.

Corolario 4.2.1.1. Seby <0 ec; <0 em (4.12)), entao todos os zeros de S, (z) sao

distintos, imagindrios puros e se entrelacam no eixo y imagindrio.

Demonstragio. Considere a sequéncia de polinémios {S,(2)}22, gerada por
Sn(2) = 25,_1(2) + boSn_2(2) + c125,_3(2),

com by,c; € R — {0}, Sy(2) =1 e S(2) = 2. Note que se n é par (impar), o polinémio
S,(2) é par (fmpar).

Utilizando a transformacao z = —i2/, isto é, 2’ = iz e observando que

Sn(zl) = (_1)n/2‘§n(2)7 para n par,
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e

S.(2') = (=1)™=Y/2iS, (2), para n impar,
a prova segue diretamente do Teorema [4.2.1] O]

Teorema 4.2.2. Seby > 0 ec; >0 em (4.12)), cada zero positivo de S, (z) é uma fungao
crescente de by. Além disso, cada zero negativo de S, (z) é uma fungio decrescente de

bo.

Demonstracao. Para os zeros positivos, considere e > 0 e
Sne(2) = 28n-1(2) — (bg + €)Sp—2(z) — c125,-3(2)

COM N Zeros reais 2, > Zon, > ... > Znn.. Observe que 2, = 2k, kK = 1,...,n.
Além disso,

Sn. = Sn(z) — €Sn_a(2)

€

e Sp(Zen) = —€Sn—2(2kn), k=1,...,n.
Logo, para € > 0 e das relagoes (4.14) e (4.15)), segue que

sen(Sp(zrn)) = (=D k=1,..., [n/2]. (4.17)

Como os zeros de S, (z) sao reais e ZILIEOSH(Z) > 0, temos de (4.17)) que 2z, < Zgp, - A
segunda parte do teorema segue diretamente da propriedade de simetria dos zeros em

relacao a origem. O]

Para finalizarmos esta se¢do, vamos exemplificar alguns dos resultados apresen-
tados. Para isso, considere os polindmios A(z) = —z, B(z) = 0,01 e C(2) = z. Assim,

obtemos a seguinte relagdo

Sp(z) = 28,-1(2) — 0,015, _2(2) — 2S,_3(2), (4.18)
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com Sp(z) =1 e S_,(z) = 0, para todo n € N. Da relagao (4.18), segue que para
n=>5, 6ef7,

76 203
o 5 'Y .3
S(2) = 2= 55 To000”
81 5303
— 6 Y~ _4 2 1 —6
Se(2) z 202 + 2000 0",
253 3121 19
Si(z) = 2" — =2+ 3

50 1000~ 62500

Suas matrizes de Hessenberg superior sao dadas respectivamente por

. - 0 1,00 0 1,00 0 0,01]
0 1,0l 0 1,01 0
1 0 1,01 0 1,01 0
1 0 1,01 0 0,01
0O 1 0 1,00 0 001
Ms=10 1 0 1,01 0 |, Msg= ;
o 0 1 0 1,01 0
o 0 1 0 001
o 0 0 1 0 o001
o0 o0 1 0
. . o 0o 0 0 1 0
0 1,00 0 1,00 0 1,01 0 |
1 0 1,00 0 1,01 0 001
0 1 0 1,00 0 1,01 0
M:=1o 0o 1 0 1,00 0 0,01
o 0 0 1 0 101 0
o0 0 0 1 0 00l
o0 o0 0 0 1 0

Realizando as somas dos elementos de cada linha, excluindo-se o elemento na diagonal
principal, obtemos facilmente os raios dos circulos de Gersgorin e, com isso, podemos
determinar as regides Ry, definidas em (4.13)), para cada uma das matrizes acima. Isto

é,

Ry(Ms) = {z € C: (|2])? < 4,0804}, k = maz{4,0804;2,02},

Ry(Mg) = {z € C: (|z])* < 6,1306}, k = maz{6,1306;3,02},
Ro(M7) = {z € C: (|z])* < 9,1809}, k = max{9,1809;3,03}.
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A seguir, ilustramos cada uma das regides Ry(Ms), Ry(Ms) e Ry(M;) em uma

tinica figura, haja vista que Ry(Ms) C Ry(Ms) C Ro(My).

4F ]

-2

-4r . . . . . . 1 . . . ]

-4 -2 0 2 4

Figura 4.6: R2(M5) C RQ(M6) C RQ(M7)

A préxima figura nos mostra que os zeros dos polindmios Ss(z), S(z) e S7(z)
se entrelagam, como previsto no Teorema e estdo representados pelas cores verde,

azul e vermelho, respectivamente.

05r
05

e e e 3 e e - s a " o ° L P
-2 - ! 2 -0.010 -0.005 0.005 0.010
-05F -0.5
-10f 10}
(a) Zeros de S5(z), Ss(z) e S7(=). (b) Zeros de S5(z), Se(z) e S7(z) - Zoom in.

Figura 4.7: Representacgio do entrelacamento dos zeros de S5(z), Sg(z) e S7(2).

Observe que ao realizar a contagem dos zeros de cada polindémio na Figura [4.7]
a esquerda, podemos sentir a falta de trés zeros de S;(z), dois zeros de Sg(z) e um
zero de S5(z). Essa ma impressao é esclarecida ao ampliar a figura numa vizinhanca

suficientemente proxima da origem, como na figura a direita. Os zeros que nao podemos
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ver com clareza, devido a escala da Figura [4.7 a esquerda sao

237~ 0,0099, z47 =0 e 257 = —0,0099, zeros de S7(z),
236~ 0,001 e 246 = —0,001, zeros de Sg(%2),

235 = 0, zero de S5(2).

Note que a origem é zero simples dos polindmios S5(z) e S7(2).






CAPITULO

Consideracoes finais

Desenvolvemos este trabalho com a intencdo de investigar um caso particular
da relacao de recorréncia de quatro termos citada em , ampliando a literatura
existente neste assunto. Fomos capazes de estabelecer propriedades interessantes sobre
nosso objeto de estudo que assemelham-se a resultados ja conhecidos em outro tipo
de relacao. Essa semelhanca podera servir como motivagao para novas pesquisas e
aprofundamento no assunto.

E evidente que ainda existe um vasto horizonte a ser explorado quando o assunto
é acerca de polindmios que satisfazem uma relacao de recorréncia de quatro termos. Com
a inten¢ao de contribuir de alguma forma nesta area, nos esforcamos para compreender
como é o comportamento dos zeros de polinébmios em um caso particular desse tipo
de relacao. Concluimos que, dadas as condigOes necesséarias sobre os coeficientes dos
polinémios lineares que compoe a RRQT, teremos zeros reais, distintos e simétricos em
relacdo a origem do eixo real ou ainda, zeros imaginarios puros, distintos e simétricos
no eixo imaginario.

No que diz respeito a localizacao destes zeros, incluimos uma abordagem matricial,
representando-os por autovalores, como feito para os polindomios ortogonais na reta real
em e para a sequéncia de polinémios da em (3.11]). Com isso, expandimos nossas
ferramentas para determinar regioes onde estao localizados, seja na reta ou no plano
complexo, utilizando-se apenas de operagoes aritméticas elementares para definir os

conjuntos G(M) ou K (M), sendo M uma matriz.

99
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Em suma, é uma teoria muito linda de ser estudada e ainda h& muito para ser
escrito. Esperamos que este trabalho sirva como motivagao para novas descobertas nesta

area.
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APENDICE

A

Apéndice

Abaixo estd uma copia em do algoritmo implementado no MATLAB que deter-

mina os polindmios pertencentes a sequéncia gerada por

Sn(2) = 28,-1(2) — Sn_2(2) — 25,_3(2).

Obviamente, pode ser ajustado de acordo com os polindémios A(z), B(z) e C(z).
Entradas: Inserir os dados referentes a ordem da matriz A,, e os coeficientes
dos polindémios A(z), B(z) e C(z) que sao entradas das matrizes A, e B,,.

n=10; a0=0; b1 =0; 00=1; c1 =1; c0 =0;

Condigoes iniciais
if n<3 ] b12 4002 ==0 || c1? + c0? == 0
disp('Condigdes iniciais nao satis feitas’)
return

end

Algoritmo para obter a inversa de A,
An = diag(ones(1,n)) +diag((—bl) xones(1,n—1),1) + diag((—cl) x ones(1,n —2), 2);
I = eye(n);
fork=(n—-1):—-1:1
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if k==(n-1)

I(k,:) = I(k,:) +bl*I(k+1,:);

else

I(k,:) = I(k,:) + b1 % I(k+1,:) + el « I(k +2,:);

end

end

Ainversa = I;

if Anx Ainversa == eye(n)&Ainversa x An == eye(n)
disp(' A inversa de An é dada por’)

Ainversa

end

Produzindo a matriz M,
Bn = diag(ones(1,n—1),—1) 4+ diag((—a0) x ones(1,n)) + diag(b0 *x ones(1,n —1),1) +
diag(c0 * ones(1,n — 2),2);
Mn = Ainversa x Bn;
disp('Mn é dado por’)
Mn

Construindo P, e determinando seus zeros
Symsz
P = (zxeye(n) — Mn);
Pn = det(P, Algorithm’, minor — expansion’)
coefs = input('"Vetor com os coe ficientes do polindmio Pn da maior para menor poténcia’);
polinomio = coefs;
zeros = roots(polinomio)

autovalores = eig(Mn)

Calculando os raios dos discos de Gersgorin, 7 e k.
fori=1:(n-1)
R(i) = norm(Mn(i,:), 1) — abs(Mn(i,1));

end
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[tioR, j] = maz(R);

Rauxr = R;

Rauz(j) = 0;

disp('k')

tioK = tioR x maz(Raux)
disp('T")

tioR

Plotando os zeros de P, ou S,
figure(1)
plot(real(zeros),imag(zeros), bx")
legend('zeros')
title("T'itulo’)
grid
zlabel (' Fizoreal’)

ylabel(' Eizoimaginério)
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