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RESUMO

A presente pesquisa apresenta uma analise teorica de alguns topicos relevantes de
programacao linear relacionados ao método simplex. A motivacao de analisar esses topicos
¢ torna-los mais didaticos e incentivar a aplicagdo dos mesmos na otimizagao de sistemas
de energia elétrica e, em geral, na aplicagdao na otimizacao de problemas de engenharia. O
método simplex em programacao linear (PL) que foi por muito tempo a principal técnica
de otimizagdo de problemas de otimizagao lineares ¢ ndo lineares (usado apds a
linearizagdo) ainda ¢ o mais utilizado na otimizagdo de muitos problemas reais na
engenharia e particularmente na engenharia elétrica. O método simplex resolve um
problema de programacgdo linear usando uma estratégia conceitualmente refinada. Para
conhecer todas as versdes do método simplex que podem ser usadas para resolver um
problema de programagdo linear e também para dominar a parte conceitual do mesmo ¢
necessario entender o 6timo de um problema de programagao linear, quando um problema
de programacao linear ¢ ilimitado, a logica de otimizacdo do método primal simplex, as
condigdes nas quais um método simplex precisa de variaveis artificiais, o método primal
simplex revisado, a teoria da dualidade em programacgao linear, a légica de otimizacdo
do método dual simplex, a teoria da andlise de sensibilidade e pos-otimizagdo em
programagdo linear, a logica de otimizacdo do método primal simplex canalizado bem
como do método dual simplex canalizado. O produto desta pesquisa consiste em gerar
um material didatico que ajude de forma mais eficiente aos iniciantes em topicos de
pesquisa operacional. Desta forma, apresenta-se uma analise tedrica e a reformulagdo
de alguns topicos relevantes relacionados com o método simplex na resolugdo de

problemas de PL.

Palavras-chave: Programagdo linear. Pontos extremos. Direcdes extremas. Primal

simplex revisado. Dual simplex. Primal simplex canalizado. Dual simplex canalizado.
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ABSTRACT

This research presents a theoretical analysis of some relevant topics related to
linear programming via simplex method. The motivation of analyzing these topics
makes them more didactic and easy to understand. As these kinds of methodologies are
fast and unequivocal, they are applicable in various real-world engineering problems
particularly in the field of power system optimization. In linear programming (LP), the
simplex method has been the main technique to optimize the linear problem as well as
the linearized problem (a problem with the nonlinear nature). The simplex method
solves a linear programming problem using a conceptually refined strategy. In order to
understand all of the available versions of the simplex method that can be used to find
the solution of a linear programming problem and in order to have a detail study on
them, it is necessary to understand: the optimality of such problems, where a linear
programming problem is limited, the logic of optimization of the primal simplex
method, in which condition a simplex method needs artificial variables, the revised
primal simplex method, the duality theory in linear programming, the logic of
optimization of the dual simplex methodology, the theory of sensitivity analysis and
post-optimization in linear programming, and the logic of the primal or dual simplex for
the boundary variables. The output of this research is to prepare a didactic reference and
a user manual to help the beginner researchers in operations research. Therefore, a
theoretical analysis and reformulation of some relevant topics related to the simplex

method for solving LP problems is presented.

Keywords: Linear programming. Extreme points. Extreme directions. Revised

primal simplex. Dual simplex. Primal and dual simplex for the boundary variables.
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1 Introducao Geral

1.1 O Método Simplex

O M¢étodo Simplex foi o primeiro algoritmo a ser proposto para a resolucao de
problemas de otimizagdo lineares, baseia-se nas propriedades dos conjuntos convexos em

geral e, dos poliedros em particular (PIRES, 2005).

A historia do desenvolvimento do Método Simplex comega em 1826, quando Fourier
apresentou uma ideia visando a solugdo de sistemas de desigualdades lineares. Em 1939, o
matematico Leonid V. Kantorovich na Unido Soviética, ja havia modelado e resolvido alguns
problemas de otimizacdo ligados ao planejamento econdmico e, gragas a esses trabalhos,
recebeu o prémio Nobel de Economia em 1975. Em 1947, G. B. Dantzig (DANTZIG, 1963)
forneceu os resultados tedricos e computacionais criando o método simplex (MACULAN,

2004).

Em termos geométricos, o método simplex consiste em percorrer os vértices do
poliedro {x: Ax < b}, ao longo das arestas que os ligam, até que seja encontrado o vértice
otimo. O método simplex funciona muito bem na pratica. Contudo, ainda ndo se provou que
existe um percurso nesse poliedro que visita, no pior dos casos, um numero polinomial de

vértices.

A questdo de saber se existe um algoritmo que em tempo polinomial resolva
qualquer problema de otimizagao linear foi primeiro resolvida por L. Khachiyan em 1979 que
propOs uma variante do método elipsoide da programacdo ndo linear que funcionava em
tempo polinomial com problemas de programagdo linear. A consequéncia desse resultado
extravasou as fronteiras da programagdo linear e teve repercussao na complexidade
computacional de problemas de programacdo combinatoria. No entanto, o método veio a

revelar-se muito lento na resolugdo de problemas praticos.

Segundo (SOARES, 2007), N. Karmarkar publicou um artigo revolucionario no qual
ele propde um método de pontos interiores (da programagdao ndo linear) que ndo so
funcionava em tempo polinomial como conseguia ser mais rapido do que as melhores
implementagdes do método simplex em alguns problemas particularmente grandes. Hoje em
dia, o método simplex continua a ser, em geral, um método eficiente na resolucdo de
problemas praticos, s6 suplantado pelo método de pontos interiores na resolugdo de

problemas muito grandes.
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Um problema de Programacado Linear (PL) tem a seguinte forma:

Min z = ¢cx
s.a Ax=b,
x =0

Onde ¢, xeR", beR™, AeR™™" ¢ posto (A) = m. Neste contexto z ¢ chamado de
funcdo objetivo e cada equacdo do sistema matricial Ax = b, ¢ chamada de restri¢do. O vetor

x ¢ vetor das variaveis de decisdo (ndo negativas) do problema de PL.

Um problema de PL ¢ utilizado para distribuir recursos limitados a atividades em
competi¢ao. Na sua formulacao sempre se deve considerar proporcionalidade, aditividade,

divisibilidade e certeza (HILLIER; LIEBERMAN, 1988).

Proporcionalidade é uma suposicdo sobre atividades individuais consideradas
independentes umas das outras (enquanto que a suposi¢do subsequente de atividade se refere
ao efeito de conduzir atividades conjuntamente). Para cada atividade, as quantidades totais de
cada insumo e o lucro/custo associado sdo estritamente proporcionais ao nivel de produgao,
isto ¢, cada atividade é capaz de expansdo ou redugdo proporcional continua. Assim, 0s ¢;jx; e

aijxj sao quantidades diretamente proporcionais.

Na aditividade, supde-se nao existir tal interacdo entre as atividades, mas refere-se ao
efeito de conduzi-las conjuntamente. A suposicao de proporcionalidade ndo € suficiente para
garantir que a funcao objetivo e as restricdes sejam lineares. Os termos de produtos cruzados
irdo ocorrer se houver interacdo entre algumas das atividades que fossem mudar a medida
total de eficacia ou do uso de algum recurso. A aditividade supde que ndo existe tal interagao
entre qualquer das atividades. Por isso, a suposi¢do de aditividade requer que dados quaisquer
niveis de atividade, o uso total de cada recurso e a medida total de eficacia resultante sejam
iguais a soma das quantidades correspondentes geradas por toda a atividade conduzida pelo
recurso. Em outras palavras, dados os niveis de atividade para cada uma das variaveis de
decisdo, as quantidades totais de cada insumo e o lucro associado sdo as somas dos insumos e

do lucro para cada processo individual.

As vezes, as variaveis de decisdo teriam significacdo fisica somente se tivessem
valores inteiros. Entretanto, a solugdo obtida pela PL frequentemente nao ¢ inteira. Por isso, a
suposicdo de divisibilidade ¢ que as unidades de atividades possam ser divididas em qualquer

nivel fracional, para que sejam permissiveis valores ndo inteiros para as variaveis de decisao.

Anadlise de Tépicos Relevantes em Programagao Linear e Aplicagdes no Ensino de
Engenharia
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A suposicdo de certeza é que todos os parametros do modelo sdo constantes
conhecidas. Em problemas reais, esta suposi¢cdo raramente ¢ precisamente satisfeita. Os
modelos de PL usualmente sdo formulados no sentido de selecionar algum curso de agdo
futuro. Por isso os parametros usados seriam baseados numa predi¢ao de condigdes futuras, as
quais introduzem inevitavelmente algum grau de incerteza.

Resolver um problema de PL diz respeito ao problema de encontrar um vector n-
dimensional x que satisfaz um dado sistema de desigualdades Ax < b e que torna maximo (ou
minimo) o valor de uma dada funcao linear cx. Este ¢ um problema matematico que se aplica
a uma grande variedade de situagdes praticas que ocorrem em gestdo e planejamento de
operagdes. O mais célebre algoritmo que o resolve, ja descrito acima, ¢ o método simplex,

concebido por George Bernard Dantzig em 1947 (MACULAN, 2004).

1.2 Aplicacdoes do Método Simplex

As aplicacdes da PL sdo comuns em quase todos os setores do cotidiano, por
exemplo, nas industrias, nos transportes, na saude, na educacdo, na agricultura, nas financas,
na economia, nas administragdes publicas.

Segundo (DANTZIG, 1963), uma série de sistemas de economia industrial,
financeiro e militar pode ser modelada (ou razoavelmente aproximadas) pelos sistemas

matematicos de desigualdades e equagdes lineares dando origem ao desenvolvimento da PL.

A primeira e mais frutifera aplicagdo foi para a industria de petrdleo, incluindo a
extracdo de petrdleo, refino, mistura e distribuicdo. A seguir, a industria de processamento de
alimentos ¢ talvez o segundo usudrio mais ativo. Frigorificos usam PL para determinar a
mistura mais econdmica de ingredientes para salsichas e ragdes para animais. Na induastria de
ferro e aco, a PL tem sido utilizada para avaliar varios minérios de ferro. A PL ¢ também
usada para decidir quais produtos deve-se produzir, a fim de maximizar o lucro. As fabricas
de papel usam PL para diminuir a quantidade de perdas de acabamento. O projeto 6timo de
roteamento de mensagens em uma rede de comunicacdo, o roteamento de aeronaves € navios
sao outros exemplos onde os métodos de programagdo linear sdo aplicados. Mais
recentemente, a PL tem sido utilizada em gestdo financeira e empresas tém contratado
pesquisadores para uma variedade de aplicacdes, especialmente para andlise de concessdo e
analise de portfolio.

A literatura oferece ainda varias outras aplica¢des de PL em nossos dias.

Anadlise de Tépicos Relevantes em Programagao Linear e Aplicagdes no Ensino de
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1.3 Os Temas Abordados na Tese

Neste trabalho sdo apresentados alguns topicos especiais, dentre eles:

- Os Topicos de Otimalidade do Método Primal Simplex (capitulo 2), onde ¢
apresentado um teorema inédito relacionando os pontos extremos e as direcdes extremas dos
conjuntos convexos de pontos factiveis. Também ¢ apresentada uma versdo melhorada do
teorema da representagdo — caso geral bem como os conceitos basicos tradicionais de
programacao linear. Neste capitulo sao relacionados os principais teoremas que garantem a

otimalidade do Método Primal Simplex;

- O Método Primal Simplex Revisado (capitulo 3), que, sem levar em conta as n
colunas do PL original, atinge a mesma eficiéncia computacional e a prova de que, no quadro
simplex correspondente a uma solugao basica factivel vinculada a uma nova base vizinha,

serda um processo valido para qualquer base inicial;

- O Método Dual Simplex (capitulo 4) onde sdo analisadas as relagdes entre os
problemas primal e dual quanto a otimalidade bem como a resolu¢do do problema dual no
quadro simplex, acarretando a solucdo indireta do problema primal original. A parte mais
importante do capitulo sera a validagdo matematica onde sao relacionadas as condi¢des de

otimalidade do problema primal com um ponto extremo do problema dual;

- O Método Primal Simplex Canalizado (capitulo 5) onde, na sua resolugdo,
considera-se as restrigdes canalizadas na forma implicita trabalhando com uma base
determinada pelo posto da matriz das restricdes. Sdo apresentados os algoritmos para fase

Unica e também para duas fases;

- O M¢étodo Dual Simplex Canalizado (capitulo 6), onde sdo apresentados alguns
fundamentos que pouco aparecem nos textos didaticos tradicionais. Inicialmente estuda-se o
quadro de Garfinkel-Nemhauser que ¢ um quadro alternativo bem reduzido, comparado aos ja
apresentados. Apos este estudo, utiliza-se este quadro para construir o algoritmo dual simplex

e, a seguir, o algoritmo do Método Dual Simplex Canalizado.
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2 Os Topicos de Otimalidade do Método Primal Simplex

2.1 Introducao

A maioria dos textos didaticos sobre o Método Primal Simplex utilizam a Anélise
Convexa para validar matematicamente todos os passos do algoritmo. Neste trabalho, ¢
apresentada uma sintese da parte da Analise Convexa que ¢ utilizada pelo Método Primal

Simplex com suas defini¢gdes, observacdes, teoremas, lemas e corolarios.

Nessa oportunidade, sao explanados varios teoremas que versam sobre otimalidade
do Método Primal Simplex selecionados através da pesquisa realizada. Dentre esses, €
apresentada uma proposicao inédita, o Teorema 4 (que relaciona pontos extremos e dire¢des
extremas dos conjuntos convexos de pontos factiveis do problema de PL apresentado).
Também ¢ apresentada uma versao melhorada do Teorema da Representacdo (caso geral) bem
como o0s conceitos bdsicos tradicionais de programacdo linear. Neste capitulo sdo

relacionados os teoremas principais que garantem a otimalidade do Método Primal Simplex.

2.2 Definicoes de Alguns Conceitos Basicos de Programacio Linear

2.2.1 Ponto Extremo e Solu¢ao Basica Factivel

Defini¢ao 1: Seja X um conjunto convexo, entdo x € X é um ponto extremo se cle
ndo pode ser representado como uma combinagdo convexa de dois pontos distintos de X. De
maneira equivalente, se x = Ax1 + (1-A) x2, onde A €0, 1] ¢ Vx1, x2 € X ¢ um ponto extremo

= X=X1~=X2.

Definicdo 2: Um hiperplano H < E" ¢ um conjunto convexo que se apresenta na
forma {x: px = k} onde p € E", p # 0 ¢ keE. Se xo € H, entdo pxo = k; e como px = K,
VxeH, entdo H pode ser representado como um conjunto de pontos satisfazendo p(x- xo0) =0,

onde xo ¢ um ponto fixo de H.
Observagio 1: Um hiperplano divide E" em duas regides chamadas semiespacos.

Defini¢do 3: Um semiespaco ¢ um conjunto convexo nas formas {x: px > k} ou
entdo {x: px<k},ondep € E", p#0ek € E. {x: px >k} U {x: px <k} = E" Tomando um

ponto fixo xo € H, representam-se os semiespagos como {x: p(x—xo) > 0} ou {x: p(x-xo) < 0}.
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Defini¢do 4 — Seja o sistema Ax = b, x > 0 onde posto (A, b) = posto (A) =m ¢
X
AeR™" beR™ xeR". Entdo escrevemos x = [Xz] e A = [B, N] onde BeR™™ B-leR™™m ¢
NeR™®m B ¢ chamada matriz basica e N, matriz ndo basica. Assim, Ax=b =
XB
[B N] [XN] =b = Bxs+Nxn=b = x8 = B'b — B'Nx~n. Uma

solucdo basica para o sistema inicial é aquela obtida ao se fazer xx = 0 e obter x8 = B'b.
Caso tenhamos xg = B'b > 0 entdo esta ¢ chamada de solu¢do basica factivel (SBF).
Chamamos xB o vetor das variaveis basicas ¢ xn, o das variaveis nao basicas. Se xg > 0
entdo temos uma SBF nao degenerada, mas, se existe pelo menos uma componente de xs

nula entdo temos uma SBF degenerada.

Teorema 1 (ROMERO, 2005) — Seja xe Xc R". Entdo x pertence a n hiperplanos LI
< x ¢ um ponto extremo de X (ou seja, x nio pode ser escrito como uma combinacio
convexa de outros dois pontos extremos).

Prova:
(=) Seja x € X onde x pertence a n hiperplanos linearmente independentes de

defini¢do de X = x = Ax! + (1-A) x2, Vx!, x2eX e Ae(0,1). Assim, x! e x* também
pertencem a estes n hiperplanos LI e, como a solugdo destas n equagdes de hiperplanos ¢

Unica, entdo x! = x2, ou seja, X € um ponto extremo.

(<) Suponha, por contradicdo, que o numero de hiperplanos ativos linearmente
independentes em xeX é r < n (provaremos que a interse¢do desses hiperplanos ndo ¢ um
ponto extremo). As restricdes ativas (hiperplanos) podem ser representadas por Gx = g, onde
G ¢ uma matriz de dimensdo rxn e, da mesma forma, seja d # 0 uma solug¢dao de Gd = 0.
Sabemos que d existe porque r < n e ¢ possivel escolher valores adequados para alguns
elementos de d (Gd = 0 é um sistema com varias solu¢des). Entio 3 &> 0| x' =xo+ed e x* =
xo0 - £d pertencem a X, pois, Gx! = g ¢ Gx* = g, ou seja, G(xo + ed) = Gxo + €Gd = g. As

restricdes de X que ndo estavam ativas em X permanecem factiveis para € > 0 e

1 2
. . X +X ~ r
suficientemente pequeno, Assim, escolhe-se X =——, Vx!, x2eX que mostra que X ndo € um

ponto extremo. Isto ¢ uma contradi¢do. Logo, se x ¢ um ponto extremo de X = x pertence a n

hiperplanos LI.
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Teorema 2 (Mostra a correspondéncia entre um ponto extremo e solugdo bdasica
factivel) (ROMERO, 2005) — Seja xeXc R". O conjunto de pontos extremos ¢ equivalente ao
conjunto de solugdes basicas factiveis desde que X # &, ou seja, X € X € uma solugdo basica

factivel < X ¢ um ponto extremo de X.
Prova:
X
(=) Se X ¢ solugdo basica factivel de X =X = [Xs]’ A=[BN]exs=B'b>0¢

xN = 0. Isto implica que em X sempre existem n hiperplanos ativos linearmente independentes
do tipo (Ax = b e xx = 0) ¢ existe B!, portanto, se n hiperplanos linearmente independentes

estdo ativos em X = X ¢ um ponto extremo de X.

(<) Seja X um ponto extremo de X entdo existem n hiperplanos ativos em X. Como
Ax = b fornece m hiperplanos ativos linearmente independentes, entdo do conjunto X > 0 (que
corresponde a n semiespagos) uma parcela correspondente a (n - m) hiperplanos linearmente
independentes deve estar ativa em X para que existam os n hiperplanos linearmente
independentes que caracterizam X como ponto extremo. Seja p = n — m esses hiperplanos
ativos com xn = 0, o que acarreta que o sistema {Ax = b e xx = 0} tem solu¢@o Unica e ¢ igual
a X. Agora seja N a matriz que contém as colunas de A correspondentes as varidveis em XN €
B as colunas restantes de A associadas as outras variaveis em xB. Ax = b pode ser escrito na

forma Bxs + Nxn = b e como xn = 0, teremos uma solucdo igual a X, entdo B ¢ invertivel e,
X
além disso, x8 = B'b > 0, pois, se xS, x > 0. Assim, X = [Xz] > 0 uma vez que ¢ factivel (¢
ponto extremo de X). Portanto, como {xn = 0 € x8 = B'b > 0} entdo X é uma solugio basica
factivel de X.
2.2.2 Direcao e Dire¢ao Extrema

Defini¢ao 5: Um raio ¢ um conjunto de pontos da forma {xo + Ad: A > 0}, onde d ¢

um vetor ndo nulo. Aqui xo ¢ chamado o vértice do raio, e d ¢ a direcio do raio.

Defini¢ao 6: Dado um conjunto convexo X, um vetor d # 0 é chamado uma direcao
de X, se {xo + Ad: A > 0} = X, Vxoe X. E evidente que se X é limitado entdo nio existem

direcoes em X.
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Definicao 7: Seja X = {x: Ax = b, x > 0}. Entdo um vetor d # 0 ¢ uma dire¢cdo de X
S AXx+Ad)=b,x+Ad >0, VA >0, VxeX. Se x € X, Ax = b entdo a equagado anterior se
reduz a Ad = 0. O fato de x + Ad > 0 acarreta que d > 0. Resumindo, d ¢ uma diregdo de X<
d>0,d#0e Ad = 0. Pode ser mostrado que d ¢ uma dire¢do de X = {x: Ax>b,x >0} # I
& d>0,d#0e Ad >0 bem como d ¢ uma diregdo de X = {x: Ax< b, x>0} #J < d >0,
d#0ecAd<0.

Observacio 2: O conjunto de diregdes € convexo.

Defini¢ao 8: Uma funcao f é convexa se:

flAx1 + (1 - A)xz] S Af(x1) + (1 - M)f(x2), VA€]0, 1] (1)

Defini¢cao 9: Uma funcdo f ¢ concava se —f € convexa, ou seja:

fAx1 + (1 - A)xz] = Af(x1) + (1 - A)f(x2), VA€[0, 1] (2)

Observacao 3: Existem varias maneiras de mostrar que uma fungao f(x) ¢ convexa:

1. Usando a definicdo apresentada em (1), escolhendo dois vetores genéricos e

demonstrando que a mesma ¢ satisfeita;

2. Mostrar que a Hessiana de f(x), H(x), ¢ semidefinida positiva.

Teorema 3 — As func¢des lineares sdo concavas e convexas simultaneamente.

Prova: Seja f(x) = Yt A X; + K, VK, AieR. Sejam os pontos x! e x2. Logo, teremos
f(x!) =0, Ax! + ke f(x2) = X1, Aix2 + K, VK, AieR. Desta forma, temos: af(x') + (1 - o)
() = a CLidixi + k) + (-0) ELihxi + k) = Ty A [o(x] —x7) + x7] + k =

n o Aifoxt + (1 — a)x?] + k= flox' + (1 - @)x?], VK, AieR. Assim, mostra-se que of(x') +

(1 - )f(x?) = flox! + (1 - a)x?], ou seja, as fungdes lineares podem ser concavas ou convexas.

Definicdo 10: Um conjunto poliédrico ¢ a intersecdo de um numero finito de
semiespagos, ou seja, {alx <bj, i=1, 2, ..., m} = {x: Ax < b} onde AeR™", aicR™ beR™ ¢
xeR". Se tal conjunto ¢ limitado entao ¢ chamado de politopo.

Definicdo 11: Um cone poliédrico C ¢ a interse¢do de um numero finito de

semiespagos, cujos hiperplanos passam pela origem, ou seja, C = {x: Ax < 0} onde AeR™" ¢

xeR".
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Observacio 4: As diregdes de um conjunto poliédrico X = {x: Ax < b} sdo dadas
pelos vetores que satisfazem a relagdo: D ={d: Ad<0;d>0;d#0}. Comodi>0,i=1,2,...
, n; pode-se normalizar o vetor d considerando YL, dj= 1 € assim, o conjunto de vetores que

sdo dire¢des de X assume a seguinte forma: D = {d: Ad<0; d>0; d # 0; Z}‘zl d;=1}.

Definicio 12: Uma dire¢do de um conjunto convexo X que nao pode ser
representada como uma combinagdo positiva de duas diregdes distintas ¢ chamada de direcao

extrema de X. Um raio extremo ¢ qualquer raio de X, cuja dire¢do ¢ extrema.

Definicio 13: Um cone convexo C ¢ um conjunto convexo com a propriedade
adicional que AxeC, VA > 0, VxeC. Assim, C contém a origem e também o raio ou
semiespago {Ax: A > 0}, VxeC. Dai um cone convexo ¢ um conjunto convexo que consiste

inteiramente de raios que emanam a partir da origem.

Observacao 5: Uma vez que um cone convexo C ¢ formado pelos seus raios, entdo
C pode ser inteiramente caracterizado por suas diregdes. De fato, nem todas as diregdes sdo
necessarias, uma vez que uma dire¢do que ndo ¢ extrema pode ser representada como uma

combinagdo positiva de diregdes extremas.

Defini¢cdo 14: Face propria de X ¢ um conjunto de pontos de X que pertencem a um

conjunto ndo vazio de hiperplanos ativos.

Definiciao 15: Dim (F) = n — r(F), onde r(F) ¢ o nimero maximo de hiperplanos LI

ativos em todos os pontos da face F.

Observagio 6: Cada hiperplano ativo LI produz a perda de um grau de liberdade e

assim:

(1) Um ponto extremo ¢ uma face propria de dimensao zero porque tem n hiperplanos

ativos LI;

(i1) Uma aresta ¢ uma face propria de dimensdo 1 porque tem (n - 1) hiperplanos ativos
LI. Assim, uma aresta ¢ uma face propria de um grau de liberdade porque tem somente (n - 1)
hiperplanos ativos LI (um hiperplano a menos que um ponto extremo). Desta forma, uma
aresta ¢ um conjunto de pontos que tem (n - 1) hiperplanos ativos LI, ou seja, em todos os

pontos de uma aresta existem (n - 1) hiperplanos ativos LI;
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(ii1) dim (X) = n — r(X) = n — 0 = n. Neste caso tem-se o conjunto convexo X e deve
existir pelo menos um ponto no qual nenhum hiperplano estd ativo (um ponto interior, por

ex.). Assim, o conjunto X e & sdo chamados de faces improprias de X;
(iv) Faceta de X ¢ a face propria de maior dimensdo, isto €, dim (F) = dim (X) - 1;

(v) Pontos extremos adjacentes de X — ocorre quando dois pontos extremos de X sao
unidos por uma aresta. Desta forma, os pontos extremos adjacentes t€ém (n-1) hiperplanos

ativos LI comuns;

2.3 O Teorema da Representacio (caso geral)

Teorema 4 — Sejam dados os conjuntos convexos X ={x € R" | Ax<b,x>0}eD =
{deR"|Ad<0,d20,d#0,Y"d; =1} onde AeR™": d e R"e b € R™ Entdo d é um
ponto extremo de D <> d é uma diregéo extrema de X.

Prova:

1* maneira:

(=) Seja d um ponto extremo de D = Se tem d = Ad! + (1 - A) d?, onde Ae [0, 1],
vd!, d? € D c X = d! = d% Entdo, como A, 1 - A >0 = d é uma combinagio positiva de d! e
d? onde d' = d2. Logo, como d! e d? sdo dire¢des de X = d é uma dire¢iio extrema de X.

(<) d é uma direciio extrema de D = Vd!, d?eD c X, se d = ad' + Bd?, onde
a,p>0=d'=d% Supondop=1-acacl0,1]=d=ad' + (1 -a)d ac|0, 1], d' = d?
= d ¢ um ponto extremo de D.

2* maneira (usando a forma contra positiva para tal demonstragao):

(=) Suponha, por contradi¢io, que d ndo ¢ uma direcio extrema de X. Tomando
d!, d’eD c X, d! # d%, observa-se que d = ad! + Bd?, Vd!, d?eD, Va, p > 0. Entio,
considerandop=1-aeael0,1] = d=ad'+ (- a)d% ael0,1] onde d' #d> =

d ndo ¢ um ponto extremo de D.

(<) Suponha, por contradi¢do, que d ndo é um ponto extremo de D = 3 d', d?eD,
d! # d? tal que d =Ad' + (1 - A) d2, VA€[0, 1]. Como A, 1 - A > 0 entdo, fazendoa=A e P =

1-A,d=ad!+ Bd? ou seja, d ndo é uma direciio extrema de X.
Desta forma, esta devidamente demonstrado que:

d ¢ um ponto extremo de D < d é uma diregio extrema de X.
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Teorema 5 (Existéncia de solugdo 6tima) (ROMERO, 2005) — Se X # & entdo existe
uma solugdo 6tima para o mesmo <> ¢d; >0, j=1, 2, ...,1 onde di, d2, ... , d1 s30 as diregdes

extremas de X (caso cdj < 0 entdo a solucdo serd ilimitada).
Teorema 6 (Teorema da representagdo - caso geral) (ROMERO, 2005)

Seja X = {xeR": Ax < b, x > 0} um conjunto ndo vazio onde AeR™" ¢ beR™.
Sejam agora os conjuntos: Sp = {X1, X2, ..., Xk} dos pontos extremos de X e Sa = {d1, dz, ..., di},

das dire¢oes extremas de X. Entao:
1) X# = Sp #J e finito;
i) X # J e limitado < Sq = J;
ii1) X ¢ ilimitado = Sq # I ¢ finito;
V) Xe X X=2 Ax + Xl i diy DS 4= 1,24 20,j=1,2, ., ks ui20i=1,2,..,1.  (3)

Prova:

i.1) Sera provado que existe pelo menos um ponto extremo, ou seja, Sp # &.

Serd mostrado que k € N+, k > 1, onde k = |Sp| (0 niimero de elementos de Sp). Para
este fim, seja X € X. Se X € Sp entdo k > 1, ou seja, Sp # . Suponha que X ¢ Sp. Sejar o
nimero maximo de hiperplanos ativos linearmente independentes em X e seja X = Ay1 + (1 -
A)y2, onde Ae(0, 1), y1, y2 € X, y1 # y2. Note que r € [0, n), ou seja, se nenhum hiperplano
esta ativo em X (ponto interior) entdo r = 0 bem como se X ¢ um ponto extremo, r = n. Seja d

=y2-y1 # 0 e deduzimos que:
yi=%-(1-Mdey:=%+Ad 4)

Agora considera-se os deslocamentos de X nas dire¢des (e sentidos) de -d e d.
Ambos sdo possiveis e finitos sem sair de X, pois X < {x: x = 0}, ou seja, no pior caso, 0
tamanho do passo ¢ limitado pelos hiperplanos definidos por x > 0. Assim, sem perda de
generalidade, seja ¥ = Max {y: X - yd € X} e calcula-se y; = X - yd. Agora pode-se afirmar
que o numero maximo de hiperplanos linearmente independentes ativos em y; é F > r + 1
porque todos os hiperplanos ativos em X continuam ativos em y; (porque X ¢ uma combinacao
convexa estrita de y; e y2) e, também, pelo menos um hiperplano linearmente independente
estd ativo em y;, ou seja, aquele hiperplano que bloqueia o avango de y na direcdo -d para

calcular y. Se r = n, entdo y; € Sp e, portanto ¢ um ponto extremo, ou seja, k>1. Ser <n
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entdo pode-se substituir X por y; e repetir este processo até¢ obter ¥ = n, o qual, claramente,
deve ocorrer finitamente porque I aumenta em cada passo por, pelo menos, uma unidade e

porque n ¢ finito. Portanto, k > 1.
1.2) Sp # I ¢ finito.
Como o niimero de maneiras que n hiperplanos linearmente independentes podem
. . . , . . /m+ny, , fo-
ser escolhidos a partir de (m + n) hiperplanos ¢ finito, ou seja, ( n ) ¢ 0 nimero Maximo
de pontos extremos, assim temos também Kk < oo, ou seja, Sp € finito.
ii) X # & e limitado <> Sa = &

(=) Suponha, por contradi¢do, que se tenha Sqa # & = dxoeX | xot+Ad € X,
onde A > 0, d € Sa. Considerando que A pode aumentar indefinidamente entdo X serd

ilimitado. O que ¢ um absurdo. Logo, se X # & e limitado = Sq = J.

(<) Suponha, por contradi¢do, que X # & ¢ ilimitado = V x0 € X, xo + Ad € X
ondeA>0ed e Sa = Sa # I (ABSURDO). Logo Sa = J = X # J e limitado.

ii1) X ¢ ilimitado = Sq # I ¢ finito;

Sabe-se, por ii), que se X ¢ limitado entdo Sa = . Observa-se que Sa ¢ da mesma
forma que X e que os pontos extremos de Sa sdo também as direcdes extremas de X. Como o

numero de diregdes extremas de X ¢ finito, Sa também deve ser finito, entdo 1 € [1, ).

Outra maneira: suponha, por contradi¢do, que Sa = & entdo, por ii), X ¢ limitado

(CONTRADICAO), logo, X é ilimitado = Sa # &.

iV)Xe X & x=3 A x; + ZLlpi A, T A =1,420,j=1, ., ks > 0i=1,...,1.

Seja X = X N {x: 1x < M} onde M ¢ suficientemente grande para que 1xj < M, para j
=1, ..., k, e 1X < M. Note-se que X é limitado e, além disso, os pontos extremos de X também

sdo pontos extremos de X (ver Teorema 4). Seja Sp = {X1,ueey Xkyeerp Xktu} O conjunto dos pontos

extremos de X, onde 0 <u < oo.

iv.1) X pode ser escrito como uma combinagdo convexa dos pontos extremos de X,

ou seja, por pontos de Sp. Se X € Sp = X é um ponto extremo de X.

Se X ¢ Sp entdo representamos os hiperplanos ativos de X em X da forma:

Gx=g (5)
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Neste caso posto(G) < n — 1 porque em caso contrario X seria um ponto extremo de
X. Encontra-se uma solucdo para o sistema Gd = 0, d # 0 e calcula-se Y, =Max {y: X+yd e
X}. Neste caso d é uma direcdo que tem os mesmos hiperplanos ativos que X. Note que
0<y,<oo porque X ¢ limitado. Seja ¥ =X +¥,d. Assim, como y; € X, tem-se pelo menos um

hiperplano linearmente independente adicional de X ativo em X.

Se este novo hiperplano ativo em ¥, junto com Gx = g produzir um sistema de posto
n, entdio y; ¢ um ponto extremo de X. Caso contrario, repete-se este processo para a
determinagdo de y; até depois de, no maximo, (n — posto(G)) vezes, obter-se-4 um vértice
(ponto extremo) de X, identificado como um novo ponto y; € X, de posto n, que satisfaz
Gy;=g. Agora, defina:

¥, =Max {y: X +7y(X-¥,) € X}. (6)

Que ira gerar

y2=X+7, (X-¥1) (7

Note que ¥, < oo porque X ¢é limitado e ¥, € 0 maximo permitido. Além disso, y > 0
porque G[X + y(X - y1)] = g Vy = 0 foi resolvido encontrando-se um ¥, que foi limitado por
alguma restricdo ndo ativa em X. Por isso, em particular, Gy, = g tem pelo menos um
hiperplano linearmente independente adicional ativo em y, em relagdo a X.

Assim, y; € um ponto extremo de X e ¥, tem pelo menos um hiperplano linearmente

independente adicional a X. Também, X ¢ uma combinagdo convexa

X =8y, + (1 - 8) ¥, de ¥y € ¥, onde § = —2—, §¢[0, 1]. (8)

1+7,

Que pode ser facilmente verificado usando (7). Assim, X foi representado como uma

combinagdo convexa de dois pontos ¥; € ¥, sendo ¥; € Sp,.

Ainda podem ocorrer dois casos:

a) Se ¥, € Sp entdo consegue-se representar X como uma combinagio convexa de
dois pontos extremos Y4 € V,.

b) Se ¥, ¢ Sp entdo ¥, pode ser representado como uma combinagdo convexa estrita
de y3 e y, (repetindo a mesma metodologia para se calcular y; e y,), onde um destes pontos ¢
um ponto extremo de X, seja §¥3 € Sp e V4 tem pelo menos um hiperplano adicional
linearmente independente ativo em y;. Nesse momento Y, tem dois hiperplanos linearmente

independentes adicionais em relacio a X. Continuando este processo, em cada passo

Anadlise de Tépicos Relevantes em Programagao Linear e Aplicagdes no Ensino de
Engenharia



24

substituindo um ponto por outros dois onde um deles ¢ um ponto extremo € o outro tem um
hiperplano ativo adicional, entdo num determinado nimero de passos este segundo ponto terd
n hiperplanos ativos e, portanto, sera um ponto extremo de X. Termina-se o processo de
representacio, usando como maximo n — posto(G) + 1 pontos extremos de X (vértices de Sp).

Esta representagdo ¢ dada por:
X =2 8% onde L 8, =1¢8;20,j=1,2, ..., k+u. 9)
1v.2) Eliminando o efeito da restrigao 1x < M adicionada, ou seja, (9) € verdadeiro para X.

Agora, se 8j = 0 para j > k, entdo a equagdo (9) ¢ equivalente a equagao (3), ou seja,
X ¢é limitado. Caso contrério, considera-se algum ponto extremo de (9), xv com v > k e &v > 0.
Note-se que Xv € um novo ponto extremo gerado pela restricdo 1x <M, ou seja, Z}(=1 Xj=M¢
um dos n hiperplanos linearmente independentes ativos em Xy como ponto extremo de X. Os
outros (n - 1) hiperplanos ativos pertencem ao conjunto original X, e identificam uma nova
aresta de X. Consequentemente, existe algum ponto extremo Xiwv) de X, 1 <i(v) <k, que é o
ponto extremo adjacente de xy em X através desta aresta. Além disso, (Xv— Xiw)) é uma dire¢do
de X porque ndo existe outro hiperplano de X que pare o movimento nesta direcdo a partir de

v—Xj(v)

Xi(v). Mais importante, seja d= xe—, onde Ov = 1(xv — Xi(v)) > 0. Note que d € Sa. Assim, 0s

(n — 1) hiperplanos linearmente independentes de X que estdo ativos em Xv também estio
ativos no sistema Ad < 0, d > 0, na defini¢do de d. Também, esses (n — 1) hiperplanos que
caracterizam Xy junto com o hiperplano 1d = 1 produzem o conjunto de n hiperplanos
linearmente independentes ativos a Sa em d. Assim, a dire¢do d é um ponto extremo de Sa e
sera chamada djv) que por sua vez ¢ uma direcdo extrema de X. Consequentemente, temos Xy
= Xi(v) + Ovdjv). Substituindo isto na equacdo (9) para cada v, e arbitrariamente deixando, iv) =

jw =1 se ov=0, obtém-se:
X =01 85X + Tutity 8y Xigy) + Tties1 8y 0y djcy) (10)
Que ¢ da forma da equacao (3). Isso completa a prova.

1v.3) Se X pode ser escrito como em (3) => X € X.

Serd mostrado que se X pode ser escrito como em (3) entdo X cumpre a seguinte
relagdo: Xe X = AX<b,x>0

Se X cumpre com (3) entdo teremos:

X= Z};l Ajx;+ Z}=1 u;d;, Z}‘=1 Aj =1, A2 zero, j = 1,..., ks i > zero, i = 1,..., 1. (11)
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Sabe-se que os xj sdo pontos extremos de X e, portanto, satisfazem:

Axj<b,xj>0;j=1,2,., k. (12)

Sabe-se que os di sdo direcdes extremas de X (ou seja, pontos extremos de Sd4) e

satisfazem: Adi <0, di > 0; di # zero,i=1, 2,..., |. (13)

a) Provade que x>0
X > 0, pois, analisando (11) e (3) verifica-se:

AZO0xi=0e XS AiX; 2 0); >0 (uidi=0e Yi; wid; >20)=>  X;>0.

b) Prova de que AX<b

Multiplicando X em (11) pela matriz A pelo lado esquerdo temos:
AX=A (Z}‘zl Ajx; + Z%:l u;d;) = AM1AX1 + A2AX2 + ... AkAXKk + W1Ad] + eAd: + ... + uAdL (14)

Mas na relagao anterior temos que:
Em (13), Z}zl u;Ad; <0 porqueui>0ecada Adi<0,i=1,2,..,1 Entio, tem-se,
em (14):
AR <YK, A Ax;. (15)

Mas em (15), cada x;j ¢ ponto extremo de X e, portanto, Xj € X ¢ para cada xj €
verdadeira a seguinte relagdo:
Axj<b= MAX; <A, j=1,2, ..,k = YA AX <Y A b=D. (16)

De (15) e (16), conclui-se que: AX<b = X eX.

Corolario 1 - Qualquer X € X pode ser representado como na equacdo (3) usando
ndo mais do que Min {(n + 1), (k + 1)} variaveis positivas A; € p;.

Prova: Dado X € X, o Teorema 5 afirma que existe uma solucdo para a equacao (13).
Seja r o posto da matriz dos coeficientes associada ao sistema da equagdo (3). Portanto, r =
Min {(n + 1), (k + r)}. Além disso, note que o conjunto de (A, ) satisfazendo a equagdo (3)
forma um conjunto poliédrico em EX*, e pelo Teorema 5, este conjunto tem um ponto
extremo. Uma vez que podem existir (k + 1) hiperplanos ativos linearmente independentes em
qualquer ponto extremo e o sistema de igualdades fornecer r hiperplanos, teremos pelo menos
(k + 1 - r) varidveis adicionais Aj € pj iguais a zero num ponto extremo da equacdo (3).
Consequentemente, existe uma representacdo de X na equacao (3) na qual pelo menos r das

varidveis A; e pj sdo positivas. Isso completa a prova.
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2.3.1 Forma Sistematica para Encontrar os Pontos Extremos de um Conjunto

Convexo Poliedral

Uma vez caracterizado um conjunto convexo poliedral X, entdo ¢ possivel encontrar
todos os pontos extremos do conjunto X. Para isso deve-se montar uma estratégia usando o
conceito de ponto extremo encontrado no Teorema 1, isto ¢, um ponto extremo de um
conjunto convexo poliedral X ¢é qualquer ponto x € XcE" (¢ um ponto factivel) e,
adicionalmente, nesse ponto devem existir n hiperplanos ativos linearmente independentes
(HALI). A estratégia ¢ muito simples, mas extremamente demorada e assume a seguinte
forma:

1. Supor que estamos trabalhando no espaco E™ e o conjunto convexo poliedral X
tem k restri¢des de igualdade (hiperplanos) e p restri¢des de desigualdade (subespacos).

Com os valores de n, k e p encontrar o nimero maximo de candidatos a ponto

extremo usando a seguinte relagdo:

_ P _ p!
Nimax = (n - k) " (n-K)!(p+k-n)!

Que ¢ apenas a relagdo muito conhecida de encontrar o nimero de combinagdes
existentes em p elementos tomados em grupos de (n-k). Assim, procura-se identificar um
ponto x em que existam n HALI. Deve-se observar que sempre existem k HALI relacionados
com as restri¢coes de igualdade (hiperplano) e, portanto, deve-se escolher (n-k) do grupo de p

subespacos
2. Para cada candidato a ponto extremo deve-se fazer o seguinte:

a) Identificar os subespacos que devem ter os hiperplanos ativos (HA), isto ¢, (n-k)
subespacos devem ter os seus HA. Juntar esses (n-k) HA com as restricoes de igualdade
(hiperplanos que sempre se encontram ativos) para formar um sistema algébrico linear de n

equagoes € n incognitas.
b) Resolver este sistema e encontrar a solucao x’.

c) Verificar se X’ ndo viola alguma das p-(n-k) restrigdes de desigualdade nao
consideradas para montar o conjunto de (n-k) HA. Em outras palavras, verificar se x’
pertence a intersecdo dos p-(n-k) subespacos ndo considerados na montagem do sistema
algébrico linear. Se x’ for factivel, isto ¢, ndo viola nenhuma restricdo de desigualdade
(subespagos), entdo x’ € um ponto extremo e, em caso contrario, nao € ponto extremo (¢ um

ponto em que existem n HALI, mas ¢ infactivel).
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Observagao importante: Usar esta estratégia pode ser muito demorado ja que para
analisar cada candidato a ponto extremo deve-se resolver um sistema algébrico linear de n
equagdes € n incognitas. Assim, a mesma sO € utilizada em carater ilustrativo ou em

problemas com numero reduzido de variaveis.

2.3.2 Metodologia para Encontrar as Direcoes Extremas de um Conjunto
Convexo

SeX={x:Ax=b, x>0} entdod #0 ¢ direccio de X <= d=>0,d#0 ¢ Ad =0. De
maneira analoga: Se X = {x: Ax>b, x>0} #J,d édireccio de X <= d>0,d#0c Ad>0¢
se X={x: Ax<b, x>0} #,d é umadiregio de X <= d>0,d#0c Ad<0.

Pode-se normalizar o vetor d (}j=1 dj= 1) e assim, o conjunto de diregdes de X serd

dado por D = {d: Ad (=,=0u<)0;d=0;d #0; X;_, d; =1}.

Tem-se uma direcdo extrema de X quando a mesma nao puder ser representada

como uma combinagao positiva de outras duas direcdes distintas.

Desta forma, se X = {x: Ax (5, = ou <) 0; x > 0} entdo encontra-se as direcdes

através de D= {d: Ad (5,2 0u<) 0; d=0;d #0; 2;j_, d; = 1}.
2.4 Os Teoremas de Otimalidade do Método Primal Simplex

Lema 1 — Seja X < E™ um conjunto convexo fechado e suponha que xgX = existe
um vetor ndo nulo ¢ € E" e um & > 0 tal que ex > € + ¢y, VyeX.

Prova: Seja yo € X o ponto mais proximo de x (uma vez que X ¢ fechado, tal ponto
existe e ¢ unico). Observe que ||x — yo|| > 0 desde que xgX. Serd mostrado primeiro que (x —
yo) (Y — yo) <0, VyeX. Pela convexidade de X, Ay + (1 - A)yoeX, VAe(0, 1). Uma vez que yo
¢ o ponto de X mais proximo de x, entdo se obtém: ||x — yo|?> < ||x - Ay — (1 - A)yo|*> = ||(x — yo)
+ A (yo =Y)II> = [Ix — yol > + 24 (x = yo) (Yo —y) + A¥[yo — y||*

Desta forma, obtém-se:
2A (x—yo) (Yo—y) +A%lyo-y[P20=  2(x-yo) (yo—y) +Allyo-y[FZ0(R>0) =

(x —yo) (yo—y) =0 (fazendo A—>0) = x=yo)(y —yo) <0, VyeX.

Seja ¢ =x —yo #0. Agora, para algum y € X tem-se:
0=<(x-yo) (yo-y)=(x—-yo) x—x+yo—y)=(x-Yy0) [x-y) + (yo—X)] = (X -yo) (x-y) +
(x=y0) (yo—x) = (X —yo) (x —¥) - (x — yo) (x - yo) = ex —cy - [[x — yo|[®

Portanto, ¢x > ||x — yo|[* + ¢y. Fazendo € = ||x — yo||* > 0, 0 lema esta provado.
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Teorema 7 (Teorema de Farkas) (BAZARAA, 2010) — Sejam A € R™" ¢, x eR" ¢
w € R™. Entdo um e somente um dos dois sistemas abaixo tem solucao:

Si: Ax<0ecx>0;

S2: wA=cew=>0.

Outra forma do teorema seria:

(1)“Sedx | Ax<0ecx>0 = Aw >0 | wA = ¢”, ou entdo:
(2)“SeAx com Ax<0ecx>0 = dw>0|wA=c¢".

Prova:

(1) Suponha, por contradi¢cdo, que S» tem solu¢do wA =¢, w > 0. Seja x | Ax < 0.
Entdo ex = wAx < 0, pois, Ax < 0 e w > 0. Isto mostra que ¢x < 0, ou seja, S; ndo tem
solucdo, pois, Ax com Ax < 0 e ex > 0 (CONTRADICAO). Logo, (1) é verdadeiro.

(2) Suponha também, por contradi¢do, que S» ndo tem solucdo. Isto significa que
czS= {wA | w > 0}. Conclui-se que Ix | ex > wAX, Vw > 0 ao se aplicar o lema 1. Se w =0,
entdo cx > 0. Além disso, desde que w pode ser escolhido arbitrariamente grande, entdo pode-

se ter Ax < 0. Isto mostra que S; tem uma solugao e o teorema esta provado.

Observacdo 7: Para os proximos teoremas sera considerado o problema de

programacao linear (PL): Min (z = ¢x) sujeito a X = {x € R" | Ax=b, x > 0}.
Corolario 2 — Se existeum ¢dj <0, j=1, 2, ... , 1 = a solu¢do do PL ¢ ilimitada.

Teorema 8 (Mostra que uma solucdo 6tima € ponto extremo do PL) (ROMERO,
2005) - Se existe solucdo otima para um PL = um ponto extremo do PL ¢ solugdo 6tima do
mesmo.

Observaciao 8: O teorema 8 afirma que se um PL tem solugdo 6tima entdo um ponto
extremo ¢ solu¢do 6tima do mesmo. Assim, existe também a possibilidade de que se tenha um
otimo que ndo ¢ ponto extremo.

Teorema 9 (CARVALHO, 2005) — Seja X = {x € R"| Ax =b, x > 0}, onde AeR™™"
com posto m. Entdo ¢ dito que d ¢ uma direcdo extrema de X <> (ap6s reordenacao das
componentes de d e, consequentemente, das colunas de A):

i) A admite uma decomposi¢do do tipo A = [B, N], onde B admite sua inversa B1;

ii) Existe pelo menos uma coluna aj tal que B-'aj < 0;
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iii) Com ej-m denotando o (j - m)-ésimo vetor da base candnica de R*™, d ¢ um multiplo

. —B1a,
escalar positivo de [ ’].
j—m

Prova: (=) Suponha que d = [d1, d2, ..., dk, 0, ..., 0, d}, 0, ..., 0]T (di >0, casoi=1,
2,...,kedi=0,parai=j)¢éuma direcdo extrema de S. Suponha, por contradi¢do, que as k
primeiras colunas de A, ai, az, ... , ak sdao linearmente dependentes. Logo, existem k escalares
A1, A2, ... , Ak, com pelo menos um deles positivo, tal que Z]!‘zl Aja; = 0. Sejau = (A1, A2, ...,
Ak, 0, ..., 0]T e escolha a > 0, suficientemente pequeno para que os vetores d!' =d + au e d* =
d - au tenham componentes nao negativas.

Nota-se que Ad' = Ad + cAu=0+YX . 4,a,=0=0-YK, A a, = Ad - aAu =
Ad?. Assim, d! e d? sdo duas dire¢des de S distintas de d e distintas entre si, pois, o> 0, u # 0
¢ a j-ésima componente, tanto de d! como de d?, sdo iguais a j-ésima componente de d. Com
efeito, d!' = 1d?, com t> 0, é equivalentead+oau=1(d-au) < (1+t)ou=(t-1)d =

(t - 1)dj = 0 (uma vez que a j-ésima componente de u ¢ nula). Por outro lado, dado que

(por hipotese) dj > 0, conclui-se que T = 1. Logo, au = 0, o que ¢ absurdo, tendo em conta que

dl+ d2

o > 0 e u # 0. Adicionalmente, pode-se concluir que d = , 0 que contradiz a suposi¢ao

2
de d ser uma direcdo extrema. Assim, ai, a2, ... , ak sao colunas de A linearmente
independentes e uma vez que o posto de A ¢ m, tem-se que kK < m. Nestas condicoes,
acrescentando-se as m - k colunas de A que, conjuntamente com ai, az, ... , ak, formam uma
base para R" e, assim, constituem uma matriz invertivel B, ao se fazer A = [B, N], sera
observado que Ad = Bds + djaj = 0 < dB = - djBaj, pelo que d = [_2_1ai].
j—m

(<) Se B1aj <0, entdo d > 0 ¢, além disso, Ad = 0, pois, d é uma dire¢do de S. Sera

demonstrado que é uma diregdo extrema. Sendo d = d! + d2, com d! e d? duas dire¢des de X,

tem-se que n - m - 1 componentes, tanto de d! como de d2, sdo iguais a zero (uma vez que as

correspondentes componentes de d sdo nulas). Nestas condi¢des, tanto d! como d? sdo da

di d3
forma: que d' = Id' e]-a l ed?= Id' el-3 l Dado que Ad' = Bd} + djaj = 0 e Ad2 = Bd3 +
j €j-m j €j-m
djaj = 0 vem que d} = d; [-Baj] e d3 = d;j [-B'aj], ou seja, d' = d2. Logo, d ¢ uma diregdo

extrema de X.

Teorema 10 (O’CONNOR, 1991) — Seja X = {x € R" | Ax = b, x > 0}. Um vetor
ndo nulo d ¢ uma dire¢do de X <>d e D={d € R"|Ad=0,d > 0}.
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Observacio 9: O teorema acima pode ser apresentado de outra forma: D € R", d # 0
¢ uma direcdo de X={x €e R"|Ax<b,x20}<deD={d e R"|Ad<0,d #0, d>0}, ou
seja, um vetor ndo nulo d ¢ uma direcao de X = {x € R" | Ax>b, x > 0} 2=

deD={deR"|Ad>0,d#0,d > 0}.

Corolario 3 — Se X # & entdo tem pelo menos um ponto extremo.

Corolario 4 — Se X ¢ fechado e limitado (¢ um poliedro) entdao todo ponto xeX pode

ser expresso como uma combinacdo convexa de seus pontos extremos.

Definicido 16 — Dada Z}‘zl a;jX;<bi= bi- Z]!‘zl a;; Xj > 0. Entdo, definimos Xn+i =
bi - Z}‘zl a;; x; de variavel de folga (ou de desvio). Z}‘zl a;j X; + Xn+i = bi, com Xa+i = 0, ou
seja, obtemos uma restri¢ao de igualdade.

Observagio 10: Caso tenhamos Z}‘zl ajjx;=bi = Z}‘zl a;; X; - bi = 0. Faremos

Xnti = Z}‘zl a;;X; - bie assim, Z}‘zl ajj Xj - Xn+i = bi, com Xn+i 2 0.

Observacao 11: Algumas consideragdes a respeito:

1) a cada ponto extremo esta associada uma solugado basica factivel e vice-versa;

ii) podem existir vérias bases representando um mesmo ponto extremo ou uma
solugdo basica factivel. Neste caso existe uma solugdo bésica factivel degenerada onde mais
de n hiperplanos estdo ativos em X. O numero adicional de hiperplanos ativos indica o grau de

degeneracao de X;

O~

iii) Se existe mais de uma base representando um ponto extremo, entdo este

O~

degenerado, o contrario nem sempre ¢ verdadeiro, ou seja, se um ponto extremo

degenerado, ndo necessariamente existe mais de uma base representando esse ponto extremo.

Observaciao 12: A correspondéncia entre solucdo basica factivel e ponto extremo
ndo €, em geral, biunivoca. A cada solugdo basica factivel corresponde um tUnico ponto
extremo em X, mas, pode ocorrer que a cada ponto extremo de X corresponda a mais de uma

solugdo basica factivel.

Corolario 5 — O numero maximo de dire¢cdes extremas de X ¢ limitado por (n - m)

n , 101 n ’ ,
(m), onde n - m corresponde ao numero de possibilidades de escolha de aj e (m) ¢ 0 numero

de combinagdes possiveis de A na forma [B, N]J.
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Teorema 11 (Existéncia de uma solugdo basica factivel) (ROMERO, 2005) — Se X #

@ = existe pelo menos uma solugdo basica factivel.

Prova: Se X # @ = X tem pelo menos um ponto extremo e como cada ponto
extremo esta associado a uma solugdo basica factivel = X tem pelo menos uma solugao

basica factivel.
Observacao 13: Consideragdes sobre pontos extremos e solugdes basicas factiveis:
1) um ponto extremo ¢ uma solucao basica factivel 6tima de um PL se esse 6timo existe;

11) os pontos extremos correspondem algebricamente as solugdes basicas factiveis;

|
iii) as SBF (ou os pontos extremos) sdo finitas e limitadas por ( ) ==

n —
m m!(n—m)!’
Observacao 14: Listar todas as solucdes basicas factiveis do PL apresenta as

seguintes desvantagens:

1) as solucdes basicas factiveis (ou os pontos extremos) sdo finitas, mas, podem

chegar a um nimero elevado;
i1) nao € possivel saber se o PL ¢ ilimitado;

iii) Se X # O, esse fato somente ¢ descoberto apods analisar todos os candidatos a

solugdo basica factivel.

2.5 Aplicacoes do TGR (Teorema da Representacio - caso geral)

O TGR ¢ muito importante em varias aplicacdes de PL e, particularmente, representa
a base fundamental do principio de decomposicdo matematica de Dantzig-Wolfe.

Min z(x) = ¢cx
Seja o PL: S'anzb (17)
x=0
Considerando que X = {x: Ax =b, x > 0} ¢ o conjunto convexo deste PL, o processo
de resolugdo consiste em separar o mesmo em dois subconjuntos: X1 = {x: A1x < b1} com m

restricdes e X2 = {x: A2x < b2, x> 0}, com m2 restricdes (m = m1 + mz).

X = Z}‘zlllxl
SexeX: = L =1 (18)
A =0

Sendo xj um ponto extremo de Xo.
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Substitui-se x € X2 em z(x) = ¢x ¢ A1x = b1:

z(\) =X}, Xjh, = z};l[cx,-]xj

AIZ]!(=1 X]}\,] =b1 = Z}{=1[A1X]]}V] =b1

O PL equivalente assume a seguinte forma:

Minz(A)= 3, (cxj)xj
s.a
Z}Ll [Alxj]?\.j =b, — m; restricdes (19)

A =1 — uma restri¢do
?\-jZO, j=1,...,k

Resolvendo o PL equivalente acima encontra-se a solugdo do mesmo que,

obviamente, serd a solugdo do PL original.

2.6 Exemplos Ilustrativos

Exemplo 1:- Encontre os pontos extremos do seguinte conjunto convexo poliedral
nao vazio X = {x: -3x1 + x2 <-2; -x1 + x2 < 2; -x1 + 2x2 < 8; -x2 < -2; x1 = 0}.
Analisando o conjunto dado, temos cinco restri¢des (p = 5), duas variaveis (n =2) ¢

nenhuma restri¢do de igualdade (k = 0). Desta forma o nimero méaximo de pontos extremos

serd: Nmax = (g) = 2?—; =10.

Existem cinco subespacos facilmente identificados e os dez candidatos serdo os
seguintes:
1. Quando as restricdes 1 e 2 estdo ativas, o ponto de intersecdo € (2, 4) que ndo viola

as outras restricoes = ¢ um ponto extremo;
12 26

2. Quando as restrigdes 1 e 3 estdo ativas, o ponto de intersecao € ( = 5

) que viola a
restricdio 2 = = ndo ¢ um ponto extremo;

3. Quando as restri¢des 1 e 4 estdo ativas, o ponto de interse¢do € (g, 2) que nao viola
as outras restricoes = ¢ um ponto extremo;

4. Quando as restrigdes 1 e 5 estdo ativas, o ponto de interse¢ao ¢ (0, -2) que viola a
restricio 4 = nao ¢ um ponto extremo;

5. Quando as restri¢des 2 e 3 estdo ativas, o ponto de interse¢ao € (4, 6) que ndo viola

as outras restricdes = ¢ um ponto extremo;
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6. Quando as restri¢cdes 2 e 4 estdo ativas, o ponto de intersecdo ¢ (0, 2) que viola a
restri¢ao 1 = ndo € um ponto extremo;

7. Quando as restri¢cdes 2 e 5 estdo ativas, o ponto de intersecao ¢ (0, 2) que viola a
restri¢ao 1 = ndo € um ponto extremo;

8. Quando as restrigdes 3 e 4 estdo ativas, o ponto de interse¢do ¢ (-4, 2) que viola as
restricdes 1,2 e 5 = nao ¢ um ponto extremo;

9. Quando as restri¢des 3 e 5 estdo ativas, o ponto de intersecao ¢ (0, 4) que viola as
restrigdes 1 e 2 = nao ¢ um ponto extremo;

10. Quando as restrigdes 4 e 5 estdo ativas, o ponto de intersecdo € (0, 2) que viola a

restrigao 1 = nao ¢ um ponto extremo.

O quadro abaixo resume a busca dos pontos extremos:

Ordem | Restricoes ativas | Ponto de intersecio | Restricdes violadas | Ponto Extremo
1 le2 2,4 Nenhuma SIM
2 le3 (E, E) 2 NAO

5’5
3 le4d (g, 2) Nenhuma SIM
4 les (0, -2) 4 NAO
5 2¢3 4, 6) Nenhuma SIM
6 2e4 (0,2) 1 NAO
7 2e5 (0,2) 1 NAO
8 3e4d (-4,2) 1,2¢5 NAO
9 3e5 0, 4) le2 NAO
10 4e5 (0,2) 1 NAO

Em X existem 3 pontos extremos: (2, 4), (g, 2) e (4, 06).

Exemplo 2:- Seja o problema de programagao linear minimizar ¢x sujeito a X = {x:
X1 - 3x2 <45 -x1 + x2 < 25 -x1 + 2x2 < 65 x1 = 035 x2 > 0}, verificar se existem solugdes para os

seguintes valores de c:

iye=1[1-3] ii)e=[4-1] iii) ¢ = [1 -1] iv)e=[1-2]
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Figura 1 — Solug¢des graficas de 1), ii), iii) € 1v).

min x1 - 3*x2
X2 g -
4
-
14
_110 .u=5 05 1=u 15 z’u 2:5 r_;in_f-a?{"’]}u 4}= u-_
x1
at c=[1-3]
min 4*x1 - x2
4’5 5’?
x1
o c=[4-1]
minx1 -x2
PR
//’,/
LR ~
-
s
1=0 J UI 1=0 1I 2}0 Z;E ,EILV/S'?F/;}O 4= E}U-_
x1
at c=[1-1]
minx1 - 272
1:0 4:5 5.0
x1
4 c=[1-2]

Fonte: Autoria propria.
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. 0 0 2 4
X tem os seguintes pontos extremos: x! = [0], x? = [2] x3 = [4] ext= [0]; bem como

as diregdes extremas: d! = ed?=

NS
Wl WIN
n

Portanto, de acordo com o Teorema 6, qualquer ponto factivel do problema pode ser

representado da seguinte forma:

x=Mx'+A2x2 + A3 x>+ A4 x* + 1 d' + p2 d2, ou seja,

B

Agora verificaremos a situagdo para cada um dos valores de ¢:

X =M [8]+x2 [‘2’]+x3 [ﬂ+x4 [g]+p.1

NS
W= WIN

i)e=1[1-3]

1
ex!'=0,cx2=-6,cx>=-10,cx*=4,cd'=0¢ cd?=— >

. 1
(Min 0%y — 62, — 1025 + 44, — TH,
Sujeito a
}\,1 +}\,2+7\«3+7\«4= 1
U Mg hap,m, =0

Assim, se tem o seguinte PL equivalente:

Como cd? =- % <0 > Solucio Ilimitada!
i) e=[4-1]
ex!=0,ex2=-2,¢ex}=4,cx*=16, cd! = % ecd?= %,

(min 0y — 20, + 4% + 164y + 51, + 211,
Sujeito a
Mtr,+Az3+h, =1
k My hgy hg, R, iy 1, 20

Assim, se tem o seguinte PL equivalente:

Temos uma solugdo 6tima, pois, c¢di > 0, j = 1, 2. Assim, o 6timo ocorre quando p1 =

p2=0,A1=A3=A4=0¢eA2=1 e asolugio 6tima sera e¢x*> = -2 e o ponto 6timo x>= [g]
iii) ¢ = [1 -1]

1 1
ex!=0,cx2=-2,¢ex}=-2,¢cx*=4,cd' = € cd?= >
Min 0k; — 2k, — 2k + 1614 + 211, + 11,

Assim, tem-se o seguinte PL equivalente: I Sujeito a
7\’1+7\42+7\43+7\,4= 1

Rt Ags Ay dgy py 1, 2 0
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A solugdo 6tima exige que pu = p2=0, A1 = A4 =0 e A2 = 1 (x2 ¢ um ponto extremo
6timo), mas, também poderiamos ter Az = 1 (x3 também ¢ um ponto extremo 6timo). Para tal,

representaremos o conjunto das solugdes 6timas como:
M=a,A3=1-aex=ax2+(1-a)x3,coma e [0, 1]
iv) e =1[1-2]
ex!'=0,cx2=-4,¢cx3=-6,cx*=4, cd!' = % ecd?=0,

(Min 0%, — 4%, — 615 + 41, +§u1 + 0,

Assim, se tem o seguinte PL equivalente: { Sweito
Mt +2+2,=1
k A Ag Az, Ay iy, =0

A solugdo otima exige que u = p2=0, A1 =A2=2A4 =0 ¢ A3 =1 (x} é um ponto
extremo 6timo), mas, qualquer ponto definido por x3 e d? também é um ponto 6timo neste
caso. Pode-se verificar que se x’ = x* + ad?, a. > 0 entdo teremos ¢x’ = ¢x* + aed? = -6 + 0o =

-6 = x’ ¢ solugdo 6tima do problema.

Exemplo 3:- Encontrar as solugdes basicas factiveis do seguinte problema de

minz = cx
programacao linear: { s. a . Pode-se escrever:
X={x: —x1+ X5 <2; =x1 +2x, <6; X1 = 0; x, > 0}
minz = cx
{ s. a . ou seja,
X={x: —=X1+ Xz + X3=2; =X1 +2X; + X4, =6; x;=20;j=1,2,3,4}

X1
[—1110x2_2A..d Ses sio hiperpl ¢ .
12 0 1] = |- As primeiras duas equagdes so hiperplanos e o resto, semiespagos.
Pode-se verificar que posto (A, b) = posto (A) = m = 2. Assim, 0 nimero maximo de bases

sera: [;] = 6. Analisaremos cada base.
1.XB=[§;] - B=[j ;] = B"=[:i i
Assim, xg =Bb = [:i ﬂ [2] = [i] Desta forma se obtém: xg = [2] = [i] >0e¢

XN = [ii] = [g] .. ¢ uma Solucao Basica Factivel.
-1

2.XB=[§;]:> B=[:1 (1)]:> B-1=[(1’ 3
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Assim, xg =Bb = [1 _1] [2] [ 2] Desta forma se obtém: xg = [ﬁ;] = [:Z]< 0

CX21.101 . ~% ,
€ XN = [x4] = [ 0] .. NAO ¢ uma Solucio Basica Factivel.

puefi s el Y weld

w3 )= 3] o o e o =[] [

4]?2()eXN=

[Z] = [g] . NAO é uma Solucio Basica Factivel.

4.XB=[§§]:> B=[; (1)] = Bl=

xs=B1b =

0 21] [z] - [_?i] Desta forma, se obtém: xg = [2] = [_i] £ 0exn

1 —-=
2

= [ﬁﬂ = [8] . NAO é uma Solucio Basica Factivel.

- S -

1 0] [2] = [g] Desta forma, se obtém: xB = [iﬂ = [i] >0c

xw=Bb=|_; |[¢

XN = [ﬁ;] = [8] .. ¢ uma Soluc¢ao Basica Factivel.
6.XB=[§i] = B=[(1) (1)] = B'=B=I.

Assim, xs=B'b=b = [z] Logo, se obtém xB = [iﬂ = [26] >0exN= [2] = [g]
¢ uma Solucio Basica Factivel.

Existem apenas trés solugdes basicas factiveis. Logo, em E* as solugdes sio:

e

estes pontos extremos do

. Em E? seriam x1 = [g], X2 = [(2)], €X3= [i], ou seja,

N ON O

;-U
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3 O Método Primal Simplex Revisado

3.1 Introducio

ApOs a analise e estruturagdo do método simplex na forma de um quadro, apesar da
praticidade, trabalhou-se com uma equagdo matricial contendo m + 1 linhas e com, no
maximo, m + n colunas. Desta forma, usando uma estrutura que garante a mesma eficiéncia
computacional, foi desenvolvido o Método Simplex Revisado (MSR), onde a dimensdo da
equagao matricial diminui consideravelmente. Assim, a equagdo matricial conterd m + 1

linhas e m + 2 colunas.

3.2 O Método Primal Simplex Revisado
Lembremos o Algoritmo Simplex para um problema de minimizagdo para
construirmos o Algoritmo Simplex Revisado:

Passo inicial: Encontrar uma SBF inicial (B c A, sendo B invertivel).

Passo principal:

1. Calcular: xs =B'b=b, xx =0 ¢ z = cgxs = csB'b.

2.1 Resolver o sistema wB = ¢B, ou seja, calcular w = csB!(vetor multiplicador
simplex);
2.2 Calcular o vetor €y = ¢BBIN - ex = WN - ¢N, ou seja, os coeficientes de custo

relativo zj — ¢j = waj — ¢j,Vj € R onde R = {conjunto de indices das variaveis nao basicas};

2.3 Seja zk — ¢k = Max {zj — ¢j, Vj € R}. Se zk — ¢k < 0, a SBF atual ¢ 6tima. Caso
contrario, ir ao passo 3, sendo xk a candidata a entrar na base;

3. Calcular yx = Blaxk
L ere s . ., _[b] 7Y .
3.1 Se yk< 0 o problema ¢ ilimitado através do raio x’ = 0 + [ ek]Xk, Xk = 0;

3.2 Se yk > 0 ir ao passo 4;

b,

4. Xk entra na base no lugar de xg_, dada por: - = Min {;’—i: yik > 0,i=1, 2,..., m}.
rk ik

Atualizar a base B (onde ak entra no lugar de ag_) € o conjunto R, regressando ao passo 1.

Utilizando os passos anteriores monta-se o seguinte quadro:

Base Inversa RHS
w csb
B! b
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Em que w =csB' e b=B"'b.
Como utilizar o quadro simplex revisado:
1. Dispondo dos valores de A, b e ¢, toda a informagao necessaria aparece no quadro;

2. Como w ¢ conhecido e, N e en representam, respectivamente, as colunas e os
pregos das variaveis ndo basicas, pode-se calcular os custos relativos das mesmas, ou seja, Cy
= ceB'N - cxn = wN - cn.

3. Considerando que B! estd no quadro e que ak é a coluna original da variavel ndo
basica xk na matriz A, pode-se calcular yk = Blak. Assim, ao realizar a mudanca de base, a

pivotagem ¢ realizada apenas no quadro reduzido:

Base Inversa RHS Xk < (Variavel ndo bésica que entra na base)
w CB B (Zk - Ck)
Bl Yik
BZ Y2k
B-l .
Br Yrk <= (elemento pivo)
Bm Ymk

Baseado no fato de que B! e w aparecem sempre abaixo das mesmas colunas do

quadro acima, o quadro pivotado mantém a estrutura dos mesmos para a nova base.

Quanto as operacdes realizadas, por iteracdes, observa-se que apenas as adigdes do

simplex revisado sdo maiores que a do simplex:

Método Adicoes Multiplicacoes

Simplex Revisado m(n + 1) m(n - m) + (m + 1)?

Simplex m(n —m + 1) m(n-m)+ (n+1)
Comon>2m>0 = n - m > 0. Desta forma:

Adigbes> mm+1D>mm-m+1) = mmnh+1)>m@m+1)-m?* =

0>— m? = m? > 0 (que ¢ verdade, pois, m > 0).
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Quanto as multiplicagdes nada pode-se afirmar a respeito, bem como se considerado

o total de operacgdes.

Simplex Revisado | (m+1)2+ m (2n-m + 1)

Simplex 2Zm(n-m)+m+n+1

Observacdo 15:- Se a matriz A ¢ esparsa e de elevada dimensdo, o Simplex
Revisado apresenta as seguintes vantagens:

1) o numero de operagdes para se calcular Cy e yk ¢ reduzido;

i1) como utiliza-se os valores originais para o calculo de Cy € yk comete-se um menor

erro de arredondamento. Desta forma, tais erros s6 poderdo ocorrer no processo de pivotagem.
Algoritmo do Método Simplex Revisado
Passo inicial:
Encontrar uma SBF inicial com base B e inversa B!,

Calcular w = cgB™!, wb = cgB™'b, b = B-'b ¢ implementar o quadro revisado:

Base Inversa RHS
w csb
B! b

Se ndo existir SBF inicial, implementar a Fase I do simplex.

Passo Principal:

1. Calcular os custos relativos das variaveis ndo basicas:

cy = ¢BB'N — en = WN — ex « (zj — ¢j), Vj € R = {conjunto dos indices das
variaveis ndo basicas};

2.Sejazk —ck=Max {zj—cj,] € R}. Sezk—cx <0 - Solucio otima.
Caso contrario, Xk ¢ candidata a entrar na base. Ir ao passo 3;

3. Calcular yk = Blak. Se yk<0 — o Problema ¢ Ilimitado. Caso contrario,

Zx — Ck o . . . .
colocar a coluna [ Vi ] no lado direito do quadro simplex revisado, da seguinte maneira:

Base Inversa RHS Xk
w csb Zy — Ck
B! b Yk

.4 A . b . b
Encontre o indice r do pivo através de: — = Min {—
ik

5yik>0,i=1,2,...,m}.
Yrk y
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Pivotar o quadro simplex revisado com o pivd yrk, atualizar as variaveis basicas e

voltar ao passo 1.

O Método Primal Simplex Revisado com duas fases

A maneira de resolver ¢ andloga ao algoritmo de duas fases do simplex. Veja no

exemplo 9, na pagina 65.

O Método Primal Simplex Revisado com duas fases num quadro unico
A maneira de resolver ¢ analoga ao algoritmo de duas fases do simplex num quadro

unico, ou seja, a disposi¢do do mesmo sera:

Base Inversa | RHS
X0 w' w’b
z w wb
XB I Bb

Veja o exemplo 4, na pagina 44.
Observagao 16:- Pode-se montar o quadro do simplex revisado a partir de qualquer

base factivel, ndo necessariamente a identidade.

Observagiao 17:- No caso de existir pontos extremos degenerados, visando evitar a
ciclagem, utiliza-se a seguinte estratégia: Xk que entra na base ¢ determinada através de:
by . (b .
Io={r: —=Min {—yik>0;i=1,2, .., m}}
Yrk Yik
Se existe um Unico elemento entdo Xg_sai da base. Caso contrario, determinar:
I = {r: 20 = Min £2: i € Io}}
Yrk Yik

Se existe um unico elemento entdo Xg_sai da base. Caso contrario, encontrar um

unico indice através de:

i — Min {

Ij={r: =
! { Yrk y

tielja}}

Yij
ik

Se existe um Unico elemento entdo Xg_ sai da base. Caso contrario, determinar:

I = {r: 20 = Min £: i € Io}}.
Yrk Yik
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3.3 Prova de Validade do Método Primal Simplex Revisado

Minz = cx
s. a

Ax =D
x>0

Considere o seguinte problema de programacgao linear:

“Provar que um quadro simplex representado por B e W = cgB™ correspondente a
uma solugdo basica factivel de base B permite gerar um novo quadro que representa uma
solugdo basica factivel vinculada a uma nova base vizinha. Provar também que esse processo

¢é valido mesmo quando a base inicial ndo é a matriz identidade”.

Suponha que a matriz invertivel B1 # I seja a base do quadro inicial que gera uma
solucao basica factivel.

Calcula-se:

w! =cg Bi’

Zji—Cj= CBlBIIaj —Cj

vk =Bilage

b!'=Bi'b

Apos os devidos calculos e analises, onde a variavel ndo basica xk entrara na base no
lugar da variavel basica xBr, a nova base sera:

B:=|ag,,a,,.-ap._,,ax ap,,,, -, ap, | = [Bie1 Biez ... Bier-1 Biyk Bier+1 ... Biem] = B1T
Onde T = [e1 ez ... €r-1 Yk €r+1 ... €m]

Assim, T-! = [e1 €2 ... er-1 YX er+1 ... em] = E1

Yr-1k 1 Yr+1k
Ondeyk=[_YLk_YZ_k _Jr 1, - r+1, _Ymk]T

Yrk  Yrk Yrk  Yrk Yrk Yrk
Desta forma,
B:=B: T = B:T'=B1 = T'=B;! Bi = T'B;! =B;! . B;1 =EB;!
Continuando o processo, obtém-se:

By =Ep1Ep2 ... 2EiBy Y, p>1

Calcula-se agora:
w?=cg,B;' =cg,EiB]!
Zj—¢j=Waj-¢j= CBZE1B[1aj - Cj
yﬁ = Bz_laﬁ = E1B{1a12( e

b2=B;'b' = E:B;B;'b = Ei[B;1]?b
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Apbs os devidos calculos e analises, onde a variavel nio béasica X2 entrara na base no

lugar da variavel bésica XZBr, a nova base sera:

B; = [ag,,ap,,.-ap__,,ay ap,,,, - ag, | = [Bz2e1 Bz2ez2 ... B2er1 Bayk Bzert1 ...

B:zem] = B2E; ! = B1E71E; !
Onde E5! = [e1 €2 ... er-1 yk €r+1 ... €m]
Desta forma,
B:=B:E;! =BiE;'E;? =  B3;l=E:E:Bj!

Calcula-se agora:

w?=cg,B3' = cg, E2E1B;!

Zj—¢j=wWaj-¢j= CB3B§1aj —¢= chEzElBl_laj —Cj
yi =B3la} =E:EiB;' a} ¢

b?=B3;1b% = E2E:1B;! E1[B71]?b = E2(E1)? [B{ 1]°b
Verificando as formulas:

w! =g, Bi?

w?=cp,B; "= cp,E1B7"

w3 =cg,B3' = cg,E2E1B; !
wP=cg B;' = cg EpiEp2 ... E2E: B;!
. . — wla: .= B—l . .
Zj—Cj=Waj-C=Cg, by aj—¢j
. = wlas o o = -1,. _ ..
Zj— Ci=W-aj-Cj = CBzElBl aj - Cj

Zji—Ccj=wW3aj-¢j= CB3B§1aj —-¢ = CBsEZElBl_1aj —Cj

zi—cj=wPaj-¢j= CBpBglaj —-¢j= CBpEp-lEp-z...EzElelaj —Cj
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1 _p-1,41
yii =B1 ag
Yic =Bz ai = EiB; ay
vi =B3'al = E:E:B;'a;

ylf = Bﬁlaﬁ = Ep1Ep2 ... EzElBl_la{:

b!'=B1'b
b2=B;!b! =EiB;'B;'b =Ei(B;1)*b

b?=B3; b= E2E:B;! E1(B11)?b = E2(E1)%(B11)°b
bP =B, 'bP! = Ep-1Ep2 ... E2E1(B1 ") Ep-2(Ep-3)*(Ep-4)® ... (E2)P3(E1)P2[B] ptp =

= Ep-1(Ep-2)2(Ep-3)>...(E2)P2(E)P ' [B{ [P b

3.4 Exemplos ilustrativos

Exemplo 4:- Seja o problema de PL:

Min z=-2x; + X; — X3
sujeito a
2x1 + X —2x3< 8 . . .
o , que pode ser escrito da seguinte maneira:

4X1—X2+2X322
2X1 +3X2—X3 >4
x>0 j=123

Min z=-2x; + X; — X3
Min Xxo =X7 + Xg
sujeito a
2x1 + X3 — 2X3 + Xy =8,
4x, — Xy + 2X3 —Xj5 + X7 =2
— Xp + Xg = 4

le +3X2 — X3
X 20, j=1,.,8

2 1 -2 0 0
4 -1 2 -1 0|
2 3 10 -1

Assim, considerando B = [as a7 as] =1 =B, N = [a1 a2 a3 a5 a¢] =

8
CB=[000],CN=[-21-100],C]'3=[011],Cl,\]=[00000],W’=C],3B’1=[011],B=[Zle
4

8
x0=c4Bb=wb=1[01 1]H =6
4
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1. Montagem do quadro

Base Inversa RHS X1
xo |0 1 1 1|6 6
x4 1 0 0 |8 2
x7 |0 1 0 |2 pivd — |4 | x7saida base
xs | 0 0 1 |4 2

1* iteragdo —c8=[000] e cg = [0 1 1]

1.1 Calcular os coeficientes de custo relativo das variaveis nao basicas e verificagao

[X1]

[Xz | 2 1 -2 0 o0
da otimalidade: xx = |X3|, &y =cgB'N-cy=wN-cy=[011]|4 -1 2 -1 0f-

Xs | 2 3 -1 0 -1

lX6J

[00000]=[621-1-1].
1.2 O quadro ndo ¢ 6timo entdo X1 entra na base.

1.3 Atualizar a coluna da variavel que entra na base e pivotar:

2
4
2

y1 = Bla1 = 4. x7sai da base.

2. Montagem do quadro

Base Inversa RHS X2
X0 0 1 1 3 7
2 2
X4 1 1 0 7 3
2 2
X1 0 1 0 1 1
4 2 4

X8 0 1 3 pivo — 7 | xs sai da base
2 2

2% iteracao — ¢ = [0 -2 0]

2.1 Calcular os coeficientes de custo relativo das varidveis ndo basicas e verificagao

da otimalidade:

X2
[ig-l L, 1 1 -2 0 0 0 7 1 3
s‘, oN=[0--1|-1 2 -1 0 1|-[00001]=[;-2--1—>].

XN =
X6 3 -1 0 -1 0

X7

2.2 O quadro ndo ¢ 6timo entdo X2 entra na base.
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2.3 Atualizar a coluna da variavel que entra na base e pivotar:

1 3
-3 2
y2=Blaz= % [ ] i .". Xg sai da base.
_1 7
2 2
3. Montagem do quadro
Base Inversa RHS
X0 0 0 0 0 Fim da Fase |
X4 I
7 7 7
X1 0 3 1 5
14 14 7
X2 0 1 2 6
7 7 7
3% iteracao — cg = [0 -2 1]
1 % _3

7

Fase I —- Temos w=cgB1=[0-21]l0 2 ZX|=]0 —;;], XB =

7
14 14
1 2
0 — pt
7 7

assim, teremos wb = [0 - = —] [ l =—c

316y =csB'N-ex=wN-ex=1[0 -3

S

-1 0 -1

3.2 O quadro ndo ¢ 6timo .". X5 entra na base

N

[1 -2 [ ]
3.3ys=Blas= ‘0 11 [ l ——| .. x2 sai da base.
b 1 ALY

4. Montagem do quadro

0 —

N on

X4

X3

X1, XN = | X5

X2

1
7

-2 0 0 24
]l 2 -1 0]—[-100]=[—;;——].

Base Inversa RHS X5
z 0 4 1 4 4
7 7 7 7
X4 1 2 3 40 2
7 7 7 7
X1 0 3 1 5 3
14 14 7 14

X2 0 _1 2 6 | pivo - 1 | x;saidabase
7 7 7 7

X6

46
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X4 X2
4% iteracdo — XB = [X1], XN = [Xsl, eNn=[1-10]

Xsg X6
1 -2 0
41cy=wN-cn=[00-1]|-1 2 0]—[1-10]=[-421].
3 -1 -1

4.2 O quadro ndo é 6timo ... X3 entra na base

1 0 -1] -2 11
43y3=Blas= IO 0 %‘ [ 2(= [— ;]. y3<0= Solu¢ao Ilimitada
2] L-1

0 -1 -4
Base Inversa RHS
z 0 0 -1 -4
X4 1 0 -1
X1 0 0 1 2
2
X5 0 -1 2 6

Exemplo 5- Resolver o problema de PL:

(Min Z=3X1 — Xp — 7X3 + 3%x4 + X5
sujeito a
{ 5x; —4Xz +13x3-2%, +X5 < 20, ou seja:
X1 — X2+ 5X3_X4+X5S8
Xi > 0, i= 1,...,7

(Min Z=3Xq — X3 — 7X3 +3X4 + X5

sujeito a
5x; —4x; + 13x3—2X, + X5+ X = 20
X1 — Xp +5X3 — X4 +Xg5 +x7,=8

XiZO, i=1,...,7

-4 13 -2 1

Assim, B=[asar] =1 =B, N=[mmaasas] =[] 3 13 2 1]

Paraa Fase I: cg =[11], cx=[0 000 0], w =cgB'=[11], b= [280]’ assim, xo =
'R-1h = w'h — 20_ : ;= o Pp-1 I — w? -
cgB'b = wb = [1 1] [8]—28ea551mtem0s N =CB'N-cy=wN-c¢y=111]
[i —4 13 -2 1] -[00000]=][6-518-32].. x3 entra na base.

-1 5 -1 1

Para a Fase II:

P

]
- 20 2z ~ o o
b=[8],XN= 3|, ce=[00], ex=1[3-1-73 1], w=csB" =[0 0], z= csB'b = wb

2]

=0 0] [280]=0eéN=cBB-1N-cN=wN—cN= [317-3-1]

1. Montagem do quadro
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Base Inversa | RHS X3
xo |1 1 28 18
z |0 0 0 7
x6 |1 0 20 pivd — | 13 | X6 sai da base
x7 |0 1 8 5

1* iteracao —
1.1 Calcular os coeficientes de custo relativo das variaveis nao basicas e verificagdo

da otimalidade: €y =cgBN-cy=wN-¢cy=[11]= [i :‘; 153 __12 11] -[00000] =
[6 -5 18 -3 2] ... x3 entra na base.

1.2 O quadro ndo ¢ 6timo entdo X3 entra na base.

1.3 Atualizar a coluna da variavel que entra na base e pivotar:

y3=Blaz= [153] .. X6 sai da base.

2. Montagem do quadro

Base Inversa RHS X3
X0 5 1 4 8
13 13 13
z 7 0 140 20
13 13 13
X3 1 0 20 1
13 13 13
X7 5 1 4 | pivo - 8 | x7sai dabase
13 13 13

2% iteragdo —

2.1 Calcular os coeficientes de custo relativo das varidveis ndo basicas e verificagao

imalidade: € = [~ S 1[5 —% -2 1 1]_ _ 27 _338 18
da otimalidade: ¢y = | 131] [1 1 -1 1 0] [00001]=] TOTRTET 13]..)(5
X1
|
Xy

entra na base. XN = [ J,
X5

Xe
2.2 O quadro ndo ¢ 6timo entdo X2 entra na base.
2.3 Atualizar a coluna da varidvel que entra na base e pivotar:

1 1

—_ 0 —_
ys=Blas=| 3 ‘ [ﬂ =1%| - x7 sai da base.
1 —

w1

13 13
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Base Inversa RHS

X0 0 0 0 Fim da Fase I
z 3 E E -10

2 2
X3 1 1 3

8 8 2
Xs 5 13 1

8 8 2

3. Montagem do quadro

Base Inversa | RHS X2
z 23 5 1-10 2
2 2 2
x| L1 3 _3
8 8 2 8
X5 _> 13 1 pivd — 7 | xs sai da base
8 8 2 8
3% iteracdo —
35 . _
31 w = [— 5 E] e, assim, teremos €y = ¢BB'N - e = WN - ¢~
35[5 —4 -2 9 5
[—5 E] [1 1 _1] -[3-13]=][-8 > _E] .".X2 entra na base.

3.2 O quadro nao ¢ 6timo .. X2 entra na base

3
1 1 _ 2
33y2=Blay== _g g‘ [:ﬂ =| 3| .. xssai da base.
8 8 s
Base Inversa | RHS
: | 1z _m[ _®
7 7 7
xs | _1 4 12
7 7 7
x2 | _2 13 4
7 7 7
4% iteragao —
X
X3 1
XB=[X ],XN= X, en=[331]
2 X5

_ 12 41, [5 -2 1 2 4 36
418 =wN-ex=[2 -2 [1 i 1]—[331]=[—;—;—7]

4.2 O quadro ¢ 6timo, pois, Cy < 0 e assim, a solucao sera:
88

4 12
Z=-7,X1=0,X2=;,X3=7,X4=X5=X6=X7=X8=0
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Exemplo 6:- Resolver o exemplo 5 considerando B = [a2 a3] = [_ 1 153] .

. 1[-5 13 - 12 41
Assim B = 3[73 UL w = et = Um0 = - Tla=wh =

-1 4
l
41, 1201 _88 § _pap = 1[5 13][201_|7|> .
—7][8] —¢b=B"b 7[_1 4][8] E_0.Destaf0rma.
7
_ 12 41, [5 -2 1 2 4 36 .
= — = — — — — = —— —— — — <
Cy = WN — ¢~ [7 7][1 1 1] I3 3 1] [7 > 7]_(),ouseja,
L. 88 4 12
encontramosoot1moz=-7,x1=0,xz=;,X3=—,X4=xs=X6=X7=xs=0

Base Inversa RHS

: | 12 _#| 8
7 7 7

x2 | _° 13 4
7 7 7

xs | _1 4 12
7 7 7
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4 O Método Dual Simplex

4.1 Introducio

Apo6s a apresentagdo do Método Simplex e o Método Simplex Revisado, sera mostrado o
Método Dual Simplex e que a Teoria da Dualidade ¢ um dos mais importantes topicos da Programacgao
Linear, tanto do ponto de vista tedrico como pratico. Sera mostrado que intrinsecamente associado a
cada modelo de PL (denominado Primal) ha outro modelo (denominado Dual) com interessantes
propriedades.

Desta forma, neste capitulo ¢ apresentado a Dualidade em Programacdo Linear, as
Condigdes de Otimizagdo de Karush-Kuhn-Tucker (KKT), o Teorema Fundamental da Dualidade, o
Principio do Supervisor, o Teorema da Folga Complementar, a Analise e Constru¢do do Método Dual
Simplex, o0 Método de Duas Fases do Dual Simplex ¢ uma nova interpretagdo do método dual simplex.

Ao final do mesmo serdo apresentados alguns exemplos ilustrativos.
4.2 Dualidade em Programacio Linear
Formulac¢ao do Problema Dual

Dado o problema de programacao linear original (P), entdo se define o problema dual

(D) da seguinte forma:

Min z = cx Maxv = wb
s.a s.a .
(P) Ax >b (D) WA <c (Forma Canonica)
Ou entao,
Min z = cx Maxv = wb
s.a s.a .
(P) Ax=Db (D) WA <c (Forma Padronizada)
x>0 w irrestrito

Onde AeR™™"; posto (A) = m; ¢, xe R" e b, weR™. Seja Be R™™ uma base do

problema de PL acima.

B ¢ uma base primal factivel (SBFP — solugdo basica factivel primal) se B'b > 0 ¢
uma base dual factivel (SBFD — solucdo basica factivel dual), como serd provado adiante, se
¢BB N — ¢x < 0; e serd uma base Otima para o nosso problema se for SBFP ¢ SBFD.
Entretanto, na SBFD, algumas das variaveis basicas podem ser negativas (ou seja, o problema
primal pode ser infactivel com esta base). No Método Primal Simplex j& apresentado,
iniciava-se com uma SBFP e gerava-se uma sequéncia de SBFP até chegar ao seu limite — a

SBFP 6tima.
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O Método Dual Simplex — MDS inicia com uma SBFD, porém infactivel no primal e
desenvolve uma sequéncia movendo-se através de SBFD adjacentes até chegar a SBFD 6tima.
Neste contexto, a cada iteracdo, procura-se reduzir a infactibilidade do primal enquanto
desloca-se a um novo ponto extremo de melhor qualidade do problema dual. Na verdade no
MDS resolve-se o problema dual, mas sem monta-lo e trabalhando com a estrutura do
problema original. Em cada iteracdo, uma variavel basica ¢ substituida por uma variavel nao
basica no quadro simplex (no qual a solugdo dual ndo ¢ calculada, mas os coeficientes de
custo relativo satisfazem ao critério de otimalidade do problema original — o que significa que
0 W que se encontra nesse quadro de forma implicita ou explicita representa um ponto
extremo do problema dual). O quadro 6timo ¢ encontrado quando, além da otimalidade do
problema primal ocorre também a factibilidade do mesmo. Desta forma, o MDS resolve o
problema primal usando as propriedades do problema dual, ou seja, o processo ¢ iniciado com
um quadro que representa um ponto extremo para o problema dual (satisfazendo o critério de
otimalidade primal) e busca-se a otimalidade do problema dual (isto ¢, a factibilidade do

problema primal).

Observacao 18 - A cada restricao de (P) esta vinculada uma varidvel de (D) e a cada
variavel de (P) estd vinculada uma restri¢do de (D), ou seja, se (P) tem m restricdes € n

variaveis entdo (D) terd m varidveis wi e n restricdes cada uma delas identificada por um ci.
Observacao 19 - Ambas as formulagdes sao equivalentes.
Relacdes entre as fun¢des objetivo

Sejam os seguintes problemas primal (P) e dual (D):

Min z = ¢cx Maxv = wb

s.a s.a
(P) Ax > b (D) { wA <c
x>0 w=>0

Observaciao 20 —Se X € P e w € D entdo ¢X > wb, pois,
SexeP = AX>b=> WAX > wh(w > 0)
SeweD = WA <c = WAX<cX(X>0)

Assim ¢X > wb (relacdo conhecida como propriedade fraca da dualidade ou weak

duality).
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Lema 2 - O valor da fun¢ao objetivo em qualquer ponto factivel de (P) ¢ um limite
superior para o valor da fung@o objetivo 6tima de (D) e, da mesma forma, o valor da fungdo
objetivo de qualquer ponto factivel de (D) ¢ um limite inferior para o valor da funcao objetivo

otima de (P).

Corolario 6 (Condicao de otimalidade de P e D) —Se X € P e w € D tal que eX =
wb entdo X ¢ a solugdo 6tima de (P) e w € a solugdo 6tima de (D).

Corolario 7 (Consequéncia de um problema ilimitado) — Se um dos problemas ¢
ilimitado entdo o outro serd infactivel.

Observacido 21 — a reciproca nao ¢ verdadeira no corolario 7, pois, se um dos

problemas ¢ infactivel ndo se garante que o outro seja ilimitado.

Dualidade e as Condic¢des de Otimalidade de Karush-Kuhn-Tucker (KKT)
Min z = cx

Seja (P) s.aAX > b

x>0
Pela condicdo de otimalidade de KKT, um ponto X cumpre com as condigdes

necessarias e suficientes de otimalidade para (P) se existe um vetor w tal que:

1) AX > b, X > 0 (Condicao de factibilidade do problema primal);

2) WA < ¢, W > 0 (Condigao de factibilidade do problema dual);

3) W [AX—b] =0; [c - WA] X = 0 (Condi¢des de folga complementar);

Observacio 22 — A condicdo 3) exige que ¢X = Wh, uma vez que WAX = wb ¢ WAX
=X = ¢X = whb. Assim, W € o 6timo para (D).

Lema 3 (Propriedade forte da dualidade) — Se um dos problemas tem 6timo finito
entdo os dois problemas tem o mesmo valor da fun¢ao objetivo.

Teorema 12 (Teorema Fundamental da Dualidade) — Em relacdo aos problemas
primal (P) e dual (D), exatamente uma das seguintes afirmacdes ¢ verdadeira:

1) Ambos possuem solugdo 6tima X e W com ¢X = Wb;

2) Se um dos problemas tem o valor da funcdo objetivo ilimitado entdo neste caso o
outro problema serd infactivel;

3) Ambos sdo infactiveis.
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Observacio 23 — O teorema 12 mostra-nos que a dualidade ndo ¢ uma propriedade
completamente simétrica. Assim, uma forma equivalente de expressar a propriedade da

dualidade ¢ a seguinte:

(P) tem solucio 6tima = (D) tem solucao 6tima;
P (D) ¢ ilimitado = D (P) ¢ infactivel;
P (D) ¢ infactivel = D (P) ¢ ilimitado ou infactivel;

Folga complementar e o Principio do Supervisor

Minz = cx

Seja (P) S'aAX >b

x=>0

Se X e w sdo as solugdes otima de (P) e (D), respectivamente, entdo ¢X = wb
(Principio do Supervisor). As condi¢des de KKT permitem verificar outra forma equivalente

do principio do supervisor na sua condi¢do de folga complementar. Desta forma:
W[AX-b]=0 (20)
Como w >0 e AX — b > 0 entdo cada componente de (20) € nula, isto é, teremos que
w; (@'X—-b)=0,i=1, 2, ..., m. Da mesma forma, da outra relagdo, [c-WA] X = 0, obtém-se
(cj-wa) X;=0,j=1,2,..,n.
Teorema 13 (Teorema da Folga Complementar) — Sejam X ¢ W solu¢des factiveis de
(P) e (D), com ambos os problemas na sua forma canoénica, respectivamente. Entdo, essas sao,

respectivamente, solugdes 6timas de (P) e (D) se, e somente se

(cj- WapX;=0,j=1,2,..,ne W; (@'X—bi)=0,i=1,2,..,m. (21)

Estas formulas acarretam as seguintes relagoes:

!)‘(, >0 = Wwa; = g
wa; < ¢ => X=0 2
Wi> 0 = ai)_( = bi ( )
Lai)_( > bi = Wi =0

Observaciao 24 — Se uma variavel em um problema ¢ positiva, entdo a restricao
vinculada @ mesma no outro problema se encontra ativa. Da mesma forma, se a restricdo de

um problema ndo esté ativa entdo a variavel vinculada a mesma deve ser nula.
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Finalmente, as varidveis de folga de (P) assumem a seguinte forma:
xnri=ax—bi>0,i=1,2,..,m. (23)
As variaveis de (D) assumem a forma abaixo:

Wm+j=¢j—waj=>0,j=1,2,...,n (24)

Substituindo as equacdes (23) e (24) em (22) se estabelece uma forma equivalente do
teorema da folga complementar:

{)_(]Wm_H = 0, ] = 1, 2,...,n

Wi)_(n+i =0 i=1,2,..,m (25)

O sistema (25) vincula a variavel de um problema com a variavel de folga do outro.
Assim, Xj € wm+j,Vj sdo conhecidas como um par de varidveis complementares e,

logicamente, 0 mesmo sucede com as variaveis wi € Xn+i, Vi.

Usando o Dual para resolver o Primal

Utilizando os teoremas 12 e 13 pode-se encontrar a solu¢cdo do problema primal apos
a resolucdo do problema dual. Pode-se aplicar o método simplex para resolver o dual,
contudo, as propriedades da dualidade apresentadas anteriormente tem uma aplicacdo mais
significativa e s3o usadas para justificar outro método de otimiza¢do de problemas de PL

denominado Dual Simplex.

4.3 O Método Dual Simplex (MDS)

Sejam os problemas de programacao linear original (P) e o problema dual (D):

Min z = ¢cx Maxv = wb

s.a s.a
(P) Ax >Db (D) { wA <c
x>0 w =0

O M¢étodo Dual Simplex (MDS) na verdade resolve (D) usando o quadro simplex de
(P) e, a partir dai, (P). Inicia-se o processo a partir de uma SBF para (D) e, em cada iteragdo,
obtém-se uma SBF para (D) de melhor qualidade que a do quadro anterior. Contudo, deve-se
notar que ndao se monta explicitamente (D). O processo termina quando se verifica a
otimalidade de (D). Se chega ao quadro 6timo, entdo se tem um quadro 6timo para (D) bem

como para (P). Somente neste tltimo quadro (P) ¢ factivel e 6timo.
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Observagiao 25 — O MDS ¢ um método alternativo para resolver (P) e, de maneira
geral, para resolver um problema de PL. Desta forma, o simplex utilizado até entdo sera

denominado Método Primal Simplex (MPS).

Factibilidade de (D) no quadro simplex de (P)

Min z = ¢cx

eja o PL: '
SejaoPL: () {S? 26

x>0
Seja B uma base de (P) ndo necessariamente factivel. Desta forma:
i)Seb;>0,i=1,2,...,m = O quadro de (P) ¢ factivel, pois, b =B'b > 0.

i1)Sezj—¢j<0,j=1,2,..,n,n+1,..,n+ mentdo temos o 6timo. Em fun¢ao de

w = csB, entdo pode-se observar que:

1)Sezj—¢j<0,j=1,2,..,n (as n varidveis originais) entdo:

zj—c¢j=cBBlaj—cj=waj—¢j<0,j=1,2,...,n = wA<c¢ 27)

2)Sezj—¢j<0,j=n+1,n+2,..,n+ m(as m varidveis de folga) entdo, de (P)
sabe-se que as colunas das variaveis de folga assumem a forma an+i = —ej, parai=1, 2, ..., m

0,j#1i

Lj=i Como cn+ = 0 entdo se obtém:

onde ej = {

Zn+i — Cn+i = Wan+i — Cnti = W(-ei) -0=-wi<0,i=1,2,...,m
Assim, comowi=>0,i=1,2,..,m = w=>0 (28)

De (27) e (28) conclui-se que se o quadro simplex de (P) para uma base B em que as
condigdes de otimalidade do problema primal sdo satisfeitas entdo w = ¢sB-! satisfaz o critério
de factibilidade de (D), ou seja, wA < ¢ e w > 0. Se tiver uma base B para o problema (P), ndo
necessariamente factivel do problema primal, mas cumprindo o critério de otimalidade do
problema primal, entio w = ¢sB! é um ponto factivel de (D). Contudo, ainda pode-se

demonstrar que w, além de ser factivel, ¢ um ponto extremo (SBF) de (D).
Analise do Método Dual Simplex

Considere os seguintes problemas:

Min z = cx Maxv = wb
s.a s.a
®) Ax > b (D) { WA <c (29)
x=>0 w =0
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Em alguns problemas de minimizagao (ou maximizacao) ¢ dificil encontrar uma SBF
(B'b > 0) sem o uso de varidveis artificiais. Contudo nestes casos, é mais usual encontrar
uma base inicial, ndo necessariamente factivel, que seja um ponto em (D), ou seja, zj — ¢j < 0,
Vj € R. O Método Dual Simplex é mais eficiente em problemas desta forma. Assim, o
M¢étodo Dual Simplex gera uma série de quadros simplex que buscam a factibilidade do
problema primal, passando a um ponto extremo de melhor qualidade do problema dual. O
Método Dual Simplex desloca-se através de pontos extremos de (D) até encontrar o seu ponto
extremo Otimo que permite identificar o ponto extremo 6timo de (P). Observe que o quadro

simplex a ser trabalhado ¢ montado com os dados de (P).
Seleciio da variavel que deve sair da base:

Se o quadro atual ¢ dual factivel entdo z; — ¢j < 0, Vj € R. Se bi > 0 o quadro atual ¢

6timo. Caso contrario, seleciona-se uma variavel basica Xg_para sair da base através de:
Xg, - b, =Min {b;,i=1,2, .. ,m} (30)
O critério acima ndo ¢ Unico e, em geral, pode ser selecionada qualquer varidvel
basica com b; < 0 para sair da base. Isto torna positivo o elemento da posigdo de Xg_ € 0 que

se pretende é que b, > 0 através de algumas iteragdes simplex.
Seleciio da variavel que deve entrar na base:

Encontrada a varidvel basica xg_ para sair da base entdo a varidvel ndo basica Xk que

devera entrar na base devera ter yrk < 0, pois, assim garante-se que apos a pivotagem by > 0.

Seja r a linha que identifica a varidvel basica Xg_ que deixard a base, entdo a variavel
ndo basica a entrar na base, Xk, sera determinada através de:

Zj

B % — Min {25 yyj < 0} (31)

Yrk Yrj

Verifica-se que o critério acima garante que serd encontrado um ponto extremo de

melhor qualidade de (D).

Ap0s a pivotagem os novos custos relativos serdo os seguintes:

(2 — ¢ = (2 — ¢j) - 7 (2 — &) (32)
Yrk

Se yrj > 0 e zk — ck < 0 entdo em (32) ter-se-a:

- yy—f:((z;( —e)<0 = (zi-¢)’ <(z - ¢j) < 0 (factibilidade do dual)
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Se yrj < 0 de (32), obtém-se; Xk <8=9

Yrk Yrj

Multiplicando a desigualdade acima por yrj < 0, obtém-se:
(zi - ¢) :—; (zk— k) <0 (33)

Entao, de (32) e (33) conclui-se que:
(zj—ci)’<0 (34)

Desta forma verifica-se que (31) garante que sera encontrado um ponto extremo de
melhor qualidade de (D), ou seja, no quadro simplex seguinte, os coeficientes de custo

relativo continuam sendo ndo positivos.

Variacao da func¢io objetivo: z(x) = csb

O novo valor da fungdo objetivo sera: z(x)’ = z(Xx) — ;—r (zx — cx).
rk

Como b, <0, yrk<0 e zk— ek <0 = —;’—r(Zk—Ck)ZO =
rk
z(x)’ = z(x) — :—:{ (zxk —cx) = z(x) + Az(x) = z(x)’ = z(x) (35)

Desta forma, a funcdo objetivo aumenta e torna-se mais factivel para (P). Entretanto,
o fato mais relevante é que a fungio objetivo de (D) aumenta, uma vez que, z(x’) = cgB'b =
w’b = v(w’) > z(x) = csB'b = wb = v(w) ¢, portanto, do ponto de vista de (D) foi encontrado

um ponto extremo de melhor qualidade.
Infactibilidade do problema primal

Se yrj = 0, Vj € R entdo inexiste variavel ndo basica candidata a entrar na base.

Neste caso a linha r tem a seguinte forma:

ZjER YrjX; = b, (36)

Com yrj>0 ¢ b, <0, bem como o fato de que xj > 0, (36) é uma equacio matematica
impossivel. Esta contradicdo ¢ a garantia de que (P) ¢ infactivel e, assim, (D) ¢ ilimitado. (P)
infactivel acarreta que (D) pode ser ilimitado ou infactivel, desta forma, em fun¢do de (D) ja

ser factivel no quadro atual, resta-se uma tinica possibilidade: (D) ¢ ilimitado.

Anadlise de Tépicos Relevantes em Programagao Linear e Aplicagdes no Ensino de
Engenharia



59

Analise de otimalidade do problema primal (P)

z X1 X2 e Xn Xn+1 e Xn+m RHS
z 1 71— C1 72— C2 e Zn — Cn Zn+1 — Cn+1 oo Zn+m — Cn+m csb
XBI 0 Yu Y2 Yin Yin+1 Yin+tm b1
Xg, 0 ya1 y22 - Y2n Y20+l - ¥Y2,ntm b,
XBm 0 Ymi Ym2 oo Ymn Ym,n+1 oo Ymn+m bm

Variaveis de Folga
Quadro dual simplex

Z x1 e Xj ¢Xk v Xn RHS
z 1 |zi—-¢ca1 - zZj—¢j ceo Zk— Ck <+ | Zn—cn | cBb
XBl 0 yll cee yl,] cee ylk cee lel E’l
Xxg, |0 |y Y2 Y2k “+ | y2n b,
(_XBr 0 yri c Vi o | yrk =+ | Yrn BI‘
xg, |0 |ym o Ymj o Ymk c | ymn b,

Algoritmo Dual Simplex

1. Encontrar uma base B dual factivel, ou seja, zj — ¢j < 0, Vj € R. Caso ndo exista

uma base, entrar no processo da Fase I do método dual simplex.

2.Seb=B'b>0 = o étimo do problema foi encontrado. Caso contrério,
selecionar Xg , a varidvel basica candidata a deixar a base, através de:

b, =Min {b;,i=1,2,...,m}

3.Seyrj=0,VjeR = (P) ¢ infactivel e (D), ilimitado. Caso contrario,

selecionar a variavel ndo basica xk candidata a entrar na base através de:

. e .
~—%=Min {~ yrj <0, j € R}
Yrk Yrj

4. Pivotar o quadro, utilizando yrk como elemento pivd e voltar ao passo 2.
O Método Dual Simplex em duas fases

O Algoritmo do Método Dual Simplex ndo pode ser empregado quando o quadro
simplex do problema primal ndo satisfaz o critério de otimalidade. Neste caso, deve-se

construir, de maneira artificial, um quadro que seja dual factivel.
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Z X1 x2 ... Xm  Xm+tl ... Xn RHS
z |[1]0]o0 0 |Zmi—Cm+1 |... |Zn—¢n |cBb
x1 [0 |10 0 | yLm+ . | ¥in b,
x2 [0 [0 |1 0 | yzm+ . | Y2 b,
Xm |0 0 0 vee 1 Ym,m+1 ees Ym,n Bm

Como existem alguns zj — ¢j que sdo positivos cria-se uma base dual factivel artificial
adicionando ao quadro a restri¢do ;g Xj < M, sendo M positivo e de elevado valor. O novo

quadro apresenta-se da seguinte forma:

Z X1 X2 ... Xm Xmtl ee. Xn xo RHS
V4 1 0 0 0 Zm+1 — Cm+1 v Zn — Cn 0 CBB
X0 0 (0 |0 0 1 .. |1 1 M
X1 0|1 |0 0 Y1,m+1 eee | ¥Y1n 1 b,
X2 00 |1 0 | yzm e | Y2n 0 b,
Xm 010 0 o1 Ym,m+1 .es Ym,n 0 Bm

Nota-se que xo € a variavel de folga da nova restri¢ao adicionada. A restri¢do anterior
¢ constituida por todas as varidveis nao basicas. A fim de se obter um quadro dual factivel
deve-se pivotar a restri¢ao adicionada com a coluna k encontrada através de:

zx — ck = Max {zj—c¢j, j € R} (37)

Desta forma, escolhe-se para a pivotagem a varidvel ndo bésica Xk que apresenta o
maior custo relativo zk — ck. Assim, Xk entra € Xo sai da base.

ApOs a pivotagem o novo quadro € dual factivel, ou seja, (zj — ¢j)’ < 0, pois, (zj — ¢j)’
= (zj — ¢j) - (zx — cx) £ 0. Encontrado o quadro dual factivel artificial o processo continua da
forma padrdo e termina com uma das seguintes conclusdes:

1. (D) ¢ ilimitado = (P) ¢ infactivel;

2. Existe um 6timo para (P) e (D). Neste caso X¢ > 0;

3. O problema modificado apresenta uma solugdo X, = 0. Desta forma, existem duas

possibilidades:
1)zo—co<0 = X0 ¢ variavel ndo basica, (P) ¢ ilimitado ¢ (D) infactivel,;
i1)zo—co=0 = (P) e (D) tem solugao 6tima.

Anadlise de Tépicos Relevantes em Programagao Linear e Aplicagdes no Ensino de
Engenharia



61

Observacdo 26 (Tipos de convergéncia) — Analisou-se as conclusdes acima da

seguinte forma:

1. O problema modificado pode ser infactivel acarretando que (D) seja ilimitado. A

inclusdo da nova restricdo ndo implica na caracterizagdo do problema como sendo infactivel;

2. Existe 6timo finito para (P) e (D). O 6timo, neste caso, ¢ um ponto extremo (ou

SBF) na qual a nova restricdo adicionada ndo deve estar ativa e desta forma, X > 0;

3. O problema modificado apresenta uma solu¢do com Xy = 0. Neste caso a nova

restricdo adicionada esté ativa e pode ocorrer um dos seguintes casos:

zo—co<0=> x0 ¢ uma variavel ndo basica. Sabe-se que:
Z2=7- Z]'ER (Z] — C]) X]' (38)
ZjEin +x0=M (39)

O valor especifico escolhido para M ¢ o que acarreta Xy = 0. Desta forma, aumenta-
se o valor de M, xo sera diferente de zero e, de (38), ¢ possivel diminuir o valor de z. Assim, o
valor atual de z estd sendo retido pelo valor de M. Se M aumentar indefinidamente, entdo z

diminui indefinidamente caracterizando (P) ilimitado.

i) zo — co = 0. Neste caso, a solugdo atual ¢ 6tima apesar de que xo seja uma variavel
ndo basica, pois, de (38) pode-se verificar que se zj — ¢j = 0 entdo uma variacdo de M em (39)

nao modifica a solugdo 6tima.
Algoritmo Dual Simplex com duas fases

Organizar a disposicdo do quadro na sequéncia do algoritmo de duas fases do

Método Simplex com quadro unico, seguindo o algoritmo anterior.
4.4 Prova de Validade do Método dual Simplex

Teorema 14 (Relaciona as condi¢des de otimalidade do primal com um ponto

extremo do dual). Sejam os problemas de programacao linear abaixo:

Min z(X) = cx Max v(w) = wb
Ss.a n S.a m
(P) Ax > b - m subespagos em E © (D) WA < ¢ — n subespacos em E™.
X = 0 - n subespacos w > 0 - m subespacos

Onde A e R™™; ¢,x € R"e b, w € R™.
Seja B € R™™ invertivel, uma base de (P), ndo necessariamente factivel (ou seja,

ndo necessariamente B'b > 0) ¢ R = {conjunto de indices das varidveis ndo basicas}. Entdo
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tem-se que zj — ¢j < 0, VjeR = w = ¢gB™! ¢ uma SBF do problema dual (D). Em
outras palavras, w ¢ um ponto extremo do problema dual (D).
Prova:
1) Provar-se-a que w ¢ factivel do problema dual (D).
As restricdes do problema primal sdo transformadas da seguinte forma:
Ax—Ixi=b com x, x1=>0

onde aparecem (n+m) variaveis e xi1 ¢ o vetor de tamanho m que representa as variaveis de
folga (ou excesso) adicionadas. Seja B uma submatriz da matriz A’ = [A —I]. Nesse contexto,
encontrou-se os coeficientes de custo relativo de todas as variaveis do problema que se
encontram organizados em dois grupos.

Como no ponto identificado pela matriz B se cumpre o critério de otimalidade entdo
todos esses coeficientes devem ser menores ou iguais a zero.

Os coeficientes de custo relativo das n variaveis originais do problema primal (P) sdo
encontrados da seguinte forma:

Ch=cBB'A—c=wA-c<0 =  wA<c (40)

E das m variaveis de folga do problema primal (P) serdo:

G=cBl(-D-0=-w<0 = w20 (41)
As equacgodes (40) e (41) provam que w ¢ factivel no problema dual (D).

i1) Provar-se-4 que em w no problema dual (D) existem m hiperplanos ativos linearmente
independentes.

No ponto x identificado pela base B existem n hiperplanos ativos linearmente
independentes. Assim, foi suposto que nesse ponto x existam p hiperplanos ativos linearmente
independentes relacionados com p subespacos do conjunto Ax > b. Portanto, devem existir
(n—p) hiperplanos ativos linearmente independentes do conjunto x > 0. Nesse contexto o

problema primal (P) pode ser separado da seguinte forma:

Min z(x) = cx
s.a
Ap,x=Db, = p hiperplanos ativos

(P) Ap_pX>by_p = (m-—p) subespagos livres
Xp-p =0 = (n—p) hiperplanos ativos
Xp >0 = p subespagos livres

Pela propriedade de dualidade sabe-se que se uma restricido de um problema nao se

encontra ativa, entdo a variavel dual correspondente no outro problema deve ser igual a zero.
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Também sabe-se pela mesma propriedade que se uma variavel de um problema ¢ diferente de
zero, entdo a restricdo correspondente no outro problema deve estar ativa.

Das conclusdes anteriores pode-se afirmar que devido a existir (m - p) restrigdes nao
ativas no problema primal (P), entdo (m - p) varidveis duais relacionadas com essas restri¢des
e agrupadas em wm-p devem ser iguais a zero e, desta forma, existirdo entdo (m - p) varidveis
com valores iguais a zero no problema dual (D), isto é, wm-p = 0. Adicionalmente, pode-se
afirmar que por existir p varidveis com valores positivos no problema primal (P), xp > 0,
entdo as restricdes correspondentes no problema dual e relacionadas com essas varidveis no
problema dual (D) devem estar ativas, isto €, existem p restricdes normais do problema dual
que se encontram ativas, isto é, wAp = c¢p. Portanto, o nimero de hiperplanos ativos
linearmente independentes no ponto w do problema ¢ igual a (m - p) + p = m. Desta forma,
prova-se que no ponto w do problema dual existem m hiperplanos ativos linearmente
independentes. Como ja foi demonstrado que w ¢ factivel, entdo foi provado que w ¢ um
ponto extremo do problema dual (D).

No contexto anterior o problema dual (D) assume a seguinte estrutura:
(Max v(w) =wb

| s.a
WA, , <Ch_p = (n—p) subespacoslivres

D) WA, = ¢, = p hiperplanos ativos
| wp, >0 = psubespacoslivres
k Wp-p =0 = (m — p) hiperplanos ativos

Em que Ap contém as p primeiras colunas e An-p, as colunas restantes da matriz A.
Corolario 8 — Se x, com xx = 0 ¢ xB = B'b > 0, ¢ um ponto extremo (SBF) de (P)

entdo w = ¢sB! satisfaz o critério de otimalidade de (D).

Prova: Se w = ¢sB! é um ponto extremo de (D) e se x8 = B'b > 0 com xx =0 ¢é
X
SBF de (P) = w & 6timo de (D) e x = (Xz) ¢ 6timo de (P) e assim,

temos v =wb = ¢gB'b = ¢gb = z.

4.5 Exemplos Ilustrativos
(Min z=x; +18x, + 8x3
sujeito a
Exemplo 7:- Solucionar o PL: 3x —xp—-2x3= 1
| —2x71 —3Xx,+x35 1
x>0, j=1,2,3

Acrescentando as variaveis de folga, obtém-se:
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(Min z=x;+18x; +8x;

| sujeitoa
43x1—x2—2x3+x4 =1,
—2x1 — 3%, + X3 +x5=1
L x;20, j=1,..,5

AssimB=lasas] =1 =B, N=[mmal=[ 5 “1 2] ex=[1188ca=[00] ¢ & =

cBBIN — ¢~ = [-1 -18 -8] < 0 (dual factivel). Desta forma, apresentamos o quadro inicial:

Z X1 X2 x3 x4 Xxs RHS
z 1 |-1 (-18 |-8 |0 0 0
x4 [0 |3 -1 2 |1 0 1
xs |0 [-2 |-3 1 0 1 1

1* iteragdo —
cy = BB IN — e~ = [-1 -18 -8] < 0 (dual factivel) e [i:] = [ﬂ > 0 (primal factivel)

= Solucdo otima .. z=0,xi=x2=x3=0,e x4 =x5=1.

Min z=5x,;+ 11x,
[sujeito a

—xq +2x, <5
2X1 +3X2 >4
XiZO, i=1,2

Exemplo 8:- Solucionar o PL: i 9%y + 3x; < 53

Acrescentando as variaveis de folga, obtém-se:

Min z=5x;+11x,
sujeito a
9x, + 3Xx; + X3
—Xq1 +2X; +X4
—2x1 — 3%, + X5
20, j=1,..,

553 , € desta forma, B =[a3 a4 as] =1 =B, N=[a1 a2] =
-4

15 ST I

9 3 _ 53
[—1 2], cg =[00 0], e~ =[5 11], Cy = [-5 -11] (dual factivel), w=cgB'=[000],b = l 5]
-2 -3 —4

e, finalmente, z = ceB b= 0

1. Montagem do quadro

Z X1 X2 X3 x4 x5 RHS
z 1|-5|-11]0)]0]0 0
x3 0|9 3 1100 53
xa | 0| -1 2 0|10 5
xs | 0|2 | -3 0|0 |1 -4
1* iteracao —
b, = Min {bi,i=1,2,3} =4 - seja xs sai da base .. r=3

- s ) . ~5 —-11, 5
2k~ %k — Min {u; y3i<0,j=1,2,3} =Min {—; —} == .. k=1, x1 entra na base.
Y3k y3j 2 3 2
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cy = cBIN -—cn=[— 7_ E] < 0 (dual factivel) e [Xs
2 2

X3

X4

X1

65

X1 X2 X3 X4 X5 RHS
0 _ z 0 0 B E 10
2 2
0 _ E 1 0 _ 2 35
2 2
0 z 0 1 _ 1 7
2 2
1 E 0 0 _ 1 2
2 2

X3

|

357
= l 7 | = 0 (primal factivel)

X1 2
= Solucao o6tima .. z=10,x1=2, x2=x5=0,x3=35ex4=7
(Min Z = —2Xq + X — X3

| sujeito a

Exemplo 9:- Solucionar o problema de PL {

I
\

Acrescentando as varidveis de folga, obtém-se:

Min z=-2x;+ X; — X3

sujeito a

2Xq + Xy — 2X3 + X4
—4x4 + X — 2X3

—2x1 — 3x; + X3
x;20, j=1,..,6

1 -2
az a3] =

-3 1

+X5
+ Xg

—4

le + XZ - 2X3
4'X1 - XZ + 2X3
le + 3X2 - X3 2 4'

<8
=2

x>0, j=1,2,3

_,, € teremos, se B = [a4 as ag] =1 =B, N = [a

2
-4 1 —2], c8=[000],cn=[-21-1],cy=cBB'N-en=[2-11].
-2

Como existe elemento de Cy que ¢ positivo entdo o problema apresentado ndo ¢

factivel dual e, desta forma, adicionaremos uma nova restri¢ao:

x1 +x2+x3 <M, ou seja, x1 + x2 + x3 + x0 =M.

Para xo sair da base, x1 entrard no seu lugar.

1* iteracao —

<Xo0
X4
X5
X6

Z Yx1 x2 x3 x4 X5 X¢ xo RHS
1 |2 -1 |1 0 0 0 0 0

0 |1 1 1 0 0 0 1 M

0 |2 1 2 11 0 0 0 8

0 |4 1 2 10 1 0 0 -2

0 |2 301 0 0 1 0 -4
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Z X1 X2 dx3 X4 X5 X6 Xo RHS
z 1|0 -3 -1 0 0 0 -2 -2M
X1 0 |1 1 1 0 0 0 1 M
«xq4 [0 |0 -1 |4 1 0 0 -2 8§-2M
X5 0 |0 5 2 0 1 0 4 2 +4M
X6 0 |0 -1 |3 0 0 1 2 -4+ 2M

b, =Min {bi,i=1,2} =8-2M (x4sai dabase) — r=2

66

- . (%= G . . -3 -1 -2, 1
5~ % — Min u; 2§ <0,j € R} =Min {—; —; —} == .. K=3, x3 entra na base.
Y2j J
Y2k ¥2j -1" -4" -2 4
3% iteracdo —
Z X1 X2 X3 X4 X5 X6 X0 RHS
z (1|0 | 7o 110 |0 | _ 3 2:3m
4 4 2
x1 [0 |1 3 0 1170 0 1 2 +¥
4 4 2
x3 [0 |0 T 11| _ 10 |0 1 244
4 4 2 2
xs [0 [0 9 0 111 0 3 2+3M
2 2
xe [0 |0 7 0 310 1 1 2 +¥
4 4 2
zj—¢j< 0 ¢ M >4, considerando M = 4, obtém-se a solugao:
z=-8, x1i=4,x2=0,x3=0,x4=0,xs=14,x6 =4 ex0=0
Min z=-3x;—2Xx; +4x3
sujeito a

Exemplo 10:- Encontrar a solugdo do PL

Método Dual Simplex.

Acrescentando as varidveis de folga, obtém-se:

Min z=-3x; —2X,; +4x3

sujeito a

—Xq + Xy — X3+ X4 =3
2Xq + X, + 2X3 + X5 =4

X1 + Xy + 2X3 + Xg =2
—X; — X, — 2X3 +x;, =1

—X; —Xp + 3Xx3 +Xg=>5

x>0, j=1,..,8

—X1 +X, —X3<3
2Xq +X, +2x3 54
X1 +X; +2x3 <2
—X1 —Xp;—2x3<1
—X; —X;+3x3<5
x;=20,j=1,2,3

, através do
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Consideraremos a base B = [as asas a7 as] =1 =B, N=[ar1aza3],ce=[000], cx =
[-3-24] e cy=-c~n=[32-4]. Como existe elemento de Cy que ¢ positivo o problema
apresentado ndo ¢ factivel dual e, desta forma, n6s entdo adicionaremos uma nova restri¢ao:
x1 + x2 + x3 <M, ou seja, X1 + x2 + x3 + xo = M.

Para xo sair da base, x1 entrara no seu lugar.

1* iteragdo —

Z dx1i X2 X3 X4 X5 X6 X7 X8 X0 RHS
z 1 |3 2 4 |0 0 0 0 0 0 0
«xo |0 |1 1 1 0 0 0 0 0 1 M
X4 0 | -1 1 -1 |1 0 0 0 0 0 3
X5 0 |2 1 2 0 1 0 0 0 0 4
X6 0 |1 1 2 0 0 1 0 0 0 2
X7 0 |-1 -1 (-2 10 0 0 1 0 0 1
X8 0 | -1 -1 |3 0 0 0 0 1 0 5

2% iteragdo —

Z XI Yx2 X3 X4 X5 X6 X7 X8 X0 RHS
z 1 |0 -1 7 10 0 0 0 0 -3 -3M
X1 0 |1 1 1 0 0 0 0 0 1 M
X4 0 |0 2 0 1 0 0 0 0 1 3+M
«xs [0 |0 -1 0 0 1 0 0 0 22 |[4-2M
X6 0 |0 0 1 0 0 1 0 0 -1 2-M
X7 0 |0 0 -1 |0 0 0 1 0 1 1+M
X8 0 |0 0 4 0 0 0 0 1 1 5+ M

b, =Min {bi,i=1,2} =4-2M (xssaidabase) — r=3

- .z ) . -1 -3
%~ % — Min {Z'—_c’; y3j <0, j € R} =Min {_—1; _—2} =1 .. k=2, x2 entra na base.
Y3k Y3j

3% iteracao —

Z X1 X2 X3 X4 X5 X6 X7 X8 Ixo RHS
z 1 |0 0 -7 10 -1 (0 0 0 -1 -4-M
X1 0 (1 0 1 0 1 0 0 0 -1 4-M
«x4 [0 |0 0 0 1 2 0 0 0 -3 11-3M
X2 0 |0 1 0 0 -1 {0 0 0 2 4+ 2M
X6 0 |0 0 1 0 0 1 0 0 -1 2-M
X7 0 |0 0 -1 (0 0 0 1 0 1 1+M
X8 0 |0 0 4 0 0 0 0 1 1 5+M

b, =Min {bi,i=1,2} =11-3M (x4 sai dabase) > r=2

_ . z-c ) L o-1, 1 .
B % — Min {2—3; y2; <0, j € R} = Min {—} == .. k=0, xo retorna a base.
Y2k y2j -3 3
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X1 X2 X3 Ix4 X5 X6 X7 X8 X0 RHS
z 1 0 0 -7 _ 1 _ E 0 0 0 0 _ E
3 3 3
X1 0 1 0 1 _ 1 1 0 0 0 0 1
3 3 3
X0 0 0 0 0 _ 1 _ E 0 0 0 1 _n +M
3 3 3
X2 0 0 1 1 E 1 0 0 0 0 2
3 3 3
<«~X6 0 0 0 1 _ 1 _ E 1 0 0 0 _ E
3 3 3
X7 0 0 0 -1 1 E 0 1 0 0 E
3 3 3
X8 0 0 0 4 1 E 0 0 1 0 E
3 3 3
T . . 5 )
b, =Min {bi,i=1,2} =— 3 (x6 sai da base) — r=4

1

Yak

5% iteracdo —

A% = Min {2 y4 <0, j € R} =Min {3} =1 .
4j 3

k =4, x4 retorna a base.

Z X1 X2 X3 X4 X5 X6 X7 X8 Xo RHS
z 1 |0 0 -8 |0 -1 |-1 |0 0 0 -6
x1 |0 |1 0 0 0 1 -1 |0 0 0 2
x0 [0 |0 0 0 0 0 -1 |0 0 1 2+M
x2 [0 |0 1 3 0 -1 |2 0 0 0 0
x4 [0 |0 0 301 2 3]0 0 0 5
x7 [0 |0 0 0 0 0 1 1 0 0 3
xs [0 |0 0 5 0 0 1 0 1 0 7

Comozj—c¢j<0eM=>22 =

x7=3,x8="7 ¢ x0=0 (para M = 2). No caso de M > 2, teremos xo > 0.

z=-6bx1=2,x2=x3=0, x4 =5,x5s =x6 =0,
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5 O Método Primal Simplex Canalizado
5.1 Introducao

Até o presente momento temos resolvido problemas de minimizag¢ao de um PL onde
x > 0. Conforme a modelagem matematica efetuada num problema de PL proposto, pode-se
ter uma situagdo onde 1 < x < u. Neste caso deve-se encontrar uma maneira mais eficiente
para a sua solucao.

Desta forma, neste capitulo sera apresentado o Método de Fase Unica do Primal
Simplex Canalizado e, em situagcdes onde existe a dificuldade em estabelecer uma base
factivel, o Método de Duas Fases do Primal Simplex Canalizado. Ao final do mesmo serdo
apresentados alguns exemplos ilustrativos.

Sendo posto (A) = posto (A, b) =m; A € R™"; ¢,l,u,x € R"e b € R™ Seja o PL:

Minz = cx
®) 5 (42)
I<x <u

A maneira mais simples de resolver o problema acima seria criar variaveis de folga,

ouseja, X+xu=uoux—xi=1L

Entretanto, o nimero de restricdes mudaria de m para m + 2n ¢ o numero de

variaveis, de n a 3n.

Existe a possibilidade de se efetuar a substituicdo X = x — I, ou seja, x = X + 1. Desta

forma, obtém-se:

Min z(x) = cx + cl Minz(x) = cx+ cl
s.a s.a
AX+Al=b = A% =b — Al (43)
0<Xx <u-1 0<Xx <u-1

O tamanho do problema ¢ diminuido ao resolver (43), porém, o mesmo continua

complexo.

Desta forma, a maneira mais eficiente de resolver (42) € levar em conta as restri¢oes
canalizadas somente na forma implicita, isto ¢, o tamanho da base ¢ determinado pelo posto
de A. Assim, as restrigdes sobre as variaveis 1 < x < u sdo consideradas na forma implicita, de
modo parecido como sdo levadas em conta as restrigdes de ndo negatividade no simplex

tradicional.
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5.2 O Método de Fase Unica do Primal Simplex Canalizado

Seja X uma SBF de (42) com base B e com a informacao de quais variaveis nao

basicas estdo nos limites inferior e superior. Entao:

Sejam A = [B N1 N2|, B € R™™, N1 € R™N1, N; ¢ R™Nz, xp € R™, xy, €RM,
Xp

XN, € RN2 Ny +N2=n-m, x = |Xn |, ¢ = [cB Cn, Cn,| bem como Xy, (as varidveis que
XNZ

estdo em seu limite inferior) e Xy, (as varidveis que estdo em seu limite superior). Do

conjunto de restrigdes principais do problema tem-se:

Ax=Db = Bxg + Nixy, + Naxy, =b =
xg = B'b — B'Nixy, — B'Naxy, (44)
Z = CX = CBXB *+ CN, XN, + CN, XN, (45)

Substituindo (44) em (45) obtém-se:

z=cs[B'b - B'Nixy, — B'Naxy, | + cy, Xy, + Cy, Xy, =

z=csB'b + [en, — CBB'INI]XNl +[en, — CBB'INZ]XNZ (46)
As relagdes (44) e (46) proporcionam a construgdo do quadro simplex:

XN RHS

1 2
z 1 0 ENI ENZ
xs [0 |I |BIN:i |BIN:

V4 XB XN

Tl NI

Onde éNl = CBB-INI - CNI’ ENZ = CBB-INZ - CNZ’ B =B'p - 13-1N11N1 - B-INZUNZ €

Z= CBB-lb - ENl lNl - ENZ uNZ
De (46) observa-se que a funcdo objetivo assume a seguinte forma:
7= CBB_lb - Z]'ER1(Z]' — C]')Xi - ZiERZ(Zi — Ci)Xj (47)

Onde R1 = {indices das varidveis ndo basicas que estdo em seu limite inferior} e Rz
= {indices das variaveis ndo basicas que estao em seu limite superior}, ou seja, R1 = {1, 2, ...,

Ni}eR2={l1, 2, ..., Na}.
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Para melhorar o atual valor da fungdo objetivo, no caso de um problema de

minimizag¢do, € necessario que:
1) exista algum zj — ¢j > 0 para j € Ry, ou
i1) exista algum zj — ¢j < 0 para j € Ra.

Desta forma, ¢ possivel melhorar o valor atual de z, aumentando o valor atual de uma
variavel ndo basica que se encontra em seu limite inferior com zj — ¢j > 0 ou diminuindo o

valor atual de uma variavel nao basica que se encontra em seu limite superior com zj — ¢j < 0.

Z.— ¢ <0,Vj ER; e
Portanto, se { o ) = (48)

z;— ¢ 20,VjER,

¢ impossivel melhorar z e isto identifica uma Solucdo Otima. Se a SBF atual ndo ¢ 6tima,
entdo selecionamos uma varidvel ndo bésica para entrar na base. O critério usual ¢ o de

selecionar xk determinada pela relagao:
zx — ck = Max {zj—¢j: j € Ri15 -(zj— ¢j): j € Rz}. (49)
Definida a variavel candidata a entrar na base, xk pode ser:

Uma variavel ndo bésica que estd em seu limite inferior (L) ou uma variavel ndo

basica que esta em seu limite superior (Ls).

1) Uma variavel nao basica em seu limite inferior (Li1) é candidata a entrar na
base.

Seja xk essa variavel tal que k € Ri1 = zx—ck > 0.
Ao mudar o valor de xk, pode ocorrer primeiro que:

1) Uma variavel basica atinge o seu limite superior (Ls);

i1) Uma varidvel basica atinge o seu limite inferior (Ly);

ii1) xk atinge o seu limite superior (Ls).

Seja Ak 0 aumento méaximo possivel para xk, entdo Xk = Ik + Ak, Ak > 0.
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De (44) obtém-se:
1y

x8=B'b-B'Nixy, -B'Naxy, = x8 = B'b — B'Ni|k + Ax| - B'Nouy,
Iy,
)
= xg = B'b - B'1N1[| lk |+ A:k | - B'Nauy,
hy,] Lol
[97
= xe = Bb — B'Ni[ly, + |4 || - B'Nouy,
o]
107
= xe = B'b — BINily, - B'Ni |4, |- B'Nauy,
o]
= xg = B'b — B'!Nily, - B'Nzuy, — B'akAk
Sendo b = B'b — B'Nily, - B'Nzuy,, obtém-se:
xB = b — yrAk (50)

De (47) se escreve z = ¢8B™'b - Yicr, (Zj — ) - Zjer, (Zj — €) Uj — (z—cx) Ax.
Fazendo Z = cgB'b - Z]'ERl (Z] - C]) l]- ZjERZ (Z] - C]) u]' ter-se-a:
Z=1Z — (zx — ck) Ax (51)

As relagdes (50) e (51) representam os novos valores das varidveis basicas e da

fun¢do objetivo, para uma variagdo Ak da variavel ndo basica Xk que estd em seu L.
As varidveis basicas xg, mudam da seguinte maneira:
Xg, = b; - yid (52)

Serdo analisados os trés casos que podem ocorrer com os valores das varidveis

basicas quando xk aumenta de valor.
1.1 A variavel basica pode atingir o seu limite inferior: yik > 0.

De (52) uma variavel basica Xg, pode atingir o seu limite inferior se yik > 0. Neste

caso o valor de Ak que leva Xg, ao seu limite inferior € determinado por:
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) A Bl
Ig, = b; - yirAk = { Ky (53)
Yik > 0

1.2 A variavel basica pode atingir o seu limite superior: yik < 0.

_ A= 0B by
ug, = b; - yikAk = —Yik (54)
Yik <0

1.3 A propria variavel ndo basica xk pode atingir o seu limite superior:
Ax = uk - Ik (55)
Assim, a variacdo maxima de Ak para xk ¢ obtida da seguinte relagao:

b;

. —Ig
Ax = Mini=1,2, .., m {
Yik

. Up._p.
L yik > 0; ﬁ, yik < 03 uk — I3 oo} (56)

Observacio 27:- Se Ak — o entdo o problema ¢ ilimitado. Se Ax ¢ finito, entdo de

(56) existem trés alternativas possiveis:
a) A variavel basica atinge o seu L1 — existe mudanga de base.

Seja r a linha pivo da variavel bésica selecionada para deixar a base. A linha pivo do
quadro simplex ¢ pivotada com yrk como elemento pivo. Contudo, a coluna independente ¢
atualizada separadamente empregando (50) e (51), exceto para Xg_ onde Ak € obtido de (53).
A variavel Xg_sai da base e se transforma em no basica em seu Ly, r € Ru.

XBi = Bi - YikAk' i#r

XBr = lk + Ak ((— Xk) (57)
z= Z— (Zx — C)Ax

b) A variavel bésica atinge o seu Ls — existe mudanca de base.

Seja r a linha pivo da variavel basica xg_selecionada para deixar a base. O quadro
simplex ¢ pivotado com yrk < 0 como elemento pivd. Contudo, a coluna independente ¢
atualizada separadamente empregando (50) e (51), € Ak € obtido de (54). A varidvel xg_ deixa
a base e se transforma em ndo basica em seu Ls, r € Ra.

Xg, = bj — Vil i#T

xg, = I+ Ag (< xy) (58)
z=Z— (zx — )l
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c) A propria varidvel ndo basica xk atinge o seu Ls: ndo existe mudanca de base. A
base ndo muda e ndo existe pivotagem. Contudo, a coluna independente deve ser atualizada

usando (50) e (51):

Xp, = b; — Yl Vi

Xk = Uk = lk + Ak (59)
z=Z— (Zx— Cx)lx

2) Uma variavel nao basica em seu limite superior (Ls) é candidata a entrar na

base.
Seja xk essa variavel tal que k € Rz = Zk —ck < 0.

Ao mudar o valor de xk, pode ocorrer o seguinte:
1) Uma varidvel basica atinge o seu limite superior (Ls);
i1) Uma variadvel bésica atinge o seu limite inferior (Li);

1i1) Xk atinge o seu limite inferior (Ly).

Seja Ak > 0, a maxima redugdo possivel de xk, a partir de seu Ls entdo xkx = uk - Ak.

De (44) obtém-se:

xg = B'b — B'Nixy, - B'Naxy, =
[ Y]
xg = B'b — B'!Nily, - B'N: i Uk _ Aki =
l Uy,
Y1 @
xg =B'b - B'Nily, - B'lNz[i “k i— |Azk [ =
luy,) Lo
9]
x8 = B'b - B'Nily, - B'Na[uy, — |4 N
Lo
0
xg = B'b — B'Nily, - B'Nauy, + BNy Aik| =
0
xg = B'b — B!Nily, - B'Nauy, + BakAk
Sendo b = B-'b — B-!Nily, - B'Nzuy,, obtém-se:
xB = b + yrAk (60)
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De (45) escreve-se z = cgB'b - Z]'ERl(Z]' - C') l] - ZiERZ(Zi - C]) U + (Zk—Ck) Ax.
Fazendo Z = ¢8B™'b - Yjeg, (Zj — ) | - Xjer,(2zj — ;) uj ter-se-a:
Z=Z + (zx—cx) Ak (61)

As relagdes (60) e (61) representam os novos valores das varidveis bdasicas e da

funcdo objetivo, para uma variacdo de Ak da variavel ndo basica xk que estd em seu Ls.

De (60) uma variavel bésica xg, assume a seguinte forma:

Xg, = by + yirAw (62)

Serdo analisados os trés casos que podem ocorrer com os valores das varidveis

basicas quando xk diminui de valor.
2.1 A variavel basica pode atingir o seu limite superior: yik > 0.

De (62) obtém-se que:

_ A _ uBi_Bi
Ug, = bi + yikAk = { k™ Yik (63)
Yik > 0

2.2 A variavel basica pode atingir o seu limite inferior: yik < 0.

De (62) uma variavel basica xg, pode atingir o seu limite inferior se yik < 0. Neste

caso o valor de Ax que leva xg, ao seu limite inferior € determinado por:

_ bi— Ig;
lBi = Bi + yikAk = {Ak_ —Yik (64)
Yik <0

2.3 A propria varidvel ndo basica xk pode atingir o seu limite inferior:
Xk = uk - Ik (65)
Assim, a variagdo maxima de Ak permitida para xk ¢ obtida da seguinte relagao:

Bi_lB- Up._p.
L yik < 05 ——L yik > 05 uk — lx; o0} (66)
—Yik Yik

Ax = Mini=1,2, ... m {

Observacio 28:- Se Ak — o entdo o problema ¢ ilimitado. Se Ax € finito, entdo de

(66) existem trés alternativas possiveis:

a) A variavel basica atinge o seu L; — existe mudanga de base.
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Seja r a linha pivo da variavel basica selecionada para deixar a base. O quadro
simplex ¢ pivotado com yrk < 0 como elemento pivo. Porém, a coluna independente ndo ¢

pivotada da maneira tradicional e ¢ atualizada usando (60) e (61):

XBi = Bi + YikAk' I#r

Xg, = U — Ay (< Xy) (67)

T

Z=7Z+ (Zk - Ck)Ak
b) A variavel basica atinge o seu Ls — existe mudanca de base.

Seja r a linha pivé. O quadro simplex ¢ pivotado com yrk > 0 como elemento pivo.

Porém, a coluna independente ¢ atualizada empregando (60) e (61):

Xp, = Bi + YikAkl i#r

Xg, = Ug — Ay (< Xy) (68)

T

Z=7Z+ (Zk — ck)Ak

c) A propria variavel ndo bésica xk atinge o seu Li: ndo existe mudanca de base.

Desta forma ndo existe pivotagem. A coluna independente ¢ atualizada usando (60) e (61):
Xg, = bj + Yl Vi
Xk = Iy = ug — Ag (69)
z=7Z+ (Zk — ck)Ak
Algoritmo Primal Simplex Canalizado
Passo inicial:
Encontrar uma SBF inicial (usando variaveis artificiais, se necessario). Obter:
Cn, = e8BIN1 - ¢y, €y, = ¢8BB'N2- cy,, b = B'b - B'Nily, - B'Nzuy, bem como
zZ= CBB-lb - EN11N1 - ENZUNZ'

Se nado existe uma SBF entrar num processo de fase I do primal simplex canalizado

(PSC). O quadro inicial tem a seguinte forma:

XB XN1 XNZ RHS
Z 1 0 ENI ENZ yA
xs [0 |I |BIN: |BIN: b
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Passo principal:

1. Verificar a otimalidade. Se zj — ¢; < 0, Vj € Rie zj—¢; >0, Vj € Rz entdo a
solugdo otima foi encontrada. Caso contrario, selecionar a varidvel ndo bdsica Xk como

candidata a entrar na base usando (70). Seja xk esta variavel.
Sek € Ri  — va para o passo 2
Sek € R2 — va para o passo 3

2. Uma varidvel ndo basica xk que estd em seu L; ¢ candidata a entrar na base.
Encontrar Ak usando (71). Se Ak = o entdo o problema ¢ ilimitado. Caso contrario, verificar
se existe mudanga de base com a varidvel Xg_deixando a base ou se pode ocorrer que Xk

atinge o seu Ls.

2.1 Se existe mudanca de base, implementar pivotagem do quadro simplex exceto a

coluna RHS que deve ser atualizada separadamente usando (72). Atualizar Ri1 ¢ Ra.

2.2 Se ndo existe mudanca de base, entdo ndo € necessario implementar pivotagem

do quadro simplex, mas deve-se atualizar a coluna RHS usando (73). Atualizar R1 e Ra.
Voltar ao passo 1

3. Uma variavel ndo basica xk que estd em seu Ls ¢ candidata a entrar na base.
Encontrar Ak usando (74). Se Ak — o entdo o problema ¢ ilimitado. Caso contrario, verificar
se existe mudanga de base com a varidvel xg_deixando a base ou se pode ocorrer que Xk

atinge o seu L.

3.1 Se ocorre mudanca de base, implementar pivotagem do quadro simplex exceto a

coluna RHS que deve ser atualizada através de (75). Atualizar Ri1 e Ra.

3.2 Caso contrario, entdo ndo € necessario implementar pivotagem do quadro

simplex exceto a coluna RHS que deve ser atualizada através de (76). Atualizar Ri1 e Ra.

Voltar ao passo 1

Formulas:
Xk — Zk — ¢k = Max {zj—¢j: j € Ri1; -(zj — ¢j): j € Ra} (70)
. bi—lg, Ug. _b;
Ax = Mini=1,2, ... m { ” L, yik > 0; ‘y =, yik < 05 uk — Ik; o0} (71)
ik —Yik
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Xp, = b —yplyp i#T
xg, = Ix + Ag (< xy) (72)
Z=7Z— (Zk - Ck)Ak
Xg, = b; — yixly, Vi
Xk = Uk = lk + Ak (73)
z= Z— (2Zx — C)Ag
b;—lg; UB;-b;

. bi—
Ax = Mini=1,2, .., m { , Yik < 03
—Yik Yik

, Yik > 05 uk — lk; oo} (74)

= Bi + YikAk' i#r
Xg, = Ug — A (< Xy) (75)
Z=7Z+ (Zk — ck)Ak

= b; + Yy Vi
Xk = lk = Uk — Ak (76)
zZ=177+ (Zk - ck)Ak

5.3 O Método das Duas Fases do Primal Simplex Canalizado

Dado o problema:

Minz = cx
® %2, _. (77)
I1<x <u

Onde A €e R™ comc¢,l,u,x € R"eb € R™.

O Método de Fase Unica do Primal Simplex Canalizado ndo pode ser empregado
quando o quadro simplex ndo ¢ factivel. Neste caso deve-se implementar o Método das Duas
Fases do Primal Simplex Canalizado.

Todas as varidveis originais sdo escolhidas como ndo basicas e a sua base inicial ¢

montada apenas com variaveis artificiais na seguinte forma:

Min z = cx
: — m
l Minx, = Y21 X,

S.a
AXx +Ix, = b (78)
1

0

Xx<u
xa<oo

<
<

No sistema anterior precisa-se identificar o coeficiente +1 ou -1 de cada varidvel
artificial. As varidveis x sdo fixadas nos seus limites inferior ou superior usando qualquer
critério sendo agrupadas em Xy, ou Xy, . Calcula-se para cada restri¢do i a relagdo:

pi = alx - b;

Sepi>0 = o coeficiente de x,, € -1.
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Sepi<0 = o coeficiente de x,, € +1.
Desta forma, uma matriz diagonal B (que tem +1 ou -1 como elemento na diagonal
principal) sera utilizada como matriz basica. A nova matriz [A: £I] ao ser pré-multiplicada

por B ==+I torna-se [£A: I] e, com estes dados pode-se montar o quadro simplex abaixo:

Z X0 X1 X2 ve.  Xm Xa, Xa, X,, RHS
z 110 |z1—c 72— C2 vee. |Zm—cm |0 0 0 cgb
xo (0|1 |z3-¢; |[Z3-¢€3 |... |Zpm-Cp |0 0 0 Xo | Ri
Xa, |00 | yn yi2 vee | YIm 1 0 0 b,
Xa, |00 |y2 y22 vee | Y2m 0 1 0 b, |R:
Xa,, 0 (0 |ym Ym2 cee Ymm 0 0 .ee 1 Bm

Aplica-se o algoritmo de duas fases do Método Simplex com quadro Unico ja
apresentado até encontrar xo = 0 e z; - ¢; < 0 (Fim da Fase I). Ap0s isto, sem a segunda linha
e as colunas correspondentes as variaveis artificiais, utilizar o Algoritmo Primal Simplex
Canalizado ¢ executar a Fase II. Portanto, a fase I termina com uma das duas situagoes:

1) Caso xo0 # 0 o problema ¢ infactivel.

ii) Caso x0 =0 = foi encontrado um ponto extremo do problema original.

5.4 Exemplos Ilustrativos

Exemplo 11:- Seja o problema de PL:

Min z = —x; — 4x; — 2X3
sujeito a
X; + X5 +2x3 < 3 , Ou seja,

—X; +X,+x3 < 4
\x,e[1, 4], x,e[1, 6] e xs&[1, 4]

Min z=—x; — 4Xx, — 2X3

sujeito a
X1 + Xy + 2X3 + Xy =3
—X; +X; + X3 +Xx5= 4

Xle[lf 4]! XZG[II 6]! X3€[11 4] eX4-lX5€[OI w)
Fixando todas as variaveis no seu limite inferior: xi = x2 =x3=1¢€e x4 = x5 = (.

Utilizando estes valores nas equagdes, obtém-se:

xi+tx2+2x3+x4=1+1+2+0=4>3 .. osinal de X6 sera negativo;
x1t+tx2+x3+xs5=-1+1+1+0=1<4 .. osinal de x7 serd positivo;

Assim, nosso problema sera apresentado na seguinte forma:
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Min z = —x; — 4Xx;, — 2X3
Min X, = Xg + X7

sujeito a
X1 + Xp +2X3+X4 —Xg =3
L —X; +X,+X3  +Xs5 +X;=
x1€(1, 4], x,€[1, 6], x3€[1, 4] e X4, X5, X6, X7€[0, )

Desta forma, temos os seguintes dados:

=[a6a7]=[_01 ]—BlNl [alazasa4a5]—[ 1 1210 X'=[§6],c]'3=[11],

11 0 1P
cl’\]1=[00000],CB=[00],cN1=[-1-4-200],B'1N1=[_0 ] 11%;‘1’]—
— —1 —2 -1 0 ~ _ - r o -1 -1 -2 -1 0
[ o 1) Cn,=cpB N1 - ¢y = [1 1][_1 1 1 o -100000] =
[20-1-1 1],

ey, =sB™Ni-cy, =[00][7] T T2 L C]-[1-4-200/=[14200].

Desta forma, R1 = {1, 2, 3, 4, 5} ¢ R2 = @. Calculando xs, X7, X0 ¢ Z, obtém-se:

xi+tx2+2x3+x4—X6=3 = 4-x6=3 .. x6=1;

Xit+tx2+xs+xs+x1=4 = 1+x7=4 .. x7=3;

1
N
)_(0=X6+X7=4ei=CBB_1b-ENllN1-(_:NzuNZ —[14200]| I
0
o]
Z X0 X1 X2 X3 X4 X5 X6 Xx7 RHS
z 110 1 4 (2 |0 |0 |O 0 -7
X0 0|1 2 10 |-1|-1|1 |1 1 4 Ri={1,2,3,4,5}
X6 010 -1 (-1 |2 |-1|0 |1 0 1 R,=U
X7 010 -1 |1 (1 |0 (1 |0 1 3

1* Iteragdo: zy - ¢, = max {-2,0,-1,-1,1} =1 . k=5.

As—mln{ e , ¥is < 0; ug — s, oo} min {w;oo, oo}=3 S, r=2,0useja,

—Yis Y25

Xs entra na base e x7 deixa a base em seu limite inferior. Logo, R1 = {1, 2, 3,4, 7}e R2=J.
Atualizando RHS, temos:

X, =X6=b; —y15As=1-03=1

Xg, =X5=I5s+As=0+3=3

Z2=Z—(z5—¢c5) As=-7-03=-7

X0=Xg—(25-cc)As=4-13=1
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Z X0 X1 X2 X3 X4 X5 X¢ Xx7 RHS
z 110 1 (4 |2 (0 (0 [0 |O -7
xo [0]1 -1 (-1 (-21]-1]0 |1 |0 1 Ri={1,2,3,4,7}
x¢ (00 |-1 |-1|-2(-1]0 (1 |O 1 R,=C
xs (00 |-1 |1 |1 (0 |1 |0 |1 3

2* Tteragdo: zy - ¢ = max {-1,-1,-2,-1,0} =-1 .. k=1,2 ou 4, sejak = 4.

. ug, —b . 4-1 .
A4 = min { Bly Loug— 1y, oo} = min { ke oo} =3 .. r =1, ou seja, X4 entra na base € Xo
o —

deixa a base em seu limite inferior. Logo, R1={1,2,3,6,7} ¢ R2 = .
Atualizando RHS, obtém-se:

Xg, =X4a=l+A4=0+3=3

Xp, =X5s=b; —y24A4=3-03=3

Z2=Z—(za—ca) Aa=-7-03=-7

X0=Xg— (23 -Cc)) Aa=1-(-1).3=4

Z X0 X1 X2 X3 X4 X5 X¢ X7 RHS
z 110 1 (4 |2 (0 (0 [0 |O -7
xo [0 ]1 0O (0 (0 |0 |O |0 |O 4 FIM FASE I
x4 (010 1 1 |2 (1 (0 |[-1 10 3 Ri={1,2,3,6,7}
xs (00 |-1 |1 |1 (0 |1 |0 |1 3 Ry=0

Como xo0 = 4 # 0 entdo o0 nosso problema ¢ infactivel.

Exemplo 12:- Seja o problema de PL:

Min z = 3x; +4x,

sujeito a
2x; +3x, 26 , ouseja,
-3x1 +x, <1

x1€[2, 5] ex,€[1,3]

Min z = 3x; +4x,
sujeito a
2x4 + 3%, — X3 =6
—-3x4 +X, +x4 =1
x;1€(2, 5], x,€[1, 3],x3,%,€[0, )

Assim tem-se os seguintes dados, considerando as variaveis originais no seu limite
inferior:

xi=2,x2=1,x3=x4=0.
2x1+3x2—-x3=2.2)+3.(1)-0=7>6 = X5 tem como coeficiente -1.

Sxatxe+xe=-3.2)+1.(1)+0=-5<1 = X6 tem como coeficiente +1.
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Min z = 3x, +4x,
Min X, = X5 + Xg
sujeito a
2xq +3X; — X3 —Xg
-3x1 +X; +X4 +Xg
x1€(2, 5], x,€[1, 3],X3,X4,X5,X6€[0, )

6
1

Desta forma, tem-se os seguintes dados:

X1
_[%s _* _ _[-1 0]_p- _ 12 3 -1 0 ro_
xo =[] xn, = | B=lasad [ Q=B Ni=fmamaad =[5 § P X -
X4
X — P—
[clea=111ex,=3400L BN =0 (% 3 0= 2 1 Yw=00
cx, =10 000 0], €, = cgB'Ni - ¢y, = [1 1] [:§ (1) ‘1’]— [00000]=1[-5-211], &,

=cBB'1N1-cN1=[00][:§ ‘13 1 °] [3400]=[-3-400]

Desta forma, R1 = {1, 2, 3, 4} ¢ R2 = . Calculando xs, X6 , Xo € Z, obtém-se:
2x1+3x2-X3—-X5=6 = 2.2)+3.(1)-0—-x5=6 .. xs=1;

Sxitxetxat+xe=1 = 3.2)+1.(1)+0+x6=1 .. X6=6.

Xo=xs+x6=7¢e¢Z=csBb- ENllNl - (_:NzuNZ =0- [-3 40 0] lol =10

Z X0 X1_X2 X3 x4 x5 x¢ RHS
z 1/0 |-3 /4|0 (0 |0 |0 10
xo (01 |5 |-2]1 |1 |1 |1 7 |Ri=1{1,2,3,4}
xs (00 (-2 |-3]|1 (0 (0 |1 1 |Rp=U
x¢ |00 (-3 |1 |0 |1 |1 |0 6
1* Iteragdo: zy - ¢ = max {-5,-2,1,1} =1 .. k=3 ou 4. Sejak =4.

A4 =min { ”

— 1, oo} min{w;w, } mln{Too oo} 6 ..

Y24

r =2, ou seja, X4 entra na base e X6 sai da base em seu limite inferior. Logo, R1 = {1, 2, 3, 6}¢
R:=0.
Atualizando RHS, obtém-se:

Xg, =X5=b; —yuuAs=1-0.6=1

Xg, =X4=l4+A4=0+6=6

2=Z—(z4—c4)A4=10-0.6 =10

X0=Xg— (23 -Cp)A4s=T7-1.6=1
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X0
X5
X4

2* Tterag@o: zy -

. bi-Ig; ug, —b; .
A3 = min {‘y—”' Vi > 0; %,ym <0; uz — I, oo} = min {
i3 —JYi3

83

Z X0 X1 X2 X3 X4 X5 X6 RHS

1/0 |-3({-4{0 |0 (0 |0 10

0|1 (-2 (3|1 (0 |0 |1 1 Ri={1,2,3,6}
00 (-2 (31 ([0 |0 |1 1 Ro=0

0/0 (-3 (1 (0 |1 |1 |0 6

=max {-2,-3,1,1}=1 .. k=3.

bi-1 . 1-0
ﬁ;w‘ 00}=mln {_;w‘ OO}= 1
y13 1

- r =1, ou seja, X3 entra na base e Xs sai da base em seu limite inferior. Logo, R1 = {1, 2, 5, 6}

eR:=0.

Atualizando RHS, obtém-se:

Xg, =x3=bL+As=0+1=1

Xp, =X4=by —y23A3=6-0.1=6

Z2=Z—-(z3—-¢c3)A3=10-0.1=10

X0=%o— (24 - c5)As=1-1.1=0

X0
X3
X4

Z X0 XI_ X2 X3 x4 Xxs Xe¢ RHS
1/0 [-3 (4]0 |0 [0 |0 10
0O[1 ([0 [0 [0 [0 [0 |O 0 |FIMFASEI
00 [-2 [-3]1 |0 [0 |1 1 |Ri={1,2,56}
0(0 (-3 ({1 (0 (1 (1 |0 6 R=¢
A nova tabela para a fase II sera:
Z x1 xx x3 x4 RHS

z 1/-3]4]0 |0 10

x3 (0[-2 [-3]1 |0 1 |Ri={1,2}

x4 (0(-3 |1 |0 |1 6 [R,=0

Como zj—¢j <0, VjeR1 e zj — ¢j > 0, VjeR: entdo foi encontrada a solugao 6tima:

x1=2,xx=1,x3=1,xa=6¢ez=10.
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6 O Método Dual Simplex Canalizado (DSC)
6.1 Introducao

Nos capitulos anteriores, ap6s conhecer os métodos de solu¢do do problema primal de um
PL, observou-se aspectos interessantes com a apresentagdo do Método Dual Simplex. Também se
estudou o Método Primal Simplex Canalizado, sua anélise e construcdo. Agora serd apresentado o
caso onde um problema dual apresenta uma situa¢do onde 1 <x < u.

Desta forma, neste capitulo serd apresentado o inovador Quadro de Garfinkel-Nemhauser
para resolver um PL, a anélise e construgio do Método de Fase Unica do Dual Simplex Canalizado ¢ a
Prova de Otimalidade do Quadro Dual Simplex Canalizado. Ao final do mesmo serdo mostrados

alguns exemplos ilustrativos.

6.2 O Quadro de Garfinkel-Nemhauser

A fim de facilitar a implementagdo de um algoritmo para o DSC sera analisado o

quadro de Garfinkel-Nemhauser (G-N).

Considerando A € R™"; ¢, x € R"e b € R™ Seja o PL:

Min xy = ¢x

® {52 _. (79)
x>0

Se B ¢ a base de uma SBF entdao A = [B N], x = [z:] e ¢ = (cB cN). Assim:

X0 = ¢X = (CB CN) [iz] = CBXB + CNXN (80)

Ax = [B N] [ﬁ:] —Bxs+Nxn=b =  xs=B'b-B'Nxn (81)

Substituindo (81) em (80), obtém-se:

xo0 = ¢ [B'b — B"'Nxn] + cnxn = ¢8B'b — [e¢8BIN - en] xn (82)

Associando (81) e (82), pode-se escrever:

o g B Rl B (83
B B™'b BN

Utilizaremos uma nova notagdo: R = {j: xj ¢ uma variavel ndo basica (VNB)},

XB, Yoo
Xp y B~ 'b
X0 = Xg,, XB = I yo=|1"|= [CB . ] (84)
. . B b
XBm ymO
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Desta forma, yoo identifica a fungdo objetivo e os yio, os valores da coluna RHS, ou

seja, os valores das variaveis basicas (VB) para a base B. Entdo, para cada j € N, nds

_in_

yli

efinimos yj = = .
yi Yy B_lai

_ym] i

Com as notagdes anteriores (81) assume a seguinte forma:

XBi = Yio — Z]'ERYi]'X]'Pi = 0, 1,2,... , M.
(85)

Suponha que (83) ndo representa uma SBF 6tima. Assim, vamos supor que existe um
yoj >0, j € R. Facamos j =k = xk ¢ uma varidvel n3o basica com maior

coeficiente de custo relativo positivo.

Desta forma,
1) Se xk aumenta de valor (do seu atual valor nulo) entdo a fungdo objetivo diminui (melhora)

X0 = Xg, = Y00 — Yok Yk < Y00 (86)

i1) Se xx aumenta de valor entdo diminui o valor atual daquelas variaveis bésicas com yik > 0.

Desta forma, uma variavel basica Xg,, com yik > 0 atinge o valor nulo quando xk assume um

valor que sera chamado de Oix:

Xg, = Yio - yik Oik =0 = Oik = ﬁ (87)

Seja xg_ a variavel basica que atinge primeiro o valor zero com o aumento de Xk,

entao temos:

0 < Ork = Mini=12,...m {Bik = i—" yik > 0} (88)
ik

Portanto, mantidas todas as variaveis ndo basicas no valor zero, exceto Xk, 0S Novos

valores das variaveis basicas serao:

{Xk= 0,k

XB,~ yiﬂ- yikerks 1= Oa 19 25 ..., M (89)

Xk = Ork > 0, Xg_ = 0 € X0 = Xg, = Yoo — yokOrk < yoo (0 valor da fungdo objetivo

diminui).
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Encontrar a nova SBF com a entrada de xx ¢ a saida de Xg_ da base equivale a incluir
(89) em (85). Isto quer dizer que se deve usar a r-ésima equacdo de (89) para colocar em
evidéncia xk no lado esquerdo da equacdo e substituir esta relacdo em todas as outras
equacdes de (85) para eliminar xk dessas equacdes, assim teremos um novo sistema em que Xk

aparece como VB e xg_, como VNB. Desta forma, (85) € reescrita como se observa a seguir:
Xp

o = Yoo~ z:jERy()j Xi= Yoo~ Zier-id YiiXi = YouXx

Xg; = Yio~ z:J"ERyij X=Yio~ Zier-d ¥iiXi ~ Y Xk

: (90)
XB, = Yo~ ZjERyrj Xi= Yo~ Z]ER-{k} YeiXi ~ YuXk
XBp = Ymo~ ZjeR Yo in= Yo~ Zijer-0d YniXi = Yok Xk
Da i-ésima equag:ﬁo de (83) teremos que:
Xk ___Z]ER {k} X 'LXB 1)

Yrk

Parai= 0,1, 2, ... ,m; i # r, substituindo (91) em cada uma das outras equagdes de
(90), obtém-se:
Xp; = ¥i0 - Xjer-(ig YiiX; _yl(yr(’ + Yjer—(K yi‘y X - y';kXB
i ) {k} Yij®j Vik J {}Yrk Xy TBr

Assim, teremos 0 novo conjunto de equagdes basicas:

- Yik s
XBi = Yio ﬁYrO- ZjER-{k} (yij y )X + _XB parai=0,1,2,.., mji=r (92)
T
— ¥ro Yij 1 .
X = - ZjeR-{k} —Xj - —Xp, < passa a ocupar a linha r
Yrk Yik Yrk

O sistema acima, (92), representa as equagdes correspondentes a nova base apos Xk
entrar € Xg _deixar a base. Pode-se verificar que em (89) xg_ aparece como variavel ndo basica
€ Xk, como variavel bésica. Este conjunto de operagdes de mudanca de base para passar de
(83) a (91) € conhecido como pivotagem.

Pode-se alocar (90) num quadro simplex alternativo da seguinte forma:

Variaveis ndo basicas

RHS | -xj | --- | - Xk
Xo | Yoo |Yoj || Yok
X:Bi Yi(): yi:j Yi:k (93)
XF’ yr(.) yTj yr.k
XB,, | Ymo | Ymi | = | Ymk
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Ap0s a pivotagem pode-se obter as equagdes (92) que colocamos numa estrutura de

quadro simplex que assume a seguinte forma:

Variaveis nao basicas

RHS = Xj - XBr
Yok Yok y
X0 - Yok - ok 0k
Yoo~y Yro Yoj =y, Yri 3.
rk
ik _ Yik ¥i
XBi | ¥y~ Y Tr0 Yij =y, Vi - y;k
. . . Lk (93)
X, Yo Y L
Yk Yk Yok
- Ymk - Ymk y
XBm Yo Ve Yo ymj Ve yrj — ylk
rk
Observaciao 29:

a) cada linha do quadro simplex alternativo representa uma equagao de (90). Assim,
a linha i do quadro representa a equagao abaixo que ¢ a i-ésima equagao:

Xp; = Yi0 — Xjer YijXj

b) o quadro simplex alternativo é de tamanho reduzido ao ser comparado com o
utilizado em Bazaraa (BAZARAA, 2010). Na verdade eliminaram-se do quadro as colunas
das VB que formam a matriz identidade e facilita a pivotagem.

c) Na pivotagem, todas as colunas do quadro sdo pivotadas da maneira tradicional

exceto a coluna do xk (que agora entra no lugar de xg ) que deve ser pivotada da maneira
mostrada em (89). ApoOs a pivotagem, monta-se a coluna do Xg_ (para o novo quadro) na

mesma coluna que era ocupada por Xk.

Desta forma, a pivotagem deve ser realizada da seguinte maneira:

g A Vi
c1: Dividir a linha r pelo elemento pivo yrk — y—’;
rk
c2: Multiplicar a nova linha por yik e subtrair da linha i:

yl 1= o3
Yij - Ve Yo 1 0,1,2,.... myi#T

Vi .
— =& parai#r

. 1. . ~ ¥y
c3: Multiplicar a coluna k pela seguinte relagdo { 4 b .
- parai=r
rk

Nesta estratégia ¢ melhor montar primeiro a coluna k (passo c3) e depois o resto do

quadro na forma tradicional de pivotagem.
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No texto didatico de Bazaraa (BAZARAA, 2010) observa-se que as relagdes

algébricas utilizadas para montar o quadro simplex tém a seguinte forma:

{Z + (CBB-IN- CN)XN
XB + (B-IN)XN

czB b
B'b

Entretanto as relagdes algébricas que Garfinkel-Nemhauser (G-N) utiliza sdo:

{XO = CBB-lb - (CBB-IN' cN)XN
xg= B -(B'N)xy

Portanto, o quadro ¢ o mesmo em relagdo as colunas das VNB. No quadro simplex
alternativo de G-N as VNB xj estdo com sinal negativo.

d) Segundo a logica de Bazaraa (BAZARAA, 2010) o quadro simplex alternativo
assume a seguinte forma:
RHS | - xx (VNB)
xo | ceB'b | BN - en
xs | B'b BN

Algoritmo Simplex (G-N)

Passo 1 (Inicializac¢do): iniciar o processo com uma SBF conhecida ¢ montar o
quadro inicial (se ndo existe SBF inicial, entrar no processo de Fase I). Ir ao Passo 2;

Passo 2 (Prova de Otimalidade): se yoj < 0, Vj € R entdo PARE. A atual SBF ¢
otima. Caso contrario ir ao Passo 3;

Passo 3 (Selecionar a varidvel ndo basica xk candidata a entrar na base): selecionar
Xk, k € R e yok > 0 com a propriedade yok = Max {yoj, j € R} e ir ao Passo 4;

Passo 4 (Selecionar a variavel basica xg_ candidata a deixar a base): selecionar Xg_
através da relagdo Ork = Mini=1,2,...m {Oik = f%o, yik > 0}. Se yik< 0, parai=0, 1, 2, ... , m entdo
ik

o problema ¢ ilimitado, PARE. Escolher arbitrariamente em caso de empate. Ir ao Passo 5;
Passo 5 (Pivotagem): pivotar conforme indicado em (94) ou nas observagdes e
regressar ao Passo 2.

Método das duas fases no quadro simplex alternativo

Neste caso continuam validos todos os critérios do quadro simplex de Bazaraa, tendo
em conta simplesmente o seguinte:

1) a fungdo objetivo da Fase I ¢ identificada pela variavel zo;

i1) usamos as duas linhas de func¢do objetivo desde o inicio do processo;

1i1) ndo € necessario gerar as colunas das variaveis artificiais que sdo retiradas da
base, isto €, cada vez que uma variavel artificial € retirada da base ¢ eliminada do processo de

resolucao.
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6.3 O Método de Fase Unica do Dual Simplex Canalizado

6.3.1 Algoritmo Dual Simplex utilizando o quadro simplex alternativo

Minz = cx
SejaoPL (P) Slan:b
x>0

Passo 1 (Inicio): Montar o quadro inicial usando a base B tal que yoj <0, Vj € R. Se
a otimalidade ndo ¢ satisfeita (yo; > 0, para algum j € R) entdo entrar na Fase I do Método

Dual Simplex. Ir ao passo 2;

Passo 2 (Prova de Otimalidade): Se yio = 0,i =1, 2, ... , m entdo o quadro ¢ factivel

e, portanto, ¢ 6timo, PARE. Caso contrario, ir ao passo 3;

Passo 3 (Selecione a variavel basica candidata a sair da base): Selecione Xg_ para

deixar a base, através de: yro = Min {yio, i = 1, 2, ..., m} com yro < 0. Ir ao passo 4;

Passo 4 (Selecione a varidvel ndo basica candidata a entrar na base): Selecione Xk

. Yoj . . .
para entrar na base, através de: Yk = Min {y—‘", yrj < 0, j € R}. Caso haja empate, decida

Yk rj
arbitrariamente. Se yrj > 0, Vj € R entdo o problema ¢ infactivel, PARE. Caso contrario, ir ao

passo 35;

Passo 5 (Pivotagem): Pivotar o quadro, mudando as variaveis Xk € Xg_. Ir ao passo 2.

6.3.2 Algoritmo Dual Simplex Canalizado

O algoritmo Dual Simplex Canalizado (DSC) ¢ o mais adequado para re-otimizar
subproblemas de PL gerados pelo algoritmo de Branch and Bound (BB) na solu¢do de um
problema de Programacao Linear Inteira (PLI). No BB cada problema (PL) ¢ diferente do seu

antecessor numa restricdo adicional da seguinte forma:

xj>k+1,keN (95)
ou
xj <k, keN (96)

Apesar de que as restricoes do tipo (95) ou (96) possam ser adicionadas como uma

restricdo padrdo e usar um algoritmo dual simplex padrdo, essa estratégia aumentaria
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desnecessariamente o tamanho do quadro e da base. Como as restri¢cdes (95) e (96) sdo sobre
uma unica variavel entdo a melhor saida ¢ empregar um DSC que considera esses tipos de
restrigdes somente de maneira implicita.

Min z = cx

s.a

Ax >b
I1<x <u

Seja o PL (P)

Para uma base B, o sistema de equacdes Ax =b e xo = cx assume a seguinte forma:

_ _ 97

Xg, = Yio — Z VijXj — z YijXj, i=012,..,m O7)
JER2 JERq

Em que R1 = {indices das varidveis ndo bésicas que estdo no seu limite inferior} e Rz

= {indices das varidveis ndo basicas que estdo no seu limite superior}.

6.3.2.1 Analise da variavel basica candidata a sair da base

Seja zio o valor atual da varidvel basica i no quadro dual simplex canalizado, entdo de

(47) teremos:

Zijo = Yio — z y1]u] - z y1]1]l i= Ol 11 2; -, 1M (98)

j€R2 j€Rq

a) Quando zro > ur: a variavel basica tem seu limite superior violado

a.1) Quando a varidvel ndo basica xk candidata a entrar na base estd no seu limite

superior. Neste caso o novo valor de xk deve ser:
Xk = Uk - Ax 99)

Usando (99) em (97) e (98), obtém-se:

XB; = Yio — Z VijXj — z YijXj — YikXk

j€ERy,j*k j€ER1

Xp, = Yio — 2 YijXj — Z ¥ijXj — Yik(ux — Ag)

]'ERz,i#—'k j€ER1
X, = Yio — ZieRz Vi Xj — ZieRl VijXj + Vil -
Desta forma, sendo zio o valor atual da variavel com indice i, obtém-se:

Xp, = Zip + Ykl i=10,1,2,..,m (100)
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Para a varidvel basica Xg_que tem o limite superior violado ¢ usando a equagdo

(100), obtém-se:

XB,. = Zp T YrkAk (101)

O valor da variavel basica Xg_, que deve sair da base, serd conduzido a seu limite

superior factivel, entdo de (101) obtém-se:

Xp, = Zro + Yrkli= Uy = A= =0 (102)

A nova variavel bésica xk assume o seguinte valor:

Ur— ZrQ

1
Xk = Uy — Ag= uy — = uy + ﬂ(zro - up) (103)

Yrk

E, para as outras variaveis basicas com i # r teremos:

Ur— Zro

Xg, = Zio T YikAk= Zijo + Yik(W) =
Xp, = Zio + ziT‘;(ur —Z,),i=1,2,..,mi#Tr (104)

Substituindo (ur — zro) de (103) em (104), obtém-se:

XB. —

0= Zig+ Yik(ue —X),i=1,2, .. ,mpi# (105)
Acrescenta-se que em (105) utilizamos o valor atualizado de xk.

a.2) Quando a varidvel ndo basica xk candidata a entrar na base estd no seu limite

inferior. Neste caso o novo valor de xk deve ser:

xk = Ik + Ak (106)

Substituindo (106) em (97) e (98), obtém-se:

= Yio — Z VijXj — z YijXj — YikXk

jeRq,j*k jER2

Yio — Z YijXj — z ViiXj — Vik(lk + Ay)

jeRq,j#k jER2

Yio — 2 VijXj — Z ViiXj — VikAk

j€Rq j€R2

Desta forma, sendo zio o valor atual da variavel com indice i, obtém-se:

XBi = Zjo — YikAkli = 0, 1, 2, e, M (107)
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Para a variavel basica Xg_ que tem o limite superior violado € que deve deixar a base,
teremos que:

XB, = Zro — YrkAk (108)

O valor da variavel basica Xg_, que deve sair da base, serd conduzido a seu limite

superior factivel, entdo de (108) obtém-se:

Xp, = Zro — Y= U = A= ~—F (109)

A nova variavel bésica xk assume o seguinte valor:

Zro—Ur

Xk = lk+ Ak= lk+

1
= I + y_(er - ur) (110)
rk

Yrk

E, para as outras variaveis basicas com i # r teremos:

Zr( _ur) —

Xg, = Zio — YikAk= Zio — Vik( -

Xp, = Zjo + ;ﬂ(ur—zm),i=1,2,...,m;i¢r (111)
rk

Substituindo (ur — zro) de (110) em (111), obtém-se:
Xp, = Zip + Vik(lk —Xx),i=12,..., mji#r (112)
Acrescenta-se que em (112) utilizamos o valor atualizado de xk encontrado em (110).

b) Quando zro < Ir: a variavel bésica tem seu limite inferior violado

b.1) Quando a varidvel ndo basica xk candidata a entrar na base estd no seu limite

superior. Neste caso o novo valor de xk deve ser:
Xk = Uk - Ak (113)

Neste caso a equacao (100) continua valida em que zio ¢ o valor atual da variavel

basica xg;:
Xg, = Zjo T YViklw1=0,1,2,..,m (114)
Utilizando (114) para a variavel basica Xg_ que tem o seu limite superior violado e
deve deixar a base, obtém-se:
XB, = Zro T Yrklk (115)
O valor da variavel basica xg_, que deve sair da base, serd conduzido a seu limite

inferior factivel, entdo de (115) obtém-se:
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-z
Xp, = Zro + Y= b = A= T (116)

A nova variavel bésica xk assume o seguinte valor:

T 1
X = Uy — A=y — 0=y + ﬂ(zro_lr) (117)

Yrk

E, para as outras variaveis basicas com i#r, através de (114), teremos:

Xp, = Zip + ;’l‘(lr—zm),iz1,2,...,m;i¢r (118)
rk

Usando (117) onde foi encontrado o novo valor de xk, escrevemos (118) na seguinte
forma equivalente:
Ir — Zr0 = yrk (uk — Xk) =

XB. —

Zio + Vik(Ug —Xk),1=1,2, ... mji#r (119)
Acrescenta-se que em (116) utilizamos o valor atualizado de xk.

b.2) Quando a varidvel ndo basica xk candidata a entrar na base estd no seu limite

inferior. Neste caso o novo valor de xk deve ser:
Xk = Ik + Ak (120)
Neste caso a equagdo (107) continua valida. Desta forma, sendo zio o valor atual da

variavel com indice i, obtém-se:

Xg, = Zio — Yiklw1=0,1,2,..,m (121)

Para a variavel basica xg_ que tem o limite inferior violado e que deve deixar a base,

teremos que:
XB, = Zyo — VekAk (122)
O valor da variavel basica xg_, que deve sair da base, serd conduzido a seu limite

inferior factivel, entdo de (122) obtém-se:

T _lr
Xp, = Zro — Yucbi= by = A= = (123)

A nova variavel basica xk assume o seguinte valor:

Zy0—Ur

1
Xk = lk+ Ak: lk+ = lk+ ;(ZI‘O — lr) (124)

Yrk

E, para as outras variaveis basicas com i # r assumem a seguinte forma de (121):

Xp, = Zio — YikAk= Zjo t ;’ﬂ(lr —Zo)i=12, .., mi#r (125)
rk

Anadlise de Tépicos Relevantes em Programagao Linear e Aplicagdes no Ensino de
Engenharia



94

Substituindo (124) em (125), obtém-se:

XB. =

Zijo + Yik(lk - Xk),i = 1,2, ...,m;i *r (126)

Acrescenta-se que em (126) utilizamos o valor atualizado de xk encontrado em (124).

As relagdes encontradas devem ser compactadas com a finalidade de colocar num

algoritmo dual simplex canalizado que seja facil de manipular.

6.3.2.2 Analise da variavel niao basica que deve entrar na base

a) Quando zro > ur: a variavel bésica tem seu limite superior violado.

A pivotagem deve produzir uma melhoria na funcio objetivo (um aumento de valor

no caso do problema de minimizagao) que torna o problema menos infactivel.

a.1) Quando uma varidvel ndo basica xk candidata a entrar na base esta no seu limite

superior, ou seja, Xk, kK € Rz2. Desta forma, yok > 0.

Yok
Yrk

inferior)

De (111) a fungdo objetivo assume a seguinte forma apos a pivotagem:

Zoo = Zgo + i’}i“ (up — z9) comyk=>0;ur—zr0<0 = yrk < 0, pois,
rk

(u, — Zq) = 0 para que exista uma melhoria na fungdo objetivo.

Desta forma, serdo candidatas todas as variaveis xj, j € Rz tal que yrj <0.

Da linha de custos relativos, Vj € Rz, obtém-se:

Voi — ky . >0 (0os novos custos relativos devem continuar nio negativos)
0j — T
)y

Yoj .
;ﬁyr]- = 20 < Yok hois, yrj < 0
rk

>
YO] Vrj Yrk ’

Assim, a xk selecionada ¢ aquela com k € Rz tal que:

Yok _ Yoj —
T = max {y—r;, Vi <0 e x;= u} (127)

Como yoj = 0 e yrj < 0, o coeficiente i’,Lk <0.
rk

a.2) xk, k € R1 (a varidvel ndo bésica xk candidata a entrar na base esta no seu limite

= yok < 0.
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De (111) a fungdo objetivo assume a seguinte forma apds a pivotagem:

Zoo = Zgo — };L: (Zyo—up) comoyok<0;ur—zr0<0 = yrk > 0, pois,
Iy

_ Yok

- (Zro — up) = 0 para produzir um aumento na fungdo objetivo. Desta forma, serdo

candidatas todas as variaveis nao basicas xj, j € Ri tal que yrj > 0.

Da linha de custos relativos, Vj € Ri1, obtém-se:

y _yLkYr] 0

Onde os novos custos relativos devem continuar nao positivos apos a pivotagem, ou

YO] < YOk

seja,
L Yrj

_— pois, yrj >0

Assim, a xk selecionada ¢ aquela com k € R tal que:

Yok _
Yrk

Yoj

= maX{ , yr] >0e X]' = 1]} (128)

De (127) e (128) conclui-se que a xk a entrar na base deve ser obtida através de:

Yok Yoj
— = x{—]: (¥rj <0 e x5=u)ou(y; >0 e x;= 1)}
Yrk Yr]‘

Ou, de maneira equivalente:

_ Yok _
Yrk

= min {—m (¥rj <0 e x5=uj)ou(y; >0 e x;= 1)} (129)

b) Quando zro < Ir (a varidvel basica tem seu limite inferior violado).

A pivotagem deve produzir uma melhora na func¢io objetivo (um aumento no caso do

problema de minimizagao).

b.1) Quando uma variavel ndo basica xk candidata a entrar na base esta no seu limite

superior, ou seja, Xk, K € Rz2. Desta forma, yok > 0.

De (117) a fungdo objetivo assume a seguinte forma apos a pivotagem:

Zoo = Zgo + ylk (l — Zg) comoyok=>0;lr—zr0>0 = yrk > 0 para garantir

que };& (I; — zy) = 0 para que exista uma melhoria na fungdo objetivo.

Desta forma, serdo candidatas todas as variaveis xj, j € Rz tal que yrj > 0.
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Da linha de custos relativos, Vj € Rz e considerando que os novos custos relativos

devem continuar ndo negativos, obtém-se:
Yok Yok Yok Yoj . .
Yoj — = Vrj >0 = YO] _Yrj = S —, POIS, ¥rj >0
Yrk Yrk Vrj
Assim, a xk selecionada ¢ aquela com k € Rz tal que:

Yok
Yrk

Yoj

= max{ , Yrj > 0 e x; = u;} (130)

b.2) xk, k € R1 (a varidvel ndo bésica xk candidata a entrar na base estd no seu limite

inferior) = yok < 0.
De (125) a fungdo objetivo assume a seguinte forma apos a pivotagem:
Zoo = Zgo — i%: (zpo — 1) comoyok<0;lk—zr0 >0 = yrk < 0, pois,
z"k Zo — 1) = 0 para produzir um aumento na fun¢do objetivo. Desta forma, serdo
Tk
candidatas todas as varidveis nao basicas xj, j € Ri1 tal que yrj <0.

Da linha de custos relativos, Vj € Ri1, obtém-se:

y - yL](Yr]<0

Em que os novos custos relativos devem continuar nao positivos apos a pivotagem,

Yoj > Yok

ou seja, p01s yri <0

rj
Assim, a xk selecionada ¢ aquela com k € R tal que:

Yok
Yrk

Yoj

= min { , Vi <0 e x;= 1} (131)

De (130) e (131) conclui-se que xk a entrar na base deve ser obtida através de:

};: = min {YOJ (yrj>0ex;=u)ou(y;<0ex;=1)} (132)
Resumo

Se a variavel basica xg_viola o limite superior:

x> — 2= mln{—& (15 <0 ex;=uy) ou(yy;>0ex;= I} (129)

Yrk
ii) Se a varidvel basica Xg_ viola o limite inferior:

x> 2% = mln{

Yrk

2. (v >0ex; =u) ou (yy < 0 ex; = 1)} (132)
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6.4 Prova de Otimalidade do Quadro Dual Simplex Canalizado

Ainda nd3o foi provado que (129) e (132) garantem que o novo quadro DSC

necessariamente satisfaz a otimalidade.

Teorema 15 — Se a seleg¢do da varidvel ndo basica que deve entrar na base, no quadro
DSC foi realizada utilizando (129) e (132) entdo o novo quadro satisfaz a factibilidade do dual

e a otimalidade do primal, isto €, no novo quadro deve ocorrer o seguinte:
y0;<0,VjeRiey=>0,VjeR: (133)

Prova: Deve-se provar que se Xg_ € a variavel basica que deixara a base entdo se Xk €

selecionada utilizando:

i) zro > ur =
o>~ = min (-2 (y; <0ex;=u)ou(yy >0ex; = }ou
Yrk Yrj
if) zr0 < Ir =
% = 2 =min{2: (y5>0ex;=w)ou(yy < 0ex; =1
Yrk Yrj

Entao o novo quadro satisfaz a otimalidade, isto €, (133).
Prova 1

a) Quando zro > ur: apds a pivotagem todos os custos relativos devem satisfazer a

otimalidade, isto €, yo; < 0,Vj € Ry e¥g; = 0,Vj € R,.
a.1) suponha que foi selecionada xk, k € Ri1 = yok <0 e yrk > 0.

Provaremos que:

Yoj = ¥ <0, VjeRs (134)

Yoj = S5 20, VjeRs (135)

Prova de (134):

1) Seyrj>0,j € Rientdo 0 < — 3}% < - };—: de (129). Multiplicando a desigualdade
por yrj > 0 = Yoj — z"T:yr,- <0.
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Assim, foi provado que os custos relativos das variaveis ndo basicas com yrj > 0,

Vje Ri, sdo ndo positivos.

ii) yrj <0, j € R1 entdo — —};’k Vij <0, pois, yok <0, yrk >0 ey <0 =
rk
Yoj — —i,(:: Yij <Yo; <0

Neste caso, foi provado que os custos relativos das varidveis ndo basicas com yrj <0,
Vj € Ru, sdo ndo positivos.
Prova de (135):

_ Yo
Yrk

1)Seyri>0,j € Rz = Vrj 20, pois, yok <0, yrk >0 e yrj > 0 =

Yok
L= 2%y S y>()
YO] Vik Yr] = YO] =
Assim, foi provado que os custos relativos das variaveis ndo basicas com yrj > 0,

Vje Rz, sdo ndo negativos.

Yok < — & Multiplicando a desigualdade

Yrk Yrj

i1) yrj < 0, j € Rz entdo de (129) temos —
por yrj < 0, obtém-se Yoj — i,LkYrj > 0.
rk

Assim, foi provado que os custos relativos das varidveis ndo basicas com yrj < 0,
Vje Rz, s3o ndo negativos.
a.2) suponha que foi selecionada xk, k € Rz = yok>0e yrk<0.

Provaremos que:

Yoj — 32XV <0.Vj € Ry (136)
Yoj = ¥ 20, Vj € Re (137)
Prova de (136):

1) Se yrj > 0, j € R1 entdo, de (129), 0 < — ;ﬁ <- & Multiplicando a desigualdade

rk Yrj

por yrj > 0, obtém-se: yo; — S;L"yri <0.
rk

Assim, foi provado que os custos relativos das varidveis ndo basicas com yrj > 0,

Vje Rz, s3o0 ndo positivos.
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1) yrj <0, j € R1 entdo — —B;Ok Yrj <0, pois, yok >0, yrk > 0 e yrj <0 =
rk
Yoj — —i,(:: Yij <Yo; =0

Assim, foi provado que os custos relativos das variaveis ndo basicas com yrj < 0,

Vje Ri, sdo ndo positivos.

Prova de (137):
1)Seyri>0,j € Rz = —};L::yri20,p0is,y0k20,yrk<0eyrj>0
= Yoj — %YerYOjZG

Assim, foi provado que os custos relativos das varidveis ndo basicas com yrj > 0,

Vje Rz, sdo ndo negativos.

Yok < — & Multiplicando a desigualdade

Yrk Yrj

i1) yrj < 0, j € Rz entdo de (129) temos —
por yrj < 0, obtém-se Yoj — i,LkYrj >0.
rk

Assim, foi provado que os custos relativos das varidveis ndo basicas com yrj < 0,

Vje Rz, s3o ndo negativos.
Prova 2

b) Quando zro < Ir (a VB tem seu limite inferior violado), a pivotagem deve produzir

uma melhora na fun¢@o objetivo (um aumento no caso de um problema de minimizagao).

b.1) suponha que foi selecionada a variavel ndo basica xk, keR2 candidata a entrar na

base (yok > 0).

De (118) temos que a fungao objetivo apds a pivotagem assume a seguinte forma:

Zoo = Zgo T+ ?Lk (I — zp9). Como yok > 0; Ik —zr0>0 = yrk > 0 para garantir
rk

que Yok (Iz — zy) = 0 para que exista uma melhoria na fungdo objetivo.

Yrk

Desta forma, serdo candidatas todas as variaveis xj, j € Rz tal que yrj > 0.

Da linha de custos relativos, Vj € Rz e considerando que os novos custos relativos

devem continuar ndo negativos, obtém-se:

Yok - YOi

—, pois, yrj > 0
Yrk Yrj’p »

Yok Yok
Yoj— - V520 =y =T

i =
Yrk YI‘]
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Assim, a xk selecionada ¢ aquela com k € Rz tal que:

Yok _
Yrk

Yoj

= max{ K Yrj > 0 e x; = u;} (138)

b.2) xk, k € R1 (a varidvel ndo bésica xk candidata a entrar na base estd no seu limite

inferior) = yok < 0.
De (125) a fungao objetivo assume a seguinte forma apos a pivotagem:

Zoo = Zgo — };L: (zZpo — 1) comoyok<0; lk—zr0 >0 = yrk < 0, pois,
Iy

— ok (zro I.) = 0 para produzir um aumento na fun¢@o objetivo. Desta forma, serdo

candidatas todas as varidveis nao bdsicas xj, j € Ru1 tal que yrj <0.
Da linha de custos relativos, Vj € Ri1, obtém-se:

Yok
— By <0
YO] Vik Yr] -

Onde os novos custos relativos devem continuar ndo positivos apds a pivotagem, ou

- Yoj
seja, y' > yo;{’ pois, yrj <0
1j

Assim, a xk selecionada ¢ aquela com k € R tal que:

Yok
Yrk

Yoj

= mm{ " Vi <0 e x;= 1} (139)

De (130) e (131) conclui-se que xk a entrar na base deve ser obtida através de:

3}%‘: = min{%: (¥yj>0ex5=u)ou(y; <0 ex;=1)} (140)
Resumo

Se a variavel basica xg_ viola o limite inferior:

Xk—> _};_ = min {_& (Y <0ex;=u)ou(yy > 0ex; = )} (129)
rk

ii) Se a varidvel basica Xg_ viola o limite inferior:

Xk Yok — mln{

Yrk

yo’ :(Yrj>0ex;=u)ou(y; <O0ex; =1} (132)
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Resumo das formulas matematicas para pivotagem

a) Zr0 > Ur
Zro— U
a.l) xx, k € Rz = yrk <0 = Xk = Uk - Ak, A= — r(; rs 0
rk
=uy + ! = + Yik _ +
= Xk = Ug + — (Zeg - ;) e Xp, = Zjp + 25 (U - Z,) = Zip Y, (uy-
Yrk Yk
Xi) = Zig + ¥, A, i # T
Zro— U
a.2) Xk, k € R1 = yrk >0 = Xk = I + Ak, A= r(; rs 0
rk
_l + ! — + Yik _ + l
= Tt o @ -w) © Xg, = Zio + “E(Ur - 2r) =2 + Yy, (-
Yk Yk
Xk) =Zj - yikAk, i#r
b) Zro <lIr
I—z
b.1) xx, k € Rz = yrk >0 = Xk = Uk - Ak, A= ry 0 0=
rk
- : =70 + 2% (1 =z +
Xg=ug - — (-2, e xp, = Zig + =2 (1, - 2,0) = zi9 +y, (-
Yrk Yk
Xk) =Zjp T yikAk’ i#r
I—z
b.2) xk, k € R1 = yrk <0 = xk = Ik + Ak, A= — ry 0 S 0
rk
=1+ = 1 =z + (1 =z + Y, (heXy) =
= Nt (@o-l)e X, = Zig T (I - 2r0) =Zig Ty, (hexic) = 20 -
rk rk

yikAk’ i#r

Observagao 30:- Durante a nossa pesquisa sempre observamos que na literatura
existente ndo se prevé a possibilidade de ndo existir a mudanga de base no método dual
simplex canalizado. Desta forma, incluimos esta possibilidade nos calculos das formulas de

(141) a (146).
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Formulas:
Xk — '};ﬁ=Min {- ? (yri <0 A xj = uj) v (yrj >0 A xj =1j)} (141)
rk Tj
X o ;Lk = Min {;ﬂ; (yri >0 A Xj = uj) v (yrj <O A Xj = 1))} (142)
rk rj

Zoo > U.=> X, KeRy, =2y <0

Ur—Zpo

A= min | ——, -1

o= min {5 u - 1| (143)
X = Ug — A —> Zgg

Xgi = Zio — Yiklk > Zyo

Zyo > U, = Xk, k€R1 = Vik >0

Ur—Zro

Byc= min {*52, uy — 1) (144)
Xk = lk + Ak e d i;B
Xgi = Ziop — YikAk = Zpo

Zo < I, =>x,, kKeRy =y >0
. Ir— 2y
= ~1
b= min {2, uy = 1 $ (145)
X = U — Ay — Zy
Xgi = Zjo + Yiklk = Zyo

Zoo < I, =>xi, keRy =y <0

ty= min {52,y — 1) ﬁ (146)
X = g+ Ay > Zg

Xgi = Zio — Yiklk > Zp

Min z = ¢x

. . . s.a
Algoritmo Dual Simplex Canalizado Ax=b

I<x<u
Passo inicial:
1. Calcular €y = cBBIN — cn, escolhendo as variaveis que estdo no seu limite inferior
(xxk, k € R1) ou em seu limite superior (xk, k € R2). A seguir calcular:
N T T = bh =Rl -1 -1 c« = crB!
z = csB'b - Cy, Iy, - Cy,un, € b =B'b - B'Nily, - B'Nauy,, onde Cy, = csB'Ni -

cn, € Cn, = cgBN: - Cn, € assim montar o quadro dual simplex inicial que satisfaga a

1
otimalidade (z; — ¢j < 0, Vj € R1 e z—¢j > 0,Vj € R2);
2. Se tal quadro ¢ factivel para li < xi < ui, i = 1, 2, ..., m; entdo PARE (Solugao

otima); Caso contrario ir para 3;

3. Selecionar xg_ (a Xg, que tem o limite mais violado);
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4. Escolher xk. Se zro > ur (utilizar 141). Se zro <Ir (utilizar 142). Se ndo for possivel

escolher xk entdo o problema ¢ infactivel. PARE;

5. Pivotamento (da forma padrao), atualizar RHS através de:

Zro > ur (Xg_ — 141 € Xk, keR2 - (143))
Zr0 > ur (Xg, — 141 e Xk, keR1 - (144))
zo<lr (Xg, — 142 exk keR: - (145))
zo<lr (Xg, — 142 exxk keRi - (146))
Voltar para 2.

6.5 Exemplos Ilustrativos

Exemplo 13:- Resolver o PL abaixo usando o método primal simplex e o quadro

reduzido Garfinkel-Nemhauser:

Max z=x;+2X,
sujeito a

X1+ X, 3
X, +3x, <10

X1 < Xy
X1, X =0
Min X, = —z = —X; — 2X,
sujeito a
~ X, + X, <3 N
Solucao: Podemos escrever X, < X, , ou entdo

X, + 3%, <10

\ X 20j=123
Min x, = —x; — 2X,

sujeito a

X, + X, +X3 =
X1 =X+ X4 =
X, +3x, + x5 =10

X =20j=1,.,5

3 . .
o - Assim temos os seguintes dados:

1 1 X3 X, 3
B=[a3a4a5]=I=B'l,N=[a1az]=[1 1|, x8 = X4,XN=[X],b=[0],CB=[000],
1 3 Xs : 10

w=cBB!'=ce=[000],cxn=1[1-2],Cy =cBBIN—exn=wN-ex=-c¢nx=[12],
xo=wb=0eb=B'b=b>0.
1? Iteragao:

yok = Max {yoj, je R} = Max {yo1, yo2} = Max { 1,2} =2 .. k=2, ou seja, X2 entra na base.
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3 10

0r2 = Min {?, yi2 > 0} = Min {I’ ?} =3 .. r =2, ou seja, X3 sai da base.
i2

RHS | x1 -x2

X0 0 1 2

X3 1 1
X4 0 1 -1
X5 10 1 3

2% Iteragao:
RHS | x1 -x3

X0 -6 -1 -2
X2 3 1 1
X4 3 2 1
X5 1 2 3

y0; <0, VjeR .. A SBF ¢ 6tima. xo=-6,x1=x3=0,x2=3,x4=3ex5=1.

Exemplo 14:- Resolver o seguinte PL usando o método primal simplex de duas fases

(Min  x, = 3x; + 10x3
sujeito a
e o quadro reduzido de Nemhauser-Garfinkel. { x; + X +x3 =1
[x; — X, +3x3 = 2
k X1, X2, X320

(Min  x, = 3x; + 10x3
sujeito a

Acrescentando as varidveis de folga, obtém-se: { X1 + X2 + X3 —x4, =1,
X1 —Xp+3X3—X5= 2
l x;>0,j=1,.,5

Min Z0=X6+X7

Min x( = 3x; + 10x3

sujeito a

X1 + X2+X3_X4+X6=1.

X1 —Xp +3X3—X5+X7, = 2
Xi 20, j=1,...,7

A seguir, acrescentando variaveis artificiais, obtém-se:

Desta forma temos os seguintes dados:

X1
1 X [XZ]
A [1 1.3 0 -1 0 1]’b [2]’ XB [X7]’ XN ii ,B=[asa7]=1=B" e temos N

X5

[a1 a2 a3 a4 as5] = [1 _11 31 _; _0].
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Custos relativos da fungdo objetivo da Fase I:

c,’3=[11],c1’\,=[OOOOO],E’N=C’BB'IN-C{\]=w’N-c1’\,=[11][i _11 31 -9

0 -1
[00000]=[204-1-1]

Custos relativos da func¢ao objetivo da Fase II:
cg=[0 0], w=ceB!=c=1[00],cx=[3010 0 0] entdo obtemos Cy = ¢BBIN - cx = WN - e~

=-ceNn=[-30-1000].
Fungio objetivo da Fase I: ¢'gB'b = c'gb =[1 1] [;] =3.
Fungio objetivo da Fase II: ¢sB'b = cgb = 0.

Colunas nio basicas e RHS: BIN=NeBlb=b= [;]

1? Iteragao:

RHS | -x1 -Xx2 -X3 -X4 -X5
Z0 3 2 0 4 -1 -1
X0 0 -3 0 -10 0 0
X6 1 1 1 1 -1 0
X7 2 1 -1 3 0 -1

Yok = Max {yg;, jeR} = Max {yo1, Y025 Y03s Yo4s Yos} = Max {2,0,4,-1,-1} =4 . k=3, ou

seja, X3 entra na base.
05 = Min {2 yi3> 0} = Min {=, 2} =2 - r =2, ou sej idab
3 = Min {yi3,y.3 } = Min {1, 3}—3..r— , Ou seja, X7 sal da base.

2% Iteragdo:

RHS | -x1 X2 -X7 -X4 -X5
Zo 1 2 4 4 1 1
3 3 3 3 3
X0 20 1 10 10 o 10
3 3 3 3 3
X6 1 2 4 1 -1 1
3 3 3 3 3
X3 2 1 1 1 0 1
3 3 3 3 3

1A . 7 1 ! ! ! 2 4- 4- 7 4-
Yok = Max {Voj> i€R} = Max {yy1, Vo2, Yo3> Yo4» Yos} = Max {ga 3° 730 -1, —g} =3 k=

2, ou seja, x2 entra na base.

- .14 1 : :
2 = Min {zl’, yiz> 0} =Min {5, 2} =3 . r =1, ou seja, X6 sai da base.
i2
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3% Iteragdo:

RHS | -x1 -X¢ -X7 -X4 -X5
Z0 0 0 -1 -1 0 0 Fim da Fase |
X0 15 2 5 5 5 5
2 2 2 2 2
X2 1 1 3 1 3 1
4 2 4 4 4 4
X3 3 1 1 1 1 1
4 2 4 4 4 4

O quadro da Fase II sera:

RHS | -x1 -x4 -X5
X0 15 2 5 5
2 2 2
X2 1 1 3 1
4 2 4 4
X3 3 1 1 1
4 2 4 4

yok = Max {yoj, jeR} = Max {yo1, yos, yos} = Max {2, —g, —;} =2 .. k=1, ou seja, x1 entra

na base.
— N Y0 N 1/4 3/4 1 _ . .
0r1 =Min {—, yi1 > 0} = Min {17, 77} =7 .. r =1, ou seja, X2 sai da base.
Vi1 /2’ Yy 2

4? Iteragao:

RHS | x2 -x4 -X5
X0 13 -4 1 7
2 2 2
X1 1 2 3 1
2 2 2
X3 1 -1 1 1
2 2 2 L 7 1
yok = Max {yoj, jeR} = Max {yo2, yo4, yos} = Max {-4, > _E} =5 k= 4, ou seja, X4 entra
na base.
Ya

Ors = Min {?, yia >0} =Min {12} =1 .. r =2, ou seja, x3 sai da base.
i4

1/2

5% Iteracao:

RHS | x2 -x3 -X5
X0 6 3 -1 -3
X1 2 -1 3 -1
X4 1 -2 2 -1

Considerando que yoj < 0, VjeR entdo encontramos a solu¢do 6tima, ou seja, Xo = 6, x1 = 2,

xa=1,x2=x3=x5=x6=x7=0.
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Exemplo 15:- Resolver o seguinte PL usando o método dual simplex e o quadro reduzido de

Min x, = 8x; + 8x, + 9x3
sujeito a
i X1+ X,+x3 <1
Nembhauser-Garfinkel: 2%, + 4%, + X3 > 8
X1— Xp— X3 =2
X1, Xz, X3 =0

(Min Xo = 8xy + 8x, + 9x;

| sujeito a
. . X, + X, + X3+X, =1
Acrescentando as variaveis de folga, obtém-se: { _2x, — 4%, —X; +Xg _ _g-
L—x1+ X; + X, + Xg = —2
x>0, j=12.,6

1 1 11 0 O 1
Assim, temos os seguintes dados: A = [—2 -4 -1 0 1 0], b =|-8|,
-1 1 1 0 0 1 -2

Xy X1 1 1
XB = IXSI, XN = [X2|, B=[as asas] =1 = B! ¢ BN = [a1 a2 a3] = [—2 —4
X6 _X3 _1 1

[ 1

b=B'b=b

[ —2

1
_1],
1

—81, w=ceB!1=cg=1[000], cx=[8 8 9], xo = cB'b =wb =0.

Assim, obtemos €y = ¢BBIN - ¢ex = WN - ¢N = - e~ = [-8 -8 -9]. A otimalidade do problema

dual ¢ satisfeita, porém, o mesmo nao ocorre com a factibilidade do primal.

1? Iteragao:
yro = Min {yio, i = 1,2,3} = Min {1, -8, -2} = -8 .. r =2, ou seja, x5 deixa a base.

Yok — Min {m, y2j <0, jeR} = Min {_—8, _—8, _—9} =2 .. k=2, ou seja, X2 entra na base.

Y2k y2j -2° -4 -1

RHS | x1i -xa! -x3
X0 0 -8 -8 -9
X4 1 1 1 1

X5 -8 -2 -4 -1
X6 -2 -1 1 1

2% Iteragdo:

RHS | -xi{ -X5  -X3

X0 16 -4 -2 -7

X4 -1 1 1 3

2 4 4

X2 2 1 1 1

2 4 4

x| 4 [[3 1 3
2 4 4
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yro = Min {yio, i = 1,2,3} = Min {-1, 2, -4} = -4 . r =3, ou seja, X¢ deixa a base.

= Min {—, y3i <0, jeR} = Min {%} =2 . k= 1, ou seja, x1 entra na base.
2

Y3k 3°

3* Iteracao:

RHS | -x6 -X5  -X3
X0 80 8 8 9
3 | 3 '3
| 7|1 1 1
3| 3 3
X2 2 1 1 1
3 3 6 2
X1 8 2 1 1
3 | 3 6 2
yro = Min {yio, i = 1,2,3} = Min {—% ; g} . r=1, ou seja, x4 deixa a base.

Como yrj>0, VjeR = O PL é infactivel.

Exemplo 16:- A base B = [a4 a5 as] ¢ com as variaveis ndo basicas distribuidas na
forma N; = [a1] e N2 = [a3 a4] identificam uma base adequada para resolver o PL usando o

método dual simplex canalizado. Usando essa informacao resolver o PL usando o método

Min x, =Xx7— 8x,; — 2x3
sujeito a

—X; + 2X, — X3 <8

—X1; +4x, — X3 < 8

X1+ X,— X359
x;1€(1,3], x,€[2,7] e x3€([1, 5]

dual simplex canalizado

Min xy =x; — 8x; — 2x3

sujeito a
.y . . —X1 + ZXZ_X3 + X4 =8 .
Acrescentando as variaveis de folga: Zx; + 4%, — X, txs =8 . Assim
—X3 + X2 — X3 + Xe — 9
1€[1,3],x,€[2,7],x3€[1, 5] e X4, X5, X €[ 0, 0)
' 12 1100 1
temos os seguintes dados: A = [—1 4 -1 0 1 0 ,b=1|8|,xg= JXN= X2, B =
-1 1 -1 0 0 1 X3
-1 2 -17 _ [ 8
[a4 asas] =1=B1, BIN=N=[a1 a2 a3] = [—1 4 —1], b=Blb=b=|8], w = cgB! =
-1 1 -1 | 9

cg = [0 0 0], e~ = [1 -8 -2], xo = ceB'b = wb = 0. Assim, obtemos €y = ¢BBIN - ex = wN - ¢~
= -cN = [-1 8 2]. Considerando R1 = {1} ¢ R2 = {2, 3}, onde cy, = 1, cy, = [-8, -2], N1 = [a1],
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N2=[azas], Iy, =1, uy, = [;]’ obtemos: Cy, = BB N1 —cy, =wWNi—cy, =—cy, =1 e €y, =

c8B'N2 — ¢y, = WN2 — ¢y, = — ¢y, = [8, 2], que satisfazem a otimalidade dual. Também
temos:
_ 81 -1 2 -1, 0
b =B"'b - BNi ly, -B'Nauy, = IS] - I—ll - [4 —1] [5] = l—14l (A factibilidade primal)
9 -1 1 -1 8

Z = csB'b — €y, Iy, - Cy,uy, =0 — (-1).1- [8 2] [;] = -65. A otimalidade do problema dual ¢
satisfeita, porém, o mesmo nao ocorre com a factibilidade do primal.

1* Iteracao:

RHS | -x1 X2 -X3
X0 -65 -1 8 2
X4 0 -1 2 -1 |Ri={1}
«Xs -14 -1 4 -1
X6 8 -1 1 -1 | Re={2,3}

x5 =-14 < 0 =15 tem o limite inferior violado ... r =2 e assim:

Yk = Min {22, (y2i > 0 A X = w) vy <0 Ax =)} =Min {7, 3} =1 - k=1.
Y2k y2j -1 4

A1 = min {%,ul -1} = min {o:g:i;),Z} = 2, ou seja, A pivoteamento. Desta forma, obtém-se:

xi=h+A1=1+23=3(1€Rz2)// xBo = zoo — yo1A1 = -65 — (-1).2 = -63 // X4 = XB1 = Z10 —
y11A1 =0 - (-1).2 =2 // xs = xB2 = 720 — y21A1 = -14 — (-1).2 = -12 // x6 = XB3 = Z30 — y31A1 = 8
—(D2=10

2% Iteragdo:

RHS | x1 -x2¥ -x3
X0 -63 -1 8 2

X4 2 -1 2 -1 |Ri={J}
«xs5 | -12 -1 4 -1
X6 10 | -1 1 -1 | Re={1,2,3}

x5 =-12 <0 =I5 tem o limite inferior violado .. r =2 e assim:

Yok — Min {ﬂ, (v2i > 0 A Xj = uj) V v2i < 0 A Xj =1j)} = Min {§}=2 Sk=2.
Y2k y2j 4

. —z . (0—(—12 . .
A2 = min {'Zy—“’,u2 -1,3 = min {52 53 = 3, ou seja, X2 entra e x5 deixa a base. Desta forma,
22

4
obtém-se: x2 =u2- A2 =7-3 =4 // xBo = zoo + yo2A2 = -63 + 8.3 = -39 // x4 = xB1 = 710 — y12AA2

=2+423=8//x6=xB3=12z30—y2A2=10+ 1.3 =13 e assim, Ri = {§} e R2 = {1, 3}

Anadlise de Tépicos Relevantes em Programagao Linear e Aplicagdes no Ensino de
Engenharia



3% Iteragdo:

RHS

-X1 X5  -X3
X0 -39 1 =2 4
X4 8 1 1 1

2 2 2
X2 4 1 1 1
4 4 4
X6 13 _ E _ 1 _ E
4 4 4

R1= {5}

R:={1, 3}

110

Como se observa na tabela acima, ocorre a factibilidade primal na coluna RHS e a

otimalidade dual ¢ satisfeita. Desta forma, a solugdo 6tima sera:

x0=-39, x1=3,xx=4,x3=5,x4=8,xs=0¢ x¢6=13.
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Conclusoes

O Método Primal Simplex, desenvolvido por G. B. Dantzig existe ha quase 70 anos e
continua a ser um método eficiente na resolugdao de problemas praticos, apesar das pesquisas
de Khachiyan (aonde o método veio a revelar-se muito lento) e Karmarkar (que funciona em
tempo polinomial e consegue ser mais rapido do que as melhores implementa¢des do método

simplex em alguns problemas particularmente grandes).

Através da Analise Convexa, a validagao matematica do método simplex ¢ garantida
com inumeros teoremas que relacionam pontos extremos e diregdes extremas com as solugdes
basicas factiveis 6timas. Além dos teoremas tradicionais que sdo encontrados na literatura,
baseado na importancia dos aspectos geométricos do método simplex, foi criado o Teorema 4
que muito contribuira na demonstracao de outros teoremas. Desta forma, o capitulo 2 nos
proporcionou: Encontrar pontos extremos ¢ diregdes extremas; Provar teoremas sobre a
solucdo factivel 6tima ou ilimitada de um PL e Provar de forma trivial de que o 6timo factivel

¢ um ponto extremo.

Para o Método Primal Simplex Revisado foi provado que um quadro simplex com
uma solugdo basica factivel gera um novo quadro que representa uma solucdo basica factivel
identificada com a nova base vizinha. Da mesma forma, foi provado que este processo ¢

valido mesmo quando a base inicial ndo ¢ a matriz identidade.

Para o Método Dual Simplex, foi mostrado a sutileza de se utilizar um quadro com
os dados do problema primal, deslocando-se pelos pontos extremos do problema dual, cada
vez de melhor qualidade até encontrar a solucdo 6tima do problema dual e, simultaneamente,
a do problema primal. Aqui foi provado que as condi¢des de otimalidade do primal
estabelecem uma relagdo com um ponto extremo do problema dual que ¢ uma solucdo bésica
factivel do mesmo. Foi visto que o Teorema 14 ¢ inovador, muda a logica de abordagem do
método dual simplex e que pode ser usado para generalizar propriedades do método dual

simplex canalizado.

Para o Método Primal Simplex Canalizado foi mostrado que a maneira mais eficiente
para a sua resolucdo consiste em considerar as restrigdes canalizadas somente na forma
implicita, mantendo o posto da matriz dos coeficientes. Como o Método Primal Simplex

Canalizado nao pode ser empregado quando o quadro simplex inicial ndo ¢ factivel entdo foi
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implementado o Método das duas Fases do Primal Simplex Canalizado. A inovagdo constante
neste capitulo foi a criacdo da matriz basica artificial no Método das duas fases do Primal

Simplex Canalizado que ¢ uma matriz diagonal onde seus elementos sdo 1 ou -1.

Para o Método Dual Simplex Canalizado apresentou-se o quadro de Garfinkel-
Nembhauser onde eliminam-se do quadro as colunas das varidveis basicas que formam a matriz
identidade no quadro original e facilita a pivotagem do mesmo. Mostrou-se que a escolha da
variavel ndo basica a entrar na base deve acarretar um novo quadro que satisfaz a otimalidade
do problema. Desta forma, no capitulo 4 foi conhecido o inovador Garfinkel-Nemhauser para
resolver um PL, o seu uso para o algoritmo do dual simplex, a analise/constru¢do do Método
de Fase Unica do Dual Simplex Canalizado ¢ a Prova de Otimalidade do Quadro Dual
Simplex Canalizado. No Método de Fase Unica do Dual Simplex Canalizado foi incluida a

possibilidade de existir a mudanga de base nos calculos das féormulas apresentadas.

Apbs esta pesquisa espera-se que haja continuidade no desenvolvimento de materiais
didaticos de melhor qualidade para o ensino de Pesquisa Operacional nos cursos de pos-
graduacdo que proporcionardo o aprimoramento do método simplex ou entdo uma ferramenta

que o supere.
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Apéndice

O Teorema da Representacdo — caso geral (TGR) ¢ muito importante em varias
aplicagdes de PL e, particularmente, representa a base fundamental do principio de
decomposi¢cdo matematica de Dantzig-Wolfe. Deve-se observar apenas que X ¢ um conjunto

convexo poliedral como os que aparecem em problemas de PL.

O TGR e as condicoes de otimalidade de um PL

Min z(X) = cx

1 . s.a
Seja o PL: Ax=b (147)

x>0

X = {x: Ax = b, x > 0} ¢ o conjunto convexo para se usar o TGR, supondo
conhecidos os seus pontos extremos {Xi, X2, X3, X4, ... Xk} bem como suas direcdes extremas

{d1, d2, ... di}. Entdo, utilizando o TGR de (3), teremos o seguinte PL equivalente:

(Mmzam)=2;(m0M+ZLﬂw0m

S. a
i T =1 (148)
A>0, j=12..k
N >0 i=12..,1
Observaciao 31:

1) (148) pode ser resolvido facilmente se hd o conhecimento dos pontos extremos e
direcdes extremas de X. Se ¢dj <0, j =1, 2, ..., I; constata-se que esse PL ¢ ilimitado, pois,
neste caso, zZ(x) & - . Assim, se edj > 0, j = 1, 2, ..., I; pode-se mostrar que o PL
equivalente (148) e, por sua vez, (147) tem 6timo finito. Para o caso (148) tem-se 6timo finito
e um ponto extremo necessariamente deve ser a solugdo do PL. Pode-se verificar que se

}‘:1 Aj =1 tendo A;j = 0 deve-se fazer Ak = 1 para a variavel Aj com menor coeficiente na
funcdo objetivo e Aj = 0, caso j # k. Significa que x = Z}‘zl(xi)ki = xk ¢ a solu¢do que

representa o k-ésimo ponto extremo.

i1) (148) ¢ utilizado apenas para provar os critérios de otimalidade de um problema
de PL. O mesmo ¢ inadequado para resolver (147), pois, o trabalho de encontrar os pontos
extremos e diregdes extremas ¢ muito complexo. Por outro lado, esse fundamento pode ser
utilizado no desenvolvimento de novas técnicas de otimizagdo tal como o da Decomposi¢ao
de Dantzig-Wolfe cujo principio baseia-se em separar X = {x: Ax < b, x > 0} em varios

subconjuntos convexos, aproveitando a estrutura especial do mesmo.
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A légica da decomposicao matematica

Min z(x) = cx
Sejao PL: {52 (149)

Ax = b —» mrestri¢cdes
x=0

O conjunto X = {x: Ax = b, x > 0} pode ser separado da seguinte forma:

X1 = {x: A1x = b1} com mu restricdes e X2 = {x: A2x = b2, x > 0} com mz2 restrigoes,
sendo m = m1 + m2. Desta forma, em X2 permanece apenas um subconjunto de restricdes do

tipo Ax =b.

Observacao 32:

1) Se m2 = m e m1 = 0 entdo X2 = X. Se nesse contexto sdo encontrados os pontos
extremos de X2 = X e se realiza a substituicdo de x na fun¢do objetivo entdo encontra-se o PL
equivalente (148) utilizado para provar a otimalidade de um problema de PL.

i1) Se mz2 = 0 entdo ndo existe possibilidade de encontrar um PL equivalente;

ii1) Se 0 < m2 < m entdo pode-se encontrar todos os pontos extremos de Xz e
substituir a varidvel x na funcdo objetivo e nas restricdes Aix = b1. Desta forma, encontra-se
um PL equivalente com (mi + 1) restrigdes além das restricdes Aj; > 0. Portanto,
encontraremos um numero elevado de problemas de PL equivalentes ao PL (148) dependendo
do valor de mz, onde (0 < m2 < m) ¢ da separagdo das restrigdes nos conjuntos Xi ¢ Xa.
Assim, para um mesmo valor de mz existem muitos problemas de PL equivalentes a (148)
dependendo se uma restrigao pertence a X1 ou Xa.

1v) Em todo o raciocinio considera-se que nao existam dire¢des extremas em X. Por
outro lado, pode-se utilizar esse raciocinio caso existam as diregdes extremas em X.

v) A ideia basica do principio de decomposi¢do de Dantzig-Wolfe ¢é realizar a
separacao de (149) de forma eficiente. Nessa proposta, as chamadas restrigdes de
acoplamento devem fazer parte de Xi e as restricdes bloco angulares, de Xz2. Nas restricoes de
acoplamento geralmente aparecem todas as varidveis do problema. Entretanto, nas bloco
angulares existem poucas varidveis formando parte de um conjunto de restrigdes e se
encontram separadas dos outros conjuntos de restricdes. Por exemplo, num problema com
quatro variaveis iniciais, a restri¢ao x1 + 2x2 + 2x3 + x4 < 40 ¢ uma restricao de acoplamento e
as restricoes x1 + 3x2 < 30 e 2x1 + x2 < 20 bem como x3 < 10, x4 <10 e x3 + x4 < 15 formam

um bloco angular.
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A Decomposi¢cao de Dantzig-Wolfe

O principio basico da Decomposi¢ao de Dantzig-Wolfe pode ser resumido da
seguinte forma:

1) Pretende-se resolver o PL original de forma indireta resolvendo o PL equivalente.
Desta forma deve-se primeiro realizar a separagdo, ou seja, montar os subconjuntos X1 e Xz;

i1) Para resolver o PL equivalente ndo ¢ necessario monta-lo de forma explicita, ou
seja, nao ha necessidade de se encontrar de forma explicita os pontos extremos de Xz;

iii) Montar inicialmente apenas (mi1 + 1) colunas do PL equivalente. Deve-se
conhecer os coeficientes da funcdo objetivo de (m1 + 1) variaveis basicas, assim como 0s
coeficientes dessas variaveis basicas em cada uma das (m1 + 1) restricdes. Deve ser lembrado
que o PL equivalente tem (m1 + 1) restrigdes e, assim, hd necessidade dos dados completos de
(m1 + 1) varidveis do PL equivalente. Adicionalmente, deve-se ter certeza de que essas
varidveis representam uma SBF e, assim, pode-se montar o quadro simplex reduzido do PL
equivalente.

iv) A seguir deve-se verificar a otimalidade desta SBF. Deve se observado que cada
variavel (coluna) do PL equivalente ¢ um ponto extremo do conjunto X2. A estratégia
fundamental da Decomposi¢do de Dantzig-Wolfe é que analisando o conjunto X2 ¢ com uma
funcao objetivo adequada serd provado que a SBF corrente ¢ 6tima ou, em caso contrario, nos
permite-se encontrar o ponto extremo de Xz relacionado com a variavel Aj do problema de PL
equivalente com o maior coeficiente de custo relativo.

Encontrando a variavel com maior coeficiente de custo relativo

Seja o PL equivalente:

Minz(L) = Y, (cx;)A
S. a
Yi1(A1x)A; = by — m, restrigdes (150)

Z}Zl A; = 1 — uma restri¢do
A=0 j=12..k

Assim, o PL equivalente (150) assume a seguinte forma:

Min z(A) = Z};lfi?»i
S. a
Y1 PA =b; > w (151)

Z]!{=1}“i = 1—)W0
>0, j=1,2,.k

Onde o vetor w = [w1, W2, ... , Wy, | € Wo sd0 as variaveis do problema dual de (150),

fj ¢ um escalar e Pj ¢ um vetor de tamanho mu.
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Supor que existe uma SBF de (150) ou (151) com seu respectivo quadro simplex
revisado e, portanto, com w e wo conhecidos. Obviamente, w € um vetor de dimensao mi1 e wo
¢ um escalar. Nesse contexto, pretende-se verificar a otimalidade dessa SBF. Desta forma,
deve-se calcular os coeficientes de custo relativo das variaveis nao basicas de (151) no quadro
simplex revisado corrente. O coeficiente de custo relativo da variavel ndo basica A;j assume a

seguinte forma:

f=w [‘;1] —f; = ¢ =wa;— ¢; (BAZARAA, 2010)

_ P,

fi = [w1 w, ---wm1|w0] [1'] —CxXj = ij + wy — cx;

f_]. = w[Aixj] — cxj + wo = [WA1 — ¢] Xj + Wo (152)

Onde f_] ¢ o coeficiente de custo relativo da variavel ndo basica em (151), w € wo sdo
conhecidos e xj ¢ um ponto extremo de X2 relacionado com a variavel ndo basica A,;.

Observaciao 33:

1) A relagdo (152) permite encontrar ou identificar o coeficiente de custo relativo da
variavel ndo basica Aj do problema de PL equivalente (151). Assim, para que seja possivel
calcular o coeficiente de custo relativo de Aj necessitamos a disponibilidade do ponto extremo
xj do conjunto X2 associado com A;.

i1) Em (152), [wA1 — ¢] e wo sdo conhecidos e sdo os mesmos para todas as variaveis
ndo basicas A,;.

iil) precisa-se identificar a varidvel ndo basica Aj que tem o maior coeficiente de
custo relativo [f_]-] e que identifica o ponto extremo associado com Aj, uma vez identificadas x;
e f_] entdo estes valores podem ser utilizados para introduzir Aj na base quando resolvemos o
PL equivalente (151) usando o método primal simplex revisado.

iv) Entre todas as varidveis ndo bdsicas Aj do problema (151), deve-se identificar

aquela Aj que tem o maior coeficiente de custo relativo fj. Em outras palavras, busca-se

identificar o ponto extremo Xj do conjunto X2 que produz o maior valor de fj. Isso acontece

quando resolve-se o PL:
Maxv(x) = (WA; —Ox+ w,
s. a (153)
XZ = {X: Azx = bz, X 2> 0}
Observa-se que em (153) xeXz. Porém, a solucao 6tima de (153) sempre € um ponto
extremo (se tem Otimo finito). Desta forma, quando resolve-se (153) encontra-se o ponto

extremo de X2 que maximiza a relacao v(x) = [wWA1 — ¢]x + wo onde x sempre ¢ um ponto
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extremo. Apoés resolver (153) serd conhecido o ponto extremo Xj que produz o maior
coeficiente de custo relativo na varidvel ndo basica A; associada com ele em (153). Desta

forma, resolvendo (153) obtém-se f_] = [wA1 — c] xj + wo.
v) Se, apos resolver (153), ¢ verificado que ¢ valida a relagao:
v(x) =f; = [WA1—c] Xj + W0 < 0 (154)

Entdo o quadro simplex revisado corrente do PL equivalente ¢ 6timo, pois prova-se

que os coeficientes de custo relativo de todas as variaveis nao basicas sao ndo positivos.

vi) Se v(x) > 0 entdo a variavel ndo basica Aj associada ao ponto extremo xj fornecida
pela solucao de (153) deve entrar na base e ¢ mudado a mesma no quadro simplex revisado. A
coluna da variavel ndo basica A;j que deve entrar na base deve ser adequadamente atualizada

para a base corrente: a) o coeficiente de custo relativo de Aj é v(x) e ja se encontra calculado

. . P,
apos resolver (153); b) os coeficientes das restricdes de Aj serdo chamados de aj = [1’] =

[Allxi], onde xj ¢ o ponto extremo identificado pela solucdo de (153). A coluna atualizada de a;

. v(x)
¢ yj = B'aj e a coluna de Aj adequadamente atualizada é [ y. ]
)

A Fase I da Decomposicio Matematica de Dantzig-Wolfe

Para a Fase | serd mostrado o tipo de PL equivalente que pretende-se resolver, ou
seja:
(Mln Z()\.) = Z]kzl(cxl)}\,]

s.a
Yi1(A1x)A; = by > m, restrigdes (155)

Y14 = 1> uma restrigéo
420, =12,k

Caso ndo exista uma SBF inicial para iniciar o processo de resolucdo de (155) entdo
deve-se implementar a Fase I de (155) utilizando a mesma estratégia empregada na fase I de

qualquer problema de PL. Desta forma, o problema de Fase I para resolver (155) sera:

mp+1

Minx, = Y.-} s
s. a
YiL1(A1x)A; + Isy,, = by — m, restrigdes (156)

Y14 = 1> uma restrigdo
=0, j=1,2,..k

Onde I ¢ uma matriz quadrada de ordem mu e si‘s sdo varidveis artificiais da Fase I.
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. /] ., . , . e .
Seja Ag o vetor das variaveis basicas da Fase I. Desta forma, para iniciar a mesma

temos a seguinte SBF artificial inicial:

s; A
S A
1 2 ! 2 ~ ., . ~
A =| : |, AN = e wW” = [w’ wg] onde ndo se conhece as variaveis ndo
Slnl-"1 )“m1+1

, . . ~ . , ~ .
basicas Aj, a dimensdo de Ay, isto €, ndo se sabe o valor de k. O vetor de coeficientes de custo

relativo da funcdo objetivo da Fase I seré:

0,j=1,2, ...k

¢'=[00..011...1], ou seja, ¢j = { L W m e

Agora ¢ encontrada a forma matematica do coeficiente de custo relativo de uma

varidvel ndo basica Aj para a SBF (inicial) corrente:
I ’ ’ I Aqx; ’ ! ’ ’ P; ! ’
= [wg Wy - Wy, Wo] [ 11 '] —0 = [w; wy - wp,wg] [1]] =w'P; +wy =

Conhecida a SBF corrente entdo se conhece w ¢ wo bem como Ai ¢ conhecida.
Assim, a relagdo (157) permite encontrar o coeficiente de custo relativo de cada varidvel nao
basica do PL (155), apesar de ndo se conhecer cada ponto extremo Xx;j relacionado com cada
variavel Aj. O que pretende-se identificar ¢ aquela varidvel ndo basica com o maior valor de

¢j. O PL abaixo fornece a resposta:

Maxv'(x) = (WADXx+ wg
s.a (158)
XZ = {X: Azx = bz, X = 0}

Observa-se que (158) € muito parecido com (153).

Exemplos ilustrativos da Decomposicao de Dantzig-Wolfe

Exemplo 17: Resolver o seguinte PL usando o TGR:

Min z(X) = —X; — X; — 2X3 — X4
s.a
X1+ 2X, + 2X3 + X, <40
X; + 3X; <30
2x1 + X, <20 (159)
X3 <10
X4 <10
X3 +X4 <15
\ X1,X2,X3,X4 = 0

10) _ 10! _ 10987 _
2 ) =16 = i =210

Esse problema tem N. candidatos a pontos extremos: Ne¢ = ( el 1321
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Isto ¢, pretende-se encontrar pontos factiveis com quatro hiperplanos ativos (HA).
Ap6s analisar todos esses candidatos encontramos os seguintes pontos extremos:
(0, 0, 0, 0), (0, 0, 10, 0), (0, 0, 10, 5), (0, 0, 5, 0), (0, 0, 0, 10), (10, 0, 0, 0),
10, o, 10, 0), (10, 0, 10, 5), (10, 0, 5, 10), (10, 0, 0, 10), (0, 10, 0, 0), (0, 10, 0, 10),
(6, 8,0,0), (6, 8,0, 10), (6, 8, 9, 0), (0 10, 10, 0), (0, 10, 5, 0), (0, 10, 5, 10),

G

extremos.

235 D 10, 5), (9 210, 0), (0, Z, 10, 5) ¢ (20 2 5, 10). Ou seja, 22 pontos

Para cada ponto extremo, sabendo que ¢ = [-1 -1 -2 -1], deve-se calcular [cx;j]. Esses
valores sdo os seguintes:
cex1 = 0, exz2 = =20, cx3 = -25, cx4 = -10, cx5 = -10, cx¢ = -10, cx7 = -30, cxs = -35,

cx9 = =30, cx10 = -20, cx11 = -10, cx12 = -20, cx13 = -14, cx14 = -24, ¢x15 = -32,

110 100 65 100
cxi16 = =30, cx17 = -20, cx18 = -30, cx19 =— S CX0=— S, eXar = - e X = -
O PL equivalente sera:
(Mln Z()\.) 0}.1 -20}.2 -25}.3 -1 0}.4 -1 0}.5 -1 0;"6 -30)\.7 -35)\.8 -30}\.9 20}\.10 -10)\.11 20}\.12
! ~14h;3 24Ny -32h1s -30h16 20R17-30Rss- - Ao =5 Agg - S hay =3 A
2

{ s.a (160)
| 12:2] )"J =1
\ 220, j=1,2,..,22

seguinte forma:

(=}

=]

Também, qualquer ponto factivel do problema original pode ser representado da
3
0

A22 (161)

5

7»1 [0]k2+l ‘K3+ +|—|7»19+ 3
B

Por inspecao, ¢ encontrada a solugdo 6tima do PL (160). Assim, a solucdo 6tima é:

Ao=1eAj=0,j#19,j=1,2,..,22 = z(x)——§ =

S —|

-
B

Assim, verifica-se que o ponto extremo 6timo € x19. Obviamente, a solugdo do PL

3 E‘wlzwla‘%

) 25 10
assim, X1 = —~, X2 = —, X3 = 10 e x4 =5.

(159) ¢ a mesma do PL (160), pois, sdo PL’s equivalentes.
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Exemplo 18: No seguinte PL:

Min z(X) = —X; — X — 2X3 — X4
s.a
X1 + 2X; + 2X3 + X, < 40
X1 + 3%, <30
{  2x1+x, <20 (162)

X3 <10
X, <10
X3 +X4 <15

X1,X2,X3,X4 >0
Separe o problema da seguinte forma:

X = {x: X +2x,+2x3+x4 < 40}

[ X13x, <30 \
| 2x,+x, <20 |

Xo= 4% %S0 | xy o xexg 20 (163)
[ x4 <10 |
x3+x4 < 15 )

Encontre o PL equivalente e resolva esse problema equivalente:

Seja o problema de PL:

Min z(x) = ex

S. aAX “b (1 64)

x>0
Fazer a seguinte separagdo:
X1 = {x: Aix=b1} e X2 = {x: A2x = b2}.
X = Z}‘zl A X
SexeX: = YA =1 (165)
A =0

Onde xj ¢ um ponto extremo de Xa.

Agora substituimos x € X2 em z(x) = ¢x € Aix = b1:
z(\) = X)L, Xjh, = z};l(cxi)xi

AIZ]!(zl X]}\,] =bi = Z}{zl[AIXl]x] =bi

Portanto, o PL equivalente assume a seguinte forma:

Minz(A)= Y, (cxj)xj
s.a
Z};l (Alxj)7\.j =b, — m, restri¢des (166)

LA =1 — uma restri¢io

A0, i=1,.0k

Agora montando o PL equivalente (166) para o Exemplo 18. Inicialmente, precisa-se

encontrar os pontos extremos de Xa:
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x; +3x, <30 (o)
2%, + X, <20 (o)
X3 <10 (oy)
Xy <10 (oy)
X2 = X x3+x, <15 (os) (167)
Xq 20 (o)
X; 20 (a7)
X3 20 (og)
Xy 20 (o)
O numero de candidatos a ponto extremo Nc assume a seguinte forma:

_(9)_ 9 _9876_
Ne= (4) =am asz1 126

Os pontos extremos sdo os seguintes:
0, 0,0, 0),(,0,10,0), (0,0,10,5),(0,0,5,10), (0,0,0,10), (10,0, 0, 0),
(10, 0, 10, 0), (10, 0, 10, 5), (10, 0, 5, 10), (10, 0, 0, 10), (0, 10, 0, 0), (0, 10, 10, 0),
0, 10, 10, 5), (0, 10, 5, 10), (0, 10, 0, 10), (6, 8, 0, 0), (6, 8, 10, 0), (6, 8, 10, 5),
(6, 8,5, 10), (6, 8, 0, 10), ou seja, existem 20 pontos extremos.
Encontremos os valores de [¢xj] sabendo que ¢ = [-1 -1 -2 -1]:
ex1 = 0, exz2 = -20, cx3 = -25, cxq4 = -20, cx5 = -10, cx¢ = -10, cx7 = -30, cxs = -35,
cx9 = -30, cx10 = -20, cx11 = -10, cx12 = -30, cx13 = -35, cx14 = -30, cx15 =-20,
cxi6 = -14, cx17 = -34, cx18 = -39, cx19 =-34 ¢ cx20 = -24.
A matriz A1 assume a seguinte forma: A1 = [1 2 2 1]. A1xj sera:
Aixi =0, Aixz = 20, A1x3z = 25, Aixa = 20, A1xs = 10, A1xe = 10, A1x7 = 30,
Aixs = 35, Aixo = 30, Aixio = 20, Aixi1 = 20, Aixiz = 40, Aixiz = 45, Aixis = 40,
Aixis = 30, Aixie = 22, A1x17 =42, Aixis = 47, A1x19 =42 ¢ A1xz0 = 32.
Assim, o PL equivalente assume a seguinte forma:
Min z(A) = 0A; -20A, -25); -20A, -10As -10A4 -302; -35g -30A9 -20A,0+

10, -30%;5 -35A3 ~30A14 -20A5 -14X5 -34%7 -39A,5 -34A1 ~24s
S.a

0L, +20%, +25L; +20A +10As5 +10%g +30A, +35Ag +30g +20A;9 +20A,;+ (168)
+40L 1, +45)3 F40A, 4 3045 +22A, 42417 +4TAsg 42410 +32459 < 40

20

20 =1

j=17%j

A >0, i=1,2,..,20
O problema (166) tem duas restri¢des e resolvemos esse problema usando o método

simplex revisado. Previamente adicionamos a variavel de folga s na restricao de desigualdade.

O problema (166) tem a seguinte SBF trivial:
= = S = 1 0 = = -1 = = -1 =
AB=x= [7»1] = B [0 1] L=B'ce=[00] = w=csB! = [0 0]

z(x)=csB'b=wb=0eAg=B'b=b=x= [410]
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Base Inversa | RHS
z 0 0 0
s 1 0 40
M| O 1 1

Verificamos a otimalidade do quadro:

pivd —

Cy=cBB'N—cn=wN-cN=[00]N—cNn=—cN ..

Cy =1[202520 10 10 30 3530 20 10 30 35 30 20 14 34 . 34 24], Mis € a variavel

ndo basica com maior coeficiente de custo relativo e deve entrar na base. Atualizemos a

coluna de Ais: y1s = Blais = ais = [

47]
1

Fazemos pivotagem no quadro:

Als

39

47

Base Inversa RHS As

z | 39 0 _ 1560 280
47 47 47

A1s 1 0 40 35
47 47 47
Mmoo 1 1 7 pivo » | 12
47 47 47

Verificamos a otimalidade do quadro:
oy =WN-en=[—=0].

[20 25 20 10 10 30 35 30 20 20 40 45 40 30 22 42 42 32 1
01 01 01 01 01 01 01 01 01 01 01 01 01 01 01 01 01 O01 1

—[-20 -25-20 -10 -10 -30 -35 -30 -20 -10 -30 -35 -30 -20 -14 -34 -34 -24 0] =

c _[160 200 160 80 80 240[280 240 160 310 150 110 150 230 200 40 40 120 39]
N"V47 47 47 4747 47047 47 47 a7 47 47 47 47 47 47 47 47 47"
As € a variavel ndo basica com maior coeficiente de custo relativo e deve entrar na

base. Atualizemos a coluna de As:

LR 35
o | 47 357 _ |47
ys=B as= 1 1 [1]— 12
47 47
Fazemos pivotagem no quadro revisado:
Base Inversa | RHS
z 1 70 110
3 3 3
s 1 35
12 12 12
As 1 47 7
12 12 12
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Verificamos a otimalidade do quadro:

]

- 1 70
CN=WN—CN=[—§—?

[0 22 25 20 10 10 30 30 20 20 40 45 40 30 22 42 42 32 1
01 01 01 01 01 01 01 01 01 01 01 01 01 01 01 01 01 O01 1

-10-20-25-20-10-10-30 -30 -20 -10 -30 -35 -30 -20 -14 -34 -34 -24 0] =

— 70 20 50 50 10 10 20 10 20 40 50 10 10 71
N=lmg A0 -0 - =T 00— - - - 3 5 105
cn<0 = A base atual é 6tima.

A solugdo 6tima do PL ¢ a seguinte:

A= 2, Ais=—, Z(A) = — e Aj=0,j#8,18,j=1,2, ... , 20 =
12 12 3
25
10 6 [?]
R .
== l10] T 5110 —|130|,ou seja, a solucao do problema original:
5 T
X1=§,X2=13—0,X3=106X4=5eZ(}\,)=—$.

Exemplo 19: Resolver o exemplo 18 usando a ideia da decomposi¢ao matematica de
Dantzig-Wolfe.

Estrutura geral do PL equivalente:
(Min z(A) = }‘=1(cxi)7\.i

s.a
Z}‘=1(A1Xi)7\-i =by —ow (169)
| Z]!(zl }\4] =1 — Wy
L % >0 =1k
No exemplo 18 o conjunto X1 = {x: x1 +2x2 +2x3 +x4 < 40} = Xi = {x: x1

+2x2 +2x3 +x4 + s = 40, s > 0}. Assim (169), para o exemplo 18, assume a seguinte forma:

(Min z(A) = };1(cxi)xi

s.a
Z};l(Alxj)kj +s= 40 (170)
| Z};l}ﬁ =1
L s>0 420 j=1..k

Assim, para iniciar o processo de solu¢ao do problema (170) usando um algoritmo
primal simplex revisado precisa-se de uma SBF inicial. Uma estratégia geral para montar uma

SBF inicial para qualquer problema ¢ analisada separadamente.
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Para este exemplo pode-se gerar uma SBF inicial formada por uma B =1 levando em
conta os seguintes fatos:

1) Observando o conjunto Xz para o exemplo 19 temos o seguinte:

X1+ 3%, <30
2%, + X, < 20
X, = X3 <10 X1,X2,X3,X4 =0
X, <10
X3 + X4 <15 J
Vemos que de forma trivial pode-se verificar que o ponto (0 0 0 0) ¢ um ponto

extremo de X2. Assim, associado com esse ponto temos a varidvel A1 cuja estrutura é:

0
Ponto extremo: (000 0) «x1 Pi=Aixi=[1221] lol =0

0
Portanto, a coluna de A1 no PL equivalente ¢ a seguinte: [1’11] = [(1)]

i1) A coluna da variavel de folga s no PL equivalente ¢ a seguinte: s = [0] Portanto,

um candidato natural a SBF inicial ¢ o seguinte:

weli) = 8 e [4)

_ s
Falta verificar que Az =B'b=b = [410] >0, o que prova que AB = [7»1] ¢ uma SBF

inicial e agora pode-se montar o quadro simplex revisado inicial.

Base Inversa RHS
z w Wo w'b
. B! B'b
1
0
O coeficiente de A1 na fungdo objetivo é ex1 = [-1 -1 -2 -1] g = ( e o coeficiente de
0

s na fungdo objetivo € zero. Assim, temos:

W'=csB1=[00]I=[00],Z=wb=10 0][410] —0cBlb=bh= [410] :

Base Inversa | RHS A2
z 0 0 0 39
) 1 0 40 pivo —» | 47
A 0 1 1 1

Agora precisa-se verificar a otimalidade do quadro corrente, isto ¢, encontrar os
coeficientes de custo relativo de todas as varidveis ndo basicas e, a partir dai, identificar a
variavel ndo basica Aj que tem o maior coeficiente de custo relativo e o valor deste coeficiente
e, caso esse valor seja positivo, entdo também precisa-se conhecer os elementos da coluna A;.

Essa informacao encontramos resolvendo o PL (168), onde deve-se observar que w = wo = 0
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no quadro simplex revisado do PL equivalente. Temos A1 =122 1], ¢e=[-1-1-2-1] ¢

também wA1—¢c=0[1221]-[-1-1-2-1]=[11 2 1]. Assim, o problema (168) assume a

seguinte forma:

Maxv(x) = X; +X; +2X3 + X4+ 0

s.a
X1+ 3X2 <30
2x4 + X, <20

X3 <10
X, <10
X3 +x4 <15
X4 =0
Xy =0
X3 =0
X, 20

Como existe a estrutura bloco-angular entdo o PL anterior pode ser separado em dois

PL’s independentes.

Max v;(X) = X; + X, (Max Vo (X) = 2x3 + X4
s.a S.a
X1 +3x, <30 X3 <10
2x; + X, < 20 e X4 <10
X =0 X3 +X4 <15
k Xy = 0 X3 >0
k X4 =0

v(x) = vi(x) + v2(x) + 0(wo) ¢ a solucdo do PL equivalente a (168). Resolvemos, por

simplicidade, esses dois subproblemas de PL usando o método grafico:

Figura 2 — Solugdes graficas

Max x1 + x2

Fonte: Autoria propria.
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Max 2%x3 + x4

9 \
\
8 N\
1 \
7 \
6 ~
A

"\
4 N
3 \

Fonte: Autoria propria.

Graficamente encontramos a soluc¢do 6tima:
x1=6,x2=8evi(x)=14 ¢ x3=10,x4=5¢ev2(x) =25
Ponto extremo encontrado: (6, 8, 10, 5) «— A\

Associado com esse ponto extremo temos a variavel ndo basica A2 cujo coeficiente
de custo relativo é f, = vi(x) + v2(x) + wo = 14 +25 + 0 = 39.

Assim, no quadro simplex corrente do PL equivalente pode-se concluir que o quadro
simplex ndo ¢ 6timo e existe uma variavel ndo basica (A2 neste caso) com o maior coeficiente
de custo relativo. Veja que essa A2 neste caso corresponde ao Ais na pagina 123. Agora

precisa-se encontrar a coluna de A2 no PL equivalente, ou seja,

6
P:=Axa=[1221] .[180‘ =47
5

P;

| ] = [4'17], Atualizamos a2 para a base corrente: y2 =

Assim, a coluna de A2 é a2 = [
Bla;=la=a;= [417].
Como o coeficiente de custo relativo f, ja se encontra atualizado entdo ja temos a

coluna de A2 para ser incorporada no quadro simplex revisado. Pivotamos o quadro simplex

do PL equivalente, comwo=0e w = — %z

Base Inversa RHS A3

z 39 0 1560 280
47 47 47

N 1 0 40 35

47 47 47

A1 1 1 7 pivd — 12

47 47 47
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Segunda iteragdo:

Montamos os novos subproblemas

39 8 31 16 8
WA]—C——E[IZZ1]—[-1-1-2-1]— E,—E,E,E] =
8 31 16 8
=—X1 ——X2+—Xx3+—x4+
Max v(x) el b S € 0.

Os subproblemas assumem a seguinte forma:

max v, (x) = %xl —%xz max v, (x) = 5X3 +%X4
S. a S. a
X, + 3%, <30 X3 <10
1 2%, + X, < 20 X4 <10
Xq >0 X3 +X4 <15
X, =0 X3 =0
X4 =0

Graficamente encontramos as solugdes 6timas:

Figura 3 — Solucdes graficas

Max (8/47)x1 - (31/47)"x2

-1 1 2 3 4 H 6 7_'___-8-_-5 1’[\ "

. | .
L \
\
9 AY
\
8 \
] \
! \
6 Y
\
\
4] N
34 AY
2]
1]
a0 1 2 3 4 s & 7 8 8 1 o
-1+ %3
Fonte: Autoria propria.
80 200
xi=10,x2=0evi(x)=— ¢ x3=10,x4=5ev2(X) =—
47 47
Ponto extremo = (10, 0, 10, 5) «— A3
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Associado com esse ponto extremo temos a variavel ndo basica A3 cujo coeficiente

= 200 280 .
de custo relativo € f3 = vi(x) + va(x) + wo = yr i 0= 7 que corresponde ao coeficiente

de custo relativo de As na pagina 123.

Agora precisa-se encontrar a coluna de A3 no PL equivalente.

Pi=Ams=[1221] [1"4 =35 =  a3= [315].

Atualizamos a3 para a base corrente y3 = Blaz = [35] 171 e a coluna de A3

[280]
I

|
. , 5 . .
adequadamente atualizada sera | = 2 JI Com a coluna de A3 pivotamos o quadro simplex

E

revisado, com wo = —% ew=— 73_0,
Base Inversa | RHS
z 1 70 110
-3 -5 -
A2 1 35 5
12 12 12
M 1 47 7
12 12 12

Terceira iteracao:

Montamos os novos subproblemas
2142

WA1 — C———[1221]—[1 -1-2- 1]—[5555] =
Max V(X)—§X1+—X2+—X3+—X4—73—0

Os subproblemas assumem a seguinte forma:

max vy (x) = —x1 += xz max v, (x) = X3 +3 X4
S. a S. a
X1 + 3%, < 30 X3 <10
2X1 + X9 < 20 3 Xy < 10
X1 > 0 X3 + X4 < 15
X9 = 0 X3 >0
\ X4 >0
Graficamente encontramos as solugdes 6timas:
20
=6,X2=86V1(X)=? e x3=10, x4 =5ev2(x) =—
Ponto extremo = (6, 8,10, 5) <« A4
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Figura 4 — Solug¢des graficas.
Max (2/37%1 + (1/3)"2

2,4

Fonte: Autoria propria.

Max (4/3)x3 + (2/13)"x4
x4 ll

: L
t
-1 E 1 s 3 4 5 1 T 8 9 1 1

Fonte: Autoria propria.

Veja que este ponto ja foi encontrado anteriormente e estava associado com a
variavel A2 que é uma variavel basica no quadro simplex corrente. Conceitualmente, isso
significa que o coeficiente de custo relativo das varidveis Aj do PL equivalente com maior
valor ¢ igual a zero e essa variavel ¢ basica e, portanto, os coeficientes de custo relativo de
todas as variaveis ndo basicas sdo (< 0) e, portanto, o quadro simplex corrente ¢ 6timo.

Verificamos esse fato encontrando v(x):

50 _

70 _
3 ?—OSO.

2
v(x) = vi(x) + v2(X) + wo = 37
Assim, o processo de solugdo foi terminado e a solugdo 6tima sera:

Z(x)=_13’£, 2=%,7L3=%ekj=0paraj¢Zej¢3.

Em funcao das variaveis originais:
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12[(10| ~ 12|10

6 10 3
10 . 25 10
x=kzxz+%3x3=il08‘+ 7l0‘= S bouseia, xi=Fxx=7x3=10,x4=5¢
5 5

110
Z(X) = — T.

Exemplo 20: Resolver o exemplo 19 usando o método das duas fases. O problema

de fase I assume a seguinte forma:

Minxy =s; + 5, — Fasel
Min z(A) = Z}‘:1(cxi)ki — Fasell
s. a
2}‘=1(A1xj)xi +s+s, =40 >w (171)
1 +s,=1 o> w,
A 20 =1..k
S,S1,S = 0

Observa-se que s ¢ uma variavel de folga original. O problema (171) tem a seguinte
M

P . . . I=Sl I= S =1 0= -1 I= r 9 — ! _1= !

SBEF trivial e artificial: Ag [52]’ AN M|’ B [0 1] B, cg=[11]ecaiw”=cgB'=cg
s

=[11] = [w’ wp] = w=1lewy=1
%o =wh=[11]["]=41erz=Bb=b=[*],

Assim, pode-se montar o quadro simplex revisado inicial:

Base Inversa | RHS A
X0 1 1 41 48
$2 1 0 40 pivo — | 47
$2 0 1 1 1

Agora precisa-se verificar a otimalidade do quadro simplex corrente. Para isso
identificamos a variavel nao basica Aj de maior coeficiente de custo relativo resolvendo os

subproblemas.

wAI=(1)[1221]=[1221],wo=1

Assim, os subproblemas assumem a seguinte forma:
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(Max vi(x) = X1 +2x, Max vy (X) = 2X3 + X4

is.a |S-a
X1 + 3%, <30 X3 <10
2X; + X, <20 { X4 =10
X1 =0 X3 +x4 <15
X9 =0 l X3 =0
k X, =0

Figura 5 — Solugdes graficas.

Max x1 + 22

Fonte: Autoria propria.

Max 2*%3 + x4

9 \
N
8] \
i \
7 \
6 ~
N

"\

7] N

Fonte: Autoria propria.

Graficamente encontramos a seguinte solucao:

x1=6,x2=8¢vy(x)=22 e x3=10,x4=5¢e vy(x) =25
Ponto extremo encontrado: x1 = (6, 8, 10, 5)

V'(x) = vi(X) + V3 (x) + wy =22 +25 +1 = 48 «— M

Assim, a variavel A1 tem o maior coeficiente de custo relativo e atualizamos a coluna
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6
— — 8 — — 47 1 — -1 — — 47
Pi=Ai=[1221]|8|=47 = a [1],p01s,y1 Bla = ar [1]
5
48
A coluna de A1 é [47] e agora se pode pivotar o quadro simplex.
1

Note que também se deve calcular o coeficiente de custo relativo da variavel de folga
s, ou seja, Cg =wW”’as— ¢’ =w”as— 0 =w’as =[11] [(1)] =1

Como ¢ menor que o coeficiente de custo relativo de A1 entdo ndo existe problemas.

1
w=——cwy=1
Base Inversa RHS A2
x| 1 1 7 1
47 47
M| 0 40 0
47 47
s2 | 1 1 7 pivo > | 1
47 47

Agora verificamos a otimalidade do quadro simplex.

A =L —-1_2_2_1
WAL= 47[1221] [47 47 47 47]

Resolveremos os dois subproblemas.

, 1 2 __ 2 1
Max vy (x) = — X1 X2 Max vy (X) = — 27 X3 T 7%4
s.a s.a
X1 + 3X2 < 30 X3 <10
5 2x; + X, <20 © X, <10
X4 >0 X3 +X4 <15
X7 = 0 X3 > 0
X4 > 0
Graficamente encontramos a seguinte solugao:
x1=0,x2=0evy(x)=0 e x3=0,x4a=0eVvy(x)=0

Ponto extremo encontrado: (0, 0, 0, 0)

VX)=vi(x) +vy(x) +wy=0+0+1=1 «— M\
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Figura 6 — Solugdes graficas.

Max -(1/47)x1 - (2/47)*%2

Fonte: Autoria propria.

Max -(2/47)7%3 - (1/47)"x4

nom N wm oW g
TR S NS

, t t + t + t t t t 5
El 1 2 3 4 5 [ 7 8 ] 1 1
3

Fonte: Autoria propria.

Encontramos também o coeficiente de custo relativo de s:
cl=w’as— ¢’ =w’as— 0 =w’as = [—il] [1] = —i<0(OK)
s ST s s 47 110 47 :

Assim, a variavel ndo basica A2 tem coeficiente de custo relativo v’(x) =1 > 0 ¢ deve

entrar na base. Atualizamos a coluna de A2:

0 1
P2=A1xz=[1221][g‘=0 :>a2=[‘1’]ey2=B-132= _EL ‘1’ [(1)]=[(1>]
0 47

1
A coluna de A2 adequadamente atualizada ¢ a seguinte: IO]
1

Assim pode-se fazer pivotagem no quadro simplex revisado.

Base Inversa RHS
X0 0 0 0
ML 0 40
47 47
M| 1 1 7
47 47
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A Fase I terminou porque xo = 0. Agora se precisa substituir a coluna da funcdo
objetivo com os dados atualizados da funcdo objetivo original, ver (171). Lembremos o

seguinte (relacdo entre Aj € o respectivo ponto extremo).

6 0
P X1 = 180 () A2 - X2 = g ()
5 0

Assim, precisa-se encontrar w¢ da base atual para a funcao objetivo da Fase Il e o

valor objetivo Z(x).

[ 6
cxy1 =[-1-1-2-1] 180 = -39 (coeficiente de A1)
L5
[0
cxz =[-1-1-2-1] 8 = 0 (coeficiente de A2)
L0

1
yrRY 39
= -1 = |- 47 = | — —
w* = cgB [-39 0] l_% J [ " 0]
1560

2(x) = wb = [~ 7 0] [410] BT

Portanto, o quadro simplex para continuar a Fase II do processo de solugao assume a

seguinte forma:

Base Inversa RHS
z(x) 39 0 1560
47 47
M 1 0 40
47 47
v |1 1 7
47 47

O quadro anterior ¢ o0 mesmo da pagina 122 e, portanto, o restante do processo € o

mesmo da resolucao do exemplo 18.
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