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RESUMO

Esta tese apresenta construgdes algébricas do reticulado Eg por meio da técnica que denominamos
construgdo via representacao matricial de médulos. Essa abordagem fundamenta-se no uso de
ideais principais contidos em ordens maximais de dlgebras de divisdo dos quatérnios definidas
sobre corpos quadrdticos imagindrios com nimero de classe 1, restringindo-se aquelas que
minimizam o volume de Tamagawa, parametro diretamente relacionado ao desempenho de
codigos espaco-tempo em sistemas MIMO. Em continuidade, investigamos dlgebras de divisdao
dos quatérnios sobre corpos da forma K = Q((,), comn = 2" e r > 2, e caracterizamos o
volume de reticulados de dimensdo 4n por meio do homomorfismo candnico o 4, que associa
elementos da dlgebra a R*". Essa constru¢io permitiu desenvolver reticulados associados a
ordens maximais e a ideais a esquerda nessas ordens. Por fim, apresentamos uma construcao
explicita de um reticulado a partir de um Z-moédulo contido em uma ordem maximal de uma
dlgebra dos quatérnios sobre K = Q((s). As técnicas propostas ampliam as possibilidades de

aplicacdo em criptografia e teoria dos c6digos.

Palavras-Chave: dlgebras dos quatérnios; teoria algébrica dos niimeros; corpos ciclotdmicos;

reticulados algébricos; ordens maximais.



ABSTRACT

This thesis presents algebraic constructions of the Ejg lattice through a technique we refer to
as the matrix representation of modules. This approach is based on the use of principal ideals
contained in maximal orders of quaternion division algebras defined over imaginary quadratic
fields with class number 1, restricted to those that minimize the Tamagawa volume, a parameter
directly related to the performance of space-time codes in MIMO systems. Subsequently, we
investigate quaternion division algebras over fields of the form K = Q((,), with n = 2" and
r > 2, and characterize the volume of 4n-dimensional lattices via the canonical homomorphism
o 4, which maps elements of the algebra to R*". This construction enabled the development of
lattices associated with maximal orders and left ideals in such orders. Finally, we provide an
explicit construction of a lattice from a Z-module contained in a maximal order of a quaternion
algebra over K = Q((g). The techniques introduced in this work broaden the range of potential

applications in coding theory and cryptography.

Keywords: quaternion algebra; algebraic number theory; cyclotomic fields; algebraic lattices;

maximal orders.
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1 INTRODUCAO

Reticulados sdo subgrupos aditivos discretos de R", gerados por combinagdes lineares com
coeficientes inteiros de vetores linearmente independentes. Essas estruturas desempenham papel
central em diversas dreas da matemadtica, especialmente na teoria algébrica dos nimeros, [1], [2]
e [3], na codificacdo de informacdes e em sistemas de telecomunicacdes, sendo utilizados na
construcdo de cddigos corretores de erros eficientes [4].

A relevancia dos reticulados estende-se a criptografia pds-quantica, [5] e [6], que explora
problemas como LWE (Learning With Errors) e suas variantes RLWE (Ring-LWE) e CLWE
(Cyclic Algebra LWE), que atuam como base para sistemas criptograficos seguros contra ataques
de computadores quanticos, como descrito em [7]. Obras classicas, como [8], estabeleceram
uma base tedrica solida para essa drea em crescimento.

Trabalhos recentes, como [4] e [9], tém explorado a relacdo entre propriedades de reticulados
estudados na teoria algébrica dos nimeros e sua eficicia como c6digos corretores de erros. Tais
estudos demonstram como constru¢des com origem algébrica impactam diretamente tecnologias
atuais em seguranca digital e comunicacao.

Na teoria da codificagdo para comunicacdes sem fio, reticulados sdo amplamente empregados
em codigos de bloco espaco-tempo (Space-Time Block Codes), aplicados a transmissao de
sinais em sistemas com multiplas antenas, conhecidos como sistemas MIMO (Multiple Input
Multiple Output), [10], [11], [12] e [13]. Nesses sistemas, a escolha de reticulados com boa
densidade de empacotamento e simetria apropriada é decisiva para garantir robustez frente a
ruidos e interferéncias.

Estruturas algébricas, como os anéis de inteiros de corpos de niimeros e ordens maximais em
algebras dos quatérnios, fornecem uma base para construgdes de reticulados. Abordagens desse
tipo, discutidas em [8] e [14], revelam como propriedades de ordens se refletem em propriedades
dos reticulados. Em [9], os autores abordam o papel da teoria algébrica dos nimeros no mundo
das comunicacoes sem fio.

Algebras de divisio ciclicas, em particular, as dlgebras de divisdo dos quatérnios, oferecem
uma estrutura algébrica rica, adequada para representar transformacdes geométricas e resolver
equagOes diofantinas. Tais estruturas sdo fundamentais em codificacio e criptografia, devido a
sua capacidade de combinar eficiéncia computacional com seguranca, [15].

Em comunicagdes sem fio, dlgebras ciclicas t€ém sido utilizadas com sucesso na constru¢ao
de cddigos espaco-tempo para sistemas MIMO, [10] e [16]. Essas construcdes se beneficiam
das propriedades de ortogonalidade e alta taxa de transmissao oferecidas pelas dlgebras dos
quatérnios, resultando em c6digos com bom desempenho em ambientes ruidosos, [17].

Em criptografia moderna, a seguranca de muitos esquemas estd fundamentada na dificuldade
computacional de problemas mateméticos, como fatoracdo de inteiros, cdlculo do logaritmo

discreto, ou problemas em reticulados, cujas melhores solu¢des conhecidas requerem tempo



17

exponencial. Como mencionado, problemas como LWE e suas variantes sustentam sistemas
seguros contra ataques quanticos, [5], [6] e [7]. Além disso, dlgebras ciclicas tém sido aplicadas
com €xito na construcao de criptossistemas baseados em reticulados, conciliando seguranca e
viabilidade algoritmica.

A interacdo entre reticulados e dlgebras de divisdo ciclicas permite a construcio de reticulados
com propriedades ideais para aplicagdes em codificagdo e seguranca da informacgdo. Quando
essas algebras sdo definidas sobre corpos de nimeros, € possivel obter reticulados densos e
bem estruturados. Reticulados construidos a partir de dlgebras ciclicas, por exemplo, t€m sido
estudados em cddigos espaco-tempo e esquemas criptograficos baseados em reticulados [9], [10]
e [16].

O estudo dessas construcdes aprofunda a compreensdo tedrica e, simultaneamente, con-
tribui para aplicagcOes préticas relevantes, como transmissao segura de dados e otimizagdo de
desempenho em canais de comunicagao.

Esta tese desenvolve construcdes algébricas de reticulados a partir de ordens maximais
em dalgebras dos quatérnios definidas sobre corpos quadriticos imaginérios e certos corpos
ciclotdmicos, motivadas por aplicagdes potenciais em comunicagao e criptografia, embora o foco
esteja na andlise tedrica dessas estruturas.

Apresentamos novas construgdes de reticulados de dimensao 2", com r > 2, a partir de
ideais principais e Z-modulos contidos em ordens maximais. Entre os principais resultados,
destacamos a caracteriza¢ao do volume de reticulados obtidos via 0 homomorfismo canonico
associado a uma algebra dos quatérnios definida sobre uma ordem maximal.

O Capitulo 2 apresenta os principais conceitos tedricos utilizados ao longo da tese, reunindo
resultados da teoria algébrica dos nimeros, da teoria dos reticulados e das dlgebras dos quatérnios.
Iniciamos com uma revisao da estrutura de corpos de nimeros, seus anéis de inteiros, traco,
norma, discriminante e extensdes de Galois. Em seguida, abordamos de forma mais detalhada os
corpos quadréticos e ciclotdmicos, com €nfase na decomposicao de ideais, na estrutura dos anéis
Ok e na andlise de extensdes ciclotdmicas do tipo Q((ar ), com r > 2.

Na sequéncia, tratamos da teoria de ramifica¢do de ideais, apresentando os conceitos de
norma de um ideal, fatoracdo de primos em extensodes, indice de ramificacdo, grau de inércia e
a igualdade fundamental. Esses elementos serdo importantes nas andlises envolvendo ordens
maximais em dlgebras dos quatérnios. Na parte dedicada a teoria dos reticulados, introduzimos
defini¢des e propriedades basicas, como matriz geradora, matriz de Gram, volume, densidade
de empacotamento e regido fundamental. Em seguida, discutimos a construcao de reticulados
algébricos via Z-mddulos, utilizando o homomorfismo candnico de um corpo de niimeros K.
Também abordamos o conceito de equivaléncia de reticulados e a acdo de matrizes unimodulares.

Ainda neste capitulo, introduzimos as valoragdes p-ddicas e os corpos locais @Q,, com
destaque para os critérios que permitem determinar a existéncia de quadrados e de solugdes de
equagdes em Q,. Esses resultados serdo tteis na investigacdo de elementos que ndo s3o normas

em certas extensoes.
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A segunda metade do capitulo é dedicada a teoria das dlgebras ciclicas, com especial aten¢ao
as algebras dos quatérnios. Apresentamos os critérios para que uma dlgebra dos quatérnios seja
de divisao e discutimos a condicao de nao ser norma. Por fim, abordamos a no¢do de ordem em
algebras dos quatérnios, com foco nas ordens maximais, e discutimos o conceito de discriminante
de uma ordem, ferramenta central para a andlise que serd desenvolvida nos capitulos seguintes.

O Capitulo 3 € dedicado a constru¢ao do reticulado Eg por meio de ordens maximais
em algebras dos quatérnios definidas sobre corpos quadraticos imagindrios com nimero de
classe 1. Inicialmente, retomamos a técnica de representacdo matricial de médulos para a
obtencdo de reticulados a partir de ideais em ordens maximais. Essa abordagem, além de
reinterpretar construgdes ja conhecidas, é generalizada ao contexto de diferentes dlgebras de
divisdo, destacando sua aplicabilidade na constru¢do de reticulados densos.

Na sequéncia, sio discutidos os parametros que influenciam diretamente a constru¢ao, com
€nfase na minimizac¢ao do volume de Tamagawa. Um dos principais avancos deste capitulo
estd na formulagdo de um critério algébrico que orienta a escolha de ordens e ideais de forma a
otimizar esse volume, garantindo propriedades geométricas desejaveis nos reticulados obtidos.

O capitulo também traz uma andlise detalhada das condi¢cdes sob as quais determinados
ideais em ordens maximais podem ser usados para gerar reticulados equivalentes ao reticulado
Es. Desenvolvemos, nesse contexto, um critério explicito, baseado em propriedades de norma e
nos coeficientes da dlgebra, que assegura a construcao de Eg em diferentes contextos algébricos.

Na parte central do capitulo, sdo apresentadas construcdes do reticulado Fjg a partir de
diferentes dlgebras dos quatérnios da forma A = (—p, —1)Q( v=a)» com p e d escolhidos de
forma criteriosa para garantir que a adlgebra seja de divisdo e que a ordem considerada seja
maximal. Um resultado inédito estabelecido neste capitulo demonstra que, para os valores de
d =11, 19, 43, 67 e 163, e para os respectivos p escolhidos, as dlgebras A sdo de fato algebras
de divisdo, utilizando técnicas de nio representabilidade de normas em Q,,. Cada exemplo inclui
a defini¢cdo explicita do ideal, a escolha da base da ordem, a matriz associada via representacao
matricial e a verificacdo do volume, mostrando que o reticulado obtido &, de fato, equivalente ao
reticulado Es. O capitulo € concluido com uma anélise sobre as dlgebras escolhidas.

O Capitulo 4 € dedicado a caracterizagdo do volume de reticulados construidos a partir
de ordens maximais em dlgebras dos quatérnios, com foco na aplicacdo do homomorfismo
candnico o 4. Inicialmente, € feita a definicdo formal desse homomorfismo para dlgebras da
forma A = («a, §)x, com K um corpo de nimeros, generalizando o caso cldssico de reticulados
ideais associados a corpos de nimeros. O objetivo central do capitulo é estender essa constru¢ao
para o caso de reticulados obtidos a partir de ordens em dlgebras dos quatérnios, com uma andlise
precisa de seu volume.

Em seguida, sdo estabelecidos os fundamentos para a construcdo de familias de dlgebras
de divisdo ciclicas, definidas sobre corpos ciclotdmicos da forma K = Q((,,), com m = p"
e p primo. A partir de resultados cldssicos da literatura, mostra-se que existem extensoes

quadraticas ciclicas IL|K para as quais (,,, ndo é norma de LL sobre K, o que assegura que a
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dlgebra A = (L|K, o, (,,,) seja uma dlgebra de divisdo e mostra-se também que para essa dlgebra,
a ordem natural é maximal. Essa propriedade € crucial, pois permite utilizar diretamente a base
da ordem natural na construgdo de reticulados via homomorfismo candnico, simplificando os
calculos e assegurando boas propriedades estruturais.

O resultado principal do capitulo é a dedu¢@o de uma férmula para o volume de reticulados
construidos a partir de Z-mddulos livres ou ideais contidos em ordens maximais dessas dlgebras,
porém sobre o corpo Q((ar), com r > 2. Essa formula generaliza o teorema do volume classico
do caso comutativo, para o contexto ndo comutativo das dlgebras dos quatérnios definidas sobre
Q(Car)- A prova envolve a andlise da matriz My, obtida pelas imagens dos elementos do médulo
via 04, cuja estrutura matricial em blocos permite um calculo eficiente do determinante e,
portanto, do volume do reticulado. Além disso, o capitulo apresenta um estudo detalhado da
acdo de o 4 sobre os elementos da dlgebra e de sua compatibilidade com automorfismos do grupo
de Galois, decomposi¢des modulares, normas, tragos e discriminantes. Os resultados obtidos
fornecem a base algébrica necessdria para as construgdes exploradas no Capitulo 5, em que
reticulados sdo explicitamente obtidos a partir das ordens analisadas neste capitulo.

O Capitulo 5 € dedicado a aplicacdo das ferramentas tedricas desenvolvidas nos capitulos an-
teriores a construcdo de reticulados via ordens maximais em algebras dos quatérnios, com énfase
especial na utilizacdo de ideais principais e Z-md6dulos em ordens maximais. As construgdes
desse capitulo representam resultados originais. O capitulo inicia com uma andlise refinada do
volume dos reticulados associados a ideais principais a esquerda de ordens maximais, utilizando
a férmula do volume deduzida no Capitulo 4. Essa abordagem permite avaliar de maneira precisa
o impacto dos parametros algébricos na geometria dos reticulados construidos.

Na sequéncia, sdo apresentadas construcdes de reticulados em dimensdo 8, por meio de
ideais principais cuidadosamente escolhidos em ordens maximais das dlgebras estudadas. Entre
os reticulados obtidos, destacam-se o reticulado Z8, o reticulado Eg, e versdes escalonadas,
como Z8 & /2 - 78, além de construcdes com simetrias envolvendo cépias do reticulado Dy.
Cada construcao é acompanhada da andlise detalhada dos parametros envolvidos. Um destaque
importante do capitulo € a constru¢do de reticulados com estrutura do tipo /273 - Z*¥", obtidos
a partir de ordens maximais definidas sobre dlgebras dos quatérnios com centro nos corpos
ciclotdmicos Q((or ), com 7 > 2.

Por fim, o capitulo apresenta a construcdo de reticulados a partir de Z-mddulos que ndo sao
necessariamente ideais, o que representa uma generalizacao relevante das abordagens classicas.
Em particular, é apresentada a constru¢ido de um reticulado equivalente ao reticulado Ag por

meio de um Z-mddulo livre contido em uma ordem maximal de uma dlgebra dos quatérnios.
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6 CONCLUSAO E PERSPECTIVAS FUTURAS

Este trabalho apresentou constru¢des de reticulados por meio de algebras dos quatérnios
definidas sobre corpos totalmente complexos, incluindo corpos quadraticos imaginérios e corpos
ciclotdbmicos. No caso especifico das construcdes baseadas em corpos ciclotomicos de grau
maior que dois sobre (Q, trata-se de uma dire¢@o que, até onde se tem conhecimento, ainda ndo
havia sido explorada na literatura. Essas constru¢des apresentam potencial para aplicagdes em
codificacdo e criptografia.

No Capitulo 3, analisamos a constru¢do de reticulados a partir de ordens maximais em
algebras dos quatérnios definidas sobre corpos quadraticos imaginarios. Demonstramos que
a utilizacdo da representa¢ao matricial de médulos permite obter reticulados equivalentes ao
reticulado FEg, contribuindo para a ampliacdo das técnicas de constru¢do de reticulados na
literatura. Além disso, encontramos ideais em ordens maximais cujos reticulados associados
possuem a melhor densidade em dimensdo 8, e introduzimos novas dlgebras associadas a cdigos
eficientes no contexto do método de reducgdo algébrica, minimizando o volume de Tamagawa.

No Capitulo 4, estabelecemos as bases tedricas para a constru¢ao dos reticulados discutidos
no Capitulo 5, explorando extensivamente a estrutura das dlgebras dos quatérnios definidas sobre
corpos ciclotomicos K = Q({sr), com r > 2. Apresentamos resultados fundamentais para a
caracterizacao de ordens maximais em dlgebras dos quatérnios e para a definicao de familias
especificas dessas dlgebras, destacando a relevancia do 2"-ésimo corpos ciclotdmicos. Dentre
as contribui¢des mais relevantes desse capitulo, destacamos a caracteriza¢ao do volume dos
reticulados obtidos por meio de um moédulo contido em uma ordem maximal.

No Capitulo 5, aplicamos os resultados obtidos no capitulo anterior, para construir novos
reticulados, utilizando ideais principais e ordens maximais. Demonstramos que certas ordens
maximais ddo origem a uma familia de reticulados equivalentes a /s, - Z", com s, = or—3,
n = 2"t e r > 2, fornecendo uma caracterizacdo precisa para o volume desses reticulados.
Além disso, apresentamos uma construgao alternativa do reticulado Eg, bem como um Z-méddulo
contido em uma ordem maximal, que gera um reticulado equivalente ao reticulado A;4. Essas
construcdes ndo apenas fortalecem o entendimento da interacao entre dlgebras dos quatérnios e
reticulados, mas também fornecem ferramentas valiosas para a drea de criptografia baseada em
reticulados e comunicagdes eficientes.

Dessa forma, este trabalho ndo apenas amplia as construc¢des cldssicas de reticulados, mas
também introduz novas técnicas e abordagens para sua constru¢do, através de algebras dos
quatérnios. As contribui¢des apresentadas tém potencial para impactar significativamente a
pesquisa em teoria dos reticulados, criptografia e cddigos corretores de erro, além de problemas
como LWE e suas variantes RLWE e CLWE, [5], [6] e [7], oferecendo novas perspectivas
e avanc¢os na compreensao das intersecdes entre teoria dos nimeros algébricos, dlgebras dos

quatérnios e reticulados.
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Os resultados obtidos neste trabalho abrem diversas dire¢des para pesquisas futuras, tanto
no aprofundamento das constru¢des de reticulados, quanto na exploragdo de novas estruturas
algébricas. Um dos caminhos mais promissores consiste no estudo de outras ordens maximais
associadas as dlgebras de divisdo dos quatérnios e suas generalizacoes. Caracterizar familias
de ordens maximais tem sido um problema investigado devido a sua relevancia em aplicagdes
praticas, [7] e [16].

A extensdo do estudo feito aqui para dlgebras de divisao ciclicas de indice maior do que dois
e dlgebras mais gerais, representa outra perspectiva relevante. Em particular, as dlgebras produto
cruzado surgem como uma generaliza¢do natural das dlgebras de divisdo ciclicas, sendo obtidas
a partir de extensdes de corpos cujo grupo de Galois nao € ciclico. O estudo de ordens maximais
nessas algebras pode levar a identificacdo de novas classes de reticulados com propriedades
desejdveis, expandindo o escopo das construgdes exploradas neste trabalho. Além disso, essas
estruturas podem oferecer novas abordagens para a formulacdo de problemas dificeis em teoria
dos niimeros e sua aplicacao em protocolos criptograficos baseados em reticulados.

No contexto das aplicagdes praticas, uma linha de pesquisa futura envolve a andlise computa-
cional das construg¢des propostas, com o objetivo de implementar algoritmos eficientes para a
determinacdo de reticulados associados a ordens maximais especificas. Isso permitiria verificar
empiricamente as propriedades tedricas dos reticulados e otimizar suas aplicacdes em areas
como codificacdo de canal e criptografia pds-quintica.

Outro aspecto a ser investigado € a relacdo entre a escolha da ordem maximal e a densidade
dos reticulados obtidos. Conforme mencionado ao longo deste trabalho, reticulados com alta
densidade sdo fundamentais para diversas aplicagdes, desde a comunicacio eficiente até o design
de codigos corretores de erros. Assim, explorar outras familias de ordens maximais pode levar a
obtencao de reticulados com densidade ainda maior em outras dimensdes e propriedades mais
favordveis para aplicagdes especificas.

Outra dire¢ao importante envolve a andlise de parametros associados ao desempenho de
codigos espaco-tempo, especialmente no que se refere a probabilidade de erro em canais MIMO.
Além disso, a investigacdo de pardmetros associados a criptografia baseada em reticulados, como
a distancia minima normalizada, a norma do vetor mais curto e a densidade de empacotamento
também € uma perspectiva futura. Essas perspectivas futuras destacam o potencial das abordagens

aqui exploradas para influenciar avancos tedricos e praticos em codificacao e criptografia.
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