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RESUMO

Esta tese apresenta construções algébricas do reticuladoE8 por meio da técnica que denominamos
construção via representação matricial de módulos. Essa abordagem fundamenta-se no uso de
ideais principais contidos em ordens maximais de álgebras de divisão dos quatérnios definidas
sobre corpos quadráticos imaginários com número de classe 1, restringindo-se àquelas que
minimizam o volume de Tamagawa, parâmetro diretamente relacionado ao desempenho de
códigos espaço-tempo em sistemas MIMO. Em continuidade, investigamos álgebras de divisão
dos quatérnios sobre corpos da forma K = Q(ζn), com n = 2r e r ≥ 2, e caracterizamos o
volume de reticulados de dimensão 4n por meio do homomorfismo canônico σA, que associa
elementos da álgebra a R4n. Essa construção permitiu desenvolver reticulados associados a
ordens maximais e a ideais à esquerda nessas ordens. Por fim, apresentamos uma construção
explícita de um reticulado a partir de um Z-módulo contido em uma ordem maximal de uma
álgebra dos quatérnios sobre K = Q(ζ8). As técnicas propostas ampliam as possibilidades de
aplicação em criptografia e teoria dos códigos.

Palavras-Chave: álgebras dos quatérnios; teoria algébrica dos números; corpos ciclotômicos;
reticulados algébricos; ordens maximais.



ABSTRACT

This thesis presents algebraic constructions of the E8 lattice through a technique we refer to
as the matrix representation of modules. This approach is based on the use of principal ideals
contained in maximal orders of quaternion division algebras defined over imaginary quadratic
fields with class number 1, restricted to those that minimize the Tamagawa volume, a parameter
directly related to the performance of space-time codes in MIMO systems. Subsequently, we
investigate quaternion division algebras over fields of the form K = Q(ζn), with n = 2r and
r ≥ 2, and characterize the volume of 4n-dimensional lattices via the canonical homomorphism
σA, which maps elements of the algebra to R4n. This construction enabled the development of
lattices associated with maximal orders and left ideals in such orders. Finally, we provide an
explicit construction of a lattice from a Z-module contained in a maximal order of a quaternion
algebra over K = Q(ζ8). The techniques introduced in this work broaden the range of potential
applications in coding theory and cryptography.

Keywords: quaternion algebra; algebraic number theory; cyclotomic fields; algebraic lattices;
maximal orders.
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1 INTRODUÇÃO

Reticulados são subgrupos aditivos discretos de Rn, gerados por combinações lineares com
coeficientes inteiros de vetores linearmente independentes. Essas estruturas desempenham papel
central em diversas áreas da matemática, especialmente na teoria algébrica dos números, [1], [2]
e [3], na codificação de informações e em sistemas de telecomunicações, sendo utilizados na
construção de códigos corretores de erros eficientes [4].

A relevância dos reticulados estende-se à criptografia pós-quântica, [5] e [6], que explora
problemas como LWE (Learning With Errors) e suas variantes RLWE (Ring-LWE) e CLWE
(Cyclic Algebra LWE), que atuam como base para sistemas criptográficos seguros contra ataques
de computadores quânticos, como descrito em [7]. Obras clássicas, como [8], estabeleceram
uma base teórica sólida para essa área em crescimento.

Trabalhos recentes, como [4] e [9], têm explorado a relação entre propriedades de reticulados
estudados na teoria algébrica dos números e sua eficácia como códigos corretores de erros. Tais
estudos demonstram como construções com origem algébrica impactam diretamente tecnologias
atuais em segurança digital e comunicação.

Na teoria da codificação para comunicações sem fio, reticulados são amplamente empregados
em códigos de bloco espaço-tempo (Space-Time Block Codes), aplicados à transmissão de
sinais em sistemas com múltiplas antenas, conhecidos como sistemas MIMO (Multiple Input
Multiple Output), [10], [11], [12] e [13]. Nesses sistemas, a escolha de reticulados com boa
densidade de empacotamento e simetria apropriada é decisiva para garantir robustez frente a
ruídos e interferências.

Estruturas algébricas, como os anéis de inteiros de corpos de números e ordens maximais em
álgebras dos quatérnios, fornecem uma base para construções de reticulados. Abordagens desse
tipo, discutidas em [8] e [14], revelam como propriedades de ordens se refletem em propriedades
dos reticulados. Em [9], os autores abordam o papel da teoria algébrica dos números no mundo
das comunicações sem fio.

Álgebras de divisão cíclicas, em particular, as álgebras de divisão dos quatérnios, oferecem
uma estrutura algébrica rica, adequada para representar transformações geométricas e resolver
equações diofantinas. Tais estruturas são fundamentais em codificação e criptografia, devido à
sua capacidade de combinar eficiência computacional com segurança, [15].

Em comunicações sem fio, álgebras cíclicas têm sido utilizadas com sucesso na construção
de códigos espaço-tempo para sistemas MIMO, [10] e [16]. Essas construções se beneficiam
das propriedades de ortogonalidade e alta taxa de transmissão oferecidas pelas álgebras dos
quatérnios, resultando em códigos com bom desempenho em ambientes ruidosos, [17].

Em criptografia moderna, a segurança de muitos esquemas está fundamentada na dificuldade
computacional de problemas matemáticos, como fatoração de inteiros, cálculo do logaritmo
discreto, ou problemas em reticulados, cujas melhores soluções conhecidas requerem tempo
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exponencial. Como mencionado, problemas como LWE e suas variantes sustentam sistemas
seguros contra ataques quânticos, [5], [6] e [7]. Além disso, álgebras cíclicas têm sido aplicadas
com êxito na construção de criptossistemas baseados em reticulados, conciliando segurança e
viabilidade algorítmica.

A interação entre reticulados e álgebras de divisão cíclicas permite a construção de reticulados
com propriedades ideais para aplicações em codificação e segurança da informação. Quando
essas álgebras são definidas sobre corpos de números, é possível obter reticulados densos e
bem estruturados. Reticulados construídos a partir de álgebras cíclicas, por exemplo, têm sido
estudados em códigos espaço-tempo e esquemas criptográficos baseados em reticulados [9], [10]
e [16].

O estudo dessas construções aprofunda a compreensão teórica e, simultaneamente, con-
tribui para aplicações práticas relevantes, como transmissão segura de dados e otimização de
desempenho em canais de comunicação.

Esta tese desenvolve construções algébricas de reticulados a partir de ordens maximais
em álgebras dos quatérnios definidas sobre corpos quadráticos imaginários e certos corpos
ciclotômicos, motivadas por aplicações potenciais em comunicação e criptografia, embora o foco
esteja na análise teórica dessas estruturas.

Apresentamos novas construções de reticulados de dimensão 2r, com r > 2, a partir de
ideais principais e Z-módulos contidos em ordens maximais. Entre os principais resultados,
destacamos a caracterização do volume de reticulados obtidos via o homomorfismo canônico
associado a uma álgebra dos quatérnios definida sobre uma ordem maximal.

O Capítulo 2 apresenta os principais conceitos teóricos utilizados ao longo da tese, reunindo
resultados da teoria algébrica dos números, da teoria dos reticulados e das álgebras dos quatérnios.
Iniciamos com uma revisão da estrutura de corpos de números, seus anéis de inteiros, traço,
norma, discriminante e extensões de Galois. Em seguida, abordamos de forma mais detalhada os
corpos quadráticos e ciclotômicos, com ênfase na decomposição de ideais, na estrutura dos anéis
OK e na análise de extensões ciclotômicas do tipo Q(ζ2r), com r ≥ 2.

Na sequência, tratamos da teoria de ramificação de ideais, apresentando os conceitos de
norma de um ideal, fatoração de primos em extensões, índice de ramificação, grau de inércia e
a igualdade fundamental. Esses elementos serão importantes nas análises envolvendo ordens
maximais em álgebras dos quatérnios. Na parte dedicada à teoria dos reticulados, introduzimos
definições e propriedades básicas, como matriz geradora, matriz de Gram, volume, densidade
de empacotamento e região fundamental. Em seguida, discutimos a construção de reticulados
algébricos via Z-módulos, utilizando o homomorfismo canônico de um corpo de números K.
Também abordamos o conceito de equivalência de reticulados e a ação de matrizes unimodulares.

Ainda neste capítulo, introduzimos as valorações p-ádicas e os corpos locais Qp, com
destaque para os critérios que permitem determinar a existência de quadrados e de soluções de
equações em Qp. Esses resultados serão úteis na investigação de elementos que não são normas
em certas extensões.
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A segunda metade do capítulo é dedicada à teoria das álgebras cíclicas, com especial atenção
às álgebras dos quatérnios. Apresentamos os critérios para que uma álgebra dos quatérnios seja
de divisão e discutimos a condição de não ser norma. Por fim, abordamos a noção de ordem em
álgebras dos quatérnios, com foco nas ordens maximais, e discutimos o conceito de discriminante
de uma ordem, ferramenta central para a análise que será desenvolvida nos capítulos seguintes.

O Capítulo 3 é dedicado à construção do reticulado E8 por meio de ordens maximais
em álgebras dos quatérnios definidas sobre corpos quadráticos imaginários com número de
classe 1. Inicialmente, retomamos a técnica de representação matricial de módulos para a
obtenção de reticulados a partir de ideais em ordens maximais. Essa abordagem, além de
reinterpretar construções já conhecidas, é generalizada ao contexto de diferentes álgebras de
divisão, destacando sua aplicabilidade na construção de reticulados densos.

Na sequência, são discutidos os parâmetros que influenciam diretamente a construção, com
ênfase na minimização do volume de Tamagawa. Um dos principais avanços deste capítulo
está na formulação de um critério algébrico que orienta a escolha de ordens e ideais de forma a
otimizar esse volume, garantindo propriedades geométricas desejáveis nos reticulados obtidos.

O capítulo também traz uma análise detalhada das condições sob as quais determinados
ideais em ordens maximais podem ser usados para gerar reticulados equivalentes ao reticulado
E8. Desenvolvemos, nesse contexto, um critério explícito, baseado em propriedades de norma e
nos coeficientes da álgebra, que assegura a construção de E8 em diferentes contextos algébricos.

Na parte central do capítulo, são apresentadas construções do reticulado E8 a partir de
diferentes álgebras dos quatérnios da forma A = (−p,−1)Q(

√
−d), com p e d escolhidos de

forma criteriosa para garantir que a álgebra seja de divisão e que a ordem considerada seja
maximal. Um resultado inédito estabelecido neste capítulo demonstra que, para os valores de
d = 11, 19, 43, 67 e 163, e para os respectivos p escolhidos, as álgebras A são de fato álgebras
de divisão, utilizando técnicas de não representabilidade de normas em Qp. Cada exemplo inclui
a definição explícita do ideal, a escolha da base da ordem, a matriz associada via representação
matricial e a verificação do volume, mostrando que o reticulado obtido é, de fato, equivalente ao
reticulado E8. O capítulo é concluído com uma análise sobre as álgebras escolhidas.

O Capítulo 4 é dedicado à caracterização do volume de reticulados construídos a partir
de ordens maximais em álgebras dos quatérnios, com foco na aplicação do homomorfismo
canônico σA. Inicialmente, é feita a definição formal desse homomorfismo para álgebras da
forma A = (α, β)K, com K um corpo de números, generalizando o caso clássico de reticulados
ideais associados a corpos de números. O objetivo central do capítulo é estender essa construção
para o caso de reticulados obtidos a partir de ordens em álgebras dos quatérnios, com uma análise
precisa de seu volume.

Em seguida, são estabelecidos os fundamentos para a construção de famílias de álgebras
de divisão cíclicas, definidas sobre corpos ciclotômicos da forma K = Q(ζm), com m = pr

e p primo. A partir de resultados clássicos da literatura, mostra-se que existem extensões
quadráticas cíclicas L|K para as quais ζm não é norma de L sobre K, o que assegura que a
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álgebra A = (L|K, σ, ζm) seja uma álgebra de divisão e mostra-se também que para essa álgebra,
a ordem natural é maximal. Essa propriedade é crucial, pois permite utilizar diretamente a base
da ordem natural na construção de reticulados via homomorfismo canônico, simplificando os
cálculos e assegurando boas propriedades estruturais.

O resultado principal do capítulo é a dedução de uma fórmula para o volume de reticulados
construídos a partir de Z-módulos livres ou ideais contidos em ordens maximais dessas álgebras,
porém sobre o corpo Q(ζ2r), com r ≥ 2. Essa fórmula generaliza o teorema do volume clássico
do caso comutativo, para o contexto não comutativo das álgebras dos quatérnios definidas sobre
Q(ζ2r). A prova envolve a análise da matriz MW obtida pelas imagens dos elementos do módulo
via σA, cuja estrutura matricial em blocos permite um cálculo eficiente do determinante e,
portanto, do volume do reticulado. Além disso, o capítulo apresenta um estudo detalhado da
ação de σA sobre os elementos da álgebra e de sua compatibilidade com automorfismos do grupo
de Galois, decomposições modulares, normas, traços e discriminantes. Os resultados obtidos
fornecem a base algébrica necessária para as construções exploradas no Capítulo 5, em que
reticulados são explicitamente obtidos a partir das ordens analisadas neste capítulo.

O Capítulo 5 é dedicado à aplicação das ferramentas teóricas desenvolvidas nos capítulos an-
teriores à construção de reticulados via ordens maximais em álgebras dos quatérnios, com ênfase
especial na utilização de ideais principais e Z-módulos em ordens maximais. As construções
desse capítulo representam resultados originais. O capítulo inicia com uma análise refinada do
volume dos reticulados associados a ideais principais à esquerda de ordens maximais, utilizando
a fórmula do volume deduzida no Capítulo 4. Essa abordagem permite avaliar de maneira precisa
o impacto dos parâmetros algébricos na geometria dos reticulados construídos.

Na sequência, são apresentadas construções de reticulados em dimensão 8, por meio de
ideais principais cuidadosamente escolhidos em ordens maximais das álgebras estudadas. Entre
os reticulados obtidos, destacam-se o reticulado Z8, o reticulado E8, e versões escalonadas,
como Z8 ⊕

√
2 · Z8, além de construções com simetrias envolvendo cópias do reticulado D4.

Cada construção é acompanhada da análise detalhada dos parâmetros envolvidos. Um destaque
importante do capítulo é a construção de reticulados com estrutura do tipo

√
2r−3 ·Z2r+1 , obtidos

a partir de ordens maximais definidas sobre álgebras dos quatérnios com centro nos corpos
ciclotômicos Q(ζ2r), com r ≥ 2.

Por fim, o capítulo apresenta a construção de reticulados a partir de Z-módulos que não são
necessariamente ideais, o que representa uma generalização relevante das abordagens clássicas.
Em particular, é apresentada a construção de um reticulado equivalente ao reticulado Λ16 por
meio de um Z-módulo livre contido em uma ordem maximal de uma álgebra dos quatérnios.
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6 CONCLUSÃO E PERSPECTIVAS FUTURAS

Este trabalho apresentou construções de reticulados por meio de álgebras dos quatérnios
definidas sobre corpos totalmente complexos, incluindo corpos quadráticos imaginários e corpos
ciclotômicos. No caso específico das construções baseadas em corpos ciclotômicos de grau
maior que dois sobre Q, trata-se de uma direção que, até onde se tem conhecimento, ainda não
havia sido explorada na literatura. Essas construções apresentam potencial para aplicações em
codificação e criptografia.

No Capítulo 3, analisamos a construção de reticulados a partir de ordens maximais em
álgebras dos quatérnios definidas sobre corpos quadráticos imaginários. Demonstramos que
a utilização da representação matricial de módulos permite obter reticulados equivalentes ao
reticulado E8, contribuindo para a ampliação das técnicas de construção de reticulados na
literatura. Além disso, encontramos ideais em ordens maximais cujos reticulados associados
possuem a melhor densidade em dimensão 8, e introduzimos novas álgebras associadas a códigos
eficientes no contexto do método de redução algébrica, minimizando o volume de Tamagawa.

No Capítulo 4, estabelecemos as bases teóricas para a construção dos reticulados discutidos
no Capítulo 5, explorando extensivamente a estrutura das álgebras dos quatérnios definidas sobre
corpos ciclotômicos K = Q(ζ2r), com r ≥ 2. Apresentamos resultados fundamentais para a
caracterização de ordens maximais em álgebras dos quatérnios e para a definição de famílias
específicas dessas álgebras, destacando a relevância do 2r-ésimo corpos ciclotômicos. Dentre
as contribuições mais relevantes desse capítulo, destacamos a caracterização do volume dos
reticulados obtidos por meio de um módulo contido em uma ordem maximal.

No Capítulo 5, aplicamos os resultados obtidos no capítulo anterior, para construir novos
reticulados, utilizando ideais principais e ordens maximais. Demonstramos que certas ordens
maximais dão origem a uma família de reticulados equivalentes a

√
sr · Zn, com sr = 2r−3,

n = 2r+1 e r ≥ 2, fornecendo uma caracterização precisa para o volume desses reticulados.
Além disso, apresentamos uma construção alternativa do reticulado E8, bem como um Z-módulo
contido em uma ordem maximal, que gera um reticulado equivalente ao reticulado Λ16. Essas
construções não apenas fortalecem o entendimento da interação entre álgebras dos quatérnios e
reticulados, mas também fornecem ferramentas valiosas para a área de criptografia baseada em
reticulados e comunicações eficientes.

Dessa forma, este trabalho não apenas amplia as construções clássicas de reticulados, mas
também introduz novas técnicas e abordagens para sua construção, através de álgebras dos
quatérnios. As contribuições apresentadas têm potencial para impactar significativamente a
pesquisa em teoria dos reticulados, criptografia e códigos corretores de erro, além de problemas
como LWE e suas variantes RLWE e CLWE, [5], [6] e [7], oferecendo novas perspectivas
e avanços na compreensão das interseções entre teoria dos números algébricos, álgebras dos
quatérnios e reticulados.
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Os resultados obtidos neste trabalho abrem diversas direções para pesquisas futuras, tanto
no aprofundamento das construções de reticulados, quanto na exploração de novas estruturas
algébricas. Um dos caminhos mais promissores consiste no estudo de outras ordens maximais
associadas às álgebras de divisão dos quatérnios e suas generalizações. Caracterizar famílias
de ordens maximais tem sido um problema investigado devido à sua relevância em aplicações
práticas, [7] e [16].

A extensão do estudo feito aqui para álgebras de divisão cíclicas de índice maior do que dois
e álgebras mais gerais, representa outra perspectiva relevante. Em particular, as álgebras produto
cruzado surgem como uma generalização natural das álgebras de divisão cíclicas, sendo obtidas
a partir de extensões de corpos cujo grupo de Galois não é cíclico. O estudo de ordens maximais
nessas álgebras pode levar à identificação de novas classes de reticulados com propriedades
desejáveis, expandindo o escopo das construções exploradas neste trabalho. Além disso, essas
estruturas podem oferecer novas abordagens para a formulação de problemas difíceis em teoria
dos números e sua aplicação em protocolos criptográficos baseados em reticulados.

No contexto das aplicações práticas, uma linha de pesquisa futura envolve a análise computa-
cional das construções propostas, com o objetivo de implementar algoritmos eficientes para a
determinação de reticulados associados a ordens maximais específicas. Isso permitiria verificar
empiricamente as propriedades teóricas dos reticulados e otimizar suas aplicações em áreas
como codificação de canal e criptografia pós-quântica.

Outro aspecto a ser investigado é a relação entre a escolha da ordem maximal e a densidade
dos reticulados obtidos. Conforme mencionado ao longo deste trabalho, reticulados com alta
densidade são fundamentais para diversas aplicações, desde a comunicação eficiente até o design
de códigos corretores de erros. Assim, explorar outras famílias de ordens maximais pode levar à
obtenção de reticulados com densidade ainda maior em outras dimensões e propriedades mais
favoráveis para aplicações específicas.

Outra direção importante envolve a análise de parâmetros associados ao desempenho de
códigos espaço-tempo, especialmente no que se refere à probabilidade de erro em canais MIMO.
Além disso, a investigação de parâmetros associados à criptografia baseada em reticulados, como
a distância mínima normalizada, a norma do vetor mais curto e a densidade de empacotamento
também é uma perspectiva futura. Essas perspectivas futuras destacam o potencial das abordagens
aqui exploradas para influenciar avanços teóricos e práticos em codificação e criptografia.
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