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RESUMO

Nesta tese, investigamos os corpos puros de grau n, com ênfase na estrutura de suas ba-
ses integrais e nas propriedades geométricas associadas aos reticulados algébricos deles
derivados. Inicialmente, retomamos o caso clássico dos corpos puros de grau 2, ampla-
mente estudado na literatura, e avançamos para uma análise detalhada dos casos de grau
p primo, apresentando resultados que ampliam e sistematizam o conhecimento existente.
No contexto geral dos corpos puros de grau n, também discutimos e contextualizamos
resultados previamente obtidos por Jakhar, Khanduja e Sangwan (2021), que determina-
ram bases integrais para essa classe de extensões. Umas das contribuições deste trabalho
consiste na apresentação sistemática e estruturalmente clara das bases integrais desses
corpos. Em particular, as expressões obtidas para as bases integrais e as condições de
congruência associadas são formuladas de maneira explícita, por meio de parâmetros na-
turalmente identificados, o que confere maior transparência estrutural às construções e
facilita sua aplicação em problemas subsequentes. Além disso, desenvolvemos uma meto-
dologia para o cálculo da densidade de centro de reticulados algébricos obtidos a partir
de corpos puros de grau n. Esse constitui o ponto central da tese. Para tal, analisamos
diferentes estruturas induzidas por homomorfismos associados às imersões reais, intro-
duzindo uma classificação que contempla seis tipos distintos de homomorfismos. Nesse
contexto, propomos ainda um novo conceito, denominado similaridade, que permite es-
tabelecer relações estruturais entre diferentes representações dos reticulados e direciona
o estudo para dois casos fundamentais: o homomorfismo canônico e o homomorfismo de
Minkowski. Por fim, essas construções são desenvolvidas não apenas no contexto usual,
mas também considerando diferentes estruturas de Z-módulos, o que amplia o alcance das
técnicas empregadas e fornece uma abordagem unificada para o estudo da densidade de
centro de reticulados associados a corpos puros. Dessa forma, a tese contribui tanto para
o aprofundamento teórico da Teoria Algébrica dos Números quanto para o entendimento
das conexões entre estruturas algébricas e a geometria dos números.

Palavras-chave: corpos puros; reticulados; homomorfismo canônico; homomorfismo de
Minkowski.



ABSTRACT

In this thesis, we investigate pure fields of degree n, with emphasis on the structure of their
integral bases and the geometric properties associated with the algebraic lattices derived
from them. Initially, we revisit the classical case of pure fields of degree 2, extensively stu-
died in the literature, and advance toward a detailed analysis of cases of prime degree p,
presenting results that extend and systematize existing knowledge. In the general context
of pure fields of degree n, we also discuss and contextualize results previously obtained by
Jakhar, Khanduja, and Sangwan (2021), who determined integral bases for this class of
extensions. One contribution of this work consists of the systematic and structurally clear
presentation of the integral bases of these fields. In particular, the expressions obtained
for the integral bases and the associated congruence conditions are formulated explicitly,
through naturally identified parameters, which confers greater structural transparency to
the constructions and facilitates their application in subsequent problems. Furthermore,
we develop a methodology for computing the center density of algebraic lattices obtained
from pure fields of degree n. This constitutes the central point of the thesis. To this end,
we analyze different structures induced by homomorphisms associated with real embed-
dings, introducing a classification that encompasses six distinct types of homomorphisms.
In this context, we also propose a new concept, termed similarity, which allows us to
establish structural relations between different representations of lattices and directs the
study toward two fundamental cases: the canonical homomorphism and the Minkowski
homomorphism. Finally, these constructions are developed not only in the usual context
but also considering different Z-module structures, which broadens the scope of the te-
chniques employed and provides a unified approach to the study of the center density of
lattices associated with pure fields. In this way, the thesis contributes both to the theore-
tical deepening of Algebraic Number Theory and to the understanding of the connections
between algebraic structures and the geometry of numbers.

Keywords: pure fields; lattices; canonical homomorphisms; Minkowski homomorphisms.
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1 INTRODUÇÃO

A teoria dos números algébricos tem sido bastante útil no desenvolvimento de códigos
corretores de erros e de reticulados. Corpos finitos foram a ferramenta chave para o desen-
volvimento dos códigos binários, estruturas que despertaram gradativamente o interesse
dos pesquisadores em teoria das comunicações. Constelações de sinais tendo estrutura de
reticulados são consideradas boas para transmissão de sinais, pois a estrutura linear dos
reticulados, sendo altamente simétrica, simplifica a tarefa de decodificação. A partir desta
percepção, passaram a associar o estudo dos códigos aos reticulados e surgiram várias fa-
mílias de reticulados. Dentre tais famílias destaca-se a descrita por Herman Minkowski,
no final do século XIX e início do século XX, Minkowski [1], que encontrou na Teoria
Algébrica dos Números ferramentas que viabilizaram o efetivo cálculo da densidade de
centro. Com isso, diferentes técnicas e abordagens, as quais objetivam otimizar a eficiên-
cia da transmissão dentro de características específicas do canal de transmissão de sinais
vêm se desenvolvendo.

A grande expansão da área de telecomunicações está associada à necessidade cada
vez maior de desenvolver sistemas de comunicações que possibilitem fornecer serviços de
excelente qualidade, a altas taxas de transmissão e de capacidade de armazenamento.
Uma análise de um sistema de informação, mais especificamente relacionada à teoria de
códigos corretores de erros, tem como um marco o artigo de Claude A. Shannon [2].
Quando transmitimos uma informação existe uma possibilidade da mensagem recebida
ser diferente da mensagem enviada. Assim, o objetivo é detectar e recuperar a mensagem
enviada ao receptor e com isso poder construir códigos com pequena probabilidade de
ocorrerem erros. Uma maneira de se projetar um conjunto de sinais que se aproxime dos
padrões apresentados na teoria de Shannon é representar cada sinal como um ponto em
um espaço n-dimensional.

O processo de projetar um conjunto de palavras-código pode ser reduzido a um pro-
blema geométrico de alocação de pontos em uma região de um espaço. Os códigos cons-
truídos a partir de reticulados constituem uma das técnicas de alocação de pontos. Ao
tomarmos o espaço euclidiano n-dimensional, para n suficientemente grande, se conside-
rarmos os centros das esferas de um mesmo empacotamento reticulado denso como sinais
(para valores altos da relação sinal-ruído, SNR), obtemos um código de bloco ótimo para
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um Canal Gaussiano Branco (AWGN), limitado em faixa, garantindo uma baixa pro-
babilidade de erro numa transmissão de dados abaixo de uma certa taxa C, chamada
capacidade de canal, como demonstrado por Shannon, o que estabeleceu um importante
vínculo entre empacotamento esférico e a teoria de códigos.

Uma grande parte da pesquisa de reticulados é impulsionada pela busca por uma
resposta a seguinte pergunta: qual a maneira de dispormos esferas de mesmo raio no
espaço n-dimensional, sem sobreposição, de modo a cobrir a maior parte possível do
espaço? Ou seja, qual é a melhor forma de empacotarmos o espaço por esferas?

O grande interesse nesta questão deve-se ao fato de que há uma relação entre a den-
sidade de um empacotamento de esferas e a eficiência de um código corretor de erros.
Com isso, têm-se aumentado o interesse no assunto, e devido a relação entre códigos e
reticulados, novas técnicas na geração de reticulados tem sido obtidas. Em 1900, o pro-
blema do empacotamento de esferas foi destacado por Hilbert, numa seleta de grandes
problemas que seriam de grande relevância no próximo século, devido a sua importância
e complexidade. Ao longo dos últimos anos, muito tem sido feito e muito mais existe por
se fazer, o que o torna um tema atual.

Um outro problema semelhante ao empacotamento de esferas é o número de contato,
ou do inglês, kissing number. O problema do número de contato surgiu em uma discussão
entre Isaac Newton e David Gregory no dia 4 de maio de 1694. A questão era desco-
brir quantas esferas idênticas podem ser arranjadas de forma que todas elas toquem uma
esfera idêntica central. Com a métrica euclidiana, nas dimensões 2, 3, 8 e 24 são conhe-
cidos os maiores números de contato possíveis, que correspondem à 6, 12, 240 e 196560,
respectivamente [3].

Uma das técnicas de gerar reticulados e avaliar sua densidade de empacotamento é
através da aplicação de determinados homomorfismos a certos Z-módulos livres de posto
n contidos em corpos de números L de grau n. Os reticulados gerados por este método
são conhecidos como reticulados algébricos.

A vantagem de obter reticulados por este método é que podemos identificar os pontos
do reticulado no Rn com os elementos do corpo L. Desta forma, podemos utilizar algumas
propriedades do corpo L, que possuem uma estrutura algébrica mais rica, no estudo de
tais reticulados. Com isso, o estudo de parâmetros relacionados à probabilidade de erro
e que do ponto de vista geométrico são difíceis de se calcular, podem ser traduzidos num
contexto algébrico.

De modo a facilitar o cálculo da densidade de empacotamento é possível reduzi-la ao
cálculo de um outro parâmetro, chamado de densidade de centro [3]. Em reticulados
algébricos este parâmetro envolve o discriminante do corpo, a norma do ideal (ou índice
no caso de Z-módulo) e a minimização de uma função traço.
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A densidade de empacotamento na métrica euclidiana está relacionada com a eficiência
na transmissão de sinais mapeados com pontos do reticulado em canais gaussianos [4].
Neste caso, para termos uma transmissão com pequena probabilidade de erros, devemos
fazer o uso de reticulados com alta densidade de empacotamento.

A diversidade e a distância produto mínima também são parâmetros muito estudados
em reticulados. A diversidade e a distância produto mínima estão associadas a eficiência
na transmissão de sinais mapeados com pontos do reticulado em canais com desvaneci-
mento do tipo Rayleigh [4]. Neste caso, devemos utilizar códigos com diversidade alta e
distância produto mínima alta para termos uma transmissão com pequena probabilidade
de erros.

Já em sistemas com múltiplas antenas transmissoras e múltiplas antenas receptoras
deseja-se utilizar códigos com diversidade máxima e maior ganho de codificação. Para
obter diversidade máxima usa-se as álgebras de divisão [5, 6, 7].

O processo de projetar um conjunto de palavras-código pode ser reduzido a um pro-
blema geométrico de alocação de pontos em uma região de um espaço. Os códigos cons-
truídos a partir de reticulados constituem uma das técnicas de alocação de pontos. Ao
tomarmos o espaço euclidiano n-dimensional, para n suficientemente grande, se conside-
rarmos os centros das esferas de um mesmo empacotamento reticulado denso como sinais
(para valores altos da relação sinal-ruído, SNR), obtemos um código de bloco ótimo para
um Canal Gaussiano Branco (AWGN), limitado em faixa, garantindo uma baixa pro-
babilidade de erro numa transmissão de dados abaixo de uma certa taxa C, chamada
capacidade de canal, como demonstrado por Shannon, o que estabeleceu um importante
vínculo entre empacotamento esférico e a teoria de códigos. Neste sentido, várias constru-
ções de reticulados com boa densidade de empacotamento têm sido feitas [8, 9, 10, 11, 12].

Já o problema de encontrar boas constelações de sinais para a transmissão em um canal
com desvanecimento do tipo Rayleigh, que modela algumas formas de comunicação sem
fio, é construir constelações de sinais com energia média mínima para uma desejada taxa
de erro, dada a eficiência espectral (número de bits por duas dimensões). Se associarmos
as constelações de sinais a empacotamentos reticulados, o ideal é que estas constelações
tenham diversidade máxima (as componentes entre dois pontos do reticulado são todas
distintas). Além disso, quanto maior for a diversidade e a distância produto mínima,
menor será a probabilidade de erro nestes canais [13, 4]. Dado um reticulado qualquer,
em geral é difícil calcular a densidade de empacotamento em relação à métrica euclidiana
e a distância produto mínima. Para a densidade de empacotamento é necessário deter-
minar o vetor de norma mínima, o que para reticulados gerais é um problema difícil (a
conjectura é que seja NP-Hard [14]) e o mesmo ocorre para a distância produto mínima.
Usando Teoria Algébrica dos Números, podemos obter reticulados como a imagem de
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um homomorfismo torcido aplicado a certos Z-módulos contidos em extensões finitas de
Q [10]. Através de certas propriedades específicas dos corpos de números utilizados na
construção de cada reticulado, podemos calcular a densidade, a diversidade e a distância
produto mínima do reticulado em questão [15, 4, 16]. Usando corpos de números total-
mente reais, algumas boas constelações baseadas em reticulados apropriadas para canais
com desvanecimento do tipo Rayleigh tem sido encontradas, pois nestas constelações é
possível obter diversidade máxima, [17]. Outro fato é que constelações de sinais sobre
reticulados com estas propriedades e que sejam rotações do reticulado Zn, n = 2r−2 com
r ≥ 4 e n = (p − 1)/2 com p ≥ 5 primo, são especiais para este tipo de transmissão por
terem também “ganho de forma” (relacionado à energia média), [18, 19, 20].

Tendo em vista construir reticulados que sejam simultaneamente eficientes para ambos
os canais, gaussiano e com desvanecimento do tipo Rayleigh, em [21] famílias de reticula-
dos Dn-rotacionados com diversidade máxima para n = 2r−2 com r ≥ 5 e n = (p − 1)/2
com p ≥ 7 primo, foram construídas. Neste sentido, será possível construir outras famílias
de reticulados, via corpos de números totalmente reais, que sejam eficientes para ambos
os canais? Essas construções possuem um forte apelo geométrico, pois em cada caso é
determinada a matriz de rotação, garantindo que o reticulado construído é uma versão
rotacionada de algum dos reticulados conhecidos na literatura. Bayer [22, 23] obteve a
construção de reticulados, mas de forma diferente, em que usou alguns resultados de Te-
oria Algébrica dos Números que garantem os isomorfismos entre os reticulados densos e
os reticulados construídos algebricamente. Por outro lado, é a construção algébrica que
permite a determinação da distância produto mínima que está relacionada à probabili-
dade de erro em canais com desvanecimento. Além disso, seguindo esta temática, vários
resultados relacionados a Teoria Algébrica dos Números foram obtidos, dentre os quais
podemos citar [24, 25, 26, 27, 23, 28, 29, 30].

O estudo dos corpos puros, definidos como corpos de números da forma Q( n
√

d), com
d ∈ Z livre de potências n-ésimas, ocupa uma posição central na Teoria Algébrica dos
Números. A determinação do anel de inteiros algébricos OL e do seu discriminante é um
problema clássico e fundamental, pois essas estruturas codificam propriedades aritméti-
cas essenciais do corpo. Os exemplos mais elementares e conhecidos são os corpos puros
de grau 2, os quadráticos, cuja base integral e discriminante são completamente carac-
terizados por um teorema clássico. A partir desses casos iniciais, a busca pela descrição
dos inteiros algébricos em graus superiores tem mobilizado matemáticos por séculos, com
contribuições notórias de nomes como Pierre de Fermat, Leonhard Euler, Carl Friedrich
Gauss e, de maneira crucial, Richard Dedekind no final do século XIX.

Historicamente, os corpos puros cúbicos (grau 3) foram os primeiros a serem sistema-
ticamente tratados após os quadráticos, com Dedekind estabelecendo as primeiras des-
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crições de suas bases integrais [31]. Seguindo essa cronologia, os corpos puros quárticos
(grau 4) receberam atenção significativa, com destaque para os trabalhos de Funakura na
década de 1980 [32] e, posteriormente, para as contribuições de Rodrigues no início dos
anos 2000 [33], que investigou casos particulares em que o elemento primitivo é θ = 4

√
d

com d livre de quadrados.
Avançando na escala dos graus, os corpos puros quínticos (grau 5) e sêxticos (grau

6) representaram saltos de complexidade. Inspirados por dissertações de mestrado que
abordavam esses tópicos [34, 33, 35], nossos trabalhos recentes conseguiram expressar
bases integrais e discriminantes para esses corpos [36, 37], utilizando como ferramenta
principal o polinômio característico. No entanto, a abordagem via polinômio caracterís-
tico para o grau 6 evidenciou um aumento significativo na complexidade computacional
dos coeficientes, sinalizando a necessidade de explorar novos caminhos e estratégias mais
sofisticadas.

Nessa direção, a busca por uma visão mais unificada e generalizada levou ao estudo
de famílias mais amplas. Pesquisas recentes, como as de Hameed e Nakahara para grau
8 [38] e de Esteves para graus potência de 2 (n = 2k) [39], introduziram a abordagem
de utilizar subcorpos específicos para construir os anéis de inteiros. É nesse contexto de
evolução histórica e complexidade crescente que esta tese se insere. A partir dos resul-
tados previamente obtidos para graus específicos, fizemos um estudo aprofundado sobre
os corpos puros de grau primo p, da forma L = Q(θ) com θ = p

√
d e d inteiro livre de

quadrados. Encontramos as suas bases integrais através da análise do discriminante e do
índice. Buscamos, assim, apresentar generalizações para as estruturas encontradas, con-
tribuindo para a compreensão unificada dos anéis de inteiros algébricos dessa importante
família de corpos. Paralelamente, autores como Jakhar, Khanduja e Sangwan obtiveram
resultados abrangentes para corpos puros de grau n com d livre de potências n-ésimas
[40, 41], consolidando a teoria.

Apresentamos, nesta tese, um estudo aprofundado dos corpos puros de grau n, com
ênfase no desenvolvimento de resultados originais acerca da densidade de centro de re-
ticulados algébricos obtidos a partir desses corpos. O principal objetivo deste trabalho
consiste em estabelecer uma abordagem sistemática para o cálculo dessas densidades, ex-
plorando diferentes estruturas de Z-módulos e distintos tipos de homomorfismos, muitos
dos quais introduzidos no âmbito desta pesquisa.

No Capítulo 2, realizamos uma retomada dos principais conceitos da Teoria Algé-
brica dos Números necessários ao desenvolvimento do trabalho. Em particular, na Seção
2.7, apresentamos seis tipos de homomorfismos por meio dos quais é possível construir
reticulados algébricos. Ademais, ao final dessa seção, discutimos propriedades matrici-
ais relevantes que desempenham papel fundamental no cálculo do volume associado a
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homomorfismos não clássicos.
No Capítulo 3, desenvolvemos uma revisão da literatura, reunindo resultados que

serviram de base e inspiração para esta pesquisa, especialmente no que se refere ao cálculo
de bases integrais e discriminantes. Paralelamente, incorporamos contribuições autorais
já publicadas, bem como apresentamos uma generalização para a determinação de bases
integrais e discriminantes de corpos puros de grau p, com p primo. Essa generalização é
apresentada sob uma abordagem mais clara e estruturada, permitindo a identificação das
bases integrais por meio de congruências simples e autoexplicativas.

No Capítulo 4, introduzimos o conceito de similaridade, uma noção original desenvol-
vida neste trabalho. Tal conceito possibilita a comparação entre imersões reais, permi-
tindo determinar quando duas delas possuem a mesma densidade de centro. Este resul-
tado revela-se fundamental para a organização e compreensão dos capítulos subsequentes,
servindo como ferramenta central nas análises desenvolvidas.

O Capítulo 5 é dedicado ao estudo de reticulados algébricos provenientes de corpos
puros de grau n via homomorfismo canônico. Este capítulo é inteiramente autoral e
apresenta fórmulas explícitas para a densidade de centro associada a diversos Z-módulos
contidos em OL. Além disso, os métodos desenvolvidos estabelecem uma base conceitual
que pode ser explorada em futuras generalizações.

De maneira análoga, no Capítulo 6 investigamos reticulados algébricos associados a
corpos puros de grau n por meio do homomorfismo de Minkowski. Assim como no Capítulo
5, os resultados são originais e incluem a obtenção de fórmulas para a densidade de centro
de diferentes Z-módulos. Este capítulo também evidencia o potencial de extensão das
técnicas empregadas.

No Capítulo 7, apresentamos uma análise comparativa das densidades de centro ob-
tidas nos Capítulos 5 e 6. Este capítulo possui caráter essencialmente analítico e visual,
permitindo identificar, em cada situação considerada, qual escolha — seja do homomor-
fismo ou do Z-módulo — conduz aos melhores resultados em termos de densidade.

Por fim, no Capítulo 8, expomos as conclusões do trabalho, destacando as princi-
pais contribuições alcançadas, bem como delineamos perspectivas para pesquisas futuras,
indicando possíveis desdobramentos e generalizações dos resultados aqui obtidos.

Em síntese, os Capítulos 3, 4, 5, 6 e 7 apresentam resultados originais desenvolvidos ao
longo do período de pesquisa desta tese. Tais contribuições refletem um estudo aprofun-
dado acerca dos corpos puros e de suas aplicações na construção e análise de reticulados
algébricos. Além disso, as demonstrações envolvidas não possuem caráter elementar, exi-
gindo ferramentas e argumentos mais sofisticados da Teoria Algébrica dos Números. Nesse
contexto, evidencia-se a riqueza e a elegância dessa teoria ao investigar os corpos puros
com o propósito de aplicá-los ao estudo das densidades de centro obtidas por meio do
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homomorfismo canônico e do homomorfismo de Minkowski.
Dessa forma, esta tese contribui para o avanço do estudo de reticulados algébricos

associados a corpos puros, oferecendo novas ferramentas teóricas e metodológicas para o
cálculo e análise de densidades de centro.



8 CONSIDERAÇÕES FINAIS E PERSPECTIVAS FUTURAS

Neste trabalho, exploramos os corpos puros de grau n em sua essência, contemplando
de maneira detalhada suas características mais relevantes, tais como sua definição, pro-
priedades estruturais, descrição do anel de inteiros e cálculo do discriminante. Um ponto
que merece destaque é o fato de termos ampliado o escopo usual de estudo, ao considerar
não apenas os casos clássicos — corpos totalmente reais ou totalmente imaginários —,
mas também os corpos mistos, os quais apresentam um comportamento mais sutil e, em
muitos aspectos, mais desafiador do ponto de vista aritmético.

Adicionalmente, apresentamos as bases integrais dos corpos puros de grau p primo sob
uma abordagem diferenciada, na qual sua determinação pode ser realizada por meio de
uma análise direta de congruências. Essa forma de apresentação confere maior clareza aos
resultados, além de proporcionar uma ferramenta prática e eficiente para o cálculo dessas
bases, evidenciando uma organização mais limpa e estruturada desses objetos.

No âmbito dos estudos desenvolvidos, introduzimos o conceito de similaridade, o qual
desempenha um papel central neste trabalho. Tal conceito permite classificar as imersões
reais associadas aos corpos de números de grau n e, como consequência direta, estabe-
lecer que imersões similares conduzem a reticulados algébricos com a mesma densidade
de centro. Esse resultado revela uma importante estrutura subjacente ao problema, ao
permitir agrupar situações aparentemente distintas sob um mesmo comportamento.

Considerando os seis tipos de imersões apresentados, a aplicação do conceito de si-
milaridade possibilitou a identificação de duas classes fundamentais — associadas ao
homomorfismo canônico e ao homomorfismo de Minkowski —, as quais orientaram o
desenvolvimento dos Capítulos 5 e 6. Esses capítulos constituem o núcleo técnico do tra-
balho, no qual foram realizados cálculos detalhados da norma mínima ao quadrado dos
corpos puros, bem como do volume dos reticulados associados a esses corpos.

A partir desses cálculos, foi possível construir, de maneira explícita, as fórmulas das
densidades de centro dos reticulados algébricos definidos sobre diferentes Z-módulos de
OL, tais como Z[θ], OL (no caso de grau primo), M, θZ[θ] e (1− θ)Z[θ]. Observou-se que
cada um desses casos apresenta particularidades próprias, influenciadas tanto pela estru-
tura do módulo quanto pelos parâmetros do corpo puro, não sendo possível estabelecer,
em geral, um comportamento uniforme entre eles.

188



CONSIDERAÇÕES FINAIS E PERSPECTIVAS FUTURAS 189

O Capítulo 7 foi dedicado à comparação das densidades de centro obtidas por meio
dos homomorfismos canônico e de Minkowski. Em síntese, as análises desenvolvidas ao
longo desse capítulo evidenciam que essa comparação depende, de maneira sensível, tanto
da escolha do Z-módulo quanto dos parâmetros aritméticos que definem o corpo puro,
tais como o grau n e o valor do inteiro d.

De modo geral, constatou-se que, em diversos casos, o homomorfismo canônico apre-
senta desempenho superior ou, ao menos, equivalente ao homomorfismo de Minkowski,
conforme observado nas Seções 7.1 e 7.2. Contudo, a análise realizada na Seção 7.3 revela
que esse comportamento não é uniforme, sendo necessário um exame mais aprofundado
das hipóteses envolvidas para determinar qual homomorfismo conduz à maior densidade
de centro em cada situação.

Além disso, na Seção 7.4, verificou-se que o homomorfismo de Minkowski pode apre-
sentar vantagem em determinados cenários, particularmente quando o grau n é ímpar.
Entretanto, esse comportamento não se mantém de forma geral, uma vez que, com o
crescimento do parâmetro d, o homomorfismo canônico tende novamente a se destacar,
evidenciando a complexidade da interação entre os parâmetros envolvidos.

Dessa forma, conclui-se que não há um comportamento universal dominante entre os
homomorfismos considerados, sendo a escolha do mais adequado intrinsecamente depen-
dente das características específicas do problema em análise. Tal constatação reforça a
necessidade de uma abordagem cuidadosa e contextualizada ao se estudar densidades de
centro em reticulados algébricos provenientes de corpos puros.

Assim, a essência deste trabalho consistiu na construção de uma metodologia que,
ao mesmo tempo em que se afasta de abordagens tradicionais, propõe uma organização
sistemática e padronizada para o estudo dos corpos puros de grau n, permitindo a ge-
neralização das fórmulas das densidades de centro e oferecendo um novo olhar sobre o
problema.

No que diz respeito às perspectivas futuras, diversas direções de pesquisa se apresentam
de forma natural. Dentre elas, destaca-se a possibilidade de explorar outros tipos de
imersões na construção de reticulados algébricos, ampliando o conjunto de ferramentas
disponíveis para o estudo dessas estruturas. Além disso, mostra-se promissora a realização
de análises comparativas mais aprofundadas entre diferentes Z-módulos, com o objetivo
de identificar, em cada contexto, aqueles que produzem maiores densidades de centro.

Ademais, abre-se espaço para investigações que busquem estabelecer critérios mais
precisos para a obtenção de densidades de centro ótimas, bem como para a extensão
dos resultados aqui obtidos a outras classes de corpos de números. Espera-se, portanto,
que a metodologia desenvolvida neste trabalho sirva como base e inspiração para novas
pesquisas, contribuindo para o avanço do estudo dos reticulados algébricos.
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