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Resumo

Intuitivamente, um ponto tem dimensao 0, uma reta tem dimensao 1, um plano
tem dimensao 2 e um cubo tem dimensao 3. Porém, na geometria fractal encontramos
objetos matematicos que possuem dimensao fracionaria. Esses objetos sao denomi-
nados fractais cujo nome vem do verbo “frangere”, em latim, que significa quebrar,
fragmentar. Neste trabalho faremos um estudo sobre o conceito de dimensao, defi-
nindo dimensao topolégica e dimensao de Hausdorff. O objetivo deste trabalho ¢, além
de apresentar as definicoes de dimensao, também apresentar algumas aplicacoes da

dimensao de Hausdorff na geometria fractal.

Palavras-chave: Dimensao, Dimensao de Hausdorff, Dimensao Fractal, Geometria
Fractal, Fractais.



Abstract

We know, intuitively, that the dimension of a dot is 0, the dimension of a line is
1, the dimension of a square is 2 and the dimension of a cube is 3. However, in the
fractal geometry we have objects with a fractional dimension. This objects are called
fractals whose name comes from the verb “frangere”, in Latin, that means breaking,
fragmenting. In this work we will study about the concept of dimension, defining
topological dimension and Hausdorff dimension. The purpose of this work, besides
presenting the definitions of dimension, is to show an application of the Hausdorff

dimension on the fractal geometry.

Keywords: Dimension, Hausdorff dimension, Fractal Dimension, Fractal Geometry,

Fractals.
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1 Introducao

Neste trabalho, pretendemos apresentar um estudo sobre o conceito de dimensao.
Ao pensar em dimensdao lembramos, primeiramente, da dimensao Euclidiana, a qual
origina-se na geometria euclidiana plana descrita nas obras de Euclides. O conceito de
dimensao na geometria euclidiana relaciona objetos ao espaco no qual estao inseridos.
Assim, pontos tém dimensao 0, retas e curvas tém dimensao 1, planos tém dimensao
2, s6lidos tém dimensao 3 e indutivamente podemos generalizar para dimensoes n > 3.

Para Euclides, todas as formas existentes poderiam ser reduzidas a formas simples
como quadrados, circunferéncias, etc. Porém a geometria euclidiana nao era suficiente
para descrever curvas que preenchiam o espaco. Este foi um problema que preocu-
pou matematicos como Cantor, Poincaré e Lebesgue, dando inicio ao surgimento da
Topologia.

O conceito de dimensao topologica estéa relacionado com a forma que um conjunto
tem de ocupar o espago. Em Topologia, através de homeomorfismos, retas podem ser
transformadas em curvas, circulos em quadrados, etc. Nestes casos suas dimensoes
topologicas sao preservadas.

A partir da Topologia, foram surgindo varias noc¢oes de dimensao, nas quais obje-
tos topologicamente equivalentes sempre tenham a sua dimensao mantida e que esta
seja sempre um nimero natural. No capitulo 3 deste trabalho, apresentaremos duas
definicoes de dimensao topologica: as dimensoes indutivas pequena e grande. Existe
também a chamada dimensao topologica por cobertura, porém nao a abordaremos
neste trabalho.

Para fazer este estudo mais aprofundado sobre o conceito de dimensao precisamos,
inicialmente, de alguns conceitos e resultados da Topologia, os quais apresentaremos
no capitulo 2.

Contudo, existe uma geometria, na qual encontramos objetos mateméticos que
possuem uma dimensao fraciondria. Esses objetos sao denominados fractais. Com as
nocoes acima apresentadas sobre dimensao nao conseguimos uma boa definicao para a
dimensao dos fractais. Uma melhor definicao neste caso é a dimensao de Hausdorff, a
qual sera apresentada no capitulo 4, no qual abordaremos a geometria fractal e o calculo
da dimensao de Hausdorff de alguns fractais classicos. Apresentaremos também um

Apéndice com uma outra abordagem da dimensao de Hausdorff.



2 Topologia dos Espacos Métricos

Neste capitulo, apresentaremos algumas defini¢oes, resultados e outros aspectos
elementares da Topologia Geral, os quais serao necessarios para o entendimento dos
capitulos seguintes. As principais referéncias que utilizamos como base para este capi-

tulo estao em [4] e [8].

2.1 Espacos Meétricos

Defini¢ao 2.1. Dado um conjunto M # () seja d : M x M — R, uma funcao.
Dizemos que d é uma métrica sobre M se as sequintes condicoes se wverificam para
quaisquer x,y,z € M:

(M

(My) d(z,y) = d(y,z);

(M3) d(z,y) < d(x,z)+d(z,y).

) dz,y) =0z =y;

Nessas condigoes, cada imagem d(x,y) recebe o nome de distancia de z a y e um
par (M, d), onde d é uma métrica sobre M, é chamado espago métrico.

Seja (M, d) um espago métrico. Dado S C M(S # (), se considerarmos a restrigao
d; = d|S, obviamente d; é uma métrica sobre S e (S, d;) é um espago métrico. Nessas
condicoes, dizemos que S é um subespaco do espaco métrico M e que a métrica d; é
induzida de M. Em geral, indica-se a métrica do subespago do mesmo modo que a

métrica de M, isto é, faz-se d; = d.

Exemplo 2.1. Métrica zero-um (ou métrica discreta).
Dado M # () define-se d : M x M — R, do seguinte modo:

d(z,y) 0, se z=uy;
x,y) =
Y 1, se = #uy.

Vamos verificar se d satifaz as condicoes My, My e Ms.
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(1) De fato, d satisfaz M, pois d(x,y) = 0 se, e somente se, z = y. Caso z # v,
tem-se d(z,y) =1 # 0.

(2) d(z,y) = d(y, z), pois:

Sex=y = d(z,y) =d(z,x) =0=d(z,z) = d(y, x).

Sex#y = dz,y) =1=d(y,x).

(3) Para verificar que d satisfaz a condicdo M5 temos trés casos:

Caso 1: Como x =y = z, entao d(z,y) =0 < 0=d(z,2) +d(z,y).

Caso2: Comozx =y, # zey # z, temos que d(z,y) = 0 < 1+1 = d(z, 2)+d(z, y).

Caso 3: Comozx £y, x # zey # z,segue que d(z,y) = 1 < 1+1 =d(x, z)+d(z,y).

Portanto, d é uma métrica sobre M.

Exemplo 2.2. Considerando-se o conjunto R dos ntimeros reais, a funcao d : Rx R —
R, , dada por d(z,y) = |z — y|, ¢ uma métrica sobre R.

De fato, basta usar as propriedades de valor absoluto de ntimeros reais.

Portanto, a reta usual, com a métrica definida acima (também chamada de métrica

usual em R), é um espago métrico.

Exemplo 2.3. O conjunto R"™ é formado por todas as n-uplas (zi, 23, ...,z,), onde
cada z; € R. Existem trés métricas importantes sobre R" definidas da seguinte forma:

Sendo = = (21, xa, ..., x,) € Yy = (Y1, Y2, ---, Yn) pontos arbitrarios do R™, as métricas
sao definidas da seguinte forma:

Métrica euclidiana: D(z,y) = /(21 — y1)% + ... + (20 — yn)2.

Métrica de Manhattan: Dy(x,y) = |x1 — p1| + ... + |20 — Ynl-

Métrica do méximo: Do(z,y) = max {|z1 — y1|, ..., |Tn — ynl}-

Todas as condicoes para que D, Dy e Dy sejam métricas no R" sao imediatas,
menos a condicao Mj; para a métrica D. Sua demonstracao usa a Desigualdade de

Cauchy-Schwarz no R", apresentada abaixo.

Desigualdade de Cauchy-Schwarz: Se x1, x5, ...,T, € Y1, Y2, ..., Yn S20 NUMEros

reais arbitrarios, entao

. . 12 1/2
i—1 i—1 i—1
2

De fato, observe que para quaisquer r,s € R, 2rs < r? + s, pois (r — s)? =
r?2 —2rs+s2 > 0.

Assim, considerando r =

e s = e sendo p = Voi2+..+x,2e q =

Y12 + ... + vy, 2, temos:

. ) 2 2
plrillyil  zi”  w”

< — 2,com1§i§n.
p q p q
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Somando em relacao ao indice 7, segue que:

2 & 2. 2 2. n2
2 Sy <« eI et 2NN <o e

T (VaP ) (Vi e+ ye?)? L

n n 1/2 n 1/2
& Y (lewl) < pa= Vo + w2V gl = <2w2> (Zzﬁ) :
=1

i=1 i=1

Agora, podemos provar a desigualdade triangular (M3) para a métrica D:

Sejam z = (x1,Z2,...,Tn), ¥ = (Y1,Y2, -, Yn) € 2 = (21, 22, ..., 2,) pontos do R™.
Entao,

n

D(x,y)* = Z( '—yz')2:Z(fU'—Zi+Zz‘—yz’)2
> (zi— =) +2Z i— )z —v) + Yz — )

i=1 i=1

|
3

M:

D(xvy)z < (Iz _Zz) +2

ST S

i=1

=1

n n

= Z(% —2)? + Z(Zz —yi)?

i=1 i=1

— [D(z,2) + D(z,9).

Assim, D(z,9)” < [D(z, 2) + D(z, )]
Portanto, D(z,y) < D(x,z) + D(z,y).

Entre as métricas D, D e D, vale a seguinte relacao, para quaisquer z,y € R™:

DQ(x7y) < D(l‘,y) < Dl(x7y) < nDQ(‘T?y)'

De fato, para z,y € R",
Dy(x,y) = |z, — y,| para algum 1 < r < n.

ASSim7 DQ(xay) = ‘xr - yr‘ =V (xr - yr>2 < D(xay);

= ’331 - yl’ + .+ ‘xn - yn‘ = D1<:U7y);

Supondo que |z, — y,| = max{|z; — y1|, ..., |Tn — Yn|}, com 1 < r < n, entdo
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i — il < |z —y,|, V1 <i <.

Logo, Dy(z,y) = [x1 =yl + .. 4 [2n — yn| < nlwr —ye| = nDa(z,y).

Sejam (M, d,),...,(M,,d,) espacos métricos arbitrarios. E possivel tornar o con-
junto M = M; x ... x M, um espaco métrico através de métricas relacionadas as
métricas dy, ..., d,.

Sejam x = (z1,...,T,) € Yy = (Y1, ..., Yn) pontos de M e D, D; e D, fungoes definidas
do seguinte modo:

D(z,y) = /di(z1,11)? + ... + dn(T0, Yn)%;
Dl(xay) = d1<371,y1) + ...+ dn(xn7yn);
Ds(x,y) = max{di(z1,y1), -, dn(Tn, Yn) }-

As fungoes D, Dy e Dy sao métricas sobre M, mas nao faremos as demonstracoes.
Note que, quando M = M; = ... = M, e d; = ... = d,, onde d(z,y) = |xr —y|, D, Dy e

D, coincidem, respectivamente, com as métricas D, D e D, introduzidas no R".

Definicao 2.2. Seja (M,d) um espago métrico. Dados p € M e A C M, A # 0,
chama-se distancia de p ao conjunto A, e indica-se por d(p, A), o sequinte nimero real

nao negativo:

d(p, A) = inf{d(p,z);x € A}.

Note que a existéncia de d(p, A) esta assegurada pelo fato de que o conjunto dos
d(p,z), com z € A, é limitada inferiormente por zero.
Dados dois subconjuntos A e B de M, ambos nao vazios, chama-se distancia de A

a B, e indica-se por d(A, B), o nimero real ndo negativo definido da seguinte forma:

d(A, B) = inf{d(z,y);x € Aey € B}.

A existéncia de d(A, B) é garantida pelo fato do conjunto das distancias d(x,y),
com z € A e y € B ser limitado inferiormente por zero.

Note também que se AN B = () entdo d(A, B) # 0. Mas, podemos ter d(A, B) =0
com AN B =), como veremos no exemplo seguinte.

Exemplo 2.4. Consideremos o R? munido com a métrica usual. Vamos mostrar que
a distancia entre A = {(z,y) € R?ly =0} e B = {(z,y) € R?|zy = 1} & zero.

Para isso, é suficiente provar que, dado € > 0, existem p € A e ¢ € B, de maneira
que d(p,q) < e. Dado € > 0, existe um ntmero natural n > 0 de modo que % < €.

Entao, tomando p = (n,0) = (n, +), teremos
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Definicao 2.3. Seja A um subconjunto nao vazio de um espago métrico (M,d). Su-
ponhamos que exista k € R, de maneira que d(x,y) < k, para quaisquer v,y € A.
Nessas condicoes, dizemos que A € um conjunto limitado e o supremo do conjunto
{d(z,y);x,y € A} chama-se diagmetro de A e é denotado por d(A), ou diam(A). As-

sim,

d(A) = sup{d(z,y)|z,y € A}.

Se o conjunto A ndo € limitado, por definicdo temos que d(A) = oc.

Exemplo 2.5. Consideremos o R? munido da métrica usual e verifiquemos que o
diametro de A = {(z,y) € R?| 2? + y*> < 1} é igual a 2.
Indiquemos por p = (0, 0) a origem do R? e tomemos dois pontos arbitréarios r, ¢ € A.

Entao,
d(q,r) <d(q,p) +d(p,7) <1+1=2,

0 que garante que o nimero 2 é um limitante superior do conjunto {d(q,r)|q,r € A}.
Agora, devemos mostrar que 2 é o menor desses limitantes superiores. Seja L um

limitante superior e suponhamos, por absurdo, que L < 2. Tomemos um nimero

n n
natural n, tal que 5T < n. Nessas condicoes (n—H,O) e <_n—+1’0> sao pontos

de A cuja distancia é

n no., 02 — 2n
\/(n+1+n+1) i n+1

Mas, como ﬁ < n, segue que L < 2n e, portanto, L < =%

1+n’
pontos de A cuja distancia é maior que L. Absurdo, pois L é um limitante superior do

ou seja, existem dois

conjunto dessas distancias. Logo, 2 < L, para todo limitante superior L desse conjunto
e, entdo, d(A) = 2.

Os espacos vetoriais sao exemplos importantes de espacos métricos. Abaixo alguns

conceitos elementares sobre 0s mesmos.

Definicao 2.4. Um conjunto nao vazio V é um espaco vetorial sobre um corpo K se

para seus elementos (denominados vetores) forem vdlidas as sequintes operagoes:

(Adi¢ao) A cada par de vetores u,v € V corresponde um vetor u +v € V que

satisfaz:
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o (A) u+v=v+uVu,veV. (comutativa)

o (A) (u+v)+w=u+ (v+w),Vu,v,w e V. (associativa)

o (A3) existe em V um vetor denominado vetor nulo, denotado por ﬁ, (ou 0,),
tal que u + 0, = u.

o (Ay) a cada vetor v € V existe um vetor em V, denotado por —v e denominado

oposto de v, tal que v + (—v) = 0,.

(Multiplicagao por escalar) A cada par o € K, v € V' corresponde um vetor a.v € V,

denominado produto de um escalar por um vetor, que satisfaz:

o (M), (a.f)u=a(up),Va,p,€ K eVu e V. (associativa)
o (M) lw=v,YveV (onde 1 € a unidade de K).
o (M) a(u+v)=au+ av,Va € K,Yu,v € V. (distributiva & esquerda)

o (M) (a+p)v=av+av,Vo, € K, Vv € V. (distributiva & direita)

Em particular, sobre R™ a adicao e a multiplicacdo por escalar sao definidas da
seguinte forma:

Dados z = (z1,...,2,) e ¥y = (Y1,..-,yn) de R" e v € R:

T+y= (‘T1+y17 an+yn)a
ar = (azy, ... ,az,).

Neste espaco vetorial, 0 = (0,...,0) é o elemento neutro da adigdo e, dado = =

(21, .., xp) €ER" —x = (=21, ..., —2,) é 0 elemento oposto ou simétrico de x.

Um espaco vetorial normado real é um espago vetorial sobre R dotado de uma
norma, cuja definicao apresentamos abaixo.

Uma norma em um espago vetorial V' sobre R é uma funcao que associa a cada
elemento v € V' um nimero real nao negativo, indicado por ||u|| e chamado norma de
u, de modo que sao satisfeitas as seguintes propriedades:

(n1) ||ul| =0 < u=0.

(n2) ||oul| = |a|||ul|, Vo € R e Yu € V.

(ns) Il + vl < llull + [[v], Yo, v € V.

Se V é um espaco vetorial normado sobre R, entao d : V x V — R, definida por

d(u,v) = ||u — v|| ¢ uma métrica sobre V.
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2.2 Alguns conceitos topologicos

Seja (M,d) um espago métrico. Dados p um ponto de (M,d) e um namero real
e > 0, a bola aberta de centro p e raio €, indicada por B(p,¢), é o subconjunto de M
dado por:
B(p,e) = {x € M|d(z,p) < €}.

Essa defini¢ao nos permite introduzir um dos conceitos mais importantes na Topo-

logia que sao os conjuntos abertos.

Definigao 2.5. Um subconjunto A C M se diz aberto se, para todo p € A, existe um
nidmero real € > 0, tal que B(p,e) C A, ou seja, se para cada p € A, existe uma bola
aberta com centro em p contida em A.

Um ponto p de um subconjunto A de M € chamado ponto interior ao conjunto A
se existe € > 0, tal que B(p,e) C A. O conjunto dos pontos interiores de A é chamado
interior de A e denotado por int(A). Note que int(A) C A e que o interior de um
conjunto € um conjunto aberto.

Um subconjunto ' C M se diz fechado se seu complementar em M, M —F', € aberto
em M.

Observacao 2.1. Um conjunto fechado nao é, necessariamente, nao aberto. Depen-
dendo do espago métrico, podemos ter um subconjunto que nao é fechado nem aberto,
bem como um subconjunto pode ser fechado e aberto, simultaneamente.

Um conjunto X é dito aberto-e-fechado, ou "clopen set", se for aberto e fechado,

simultaneamente.

Apresentaremos agora conceitos que permitem caracterizar conjuntos abertos e/ou
fechados.

Definicao 2.6. Seja A um subconjunto de um espag¢o métrico M. Um pontop € M €
dito ponto aderente ao conjunto A se, para todo € > 0, vale que B(p,e) N A # ().

O congunto dos pontos aderentes ao subconjunto A chama-se fecho de A e € denotado
por A. Seque que A C A.

Diz-se que um ponto p € M € ponto de acumulacao de A se, para todo € > 0,
(B(p,e) N A) — {p} # 0, isto é, toda bola aberta de centro em p contém ao menos um
ponto de A, distinto de p.

O congunto dos pontos de acumulacao de A € chamado conjunto derivado de A e é
denotado por A’. Note que AC BC M= A" CB'.

Um ponto p € M ¢é dito ponto isolado de M se existe € > 0, de maneira que
B(p, €) = {p}, isto €, um ponto € isolado se nao é de acumulagao.

A fronteira de um conjunto X, denotada por 0X, é definida como 0X = X —int(X).

Observacao 2.2. Se um conjunto X é aberto-e-fechado, int(X) = X = X, entdo
0X = X —int(X) = (). De forma anéloga, a reciproca também ¢é valida. Ou seja, um

conjunto X é aberto-e-fechado se, e s6 se, 90X = (.



Alguns conceitos topolégicos

13

Exemplo 2.6. Nesse exemplo, vamos abordar todos os conceitos acima mencionados
para o caso em que (M, d) é um espaco métrico discreto.

Sejam p € M e € > 0. Uma bola aberta nesse espaco com centro em p e raio €
pode ser considerada como:

(i) Quando 0 < € < 1. Neste caso, B(p,¢) = {x € M|d(z,p) < €} = {p}, porque o
anico ponto cuja distancia a p é menor que 1 é o proprio p.

(ii) No caso de 1 < ¢, temos que B(p,¢e) = {z € M|d(z,p) < €)} = M, porque a
distancia de todos os pontos de M a p ¢ igual a zero ou a 1, e portanto, menor que e.

Neste caso, todo conjunto A C M ¢é aberto e fechado.

De fato, se A = () é trivial. Se A # (), entdo A é uma unido de conjuntos da forma
{p}, com p € A. Como cada um desses conjuntos ¢ uma bola aberta de centro p e raio
€ < 1, concluimos que A é aberto.

Segue entao que o subconjunto M — A é aberto, portanto A é fechado.

Para todo A C M, A’ = (.

De fato, para qualquer p € M, podemos tomar 0 < ¢ < 1, tal que B(p,e) = {p}.
Assim, (B(p,e) —{p})NA=0NA=10, ouseja, p ¢ A

Observacao 2.3. (Propriedade de Arquimedes) Se x > 0 e y sdo dois nimeros reais

quaisquer, entao existe pelo menos um ntimero natural n, tal que nx < y, isto é, z < %

Exemplo 2.7. Considere R com a métrica usual. Dados um pontop € Ree > 0, o

conjunto |p — €, p + €[ € uma bola de centro p € R e raio €, pois:
Bp,e)={zeR||zr—p|<e}={zeR|p—e<ax<p+e}=]p—¢€p+e.

Neste caso, todos os intervalos do tipo |a, b| sdo abertos.

De fato, dado p € (a,b) e tomando € = min{?5*, %} temos que:
B(pa 6) :]p —&6p + 6[ - ]CL, b[

O intervalo [a, b] é fechado. De fato, R — [a,b] = | — 00, a[ U |b, +00[ que é a unido
de dois intervalos abertos. Logo, R — [a, b] é aberto.

Em R, com a meétrica usual, o tnico ponto de acumulacdo do conjunto A =
{1, %, %, ...} € o zero. De fato, sabemos, pela Observacao 2.3, que dado € > 0 existe
r € N, tal que % < €. Assim, a bola aberta B(0,¢) =| — €, €[ contém elementos % € A,
ou seja, r € A’. Porém, para qualquer outro ponto p € R, existem bolas abertas
B(p,€) =|p— €, p+ €| cuja intersecgao com A é somente o ponto p, isto é, p ¢ A’. Logo,
A" ={0}.

Sejam a,b € R. O conjunto {a,b} é a fronteira dos intervalos (a,b), (a,?b], [a,b) e
[a,b] em R. Além disso, a fronteira do conjunto {a,b} também é {a,b} em R.

Em R, se A =]a,b[ ou A = [a,b] ou A =]a,b], entdo A = [a,b].

De fato, os pontos a e b sao aderentes a esses intervalos, porque qualquer bola

aberta (isto ¢, intervalo aberto) centrado em um desses pontos intercepta o conjunto
A.
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Agora, dado p € R, se a < p < b temos que p € A, logo p € A.
Por outro lado, se p < a ou p > b e tomando € = “52, temos que

B(p,e)NA=|p—e,p+e[N A=0.
Entdo, neste caso, p ¢ A.

Proposicao 2.1. Sejam (M, d) um espago métrico e A C M. Entio, A é um subcon-

junto aberto se, e somente se, int(A) = A.

Demonstracao.

(=) Suponhamos que A é aberto. Entdo, para todo ponto p € A, existe um
nimero real € > 0, tal que B(p,e) € A. Assim, pela definicdo anterior, p € int(A).
Logo, A C int(A). Como int(A) C A é imediato, concluimos que int(A) = A.

(«<=) Suponhamos agora que int(A) = A. Assim, todo ponto p € A é ponto interior
de A e, entdo, existe € > 0, tal que B(p,e) C A. Logo, A ¢ aberto. n

Proposicao 2.2. Seja (M,d) um espago métrico.
Entéo, para todo A C M, M — A = int(M — A).

Demonstracao. Temos que

pEM—A & existe e >0, tal que B(p,e) N
& existe € > 0, tal que B(p,e) C M — A
& pemt(M—A)

]

Corolario 2.1. Sejam (M, d) um espago métrico e F' C M. Entao, F é fechado se, e

somente se, F' = F'.

Demonstracao.

Suponhamos que F é fechado. Entao, M — F é aberto. Assim, pela Proposicao 2.1,
int(M — F) =M — F. Além disso, da Proposi¢ao 2.2, concluimos que int(M — F) =
M — (F).

Logo, M — F = M — (F), o que implica que F = F.

Para a reciproca, suponhamos que F' = F.

Pela Proposicio 2.2, temos que int(M — F) = M — (F) = M — F. Logo, M — F &
aberto e, portanto, F' é fechado. O

Proposicao 2.3. Seja (M, d) um espago métrico. Sep € M e A C M, entdo d(p, A) =

0 se, e somente se, p € A.

Demonstracao.
(=) Dado € > 0, como d(p, A) = inf{d(p,z)|x € A} = 0 existe a € A, tal que

0 < d(p,a) < € (caso contrario teriamos 0 < € < d(p,x), para todo z € A, o que nao é
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possivel, pois, por hipotese d(p, A) = 0). Entéao, a € B(p, €) e, portanto, B(p, e)NA # (.
Logo, p € A.

(<=) Suponhamos que d(p, A) = € > 0. Como por hipotese B(p,e) N A # (), entao
existe a € A, tal que d(a,p) < e.

Assim, € = d(p, A) < d(p,a) < €, 0 que é um absurdo. Logo, d(p, A) = 0. ]

Proposicao 2.4. Sejam (M, dy), ..., (M,,d,) espacos métricos e consideremos sobre
M = M, x ... x M,, a métrica Dy definida por

Do(x,y) = max{di(x1,41), -, dn (T, yn) },

para quaisquer © = (T1,....,xn) € Y = (Y1, -, Yn)-

Nessas condigoes, para todo a = (ay,...,a,) € M, B(a,€) = B(ay, €) X ... X B(ay,€).
Demonstracao. Seja p = (p1,...pn) € M. Temos que:

p € B(a,e) < Dsy(p,a) < e < max{di(p1,a1),...,dpn(pn,an)} < €
= dl(pl,az) <eVi=12,..nsp € B(ai,e),Vi =1,2,..,n
< p € Blay,€) X ... X Blay,€).

]

Proposicao 2.5. Se A ¢ a colegao dos subconjuntos abertos de um espaco métrico
(M,d). Entao:

(i) 0, M € A;

(ii) Se A, B € A, entio AN B € A;

(111) Se (A;)icq € uma familia de conjuntos abertos de M, ou seja, se cada A; € A,
1€ J CN, entao UAi €A.

icJ

Demonstracao.

(i) E imediato que @) é aberto, pois ndo contém pontos e, entdo, nio é possivel
contrariar a definicao.

Ja M é aberto, pois, por definicao, toda bola aberta de centro em p € M é um
subconjunto aberto de M.

(i) Se AN B = {) pelo item (i) ja temos o resultado. Se AN B # (), entdo existe
p € AN B, isto é, existe p € Ae p € B. Como A e B sao abertos, existem ¢; > 0
e €5 > 0, tais que B(p,€1) C A e B(p,e3) C B. Entdo, tomando € = min{ey, €2}, por
propriedades de bolas abertas temos que B(p,€) C AN B. Logo, AN B é um conjunto
aberto.

(iii) Seja p € U(Ai)= qualquer. Entao, existe um indice t, tal que p € A,. Como

ieJ
A; é aberto, existe € > 0, tal que B(p,e) C A;. Logo, B(p,¢) C U(AZ) e, portanto,
icJ
U(AZ) é um conjunto aberto. O

icJ
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Observacao 2.4. Por indugao, podemos provar que dados Ay, ..., A, € A(n > 1),
entao A1 N...NA, € A.

Porém, a interseccao de uma familia infinita de conjuntos abertos, pode nao ser um
conjunto aberto. De fato, na familia (4;);en, onde A; = (=4,1), i = 1,2, ..., cada A;
¢ aberto em R considerando a métrica usual. Entretanto, [ A4; = {0} que nao ¢ um

conjunto aberto, ja que nao é um intervalo em R formado apenas pelo ponto 0.

Por passagem ao complementar, temos o seguinte resultado para subconjuntos fe-

chados.

Proposicao 2.6. Se F ¢ a colecao dos subconjuntos fechados de um espaco métrico
M. Entao:

(i) 0, M € F;

(ii) Se H,F € F, entao HUF € F;

(iii) Se (F})ics, J CN, € uma familia de conjuntos fechados, entio ﬂ F;, eF.
icJ

2.3 Meétricas Equivalentes

Consideremos duas métricas d e d’, ndo necessariamente iguais, sobre um mesmo
conjunto M. Nessas condicoes, indicaremos por By(p, €) uma bola de centro p e raio
€, segundo a métrica d e, por By (p,€) a bola de centro p e raio € quando se tratar da

métrica d'.

Definicao 2.7. Sejam d e d' métricas sobre o mesmo conjunto M. Diz-se que d e d’
sao métricas equivalentes se, para cada p € M, qualquer que seja a bola By(p, €), existe
A > 0, tal que By(p,\) C Bqy(p,€) e, vice-versa, dada uma bola qualquer By (p,€)
eriste A > 0 de forma que By(p,\) C By (p,€). Se d e d sdo métricas equivalentes,

indicaremos este fato por d ~ d'.

Proposigao 2.7. Sejam d e d' métricas sobre um conjunto M. Se existem nimeros
reais v, s > 0, tais que rd(x,y) < d'(z,y) < sd(x,y) para quaisquer x,y € M, entao
d~d.

Demonstracao. Seja p € M e consideremos By(p, €).

Primeiramente, devemos mostrar que existe A; > 0, tal que By (p, A1) C Ba(p,¢€).

Tomando Ay = re, se x € By(p,re), entao d'(x,p) < re. Como, por hipotese,
rd(z,p) < d'(x,p), segue que, rd(z,y) < d'(x,p) < re.

Assim, rd(z, p) < re, e, portanto, d(z,p) < €. Logo, x € By(p, €).

Agora, considerando a bola By (p, €) provaremos que By(p, A\2) C By /(p, €).

Se Ao = £ e dado x € By(p, %), entdo d(x,p) < <. Entdo, sd(z,p) < e. Mas, como
d'(z,p) < sd(z,p), temos que d'(x,p) < sd(z,p) < e. Portanto, d'(x,p) < € o que
garante que x € Blj(p, ).

Concluimos que:
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Bd’(pa )‘1) - Bd(p7 6) € Bd(p7 >\2) C Bd’<p7 6)
Logo, d ~ d'. ]

Portanto, pela proposicao anterior, podemos concluir que as métricas D, D; e
Dy definidas no R™ sao equivalentes, pois como ja vimos sao vélidas, para quaisquer

x,y € R", as relagoes:

DQ('ruy) < D(SE,y) < Dl(‘ruy) < nDQ(Iay> < nD(:U,y)

2.4 Sequéncias em Espacos Métricos

Definigao 2.8. Seja (M, d) um espago métrico. Uma aplicagio n — x,, de N* em M,
¢ uma sequéncia de elementos de M, denotada por (xq,za,...,x,) ou, simplesmente,
Dada a sequéncia (x,) em M, se {ri,rq,...} CN* er| <ry < ..., entdo a aplica¢do

dada por r; — x,. € indicada por (x,,, T, ...) e recebe o nome de subsequéncia de (x..).

Por exemplo, temos que (a,a,b,a,a,b,a,a,b,...) é uma sequéncia de elementos do
conjunto {a,b}.

A sequéncia (a,a,a,a,...) ¢ uma subsequéncia da sequéncia do exemplo anterior.

Definigao 2.9. Seja (M,d) um espago métrico. Dizemos que um ponto p € M €
limite de uma sequéncia (x,) de pontos de M se, para toda bola B(p,e€), existe um
indice r € N*, tal que se n > r entdo x, € B(p,¢).

Para indicar que p € limite da sequéncia (x,) usa-se a nota¢ao limx,, = p, ou ainda,
Tp — P OU Eé% x, = p. Neste caso, dizemos que (x,) € uma sequéncia convergente ou

que (x,) converge para p.

Proposicao 2.8. Uma sequéncia (x,) de elementos de M converge para p € M se, e

somente se, para qualquer € > 0, existe um indice r, de maneira que
n>r= d(z,p) <e.
Se existe o limite, entao ele é unico.

Demonstracao. Pelo fato de que z,, € B(p,€) < d(x,,p) < €, como x, converge para
p, temos que n > r = x,, € B(p,€) = d(x,,p) < €.
Provemos agora a unicidade do limite, caso ele exista

Suponhamos que lim x,, = p e lim z, = q. Se p # q, entao d(p,q) > 0. Assim,
d(p, q)

tomando € = temos que existem indices r, s, de maneira que

n>r=d,p) <e
n>s=d(z,q) <e.
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Tomando t = max{r, s}, entdo n >t = (d(z,,p) < € e d(zp,q) < €)
Logo, para todo n > t:

d(p,q) < d(p,z,) + d(xn,q) < e+ € =2 =d(p,q).

Disto segue que d(p,q) < d(p,q), o que é um absurdo. Portanto, p = ¢, isto ¢, o

limite da sequéncia (x,) é tnico. O

Proposicao 2.9. Se uma sequéncia (x,,) de pontos de um espago (M,d) converge para

p € M, entdo toda subsequéncia de (z,) também converge para p.

Demonstracao. Seja (x,,, T, ...) uma subsequéncia de (x,) e consideremos € > 0. Por
hipotese, lim x,, = p, entdo existe k € N*, tal que n > k = d(x,,p) < €.
Como cada r; € Ner; <ry < .., existe r, > k. Portanto, para todo r; > r;, vale

que d(z,,,p) < €. Logo, lim x,, = p. ]

Definig¢ao 2.10. Uma sequéncia (x,,) de pontos de um espago métrico M se diz limitada
se o conjunto {x,| n = 1,2,...} dos termos dessa sequéncia é limitada, isto é, eriste

k>0, tal que d(z,,zs) < k, para quaisquer termos z, e xs da sequéncia dada.
Proposicao 2.10. Toda sequéncia convergente € limitada.

Demonstra¢ao. Seja (x,) uma sequéncia de pontos de um espaco métrico (M, d), con-
vergente para p € M. Considerando 0 < ¢y < 1, dada a bola B(p, ¢), entdo existe um
tnico indice 7, tal que n > r = x,, € B(p, €o).

Seja k > max{d(z;,p);i = 1,...,7 — 1} e consideremos a bola B(p,¢€), onde ¢ =
max{¢ep, k}. Entao, todos os pontos do conjunto {x,| n = 1,2, ...} pertencem a essa

bola e, portanto, para quaisquer x; e x; da sequéncia, vale que:
d(zi,z;) < d(zs,p) +d(p,xj) < €+ €= 2e
Logo, a sequéncia (x,,) é limitada. O

Observacao 2.5. Nem toda sequéncia limitada é convergente. De fato, em R a sequén-

cia (1,2,1,2,...) é limitada, mas nao é convergente.

As sequéncias nos permitem dar uma caracterizacao aos pontos aderentes de um

subconjunto A de um espaco métrico.

Proposicao 2.11. Se A € um subconjunto de um espag¢o métrico (M,d) e p € um ponto

de A, entio ewiste uma sequéncia (z,) de pontos de A, tal que lim,_o T, = p.

Demonstragio. Como p € A, entdo para toda bola aberta B(p, %), n € N*, temos que
B(p, %) NA # (. Dessa forma, considere a sequéncia (21, zs, ...), onde z,, € AN B(p, %),

para todo n > 1. Vamos mostrar que lim z,, = p.
n—oo

De fato, dado € > 0, temos, pela Observacao 2.3, que existe r € N, tal que % < €.

Entao, B(p, %) C B(p,e¢). Logo, para todo n > r temos que x,, € B(p,¢€). Portanto,

lim z,, = p, com (x,) sequéncia em A. ]
n—oo
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Definicao 2.11. Uma sequéncia (x,) de nimeros reais € dita crescente se x, < x,.1,
para qualquer indice v € N*. Se x, < x,,1, Vr > 1, entdo (x,) € dita estritamente
crescente.

Por outro lado, se x,y1 < x,, para todo r € N*, entdo (x,) € dita decrescente.

Quando x.,1 < x,., Vr € N*, a sequéncia é dita estritamente decrescente.

Definicao 2.12. Seja (M, d) um espago métrico. Uma sequéncia (x,,) de pontos de M
¢ chamada sequéncia de Cauchy se, para todo € > 0, existe um indice r € N*, tal que
(T, x,) < €, Ym,n >r.

Proposicao 2.12. Toda sequéncia convergente de um espag¢o métrico € uma sequéncia

de Cauchy.

Demonstra¢ao. Sejam (M, d) um espago métrico e (z,) uma sequéncia em M. Se (z,)
¢ convergente, com lim 1z, = p entao, para todo € > 0, existe um indice r € N*, tal
n—-aoo

que d(Tm,p) < §ed(z,,p) < 5, Vm,n >r. Logo, como d(2p,, ¥,) < d(Tm, p)+d(p, zn),
entdo d(x,,,z,) < €,Ym,n > r. Portanto, (x,) é uma sequéncia de Cauchy. ]

Proposicao 2.13. Se (z,,) é uma sequéncia de Cauchy em um espago vetorial normado
E, entao existe uma bola aberta, de centro no vetor nulo, que contém todos os termos

da sequéncia. Em outras palavras, toda sequéncia de Cauchy é limitada.

Demonstragao. Seja (x,) uma sequéncia de Cauchy em E. Entdo, tomando € > 1,

existe um indice r € N*, tal que d(z,, x,) = ||z — zn|| < 1,YVm,n > r.

Em particular, ||z,| = [|zm — 2 + 2 || < ||2m — || + ||2,]] €, portanto, para todo
m 27, el <1+ o,

Seja A > max{||z1|, ..., |zr—1|l, [|[x-]|+1}. Entao, para todo indice n € N*, d(z,,0) =
|lzn|| < A, 0 que prova que z,, € B(0,\),Vn > 1. O

Proposicao 2.14. Seja (z,,) uma sequéncia de Cauchy em um espago métrico (M,d).

Se existe uma subsequéncia de (x,) que converge para p € M, entdo lim x, = p.
n—oo

Demonstracao. Seja (x,) uma sequéncia de Cauchy em M e (z,,) uma subsequéncia
de (z,), tal que kh—{go(x"’“) = p, para algum p € M. Entdo, para todo € > 0, existe um
indice n;, € N*, tal que se n; > ny, entao d(z,,,p) < 5.

Por outro lado, sendo (x,,) de Cauchy, existe um indice s € N*, tal que d(x,, x,) <
5,Ym,n > s. Tomando ¢t = max{ny, s} e considerando n,n; > t, segue que d(z,,p) <

d(xp, xy,) + d(zn,,p) < €, 0 que garante que (z,) converge para o ponto p. ]

Corolario 2.2. Se uma sequéncia de pontos de um espaco métrico contém duas sub-

sequéncias que convergem para pontos distintos desse espaco, entao a sequéncia nao €
de Cauchy.

Proposicao 2.15. Toda sequéncia de Cauchy em R € convergente para um ponto de

R.
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Demonstracao. Seja (x,) uma sequéncia de Cauchy em R. Entao, (z,) ¢ limitada,
isto é, existe k > 0, tal que |z,| < k,¥Yn > 1. Este fato nos permite concluir a
existéncia, para cada indice m € N*, de y,,, = inf{xp,, Tp11,...}. Assim, obtemos uma
sequéncia (y,), tal que y; < yo < ... <y, < ... < k. Mas ainda, (y,) converge para
p =sup{y,;n =1,2,...}, que é um ponto de R. A seguir, mostraremos que lim x,, = p.

Da convergéncia de (y,), dado € > 0, existe r € N*, tal que se n > r, entdo
[Yn — p| < 5. Além disso, como (x,) ¢ de Cauchy, existe um indice s € N*, de maneira
que [T, — o,| < 5,Vm,n > s.

Seja t > max{r, s}. Pelo fato de y; = inf{x;, x411}, existe j € N*, j > ¢, para o qual
ye < x; <y + 5 e, portanto, [z; — | < 5. Assim, para todo n > t,

|2 = | < fon — 25| + 25 =yl + [y —p| < e

Portanto, lim x, = p. O
n—oo

2.5 Espacos Topologicos

Definicao 2.13. Seja E um conjunto nao vazio. Uma colecao T de subconjuntos de E
€ chamada topologia sobre E se:

(I)0,Eer;

(II) Se Gy,...,G, € T (n>1), entao Gy N ... NG, € T;

(III) Se (G)ics, J C N, é uma familia qualquer de conjuntos de T, entao U G, €.

icJ

Nessas condigoes dizemos que o par (E,7) é um espago topoldgico; os membros da

classe 7 sao chamados conjuntos abertos do espaco e cada elemento de E ¢ designado

por ponto.

Observagao 2.6. Seja (F,7) um espago topologico. Dado X C E, X # (), a cole¢ao
7x = {G N X|G € 7} é uma topologia sobre X a qual chamamos topologia induzida

por 7 sobre X. O par (X, 7x) é um subespago de (E, 7).

Exemplo 2.8. Se F = {a,b,c,d}, a colegao 7 = {0, E,{a},{a,b},{a,b,d}} satisfaz as
condigoes (I), (IT) e (III) da Definigao 2.13.

Exemplo 2.9. Dado E # (), a colecao 7 = Z(E), conjunto das partes de E, é uma
topologia sobre F.

Essa topologia ¢ chamada topologia discreta sobre E. Note que (E, Z(E)) é me-
trizavel: a colecao dos abertos de (F,d), onde d é a métrica discreta, ¢ exatamente

P(E).

Exemplo 2.10. Seja M,d um espacgo métrico. A colegao de conjuntos abertos desse
espaco satisfaz a definicao de espaco topologico pois, pela Proposicao 2.5, segue que:
(i) @ e M sao abertos.
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(ii) Se G e H sao abertos, G N H ¢é aberto.

(ii) Se (G;) ¢ uma familia de conjuntos abertos de (M, d), entao UG; também é um
conjunto aberto desse espaco.

Essa topologia é chamada de topologia induzida pela métrica d sobre M. Assim,

todo espaco métrico é um espaco topologico.

Bases

Definicao 2.14. Uma colecio A de conjuntos abertos de um espago topoldgico (E,T)é
dita base desses espago, se todo aberto de E pode ser obtido como reuniao de conjuntos

da colecao A, isto é, se para todo G € T existe uma subcolecao B', de maneira que

G:LJB
Be%#'

Ou ainda, equivalentemente, para qualquer G € T, se p € G, existe entao B € A,
de modo que p € B C G.

Observacao 2.7. Note que a subcolecao Z pode ser vazia, caso em que se obtém

JB=0.

Be

Observagao 2.8. Um base # = {By, B, ..., B,, ...} de um espago topoldgico X, com

n € N, é uma base enumeravel de X.

Exemplo 2.11. Seja 7 = {0, E, {a},{b,c}}, onde E = {a,b,c}. Claramente, 7 é uma
topologia sobre E e B = {{a},{b,c}} é uma base de (E,7), pois todo conjunto de
7, inclusive o () (devido a Observagao 2.7), pode ser representado como reunido de

elementos de 4.

Exemplo 2.12. Seja (E, 7) um espago cuja topologia é a discreta.
Entao, # = {{a}|a € E} & uma base de E, pois A = U{a}, para todo a € A.

a€A

1 1
Exemplo 2.13. A colecao de todos os intervalos abertos (r — —,r+ — |, com raio %,
n n

onde n € N, e centro em um ntmero racional r é uma base enumeravel para R. De fato,

dados um aberto A C R e um ponto = € A, existe € > 0, tal que (v — €,z +¢€) C A.

Tomemos um nimero racional r, tal que |r — z| < —, onde — < e. Entdo, z €
n n

1 1
(T——,T+—) C(x—ex+e€ CA.
n n

Definicao 2.15. Uma vizinhanca de um subconjunto S de um espaco topoldgico X €
um congunto V, tal que S C int(V). Em outras palavras, existe um aberto A com
SCACV.
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Definicao 2.16. Um sistema fundamental de vizinhancas de um subconjunto S de
um espaco topoldgico X € uma colecao € de vizinhangas de S, tal que dada qualquer
wzinhanga 'V de S, existe U € € com S CU C V.

Lema 2.1. Se um espaco topologico X tem uma base contdvel, entao toda base B para

o espaco métrico X contém uma familia contdvel By que € uma base para X.

Demonstragao. Seja 9 = {V;}°, uma base contéavel para o espago X.
Parai=1,2,... defina B, = {U € #: U C V;}. Como % é uma base para X, nos
temos U B; = V;. O subespaco V; do espaco X também tem uma base contavel, entao

a cobertura aberta %; de V; contém uma subcobertura contabel %, ;.

o0
A familia %, = U By, C % é contéavel e é uma base para X. De fato, todo subcon-
i=1
junto aberto nao-vazio de X pode ser representado como a uniao de uma subfamilia de

9, e assim pode ser também ser representado como a uniao de uma subfamilia %,. [

2.6 Continuidade

A continuidade de aplicacoes, intuitivamente, leva pontos proximos em pontos pro-

ximos. Quando o espaco é métrico, temos a nocao de distancia.

Definigao 2.17. Sejam (M,d) e (N,d’) espagos métricos. Uma fungao f: M — N
se diz continua no ponto p € M se, para qualquer € > 0, existe § > 0, de maneira que:
se d(x,p) <9, entao d'(f(z), f(p)) <e.

Dizer que f € continua significa que f € continua em todos os pontos de M.

Proposicao 2.16. Sejam (M, d) e (N,d') espagos métricos. Uma fun¢ao f: M — N
é continua no ponto p € M se, e somente se, dada uma bola B(f(p),e) em N, existe
uma bola B(p,0) em M, tal que f(B(p,0)) C B(f(p),e).

Demonstracao.

(=) Suponhamos que f seja continua, isto é, dada a bola B(f(p), €), existe § > 0,
tal que se d(x,p) < 4, entao d'(f(x), f(p)) < e.

Consideremos a bola B(p, d), queremos mostrar que sua imagem por f esta contida
em B(f(p),€). De fato, se y € f(B(p,0)), entdo y = f(x), com = € B(p,d). Assim,
d(z,p) < 0. Entdo, como f é continua, temos que d'(f(x), f(p)) < €. Logo, y = f(x) €
B(f(p), e).

(«<=) Suponhamos agora que para toda bola B(f(p),€), existe uma bola B(p,§),
tal que f(B(p,d)) C B(f(p),e). Queremos mostrar que f é continua em p. De fato,
se x € B(p,d), entao d(z,p) < d e f(z) € f(B(p,0)). Como f(B(p,d)) C B(f(p),e),
segue que f(z) € B(f(p),€) e assim, d'(f(z), f(p)) < €. Logo, f & continua em p. [
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Exemplo 2.14. (Aplicagao Lipschitziana)

Dada f : M — N, suponhamos que exista uma constante ¢ > 0 (chamada constante
de Lipschitz), tal que d(f(z), f(y)) < c.d(z,y) quaisquer que sejam z,y € M. Dizemos
entao que f é uma aplicacao lipschitziana.

Neste caso, f é continua (em cada ponto a € M). De fato, dado € > 0, tomemos
d = <. Entao d(v,a) < = d(f(z), f(a)) < cd(z,a) <cd=c

Se f,g : M — R sao lipschitzianas, o mesmo ocorre com f + g e k.f, onde k €
R. Dali, toda combinacao linear ky.f; + ... + k,.f, de funcoes reais lipschitzianas é
lipschitziana.

Para uma funcao real de variavel real f, a condicao de Lipschitz significa que
% < c¢ e isto equivale a afirmar que a inclinacao de qualquer secante ao gréfico
de f é, em valor absoluto, menor ou igual a c.

Uma aplicagdo f : M — N chama-se localmente lipschitziana quando cada ponto
a € M & centro de uma bola B = B(a,r), tal que a restricdo f|B é lipschitziana. Uma

aplicagao localmente lipschitziana é, evidentemente, continua.

Exemplo 2.15. (Contragoes fracas)

Se f: M — N é, tal que d(f(z), f(y)) < d(z,y) para qualquer z,y € M, dizemos
que f é uma contragdo fraca. Neste caso, f é lipschitziana (com ¢ = 1) e, portanto,
continua. Vejamos alguns exemplos de contracoes fracas:

a) As aplicagoes constantes f : M — N, f(x) = k € N, para todo x € M sao
contragoes fracas, pois d(f(x), f(y)) = d(k,k) =0 < d(x,y),Vx,y € M.

b) Para cada i = 1,...,n a projecao p; : My X ... x M,, — M;, definida por
pi(x1,...,x,) = x;, € uma contragdo fraca, se tomamos no produto cartesiano qual-
quer uma das trés métricas introduzidas anteriormente.

¢) Num espaco vetorial normado E, a norma || - || : £ — R é uma contragao fraca,
pois [z — [yl| = |d(z,0) — d(y,0)] < d(x,y) = |« — y].

Definicao 2.18. Se M e N sao espagos métricos, uma funcao f: M — N é chamada
de homeomorfismo de M em N se satisfaz as sequintes condigoes:

(a) f € bijetora;

(b) f e sua inversa f~' sio continuas.

Neste caso, os espagos M e N se dizem homeomorfos.

O fato de f : M — N ser continua e bijetora ndao assequra que f~1: N — M

seja continua.

Observacao 2.9. E comum usar-se a mesma designacdo para todos os espacos de
uma mesma classe de espacos homeomorfos. Por exemplo, todo espago homeomorfo
ao intervalo [0,1] chama-se arco e todo espago homeomorfo ao circulo unitario S* =
{(x,y) € R?|2?+y* = 1} do plano euclidiano chama-se curva fechada simples, ou curva

de Jordan.
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Observacao 2.10. Se f : M — N e g : N — P sao homeomorfismos, entao

gof: M — P também é um homeomorfismo.

Exemplo 2.16. Seja f : M — N uma funcao continua. O graficode f: M — N
¢ uma funcgao continua. O grafico de f, G(f) = {(z, f(z));x € M} ¢ homeomorfo ao
dominio M dessa func¢do. De fato, temos que a funcao F' : M — G(f), dada por
F(z) = (z, f(z)), é continua, ja que suas componentes x — x e x — f(x) sao fungoes
continuas. F' também é bijetora pois, se (z, f(z)) = (2/, f(2')), entdao z = 2/, e, dado
(x, f(x)) € G(f), entdo existe x € M, tal que F(x) = (z, f(z)).

Além disso, F'~! & continua, por ser a restricdo da projecao na primeira coordenada
do gréfico de G(f), isto &, F~Y(z, f(z)) = p1(z, f(x)) = .

Em um caso particular desse homeomorfismo, temos que a reta R é homeomorfa a
pardbola P = {(z,y) € R?%;y = 2?} uma vez que esta parabola é o grafico da funcao
x> 22 de R em R.

2.7 Tipos importantes de espacgos topolbgicos

Um dos espagos topolégicos em que podemos falar em separagao é o Espaco de
Hausdorff que definiremos abaixo. Os demais tipos de espagos em que se fala em

separacao exigem que sejam de Hausdorff.

Definicao 2.19. Um espaco topoldgico X € dito um espaco de Hausdorff se para cada
par x,y de pontos distintos de X, existem vizinhancas U eV de x ey, respectivamente,
tais que U NV = (.

Proposicao 2.17. Todo espa¢o métrico é um espaco de Hausdorff.

Demonstracao. Seja (X, d) um espago métrico. Sejam z,y € X, com x # y. Tomando
r = id(z,y), temos que x € B,(2), y € B,(y) e B,(x) N B.(y) = 0. O

Definicao 2.20. Um espaco topoldgico de Hausdorff X € dito normal quando dados
conjuntos fechados F,G C X, com F NG = 0, existem abertos U,V C X com F C
UGcCcVeUNV =4.

Definicao 2.21. Um espag¢o X € reqular se todo ponto x € X possuir um sistema

fundamental de vizinhancas fechadas.

Observacao 2.11. Para que um espaco X seja regular, é necessario e suficiente que,
dados arbitrariamente um aberto A C X e um ponto x € A, exista um aberto U, tal
que z € U e U C A. Tomando F = X — A, vemos que X é regular se, e somente se,
para todo fechado F' em X e todo ponto x ¢ F, existir um aberto U, tal que x € U e
UNF=40.
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Exemplo 2.17. Todo espaco de Hausdorff normal X é regular.

De fato, a condicao de regularidade de X pode ainda ser expressa assim: dados um
fechado F' C X e um ponto x ¢ F, existem abertos U, Vem X comz € U, F CV e
UNV = (. (Basta tomar V = X — U como feito na Observacgao 2.11). Como no espago
de Hausdorff X todo ponto x ¢ um subconjunto fechado, esta condicao de regularidade
¢ um caso particular da condicao de normalidade, onde um dos fechados se reduziu a
um ponto. Segue que todo espago de Hausdorff compacto é regular e que todo espaco
métrico é regular. (Num espago métrico, toda vizinhanca de x contém uma bola B(z, €)
e B(x,5) C B(x,¢)).

Definicao 2.22. Seja (M,d) um espaco métrico. Diz-se que um subconjunto K C M
é compacto se, para toda sequéncia (z,,) de pontos de K, existe uma subsequéncia (x,,)
que converge para um ponto p € K.

Um espago métrico (M,d) se diz compacto se o conjunto M é compacto.

Exemplo 2.18. Se K é finito e (z1,,...) € uma sequéncia de pontos de K, entao
existe um termo z,, tal que (z,,,,...) ¢ uma subsequéncia da sequéncia dada. Como

(Ty, Ty, ...) — x,, entdo K é compacto.

Exemplo 2.19. Na reta real todo intervalo [a,b] é compacto. De fato, seja (1, xo, ...)
uma sequéncia de pontos de [a,b] e consideremos a sequéncia (si, sg,...), onde s, =
inf{x,, 41, ...}. Obviamente, temos que a < s1 < s9 < ... < b e, portanto, se

s = sup{s,;n > 1}, entdo s = nh_}IIolO Sp. Assim, tomando € = %, para todo n > nq,

considerando algum indice m > ny, como s,, = inf{z,,, xm 1,...}, existe um indice
i1 > m, de modo que |z;, — s,,| < 3. Logo, |z;, — s| < |zi, — S| + |sm — 5| < 1.

1
4
n > ny. Tomando um indice m, tal que m > ny e m > iy, sendo s,, = inf{z,, Tpmi1, ...},

Analogamente, para € = 7, existe um indice ny € N*, tal que |s,, —s| < %, para todo

existe um indice iy > m, de maneira que |z;, — s, < 3. Assim, |z;, — s| < |z, — Sp| +

S —s| < i+ 1=1.

Procedendo dessa forma, obtemos uma sequéncia (z;,, Z;,, ...), que é subsequéncia

de (21,9, ...), tal que |z;, —s| < 2,%,7“ > 1. Como lim —— =0, entdo lim x; —s =0
r—oo 2T r—00
e, portanto, lim z; = s, ou seja, mostramos que toda sequéncia em [a, b] possui uma
r—00

subsequéncia convergente. Portanto, [a,b] é compacto.

Proposicao 2.18. Seja M um espaco métrico. Se F' e K sao subconjuntos de M, tais

que F ¢é fechado, K é compacto e F C K, entdo F também € compacto.

Demonstracao. Se (1, s, ...) € uma sequéncia de pontos de F', é também um sequéncia
de pontos de K e, como K é compacto, existe uma subsequéncia (x;,, x;,, ...) de (z;),
tal que limz; = p € K. Para esta subsequéncia ha duas possibilidades:

(i) A= x4, xy, ... € finito.

Neste caso, existem subsequéncias de (z;,) que sao constantes e, devendo cada uma

delas convergir para p, entao seus termos sao todos iguais a p e, portanto, p € F.
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(ii) A é infinito.

Como p = limz;_, entdo para cada ¢ > 0 a bola aberta B = B(p, €) contém infinitos
termos de (z;.) e, portanto, é infinita a intersec¢io B — {p} N A. Segue que p € A’ e,
entdo, p € F’, uma vez que A C F'. Como F’ € F (pois F é fechado), entdop € F. O

Proposicao 2.19. Todo subconjunto compacto K de um espaco métrico M € fechado.

Demonstracdo. Basta provar que K C K. Se p € K, entdo, para todo n € N*, vale a
desiqualdade:

B(p,%)ﬂK#@.

Assim, tomando em cada umas dessas interseccoes, um e apenas um elemento,
obtemos uma sequéncia de pontos de K que converge para p. Assim, todas as sub-
sequéncias dessa sequéncia convergem para p. Como K é compacto, pelo menos uma
delas converge para um ponto de K. Logo, p € K. O]

Definicao 2.23. Um subconjunto A de um espaco métrico M se diz totalmente limitado

se, para todo € > 0, existem x1, s, ...,T, € A, de maneira que:
A C B(xy,e) UB(xg,€) U...U B(x,,¢).

Proposicao 2.20. Sejam M e N espagos métricos e consideremos sobre M x N uma
qualquer das métricas equivalentes D, Dy ou Dy. Se K e L sao subconjuntos de M e

N, respectivamente, entao K X L € compacto se, e somente se, K e L sao compactos.

Demonstracao.

(=) Sendo K x L compacto, como as projecoes p1 : MXN — M eps: MXN —
N sdo continuas (Exemplo 2.15), entdo p1(K x L) = K, po(K x L) = L também sdo
compactos.

(«<=) Seja (z,) = ((zn, yn)) uma sequéncia de pontos de K x L. Entao (x,) é uma
sequéncia de pontos de K e, como K é compacto, existe uma subsequéncia (z,,, Tp,, -..)
de (x,), tal que z,, — p € K. Considerando a subsequéncia y,, da sequéncia y,,
sendo L compacto existe uma subsequéncia (ynk), tal que lim Yn,, = 4 € L. Assim,

(Tn,, » Yn,, ) € uma subsequéncia de (z,) e

Mm(zn,, ; Yn;, ) = (p,q) € K X L.

O

Corolario 2.3. Se K, K, ..., K,, sao respectivamente subconjuntos compactos dos es-
pacos métricos My, My, ..., M, e se em M = M; x My x ... X M, considerarmos a
métrica D (ou suas equivalentes Dy ou Ds), entdo K = Ky x Ky X ... X K, é compacto

se, e somente se, K1, K, ..., K, sao compactos.
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Observacao 2.12. Da definicao anterior segue que todo conjunto totalmente limitado
é limitado.

Proposicao 2.21. Todo subconjunto compacto K de um espaco métrico M é total-

mente limitado.

Demonstracao. Suponhamos que K seja compacto e nao totalmente limitado. Entao,
existe € > 0, tal que:

K ¢ B(zy,¢€), Vo1 € K

K ¢ B(x1,€) U B(xg,€), Vg € K — B(x1,¢€)

K ¢ B(xy,€) U B(x2,€) U B(xa,€), Va3 € K — UB(x1,€)7 onde J = {1,2}

ieJ

Faremos agora a sequéncia (x1, xs, ...), de maneira que x1 € K, z9 € K — B(z1,€),
..., 0 que nos é possibilitado pelas consideracoes anteriores. Como seus termos estao
em K, que é compacto, (z,) admite uma subsequéncia (z,,, Z,,,...) que converge para

€
p € K. Como os termos de (z,,) sao disjuntos entre si, a bola aberta B (p, 5) contém

. . . € .
infinitos desses termos. Assim, tomando x,,xs € B (p, = ), de maneira que x, # x; e
Y ? Y 2 )

r < s, temos:
d(z,,15) < d(zy,p) + d(p, z5) < g ti=c
Segue que x; € B(x,,€) o que é um absurdo. ]
Corolario 2.4. Todo subconjunto compacto de um espagco métrico M € limitado.

Demonstracao. Segue da Proposicao 2.21 e da Observagao 2.12. O

Proposicao 2.22. Um subconjunto A do espaco R™ é compacto se, e somente se, A €

fechado e limitado.

Demonstracao.
(=) Segue do Corolario 2.4 e da Proposi¢ao 2.22, pois R™ é um espago métrico.
(«<=) Sendo A limitado existe a > 0, tal que:

A C[—a,a] X ... x [—a,a] (n copias)
Como cada [—a, a] é compacto em R, entdo o produto
[—a,a] X ... X [—a,d]

é compacto em R". Assim, A é um subconjunto fechado do R™ que esta contido num

compacto deste espaco. Logo, pela Proposicao 2.18, A também é compacto. O

Observacao 2.13. Uma outra definicao de espacos compactos é dada através de co-
berturas.
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Definicao 2.24. Seja X um espago topoldgico e S um subconjunto de X. Uma cobertura

de S é uma familia € = (C))rer de subconjuntos de X com S C U C), isto €, para

AEL
cada s € S existe um indice X € L, tal que s € C.

Equivalentemente, pode-se considerar uma cobertura de S como uma colegio € de
subconjuntos de X (sem indices), tal que para cada s € S existe um conjunto C' da

colecio € com s € C.

Definigao 2.25. Seja € = (C))aer, uma cobertura de S. Uma subcobertura de € é uma
subfamilia €' = (Cx)yer, L' C L, que ainda é uma cobertura de S, isto é, continua
vdlida a propriedade S C U Cy.

Ner
Definicao 2.26. Um espaco topoldgico M é compacto se, para toda cobertura por

abertos de M, existe uma subcobertura finita.

Exemplo 2.20. Para cada inteiro n € N, seja I, = (—n, n) o intervalo aberto da reta
de extremos —n e n. A familia € = (I,,)neny ¢ uma cobertura aberta enumeravel da
reta R. Seja L C N um subconjunto infinito qualquer (por exemplo, o conjunto dos
nimeros pares). A familia €' = (I,,)ner, € uma subcobertura de €. Por outro lado,
qualquer que seja o subconjunto finito {n; < ny < ... < ni} de inteiros positivos, temos
I, U..ul, =1I,,logo, ¢" = (I,,, ..., I, ) ndo é uma subcobertura de ¥. Em outras

palavras, ¥ nao possui subcobertura finita.

Definicao 2.27. Um espaco métrico (M,d) se diz desconezo quando existem dois sub-
conjuntos abertos G e H de M, ambos nado vazios, de maneira que GNH = ) e
GUH = M. Neste caso, dizemos que o par de abertos G e H forma uma desconezao,
ou cisao, de M e usamos a notagio M = G\ H.

Um espaco conero é um espaco que nao € desconero. Portanto, dizer que M ¢é
conexo, significa dizer que nao existe nenhuma desconexdo em M.

Um subconjunto A C M se diz conexo quando o subespago (A,d), onde d é a métrica

induzida sobre A pela métrica de M, é conexo.

Observacao 2.14. Da definicao anterior, note que, se G e H sao abertos, tais que
GNH=0eGUH =M,entaio G=M — H e H= M — G, o que implica que G e H

também sao subconjuntos fechados de M.

Exemplo 2.21. Seja M um conjunto com mais de um elemento e consideremos em
M a métrica discreta. Entao, (M,d) é desconexo. De fato, para todo a € M, sdo

abertos e nao vazios os subconjuntos G = {a} e H = M — G = M — {a} e, obviamente,
M=G\H.

Exemplo 2.22. O subconjunto {0,1} C R é desconexo. De fato, tomemos U = {0}
e V = {1}. Note que U e V sdo disjuntos, ndo vazios e sua uniao ¢ o conjunto dado.
Além disso, U =] — 1,2[ N {0,1} e V =]3,2[ N {0,1} entdo, U e V sdo abertos em

{0,1}, o que completa a justificativa.
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Proposicao 2.23. Um espaco M € desconexo se, e somente se, existe uma funcao

continua e sobrejetora de M em {0,1}.

Demonstracao.
(=) Suponhamos que M ¢é desconexo. Entdo, existem abertos G e H do espaco,
de maneira que M = G \ H. Consideremos f : M — {0, 1}, definida por:

f(x):{o, se r € G,

1, sexe H.

Dessa forma, f é sobrejetora, uma vez que G # () e H # (), e continua, pois,
considerando os abertos de {0, 1}, que sao 0,{0}, {1}, {0, 1}, todos tem como imagem
inversa por f um aberto de M, posto que f~1(0) =0, f1({0}) =G, f'{1}) =H e
F0,1}) = M.

(«<=) Suponhamos agora que exista uma fungdo f : M — {0,1} sobrejetora e
continua. Assim, os conjuntos G = f~1({0}) e H = f~'({1}) sdo abertos e nao-
vazios. Além disso, GNH = f1{oH) n f1{1}) = fA{o}n{1}) = D) =0e
GUH = f~1({0,1}) = M. Entao, M = G|H, ou seja, M ¢ desconexo. O]

Corolario 2.5. Um espaco M é conexo se, e somente se, as unicas funcoes continuas

de M em {0,1} sdo as constantes.

Proposicao 2.24. Seja f : M — N uma funcao continua. Se M ¢é conexo, entao

f(M) € um conjunto conexo de N.

Demonstra¢ao. Suponhamos que f(M) é desconexo.

Entao, existe uma funcdo g : f(M) — {0,1} continua e sobrejetora. Tomemos
fi + M — f(M) definida por fi(z) = f(z),Yx € M. Assim, f; é sobrejetora e
continua. Portanto, a fungao go f; : M — {0,1} é continua e sobrejetora, o que é
um absurdo, pois M é conexo.

Logo, f(M) é conexo. O

Proposicao 2.25. Se A e B sdo subconjuntos conexos de um espago M e AN B # (),

entao AU B também é conezo.

Demonstragao. Se AU B fosse desconexo, existiria uma fungao f: AU B — {0,1}
continua e sobrejetora. Entao, dado p € ANB e suponhamos que f(p) = 0. Além disso,
existe ¢ € AN B, de maneira que f(q) = 1. Digamos, por exemplo, que ¢ € A. Assim,
a fungao f|, : A — {0,1} é continua, pois é a restri¢do de uma funcdo continua, e
também sobrejetora, pois (f|,)(p) = 0e (f|,)(¢) =1, o que é um absurdo, visto que
A é conexo.
No caso de termos ¢ € B, basta procedermos como acima para g|; : B — {0, 1}.
]
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Proposicao 2.26. Seja M um espago métrico, tal que para qualquer p,q € M, existe

um subconjunto conexo A C M, de modo que p,q € A. Entao, M ¢é conexo.

Demonstracao. Suponhamos, por absurdo, que M é desconexo.

Entao, existe f : M — {0,1} continua e sobrejetora. Dessa forma, podemos
considerar p,q € M de modo que f(p) =0e f(q) = 1.

Seja A C M um subconjunto conexo, tal que p,q € A.

Logo, a funcao f|, : A — {0, 1} & continua e sobrejetora, o que contradiz o fato

de A ser conexo. O]

Proposicao 2.27. Dados dois espagos métricos M e N, entao M x N € conexo se, e

somente se, M e N sao conexos.

Demonstracao.

(=) Suponhamos que M x N é conexo.

Como as projegoes p; e py sdo continuas e py (M x N) = M e po(M x N) = N,
entao o fato de M x N ser conexo acarreta a conexidade de M e N.

(«<=) Suponhamos agora que M e N sao conexos.

Sejam p = (a,b) e ¢ = (¢,d) pontos arbitrarios de M x N. Note que {a} x N
é conexo, pois é homeomorfo a N (pela aplica¢do y — (a,y)), M x {d} também
conexo e vale a relacdo ({a} x N) N (M x {d}) # 0. Entao, pela Proposi¢ao 2.25,
({a} x N)U (M x {d}) é conexo. Assim, para quaisquer p,q € M X N, existe um
subconjunto conexo de M x N que contém esses pontos. Portanto, a Proposi¢ao 2.26

garante que M X N é conexo. O

Corolario 2.6. O produto cartesiano M = My X ... X M, € conexo se, e somente se,

cada M; € conexo, 1 <i <n.

Proposicao 2.28. Se a métrica considerada sobre R € a wusual, entdo sdo coneros

todos os intervalos do tipo |a,b], [a,b],]a,b].

Demonstra¢ao. Faremos a demonstragdo para um intervalo da forma |a,b] = J. Se J
fosse desconexo, existiria uma fungao f : J — {0, 1} continua e sobrejetora. Podemos
supor que f(b) = 1 pois, caso contréario, tomando g(z) = 1 — f(z) (com g também
continua e sobrejetora), terfamos g(b) = 0.

Seja ¢ = sup{z € J|f(x) = 0}. Dessa forma, como f é continua em ¢ € J, dado
e =1, existe 0 > 0, tal que se x € J e |z — | < 9, entao, |f(z) — f(c)| < 1.

Assim, como f(x) = 0 e |f(z) — f(¢)| < 1 temos que [f(c)| < 1 e, portanto,
fle) = 0= f(x).

Entao, concluimos que f(z) = f(c), para todo z € J, tal que c — 6 <z < ¢+ .

Mas ainda, como ¢ = sup{x € J|f(z) = 0}, existe u € J, talquec—d <u < ce
f(u) =0, 0 que implica que c—d <u<c+de f(c) = f(u)=0.

Por outro lado, tomando v € J de modo que se tenha ¢ < v < ¢+, entdo f(v) =1

e f(c) = f(v) =1, o que é um absurdo, pois f(c) ndo pode ter duas imagens distintas.
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Portanto, J é conexo.

O caso em que J = [a,b] segue de maneira analoga, considerando-se f(a) = 1 e
c = inf{z € J|f(z) = 0}.

Ja para J = [a, b] a demonstracdo acima é suficiente. ]

Corolario 2.7. O espaco R™ ¢é conexo, para todo n > 1.

Demonstragao. Como R é homeomorfo a todo bola aberta da forma | — a,al, a € R,
e estas bolas sao conexas, entdao R é conexo. Entao, o Corolario 2.6 nos garante a
conexidade de R® =R x ... x R. O]

Definimos conjuntos conexos em espacos métricos. Porém, num espacgo topologico
X, a existéncia de um subconjunto simultaneamente aberto e fechado, diferente de X
e de (), é equivalente a existéncia de uma decomposicao AU B, com ANB =0, Ae B
ambos abertos (e, por conseguinte fechados) e nao-vazios. Basta tomar B = X — A.

Portanto, um espacgo topoldgico X é conexo se, e somente se, nao pode ser expresso

como reuniao de dois subconjuntos abertos, disjuntos e nao-vazios.

Definicao 2.28. Um espaco topoldgico X € conexo quando ) e X sdo os tinicos sub-

conjuntos de X, simultaneamente, abertos e fechados.

Definicao 2.29. Um espagco métrico M é chamado completo, ou espago de Banach,

se toda sequéncia de Cauchy em M converge para um ponto de M.
Exemplo 2.23. Segue da Proposicao 2.15 que R é um espago métrico completo.
Proposicao 2.29. Todo espaco métrico compacto é completo.

Demonstracao. Sejam (M, d) um espago métrico e (x,) uma sequéncia de Cauchy em
M. Da compacidade de M temos que existe uma subsequéncia (T, , Tny, Tns,...) de
(x,) que converge para um ponto p € M. Mas, da Proposi¢ao 2.14, garantimos que a
sequéncia (z,) também converge para o ponto p, isto é, x, — p, quando n — o0,

implicando que M ¢é completo. O

Definicao 2.30. Um subconjunto A de um espagco X € denso em X se o fecho de A,

A, € igual ao conjunto X.

De maneira equivalente, podemos dizer que um subconjunto A de um espaco X é

denso se, para todo o ponto x € X, qualquer vizinhanca de x contém um elemento de
A.

Exemplo 2.24. R, Q e R — Q sao densos em R. Da mesma forma, (0,1) é denso em
[0, 1].

Definicao 2.31. Um espago métrico X € separdvel se existe um subconjunto enume-

ravel denso em X.
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Exemplo 2.25. Todo espago métrico totalmente limitado M é separavel. De fato,
para cada n € N existe um conjunto finito E,, = {2, Zpn,, ..., Tn, }, p = p(n), tal que
cada ponto x € M dista menos de % de algum ponto de E,,. Segue, entdo, que a reuniao
FE = UE,, ¢ um subconjunto enumeravel denso em M.

Em particular, todo espaco métrico compacto, ¢ separavel.

Definicao 2.32. Diz-se que um espaco topoldgico X € um espaco de Lindeldf quando

toda cobertura aberta de X admite uma subcobertura enumerdvel.

Proposicao 2.30. As sequintes afirmacoes a respeito de um espago métrico M sdao
equivalentes:

(1) M tem base enumerdvel;

(2) M é um espaco de Lindeldf;

(8) M é separdvel.

A demonstracao da Proposi¢ao 2.30 pode ser encontrada em [8].



3 Dimensao Topologica

Da geometria euclidiana criamos uma nocao intuitiva do conceito de dimensao, isto
é, que um ponto tem dimensao 0, uma reta ou curva tem dimensao 1, planos dimen-
sao 2, s6lidos dimensao 3 e por inducao podemos generalizar para dimensoes n > 3.
Entretanto, como podemos definir formalmente o conceito de dimensao? Neste capi-
tulo, veremos uma primeira definicao formal para esse conceito, a dimensao topologica.
O fato de ser chamada topolégica quer dizer que se dois conjuntos sao homeomorfos,
entao eles tém a mesma dimensao.

Abordaremos duas das principais definicdes para a Dimensao Topolégica:

1. Dimensao Indutiva Pequena (ind);

2. Dimensao Indutiva Grande (Ind);

Também existe uma outra defini¢do, a de dimensao topolégica por cobertura (dim),
porém esta nao serd abordada neste trabalho.

Na verdade, para espacos separaveis, essas definicoes sao equivalentes.

Se tomarmos novamente um cubo cuja dimensao é 3, sabemos que sua fronteira é
composta por quadrados, cuja dimensao é 2. Ja a fronteira de um quadrado sao linhas
cuja dimensao é 1. A fronteira de uma linha é composta por pontos cuja dimensao é
0. Assim, intuitivamente, pensamos na dimensao de um espaco como sendo 1 somado
a dimensao de sua fronteira.

A partir dessa ideia, veremos as defini¢oes, alguns exemplos e resultados sobre a
Dimensao Indutiva Pequena e, em seguida, a Dimensao Indutiva Grande.

Neste capitulo, utilizamos [5], [10] e também [7] como principais referéncias.

3.1 Dimensao Indutiva Pequena

Definicao 3.1. A Dimensao Indutiva Pequena de um espago métrico X, denotada por
ind X, ondeind X € {—1,0,1,2,...,00}, € definida como segue:

1. ind X = —1 se, e somente se, X = ().

2. Considerando X # ) en € {0,1,2,3,...}, ind X < n se para todo x € X e
para todo conjunto aberto U existe um aberto V, com x € V, tal que V. C U, e ind
OV <n—1, onde OV € a fronteira de V.

3. Seind X <neind X >n—1 entao ind X = n.

33
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4. Seind X > n, para todo n, dizemos que ind X = oo.

Observacao 3.1. A condicao 2 da Definicao 3.1 pode ser reescrita, de maneira equi-
valente, como: ind X < n se existe uma base para X consistindo de conjuntos U com
ind OU <n —1.

Da Definigao 3.1 e da Observacao 3.1, um espaco métrico X é zero-dimensional se,
e somente se, X tem uma base em que seus conjuntos abertos consistem em conjun-
tos com fronteira vazia, isto é, uma base constituida de conjuntos, simultaneamente,

abertos e fechados.

Teorema 3.1. (Teorema do Subespago) Para todo subespaco M de um espago re-
gular X tem-se que ind M < ind X.

Demonstracao. Observe que o teorema ¢ valido se ind X = oo, entao vamos supor que
ind X < co. Vamos aplicar o principio da indugao sobre ind X. Inicialmente, note que
a igualdade é valida se ind X = —1.

Como hipoétese de inducao, vamos assumir que o teorema ¢é valido para todo espago
regular cuja dimensao nao excede n —1 > —1.

Considere um espago regular X com ind X = n, um subespago M do espago X,
um ponto x € M e uma vizinhanca V do ponto z em M. Por definicao de subespaco
topologico, existe um subconjunto aberto V; do espago X satisfazendo a igualdade
V=MnV.

Como ind X < n, existe um conjunto aberto U; C X, tal que
relU CcVieind OU; <n—1.

A interseccao U = M N U; é um conjunto aberto em M e satisfaz x € U C V.
A fronteira 0y;U do conjunto U no espaco M éiguala MNMNU NM — U,.

Entao a fronteira 0y;U é um subespaco do espaco OU;. Assim, pela hipdtese de

inducao, ind dy,U < n — 1, o que juntamente com o item 2 da Definicdo 3.1 garante a
desigualdade ind M <n = ind X. O]

Lema 3.1. Se X é um conjunto nao vazio formado por um nimero finito de pontos,
entao ind X = 0.

Demonstracao. Como X é um conjunto formado por um ntmero finito de pontos,
considere a topologia discreta (X, 7), onde 7 = Z(X) e (X,d) é um espago métrico,
com d a métrica discreta.

Note que, considerando a topologia discreta, cada subconjunto de Z(X) é, simul-
taneamente, aberto e fechado. Em particular, os subconjuntos de (X)) formados por
um tnico elemento formam uma base de X composta por conjuntos que sao abertos e
fechados, simultaneamente. Entao, ind X < 0.

Como X # ) entao ind X # —1. Portanto, ind X = 0. O
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Teorema 3.2. Se X é um espaco métrico conexo com pelo menos dois elementos,

entao X nao tem dimensao indutiva pequena 0, ou seja, ind X # 0.

Demonstragao. Sejam z,y € X com x # y. Entao existem conjuntos abertos disjuntos
UV C X, taisquex € U ey € V ja que todo espaco métrico é um espaco de Hausdorff.

Temos que U e V sao subconjuntos nao-vazios de X que também nao sao todo o
conjunto X, poisz e Uey eV, masy & U e x ¢ V. Entao, devem existir elementos
de uma base de X, B, e B,, com x € B, e y € B,, que nao sao ) nem X, tais que
B,cUeB,CV.

Assim, qualquer base £ de X contém os elementos B, e B,, que nao sao nem vazios
nem todo o conjunto X, desde que U e V sao subconjuntos disjuntos de X.

Como X ¢ conexo, B, e B, nao sao abertos e fechados, simultaneamente.

Entao, nao existe uma base para os abertos de X constituida somente de conjuntos

abertos e fechados, simultaneamente. Logo, ind X # 0. O
Corolario 3.1. R nao tem dimensao indutiva pequena 0, ou seja, ind(R) # 0.
Demonstragao. Como R é conexo, segue do teorema anterior que ind(R) # 0. O
Teorema 3.3. R tem dimensao indutiva pequena 1.

Demonstra¢ao. A base padrao para R é a cole¢ao & de intervalos abertos (z—r, x+71),
comx € Rer > 0. A fronteira de cada um desses intervalos ¢ um conjunto de dois
pontos {z —r,z +1}.

Pelo Lema 3.1, o conjunto {z —r, x4+ 1}, que é um conjunto com um ntmero finito
de pontos, tem dimensao indutiva pequena 0. Assim, a dimensao indutiva pequena da
fronteira dos conjuntos de uma base de R é 0. Entdo, ind(R) < 1.

Pelo corolario anterior, ind(R) # 0. Logo, ind(R) = 1. O

Definicao 3.2. Sejam X um espaco topologico e A, B um par de subconjuntos disjuntos
do espaco X. Dizemos que um conjunto L C X é uma particio de A e B, se existem

conjuntos abertos Uy W C X satisfazendo as condigoes:
AcU, BCW, UnW=0 e X—-L=UUW. (x)
Note que a particao L é um subconjunto fechado de X.

Proposicao 3.1. Um espaco regular X satisfaz a desigualdade ind X <mn en > 0 se,
e somente se, para todo ponto x € X e cada conjunto fechado B C X, tal que v ¢ B

existe uma particao L entre z e B, tal que ind L < n — 1.

Demonstracao. Seja X um espaco regular satisfazendo ind X < n, com n > 0. Con-
sidere um ponto x € X e um conjunto fechado B C X, tal que x ¢ B. Existe uma
vizinhanca V' C X do ponto z, tal que V C X — B e um conjunto aberto U C X,
tal que x € U C V e ind OU < n — 1. Note que o conjunto L = QU é uma particao
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entre {z} e B; os conjuntos U e W = X — U satisfazem as condi¢oes (1) da definicio
anterior.

Agora, assumimos que um espaco regular X satisfaz as condicoes do teorema. Con-
sidere um ponto z € X e uma vizinhanca V' C X do ponto x. Seja L uma particao
entreze B=X—-V talqueind L <n—1esejam U,W C X subconjuntos disjuntos

de X satisfazendo as condicoes da Definicao 3.2. Temos

reUCX-WcCcX-B=V

WWCcX-U)NX-W)=X—-(UuUW) =1,
entao ind OU < n — 1 em virtude do Teorema 3.1. Portanto, ind X <n. O

Teorema 3.4. Um espago métrico separdvel X satisfaz a desigualdade ind X < n e

n > 0 se, e somente se, X tem uma base contdvel B, tal que ind OU < n — 1, para todo
UeB.

Demonstracao.

(«<=) Decorre da definigdo de dimensao indutiva pequena.

(=) Da definigao de ind X < n segue que para todo x € X e para todo conjunto
aberto U existe um aberto V, z € V, tal que V C U e ind OV < n — 1, onde 9V é a
fronteira de V.

Basta tomarmos B = {V; };eny uma base contéavel para o espago X e usarmos o Lema
2.1. m

Teorema 3.5. (Primeiro Teorema da Separag¢do para dimensao 0): Se X é um
espaco métrico separdvel zero-dimensional, entdao para todo par A, B de subconjuntos
fechados disjuntos de X o conjunto vazio é uma particao entre A e B, isto €, existe um
conjunto, simultaneamente, aberto e fechado U C X, tal que ACU e BC X —U.

Demonstracao. Para todo z € X existe um conjunto, simultaneamente, aberto e fe-
chado W, C X, talquez € W, eou ANW, =0 ou BNW, = 0.
A cobertura aberta {W, }.cx do espago X tem uma subcobertura contavel {W,, }°,.

Os conjuntos U; = W, — U W, C Wy, onde i = 1,2,... sao abertos e constituem
j<i
uma cobertura do espaco X.
Vamos definir U = U{Ul CANU; #0 e W = U{UZ cANU; = 0}.
Claramente, A C U e segue que B C W. Ja que os conjuntos U; sao dois a
dois disjuntos, W = X — U, o que implica que o conjunto U é aberto e fechado,

simultaneamente, e que B C X — U. O

Os préximos resultados serao necessarios para as proximas demonstracoes.
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Lema 3.2. Para todo par A, B de conjuntos separdveis em um espaco métrico X

existem conjuntos U, W C X, tais que
AcU, BCW e UnNnW=0. (1)

Demonstracao. Seja o uma métrica no espago X e sejam f(zx) = po(x,A) e g(z) =

o(z, B) as distancias do ponto x € X até A e B, respectivamente. Ja que as funcoes f

e g sao continuas, os conjuntos
U={zeX:f(x)—glx)<0teW={zreX: f(x)—g(x) >0}

sdo abertos. As inclusdes em (1) seguem das igualdades f~1(0) = A e g7'(0) = B. A
igualdade U N W = () segue diretamente da defini¢ao de U e W. O

Lema 3.3. Sejam M um subespaco de um espaco métrico X e A, B um par de sub-
conjuntos fechados disjuntos de X. Para toda particio L' no espaco M entre M NV,
e M NV, onde Vi, Vy sdo subconjuntos abertos de X, tais que A C Vi, B C V, e
VinVy =0, exite uma particio L no espaco X entre A e B que satisfaz a inclusao
MNLclL.

Se M é um subespaco fechado do espaco métrico X e A, B um par de subconjuntos
fechados disjuntos de X, entdao para toda particao L' no espaco X entre MNAeMNB

existe uma particao L no espaco X entre A e B que satisfaz a inclusao M N L C L'.
Demonstracao. Sejam U’, W' subconjuntos abertos de M satisfazendo as condicoes
MOVycU, MOVoCcW, UNW' =0 e M—L =U UW".
Observe que
ANW =0=BnU. (1)

De fato, como ViNW' = M NVinW c U NW =0 e como o conjunto V; ¢é
aberto, temos V; N W = 0, o que implica que ANW = ); analogamente, também vale
BNU =0.

Os conjuntos U’ e W’ sdo disjuntos e abertos na uniao U'UW’, e entao sao separaveis,
isto é,

UnNW =0=Unw. (2
Segue de (1) e (2) que os conjuntos AUU’" e BUW’ também sao separaveis. Portanto,

pelo Lema 3.2, existem conjuntos abertos disjuntos U, W C X, tais que
AUU cU, BUW'CW e UNW = 0.

O conjunto L = X — (U U W) é uma particao do espaco X entre A e B.
Como
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MNL=M-(UUW)CM—(UUW') =L,

a primeira parte do lema est& provada.
Para provar a segunda parte, considere subconjuntos fechados disjuntos U, Wi do

espaco M satisfazendo as condicoes
MﬂACUl, MﬂBCWl, UlﬂVVl:@ (& M—L’:U1UW1.

Como AN(M —U;) =0, BN(M—-W;) =0e ANB = (), existem conjuntos abertos
Vi, Vo C X, tais que

AC‘/lCvlCX—(M—U1>,BC‘/QCVQCX—(M—W1>671QV2:@.

Logo, L' é uma particio no espaco M entre M NV, e M NV, entdo a particio L

existe pela primeira parte do lema. O

Teorema 3.6. (Segundo Teorema da Separacdao para dimensdo 0): Se X € um
espaco métrico arbitrdrio e 7 é um subespaco separdvel zero-dimensional de X, entao

para cada par A, B de subconjuntos disjuntos fechados de X existe uma particao L entre
A e B, tal que LN Z = ().

Demonstracao. Considere os conjuntos abertos Vi, Vo C X, tais que A C V;, B C Vs e
V1NV, =10. Pelo Teorema 3.5 (Primeiro Teorema da Separacdo para dimensio 0), o
conjunto vazio é uma particao no espaco Z entre ZNV; e ZNV;. Aplicando a primeira

parte do Lema 3.3 obtemos a particao desejada. O

Proposicao 3.2. Um subespaco métrico separdvel M de um espaco métrico arbitrdrio
X € zero-dimensional se, e somente se, M € nao-vazio e para todo ponto x € M (ou,
equivalentemente, para todo ponto x € X ) e cada vizinhanga V do ponto x no espago
X existe um conjunto aberto U C X, tal quex € U CV e M NOU = 0.

Demonstracao.

(=) Pelo Teorema 3.6, se M é um espaco métrico separavel, entdo para cada par
de subconjuntos fechados disjuntos A, B de X existe L de modo que LN M = (). Basta
tomar B C X, tal que x € B e existe uma vizinhanca V' C X do ponto z, tal que
x €U CVeind U <n — 1. O resultado segue tomando L = 9U.

(<) Temos que mostrar que M possui uma base em que seus conjuntos abertos
consistem em conjuntos com fronteira vazia.

Para cada vizinhanca V' do ponto x no espaco X existe um conjunto aberto U C X,

talquez € U C Ve MNOU = (. A cobertura aberta U; = W, — U W, do espago
j<i

X tem uma subcobertura contavel. Seja U = U{Ul CANU # D e W = U{Ul ;

ANU; =0}, onde U; = W, — U W,, C W,, sao abertos e constituem uma cobertura
j<i

do espaco X.
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Temos que A C U e segue que B C W. Ja que os conjuntos U; sao dois a dois disjun-
tos, W = X — U, o que implica que o conjunto U é aberto e fechado, simultaneamente
eque BC X —-U. O

Proposicao 3.3. Um subespago M de um espaco métrico X € zero-dimensional se, e

somente se, M ¢é nao-vazio e tem uma base contdvel B, tal que M NU =0, VU € B.
Demonstracao. Segue da Proposicao 3.2 e do Lema 2.1. O]

Teorema 3.7. (Teorema da Soma para dimensao 0) Se um espago métrico sepa-
rdvel X pode ser representado como a uniao de uma sequéncia F, Fy, ... de subespacos

fechados zero-dimensionais, entao X € zero-dimensional.

Demonstracao. Considere um par A, B de subconjuntos fechados disjuntos de um

espaco X. Devemos provar que existem conjuntos abertos U, W C X, tais que
AcCcU, BCW, UnW=0e X=UUW, (1)
isto é, que o conjunto vazio é uma particao entre A e B.
Sejam Uy, W, subconjuntos abertos de X, tais que
ACUy, BCWy e UnNWy=10. (2

Vamos definir indutivamente duas sequéncias Uy, Uy, Us, ... € Wy, W1, W5, ... de sub-

conjuntos abertos de X satisfazendo para i =0, 1,2, ... as condicoes:

U_1CU, WiiCW; sei>1 e UNW;=0. (3)
F,cUNW,;, onde Fy =0. (4)
Note que os conjuntos Uy, W, definidos acima satisfazem ambas as condicoes para
i =0.
Vamos assumir que os conjuntos U;, W; satisfazendo (3) e (4) sdo definidos para
todo 7 < k.
Os conjuntos Up_1 N F, e Wi_1 N F), sao fechados e disjuntos; como o espaco Fj, é

zero-dimensional, pelo Teorema 3.5 existe um subconjunto, simultaneamente, aberto e
fechado V' de Fj, tal que

Uk_lﬂFkCV e Wk_lﬂFkCFk—v. (5)

O conjunto F} sendo fechado em X, os conjuntos V' e Fj, —V sao também fechados
em X; de (5) segue que

(Upt UVIN Wit U (B, = V)] = (VW) U Up_ N (F, — V)] = 0,
entao existem conjuntos abertos Uy, W), C X satisfazendo

Uk_lLJVCUk, Wk_lLJ(Fk—V)CWk e Ukak:Q)
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Os conjuntos Uy, Wy, satisfazem (3) e (4), para i = k. Portanto, a construcao das
sequéncias Uy, Uy, Us, ... € Wy, W1, Ws, ... esta completa. Segue de (2), (3) e (4) que as
oo oo
unioes U = U UeW = U W; satisfazem (1). O
i=0 i=0
Lema 3.4. Se um espaco métrico X pode ser representado como a uniago de dois su-
bespacos Y e Z, tais que ind Y <n —1 eind Z <0, entao ind X < n.

Demonstracao. Considere um ponto x € X e uma vizinhanca V' C X do ponto =.
Pelo Teorema 3.6, existem conjuntos abertos disjuntos U, W C X, tais que x € U,
X-VCcWelX-UUW)]nNZ = 0. Claramente, x € U C V. Como U C
(X - (UUW)] CcX—-ZcCY, temos ind OU < n — 1. Portanto, ind X < n. O

Teorema 3.8. (Teorema da Soma) Se um espaco métrico separdvel X pode ser
representado como a unido de uma sequéncia Fy, Fy, ... de subespacgos fechados, tais

que ind F; <n, parai=1,2,..., entao ind X <n.

Demonstracao. Vamos aplicar indugao sobre o ntimero n. Para n = 0 o teorema, ja foi

provado. Assumimos que o teorema é valido para dimensao menor do que n e considere
(o, ¢]

o espaco X = UE—, onde F; é fechadoeind F; <n > 1parai=12,...

i=1
Aplicando o Teorema 3.4, escolha para ¢ = 1,2, ..., uma base contavel %; para o

espaco F;, tal que ind OU < n — 1 para todo U € %;.
Por inducao assumimos que o subespaco Y = U {8U U e U‘@l} do espaco X

i=1
satisfaz a desigualdade ind Y <n — 1.

Agora, a Proposicao 3.3 implica que para ¢ = 1,2,... o subespaco Z; = F;, — Y
do subespago F; satisfaz a desigualdade ind Z; < 0, portanto, pelo Teorema 3.7, o

subespaco Z = U Z; = X —Y do espaco X também satisfaz a desigualdade ind Z < 0

i=1
(isso segue da relagdo Z; = F; — Y = F; N Z que todo Z; é fechado em Z). Entao, pelo
Lema 3.4, segue que ind X < n. O

Teorema 3.9. (Primeiro Teorema da Decomposi¢cdao) Um espago métrico sepa-
ravel X satisfaz a desigualdade ind X < n, com n > 0, se, e somente se, X pode ser

escrito como a uniao de dois subespacos Y e 7, tais queind Y <n—1 eind Z <0.

Demonstracao. Considere o espaco métrico separavel X, tal que ind X < n, com
n > 0. Em virtude do Teorema 3.4, o espaco X possui uma base contavel B, tal que
ind OU < n — 1, para todo U € B. Segue, a partir do Teorema 3.8, que o subespaco
Y = U{(?U : U € B} tem dimensdao < n — 1 e a partir da Proposicao 3.3 que o
subespaco Z = X — Y tem dimensao < 0. Para completar a prova basta aplicar o
Lema 3.4. ]



Dimensao Indutiva Pequena 41

Teorema 3.10. (Segundo Teorema da Decomposi¢ao) Um espa¢o métrico se-
pardvel X satisfaz a desigualdade ind X < n, n > 0, se, e somente se, X pode ser
representado como a uniao de n + 1 subespacos Zy, Zs, ..., Zni1, tais que ind Z; < 0

para 1 =1,2,...n+ 1.

Demonstracao. Aplica-se o Principio da Inducao para i.

(1) Pelo Teorema 3.9 temos que o resultado é verdadeiro para i = 1, 2.

(2) Hipotese de Indugdo: Suponhamos que o resultado seja valido para i = n subes-
pacos, ou seja, X pode ser representado como a uniao de n subespacos £, Zs, ..., Zy,
tais que ind Z; <0, parat=1,...n—1eind Z, <0.

O resultado procurado segue aplicando o Teorema 3.9, considerando Y = Z; U Z, U
wUZyeZ=7,4. m

Teorema 3.11. (Teorema da Adi¢do) Para todo par X, Y de subespagos separdveis

de um espaco métrico temos
ind(XUY)<ind X +ind Y + 1.

Demonstracao. Se X e Y sao espacos métricos separaveis e ind X <neind Y < m
pelo Teorema 3.10 segue que X UY pode ser representado como a uniao de Z,;, ...,

Zyma1s Zys s Lyms1-
Assim,

ind( XUY)<(n+1)+(m+1)—1<ind X +ind Y + 1.
[l

Teorema 3.12. (Primeiro Teorema da Separagdo): Se X é um espac¢o métrico
separdvel, tal que ind X < n en > 0, entao para todo par A,B de subconjuntos fechados

e disjuntos de X existe uma particao L entre A e B, tal que ind L <n — 1.

Demonstracao. Pelo Teorema 3.9, X = YU Z, ondeind Y < n—-1eind Z < 0.
Aplicando o Teorema 3.6 , obtemos uma particao L entre A e B, tal que LN Z = ().
Como L C X — Z CY temos ind L < n — 1, pelo Teorema 3.1. n

Teorema 3.13. (Segundo Teorema da Separag¢do) Se X é um espaco mélrico
arbitrario e M é um subespago separdvel de X, tal que ind M < n en >0, entao para
todo par A, B de subconjuntos fechados disjuntos de X existe uma particao L entre A
e B, tal que ind (LN M) <n-—1.

Demonstracao.

Basta aplicar o Teorema 3.9 para o subespago M.

M é um subespaco separavel de X, A, B sao fechados e disjuntos, A C U, BC W
sao abertos em X e UNW = ().

Para toda particao L' de M NU, M N W existe uma particio L de A, B, tal que
MNLCL entaoind (MNL)<n-—1. O
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A seguir, veremos um exemplo sobre a dimensao topolégica do Conjunto de Cantor.
Neste capitulo, apresentaremos brevemente este conjunto, porém falaremos mais sobre
ele no Capitulo 4.

O Conjunto de Cantor, o qual denotaremos por C', ¢ um subconjunto infinito do in-
tervalo [0, 1] definido como segue. Consideremos, inicialmente, o intervalo [0, 1]. Agora,
dividiremos este intervalo em trés partes iguais e retiraremos o terco médio, ou seja,
ficaremos apenas com os intervalos [0, 5] ¢ [2,
um dos intervalos restantes e assim sucessivamente e indefinidamente.

A partir dessa ideia, denotaremos Co = [0,1], C; = [0,3] U [3,1], Co = [0,5] U
2,3] U[3, 9] U [8,1] e assim por diante. Podemos chamar cada um desses C;, onde
1=20,1,2,..., de niveis do Conjunto de Cantor. Generalizando, obtemos

1]. Repetiremos esse processo em cada

2n—1

= U Ik, tal que I, = [
k=0

Qg bk
3n7 3n |’

onde ag, by seguem o padrao indicado anteriormente.

O conjunto de Cantor é definido como

C = FjOCn.

Proposicao 3.4. O Conjunto de Cantor tem Dimensao Indutiva Pequena 0.

Demonstracao. Como 0 € C, entao C' # (). Consequentemente, ind C' # —1. Devemos
provar que C' tem uma base constituida de conjuntos, simultaneamente, abertos e
fechados. Primeiro, vamos mostrar que para todo conjunto aberto U C C, para todo
x €U, existem n,k € N, tais que x € I,,, C U.
Dado € > 0 e z € C, tomemos n,k € N, tal que 3™ < eex € I,;. Tal I,
oo

existe, pois C' = ﬂ C,, e, entao, C' C C,, para todo n € N. A bola aberta B(x,¢),
n=0
centrada em x e de raio €, ¢ um elemento de uma base de R que contém z. Sabemos que

I, C B(x,¢€) ja que o comprimento de I, ¢ menor do que o raio de B(z,€) e B(x,¢)
¢ centrada em z. Entao, x € C NI, C CNB(x,¢€), poisz € CNIyye I, C Bz, e).
Agora, vamos mostrar que C'N I, ; é aberto e fechado. Sabemos que I, ;, é fechado,
pois ¢ um intervalo fechado de R. Portanto, C'N I, é fechado em C', considerando a
topologia para um subespago.
Para finalizar, cada I, tem comprimento SL” e a distancia d(1,, 4, I, ;) > BL“’ para
ar —1 by +1

3 7 3n
que é aberto em C. Logo, C'N I, é aberto e fechado em C. Portanto, ind C' = 0, j&

todo k # j € {1,...,2""'}, por construgao. Portanto, C NI, = CN

que ind C' # —1 e C' tem uma base constituida de conjuntos abertos e fechados. m
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3.2 Dimensao Indutiva Grande

Definicao 3.3. Sejam A e B subconjuntos disjuntos de um espaco métrico X. Um
conjunto L C X separa A e B, se existem conjuntos abertos disjuntos U eV em X,
tais que ACU, BCV eL=X—-(UUV).

Definicao 3.4. A Dimensao Indutiva Grande de um espaco normal X , denotada por
Ind X, onde Ind X € {—1,0,1,2,...,00} € definada da sequinte forma:

1. Ind X = —1 se, e somente se, X = (.

2. Ind X <n, onden =0,1,2,..., se para todo conjunto fechado A C X e cada
conjunto aberto V. C X o qual contém A, existe um conjunto aberto U C X tal que
AcUcCV elndoU <n-—1.

S IndX=nselnd X <nelnd X >n—1.

4. Ind X =00 seInd X >n paran=-1,0,1,....

Aplicando inducao sobre Ind X, podemos verificar que qualquer espaco normal X
e Y homeomorfos, temos que Ind X = Ind Y.
Analogamente ao feito na Proposicao 3.1, podemos provar a Proposi¢ao 3.5, a qual

fornece uma equivaléncia para a definicao de Dimensao Indutiva Grande.

Proposicao 3.5. Um espaco normal X satisfaz Ind X < n en > 0 se, e somente
se, para todo par A, B de subconjuntos fechados disjuntos de X existe uma particao L
entre A e B, tal qgue Ind L <n — 1.

Teorema 3.14. Em um espaco topoldgico, conjuntos formados por um nimero finito

de pontos tem dimensao indutiva grande 0.

Demonstracao. Considere X = {xy,..., %}, isto é, X é um conjunto com um nimero
finito k& de pontos. Note que Ind X # —1, ja que X # 0.

Sejam A = {2y, ...,2n,} € B = {Tpm,, ..., Tm, } subconjuntos de X, tais que ANB =
(). Como X tem um nimero finito de pontos, consideramos a topologia discreta assim
como no Lema 3.1, entao A e B sao abertos em X.

Considere U = Ae V = X — A. Dessa forma, U e V sao disjuntos e abertos em X,
taisque ACUe BCV.

Seja L = X — (UUV). Note que L é uma partigdo entre U e V. Mas UUV =
AUX—-A)=X,entao L=X —(UUV)=X — X =0.

Como L = (), entao Ind L = —1 e, portanto, Ind X < 0. Como Ind X # —1, segue
que Ind X = 0. O

Lema 3.5. Se X ¢ um espaco métrico separdvel com ind X = 0, entao Ind X = 0.

Demonstracao. Sejam A e B conjuntos fechados disjuntos em X. Se ind X = 0, entao

existe uma base Z para X formada por conjuntos abertos e fechados, simultaneamente.
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Para todo X escolha U, € &, tal que z € U, eou U, NA =0 ou U, NB = 0.
Podemos fazer isso, pois se z € A, entao X — A é um conjunto aberto contendo x ja
que A é fechado. Analogamente, se © ¢ B, entao X — B é um aberto contendo x. Todo
x € X satisfaz uma dessas condicoes ja que A e B sao disjuntos. Entdo, {U,|x € X}
¢ uma cobertura aberta de X.

Como X é separavel, pela Proposicao 2.30, existe uma subcobertura enumeravel de
{Up|lz € X}, {Us,,Usy, ...} de X.

Defina Vi =U,, eV, =U,, — (V1UV,U...UV,_4). Cada V, é, simultaneamente,
aberto e fechado, pois ¢ contruido a partir de U,, o qual é um elemento da base,

simultaneamente, aberto e fechado.
Além disso, U V, = U U,, = X. Cada V,, satisfaz ou V, NA =0 ou V,, N B = (.

neN neN
Considere U = U{Van N B = 0}. U é aberto pelo fato de V,, ser, simultaneamente,

aberto e fechado e U N B = (), por construgao.

Assim, V=X -U = U{Vn\Vn N B # (}. V & aberto ja que V,, é aberto e fechado.
Entao, U é fechado jA que X —U =V e VN A = (), porque para todo V,, C V,
Vo,NB # 0 e A, B sao disjuntos. Consequentemente, A C U e UN B = (), o que
implica que () é uma particao dos cojuntos disjuntos A e B. Logo, Ind X < 0. Como
ind X = (), segue que X # (). Portanto, Ind X = 0. O

Aplicando inducao sobre Ind X, podemos verificar o seguinte teorema.
Teorema 3.15. Para todo espaco normal X temos ind X < Ind X.
Teorema 3.16. Se X ¢é um espaco métrico separdvel, entao ind X = Ind X.

Demonstracao. Basta mostrar que Ind X < ind X. Podemos supor que ind X < oc.
Vamos aplicar inducao sobre ind X. A desigualdede vale para ind X = 1. Assumimos
que a desigualdade ¢ valida para todo espaco métrico separavel com dimensao indutiva
pequena menor do que n > 0 e consideremos um espaco métrico separavel X, tal que
ind X =n.

Sejam A e B um par de subconjuntos fechados disjuntos de X. Em virtude do
Teorema 3.12, existe uma particdo L entre A e B, tal que ind L < n — 1. Segue da
hipotese de inducao que Ind L < n—1, entao Ind X < n pela Proposicao 3.5. Portanto,
Ind X <ind X. ]



4 Dimensao de Hausdorff

Neste capitulo, apresentamos brevemente a dimensao de Hausdorff, também cha-
mada de dimensao fractal, e futuramente estudaremos suas aplicacoes na geometria
fractal. Para estudos iniciais sobre essa geometria seguimos [2]| e [9]. Escolhemos
seguir 3] como principal referéncia para este capitulo. No final deste trabalho, adi-
cionamos como apéndice a abordagem encontrada em [6]. Porém, para estudos mais
aprofundados dessa outra abordagem, sao necessarios muitos conceitos que vao além
do objetivo deste trabalho.

O nome dimensao de Hausdorff vem do matematico alemao Felix Hausdorff (1868-
1942), o qual publicou trabalhos na area de topologia e introduziu a ideia dessa dimen-
sao. Alguns autores também se referem a ela por dimensao de Hausdorff-Besicovitch,
pelo fato de seu desenvolvimento ter recebido grandes contribuicoes do matematico
russo Abram Samoilovitch Besicovitch (1891-1970). Anos mais tarde, o matemético
francés Benoit Mandelbrot (1924 - 2010) retomou os estudos de Hausdorff e Besicovitch
em seus trabalhos sobre a geometria fractal.

Inicialmente, vamos abordar uma nocao intuitiva do conceito de dimensao de Haus-
dorff. Para isso, vamos explorar o conceito de dimensao de objetos através de subdivi-
soes destes.

Denotaremos por N o nimero de partes que o objeto foi dividido e r o fator de
reducao. Assim a dimensao D de um objeto da geometria euclidiana pode ser verificada
pela seguinte relacao:

EAY

Considere um segmento de reta e o dividimos em trés partes iguais. Assim, cada

parte sera % do segmento inicial. Nesse caso, temos N = 3 e r = % Utilizando a

relagao (1), obtemos:

N =

g _ 1
(5)"
Portanto, a dimensao de um segmento ¢ D = 1, o que é valido na geometria

euclidiana.
Agora, considere um quadrado e o dividimos em 9 quadrados menores de lado % do

inicial. Assim, N =9 er = % Utilizando, novamente, a relagdo (1), obtemos:

45
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Portanto, a dimensao do quadrado é D = 2, o que também ¢é valido na geometria
euclidiana.
Se tivermos um cubo e o dividimos em 27 cubos cujas arestas valem % da inicial.

Assim, N = 27 e r = 5. Utilizando a relacio (1), obtemos:

1
27—W.

Portanto, a dimensao do cubo é D = 3, o que também é vilido na geometria

W=

euclidiana.

Esses objetos ocupam totalmente o espaco delimitado pela figura inicial. Porém,
veremos posteriormente que um fractal pode ocupar partes ou ultrapassar esse espaco.
Assim, intuitivamente, a "dimensao fractal" seria o quanto de espaco um objeto ocupa
dentro de onde ele esta inserido.

Sabemos que N = %D é equivalente a N = (%)D, assim se aplicarmos logaritmo nos

dois lados dessa igualdade obtemos:

1" 1 log(N
log(N) = 1Og - = log(N) = D. 10g — = D= Og( - ) (2)
r r 10g<;)
: 5 ) e ) log(N)
A dimensao de Hausdorff de um objeto, intuitivamente, é dada por D = 1 (1) )
og po

Agora, vamos utilizar, no exemplo abaixo, essa mesma noc¢ao para calcular a di-
mensao de Hausdorff do Conjunto de Cantor. Este célculo seré feito com mais detalhes

no final deste capitulo.

Exemplo 4.1. Na construcao do Conjunto de Cantor, vimos que a cada nova divisao

do intervalo, isto é, a cada nivel, o comprimento dos segmentos é reduzido em % e o

numero de segmentos ¢ o dobro do nivel anterior. Portanto, r = % e N = 2. Assim,

segue que:

~log(2)  log(2)
() 0

~ 0, 63.

Logo, a dimensao de Hausdorff do Conjunto de Cantor é, aproximadamente, 0,63.
Esse valor ndo chega a ser 1 (dimensdo de um segmento), porém é maior que zero

(dimensao de um ponto).



Definicao 47

4.1 Definicao

A partir daqui, veremos algumas defini¢oes e resultados para formalizar a definicao

de dimensao de Hausdorff.

Definicao 4.1. Seja (X,d) um espago métrico completo. Denotemos por ' (X) o
espaco formado por todos os subconjuntos nao vazios compactos de X.

Sejam (X, d) um espago métrico completo, v € X e B € S (X). Como vimos,
d(x, B) = min{d(z, y);y € B}

€ a distdncia do ponto x ao conjunto B. Note que, tomamos o minimo no lugar do
infimo, pois B € compacto.
Dessa forma, se A, B € 5 (X), define-se

d(A, B) = max{d(z, B)|z € A}.
Assim, d(A, B) € chamado distancia do conjunto A ao conjunto B.

Defini¢ao 4.2. Seja (X, d) um espago métrico completo. A distancia de Hausdorff
entre os pontos A e B de 7€(X) é definida por

h(A, B) = d(A, B) V d(B, A),

onde x \V y representa o mdzrimo enlre T e y.

Observacao 4.1. Sejam A, B € 77 (X). Nem sempre temos d(A, B) = d(B, A). Por
exemplo, se A = {X;n e N*U{0}} e B = {3}, entdo, A, B € J#(X) e segue que:

d(A,B) = max{d(z, B);z € A} = max{min{d(z,
= max{min{d(0, ) d(1, l) d(%, 1), (% %

272
= max{%, , ,2n,. }—%

y);y € Bz € A}
)s oo (3o 5)s 1)

d(B,A) = max{d(z,A);x € B} = max{min{d(z,y);y € A};x € B}
= max{min{d(3,0),d(3,1),d(3,3),....d(3, 1),..}}

27 272
= max{0} = 0.
Assim, d(A, B) # d(B, A).

Proposicao 4.1. Seja h(A, B) a distancia de Hausdorff definida acima, entdo h é uma

métrica no espag¢o J(X).
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Demonstragao. Sejam A, B,C' € 7 (X). Mostraremos que h satisfaz as trés proprie-
dades da definicao de métrica.

(i) Suponhamos que h(A, B) = 0.

Entdo, d(A, B)Vd(B,A) =0, isto é, max{d(A, B),d(B, A)} = 0, o que implica que
0<d(AB)<0e0<d(B,A) <0.

Portanto, d(A, B) = d(B, A) = 0.

Por outro lado,
d(A, B) = max{d(z, B);xz € A} e d(B,A) = max{d(y, A);y € B}.

Assim, para todo x € A, 0 < d(x, B) < d(A, B) =0, ou seja, d(z, B) = 0.

Pela Proposicao 2.3, segue que € B = B, pois B é compacto. Logo, A C B.

Analogamente, para todo y € B, d(y, A) = 0, o que implica que y € A = A. Logo,
B e A

Portanto, se h(A, B) =0, entdo A = B.

Reciprocamente, se A = B, entao d(z,B) = d(y,A) = 0,Vx € A,Vy € B, impli-
cando que d(A, B) = max{d(z, B);x € A} =0 =max{d(y,A),y € B)} = d(B, A).

Dessa forma, h(A, B) = d(A, B) Vd(B, A) = 0.

(ii) Por definicao,

h(A,B) =d(A,B)VvVd(B,A) = max{d(A, B),d(B,A)} =d(B,A)Vd(A, B) = h(B, A).
(iii) Agora precisamos mostrar a desigualdade triangular. Para isso, mostraremos
antes que d(A, B) < d(A,C)+d(C, B).

Para todo a € A, temos d(a, B) = min{d(a,b);b € B}. Além disso, como d é uma
métrica, para todo ¢ € C, d(a,b) < d(a,c) + d(c,b). Logo,

d(a, B) = min{d(a,b);b € B} < min{d(a,c)+d(c,b);b € B}
= d(a,c) + min{d(c,b); b € B}
=d(a,c) +d(c, B),Ve € C.

Consequentemente,
d(a, B) <min{d(a,c) + d(c, B);c € C}.

Note ainda que d(c, B) < max{d(z, B);z € C} = d(C, B),Vc € C. Assim,

d(a,B) < min{d(a,c)+d(c,B);c € C} <min{d(a,c) +d(C, B);c € C}
= min{d(a,c);c € C} +d(C, B)
=d(a,C)+d(C, B).

De modo andalogo, podemos mostrar que d(B, A) < d(B,C) +d(C, A).

Portanto,
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h(A,B) =d(A,B)Vvd(B,A) < (d(A,C) Vv d(C,A)) + (d(C,B) vV d(C, A))
= h(A,C) + h(C, B).

Logo, de (i), (ii) e (iii), segue que h & uma métrica em S (X). O

Definicao 4.3. Sejam (X, d) um espagco métrico completo, A € 7 (X) ee > 0. Defina

N (A, €) como sendo o menor nimero de bolas fechadas de raio € necessdrias para cobrir
M

o conjunto A. Isto é, N (A, €) é o menor inteiro positivo M, tal que A C U B(x,,¢€),

n=1

para algum conjunto de pontos distintos {x,;n=1,2,... M} C X.

Definigao 4.4. Seja A € A#(X), onde (X,d) é um espa¢o métrico. Se

Dy (BT L)Y

e—0 hl(%)

existe, entdo D, € chamada dimensao de Hausdorff ou dimensdo fractal de A.

Também pode ser usada a nota¢ao D = D(A).

Exemplo 4.2. Considere X o espaco métrico R? com a métrica euclidiana. Sejam
a€ X e A= {a}. Assim, para cada € > 0, temos que .4 (A, ¢) = 1. Entao,

Logo, D(A) = 0.
Teorema 4.1. Seja A € F(X), onde X é um espago métrico. Considere €, = Cr",
para r e C numeros reais, tais que 0 <r <1 e C >0, einteirosn=1,2,3,.... Se
1 A
D= tim { A G)) L
n—o0 1n(;)

entao A tem dimensao fractal D.

Demonstra¢ao. Sejam r e C' numeros reais e £ = {¢, : n = 1,2,3, ...} uma sequéncia
como definida no Teorema. Defina f(e) = max{e, € E : ¢, < €¢}. Assuma que € < .

Entao,

fle) <e< G e N (A, fle) > AN (Ae) EJV<A,&>.

r r
Como In(x) é uma fungdo positiva crescente de z, para z > 1, segue que

{mwwAiﬁ»}S{m@vmﬁn}g{m@wAJ@m}.(D

ln(%) In() ln(f(re))
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Assuma que A (A, €) — oo quando € — 0, caso contrario o teorema é valido. Entao,
para o lado direito de (1) vale que

n—00 ln(f&))

. {ln(JV(A, f(e)))} g I
In

Para o lado esquerdo de (1) vale que

. {mwu,@))} . ln(JV(A,en_l))}

n—00 1n(L) n—00 ln(l)

f(e) €n

— i In(A (A, €,-1))
n—00 ln(%)—l—ln(enl_l)

e [B (A

n—s00 ln(i)

€n
Logo, a medida que ¢ — 0, tanto o lado esquerdo quanto o direito da equagao (1)
aproximam-se do mesmo valor, afirmado no teorema. Pelo Teorema do Confronto, do
Calculo Diferencial, o limite quando ¢ — 0 do valor do meio da equagao (1) também

existe e é o mesmo valor. O

Para o proximo teorema, considere A € J(R™) com a métrica euclidiana. Cubra
n

R™ por caixas quadradas fechadas que apenas se tocam, com lado de tamanho | —

n
Considere também .4, (A) como o numero de caixas com lado de tamanho (—) que

interceptam A.

Teorema 4.2. (Teorema Box Counting) No contexto acima, se

D= i { LAY,

n—00 111(2”)
entdo A tem dimensao fractal D.

Demonstracao. Note que param =1,2,3, ...,

1
27" My <N (A, §> < Ny, paratodon =1,2,3,..

onde k(n) é o menor inteiro k que satisfaz k > n — 1 + Llogom.
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A primeira inequacao é valida porque uma bola de raio on pode interceptar no

maximo 2™ caixas de lado

on—1 :
A segunda inequacao segue pelo fato de que uma caixa de lado s pode caber dentro
5\ 2 S\ 2 5\ 2 S\ 2
de uma bola de raio r, em que r* > (§> + (5) + ...+ <§) =m (§> pelo Teorema

de Pitagoras.

( ) 1, quando n — oo, temos que

[ In(Am)) [ In(2¥™) In(Agm))
Iim { ———— % = lim . —
n—o0 In(2" n—o00 ln(Q") ln(2k("))

~ lim {k‘(n)-lrl@) _ 1n(=/%(n>)} — lim {M} _D.

Como

Desde que também

lim {M} ~ lim {ln<2_m) +1H<%1)} _

n—00 In(27 n—0o 1n<2”)

- i {5 |+ e | = {5 Ry { e -
o8 ln</V 1)} ~ lim {(n—l)ln(?).ln(%_l)} _

=0+] oo {111(2” 1) In(27) n—r00 (n)In(2) In(2"~)

1
pelo Teorema 4.1 com r = 3 O

Note que no Teorema 4.2 usamos caixas de lado (%)n Porém, de modo analodo,

podemos usar caixas de lado Cr™, onde C' > 0 e 0 < r < 1 s@o ntimeros reais fixos.

Exemplo 4.3. Considere Q = {(z1,22) € R? | 0 < x; < 1,0 < 25 < 1}. Note que
N(Q) =4, H(Q) =16, H3(Q) =64, ..., A,(Q) =4", paran € {1,2,3,...}. Entao,

D(Q) = Jim {H5E ) — i (T

4.2 Aplicacoes na geometria fractal

A natureza em geral é constituida por diversas formas nas quais predominam a
irregularidade e o caos. Tentar simplificad-las usando figuras da geometria classica,
como triangulos, circulos ou esferas seria inadequado. Em contrapartida, encontramos
uma boa aproximacao para estas formas na geometria fractal, cujas estruturas fornecem
certa ordem ao irregular. Por tal motivo ela esta intimamente ligada & ciéncia do Caos
podendo até ser considerada a linguagem do caos.

A geometria fractal estuda objetos que foram denominados fractais por Benoit
Mandelbrot, iniciador dos estudos dessa geometria. A palavra fractal surgiu do adjetivo

fractus que vem do verbo frangere, em latim, cujo significado é quebrar, fragmentar.
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A geometria fractal de Mandelbrot reflete a natureza cheia de irregularidades e frag-
mentacao. Uma de suas indagacoes foi “Que extensao tem o litoral da Gra-Bretanha?”
cuja possivel resposta varia de acordo com a escala de medi¢ao. Sua obra mais famosa
é The Fractal Geometry of Nature, New York, Freeman, 1977.

Inicialmente, Mandelbrot definia um fractal como sendo um conjunto para o qual
a dimensao Hausdorff excede estritamente a dimensao topologica. Porém, essa defini-
¢ao recebeu criticas pois nao abrangia alguns objetos que também eram considerados
fractais. Com isso, Mandelbrot passou a considerar que um fractal é uma forma cujas
partes se assemelham ao seu todo sob alguns aspectos.

Sendo assim, um fractal ainda nao possui uma definicao formal. Entretanto, esses
objetos possuem algumas das seguintes caracteristicas:

1. Autossemelhanca: Refere-se a propriedade de que suas partes se assemelham ao
fractal como um todo.

2. Complexidade infinita: Refere-se ao fato de que podem ser obtidos a partir de
um procedimento recursivo ou iterativo, isto é, a aplicacao de uma mesma regra de
construcao infinitamente dentro de si mesmos.

3. Dimensao fracionada: A dimensao fractal de varios desses objetos nao é um
ntimero inteiro.

Em geral, os fractais tornam-se figuras com grande beleza e complexidade, nas quais
cada parte é semelhante ao todo. Por exemplo, o fractal conhecido como samambaia de
Barnsley forma uma figura que é muito semelhante a uma folha de samambaia, porém

é uma figura que pode ser construida computacionalmente.

Figura 4.1: Samambaia de Barnsley construida no software Geometricks.

Muitos matemaéticos, ao longo da historia, como Georg Cantor, Giusepe Peano,
Waclaw Sierpinski e outros, estudaram algumas figuras que nao se enquadravam nas
definicoes da geometria euclidiana. Tais figuras ficaram conhecidas como “monstros
matematicos”. Tempos depois, com os estudos de Benoit Mandelbrot, esses monstros

matematicos passaram a ser chamados de Fractais Classicos.
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4.2.1 Conjunto de Cantor

Georg Cantor (1845-1918) foi um importante matemético que focou seus estudos
na fundamentacao da matematica e o primeiro a estudar a Teoria dos Conjuntos no
século XIX. Em 1883, publicou um trabalho sobre um determinado conjunto conhecido
hoje como “Conjunto de Cantor” ou “Poeira de Cantor”.

Como visto no capitulo 3 deste trabalho, o Conjunto de Cantor é um subconjunto
infinito do intervalo [0,1] obtido dividindo esse intervalo em trés partes iguais, retirando
o terco médio e repetindo este procedimento, sucessivamente e indefinidamente, nos
intervalos restantes. Os pontos que restarem apoés essas infinitas sucessoes formam o

Conjunto de Cantor, denotado por %.

Figura 4.2: Conjunto de Cantor - Niveis 0, 1, 2, 3 e 4.

Algumas propriedades do Conjunto de Cantor sdo: 4 é um conjunto nao-vazio,
fechado, compacto, nao-enumeravel, possui interior vazio e seu complementar é denso

em [0, 1]. Todas essas propriedades estdo demonstradas em [1].

Exemplo 4.4. Como ¥ é compacto, podemos usar o Teorema 4.2, de modo analogo

ao feito no Exemplo 4.3, mas agora com caixas cujos lados tem medida (%)n para o

calculo da dimensao de Hausdorff desse conjunto.
Temos que A (€) =2, N5(€C) =4, ..., N, (€) = 2", paran € {1,2,3,...}. Entao,

o) = i {56 | = I A ) = ey

In(2)
In(3)

Portanto, a dimensao de Hausdorff do Conjunto de Cantor é ~ 0,63.

4.2.2 Triangulo de Sierpinski

O Triangulo de Sierpinski é um dos fractais classicos e foi objeto de estudo do ma-

tematico polonés Waclaw Sierpinski (1882-1969). Para construir este fractal, considere
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um triangulo retangulo isésceles. Desse triangulo retira-se outro triangulo cujos vérti-
ces sao os pontos médios do inicial obtendo o nivel 1 do fractal. Neste nivel restaram
3 triangulos cujos lado sao reduzidos em % do inicial. Repetindo o mesmo processo
para esses trés triangulos restantes obteremos o nivel 2 do fractal, o qual é formado

por 9 triangulos de lados reduzidos em }L do original e assim por diante. O nivel n ser&

1

limite desse processo, fazendo n tender ao infinito, gera o Triangulo de Sierpinski.

composto por 3" triangulos de lados medindo dos lados do triangulo original. O

Note que podemos partir de qualquer outro triangulo para obter uma figura cuja

dimensao e outras propriedades sao equivalentes, porém nao abordaremos esse conceito

com muitos detalhes neste trabalho.

dddd

Figura 4.3: Triangulo de Sierpinski - Niveis 0, 1, 2 e 3.

Exemplo 4.5. Considere o Triangulo de Sierpinski como um subconjunto compacto

T do espaco R? com a métrica usual.

1
2m
Assim, 3 dessas caixas interceptam 7. Para

Vamos cobrir R? com caixas de lado
1
5
n = 2, teremos caixas com lado de medida i. Neste caso, 9 dessas caixas interceptam

como ilustrado na Figura 4.4. Se n = 1,

teremos caixas com lado de medida

T. Continuando esse processo sucessivamente, teremos 3" caixas com lado de medida
2% que interceptam 7.

Assim, M(T) =3, M(T) =9, M(T) =27, ..., N, (T) = 3", paran € {1,2,3,...}.
Entao,

o) = i {PEET = e A ) = gy

In(3)
In(2)

Portanto, a dimensao de Hausdorff do Triangulo de Sierpinski é ~ 1,58.
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Figura 4.4: Triangulo de Sierpinski - Box Counting.

4.2.3 Tapete de Sierpinski

Analogamente ao feito no Triangulo de Sierpinski, podemos partir de um quadrado
unitario, dividi-lo em 9 quadrados congruentes e retirar o central. Repetindo o mesmo
procedimento nos 8 quadrados restantes e assim por diante, indefinidamente, obteremos

o fractal conhecido como Tapete de Sierpinski.

Figura 4.5: Tapete de Sierpinski - Niveis 0, 1, 2 e 3.

Exemplo 4.6. Considere o Tapete de Sierpinski como um subconjunto compacto S
do espaco R? com a métrica usual.

Assim como no Exemplo 4.4, usaremos o Teorema 4.2 com caixas de lado (%)n.
Temos que A(S) = 8, A5(S) =64, ..., A,(S) = 8", paran € {1,2,...}. Entao,

- {22 - () - 25

In(8)
In(3)

Portanto, a dimensao de Hausdorff do Tapete de Sierpinski é

~ 1, 89.
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4.2.4 Curva de Peano

O matemaético italiano Giusepe Peano (1858-1932) descreveu, em um de seus tra-
balhos, uma curva que preenchia toda uma superficie plana quadrangular. Esta curva
ficou conhecida como a Curva de Peano ou o Monstro de Peano.

A Curva de Peano é contruida através de um processo iterativo. Para isso, considere
inicialmente um segmento de reta de qualquer tamanho. Divida este segmento em trés
partes iguais e substitia o segmento intermediario por 9 segmentos de medida % do
inicial, formando dois quadrados de lado % Em seguida, repita o mesmo processo
substituindo cada um dos segmentos da curva por outros 9 segmentos reduzidos em %,
isto é, de medida % do inicial. Repetindo esse processo sucessivamente e indefinidamente
obtém-se a Curva de Peano.

Note que esta curva vai preenchendo o quadrado cuja diagonal é dada pelo segmento

inicial.

Figura 4.6: Curva de Peano - Niveis 0, 1, 2 e 3.

Exemplo 4.7. Intuitivamente, na construcao da Curva de Peano, vimos que a cada

nivel o comprimento dos segmentos é reduzido em % e o namero de segmetos ¢ 9 vezes
o do nivel anterior.

Portanto, r = % e N =9. Assim, segue que:

loa(9) _ log(9) _,
(i) 0

Portanto, a dimensao da Curva de Peano é 2, ou seja, esta curva tem a mesma

D=

dimensao de um quadrado.

Agora, vamos verificar que esse valor é o mesmo utilizando o Teorema 4.2. Para
isso, considere a Curva de Peano como um subconjunto compacto P do espaco R?
com a meétrica usual. Novamente, usaremos o Teorema 4.2 com caixas de lado (%)n,
iniciando com uma caixa de lado unitario cuja diagonal coincide com o segmento inicial
da contrucao da curva. Note que se a caixa tem lado 1, o segmento inicial teria medida
V2.

Note que A1 (P) =4, A5(P) = 16, ..., A, (P) = 4". Logo,

D(P) = lim {—m(%(P))} = lim {1n(4n)} _ b,

n—o0 1n(2”) n—00 ln(2") ln(2)
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6 Apéndice

Os conceitos de medida e de dimensao de Hausdorff que tém sua importancia no

estudo de fractais, serao aqui apresentados em uma abordagem diferente.

Definicao 6.1. Seja F' C R™. Uma colecio {U;} € enumerdvel (ou finita) de conjuntos
U; C R™ com didmetro U < e que cobre F' € dita uma d-cobertura de F.

Dado 6 > 0, definimos

H = inf{z | Ui |,{U;}€ uma 6 — cobertura de F'}
i=1
onde | U; | é a s-ésima poténcia dos diametros dos U;’s.
Se o limite abaixo existir para todo F' C R"
(im 75s(F) = H°(F))
0—0
chamamos 77 a medida de Hausdorfl s-dimensional de F.
Tem-se que () = 0 e se E C F, entdao J%(E) < J5(F) e, se {F;} é uma

colecao enumeravel de conjuntos disjuntos de Borel, entao

H(IZ)) = ) A (F)

Observemos que se ' C R" e A > 0, entdao J°(A\F) = A\A°(F)), onde \F =
{\z,z € F}.

De fato, seja {U;} uma d-cobertura de F'. Entao, {\U;} é uma A\j-cobertura de AF.

Logo

HNF)) <D TN =X | Ui [P< VA (F)

para qualquer d-cobertura {U;}. Fazendo 6 — 0, tem-se J°(A\F) < N%(F).
Trocando A por 1/X e F' por AF, obtem-se a outra desigualdade.

Proposicao 6.1. Sejam FF C R" e f : F — R" uma aplicagao, tal que | f(x)—f(y) |<
c|lz—y|* para todos v,y € F,c >0 e a > 0. Entio Vs, 7% (f(F)) < c*/*#%(F).
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Demonstracao. Seja uma d-cobertura {U;} de F'. Como | f(FNU; |[<c|U; |*, temos
que o diam(f(F NU;)) < c(diam(U;))*.

Lembrando que diam(f(F NU;)) = sup{| f(z) — f(y) |,z,y € F N U}, entdo
| f(@) = fly) [Scle—yl*

Segue que o supremo é menor do que ou igual a c-sup(| z—y |*) = c-sup(| z—y |)®.

Portanto, {f(F NU;)} ¢ uma e-cobertura de f(F), € + cda.

Segue que S | f(FNU;) |°< ¢/ | Ui |¥, o que implica J&7(f(F) <
/Y3 (F), quando § — 0

A reciproca segue trocando A por 1/A e F' por AF. O

Definicao 6.2. Dizemos que [ : F — R" satisfaz uma condi¢ao de Holder de expoente
a se existe ¢ > 0, tal que | f(x) — f(y) [< ¢ | z—y |* Quando o = 1 dizemos
que satisfaz uma condicao de Lipschitz. Observe que quando vale a igualdade e f €

sobrejetora, entao dizemos que f € uma isometria.

Proposicao 6.2. Seja FF C R™ e f : F — R" uma aplicagao que satisfaz uma
condicio de Holder para o.. Entéo, para cada s , 5%°(f(F) < c*/“°(F).

Demonstragao. Se {U;} é uma d-cobertura de F', entdo, como | f(FNU;) |< ¢ | Uyl
segue que {f(F NU;)} é uma e-cobertura de f(F), onde € = ¢6*. Assim, >, | U;/’,
entdo S (f(F)) < ¢*/*5(F). Quando § — 0, temos que ¢ — 0 obtemos
A1 f(F) < ¥ H5(F).
[

Definicao 6.3. Tem-se que dados F' e 6 < 1, 7°(\F) € nao decrescente em relagio

a s, assim J°(F) tambem nao é. Na realidade, se t > s e {U;} € uma 0-cobertura de

MU l<st—s> U
e assim, tomando-se o infimo, obtém-se: HF(F) < 6"t — sHF(F) e fazendo 6 — 0,
tem-se que se F5(F) < oo, entao ' (F) = 0,t > s. Assim, o grifico de 7°(F) por

s mostra que existe um valor critico de s no qual F°(F) dd um salto de oo para 0.

F, tem -se :

Este valor critico é chamado de dimensao de Hausdorff de F' e denotada por dimpy F'.

Formalmente,
dimpy F = inf{s: #*(F) = 0} = sup{H*(F) = o0}
e entao

oo, se s <dimpyF
0, se s>dimg F.
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Se s = dimy F', entdo J¢°(F') pode ser 0 ou oo, ou pode satisfazer 0 < J#°(F') < oo.

A dimensao de Hausdorff satisfaz as aeguintes propriedades:

e Conjuntos abertos. Se F' C R" é aberto, entao dimy F' = n, pelo fato de F' conter

uma bola de volume n-dimensional positivo.

e Conjuntos Suaves. Se F' C R"™ é uma superficie m-dimensional suave (isto é,
continuamente diferenciavel) de R"™ entdao dimy F' = m. Em particular, curvas

suaves tem dimensao 1 e superficies suaves tem dimensao 2.

e Monotonicidade. Se F C F entao dimy F < dimyg F. Isto segue imediatamente

da propriedade de medida em que J#°(E) < J°(F') para cada s.

e Dstabilidade enumeréwel Se Fi, F,, ... ¢ uma sequéncia (enumeréwel) de conjun-

tos, entao dlmHUF = sup {dimy F;}. Claramente, dlmHUF > dimpy F

1<i<oo
para cada j v1nd0 da propriedade de monotonicidade. Por outro lado, se s >

oo

dimy F; para todo i, entdo J7°(F;) = 0. Portanto, ¢° (U E) = 0, o que
i=1

garante a inequagao oposta.

e Conjuntos enumeréveis. Se [ é enumeravel, entao dimy F' = 0. Se F; é for-
mado por um tnico ponto, #°(F;) = 1 e dimy F; = 0, entao, pela estabilidade

enumeravel, dimy (2, F; = 0.

Proposicao 6.3. Seja ' C R" e suponha que f : F — R™ satisfaz a condicao de
Holder, entdo dimp f(F) < (1) dimy f(F).
Demonstracao. Se s > dimy f(F), entao pela Proposicao 6.2
HI((F)) < oo t3(F) = 0.
Logo, dimy f(F) < 2, para todo s > dimy F. ]

Corolario 6.1.

(a) Se f : F — R™ é uma transformagio Lipschitziana, entdo dimpy f(F) <
dimg F'.

(b) Se f: F — R™ € bi-Lipschitz, isto €,

alz—yl|<| fl@) = fy) IS elz—yl, vy eF,
onde 0 < ¢; < ¢g < 00, entdo dimy f(F) < dimpy F.

Demonstracao. A parte (a) segue da Proposicao 6.3 tomando o = 1. Aplicando isso

para f~!': f(F) — F obtemos a outra inequagio requerida em (b). O



61

Observe que a dimensao de Hausdorff é invariante por aplicacoes bi-Lipschitz. En-
tao se dois conjuntos tem dimensoes diferentes, nao existe uma aplicacao bi-Lipschitz
entre eles. Na geometria fractal, dois objetos sao vistos como o mesmo, se existe uma
aplicacao bi-Lipschitz entre eles. Dessa forma, a dimensao de Hausdorff nos da uma

maneira de distinguir caracteristicas entre fractais.



