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Resumo

Atualmente, estruturas periédicas com ressonadores anexados ao longo de seu com-
primento estao sendo muito estudadas para controle de vibragao. Este conceito esta
intimamente ligado as pesquisas na area dos metamateriais. Quando ondas elasticas
se propagam através dessas estruturas, elas sao remodeladas, resultando em intervalos
de frequéncia onde nao podem se propagar livremente, conhecidos como bandgaps. A
ideia central nesta dissertagdo é modelar a célula unitaria de uma estrutura periédica
unidimensional com ressonador nao linear anexado. As frequéncias de ressonancia da
estrutura acoplada a dispositivos nao lineares dependem dos niveis de deslocamento,
podendo deslocar as ressonancias dentro do intervalo. Isso torna a resposta nao li-
near interessante, pois o efeito metamaterial é alcancado devido aos diferentes niveis de
vibracao de cada ressonador. O método analitico denominado Balango Harménico é usa-
do para produzir uma equacao polinomial aproximada que permite calcular as func¢oes
de resposta em frequéncia (FRFs). Sao feitas comparagoes com solugoes numéricas,
integrando deslocamentos pelo método Runge-Kutta e implementacao de um modelo
de elementos finitos (FEM). Além disso, uma estratégia diferente é proposta usando o
algoritmo de continuac¢do por homotopia para um sistema de polinémios algébricos nao
lineares utilizando Bertini. Para o caso nao linear, as func¢oes de transmissibilidade do
deslocamento estrutural mostraram um aumento na regiao do bandgap, onde também
ocorreram trés respostas possiveis, em comparacao ao ressonador puramente linear. A
rigidez nao linear associada ao absorvedor de vibragoes gerou algumas vantagens em
frequéncias mais baixas, ilustrando ser possivel a melhoria da resposta sem acréscimo
substancial de massa, quando comparado ao linear. As constatagoes abrem perspectivas

interessantes sobre o controle passivo de vibracgoes de estruturas periodicas.

Palavras-chave: Estruturas Periodicas - Ressonadores de rigidez nao linear - Método

polinomial - Continuagao por homotopia - Transmissibilidade



Abstract

Currently, periodic structures with resonators attached along their length are being
studied for passive vibration control. The study is closely linked to the field of meta-
materials. When elastic waves propagate through these structures, they are reshaped,
resulting in frequency intervals where the waves cannot freely propagate, known as
bandgaps. A key idea in this research is to model a unitary cell of the periodic structure
with a non-linear resonator attachment. The resonant frequencies of a structure cou-
pled to non-linear systems depend on the displacement levels, which can be translated
into a broadening frequency range. This makes the non-linear response interesting as
the effect of grading metamaterials is achieved due to the different levels each resonator
vibrates. The Harmonic Balance analytical method is used to produce an approximate
polynomial equation for accurately calculating frequency response functions (FRFs).
Comparisons were made with numerical solutions, integrating displacements using the
Runge-Kutta method and implementing a finite element model (FEM). Furthermore, a
different strategy is proposed using the Homotopy continuation algorithm for a system
of algebraic nonlinear polynomials using the Bertini. The displacement transmissibility
shows an increase in the bandgap region, where three possible responses also occurred,
compared to the purely linear resonator. The non-linear stiffness associated with the
added vibration absorber changed the dynamic behavior of the device, generating some
advantages at lower frequencies, allowing for a reduction in mass. These findings open
interesting perspectives on vibration control in periodic structures connected to non-

linear resonators.

Palavras-chave: Periodic structures - Nonlinear resonators - Polynomial method -

Homotopy continuation - Transmissibility






Lista de Figuras

1.1 Evolucao da pesquisa em metaestruturas . . . . . . ... ... ... ...

1.2 Sistema de barra composto de N células com ressonadores anexados. A

n-ésima célula é mostrada em detalhes. . . . . . . . .. ... ..

2.1 Metamaterial com ressonadores locais: (a) esquema da célula unitaria de
um metamaterial incluindo ressonadores de anel tipo C, (b) micrografia

eletronica mostrando a regularidade de toda a estrutura (Wang et al.,

2022). . .

2.2 Modelo esquematico: (a) metaestrutura com ressonadores locais distri-

buidos periodicamente, (b) estrutura principal (Reichl, 2017). . . . . . .

2.3 Material unidimensional onde a massa depende da frequéncia e pode ser

negativa (Milton and Willis, 2007). . . . . . . . .. ... ... ... ...

2.4  Representacao esquemética de um amortecedor de massa sintonizada ane-

xado a estrutura principal (Edalath et al., 2013). . . . . ... ... ...

2.5 Modelo de metaestrutura com varias unidades ressonadores. (b) O j-
ésimo subsistema na n-ésima célula unitaria com forgas aplicadas, (Milton

and Willis, 2007). . . . . . . ..

2.6 Feixe de sanduiche com ressonadores internos: (a) estrutura com varios
ressonadores distribuidos, (b) Diagrama da célula unitaria do sistema e

seu modelo equivalente (Chen et al., 2011) . . . . . ... ... ... ...

2.7 Modelo 3D da (a) estrutura principal e (b) metaestrutura com absorve-

dores de vibragdo (Hobeck et al., 2015). . . . ... ... ... ... ...



2.8

2.9

3.1

3.2

3.3

3.4

3.5

3.6

3.7

3.8

3.9

3.10

Metaestrutura com resposta nao linear: (a) configuragdo experimental,
(b) inser¢ao em ziguezague de ressonadores tipo imans (Hobeck and In-

man, 2015). . ...

Esquema de uma viga articulada de metamaterial com osciladores nao

lineares (Casalotti et al., 2018). . . . . . . ... ... ... ...

Esquema de uma célula unitaria anexada: (a) a uma mola nao linear; (b)

a um ressonador nao linear. . . . . . . ..o

Diagrama esquematico da mola nao linear presa na extremidade direita

e sua forca restauradora f,, governada por uma equagao ciubica. . . . . .
Forca restauradora da mola contra o deslocamento, quando s; = 1 e
s3 = 0,1 (linha azul) e quando s; = 1 e s3 = —0,1 (linha vermelha).
Sistema massa mola nao linear e for¢a externa atuante. . . . . . .. . ..

Comportamento da frequéncia natural do sistema massa mola com a

variacao da rigidez nao linear. . . . . . . .. . ... ... L.

Fungao Resposta em Frequéncia com variagao da rigidez nao linear (sem

amortecimento): (a) caso hardening; (b) caso softening. . . . . . . . . ..

Funcao Resposta em Frequéncia com variagdo do amortecimento viscoso:

(a) caso hardening; (b) caso softening. . . . . . . . ... ...

Representagdo da célula unitaria com ressonador nao linear como um

modelo discreto. . . . . .. L

Funcao resposta em frequéncia para célula unitaria com uma mola nao
linear: (a) comparagao entre o método numérico (Runge Kutta) e o mé-
todo da continuagao (algoritimo Bertini); (b) efeito nao linear préximo a

uma das reSSONANCIAS. . . . . o v v e

Fungao resposta em frequéncia para célula unitaria com ressonador nao
linear: (a) comparacao entre o método numérico (Runge Kutta) e o mé-
todo da continuagao (algoritimo Bertini); (b) efeito nao linear préximo a

uma das reSSONANCIAS. . . . . o v v

17

19



4.1

4.2

4.3

4.4

4.5

5.1

5.2

5.3

Barra sujeita a vibragdo longitudinal: (a) sistema de coordenadas na

barra, (b) forgas atuantes num elemento infinitesimal de comprimento dz. 28

Fungao receptancia kl — |Us|, quando vy, = 1, v3 = 100 e F; = 0,1 - linha
preta continua: (a) a linha tracejada mostra a fun¢ao de resposta quando
73 = 0 (caso linear); (b) as linhas azuis continuas mostram a varia¢ao

das frequéncias naturais. . . . . . . . . .. .. 34

Fungao receptancia kl — |Us|, quando v = 1, 3 = —10 e F} = 0,1 -
linha preta continua: (a) a linha tracejada mostra a fungao de resposta
quando 73 = 0 (caso linear); (b) as linhas vermelhas continuas mostram

a variacao das frequéncias naturais. . . . . . . ... ... ... L. 35

Fungdo receptancia kl — |Us|, quando p = 0,1, v = 1, 73 = 100 e
Fy = 0,1 - linha preta continua: (a) a curva tracejada mostra a fungao
de resposta quando v3 = 0 (caso linear), (b) as linhas azuis continuas

mostram a variacdo das frequéncias naturais. . . . . . . . ... ... ... 36

Fungdo receptancia kl — |Us|, quando p = 0,1, v3 = 1, 73 = —10 e
F} = 0,1 - linha preta continua: (a) a curva tracejada mostra a funcao de
resposta quando v3 = 0 (caso linear), (b) as linhas vermelhas continuas

mostram a variacdo das frequéncias naturais. . . . . . .. ... ... ... 36

Representacao da célula unitaria do sistema periédico com amortecimento. 37

Transformagoes das matrizes de admitancia, transmissao e impedancia

(Rubin, 1967) . . . . . . . . 38

Resposta linear: (a) atenuacao - linha preta continua, fase - linha verme-
lha tracejada, para y; = 10; (b) para v; = 50; (c¢) Transmissibilidade dB
(U3/Uq) - linha continua, minimos - linha preta tracejada, para v; = 10;
(d) para 73 = 50; (e) Receptancia (U;/Fy) inicio da estrutura - linha
preta continua e (Us/F}) final da estrutura - linha vermelha continua,
para v; = 10; (f) para 73 = 50. Quadrados vermelhos representam o

inicio e os circulos azuis o final das frequéncias de bandgap. . . . . . . . . 41



5.4

2.5

2.6

2.7

5.8

Resposta linear: (a) atenuacao - linha preta continua, fase - linha verme-
lha tracejada, para v; = 10 e p = 0,5; (b) para v; = 50 e p = 2,5; (c)
Transmissibilidade dB (Us;/U;) - linha continua, minimos - linha preta
tracejada, para y; = 10 e p = 0,5; (d) para v; = 50 e u = 2,5; (e)
Receptéancia (U;/F}) inicio da estrutura - linha preta continua e (Us/F})
final da estrutura - linha vermelha continua, para v, = 10 e u = 0,5; (f)

para v; = 50 e u = 2,5. Quadrados vermelhos representam o inicio e os

circulos azuis o final das frequéncias de bandgap. . . . . . . . . . ... ..

Resposta linear com alteragao dos parametros do anexo: (a) variagao da

razao de rigidez da mola anexada ~;; (b) variagdo da razao de rigidez v,

e massa j do absorvedor anexado. . . . . .. . ...

Transmissibilidade quando v; = 1, 3 = 1000 - linha preta continua.
A linha tracejada em preto representa o caso linear, a linha tracejada

vermelha representa o ramo instavel da func¢ao. Os circulos azuis mostram

o final das frequécnias de bandgap. . . . . . . . . ...

Resposta nao linear, para v; = 1, v3 = 100, n = 0,01: (a) transmissi-
bilidade linear - linha pontilhada vermelha e nao linear linha pontilhada
preta; (b) detalhe do efeito nao linear em um intervalo da fungio tens-
missibilidade; (c) receptancia (U;/F}) - linha pontilhada preta e (Us/Fy)

linha pontilhada vermelha; (d) detalhe do efeito ndo linear em um inter-

valo da funcdo recepténcia. . . . . . . .. ... ..

Resposta nao linear, para 7, = 1, v3 = 1000, n = 0,01: (a) transmissi-
bilidade linear - linha pontilhada vermelha e nao linear linha pontilhada
preta; (b) detalhe do efeito nao linear em um intervalo da fungdo tens-
missibilidade; (c) receptancia (U;/F}) - linha pontilhada preta e (Us/F})

linha pontilhada vermelha; (d) detalhe do efeito ndo linear em um inter-

valo da fungdo recepténcia. . . . . . . ... ...



9.9

5.10

5.11

5.12

5.13

5.14

Al

Resposta nao linear, para v, = 1, u = 0,5, v3 = 100, n = 0,01 e 5 = 0,05:
(a) transmissibilidade linear - linha pontilhada vermelha e nao linear
linha pontilhada preta; (b) detalhe do efeito nao linear em um intervalo
da fungao tensmissibilidade; (c) receptancia (U;/Fy) - linha pontilhada

preta e (Us/F)) linha pontilhada vermelha; (d) detalhe do efeito nao

linear em um intervalo da funcao receptancia. . . . ... .. ... .. ..

Resposta nao linear, para vy = 1, u = 0,5, 73 = 1000, n = 0,01 e
f = 0,05: (a) transmissibilidade linear - linha pontilhada vermelha e
nao linear linha pontilhada preta; (b) detalhe do efeito nao linear em
um intervalo da fungao tensmissibilidade; (c) recepténcia (U;/Fy) - linha

pontilhada preta e (Us/F}) linha pontilhada vermelha; (d) detalhe do

efeito nao linear em um intervalo da funcao receptancia. . . . . . . . ..

Resposta nao linear quando 73 = 1000: (a) transmissibilidade linear
- linha pontilhada vermelha e nao linear linha pontilhada preta, para
m =1, u=05e~ =1000; (b) para v; = 3, p = 1,5 e 73 = 1000; (c)
receptancia (U;/F}) - linha pontilhada preta e (Us/F}) linha pontilhada

vermelha, para y; = 1, u = 0,5 e 73 = 1000; (d) para v, =3, p=15¢

Transmissibilidade quando ~; = 10, v3 = 1000. Circulos vermelhos re-

presentam a resposta pelo método dos elementos finitos (FEM); as linhas

pontilhadas em preto pelo método da continuagao (Bertini). . . . . . ..

Transmissibilidade quando v; = 10, 3 = 1000 e p = 0,5. Circulos ver-
melhos representam a resposta pelo método dos elementos finitos (FEM);

as linhas pontilhadas em preto pelo método da continuagao (Bertini).

Resposta linear (linha tracejada) e nao linear (linha continua) pelo mé-

todo polinomial, célula com uma mola anexada: (a) caso hardening; (b)

CaSO SOftEMING. . . . .« o .

o4



A2

A3

A4

A5

Resposta linear (linha tracejada) e nao linear (linha continua) pelo mé-
todo polinomial, célula com ressonador anexado: (a) receptancia; (b)
transmissibilidade. . . . . . ... oo o
Resposta linear e nao linear pelo método FEM célula com uma mola
anexada (hardening): (a) receptancia; (b) transmissibilidade. . . . . . . .
Resposta linear e nao linear pelo método FEM célula com um ressonador
anexado: (a) caso hardening; (b) caso softening. . . . . . . .. ... ...
Transmissibilidade linear e nao linear pelo método FEM célula com um

ressonador anexado. . . ... L



Lista de Abreviacoes

Abreviacao Descricao

EDO Equacao Diferencial Ordinaria (Ordinary Differential Equations)
FEM Métodos dos Elementos Finitos (Finite Element Method)

FRF Funcao de Resposta em Frequéncia (Frequency Response Function)
HB Balango Harmonico (Harmonic Balance)
LR Ressonédncia Local (Local Resonance)

TMD Amortecedor de Massa Sintonizada (Turned Mass Damper)



Lista de Simbolos

Simbolos em Latim

Simbolo Descricao
A Area da secio transversal
B Matriz de deslocamento deformacao
c Coeficiente de amortecimento viscoso
C Matriz de amortecimento viscoso da barra

D Rigidez dinamica

D, Rigidez dindmica do amortecedor
Dy, D,  Elementos da matriz de rigidez dinamica
D(U)  Rigidez dindmica nao linear

E Moédulo de Young

f Forcga externa

F Amplitude da for¢a externa

fs For¢a na mola nao linear

F Amplitude da for¢a na mola nao linear
7 Posi¢ao da referéncia

J Ntmero complexo

I Matriz identidade

k Ntmero de onda

[ Comprimento da barra



S1

53

Comprimento do elemento de barra
Massa principal da estrutura
Matriz de massa do elemento
Numero de molas nao lineares
Matriz de fun¢ao de forma do elemento
Matriz de zeros

Coeficiente polinomial

Vetor de deslocamentos nodais
Rigidez da mola

Rigidez linear

Rigidez nao linear

Matriz de rigidez da barra

Tempo

Trasmissibilidade

Deslocamento

Amplitude de deslocamento
Posicao do sistema

Vetor de estado do sistema

Matriz de estado do sistema
Deslocamento relativo

Amplitude relativa de deslocamento



Simbolos em grego

Simbolo Descrigao
o Coeficiente harmonico
6] Fator de amortecimento da barra
0G| Coeficiente de rigidez da mola linear
Y3 Coeficiente de rigidez da mola nao linear
Ost Deformagao estatica
W Relagao entre a massa estrutural e do absorvedor
9 Razao de amortecimento
w Frequéncia
Wo Frequéncia natural
Q Frequéncia adimensional
Angulo de fase
T Adimensional de tempo

Razédo de amortecimento



Sumario

Lista de Abreviagoes
Lista de Simbolos

1 Introducao

1.1 Objetivos . . . . . . . .
1.2 Enunciado do problema . . . . . . . .. .. ... L

1.3 Estrutura da Dissertacao . . . . . . . . . ... ...

2 Revisao da literatura

2.1 Estudo de estruturas periédicas . . . . . . ... ...
2.1.1 Estruturas periédicas com ressonadores locais . . . . . .. ..

2.1.2 Influéncias da rigidez nao linear em estruturas . . . . . . . ..

3 Avaliacao de sistemas com anexo de rigidez nao linear

3.1 Método Polinomial . . . . . . . . . . ...

3.2 Comportamento de um sistema massa mola amortecedor nao linear

3.2.1 Célula unitaria com ressonador nao linear - sistema discreto

3.2.2 Comparacao com o método de Runge-Kutta . . . . . .. ...

4 Estudo de um sistema continuo

4.1 Andlise de um sistema continuo . . . . . . . . . . ... ... ...
4.1.1 Vibracao livre . . . . . . . . ..

4.1.2 Vibragao forcada . . . . . . ... ..o

xvii

xViii

16

.. 16

19

22

.24

28



5 Influéncia da rigidez nao linear na funcao de transmissibilidade
5.1 Funcao transmissibilidade para o caso linear . . . . . .. . ... ... ..
5.1.1 Transmissibilidade nao linear com amortecimento . . . . . . . ..

5.2 Implementacao Método dos Elementos Finitos . . . . . . . .. ... ...

6 Consideragoes finais
6.1 Trabalhos futuros . . . . . . . . ... L

6.2 Contribuigoes . . . . . . ..

Referéncias Bibliograficas

A Apéndice
A.1 Método polinomial Matlab . . . . . . ... ... ... ... ... ...
A.1.1 Exemplos de respostas obtidas pelo método polinomial Matlab . .
A.2 Desenvolvimento pacote Bertini no Matlab . . . . . ... ... ... ...
A.3 Desenvolvimento método FEM no Matlab . . . . . ... ... ... ...
A.3.1 Caélculo dos deslocamentos para o método FEM . . . . . ... ..

A.3.2 Exemplos de respostas obtidas pelo método FEM no Matlab . . .

37
37
44
92

55
56
o7

58

63
63
64
66
68
70
70



Capitulo 1

Introducao

Estruturas periédicas com matrizes de dispositivos lineares como subsistemas massa-
mola ou molas puras, exibem um comportamento dindmico inico em longos comprimen-
tos de onda, atribuido ao aparecimento de faixas de frequéncia com niveis de vibracao
baixos (do inglés intervalo de bandgap). Estes portanto, podem ser devido aos efeitos de
espalhamento de Bragg (Kushwaha et al., 1993), efeitos de ressonéncia local (do inglés
Local Resonance, LR) ou os dois efeitos coexistindo na mesma estrutura (Hussein et al.,
2014; Huang et al., 2016).

Nesse contexto, o escopo de interesse nos sistemas periddicos se expandiu nos ltimos
anos. Os conceitos vinculados a ressonancia local foram introduzidos para amplificar os
intervalos de suspensdo, produzindo novos bandgaps em frequéncias mais baixas (Hus-
sein et al., 2014). A implementagdo tornou o mecanismo interessante para suspensao

de vibragao permitindo controle em faixas usuais de frequéncias (Reichl, 2017).

Dentre os trabalhos sobre o tema, a pesquisa de Pai (2010) considera uma barra
isotrépica longitudinal com pequenos subsistemas de massa e mola integrados sepa-
radamente. O conceito de suspensao utiliza a oscilagao de entrada para ressonar os
dispositivos de absor¢ao dispostos no material e controlar a propagacao de ondas. Zhu
et al. (2014) tem enfoque no projeto de uma estrutura de viga composta de osciladores
que é desenvolvida para a atenuacgao de vibracdo em uma ampla faixa de frequéncia,
utilizando o bandgaps individuais. O interessante nos estudos é que as novas lacunas
produzidas por elementos anexados (LR) coexistiram com o bandgap tipo Bragg, pro-
venientes da periodicidade sisteméatica do material integrando um meio de absorcao de

vibragoes. Os dois estudos mostram os ganhos relacionados a presenca dos ressonadores.

O impedimento é que pode ser provavel que esses intervalos de atenuagao aparecam
em frequéncias mais altas do que aquelas frequentemente encontradas em problemas
de engenharia, pois mesmo com o uso de ressonadores locais a sintonizagao deles em

baixa frequéncia exige dispositivos de massa elevada. Tal condigdo limitaria o emprego
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dos sistemas para controlar os niveis de vibragao na faixa de baixa frequéncia, restrin-
gindo muitas aplicacoes em situagoes reais. Nesse cenario, os dispositivos nao lineares
apresentam propriedades adicionais interessantes para essas frequéncias, principalmente
em regioes proximas a primeira ressonancia estrutural (Wang et al., 2016b). Por isso,
cresceu muito o interesse relacionado ao controle passivo de estruturas lineares sujeitas
a vibragao usando anexos de rigidez nao linear (Santo et al., 2020).

As frequéncias de ressonancia de uma estrutura acoplada a molas nao lineares depen-
dem dos niveis de deslocamento e, portanto, podem ser transladas para altas frequéncias
dentro do intervalo de andlise. Fenomenos de ressonancia, podem ser associados ao efeito
nao linear onde os niveis de vibragdo podem ser bem atenuados (Zhu et al., 2014). O
obstaculo existente é que o estudo das vibracoes livres e forcadas de estruturas lineares
com anexos de rigidez nao linear ainda nao foi realizado extensivamente. Entre os tra-
balhos realizados na area estao a andlise das frequéncias naturais de estruturas simples,
como barras e vigas, com limites nao lineares. Nesse sentido, a avaliagao dinamica da
rigidez nao linear ainda é considerada um desafio, dada a dificuldade relacionada a mo-
delagem nao linear e, a descricaio do comportamento das estruturas em todo intervalo
(Santo et al., 2020).

Alguns métodos analiticos podem ser utilizados, dentre eles esta o método de Balango
Harmonico (HB) (Brennan et al., 2008; Holmes, 1981; Kevorkian and Cole, 2013). Esses
métodos focam principalmente na anélise do efeito da mola nao linear na primeira
frequéncia natural. Geralmente sao baseados na equacgao do oscilador tipo Duffing
(Kovacic and Brennan, 2011; Nayfeh and Mook, 2008), que é adequada para representar
nao linearidades de rigidez em aplicacoes tipicas de engenharia, por exemplo, sistemas
de cabos, isoladores mecénicos e sistemas eletromecénicos (Carrella et al., 2007; Gao
et al., 2019; Santo et al., 2018).

Essa dissertacao investiga configuragoes estruturais que incorporem o conceito de
bandgap, derivando suas equacoes. Efetua-se a modelagem das estruturas com rigidez
nao linear para a descricao da resposta em frequéncia em todo intervalo. O comporta-
mento dinamico é compreendido realizando um estudo detalhado de uma célula unitaria
da estrutura periédica sujeita a vibracao longitudinal. Serdao desenvolvidos estudos uti-
lizando as equagoes exatas de rigidez dindmica para uma barra (vibragao longitudinal).
A rigidez ctbica em questao, sera do tipo hardening ou softening.

O método polinomial é proposto para descrever os niveis de deslocamento e o mé-
todo de integragao numérica também serve como fonte de comparagao para as analises.
O método polinomial (balango harménico de primeira ordem) é analitico e constitui um
meio preciso para analisar a resposta dinamica de uma célula com rigidez nao linear
associada (Worden and Tomlinson, 2019). Para estruturas com alto niimero de molas ou
ressonadores nao lineares a aplicagdo do método polinomial se torna mais complicada,

devido ao alto nimero de termos. No caso numérico os deslocamentos sao mensurados
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no dominio do tempo utilizando o método de Runge-Kutta. Nessa etapa, também foram
desenvolvidos estudos com o método de elementos finitos nao linear para representacao
da barra. Fatores de amortecimento sao inseridos em algumas das investigacoes e as
fungoes de transmissao estrutural sdo apresentadas. A utilizagao do algoritmo de conti-
nuagao por homotopia para um sistema de polindmios algébricos nao lineares utilizando
o pacote Bertini sera feita para o caso com amortecimento. Com a abordagem proposta,
avaliam-se as vantagens e restricoes dos método para representar o comportamento de
elementos nao lineares. Em suma, busca-se contribuir para o desenvolvimento das ana-
lises dinamicas relacionadas a pesquisa de estruturas periédicas com anexo nao linear.

A Fig. 1.1 apresenta uma evolugao resumida da pesquisa em metaestruturas.

Metamateriais Metaestruturas Metaestruturas Metaestruturas
Disperséo de Bragg |=| Estrutura principal (periddica) |—»| Ressonadores de rigidez |—s| Métodos de resolugdo
Ressondncia local Ressonadores anexados (locais) ndo linear (analiticos e numéricos)

Figura 1.1: Evolugao da pesquisa em metaestruturas

1.1 Objetivos

O objetivo geral desta dissertagao é avaliar o comportamento de uma célula unitaria
unidimensional do sistema periddico com ressonador nao linear anexado. Os objetivos

especificos podem ser citados:

1. Implementacao de métodos aproximados, como o balango harmonico de primeira

ordem, para avaliar o efeito nao linear;

2. Investigacao dos intervalos de atenuagao (bandgaps) nas fungoes transmissibilidade

estrutural considerando amortecimento;

3. Utilizar um algoritmo de continua¢dao para polindmios algébricos nao lineares e

comparar os resultados obtidos com métodos de integragao numérica.

1.2 Enunciado do problema

As caracteristicas de propagacao de ondas em estruturas periddicas estao direta-
mente relacionadas com as propriedades dinamicas de uma célula unitaria. Uma célula
pode ser entendida como uma unidade de construcao do sistema peridédico que se repete
ao longo de sua formulagao.

O sistema mostrado na Fig. 1.2 consiste em uma barra composta de N células

idénticas (Cél. 1 a N) sujeita a vibracao longitudinal. A n — ésima célula é ilustrada
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em detalhes, onde a barra possui area de secao transversal constante A, Médulo de
Young FE, densidade de massa p e o comprimento total 2[. No ponto central ha um
ressonador constituido de uma massa m, e uma mola nao linear caracterizada pelas
constantes s; e sz (discutido mais adiante na secao 3.2). A amplitude complexa de
deslocamento em ambos os lados da barra definidos como U; (esquerdo) e Us (direito)
e uma for¢ca harmonica de amplitude F} aplicada no lado esquerdo da barra. No ponto
central o deslocamento é definido com U; e a massa acoplada a mola de rigidez nao

linear possui amplitude de deslocamento definida como U,.

Cel. 1 Cél. 2 Cél Cél. N

=R S =

Figura 1.2: Sistema de barra composto de N células com ressonadores anexados. A
n-ésima célula é mostrada em detalhes.

De acordo com (Gongalves et al., 2021) as propriedades da estrutura completa podem
ser determinadas a partir da fungdo de transmissibilidade de um tnico elemento. Se o
elemento é simétrico, as expressoes que descrevem os intervalos de atenuacao dindmico
sao particularmente simples.

A modelagem foi desenvolvida empregando inicialmente a teoria de sistemas dis-
cretos e em seguida, ultilizou-se a teroria de sistemas continuos. Sera utilizado um
método polinomial aproximado de primeira ordem. Este produz equagoes polinomiais
escalares que devem ser resolvidas através da funcao roots no MATLAB. As raizes do
polinémio forneceram as amplitudes de deslocamento do sistema para todo o intervalo
de frequéncia analisado. Somente as raizes reais sdo consideradas nesta etapa, pois
possuem sentido fisico.

A rigidez tipo hardening e softening sao analisadas e o desenvolvimento das equagoes
para os dois tipos de rigidez sao mostrados em detalhes no Capitulo 3. Para o caso
hardening a parcela nao linear possui sinal positivo e para o caso softening negativo. O
comportamento da forca de restauracao da mola varia para os dois tipos e essa influéncia

foi notada nas func¢oes de receptancia.
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A andlise numérica utiliza o método de Runge-Kutta para a comparagao dos resul-
tados. Nesse caso as amplitudes de deslocamento sao mensuradas no dominio do tempo
e integradas para todo o intervalo de frequéncia. A funcao ODE45 é aplicada para re-
solucao das equagoes diferenciais ordinarias de quarta ordem. O método dos elementos
finitos é desenvolvido para a estrutura continua. Divide-se a barra em elementos iguais
e a solugao é conseguida dispondo as equagoes na forma de espaco de estados.

O algoritmo de continuagao polinomial utilizando o software Bertini também sera
desenvolvido para o caso com amortecimento. Aqui os elementos de rigidez dindmica,
forca nao linear e deslocamentos, sdo complexos. As equacoes polinomiais, parte real
e imaginaria, sao escritas e solucionadas. BertiniLab é uma interface MATLAB para
Bertini. Bertini pode encontrar solugoes isoladas e solugoes de dimensao positiva usando
continuac¢ao por homotopia.

Todas os métodos de solugao foram implementados com o uso do software MATLAB.

1.3 Estrutura da Dissertacao

Essa dissertagao é estruturada como segue:

« Capitulo 1 introduz a motivagao para o estudo com um resumo do tema controle de
vibragoes em estruturas periddicas, objetivos, enunciado da dissertacao e estrutura

da dissertacao.

o Capitulo 2 apresenta uma revisao bibliografica mais extensa, com as pesquisas
disponiveis na literatura e trabalhos relevantes sobre o tema. Discute-se sobre
a atenuacao de vibragoes em estruturas periédicas, como se iniciou a pesquisa e

suas motivagoes atuais.

o Capitulo 3 descreve minuciosamente a modelagem matematica para a analise di-
namica de estruturas nao lineares. Contém modelos de sistemas discretos em
vibracao livre e forcada para o caso de excitacdo harmonica. Nesse capitulo, o
foco é mostrar as influéncias da rigidez nao linear em uma célula unitaria e o

comportamento dindmico para rigidez do tipo hardening e softening.

« Capitulo 4 apresenta a modelagem matematica da célula unitaria (sistema conti-
nuo) com uma mola e um ressonador nao lineares com uso das fungoes resposta

em frequéncia.

o Capitulo 5 apresenta a andlise das fungoes de transmissibilidade linear e nao li-
near. Realizou-se a implementacao de amortecimento estrutural e viscoso e a

comparacao com o método FEM.

« Capitulo 6 apresenta as conclusoes e contribuicoes desta dissertacao.



Capitulo 2
Revisao da literatura

Este capitulo apresenta uma revisao da literatura. Nele estao dispostos o desenvol-
vimento das pesquisas ao longo do tempo e as iniciativas atuais que norteiam o tema

estruturas periddicas.

As tendéncias relacionadas ao controle de vibragao sao apresentadas principalmente
com o emprego de ressonancia local. A origem do conceito metamaterial é introduzida
e implicagoes na engenharia explicitadas. Os estudos envolvendo os efeitos de rigidez

nao linear sao abordados na sequéncia.

2.1 Estudo de estruturas peridédicas

Um meio periddico é um material ou sistema estrutural que exibe alguma forma de
periodicidade espacial. Os estudo de estruturas e materiais de matriz periddica tem um
enfoque muito grande na engenharia, principalmente no campo de vibracao e acustica.
Ao longo do tempo, tornou-se comum referir a um material ou estrutura periédica,
mesmo na escala de tamanho de um grande sistemas de engenharia, como um “material

fononico” ou uma “estrutura fononica”.

Um cristal fotonico é uma estrutura periddica que afeta a propagacgao de fétons. Essa
conexao ja existente entre materiais periddicos e a fisica fotonica ficou ainda mais pro-
xima nos ultimos anos. Assim, novas estruturas periddicas comecaram a se aproximar

do conceito.

Nos chamados metamateriais elasticos o conceito foi expandido ainda mais e, além
de serem periddicos possuem recurso adicional de exibir ressonancia local associada,

como mostrado na Fig. 2.1.



7 2.1. Estudo de estruturas periodicas
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(a) (b)

Figura 2.1: Metamaterial com ressonadores locais: (a) esquema da célula unitaria de
um metamaterial incluindo ressonadores de anel tipo C, (b) micrografia eletrénica mos-
trando a regularidade de toda a estrutura (Wang et al., 2022).

Desse modo, as pesquisas em metamateriais tém uma base de desenvolvimento em
eletromagnetismo, e variagoes de aplicacdo no campo da acustica e elastodinamica,
mostrando-se uma classe de materiais altamente promissora. A analogia entre ondas
eletromagnéticas e ondas actusticas estimulou o desenvolvimento de metamateriais para
lidar com ondas mecénicas (Pai et al., 2014).

A pesquisa aplicada em materiais fondnicos foi muito abundante, principalmente a
inspecao de uma perspectiva fundamental da mecanica, e particularmente do ponto de
vista de sistemas dinamicos. Por exemplo, as técnicas ja desenvolvidas para o trata-
mento de amortecimento e nao linearidades na dinamica estrutural fornecem um recurso
rico para aplicagdo ao problema de propagacao de ondas em materiais e estruturas pe-
riédicos. Do mesmo modo, o tratamento numérico e abordagens experimentais original-
mente desenvolvidas para a caracterizacao de materiais e estruturas convencionais sao
uma fonte de ferramentas indispensaveis que podem ser empregadas para uma melhor
compreensao e exploragao desse novo conceito.

Em varios estudos, os calculos baseados na formulacao por matriz, como as abor-
dagens por meio da matriz de transferéncia sao aplicados para investigar propriedades
de dispersao e propagacao de ondas harmonicas através da estrutura (Hussein et al.,
2014).

Metamateriais tradicionais sd@o construidos com base na teoria de lacunas de banda
do tipo Bragg, sua atividade se baseia em redes de espalhamento que efetuam o controle
destrutivo das ondas refletidas no material (Reichl, 2017). Essas estruturas apresentam
constantes elasticas distribuidas de forma periddica. Ondas elasticas, quando modeladas
periodicamente pelas constantes elasticas do material geram intervalos de atenuacao
denominados bandgaps ou stop bands, por consequéncia, ondas de faixas especificas de

frequéncia sao proibidas na estrutura.
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Nos sistemas periddicos estruturados artificialmente com defeitos pontuais ou defei-
tos lineares, as ondas elasticas com frequéncia dentro da faixa de bandgap ficam restritas
aos defeitos pontuais ou sé se propagam ao longo dos defeitos lineares. As proprieda-
des advindas das regioes de atenuacao permitem muitas aplicagdes do conceito para

potencial reducdo de vibragao e ruido (Wen et al., 2008).

Atualmente, muitos mecanismos de controle sao projetados com subunidades cons-
truidas em um material para ressonar com as ondas mecanicas que se propagam nele
Fig. 2.2. A ressonancia local pode ser usada na estruturacao de metamateriais de com-
portamento peculiar, semelhante a um massa e rigidez efetivas negativas, dependentes
da dindmica (Pai et al., 2014).

(a) Metaestrutura: Com absorvedores de vibragao

k/2 k/2 k/2 k/2
AWV AW A A
k, k, k F()
m MWW m, m- ~MWWW— m, m e o o . m, mn | g—p
AWV AW EE AW AW
k/2 k/2 k/2 k/2

(b) Estrutura principal: sem absorvedores de vibragao

ky!2 ky/2 ky/2 ky/2
SV AW AW
F(t)
m iy Mo ° oo m, |—»
aATATATAVAYASS I RVIVIVAVIVAS B SV MMV
k, /2 ko /2 ky /2 ko /2

Figura 2.2: Modelo esquematico: (a) metaestrutura com ressonadores locais distribuidos
periodicamente, (b) estrutura principal (Reichl, 2017).

Para estruturas que utilizam mecanismo de espalhamento é dificil conseguir um
bandgap em baixa frequéncia, pois a frequéncia central determinada pela condicao desse
espalhamento é inversamente proporcional a dimensao da célula unitaria. Para se veri-
ficar intervalos de atenuacao em frequéncias mais baixas, a constante da rede precisaria
estar em um escala muito grande o que nao é adequado para muitas aplicagoes reais.
Nesse contexto, investigacoes de sistemas com ressonadores locais ganharam destaque.
A frequéncia central de bandgap do metamaterial com ressonadores nao é dependente
da constante de rede, mas sim determinada pela frequéncia de ressonancia do oscilador.

Assim, intervalos de atuacao em baixas frequéncias podem ser gerados (Zhou et al.,
2017).
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2.1.1 Estruturas periédicas com ressonadores locais

Estruturas podem ser construidas a partir de uma unidade geradora empregada
diversas vezes em sua constituicao Fig. 2.3. Elementos idénticos conectados lado a lado
conferem a estrutura um caracter repetitivo, préximo de um ideal tedrico periddico
(Zhu et al., 2014; Chen et al., 2011). As pesquisas focam cada vez mais na geragao
de intervalos de bandgaps nos quais as ondas sao totalmente atenuadas. A andlise da
propagacao de ondas mostram que a vibracao pode causar danos as estruturas e como

a atenuacgao pode aumentar a vida util da mesma (Wang et al., 2016a).

X@  x(®)  X(+d

/\ oculta

rf======fr-~~-===="f~~========-= _l_ ____________________________________ 1
K K K K K K K K|
Fo | A0 A® || \ :
A N

rigido vazio

Figura 2.3: Material unidimensional onde a massa depende da frequéncia e pode ser
negativa (Milton and Willis, 2007).

O mecanismo de ressonancia local fornece intervalos de bandgaps em comprimento
de onda baixos (Hobeck and Inman, 2015), permitindo a utiliza¢do em problemas reais
de engenharia.

A ideia dos absorvedores mecénicos nao ¢ algo recente (absorvedor mecanico Fig. 2.4).
O absorvedor de vibragao esta entre os mais antigos dispositivos de absor¢ao de propa-

gagdo de ondas (Rana and Soong, 1998).

TMD
Estrutura
Principal

X

Figura 2.4: Representacao esquematica de um amortecedor de massa sintonizada ane-
xado a estrutura principal (Edalath et al., 2013).
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O oscilador consiste em uma massa ligada ao sistema mecanico principal por uma
mola, muitas vezes referido como TMD (do inglés Tunned Mass Damper). O dispositivo
usa a ressonancia externa entre a frequéncia da excitacao forcada no sistema principal e
a frequéncia de ressonancia local, para transferir energia de vibragao para o mecanismo

e interromper o movimento do sistema principal (Pai et al., 2014).

Na literatura, ressonadores locais sao conectados com intuito de gerar intervalos
de suspensao para ondas: longitudinais (Pai, 2010), transversais Wang et al. (2005)
(Chen et al., 2011) e torcionais (Yu et al., 2006; Wang et al., 2016a). A engenharia
de estruturas comuns, como barras, vigas e placas, que abrigam ressonadores locais,

permite um comportamento metamaterial em toda a estrutura.

Em pesquisa Liu et al. (2000) consideram uma estrutura fisica continua contendo
esferas de chumbo revestidas em camada de borracha numa matriz de epoxi. O sistema
mecanico de ressonadores locais apresentou bandgap em intervalo de frequéncia duas
ordens de magnitude menor do que a do limite de Bragg, existente devido a periodi-
cidade estrutural. Em suma, é mostrado que o conceito de ressonancia local produz
metamateriais efetivos para atenuacao ondas de baixa frequéncia sem a necessidade de

grandes extensoes estruturais.

Pai (2010) considera uma barra isotrépica longitudinal com pequenos subsistemas
de massa e mola integrados separadamente. O conceito de suspensao utiliza a onda
elastica axial de entrada para ressonar os dispositivos de absor¢ao dispostos e controlar
a propagacao de vibracao. O objetivo é ilustrar o efeito de massa efetiva negativa e

revelar o real mecanismo de trabalho dos absorvedores dinamicos.

Um estudo tedrico do sistema de barras de metamateriais de ressonadores locais de
varios graus de liberdade foi apresentado por Xiao et al. (2012). Eles demonstraram que
os intervalos de banda do tipo Bragg e ressonancia coexistem em hastes metamateriais.
Devido a periodicidade sistematica estrutural as faixas de controle tipo Bragg sao iden-
tificadas junto com bandgaps produzidos através de ressonadores locais. Sao avalidas
em detalhes influéncias paramétricas no comportamento do bangap e seus mecanismos

de formacao.

Em publicacdo, Zhu et al. (2014) foca no projeto de uma metaestrutura de viga
composta de matrizes de multiplos osciladores que é desenvolvida para a atenuacao de
vibragao de banda larga, utilizando os bandgaps individuais. Foco ¢ dado na deter-
minacao quantitativa do nimero de unidades necessarias do ressonador para reduzir a

vibragao dentro de uma banda de frequéncia desejada.

Portanto, os ressonadores distribuidos ao longo da estrutura sao capazes de induzir

as faixas de controle, como mostrado na Fig. 2.5.
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(n-1)b nb (n+1)b
(n-1)" cel n' cel (n+1)t" cel
o X
k k k k K k k k k
Y o my| |my]| |m] ... my| |my| |my] ... my| |my| |m;
b .
seguimento
a de barra
P o
fh
j subsistema
n
5 i Ressonador
ml ,.E»local

lz{'

Figura 2.5: Modelo de metaestrutura com varias unidades ressonadores. (b) O j-ésimo
subsistema na n-ésima célula unitaria com forgas aplicadas, (Milton and Willis, 2007).

Chen et al. (2011) realizaram uma investigagdo analitica e experimental sobre o
comportamento da propagagdo de ondas num feixe sanduiche com ressonadores tipo
massa-mola internos Fig. 2.6. A estrutura mostrou-se eficaz na suspensao das ondas

numa faixa de frequéncia especifica, proxima a frequéncia de ressonancia local do res-

sonador.
invélucro nucleo massa interna
\ / \
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|

Figura 2.6: Feixe de sanduiche com ressonadores internos: (a) estrutura com vérios
ressonadores distribuidos, (b) Diagrama da célula unitdria do sistema e seu modelo
equivalente (Chen et al., 2011) .

A manufatura aditiva permitiu desenvolver protétipos estruturais com geometrias
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mais complexas. Hobeck et al. (2015) consideram um elemento de impressao 3D, com
absorvedores considerados idénticos Fig. 2.7. Eles demonstram a capacidade de sus-
pensao de vibragao em banda larga do protétipo, ao constatar que poucos ressonadores

foram responsaveis por grande atenuacao de vibracgao axial.

Figura 2.7: Modelo 3D da (a) estrutura principal e (b) metaestrutura com absorvedores
de vibragao (Hobeck et al., 2015).

Utilizar a nao linearidade também é uma maneira eficaz para ampliar as lacunas
de banda dos metamateriais elasticos (Fang et al., 2018). As estruturas nao lineares
podem exibir fendmenos extremamente complexos. O principio da superposicao, que é
a base da teoria linear, ndo se aplica a sistemas nao lineares (Kerschen et al., 2009). Ao
tratar sistemas nao lineares, uma investigacao nao linear pode ser iniciada e isso requer

um conjunto mais sofisticado de ferramentas matematicas (Carrella and Ewins, 2011).

Nesse sentido, a analise de estruturas periddicas ndo lineares ficou um pouco mais
restrita devido as dificuldades adicionais na modelagem e caracterizacao (Khajehtourian
and Hussein, 2014).

Alguns estudos aplicam os conceitos nao linear aos metamateriais, como por exem-
plo com osciladores nao lineares conectados a cadeias periddicas. Se os osciladores
conectados forem nao lineares, a resposta apresenta dependéncia entre a amplitude e a
frequéncia.

Hobeck and Inman (2015) demonstram que a resposta a vibragao de uma metaestru-
tura magnoeléastica, fundamentada no conceito de absorvedores altamente nao lineares
pela introducao de imas, foi muito mais satisfatéria quando comparada a uma metaes-

trutura com absorvedores lineares. Observe a Fig 2.8.
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Figura 2.8: Metaestrutura com resposta nao linear: (a) configuracao experimental, (b)
inser¢ao em ziguezague de ressonadores tipo imans (Hobeck and Inman, 2015).

Em alguns casos a nao linearidade considerada decorre de grande deformacao elés-
tica da estrutura principal, enquanto o comportamento metamaterial esta associado
a dindmica de ressonadores locais. O efeito da nao linearidade nas caracteristicas do
bandgap estrutural, incluindo tamanho, localizacao e carater das lacunas do bandgap é
verificado no trabalho de Khajehtourian and Hussein (2014).

Podem ser encontrados alguns métodos analiticos que descrevem o comportamento
dinamico de sistemas nao lineares, dentre estes ha o método do balanco harmonico,
tais métodos avaliam o efeito nao linear principalmente na primeira frequéncia natural
dos sistemas. Em geral, esses estudos visam as equagdes referentes ao oscilador do tipo
Duffing que é adequado para muitas aplicagdes praticas de engenharia (Santo et al.,
2020).

Recentemente, os pesquisadores também vem demonstrando grande interesse pelas
estruturas periddicas nao uniformes, cujas se¢oes transversais variam periodicamente
em cada célula unitaria, buscando melhorar a capacidade de controle em amplas faixas
de frequéncia. Xu et al. (2016) projetaram uma célula para constituigdo de uma viga
com duas se¢oes transversais distintas. Posteriormente, propuseram véarias estruturas
periddicas como combinagoes variaveis da célula de viga, examinando influéncias para
diferentes combinagoes nas frequéncias naturais e lacunas de banda. Gao et al. (2019)

analisaram de forma numérica e experimental os comportamentos de bandgap de uma
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estrutura peridédica com segOes transversais variavel e descobriram que a periodicidade
da secao transversal entre as unidades de construcao pode gerar mais intervalos de
bandgap (Wen et al., 2020).

2.1.2 Influéncias da rigidez nao linear em estruturas

As técnicas mostram que é possivel obter propriedades efetivas dos metamateriais
por meio das células unitarias. Além disso, embora a maioria dos estudos tenha se
concentrado em modelos reais de estruturas elasticas ressonantes localmente, muito pode
ser aprendido explorando o problema no contexto de um modelo simples de parametros
agrupados em massa, como realizado por Huang et al. (2009). Existem vérios métodos
propostos para avaliar o comportamento da regido de bandgap. Os métodos incluem: o
método dos elementos de contorno, o método da matriz de transferéncia, o método dos
elementos espectrais no dominio do tempo e o método dos elementos finitos. Em geral,

a escolha depende muito dos objetivos da anélise (Wen et al., 2020).

O Método dos Elementos Finitos (FEM, do inglés Finite Element Method) é um
método computacional muito poderoso e abundantemente empregado para prever o
comportamento de frequéncia de estruturas periédicas. O FEM também comporta
resolugoes de equagoes no dominio do tempo, onde as equacoes sao resolvidas usando
de integragao numérica, e pode ser aplicado a um grande niimero de problemas com
diferentes geometrias, condi¢oes de contorno e variagbes de materiais para vibracao

livre e forcada (Hou and Assouar, 2008).

Recentemente para tornar a estrutura capaz de atenuar vibragoes numa faixa ampla
de frequéncia (Ding and Zhao, 2011; Hussein et al., 2014), creceu o interesse nas asso-
ciagoes de subsistemas nao lineares (Zhu et al., 2014). Para essas andlises os métodos

de avaliacdo necessitam ser cada vez mais robustos (Wang et al., 2016b).

A associacao nao linear permite faixas de controle em regioes promissoras adicionando-
se pouca massa a estrutura. Enikov et al. (2005) constatam que a posi¢do do bandgap
pode ser deslocada conforme se modifica o nivel de nao linearidade dos osciladores, o
que pode permitir que a estrutura seja utilizada em filtros ajustaveis na faixa de baixa
frequéncia. Casalotti et al. (2018) investigaram o caso de um metamaterial constituido
por uma viga com absorvedores nao lineares embutidos em toda sua extensao, determi-

nando as fungoes de resposta em frequéncia do mecanismo de controle Fig 2.9.
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Figura 2.9: Esquema de uma viga articulada de metamaterial com osciladores nao
lineares (Casalotti et al., 2018).

Entretanto, o estudo das vibragoes livres e forcadas de estruturas lineares continuas
com rigidez nao linear ainda néo foi realizado extensivamente. Ao filtrar os trabalhos
realizados sobre esse tema verifica-se a analise das frequéncias naturais de estruturas
simples, como barras e vigas com nao linearidade limitada. Nesse sentido, a avaliacao
dindmica nao linear ainda ¢é considerada um desafio (Casalotti et al., 2018).

A questao central nessa tese refere-se a modelagem de estruturas com ressonadores
nao lineares e, principalmente, a descricao da resposta em frequéncia em todo intervalo
(em que ocorrem vérias ressonancias). Diversos métodos analiticos para entender o
comportamento dindmico nao linear podem ser citados, por exemplo, métodos de varias
escalas, perturbagdo, métodos de medi¢do e o equilibrio harmonico (Brennan et al.,
2008; Holmes, 1981; Kevorkian and Cole, 2013). Como mecionado anteriormente, eles
se concentram principalmente na avaliagdo do efeito na primeira frequéncia natural e
geralmente, sdo baseados na equagao do oscilador Duffing (Kovacic and Brennan, 2011;
Nayfeh and Mook, 2008).

O método polinomial aqui empregado constitui um meio preciso para analisar a
resposta dindmica da barra ressonador nao linear. Para estruturas com alto nimero de
graus de liberdade, ou seja, maior nimero de massas e molas, a aplicacdo do método
polinomial se torna mais restrita (Santo et al., 2020). Outras técnicas sdo avaliadas como

integracao numérica e o emprego de continuacao por homotopia com uso do Bertini.



Capitulo 3

Avaliacao de sistemas com anexo de

rigidez nao linear

As influéncias da rigidez nao linear no comportamento estrutural sdo exploradas
nesse capitulo. Considera-se vibracao longitudinal, obtendo-se as equagoes de resposta
em frequéncia sobre vibragao livre e forcada.

Deriva-se as equagoes de movimento com base na matriz de rigidez dinamica dos
sistemas. Utiliza-se inicialmente o método do Balanco Harmonico de primeira ordem.
O método gera um polindmio com varias raizes, dependendo do ntimero de molas ou
ressonadores nao lineares anexados.

O desenvolvimento é feito em detalhes e usado para entender a influéncia nao li-
near na resposta dindmica. O estudo considera a formulac¢ao de sistemas discretos. O
método numérico de Runge-Kutta é empregado como fonte de comparacao ao método

polinomial, fatores de amortecimento sao introduzidos.

3.1 Método Polinomial

A célula unitaria que compde a estrutura periddica é representada na Fig. 3.1.

Ul U2 U3
U U U.
R i 5 on = =
—>[ |
L\Nv\.E L/\/\/h Mg
51,53 51,53
T

(a) (b)

Figura 3.1: Esquema de uma célula unitaria anexada: (a) a uma mola nao linear; (b) a
um ressonador nao linear.

No caso exposto na Fig. 3.1(a) a mola estd presa na extremidade direita e acoplada

a célula na posicao us.
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51,953

Figura 3.2: Diagrama esquematico da mola nao linear presa na extremidade direita e
sua forca restauradora fs, governada por uma equagao cubica.

Assume-se que a mola (tipo Duffing) é regida por uma fungao ctbica (Kovacic and
Brennan, 2011; Kargarnovin et al., 2005; Worden and Tomlinson, 2019; Santo et al.,
2020), como descrito na Eq. 3.1, que liga a forca restauradora f; = f4(t) ao deslocamento

u = u(t) da regido central da célula (ver Fig. 3.2).

fo = squ £ s3u® (3.1)

Os exemplos que seguem na Fig. 3.3 apresentam o comportamento da magnitude
da forga de restauragao da mola, para dois coeficientes de rigidez nao linear: positivo

(hardening - linha azul) e negativo (softening - linha vermelha).

F[N] 1 FIN]

F=U+0.1U? F=U-0,1U°

Figura 3.3: Forga restauradora da mola contra o deslocamento, quando s; = 1 e s3 = 0,1
(linha azul) e quando s; = 1 e s3 = —0,1 (linha vermelha).

Na Fig. 3.3 pode-se notar que para o caso da rigidez tipo hardening (s3 > 0) a
mola esta enrijecendo com o aumento da deformacao. Entretanto, para o caso da mola
softening (s3 < 0) a rigidez equivalente esté se tornando negativa quando a magnitude
do deslocamento excede um determinado valor, ou seja, o sistema esta se tornando
instavel. Para pequenos valores de deslocamentos, uma rigidez linear equivalente pode
ser definida, representada pela inclinacao das curvas mostradas (ver regido em cinza).

Assumindo forga harménica com frequéncia w, isto significa, f(t) = F cos(wt) o
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deslocamento pode ser expresso por u(t) = U cos(wt), por expansao de série de Fourier
de primeira ordem (Mickens, 2001). Como resultado, a Eq. 3.1 pode ser reescrita da

seguinte forma:

F, cos(wt) = 81U cos(wt) £ s3U° cos®(wt) (3.2)

Para a rigidez equivalente da mola, uma expressao correspondente a frequéncia pode
ser obtida com a relagdo trigonométrica cos®(wt) = 3/4 cos(wt) + 1/4 cos(3wt) e can-
celando o termo associado a terceiro harmonico (3w). O termo 3w pode ser cancelado
pois a parcela corresponde a 1/4, sendo 3 vezes menor do que a parcela relacionada a
w. Contudo, isso implica numa aproximacao da funcao, sendo gerados valores de deslo-
camentos aproximados. A rigidez dindmica equivalente da mola nao linear D(U) pode

ser expressa em termos desses parametros:

F,
pUy=t_ g4 isgzﬂ (3.3)

A Eq. 3.3 sera utilizada na analise de sistemas de parametros continuos. Observe
que a rigidez nao linear equivalente D(U) é fungao da amplitude de deslocamento U,

dependente do ponto no qual a mola foi anexada.

Ao tratar do caso ilustrado na Fig. 3.1(b), que representa a barra com ressonador
nao linear, considera-se o deslocamento relativo z = uy — u,, sendo u, o deslocamento
referente a massa do ressonador. Assim, a Eq. 3.1 é reescrita em funcao do deslocamento

relativo do absorvedor.

fo = 812 & 532°, (3.4)

Como resultado, a Eq. 3.4 pode ser reescrita considerando movimento harmoénico e o

somatoério de forgas no absorvedor, nessa situacao o termo inercial deve ser acrescentado:

F, cos(wt) = —w?m, cos(wt)Z + 517 cos(wt) £ 5522 cos® (wt), (3.5)

utilizando a mesma relagao trigonométrica descrita anteriormente.

F 3
D(Z) = ? = —mea + S1 + ZS3Z2 (36)

As equacgoes que representam a rigidez dindmica da mola e do absorvedor nao linear

serao utilizadas na secao 3.2.
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3.2 Comportamento de um sistema massa mola amor-

tecedor nao linear

O comportamento de uma massa acoplada a uma mola nao linear ¢ analisado inicial-

mente como forma de compreensao do efeito dindmico nao linear, mostrado na Fig. 3.4.

u
—

_)m

—w—f

1,53

Figura 3.4: Sistema massa mola nao linear e for¢ca externa atuante.

A forga harmonica de magnitude f(t) = Fcos(wt) atua no lado esquerdo do sistema,
assim, a funcdo deslocamento serd do tipo u(t) = Ucos(wt+ ¢). Sendo ¢ o angulo de
fase entre forca e deslocamento. Definindo a equacdo do movimento do sistema nao

linear, tem-se:

—s1u — s3U° — ¢t + f= mil (3.7a)
sendo e e e, a primeira e a segunda derivada em relagdo ao tempo, respectivamente.

Dividindo ambos os lados pela massa:

1 1
—[mii + cit + syu+ s3u®] = —[Fcos(wt)] (3.7b)
m m

A parametrizacgao pode ser realizada considerando a razao de rigidez nao linear
v = s3/s e de amortecimento ¢ = ¢/c., onde ¢, = 2{mwy é a constante de amortecimento

critico.

i + 2Cwott + wiu + ywau® = cos(wt) (3.8)

mw?

Reescrevendo a primeira e a segunda derivada do deslocamento na Eq. 3.8, sendo

i = woul e ii = wiu!l ao considerar o admensional de tempo 7 = wyt, obtém-se:

F
u' +2¢u" + u+ yu? = — cos(Qr) (3.9)
mwg
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a fungdo deslocamento u(7) = Ucos(27 + ¢), com a primeira e a segunda derivada,
ul = Ucos(Qr + ¢), u'l = —Q2U cos(Q7 + ¢), respectivamente em relagio a 7. Por
simplificacdo a = Q7 + ¢.

Para a resposta livre F'= 0, substituindo os termos na Eq. (3.9).

—Q?U cos v — 2¢QU sin o + U cos o + yU? cos® a = 0 (3.10)

A partir da relagao trigonométrica cos® o = 3/4 cosa + 1/4 cos(3a) e cancelando o

termo associada a 3a, tem-se.

3
—QQUcosoz—ZQQUSinoz—kUcosa—i—ZyU?’cosoz:() (3.11)

Desprezando o amortecimento para a resposta livre, a frequéncia natural pode ser

escrita em termos de ).

(—Q*+1+ i’yUQ)Ucosa =0

Q= [1 + iwﬂ ’ (3.12)

As fungbes geradas pela Eq. 3.12 s@o comumente denominadas “backbone curves".
O nome deriva da caracteristica da fungdo de resposta em frequéncia (FRF, do inglés
Frequency Response Function) que apresenta uma inclinagdo devido & influéncia nao
linear, como mostrado na Fig. 3.5. Existe uma infinidade de valores correspondentes

para a frequéncia natural da estrutura nao linear.

v=0,1

v=0,5

U]

Figura 3.5: Comportamento da frequéncia natural do sistema massa mola com a varia-
¢ao da rigidez nao linear.

A inclinacao da resposta foi alterada devido ao aumento da parcela nao linear de
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rigidez ~.

No caso da resposta forcada, tem-se a Eq. 3.13.

4 . F
—Q%U cos v — 2¢QU sin o + U cos o + §7U5 cos @ = — cos(a — ¢) (3.13)
mwg

Separando a parcela referente ao amortecimento viscoso:

(3.14)

F
(=P +14+U*U = — cos ¢
muwg

sin ¢ (3.15)

—20QU =

mwd

as equacoes devem ser somadas, elevando-as ao quadrado. Utilizando cos? ¢+sin? ¢ = 1.

(=2 + 1 +AUAUP? + [-2¢QU)? = (mi2> (3.16)

Obtém-se o polindomio psU3 + poU? + poU + py = 0 para o deslocamento, cujo

coeficientes sao determinados.

9
p3 = 672 (3.17)
3
Py = 57(1 =)
pr = 497C2 + (1 - 0?)’
F2
Po = mzwg

A partir das raizes do polindmio, a fun¢gao FRF nao linear é encontrada.

Na Fig. 3.6, a reposta em frequéncia apresenta uma inclinacdo no intervalo que
corresponde a frequéncia natural. Ao aumentar a parcela nao linear ha uma amplificacao

deste efeito. Observe que a fungao de resposta do deslocamento acompanha a inclinacao

da frequéncia natural a medida que se aumenta ou diminui ~.
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u
—

v=0,1

Ul

Figura 3.6: Funcao Resposta em Frequéncia com variacdo da rigidez nao linear (sem
amortecimento): (a) caso hardening; (b) caso softening.

Na Fig. 3.7, efeitos de amortecimento sdo observados pela dissipacao de energia

principalmente proximo a frequéncia natural. O pico de ressonancia é atenuado e ha

uma redugao na percepcao da influéncia nao linear a medida que se aumenta (.
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Figura 3.7: Funcao Resposta em Frequéncia com variacao do amortecimento viscoso:
(a) caso hardening; (b) caso softening.

Na préxima secao o sistema estudado apresenta trés graus de liberdade.

3.2.1 Célula unitaria com ressonador nao linear - sistema dis-

creto

Numa primeira abordagem a célula unitaria que compoe a estrutura peridédica geral

é representada como um sistema discreto.
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U U2 Us
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Figura 3.8: Representagao da célula unitaria com ressonador nao linear como um modelo
discreto.

Na Fig. 3.8, as massas que compoem a célula unitaria sdo representadas por m, a
rigidez por s e o amortecimento viscoso por c. O ressonador possui massa m, e constante

de amortecimento viscoso ¢,. De acordo com o somatério de forgas no sistema, tem-se:

ul! —2¢C(ud — ul) — (ug — uy) = f1 cos(Q7) (3.18)

ud? 4+ 2¢(ud — ul) 4 (ug — u1) — 2¢(uh — ud) — (us —up) +2¢B2" + 712 +7432> = 0 (3.19)

wl! +2¢(ud — ud) + (uz —ug) =0 (3.20)

pull — 202" — vz — 2 =0 (3.21)

para chagar nas relacbes de movimento da célula a modelagem matematica foi feita
de forma semelhante ao massa-mola-amortecedor de 1 grau de liberdade, desenvolvido
anteriormente. Sendo 8 = ¢,/c e u = m,/m, a razao de amortecimento e de massa
do ressonador, respectivamente. Novamente z = wuy — u,, considerando movimento

harmonico.

—Q2U, — 2§ (U, — Uy) — (Uy — Uy) = (3.22)

—Q%Uy + 2§ (Uy — Uy) + (Uy — Uy)

| | (3.23)
—2jQC(Us — Us) — (Us — Us) + 2JQUBZ + 1 Z + Fn, =0
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—uQPU, — 2§UBZ —nZ — Fyr, =0 (3.25)

A forca restauradora cubica é expandida em varidveis reais e imaginarias Fyj =
Fyre) — 3Fnr()- Os subscritos 7 e j sao as partes reais e imagindrias, respectivamente.

Ao expandir a forca restauradora ctibica considera-se o deslocamento relativo Z:

3 3 2
Eniey = (20 + Z(5Zm) (3.26)
3 3 2
Fyrg) = 173(2(]‘) + ZyZ5)) (3.27)
sendo Z,) = (Usr) — Ua@r)) € Z(j) = (Ua) — Uagj)) as parcelas real e imagindria referente

ao deslocamento relativo do amortecedor. Todas as variaveis de deslocamento apre-

sentam parte real e imaginaria U = U,y + U(;) que devem ser expandidas e separadas

posteriormente.
—Q(Urry + Urjy) — 27 (Usry — Urry + Ungyy — Ungy) (3.28)
—(Us(r) = Uy + Uaggy — Ury)) = F

— P (Usry + Usyy) + 259 (Unry — Uiy + Uy — Ung))
+((Uary = Urgry + Usy — Urg)) — 250 (Us(ry — Usgry + Us(jy — Usgyy) (3.20)

—(Usry = Uagry + Us(yy — Uay)) + 25 B(Z ) + Zij)) +1(Z Zj))

+FN =0
—(Us(ry + Us(j)) + 27 (Us(ry — Uary + Us(jy — Usgy) (3:30)

+(Us(ry — Ua(r) + Us(j) — Uzz)) = 0

— (Uar) + Ua(i) — 2/ B(Zry + Z(5)) = 11(Zry + Zi5)) — Fne = 0 (3.31)
Note que para esse caso efeitos de amortecimento sao considerados. As equagdes

serao resolvidas pelo método da continuacao utilizando Bertini.

3.2.2 Comparacao com o método de Runge-Kutta

Em condigoes nao lineares muitas vezes utiliza-se de integragao numérica empre-

gando, por exemplo, o método de Runge-Kutta. Para isso, um sistema geral qualquer
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pode ser escrito na forma de espaco de estados:

yi = Y2 (3.32)
y2 = 8(y1,y2) (3.33)

sendo y; e yo vetores de estados e g sdo as fungoes dos estados do sistema. A analise
é realizada com o intuito de validar a resolucao obtida pelo método da continuacao,
propoe-se uma comparacao entre as respostas dinamicas fazendo a resolucao das equa-
¢oes diferenciais nao lineares utilizando o método Runge-Kutta (RK45 de quinta ordem
para estimar o erro e obter precisao de quarta ordem, com passo varidvel).

A comparagao entre os dois métodos descritos é apresentada na sequéncia. Inici-
almente para o sistema discreto acoplado a mola nao linear para 73, = 1, 73 = 10 e
F; =0,1.

Observe na Fig. 3.9 que ambos os métodos de analise foram capazes de descrever com
precisao a influéncia nao linear principalmente préximo aos intervalos de ressonancia.
Para o método numérico ha apenas uma solugao em todo intervalo (circulos vermelhos).
A solugao encontrada por continuagdo por homotopia (pontos em preto), ha regices em
coexistem mais de uma soluc¢do. A inclinacao gerada pela rigidez cubica do anexo é

bem representada por ambos.

10() _
®
0 1071
Su- 5
102}
1072
© RungeKutta ® Continuagdo o RungeKutta e Continuagdo
10°° : ‘ : ‘ : :
0 0.5 1 1.5 2 1.6 1.8 2 2.2 24
Q Q

(a) (b)

Figura 3.9: Funcao resposta em frequéncia para célula unitaria com uma mola nao linear:
(a) comparacao entre o método numérico (Runge Kutta) e o método da continuagao
(algoritimo Bertini); (b) efeito ndo linear préximo a uma das ressonancias.

Para a célula com ressonador o dispositivo foi ajustado para frequéncia especifica.
A massa do absorvedor m, foi assumida como sendo 50% da massa do sistema m, logo,
i = 0,50. Para a parcela linear do ressonador v; = 5, o amortecimento viscoso no
sistema priméario foi considerado fixo nas simulagoes ¢ = 0,01. Altera-se o valor de 3

para se observar influéncia nao linear.
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Novamente ambos os métodos de anélise foram capazes de descrever com precisao a
influéncia néo linear principalmente préximo ao intervalo de ressonancia do absorvedor,
como mostrado na Fig. 3.10. O método numérico apresenta uma solu¢do em todo
intervalo (circulos vermelhos) e na solugao por continuagao (pontos em preto) hé regices
em coexistem mais de uma solugao. O ressonador de vibragdo abriu um intervalo de

atenuacao na regiao em que foi sintonizado, atenuando a ressonancia nessa regiao.

10°
© RungeKutta @ Continuagdo
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Figura 3.10: Funcao resposta em frequéncia para célula unitaria com ressonador nao
linear: (a) comparagao entre o método numérico (Runge Kutta) e o método da conti-
nuagao (algoritimo Bertini); (b) efeito ndo linear préximo a uma das ressonincias.

Explicacao dos métodos utilizados:

O método de Runge-Kutta é um dos mais utilizados para obter solugoes aproximadas
de valor inicial. O método de Runge-Kutta permite eliminar o célculo das derivadas,
fazendo-se varias avaliagoes da funcao a cada passo. O método de Runge-Kutta pode ser
entendido como um aperfeicoamento do método de Euler, com uma melhor estimativa
da derivada da fungao (do Valle et al., 2012). No método de Runge-Kutta, busca-
se uma melhor estimativa da derivada com a avaliagdo da fun¢do em mais pontos no
intervalo. De modo geral, se calcula a solugao por um esquema de quarta ordem e
um de quinta ordem e pela comparacao dos valores podemos obter nao so o erro local
como também uma estimativa para o incremento h ideal, estabelecendo um esquema
adaptativo. Assim, num esquema em que o valor de h varia automaticamente a partir
de um valor de tolerancia imposto pelo usuario. A ordem do método indica o ntimero
de pontos usado em um subintervalo para determinar o valor da inclinagdo (Gilat and
Subramaniam, 2009).

O BertiniLab é uma interface MATLAB para Bertini, que consiste em um soluci-
onador de uso geral para sistemas de equacgoes polinomiais. Bertini pode encontrar
solugoes isoladas e solugoes de dimensao positiva usando continuacao por homotopia.
Bertini usa multiprecisao adaptativa e fornece valores para calcular raizes singulares

com precisdao. Ele também tem métodos de continuacao de parametros eficientes para
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familias de sistemas que sao relacionados por um ou mais parametros.

Teoria de homotopia ¢ uma das ramos da matematica que surge com a nocao de
grupos de homotopia introduzidos. A teoria da homotopia é um estudo sistematico
de situacoes em que os mapas vém com homotopias entre eles. Sabe-se que, se existir
uma fungao continua entre os espagos topoldgicos, significa que sdo homotdpicos (Vick,
2012).

Na teoria da homotopia, normalmente nao se trabalha com um espago topologico
arbitrario. Em vez disso, presume-se que um espaco ¢ um espago razoavel, que pode
significar que é um espago gerado compactamente e cujos dois pontos distintos quaisquer
tém vizinhancas disjuntas, ou que é um complexo.

Em resumo, o conceito de homotopia é baseado na ideia de deformar continuamente
uma aplicagdo continua em outra (uma fun¢ao em outra). Nesse sentido, surge a concep-
¢ao de homotopia de caminhos, que ¢é a definicdo de homotopia adicionada as condig¢oes
de que os caminhos tém o mesmo ponto inicial e o mesmo ponto final e, para cada
tempo fixado da deformacao, a homotopia é um caminho de mesmos pontos inicial e
final (Aguilar et al., 2002; Hu, 1959; Nirenberg, 1983).

No MATLAB defini-se um sistema de equagoes de parte real e imaginéria. Utilizou-
se da funcao polysym que emula alguns dos recursos para as variaveis de deslocamento
da equagao. A funcao polysystem.solve considera as variaveis de deslocamentos definidas

simbolicamente na solugao das equagoes de deslocamento.



Capitulo 4
Estudo de um sistema continuo

Este capitulo apresenta o estudo de uma barra continua com acoplamento nao linear
(mola e ressonador). A rigidez empregada é do tipo ctibica. As equagoes de movimento
sao obtidas por meio do método dos elementos espectrais.

A modelagem descreve o comportamento dindmico da barra linear uniforme em vi-
bragao longitudinal com comprimento 2[. As extremidades esquerda (x = 0) e direita
(x = 2l) estao livres, sendo que a extremidade esquerda esta sujeita a uma forga de mag-
nitude F;. Nos problemas estudados, a mola e o ressonador nao linear sao conectados

na posicao central da barra wus.

4.1 Analise de um sistema continuo

A modelagem matematica é realizada com base na avaliacdo das forgas atuantes
num elemento infinitesimal da barra. A Fig. 4.1 mostra o diagrama de corpo livre de

um infinitesimal de comprimento dzx.

ZA Posi¢do de Posicdo
| Equilibrio —=—- deformada
| ! e
IE==—=———T 3 - —J»x Peﬁi i—>P+dP
X ——»|dxle ‘ ’ -t
< 1 > dx
" utdu’

(a) (b)

Figura 4.1: Barra sujeita a vibragao longitudinal: (a) sistema de coordenadas na barra,
(b) forcas atuantes num elemento infinitesimal de comprimento dz.

As forcgas resultantes na secao transversal do elemento, sao P e P + dP. Da relagao
entre for¢a e deformagao deformacao, P = 0 A = EA(Ju/0x), sendo o a tensao axial,
E o0 médulo de Young e du/dx a deformagao axial. O somatério de forgas na porcao

infinitesimal dz resulta:
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P(zt) +dP — P(z,t) = Praies
) 9 - p 8t2
0%u

onde p ¢ a densidade do material. Substituindo a igualdade dP = (0P/dz)dx todos os

termos da Eq. 4.1 apresentam dx, logo:
0P 0%u
A
ox " or

a equacao do movimento para a vibra¢do longitudinal da barra uniforme (E, A, p,

(4.2)

constantes) pode ser expressa.

0%u 0%u
Substituindo u” = 9?u(z,t)/0x* e i = 0*u(x,t)/0t* na Eq. 4.3 e as derivadas em

relacdo ao espaco e tempo, obtém-se a Eq. 4.4.

EAY" — pAi=0 x¢€]0,20] (4.4)

Logo, para a barra uniforme e nao amortecida, sua equacgao governante local pode
ser escrita.
P

u’ — Eu =0 =xz€]0,2] (4.5)

As condigoes de contorno para as extremidades esquerda (x = 0), posi¢do central

(x = 1) e extremidade direita (x = 2l), sao dadas por:

EAU(0t) = f1, EAU(Lt) = fs, EAU(2lt) =0, (4.6)

onde f; é a forca externa que atua na extremidade esquerda e f, a forca de restauragao da
mola ou ressonador conectado. Para movimento harménico fi(t) = Fj cos(wt), portanto,
a solugdo particular do deslocamento foi escrita como u = u(z,t) = U(x)cos(wt). A
solucao da Eq. 4.5 pode ser obtida através do método de separacao de variaveis.

Para o método de separacao a deformagao foi reescrita como u(xz,t) = U(zx) - T'(t),
sendo U = U(z) e T = T(t), fungoes de z e t, respectivamente. Nesse ponto, uma relagao
dependente apenas da posicao foi obtida, escreve-se a relagio 9%u/dz* = (d*U/dx?)T(t)
para o espago e 0%u/0t? = U(z)(d*T/dt?) correspondente ao tempo.

E d?U 1 d*T
Ul T T ae (4.7)
Na Eq. 4.7 o lado esquerdo depende apenas da posi¢ao (z) e o lado direito somente

de (), seu valor comum ¢ uma constante representada por um nimero negativo —w?.
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Logo, reescreve a Eq. 4.7 como duas igualdades separadas.

d?*U(z) w?p

st U@ =0 (4.8)
d*T'(t) ) B
T WT(t) =0 (4.9)

A constante w representa a prépria frequéncia de vibragao da barra. O ntmero de

onda da barra sujeita a vibragao longitudinal & = w,/p/E, portanto:

U'— kKU =0 x¢]02I (4.10)

e a solucao geral do deslocamento é definida na Eq. 4.11.

U = Cj cos(kx) + Cysin(kx) (4.11)

Sendo C; e (5 constantes, determinadas com base nas condi¢oes de contorno da
barra, em (z = 0), (x =1) e (z = 2l). As constantes serdo obtidas com base na Eq. 4.6

no dominio da frequéncia:

EAU, = F;, EAU,=D(Us)Us, EAU,=0 (4.12)

onde U; = U(0), Uy = U(l) e U3 = U(2l) sao os delocamentos nas respectivas posigoes
da barra. A rigidez dinAmica D, = D(Us) = s; £ (3/4)s3U(1)? para a mola e D, =
D(Us) = —w?m + s1 & (3/4)s3Z? para o ressonador, sendo Z = U(l) — U(a) e U(a) o

deslocamento da massa do absorvedor (posi¢ao a), ver secao 3.1.

4.1.1 Vibracao livre

Nessa secao a extremidade esquerda nao possui forca externa atuante, logo, F} = 0.
Deseja-se investigar a influéncia da nao linearidade local na variagao das frequéncias
naturais da célula unitaria.

Da solucao geral para o deslocamento Eq. 4.11 junto as condigoes de contorno da
barra Eq. 4.12, na posicao x = 0, tem-se Cy = 0. Substituindo C5 na condi¢ao de

contorno referente a posicao x = [, obtém-se:

D,

EAksi =D ~ " EAksin(kl)
ksin(kl)Cy aUs, Gy E Ak sin(kl) v

(4.13)

utilizando a Eq. 4.11 determina-se o deslocamento para posicao do anexo de rigidez nao

linear.

U, — D, cos(kl)

~ EAksin(kl) * (4.14)
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Simplificando os termos Us que aparecem.

D,

tan(kl) = TAL (4.15)
Para a célula unitaria com a mola nao linear, obtém-se a Eq. 4.16:
D, S1 3 83 .o
tan(kl —
k) = pae = Bak T 1R
fan(kl) = L 4 3232 (4.16)
k;l 4kl

sendo v, = s1l/EA e 3 = 5313/ EA os coeficientes linear e nao linear adimensionais da

mola. Para o caso linear v3 = 0, a Eq. 4.16 da frequéncia se reduz.

tan(kl) = Z; (4.17)

As curvas obtidas com as variagoes das frequéncias naturais, em fun¢ao do desloca-
mento sao denominadas curvas backbones. Novamente dois casos sao avaliados v3 > 0
(mola hardening) e 3 < 0 (mola softening). Ao modelar a célula unitaria com ressona-

dor nao linear, tem-se a Eq. 4.18:

me 3 Y3

_ N 2
tan(kl) = 1l +1 2l - 4 4klZ (4.18)
e para o caso linear (73 = 0):
wm oy
= — 4.1
tan(kl) 1l + 5 (4.19)

4.1.2 Vibracgao forcada

As propriedades dindmicas da célula unitaria sdo descritas por meio da matriz de
rigidez dindmica que relaciona forcas e deslocamentos. As respostas sao apresentadas
como fungoes no dominio da frequéncia (FRFs). Condigoes de contorno siao avaliadas
junto as equagoes de deslocamento desenvolvidas nas se¢oes anteriores, assim, escreve-se

a igualdade matricial.

Dl D2 0 U1 F1
DQ 2D1 + Da DQ U2 - 0 (420)
0 D2 Dl U3

As condigbes de contorno da barra, para extremidade esquerda (x = 0) e central

(x = 1), sdo expressas por:

—EAU| = F, (4.21)
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—FBAU}, = D,U, (4.22)

da solucao geral do deslocamento junto a Eq. 4.21, determina-se C e Cj.

Fy
—FEAkKC, = Fy, Cy = “EAL (4.23)
. D, Uy — F cos(kl
— B Ak[—C, sin(kl) + Cy cos(kl)] = DaUs, O = E2 Aksj; (krl>( ) (4.24)
A solucao geral pode ser reescrita substituindo C e Cj.
DaUQ - F1 COS(]{?Z) F1 .
U = kx) — k 4.25
(=) Eaksin(h)  Oske) = g stnke) (4.25)

Para determinacao dos valores D, e Dy da matriz de rigidez dinamica, sucede-se

para x = 0 a condicao:

D, Uy = F cos(kl) + Uy E Ak sin(kl) (4.26)
e para posicao x = [:
D,Us, cos(kl) Fy 9 . 9
= — ki ki
U2 = B aksin(h) ~ Bag oy R+ s (k)]
Fy = DU, cos(kl) — Uy E Ak sin(kl) (4.27)

substituindo a Eq. 4.27 na Eq. 4.21 e com a relagao sin®(kl) = 1 — cos?(kl).
Fi[1 — cos®(kl)] = Uy E Ak sin(kl) cos(kl) — Uy E Ak sin(kl)

cos(kl) . EAk
sin(kl) ! sin(kl)

Note que a Eq. 4.28 se assemelha a primeira linha da matriz de rigidez dinamica, com
DU, + DyU; = Fy. Portanto, os elemento Dy = EAkcot(kl) e Dy = —EAk/ sin(kl)

sao definidos de acordo com a Eq. 4.28.

EAk

Dada a matriz de rigidez dindmica trés equagoes sao provenientes (D, representa a

rigidez do anexo nao linear definida anteriormente).

Fy — DyU.
D1U1 + DQUQ = Fl, U1 - 1T22 (429)
1
D,yU.
DsUs + D1Us = 0, Uy = — 222 (4.30)

D,
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D2U1 —+ (2D1 + Da)UQ + D2U3 = 0 (431)

Pode-se substituir os valores encontrados para os elementos de rigidez dinamica D,
e DQ.

_ Fysin(kl) + EARU,

= 4.32

"7 EAk cot(kl) sin(kl) (432)

0, — EAKF, cot(kl) sin(kl) (4.33)
> 2E Ak cot?(kl) sin?(kl) + D, cot(kl) sin?(kl) — 2E Ak '

Vs = cot(kl) sin(kl) (4:34)

A partir deste ponto pode-se obter um polindmio dependente da variavel de des-
locamento que se desejar. Os coeficientes (pg, p1 € p3) do polindémio definem a fungao
deslocamento para a barra e podem ser determinados, de forma semelhante ao realizado

anteriormente, para o caso de 1 grau de liberdade.

p3U? + poU? + p1U +po =0 (4.35)

Na metodologia polinomial apenas as raizes reais sdo consideradas, as solugoes com-
plexas nao apresentam significado fisico para essa andlise (note que as raizes da equagao
cubica representam as amplitudes de deslocamento de um sistema mecéanico, o que sig-
nifica que devem ter valores reais). Em alguns intervalos do grafico o polinémio produz
trés raizes reais, e portanto, uma regiao de frequéncia onde o deslocamento compartilha
trés valores diferentes. Para a maioria das regioes da funcgao, a solugdo apresentara
multiplos valores reais com raizes iguais.

Efeitos de amortecimento estrutural serao considerados posteriormente no Capitulo 5
através de um fator de perda 7. Nesse caso, o modulo de Young serda complexo, ou
seja, E = Eu(1 + jn) onde j é a unidade imaginaria e E, o médulo de Young do
material da barra. Isso significa que o ntimero de onda também serd complexo. Desse
modo, emprega-se um algoritmo de continuagdo por homotopia para solugao polinémal
utilizando o software Bertini. Por hora, os efeitos de amortecimento foram desprezados.

As funcgoes de resposta com o método polinomial representam o comportamento
multimodo (varias ressonancias) da célula unitdria em uma ampla faixa de frequéncia.
A anédlise de um conjunto de dados agregados a um ntmero arbitrario (n) de fontes nao
lineares, para um sistema nao amortecido, envolve uma equacao polinomial da ordem
3", cuja solucao pode ser complexa. Por exemplo, a avaliagao da resposta de um sistema
sem considerar o amortecimento com duas e trés molas envolve polinémios da ordem 9
e 27, respectivamente, como mostrado por Santo et al. (2020). Em todos os casos, uma

determinacao analitica dos coeficientes da equacao polinomial ndo é direta por conta do
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grande numero de coeficientes. A solugao do polindémio foi alcancada através da funcao

roots no software MATLAB.

As respostas obtidas através do método polinomial para o sistema continuo estao nas
Figs. 4.2 e 4.3, para 3 > 0 (mola hardening) e v3 < 0 (mola softening), respectivamente.

A funcao é dependente do nimero de onda e comprimento da barra.

A resposta do sistema de pardmetros distribuidos apresenta infinitos picos de res-
sonancia em razao do nimero infinito de graus de liberdade da andlise. Os intervalos
destacados (regides em azul) mostram as faixas de frequéncia em que coexistem mais

de uma solugao para o deslocamento.

As linhas azuis mostram que as frequéncias naturais do sistema aumentam Fig. 4.2(b)
e as linhas vermelhas mostram que as frequéncias naturais diminuem Fig. 4.3(b), quando
Us aumenta. As frequéncias de ressonancia na curva nao linear foram transladadas no
intervalo. No caso hardening para altas frequéncias o que gerou alguns ganhos em

intervalos de baixa frequéncia em relagdo a mola linear.

10 10!

100 ¢ 100}

- ——————

|Us|
|U3|

107! 107!

: ‘ 102 : : ‘ ‘
0 /2 ™  37/2 2m 5w/2 3w Tmw/2 0 /2 T 37/2 27 5m/2 3w Tw/2
kl kl

(a) (b)

Figura 4.2: Fungdo receptancia kl — |Us|, quando 73 = 1, v3 = 100 e F; = 0,1 - linha
preta continua: (a) a linha tracejada mostra a fun¢do de resposta quando 3 = 0 (caso
linear); (b) as linhas azuis continuas mostram a variacdo das frequéncias naturais.

1072

Observe que na Fig. 4.2(a) os valores de deslocamento para o caso nao linear se dis-
tanciam em relagao a linha tracejada (caso linear). Nesse sentido, comegam a aparecer
bandas em baixa frequéncia onde os niveis de vibragao permanecem um pouco mais ate-
nuados, quando se desloca a funcao. Tal condicao é interessante sobre a ética de como
a rigidez nao linear pode influenciar os valores de deslocamento. Essa ideia serd mos-
trada com mais detalhes no Capitulo 5 nas fungoes de transmissibilidade destacando as
regioes de bandgap gerados. Nessa etapa os efeitos de amortecimento nao foram levados

em consideragao, os picos de ressonancia do sistema atingem valores infinitos.
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10

\

100

U3

107!

0 w/2 m 37/2 27 5w/2 3w Tn/2 0 71"/2 71' 37r'/2 2 571:/2 3r Tm/2
kl kl

(a) (b)

Figura 4.3: Funcao receptancia kl — |Us|, quando 73 = 1, 3 = —10 e F; = 0,1 - linha
preta continua: (a) a linha tracejada mostra a fun¢do de resposta quando 3 = 0 (caso
linear); (b) as linhas vermelhas continuas mostram a variagdo das frequéncias naturais.

Observe que para o caso softening a rigidez nao linear é tomada como negativa.

Nos casos subsequentes um ressonador nao linear é anexado. Nesse sentido, uma
regiao de atenuacao é gerada no ponto de sintonizacao do dispositivo, os efeitos nao
lineares estao presentes.

Novamente os intervalos destacados (regides em azul) na Fig. 4.4 mostram as faixas
de frequéncia em que coexistem mais de uma solugao para o deslocamento. As resso-
nancias produzidas pela presenca do ressonador foram deslocadas no intervalo devido a
nao linearidade associada ao dispositivo. As curvas backbones sao plotadas mostrando o
deslocamento das ressonéancias para os dois casos, hardening Fig. 4.4 e softening Fig. 4.5.

A abordagem polinomial fez uso de solucoes de forma fechada da equacao de movi-
mento da barra presa a uma mola e um ressonador nao linear, o que levou a equacoes

polinomiais cubicas escalares.
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Figura 4.4: Fungao receptancia kl — |Us|, quando pn = 0,1, vy =1, 73 =100 e F; = 0,1
- linha preta continua: (a) a curva tracejada mostra a fungao de resposta quando 3 = 0
(caso linear), (b) as linhas azuis continuas mostram a variagao das frequéncias naturais.
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_ 100!
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Figura 4.5: Funcao receptancia kl — |Us|, quando p = 0,1, v = 1, 73 = —10 e

Fy = 0,1 - linha preta continua: (a) a curva tracejada mostra a funcdo de resposta
quando 3 = 0 (caso linear), (b) as linhas vermelhas continuas mostram a variacao das
frequéncias naturais.

Para destacar a precisao da abordagem proposta, comparagoes com o método de
continuagao e numérico serao feitas, para o caso hardening, no Capitulo 5. Sera mostrado
que as curvas de receptancia emitidas pelo método polinomial correspondem de perto

ao comportamento obtido pelo método de continuagao e numérico.



Capitulo 5

Influéncia da rigidez nao linear na

funcao de transmissibilidade

Neste capitulo, os efeitos nao lineares na célula unitéria (sistema continuo) sdo mos-
trados com base no conceito de transmissibilidade. Mecanismos de amortecimento sao
incorporados na estrutura sujeita a vibragao longitudinal. Os resultados sao compa-
rados com o caso linear. A nao linearidade é representada por uma funcao de rigidez
dindmica obtida usando o equilibrio harmonico de primeira ordem. Cada secao deste

capitulo contém as andlises e resultados de cada modelo estudado.

5.1 Funcao transmissibilidade para o caso linear

A célula unitaria com ressonador é representada na Fig. 5.1. Aqui é introduzido
amortecimento estrutural através de um fator de perda associado ao mddulo de elas-
ticidade da barra, portanto, £ = E(1 + n). Em paralelo a mola, um amortecimento

viscoso é considerado, sendo ¢ a constante de amortecimento.

Uy Us Us

Fy — e =
—>[ ]
an,
— Mg
LA
51,83
[ [
(3 >|<€ >

Figura 5.1: Representacao da célula unitaria do sistema periédico com amortecimento.

A matriz de transmissibilidade da célula unitaria relaciona os vetores de forcas ex-

ternas e deslocamentos nos terminais de saida de cada lado (esquerdo e direito).
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wdir = Tcelwesq (5 . 1)

Sendo v = [F U]T o vetor de estado que define as forcas e deslocamentos. Subdi-
vidindo a estrutura ao meio, a matriz de transferéncia Tcq € calculada considerando a

configuracao da Fig. 5.1 e pode ser encontrada a partir da matriz de rigidez dindmica

do sistema.
Dy Dy Uy Fy Ty The Fy Fy
_ - — (5.2)
Dy Dayy Us Fy To oo Uy Us

No esquema da Fig. 5.2 sdo exemplificadas as transformagoes entre a admitancia,
transmissao e impedéncia, segundo Rubin que serao utilizadas para o caso linear (Rubin,
1967).

ADMITTANCE - FORWARD BE‘j"’AR‘]? . IMPEDANCE
MATRIX (Y) TRANSMISSION TRANSMISSION MATRIX (2)
- MATRIX (T) MATRIX (T) ;
v H & F, F A B F, F A B F, F S R Vv
Vo | | GT E E, wl| & D Vs wl| | ¢ D Vo | | RT Q Va
1 H ¢l (GTYy'E (")t G'H -G! (H-GET'\G")~Y —H~'GQ
) GT E H(GT)'E-G H(GT)! A —BGTUH+GT BG! - —(H'GQ)" Q
N ... ‘ e where Q = (B — GTH'G)~!
) DB~V (BN . A Bl pro g7 g™ (@1
B-' B4 (o) ¢t AT -c' C'D
3) B'4 B! ot BT . A BTl ___ . -c'D ¢!
(B~YT —DB7' [T~ -cT o A? C D (c—HT  —AC!
" (S~ RQ'R")"' —ST'RE ~S(R""' —S(R")'Q+ R —~QR™' QRS- RT S R
—(S~'RE)T E N —(RT)~! —(RTy-'@ [ R B - A RT Q
where E= (@=R'SVRI N eeeemeoeooeooooooooo oo
(to) (by)
Vi —= 2R Fo.
e == e >
Fg,v_,—gzlj o)
2 1 2
) (INPUT) (OUTPUT)
IMMITTANCE TRANSMISSION

Figura 5.2: Transformagoes das matrizes de admitancia, transmissao e impedancia (Ru-
bin, 1967)

Dessa forma pode-se obter a transformacao e encontrar a matriz de transmissao da

célula unitaria, Eq. 5.3.

T —Dyy D1yt DoyDiyDiy — Doy _ —D\D;' DyD;'Dy — Dy (5.3)
D} —D Dy D! —D;'D, '
A transmissibilidade da célula unitaria é definida como a razao entre o deslocamento

no lado direito (final) e esquerdo (inicio) da estrutura, quando uma forca é aplicada no
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lado esquerdo. Nesse sentido, a Eq. 5.4 de transmissibilidade pode ser escrita.

Gs___ 1 __ (5.4)

Ta?“ra T
’ Ul Tcelul(L(lal)

Quando a célula unitaria é simétrica, a transmissibilidade depende apenas do termo
da primeira linha e primeira coluna da matriz de transferéncia, portanto, Themra(1,1).
A atenuacao de vibragoes acontece quando os valores da funcao de transmissibilidade
sdo menores do que 10° ou seja |Tyarre| < 1, isso significa que os deslocamentos no
final da barra (lado direito) sdo menores do que no inicio da estrutura (lado esquerdo).
Tais faixas correspondem a bandgaps estruturais por conta da configuracao simétrica
e periddica do sistema. Quando [Ty > 1, correspondendo a um intervalo onde as
ondas podem se propagar sem atenuacgao (Mead, 1975).

Neste caso, a solugao do polindmio caracteristico obtido do problema de autovalor
definido pelas matrizes de transferéncia permitem o calculo dos autovalores do sistema,

resultando nas curvas Fase e Atenuacao.

1 1

Aa2) = T + Tz 1 (5.5)
Quando o amortecimento é desprezado, T' é uma funcao com valor real. Portanto,
se a transmissibilidade |T'| < 1, os dois autovalores sdo reais, correspondendo a uma
banda de atenuagao, e quando |T'| > 1, os dois autovalores tornam-se pares complexos,
correspondendo a uma faixa onde as ondas podem se propagar sem atenuacao. Em
suma, a Eq. 5.5 fornece informacoes sobre o comportamento da estrutura periédica

completa com base na resposta de um elemento de célula unitaria.
Para a estrutura anexada a mola linear os valores minimos da fungao sao dados pela

Eq. 5.6.

e (0 ()

Nas Figs. 5.3 e 5.4 os quadrados vermelhos representam o inicio da frequéncia de
bandgap, espagados de m. Os circulos azuis representam o final da frequéncia de bandgap.
Nesse capitulo os resultados sdo apresentados na unidade de medida decibel (dB).

As regioes destacadas em azul representam os intervalos de bandgaps da funcao
de transmissdao. Note que eles sdo determinados pelos quadrados vermelhos (inicio da
frequéncia de bandgap) e circulos azuis (final da frequéncia de bandgap). Nessas regices
a fungdo transmissibilidade em dB apresenta valores menores do que zero (linha pon-
tilhada), o que é equivalente a |Tperra| < 1, ver Fig. 5.3(c) e (d). Portanto, as faixas
de frequéncia representam regioes onde as ondas nao podem se propagar livremente
(banda de atenuagdo) e os deslocamentos no final da estrutura sdo menores do que a

entrada. Para as demais regioes de frequéncia as ondas podem se propagar sem atenua-
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¢ao na estrutura, correspondendo principalmente aos picos da transmissao. As fungoes
de fase e atenuacao acompanham as bandas de atenuacao e passagem da transmissao,
ver Fig. 5.3(a) e (b). Observe que conforme a frequéncia aumenta as regides em des-
taque (faixas em azul) e os niveis de atenuacao (linha preta continua) vao diminuindo
proporcionalmente. Por fim, note que nos pontos onde as curvas das Fig. 5.3(e) e (f)
se tocam sdo responsaveis por determinar o inicio e fim das regides de bandgap estru-
tural. Para as Figs. 5.3(a), (c) e (e) a rigidez linear do anexo possui valor v; = 10.
Nas Figs. 5.3(b), (d) e (f) aumentou-se a rigidez linear do anexo para 7; = 50. Note
que as regioes de bandgap sofreram um proporcional aumento e as faixas de propagacao
livres de ondas diminuiram. Nesse sentido os niveis de atenuacao também aumentaram.
Para a estrutura com o ressonador anexado um novo bandgap foi gerado na frequéncia
de sintonizacao do dispositivo. Na zona de atenuac¢ao na qual o dispositivo foi sintoni-
zado os niveis de transmissao sdo muito baixos. Com o aumento da rigidez e massa do

ressonador o intervalo de suspensao de ondas fica ainda mais extenso.
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Figura 5.3: Resposta linear: (a) atenuagao - linha preta continua, fase - linha vermelha
tracejada, para y; = 10; (b) para v, = 50; (c¢) Transmissibilidade dB (U;/U;) - linha
continua, minimos - linha preta tracejada, para v; = 10; (d) para v; = 50; (e) Receptan-
cia (U;/Fy) inicio da estrutura - linha preta continua e (Us/F}) final da estrutura - linha
vermelha continua, para v; = 10; (f) para v; = 50. Quadrados vermelhos representam
o inicio e os circulos azuis o final das frequéncias de bandgap.
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Figura 5.4: Resposta linear: (a) atenuagdo - linha preta continua, fase - linha vermelha
tracejada, para y; = 10 e p = 0,5; (b) para 73 = 50 e u = 2,5; (¢) Transmissibilidade
dB (U3/U;) - linha continua, minimos - linha preta tracejada, para y; = 10 e u = 0,5;
(d) para v, = 50 e u = 2,5; (e) Receptancia (U;/F}) inicio da estrutura - linha preta
continua e (Us/F}) final da estrutura - linha vermelha continua, para y; = 10 e u = 0,5;
(f) para v; = 50 e p = 2,5. Quadrados vermelhos representam o inicio e os circulos
azuis o final das frequéncias de bandgap.
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As discussoes geradas anterioremente para a estrutura acoplada a uma mola linear
sao validas para este caso. Na Fig. 5.5 variou-se os parametros do anexo linear. Nova-
mente com o aumento da rigidez linear v; as regides de atenuagao aumentaram. Observe
que a magnitude do deslocamento diminui na func¢do de transmissao com o aumento de
71 Nesse sentido os possiveis intervalos de bandgaps (regides em que a magnitude do
deslocamento fica abaixo da linha pontilhada, zero da fungao) sdo amplificados, esten-
dendo as zonas de atenuagao. Para o caso com ressonador anexado o efeito ¢ semelhante
e o aumento dos intervalos de suspensao foram proporcionais ao aumento da robustez do
dispositivo. Contudo, isso implica no acréscimo de massa do absovedor e consequente-
mente na célula unitaria da estrutura, o que muitas das vezes nao é viavel para solucoes
de engenharia. Nesse contexto a rigidez nao linear associada ao ressonador pode pro-
duzir efeitos benéficos amplificando as zonas de controle de vibragao sem acréscimo de
grande massa na estrutura. Por fim, note que os pontos de inicio do bandgap (quadrados

vermelhos) nao sofreram alteragdo com a variagdo dos pardmetros do anexo linear.
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Figura 5.5: Resposta linear com alteragdo dos pardmetros do anexo: (a) variagao da
razao de rigidez da mola anexada 7;; (b) variagdo da razao de rigidez v; e massa u do
absorvedor anexado.

Para o caso nao linear o método polinomial foi utilizado para a estrutura sem amorte-
cimento. No caso da célula anexada a uma mola nao linear a funcao Transmissibilidade
sofreu efeitos principalmente proximo as ressonancias, ver Fig. 5.6. A rigidez nao linear
proporcionou um pequeno aumento na largura da zona de atenuagdo proxima ao pri-
meiro pico da funcao de transmissao, contudo nessa regiao o sistema passa a apresentar
trés amplitudes possiveis. Observe que os pontos que representam o fim das frequén-
cias de bandgap nao sofreram alteragdo em comparagao com o caso linear, pois estao

relacionados somente com a rigidez linear.

A resposta mostrada na Fig. 5.6 foi obtida através do método polinomial.
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Figura 5.6: Transmissibilidade quando v; = 1, 73 = 1000 - linha preta continua. A
linha tracejada em preto representa o caso linear, a linha tracejada vermelha representa
o ramo instavel da fungao. Os circulos azuis mostram o final das frequécnias de bandgap.

5.1.1 Transmissibilidade nao linear com amortecimento

A influéncia nao linear na transmissibilidade da célula unitaria é avaliada com mais
detalhes. O método da matriz de transferéncia descrito anteriormente ndo pode ser
usado devido a interdependéncia dos graus de liberdade estrutural. A rigidez do anexo
é6 D, = s; & (3/4)s3U? para a mola. Nessa etapa o sistema possui mecanismos de
amortecimento, portanto U = Re{U} — iIm{U}. A for¢a nao linear Fy, possui parte

real e imaginaria para os dois casos (Tatzko and Jahn, 2019).

Re{Fy.} = f’lsg (Re{U*} + Re{U}Im{U}?) (5.7a)

Im{Fyr} = isg (Im{U%} + Im{U}Re{U}?) (5.7b)

As equagoes precisam ser separadas em partes reais e imaginarias, o que duplicara
o numero de igualdades mateméaticas. Nesse capitulo, o algoritmo de continuagao por
homotopia para um sistema de polindmios algébricos nao lineares utilizando Bertini
(Bates et al., 2013) foi empregado. A vantagem do método em Bertini é que ele pode
encontrar solugoes isoladas e controla os processos numéricos internamente. Conforme

a matriz de rigidez dindmica da célula unitaria, tem-se:

D1U1 + D2U2 = F1 (58&)

D2U1+2(D1+DQ)U2+D2U3+FNL :O (58b)
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D2U2 + D1U3 =0 (58C)
onde Dy = EAkcot(kl) e Dy = —EAk/sin(kl), D, = s; — jwc (parcela linear e amor-
tecimento viscoso do anexo) e Fiyy é o componente da for¢a devido ao termo nao linear
que depende do deslocamento. A Eqs. 5.8a a 5.8c devem ser definidas em termos de
variaveis complexas e possuem componentes reais e imaginarios.

Dy = Dy — jD1jy, Dz = Dyyy — Doy (5.9a)
Uy =Uip) — jUrgy, Uz =Uspy — 3Us),  Us = Uspy — U3y (5.9b)

Portanto, reescreve-se as equagoes da forma:

DyyUrry — DrgyUrgy + DayUsry — Doy Usggy = Fo (5.10a)

Dl(r)Ul(j) —I— Dl(j)Ul( —|— DQ U2 ]) —|— D2 U2(r) = 0 (510b)

DairyUs(ry — DagjyUs(s) + 2D1myUsey — 2Dy Usgy)

(5.10c)
TDar)Ua(ry = Da(yUs(s) + Dar)Usr) — Da2(j)Us(j) + Fnrey = 0
D2 Ul(g -+ D2 Ul( -+ 2D1 U2 + 2D1(j)U2(7-) (5 10d)
+Dar)Us) + Dagy)Usiry + DayUs(y + Doy Usry + Fviy = 0
DayUsry = Da()Us(g) + Dy Usr) — DigyUs(y = 0 (5.10e)
Dan)Us(g) + Do) Usr) + DinUsg) + Di(Usery = 0 (5.10f)
para o caso do sistema anexado a mola nao linear D,y = s; e D,;) = we. A forga Fiy,
é escrita.
3
Fnipey = 15 (UQP’(T) + Ug(r)Ug(j)) (5.11a)
Fupoy = ° Us . + Uy U2 5.11b
v = 753 (Vag) + U2y Uy (5.11b)

As Figs. 5.7 e 5.8 mostram os resultados obtidos com amortecimento para o caso

linear (mola puramente linear) e ndo linear (caso hardening). A magnitude da trans-
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missibilidade estd em decibel (dB).

A Fig. 5.7(a) mostra a transmissibilidade |Us/U;| em dB para a célula (com amor-
tecimento) anexada a mola nao linear. A funcdo de transmissibilidade é vidvel para
demonstrar como a variacao de alguns dos parametros pode alterar as regides de atenu-
acao no intervalo de frequéncia. A rigidez nao linear gerou alguns saltos no deslocamento
préoximos a ressonancia, um deles é mostrado em detalhes na Fig. 5.7(b). Essas regioes
ja puderam ser notadas na Fig. 5.6, obtida com o método polinomial, que evidenciou
regides que apresentam mais de uma amplitude de deslocamento. Na Fig. 5.7(c) nota-se
a influéncia ndo linear préximo as ressonancias, com a inclinacao da func¢ao de resposta
com aumento da frequéncia. Observe que tal efeito produz os saltos que sao observados
nas Figs. 5.7(a) e (b).
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Figura 5.7: Resposta nao linear, para vy, = 1, v3 = 100, n = 0,01: (a) transmissibilidade
linear - linha pontilhada vermelha e nao linear linha pontilhada preta; (b) detalhe do
efeito nao linear em um intervalo da fungao tensmissibilidade; (c) receptancia (Uy/F})
- linha pontilhada preta e (Us/F}) linha pontilhada vermelha; (d) detalhe do efeito nao
linear em um intervalo da funcao receptancia.

Na Fig. 5.8 aumentou-se a parcela de rigidez nao linear em 10 vezes, v3 = 100 para
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v3 = 1000, sem alteracao dos demais parametros. Houve influéncia ainda maior nos in-
tervalos préoximos a ressonancia e preexistentes na analise anterior. Desse modo o efeito
nao linear provocou um pequeno deslocamento da magnitude da fungao nessa regiao
Fig. 5.8(b). Em comparagao com o caso linear ha um pequeno beneficio podendo esten-
der um pouco a regiao de atenuacao. Os saltos que ocorrem principalmente no intervalo
de alta frequéncia sao ainda maiores. Novamente a funcao compartilha trés amplitudes

de deslocamento. O resultado é semelhante ao obtido com o método polinomial.
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Figura 5.8: Resposta nao linear, paray; = 1, 43 = 1000, n = 0,01: (a) transmissibilidade
linear - linha pontilhada vermelha e nao linear linha pontilhada preta; (b) detalhe do
efeito nao linear em um intervalo da fungao tensmissibilidade; (c) receptancia (U;/Fy)
- linha pontilhada preta e (Us/F}) linha pontilhada vermelha; (d) detalhe do efeito nao
linear em um intervalo da fungao receptancia.

Quando a célula possui um ressonador anexado o deslocamento é relativo 7 =
Uy —U,, sendo Z = Re{Z} —iIm{Z}. Para este caso D, = —w?m + s; & (3/4)s32%. A

forga gerada devido ao dispositivo nao linear, é portanto.
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Re{Fy.} = isg (Re{Z%} + Re{Z}Im{Z}?) (5.12a)

Im{Fy.} = isg (1m{Z*} + Im{Z}Re{Z}?) (5.12b)

As equacoes de deslocamento sdo obtidas por meio da matriz de rigidez dindmica do
sistema, semelhante ao demonstrado anteriormente. Para este caso as equagoes também

sao divididas em variaveis reais e imaginarias.

Dl(r)Ul( D1 U1 —i—Dg(r)Ug( Dg Ug =F (5.13&)

DyyUs(j) + DiyUsry + Doy Uzgy + Doy Usry = 0 (5.13b)

DoiyUriry — Doy Urgy + 2D1(r)Us(ry — 2D1(y Usg)
+Dar)Uz(r) = Da(j)Ua(j) = Da)Uar) + Da(j)Ua(j) + D2y Us(r) (5.13c)

—DsyUsjy = Finrg

Doy Uiy + Dy Uiy + 2D1Us(iy + 215y Usry
+DaryUs(y + Da(iyUs(r) = DaryUa(g)y — DagyUa(r) + D) Us(j) (5.13d)
+D2j)Us(ry = Fnig)

Dg(r)Ul( D2 U1 + 2D1 U2 (r) — 2D1 UQ(J)
DyraUary + DaryUa(r)y = Da(j)Uagy)

(5.13e)
—DayUsr) + DagjyUsg) + Dy Usry — D) Us)
= Fyr@)
DoiyUrjy + DayUsry + 2D 1) Us(j) + 2D1 5y Uzry
DuaUagy + DaryUa(j) + Da(j)Uatr) (5.131)

—DayUs(gy = DagjyUairy + D1y Us(j) + Dy User

= Firg)

DoiryUsiry — DojyUs(jy + DiyUsry — D1 Us) = 0 (5.13g)
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DoiyUsjy + Da)Usry + DiryUs(yy + DiUsry = 0 (5.13h)
Para o ressonador Dy, = —mgew?, Dy = 51 € Dy(jy = we. A forca Fyy, é escrita.
3
FNL(T) = 183 (ZS(T) + ZQ(T»)ZQQ(J)) (514&)
3
Frg) = 158 <Z23(j) + Z2(j)222(7~)) (5.14b)

As Fig. 5.9 a 5.11 mostram os resultados obtidos com amortecimento para o caso
linear e nao linear para célula com ressonador. Na Fig. 5.9(a) a transmissibilidade
|Us/Uy| em dB para a célula (com amortecimento) com um ressonador nao linear. A

presenca do ressonador gerou um bandgap na frequéncia de sintonizacao do dispositivo.
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Figura 5.9: Resposta nao linear, para v; = 1, p = 0,5, v3 = 100, n = 0,01 e g = 0,05:
(a) transmissibilidade linear - linha pontilhada vermelha e nao linear linha pontilhada
preta; (b) detalhe do efeito ndo linear em um intervalo da fungao tensmissibilidade; (c)
receptancia (U;/F) - linha pontilhada preta e (Us/F}) linha pontilhada vermelha; (d)
detalhe do efeito nao linear em um intervalo da fungao receptancia.
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A rigidez nao linear associada provocou alguns saltos no deslocamento proximos a
ressonancia, mostrado em detalhes na Fig. 5.9(b).

Na Fig. 5.10 aumentou-se a parcela de rigidez nao linear em 10 vezes, v3 = 100
para 3 = 1000, sem alteracdo dos demais pardmetros. O efeito nao linear foi ainda
maior nos intervalos proximos a ressonancia, contudo ainda sem beneficios para regiao
de atenuagao. Os saltos em alta frequéncia sdo ainda maiores. Nessa regiao a resposta
comeca se tornar menos previsivel. Nos proximos casos foi alterada a frequéncia de
sintonizacao do ressonador para verificar se ha ganhos. O dispositivo foi sintonizado

para atuar numa regiao de mais baixa frequéncia.
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Figura 5.10: Resposta nao linear, para v; = 1, u = 0,5, v3 = 1000, n = 0,01 e 8 = 0,05:
(a) transmissibilidade linear - linha pontilhada vermelha e nao linear linha pontilhada
preta; (b) detalhe do efeito nao linear em um intervalo da fungao tensmissibilidade; (c)
receptancia (U;/Fy) - linha pontilhada preta e (Us/Fy) linha pontilhada vermelha; (d)
detalhe do efeito nao linear em um intervalo da funcao receptancia.

Com o ressonador sintonizado em baixa frequéncia, houve um aumento na largura
de bandgap em comparacao com o caso linear, ver faixa em destaque na Fig. 5.11 (regiao

em azul). Observe que esse efeito é interessante, pois a rigidez nao linear associada ao
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absorvedor pode amplificar a faixa de atenuacao. Isso significa que é possivel melhorar
a zona de suspensao com a mesma massa utilizada no absorvedor linear. Nesse sen-
tido, para conseguir efeito de controle semelhante para o ressonador linear seria preciso
aumentar sua massa. Além disso, pode-se deslocar a faixa de atenuacao conforme se
aumentou a rigidez nao linear. Observe que na Fig. 5.11(b) a regiao de atenuagao gerada
pelo caso nao linear é bem maior quando comparado ao caso linear. Essas constatacoes

sao interessantes pois para estruturas leves muitas vezes adicionar massa nao é uma

opgao.
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Figura 5.11: Resposta nao linear quando 3 = 1000: (a) transmissibilidade linear -
linha pontilhada vermelha e nao linear linha pontilhada preta, para vy = 1, g = 0,5
e y1 = 1000; (b) para v; = 3, p = 1,5 e 73 = 1000; (c) receptancia (U;/Fy) - linha
pontilhada preta e (Us/Fy) linha pontilhada vermelha, paray, = 1, p = 0,5 e y; = 1000;
(d) para vy =3, u = 1,5 e 7, = 1000.
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5.2 Implementacao Método dos Elementos Finitos

Nessa se¢ao a estrutura continua é aproximada por um ntimero finito de graus de
liberdade (Rao, 2017). O sistema real ¢ substituido por vérios elementos considerados
como membros estruturais do continuo e esses elementos sao interconectados nos nés. A
ideia é que as solucoes individuais possam convergir para a solucao exata da estrutura
total.

A primeira etapa do método FEM é o pré-processamento, que consiste em subdividir
o modelo nos elementos (aqui a quantidade de elementos foi encontrada empiricamente).
A segunda etapa é a formulacao do elemento, o desenvolvimento de equacoes que os
descrevem, nesta dissertacao foi utilizado o método Galerking. O terceiro passo é obter
a matriz global a partir das matrizes dos elementos. A peniltima etapa é a resolucao das
equacoes e, por fim, a quinta etapa é o pos-processamento, para analise dos resultados.

Um elemento da barra ¢ mostrado na Fig. 5.12.

nol q | no 2 ©
*—» — u(x) *—»
x=0 )L x =1,
le »l
I I l

Figura 5.12: Representacao de um elemento da barra e seus respectivos nos.

Sendo ¢; os deslocamentos nodais e [, o comprimento do elemento. A deformacao
interna no elemento serd 6 = N q, onde N é a matriz de func¢oes de forma do elemento
e q o vetor de deslocamentos nodais.

Considerando a barra unidirecional com se¢ao transversal constante, tem-se a Eq. 5.15
para a matriz de massa, construida por integracao com base no comprimento do ele-

mento (r =0az =1[,.):

pAle
6

—pA/ (NTN)d

21
L ] (5.15)

sendo N7 a transposta da matriz funcoes de forma. A tensdo no elemento é o0 = EB q,
onde E é o médulo de Young e B a matriz de deslocamento deformacao. Desse modo,

a rigidez do elemento de barra é apresentada na Eq. 5.16:

EA
Le

1 -1
-1 1

— EA/ (B™B)d (5.16)

sendo BT a transposta da matriz deslocamento deformacio. As matrizes N e B sio

definidas para barra uniforme:
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N=[1-a/l. «/l.|, B=[-1/l. 1/l ], (5.17)

um modelo de amortecimento proporcional da matriz de rigidez foi adotado Ce = 3+ Se,

onde [ é o fator de amortecimento da barra.

z=l,
C. = 6EA/ (BTB)dx = 24
=0

b ] (5.18)

-1 1

e

A Eq. 5.19 geral do movimento é descrita na forma:

Miu+Cua+Su=f+1f, (5.19)

sendo u o vetor de deslocamentos axiais, M a matriz de massa, S a matriz de rigidez
e C a matriz de amortecimento geral. O vetor f representa as forgas externas e f,; o

comportamento nao linear do anexo.

As matrizes gerais sao obtidas considerando o niimero de elementos correspondentes.
Como a funcao é nao linear as simulac¢oes acontecem no dominio do tempo, utiliza-se
de métodos de integracao numérica. Reescrevendo as equagoes de movimento da barra

na forma de espaco de estados, tem-se a Eq. 5.20:

Y| o) I Yi| | O Fy 0] Fnr1
Y, | | -M!'S —M!C || Y, M F, M Fnis
(5.20)

sendo Y; e Yo os vetores de estado dos sistema, O a matriz de zeros e I a matriz
identidade. A simula¢do numérica no dominio do tempo avalia a funcao de resposta nos
maximos valores de deslocamento. Esses valores devem ser integrados para representar
a resposta em frequéncia da estrutura. A rotina ODFE45 implementa um esquema
de solugbes de sistemas de equagoes diferenciais ordinarias (EDO’s) pelo método de
Runge-Kutta. Utilizou-se o software MATLAB.

Na Fig. 5.13 os dois métodos empregados foram capazes de descrever com precisao
o deslocamento estrutural em todo o intervalo. O método FEM integra as regioes onde
existe apenas uma solugao. Na resposta obtida com Bertini existem regioes onde ha
mais de uma solucao determinada. As influéncias nao lineares na fungao deslocamento

foram representadas em ambas as respostas.
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Figura 5.13: Transmissibilidade quando vy; = 10, 3 = 1000. Circulos vermelhos repre-
sentam a resposta pelo método dos elementos finitos (FEM); as linhas pontilhadas em
preto pelo método da continuacao (Bertini).

Novamente, os dois métodos empregados foram capazes de descrever com precisao
o deslocamento estrutural em todo o intervalo, agora para o ressonador nao linear. Na
resposta Bertini ha regides onde existe mais de uma solucao devido a nao linearidade

do ressonador, ver Fig. 5.14.
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Figura 5.14: Transmissibilidade quando v; = 10, v3 = 1000 e p = 0,5. Circulos
vermelhos representam a resposta pelo método dos elementos finitos (FEM); as linhas
pontilhadas em preto pelo método da continuacao (Bertini).

Em suma, as repostas obtidas pelo método polinomial, continuag¢dao por homotopia

e método numérico convergiram.
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A resposta harmonica de uma célula unitaria sujeita a vibragdo longitudinal foi
investigada. Foram empregados como forma de solu¢ao o método polinomial e o método
numeérico, ambos usados para prever o comportamento nao linear da célula numa ampla
faixa de frequéncia, dentro da qual véarias ressonancias puderam ser observadas. O
método polinomial usa solugoes de forma fechada da equagdo de movimento resultando
em equagoes polinomiais escalares. O sistema possui um anexo de rigidez nao linear,
podendo ser uma mola pura ou um ressonador. O método se mostrou eficiente para
modelar a resposta dindmica da célula unitaria, sendo possivel identificar as regides
onde coexistem mais de uma solucao de deslocamento. Curvas de receptancia para
rigidez tipo hardening e softening foram discutidas.

Simulac¢oes numéricas foram realizadas, comparando os resultados com os obtidos
pelo método analitico. Para isso, utilizou-se do método de Runge-Kutta para calcular a
resposta em frequéncia. Desse modo, pode-se validar os resultados obtidos por meio das
equacoes polinomiais. A resposta que levou em consideracao uma formulagdo segundo
a teoria de sistemas continuos (equagoes exatas de deslocamento) pode representar as
infinitas ressonancias por utilizar a solugdo exata da equacao de onda.

Com o emprego da rigidez nao linear as frequéncias de ressonancia do sistema pude-
ram ser transladadas para intervalos de frequéncias mais altas. Desse modo, podem ser
criados intervalos de controle em baixa frequéncia onde os niveis de vibragao se mantém
atenuados comparado ao caso linear. Tal fato pode ser melhor avaliado nas funcoes de
transmissao da célula, com aumento da largura de bandgap.

Na sequéncia apresentou-se um estudo sobre os efeitos da rigidez nao linear em es-
truturas peridédicas com base no conceito de transmissibilidade de uma tnica célula da
estrutura finita. Ambas as configuragoes de arranjo (mola pura e ressonador) foram es-
tudadas comparando os resultados com o caso linear. O conceito de transmissibilidade
esta diretamente relacionado ao diagrama de dispersao de uma estrutura infinita. Nessa
etapa, efeitos de amortecimento estavam presentes e foi empregado o algoritmo de con-

tinuagao para um sistema de polindomios algébricos nao lineares utilizando o software
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Bertini.

Para a mola nao linear, o deslocamento das ressonancias resultou em um pequeno
ganho em algumas regides da funcao transmissibilidade. Contudo, algumas adversidades
aparecem na resposta de frequéncia, onde saltos podem ocorrer.

Para a estrutura com um ressonador anexado foi possivel gerar um vale no intervado
de sintonizacao do dispositivo, atenuando as oscilagoes nessa faixa de frequéncia.

Quando o absorvedor foi sintonizado numa frequéncia mais baixa observou-se um
aumento na regiao de bandgap. Esse efeito foi amplificado pela nao linearidade asso-
ciada ao dispositivo provocando expansao na faixa de atenuagdo, quando comparado
com o caso linear. Os resultados obtidos sdo interessantes para a area de pesquisa
de metaestruturas principalmente pelo controle em baixa frequéncia, faixa usual para
engenharia.

Por fim, também foi implementado o método de elementos finitos nao linear. Com
base nas comparacoes, notou-se que ambas abordagens analitica e numérica se mos-
traram muito precisas principalmente proximo as ressonancias. No caso dos elementos
finitos, conforme se aumenta o nimero de elementos a andlise torna-se mais precisa,
contudo aumenta-se o tempo computacional. A implementacao do método de elemen-
tos finitos pode abrir a possibilidade de se avaliar estruturas periédicas mais complexas,
aumentando-se o nimero de nao linearidades locais, nos trabalhos futuros. A aborda-
gem analitica permitiu compreender de forma mais rapida a resposta de geométrias mais
simples em relacdo a analise numérica. Assim, o método analitico proporciona infor-
magoes fisicas (andlise paramétrica) que o método numérico nao proporciona de forma
rapida. Portanto, esta investigacao contribuiu para a compreensao do que pode ser feito
para melhorar o controle de vibragdo em uma estrutura periddica analisando elementos
de células simples. Métodos variados foram empregados nas andlises e validados para

investigagao de parametros nao lineares.

6.1 Trabalhos futuros

Como propostas futuras para o seguimento da pesquisa referente a ressonadores nao
lineares, podemos citar:

1. Estudo de estruturas com maior nimero de ressonadores nao lineares anexados
(aumento do ntmero de células).

2. Avaliacao da resposta obtidas por cada método com esse aumento das nao linea-
ridades.

3. Estudo de pontos 6timos de sintonizacao do ressonador visando aumento do

intervalo de bandgap.
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6.2 Contribuicoes

Dois eventos académicos durante o desenvolvimento da pesquisa:

FELIPE, A. A.; GONCALVES, P. J. P. Estudo da influéncia de rigidez nao linear
em estruturas periddicas. In: COBEM, 2023, Florianépolis, SC. 28th International
Congress of Mechanical Engineering, 2023.

FELIPE, F. A.; GONCALVES, P. J. P. Estudo da influéncia de rigidez nao linear
em estruturas periddicas. In: Semindrio de pés-graduacao em engenharia mecénica,
2022, Bauru, Sao Paulo.
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Apéndice A
Apéndice

Nesse capitulo algumas partes dos programas utilizados para obtencao das respostas

sao apresentadas.

A.1 Meétodo polinomial Matlab

As principais funcoes em Matlab para construcao da resposta com utilizacao do
método polinomial sao exemplificadas nessa se¢do. O polinémio é gerado e a fungao

roots responsavel pela extracao de suas raizes.

E = 1;
A = 1;
1 = 1;
rho= 1;

volbar = Ax1;

ma = O.l1lxrho*volbar;
sl = 1;
s3 = 0.001;

F = 1xExA/1;
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omega = 0.01*pi:0.002*pi:4*pi;

for ii=1:1length(omega)

W omega (ii);
k wxsqrt (E/rho) ;
kii(ii) = k;

Di=ExAxkxcot (k*x1) ;
D2=-ExAxk/sin(k*1) ;

poly = [(3%D272%s3)/(2*Dl*ma*xw”2) -(3*D1%*s3)/(2*ma*xw~2) +(3%s3
) /4
0
(2%D272xs1)/(Dl*ma*w”2) —(2*xD1*s1)/(ma*w”2) +s1-(2xD2
~2)/D1+2%D1
(D2%F)/D1];

z = roots(poly);

u3 = -(D2.%*u2)./D1;

end

A.1.1 Exemplos de respostas obtidas pelo método polinomial
Matlab

Com a utilizacao do método polinomial em Matlab foi possivel gerar as fungdes de
resposta em frequéncia para estrutura anexada a uma mola Fig. A.1 e um ressonador

Fig. A.2 nao linear. A Fig. A.1(a) representa o deslocamento da posigao Uz para o caso
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hardening e a Fig. A.1(b) para o caso softening.
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Figura A.1: Resposta linear (linha tracejada) e nao linear (linha continua) pelo método

polinomial, célula com uma mola anexada: (a) caso hardening; (b) caso softening.

Na Fig. A.2(a) a célula estd anexada a um ressonador nao linear e representa o
deslocamento da posigdo Us. A Fig. A.2(b) mostra a fun¢ao transmissibilidade. Ambas

as figuras sao para o caso hardening.
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Figura A.2: Resposta linear (linha tracejada) e nao linear (linha continua) pelo método
polinomial, célula com ressonador anexado: (a) receptancia; (b) transmissibilidade.
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A.2 Desenvolvimento pacote Bertini no Matlab

66

As principais fun¢ées em Matlab para construcao da resposta com utilizagdo de

continuagdo por homotopia sdo exemplificadas nessa se¢ao. Foi utilizado o software

Bertini para aproximagao das fungoes

ws = linspace(le-1,4*pi,le2);

k = ws(ii)*sqrt(rho/E);
kii(ii) = k;

D1 ExAxk*cot (k*x1) ;
D2 = -ExAxk/sin(kx*1);
Dir = real(D1);
D1i = imag(D1);
D2r = real(D2);
D2i = imag(D2);

W = ws(ii);
DL1r = s1;

DL1i = wxcl;
DM1lr = -mlxw™2;
DM1i = 0;

FNLAr = (3/4)*s3*%((U2r-UAr)*(U2r-UAr) *(U2r-UAr)+(U2r-UAr

)*(U21i-UAi) *(U2i-UAi));

FNLAi = (3/4)*s3*x((U2i-UAi)*(U2i-UAi)*(U2i-UAi)+(U2i-UAi

)% (U2r -UAr) *x(U2r-UAr) ) ;

EQlr = D2r*xU2r-D2i*xU2i+D1r*xUlr-D1i*Uli-F1;
EQli = D2i*U2r+D2r*U2i+D1i*Ulr+D1r*Uli;
EQ2r = -DL1r*xUAr+DL1i*UAi+D2r*U3r-D2i*U3i+DL1r*xU2r+2*D1lr

*U2r -DL11i*U2i -2%xD1i*U21+D2r*Ulr-D2i*xU1i+FNLAr;

EQ2i = -DL1i*UAr-DL1r*UAi+D2i*U3r+D2r*U31i+DL1i*U2r+2*D11i

*U2r+DL1r*U2i+2*xD1r*U2i+D2i*Ulr+D2r*U1i+FNLA1;
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end

A.2. Desenvolvimento pacote Bertini no Matlab

EQ3r = DM1r*UAr+DL1r*UAr-DM1i=*UAi-DL1i*UAi+D1r*U3r-D1ix
U3i-DL1r*U2r+D2r*U2r+DL1i*U2i-D2i*U2i-FNLAT;

EQ3i = DM1i*UAr+DL1i*UAr+DM1r*UAi+DL1r*UAi+D1i*U3r+D1rx*
U3i-DL1i*U2r+D2i*xU2r-DL1r*U2i+D2r*U2i -FNLA1i;

EQ4r
EQ4i

D1r*U3r-D1i*xU3i+D2r*U2r-D2i*U21i;
D1i*U3r+D1r*U3i+D2i*xU2r+D2r*U21i ;

poly_system =

Bertinilab('variable group',[Ulr;U1i;U2r;U2i;UAr;UAi;U3r
; U311,

"function def',[EQlr; EQ1li; EQ2r; EQ2i; EQ3r; EQ3i; EQ4r
; EQ4il);

poly_system = poly_system.solve;
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A.3 Desenvolvimento método FEM no Matlab

As principais fun¢oes em Matlab para construcao da resposta com utilizacao do

método numérico sao exemplificadas. O método de Runge-Kutta de quarta ordem foi

empregado.
ne = 40;
Le = L/ne;
sl = 1;

ma = 0.1;

Ke = ExA/Le *x [1 -1;-1 1]1;

Me = rhoxAxLe/6 *x [2 1;1 2];

for e = 1:ne
KGb(e:e+1l,e:e+1) = KGb(e:e+l,e:e+l1) + Ke;
MGb(e:e+l,e:e+1l) = MGb(e:e+l,e:e+l1) + Me;

end

KG = KGb+KA;

MG = MGb+MA;

CG = betaxKG;

[Phi,lam] = eig(KG,MG)
wn = diag(sqrt(lam))
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F = zeros(ne+1,1);
F(1) = 1;
u0 = zeros (2% (ne+2) ,1);

t = linspace(0,1000,1000) ;
ws = linspace(1e-3,7,200);

for ii =1:1length(ws);

w = ws(ii);

E = EO*x(1+j*wxeta);

k = wxsqrt(rho/E);

D1 = ExAxk*xcot (kx*1);

D2 = -ExAxk/sin(kx*x1);

Da = -w™2*ma*sl/(sl-w"2x*ma) ;

DD = [D1 D2 O0;
D2 2xD1+Da D2;
0 D2 D1];

UU = inv(DD)*[1;0;0];
U3(ii) = UU(3);

[t,y] = ode45(@(t,u0) bar_abs(t,ul,w,param,beta,MG,KG,CG
,F,ne) ,t,u0);
des = y(floor(end*.9) :end,ne+1);

Umax3(ii) = max(des-mean(des)) ;

end
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A.3.1 Calculo dos deslocamentos para o método FEM

function u = bar_abs(t,u0,w,param,beta,MG,KG,CG,F,ne)

y = zeros (2x(ne+2) ,1);

F = zeros(ne+2,1);
= eye(ne+2);
0 = zeros(ne+2);

AM = [0, I; -inv(MG)*(KG), -inv (MG)*CG];
B = [0;inv(MG)];

Fnl = zeros ((ne+2),1);

Fnl ((ne/2)+1) = -s3*(u0((ne/2)+1)-u0(ne+2))"3;
Fnl ((ne+2)) = s3*x(u0((ne/2)+1)-u0(ne+2)) "3;

u = AM*xuO+B*F+Bx*Fnl;

end

A.3.2 Exemplos de respostas obtidas pelo método FEM no
Matlab

Com a utilizagado do método numério em Matlab foi possivel gerar as fungoes de
resposta em frequéncia para estrutura anexada a uma mola Fig. A.3 e a um ressonador
nao linear Fig. A4 e A.5.
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Figura A.3: Resposta linear e nao linear pelo método FEM célula com uma mola ane-
xada (hardening): (a) receptancia; (b) transmissibilidade.
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Figura A.4: Resposta linear e nao linear pelo método FEM célula com um ressonador
anexado: (a) caso hardening; (b) caso softening.
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Figura A.5: Transmissibilidade linear e nao linear pelo método FEM célula com um
ressonador anexado.
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