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RESUMO

Esse trabalho tem como objetivo mostrar que o Teorema de Pitdgoras, uma das princi-
pais criacdes da Matematica, ndo deve ser encarado como uma simples formula a me-
morizar, mas sim como uma ferramenta importante e de grande utilidade que deve ser
demonstrada. Como as demonstragdes normalmente sdo muito pouco trabalhadas no
Ensino Fundamental e Médio, grande parte dos alunos e professores ndo tem oportuni-
dade de conhecer a enorme riqueza das suas aplicagdes e as distintas demonstragdes,
muitas vezes, surpreendentes. Além de apresentar nesse trabalho seis demonstracdes
histéricas e classicas, também ¢ apresentado como alternativa de ensino, atividade expe-
rimental para induzir os alunos ao Teorema de Pitdgoras, assim como motiva-los a co-
nhecer as suas demonstragdes. Tal atividade foi aplicada com os alunos do primeiro ano

do Ensino Médio e os resultados foram positivos, como pode ser verificado aqui.

Palavras chave: Teorema de Pitadgoras. Atividade experimental. Demonstracdo.



ABSTRACT

This work aims to show that the Pythagorean Theorem, a major creations in mathemat-
ics, should not be seen as a simple formula to memorize, but as an important and useful
tool that should be demonstrated. Because the statements are normally very little
worked in elementary and high school, most students and teachers have no opportunity
to meet the enormous wealth of their applications and the different statements often sur-
prising. In addition to presenting this work six historic and classic statements, is also
presented as alternative education, experimental activity to induce students to the
Pythagorean theorem, as well as motivate them to meet their statements. Such activity
was applied with students of the first year of high school and the results were positive,

as can be seen here.

Keywords: Pythagorean Theorem. Experimental activity. Demonstration.
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1. INTRODUCAO

O teorema de Pitagoras acompanhou-nos durante nossa vida escolar a partir do
Ensino Fundamental — ciclo II e, dada a sua importancia no ensino, ¢ fundamental que o
professor conhega algumas demonstragdes deste teorema para que possa possibilitar aos
alunos um contato com diferentes tipos de raciocinios mostrando-lhes que € possivel

demonstrar determinada propriedade matematica.

A Matemadtica como uma cria¢do humana, ao mostrar necessidades e
preocupagdes de diferentes culturas, em diferentes momentos
historicos, ao estabelecer comparagdes entre os conceitos e processos
matemdticos do passado e do presente, o professor cria condigdes
para que o aluno desenvolva atitudes e valores mais favoradveis diante
desse conhecimento. (BRASIL,1998a, p. 42).

Segundo Barbosa (1998, p.5), um referencial sobre o grande ntmero de
demonstragdes do Teorema de Pitagoras € o livro do professor de Matematica Elisha Scott
Loomis do Estado de Ohio, Estados Unidos, publicado em 1927. O livro “ The
Pythagorean Proposition” reune 230 demonstragdes do teorema, em sua segunda edigdo,
em 1940, ampliou esse numero para 370.

O objetivo desse trabalho ndo € fazer todas essas demonstragdes e sim apresentar
alternativas de demonstra¢des. As demonstragdes do capitulo 4 s3o historicas e do
capitulo 5 sdo baseadas em conhecimentos desenvolvidos no Ensino Fundamental. Isso
permite a utiliza-las tanto no Ensino Fundamental ou Médio (nono ano ou 1° ano),
estimulando uma aprendizagem significativa e desenvolvendo competéncias e
habilidades importantes, via uma retrospectiva dos resultados.

Para isso, foi proposta uma atividade experimental de forma a induzir os alunos
ao Teorema de Pitagoras e motiva-los a demonstrd-lo de diferentes maneiras. E
importante destacar que a atividade experimental ndo € suficiente para demonstrar o
Teorema. Em cada caso sera necessario mostrar que as figuras recortadas realmente
formam a figura final (trapézio, quadrado, ...), via conceitos bdsicos do Ensino
Fundamental (dngulos, poligonos, semelhanga e areas).

Em geral, os livros didaticos do Ensino Fundamental e Médio trazem apenas a
demonstragdo via semelhanga de tridngulos e a proposta de atividades experimentais
analogas as propostas neste trabalho, que raramente sdo desenvolvidas e demonstradas

em sala de aula.
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Muitos topicos matematicos dependem do estudo do Teorema de Pitagoras, isso
esta de acordo com os PCNs (BRASIL, 1998a).

No segundo capitulo é apresentado um breve histdrico sobre o Teorema de
Pitagoras, no terceiro capitulo sdo apresentados conceitos geométricos, 0s quais serao
necessarios nas demonstragdes, no quarto capitulo sdo apresentadas seis alternativas de
demonstragdes historicas do Teorema de Pitdgoras baseadas nos conceitos de area,
semelhanca e equivaléncia de poligonos (congruéncia), incluindo nessas a demonstracio
mais antiga feita por Euclides, em Os Elementos, uma demonstracdo presidencial feita
pelo Presidente Garfield (presidente dos Estados Unidos por quatro meses) que também
usou o conceito de areas, mas se diferenciou das demais por usar apenas tridngulos em
sua demonstracdo. No quinto capitulo s3o apresentadas quatro demonstragdes das
mostracdes do Teorema, as quais foram propostas via atividade experimental, para os
alunos do Ensino Fundamental (9° ano) e/ou Médio (1° ano).

Os resultados de aplicag@o da atividade experimental para alunos do primeiro
ano do ensino médio, assim como as considera¢des finais se encontram no sexto
capitulo.

Todas as demonstracdes aqui desenvolvidas se encontram nas referéncias citadas
na bibliografia. Reuni-las em um unico texto facilitard seu uso pelos professores e

alunos.

2. BREVE HISTORICO - PITAGORAS E O SEU TEOREMA

Pitdgoras, uma das personalidades mais fascinante e misteriosa da antiguidade,
foi um grande filésofo e matematico grego que nasceu em Samos cerca de 570 a.C. e

morreu cerca de 496 a.C..

Pitagoras viveu ha mais de dois mil anos, por isso conhece-se pouco
a seu respeito. Todos os seus escritos perderam-se, mas ele é citado
por escritores que o sucederam. Sabe-se que foi matematico, filsofo,
sacerdote e lider de uma seita religiosa. ( IMENES e LELLIS - 2000,

p- 7).

Para Eves (1997), sua histdria é envolta em lendas e mitos pois ndo ha relatos
originais sobre sua vida, € possivel que tenha sido discipulo de Tales, pois era 50 anos
mais novo do que este e morava em Mileto, onde vivia Tales.

Pitagoras foi o fundador da famosa escola pitagérica que era um centro de

estudos de filosofia, matematica e ciéncias naturais. Como nessa escola todas as
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descobertas eram atribuidas ao fundador ¢ dificil saber exatamente quais descobertas

matematicas se devem ao proprio Pitadgoras.

Figura 1: Escola Pitagorica.
Fonte: www.humaniversidade.com.br

Pitdgoras teve seu nome associado a um dos mais importantes teoremas da

Geometria Plana, mas

ndo foi Pitagoras quem inventou o teorema, pois ‘“esse jd era
conhecido pelos babilonicos do tempo de Hamurabi, mais de um
milénio antes”, é possivel que o teorema leve o seu nome por
acreditar-se que ele tenha sido o primeiro a dar uma demonstra¢do
geral (EVES-1997).

Na sua origem, o Teorema de Pitagoras foi descrito com o seguinte contorno:

“A area do quadrado cujo lado é a hipotenusa de um triangulo
retangulo é igual a soma das dreas dos quadrados que tem como
lados cada um dos catetos” (LIMA — 2006, p.52.).

A figura 2 apresenta um exemplo especifico de tridngulo retingulo de lados
medindo a, b e ¢ unidades de comprimento, com a representa¢do do que isso significa.

O Teorema de Pitdgoras como conhecemos hoje: num tridngulo retangulo, o
quadrado da medida da hipotenusa € igual a soma dos quadrados das medidas dos

catetos.
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Figura 2: Configuragdo geométrica
para oTeorema de Pitdgoras.

3. CONCEITOS PRELIMINARES

3.1. Congruéncia de tridngulos

3.1.1 Definiciio. Dois segmentos 4B e CD sdo chamados congruentes quando
AB e CD tem a mesma medida. Dois 4ngulos 4 e A sdo chamados congruentes
quando tém a mesma medida.

9

Para simplificar a0 méximo a nossa notagdo, iremos utilizar o simbolo para
representar congruente, “AB” para segmento de 4 até¢ B e “ 4B ” para medida do

segmento AB.

3.1.2. Defini¢do. Dois tridngulos sdo congruentes se for possivel estabelecer
uma correspondéncia biunivoca entre seus vértices de modo que lados e angulos
correspondentes sejam congruentes.

Se ABC e DEF sao dois triangulos congruentes (Figura 3) e se,

A<D

B— E

CeoF
¢ a correspondéncia que define a congruéncia, entdo valem, simultaneamente, as seis

relacdes seguintes:
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Figura 3: Tridngulos congruentes.

As propriedades a seguir sdo consequéncias imediatas da defini¢cdo de tridngulos
congruentes.

a) reflexiva: triangulo ABC ¢ congruente ao tridngulo ABC.

b) simétrica: tridngulo ABC ¢ congruente ao tridngulo RST entdo o triangulo RST
¢ congruente ao tridngulo ABC.

¢) transitiva: se o tridngulo ABC ¢ congruente aos tridngulos RS7 e XYZ entdo os

triangulos RST e XYZ sdo congruentes.

Axioma 3.1.3. (1° caso de congruéncia-LAL): Dados dois tridngulos ABC e
EFG,se AB=FEF, AC = EG ¢ A4 =E entio ABC=EFG.

Teorema 3.1.4. (2° caso de congruéncia-ALA): Dados dois tridngulos ABC e
EFG,se AB=EF, A=FE e B=F ,entdio ABC=EFG.
Prova: Sejam ABC e EFG dois tridngulos tais que 4AB=EF, A=FE ¢ B=F .

Seja D um ponto da semirreta Ssc tal que 4D = EG (Figura 4).

C

G

Figura 4:Triangulo ABD congruente a EFG.

Considere o tridngulo ABD e o compare com o tridangulo EFG. Como 4D = EG

, AB = EF ¢ 4 =FE , concluimos, pelo axioma I, que ABD=EFG. Como consequéncia,
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tém-se que ABD =F . Mas, por hipotese, F =ABC. Logo ABD = ABC.
Consequentemente as semitretas Sgp € Spc coincidem. Mas entdo o ponto D coincide
com o ponto C e, portanto, coincidem os tridngulos ABC ¢ ABD. Como provamos que

ABD=EFG, entdo ABC=EFG.

Teorema 3.1.5. (3° caso de congruéncia-LLL): Se dois tridngulos t€m trés lados
correspondentes congruentes entdo os tridngulos sdo congruentes.
Prova: Sejam ABC e EFG dois tridngulos tais que 4B =EF, BC=FG €

AC = EG . Vamos provar que ABC=EFG.

Para isso, construa, a partir da semirreta Sxp € no semiplano oposto ao que
contém o ponto C, um angulo igual ao dngulo £ (Figura 5). No lado deste angulo que
ndo contém o ponto B, marque um ponto D tal que 4D = EG e ligue D a B.

O segmento CD intersecta a reta 4B em um ponto H.

Para H em AB; H#A e H#B (Figura 5), temos 4B = EF (por hipdtese),

AD = EG (por construgdo) e pip = E (por construcdo), entdo pelo axioma 3.1.3 ,

ABD=EFG.

Figura 5: Ponto H no interior de AB.

Os triangulos ABD e ABC sdo congruentes.

Como AD=EG=AC e DB=FG=BC, os triangulos ADC e BDC sao
isosceles. Segue-se que ADC = ACD ¢ CDB = DCB, logo ADB = ACB . Entio,
pelo axioma 3.1.3, ABD=ABC. Como ja provado que ABD=EFG, ABC=EFG.

O caso em que H estd no exterior de AB ¢ analogo.
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Para H=4 ou H=B (Figura 6), 4B=EF (por hipotese), 4D=EG (por

construgdo) e DAB = £ (por construgdo). Assim, pelo axioma 3.1.3 , ABD=EFG.

Figura 6: Ponto H =A.

Como BC = FG = BD, o tridngulo BDC é isosceles de base CD. Segue que

ACB = ADB . Pelo axioma 3.1.3, ABD=ABC e por transitividade ABC=EFG.
3.2. O Teorema do angulo externo e suas consequéncias

Defini¢do 3.2.1: Se ABC ¢ um tridngulo, os seus dngulos ABC, BCAe
CAB sdo chamados de ngulos internos ou simplesmente de dngulos do tridngulo. Os
suplementos destes angulos s@o chamados de angulos externos do triangulo

Na figura 7, B4 ¢ um angulo externo do tridngulo ABC , pois € suplementar

A CAB.

A O

C A

Figura 7: Angulo externo.

Teorema 3.2.2 (angulo externo): Todo angulo externo de um Tridngulo mede
mais do que qualquer dos angulos internos a ele ndo adjacentes.

A demonstragdo do Teorema 3.2.2 pode ser encontrada em Barbosa (2000,

p.50).
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3.3. O axioma das paralelas

Axioma 3.3.1: Por um ponto fora de uma reta m pode-se tracar uma Unica reta

paralela a reta m.

Proposicio 3.3.2: Se a reta m ¢ paralela as retas s e ¢, entdo s e 7 sdo paralelas ou
coincidentes.

Prova: Suponha que s e ¢ ndo coincidem e sdo paralelas a reta m. Se s e # ndo
fossem paralelas entre si, elas teriam um ponto de interseccdo, digamos P. Mas entdo s e
t seriam distintas paralelas a reta m passando por P. Isto contradiz o axioma 3.2.1. Logo

s € t sdo paralelas.

Proposicdo 3.3.3: Sejam m, n, 4 ¢ B.Se 4 =5 como na figura 8, entdo as

retas m e n sdo paralelas.

Figura 8: Retas m e n paralelas.

Prova: De fato, se m intercectasse n em algum ponto P, teriamos um tridngulo
ABP, representado na figura 9. Neste tridngulo 4 ¢é angulo externo € A € angulo
interno ndo adjacente ao 4ngulo 4 , ou vice-versa. Assim, pelo teorema 3.2.2 teriamos

A # B o que contradiz nossa hipotese. Portanto, m e n ndo se intersectam.
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B

Figura 9: Intercec¢do de m e n.

Teorema 3.3.4: Se uma reta, paralela a um dos lados de um tridngulo, corta os
outros dois lados, entdo ela os divide na mesma razio.

A prova do Teorema 3.3.4 pode ser encontrada em Barbosa (2000, p.82).

3.4. Semelhanca de triAngulos

Definicdo 3.4.1: Dois tridngulos sdo semelhantes se for possivel estabelecer uma
correspondéncia biunivoca entre seus vértices de modo que angulos correspondentes

sejam congruentes e lados correspondentes sejam proporcionais (Figura 10).

Figura 10: triangulos semelhantes.

Com isto queremos dizer que, se ABC e DEF sdo dois tridngulos semelhantes e
seA — D, B— Ee¢ C— F ¢ a correspondéncia que estabelece a semelhanga, entio

valem simultaneamente as seguintes igualdades:

A A ~

A=D,B=E,C=F
(]

AB _ BC _ AC _
DE EF DF
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A razdo k ¢ chamada de constante de proporcionalidade. Pode ser observado que
dois tridngulos congruentes sdo semelhantes, com & = 1.
As propriedades reflexiva, simétrica e transitiva sdo validas para a semelhanga

de triangulos.

Teorema 3.4.2 (caso de semelhanca - AA): Se dois tridngulos possuem dois
angulos ordenadamente congruentes, entdo eles sdo semelhantes.

Demonstracao:

Como a soma dos angulos de um triangulo ¢ 180°, a congruéncia dos dois angu-
los acarreta na congruéncia dos demais. Resta provar que os lados sdo proporcionais.

No caso dos dois tridngulos serem congruentes, nada ha a demonstrar, pois por

defini¢do de congruéncia os tridngulos sdo necessariamente semelhantes. Considere os

A A

triangulos ABC e DEF, com A=D, B=EF ¢ AB>ED. Seja G em AB com

AG =DE ¢ G = E (Figura 11).

G H

| ¢ F

Figura 11: Configuragdo dos triangulos.

O tridngulo AGH ¢ congruente ao tridngulo DEF, pelo critério ALA (4= D
AG=DE e G=FE).

De £ =G (construgdo) € B = F (hipotese), G = B(angulos correspondentes).
Logo, pela proposi¢do 3.3.3, GH ¢ paralelo a BC.

Portanto,
H =C e peloteorema3.34, — = —.
Substituindo 477 = DF ¢ AG = DE,

AC AB
DF DE’



De maneira analoga, demonstra-se que

3.5. Area — regides poligonais
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Definicdo 3.5.1: Uma regido triangular ¢ um conjunto de pontos do plano

formado por todos os segmentos cujas extremidades estdo sobre os lados de um

triangulo. O tridngulo ¢ chamado de fronteira da regido triangular. O conjunto de pontos

de uma regido triangular que ndo pertencem a sua fronteira ¢ chamado de interior da

regido triangular (Figura 12).

Figura 12: Regido triangular.

Definicao 3.5.2: Uma regido poligonal ¢ a unido de um ntimero finito de regides

triangulares que duas a duas ndo tem pontos interiores em comum (Figura 13).

Figura 13: Regides poligonais.

Definicdo 3.5.3: Um ponto ¢ interior a uma regido poligonal se existe alguma

regido triangular contida na regido poligonal e contendo o ponto no seu interior. O

interior da regido poligonal € o conjunto dos pontos que lhe s@o interiores. A fronteira

da regido poligonal ¢ constituida pelos pontos da regido que ndo pertencem ao seu

interior.
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A nocdo de area de regides poligonais ¢ introduzida na geometria através dos

seguintes axiomas:

Axioma 3.5.4: A toda regido poligonal corresponde um numero maior que zero.

O nuimero a que se refere este axioma ¢ chamado de 4rea da regido.

Axioma 3.5.5: Se uma regido poligonal ¢ a unido de duas ou mais regides
poligonais que duas a duas ndo tenham pontos interiores em comum, entdo sua area ¢ a

soma das areas daquelas regioes.

Axioma 3.5.6: Regides triangulares limitadas por tridngulos congruentes tém
areas iguais.

Expressdes do tipo “drea de um quadrado” quer dizer realmente “a drea da
regido poligonal cuja fronteira ¢ um quadrado”. Em geral, a “area de um dado
poligono”, referird a area da regido cuja fronteira é aquele poligono. Assim, o axioma

3.3.3 poderia ter sido enunciado como: “tridngulos congruentes possuem areas iguais”.

Axioma 3.5.7: Se ABCD ¢ um retangulo entdo sua area é dada pelo produto:

Teorema 3.5.8: A area de um tridngulo é a metade do produto do comprimento
de qualquer de seus lados pela altura relativa a este lado.

Prova: Dado um tridngulo ABC, considere a altura CD relativa ao lado AB, a
reta s paralela ao lado AB passando pelo vértice C, e as perpendiculares a reta s pelos

vértices 4 e B (Figura 14).
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A D B

Figura 14: A reta s e as perpendiculares AE e BF.

Pelas consideragoes,

ADC = AEC =90°;

a+p=90°.

Pela proposicdo 3.3.3, os lados opostos do quadrilatero sdo paralelos, ou seja,
ADCE ¢é um retangulo. Portanto, A4E=DC, AD=CE e AC ¢ lado comum aos
triangulos ADC e AEC. Pelo caso LLL o tridngulo ADC ¢ congruente ao tridngulo
AEC.

Pelo axioma 3.5.7, o retangulo ADCE tem area igual a 4D - DC . Pelo axioma

3.5.5 essa area pode ser dada pela soma das areas dos tridngulos ADC e AEC, os quais

tem a mesma area, pelo axioma 3.5.6. Logo,

AD-DC .

N | =

\ 1
Area de ADC = 3 da area de ADCE =

1 1
Analogamente, temos area de BDC = 5 da area de BDCF = ) BD-DC

Pelo axioma 3.5.5.:

Area de ABC = 4rea de ADC + 4rea de BDC =

BD- cz%@n@)p—c;

E-D_C+%

Como A, B e D sio colineares, (4D + BD) = AB . Portanto,

N | =

Area de ABC = %AB .DC .

Observamos que neste caso foi considerado o lado AB e a altura do triangulo

relativo a esse lado. As demonstracos para as outros lados sdo anélogas.
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4. DEMONSTRACOES

Na Matematica para que uma proposicdo seja verdadeira ¢é necessario
demonstra-la. O mesmo se aplica ao Teorema de Pitdgoras.
Nesse capitulo sdo apresentadas seis demonstragdes do Teorema de Pitagoras

utilizando os conceitos de areas, semelhanga entre tridngulos e congruéncias.

4.1. Demonstracao do Teorema de Pitagoras segundo Euclides

Para Euclides, duas figuras geométricas sdo iguais se tém a mesma area. Esta
no¢ao estara patente em sua demonstragao.
A Proposicao 47 do Livro I dos Elementos de Euclides trata da demonstragdo do

Teorema de Pitagoras, conforme segue.

Proposicio 4.1.1 (Proposi¢iao I-47 do Livro I): Em um triangulo retangulo, o
quadrado sobre o lado oposto ao angulo reto ¢ igual a soma dos quadrados sobre os

lados que forma o angulo reto.

“Nos tridngulos retangulos, o quadrado sobre o lado que se estende
sob o dngulo reto é igual aos quadrados sobre os lados que contém

o dngulo reto” (EUCLIDES, 2009, p. 132.).

Demonstracio: Seja ABC um triangulo retangulo, com angulo reto em A. Deve
ser mostrado que o quadrado feito sobre BC ¢ igual a soma dos quadrados feitos sobre
ABe AC.

Construa o quadrado BDEC sobre BC e os quadrados ABFG ¢ ACKH sobre AB ¢

AC, respectivamente (Figura 15).
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D E

Figura 15: Triangulo ABC e os quadrados sobre seus lados.

Trace, a partir de 4, a reta AL, paralela a CE ou a BD, e as retas AD e CF (Figura
16).

G

D —E

Figura 16: retas AL, AD e CF.

Como BAG e CAB sio retos, os pontos 4, C e G sdo colineares, do mesmo
modo, se tem A,B e H colineares.

Por FBA € CBD serem retos, os angulos FBC € 4B sdo congruentes,

j& que ambos resultam da soma de um angulo reto e do angulo 445 e, como

BD =CB © FB = AB ,pelo caso LAL, os tridngulos FBC e ABD sio congruentes.
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Por estarem entre as mesmas paralelas BD e AL e terem a base BD comum, o

paralelogramo BDLI ¢ o dobro do tridngulo 4BD (Figura 17).

Figura 17: paralelogramo BDLI e triangulo ABD.

De fato:
An= BD x BI
2
e
Ao =BDx BI
Logo,
An=2A4.

De maneira andloga, o paralelogramo GFBA ¢ o dobro do tridngulo FBC,

considerando as paralelas FB e GC e a base FB (Figura 18).
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D "\ [ E
Figura 18: Paralelogramo GFBA e tridngulo FBC.
Deste modo, como ABD = FBC, os paralelogramos BDLI e GFBA possuem a
mesma area.
Analogamente, se mostra que os paralelogramos HACK e ILEC possuem mesma

area (Figura 19).
G

D | E
Figura 19: Paralelogramos HACK e ILEC.

Trace-se AE € KB. Por ECB ¢ ACK serem angulos retos, os angulos £CA4
e BCK sio iguais. Por esta raziio e por AC =CK e EC = BC, pelo caso LAL os
triangulos AEC e BCK sdo congruentes (Figura 19).

Devido AEC e ILEC estarem entre as mesmas paralelas AL e CE ¢ terem a
mesma base CE, ILEC é o dobro de AEC.

Do mesmo modo, HACK ¢ o dobro de BCK (Figura 20).
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G
F, H. -
A
b—%
o e
D —E

Figura 20: AHACK = 2ABCK-

Como AEC = BCK pelo caso LAL, pelo axioma 3.5.6 /ILEC tem a mesma area
que HACK.

Como provado que GFBA = BDLI e HACK = ILEC, temos que o quadrado
BDEC feito sobre BC, lado oposto ao angulo reto CAB, ¢ igual a soma dos quadrados
HACK e BAGF, feito sobre AC e AB, respectivamente.

4.2. Demonstracio classica — pelo calculo de areas

Teorema 4.2.1 (Teorema de Pitdgoras): Num tridngulo retangulo, o quadrado da
hipotenusa ¢ igual a soma dos quadrados dos catetos.
A expressdo o quadrado da hipotenusa, tem como significado exato quadrado da
medida da hipotenusa, analogamente para os catetos.
Demonstracao:
Considere o tridngulo retdngulo JK (Figura 21).
|

J . K

Figura 21: tridngulo IJK.
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Construa um quadrado ABCD de lado a + b, sobre os lados desse quadrado

marque os pontos E, F, G e H, de modo que: 4H =BE=CF=DG=a € AG=

DF =CE = BH = b (Figura 22).

o b _: a el
a
ey b
E
b b
a
A a H b B

Figura 22: Divisdo do quadrado de lado a+b.

Pelo caso LAL, os tridngulos retangulos AHG, BEH, CFE e DGF sio
congruentes ao tridngulo retangulo [JK. Portanto, congruentes entre si. Logo, a
hipotenusa desses tridngulos s@o congruentes e medem c.

O quadrildtero EFGH ¢ um paralelogramo. Resta mostrar que seus angulos internos
medem 90°.

Sejam a e f os angulos agudos desses triangulos, conforme figura 23.

D F c

Figura 23: dngulos o e p.
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Como a + S = 90° segue que cada angulo interno do quadrilatero EFGH deve
ser reto. Logo, EFGH ¢ um quadrado de lado ¢ .

A 4rea do quadrado de lado a + b é igual a soma da area do quadrado de lado ¢
com a area de quatro tridngulos retangulos de catetos a € b.

Pelo axioma 3.5.5:

(atb)>= ¢+ 4ab/2.
Substituindo (a+b)? = a? + 2ab + b?,
a’+2ab +b* = ¢+ 2ab.

Portanto, a’ + b* = ¢’

4.3. Demonstracido de Bhaskara

Bhaskara (1114-1185), matematico hindu, ensinou no maior centro
do pais, em Ujjain, e seu mais celebre trabalho foi o manuscrito
Lilavati.... Nao ofereceu para a sua figura qualquer explicagdo além
de uma palavra de significado veja ou contemple, talvez sugerindo
que em seu diagrama (Figura 24), a disposi¢do induzia a uma bela

prova do Teorema de Pitagoras. (BARBOSA 1998, p.7)

Figura 24: Configuragdo de Bhdskara.

Considere um quadrado ABCD de lado ¢, construa no interior desse quadrado
quatro tridngulos retangulos congruentes, com hipotenusa sobre os lados do quadrado

ABCD e catetos a e b, obtendo o quadrilatero EFHG (Figura 24).
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Sejam os catetos maiores tal que, CH =DF =BE = AG =b e CG=
DH = BF = AE =a.
Como os angulos internos de EFHG sao retos, suplementares de angulo reto, e
GH = CH-CG =b-a HF=DF-DH =b—-a FE=BE-BF =b—-a ¢
EG = AG— AE =b—a, EFHG ¢ um quadrado de lado (b — a).
Assim, a area do quadrado ABCD ¢ igual a:
c*=(b—a)*> + 4ab/2 =b*— 2ab + a + 4ab/2.

Portanto,

¢ =b*+a%

4.4. Demonstracio por semelhanca de triangulos

Considere o triangulo ABC, retangulo em C (Figura 25). A altura CD relativa a
hipotenusa origina dois tridngulos semelhantes ao proprio tridngulo ABC.
De fato,
B+n=90° ou n=90° .
0+n=90° ou n=90°6.
a+6=90° ou a=90°6.
Logo,0=Ben=a.
Pelo Teorema 3.4.2(caso AA), os tridngulos ABC e CBD sao semelhantes, assim
como ABC e ACD. Portanto, temos proporcionalidade entre os lados homologos desses

triangulos.

Figura 25: Tridngulo retdngulo com as projegdes dos catetos e a altura.

Da semelhanga dos tridngulos ABC e CBD,

c a
a m’
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Da semelhanca dos tridngulos ABC e ACD,
b

C
b n-
Logo, a>=cm e b®> = cn. Assim,
a*t b>=cn + cm=c(m + n).
Como, m +n=c,
a’*t+ b>=c%

Esta demonstrag@o ¢ a normalmente proposta nos livros didaticos das escolas do
ensino fundamental, embora nem sempre ¢ apresentada aos alunos. Ela permite ndo sé
demonstrar o Teorema de Pitdgoras de forma bastante simples, como obter outras
relacdes métricas no tridngulo retdngulo uteis nas aplicacdes. Refor¢a também o

conceito de semelhanga de tridngulos.
4.5. Demonstracio via quadrilateros equivalentes

Esta demonstragdo se baseia na congruéncia de tridngulos e na comparagdo de
quadrilateros de mesma area.

Considere o tridngulo 4BC retangulo em C e os quadrados construidos sobre
seus lados. Seja CH a altura relativa a hipotenusa ¢ F um ponto na semirreta, tal

que HF = 4B (Figura 26).

Ef

G

Figura 26: Triangulo ABC com altura CH.
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Com isso, construimos o retangulo AHFG (AH ¢ a projecdo ortogonal de AC
sobre AB) e o quadrilatero ABED.

A semirreta DE intercepta a semirreta GA em um ponto /, e intercepta a
semirreta HF em um ponto.J, formando o paralelogramo ACJI, uma vez que IJ ¢
paralela a AC e Al ¢ paralelaa CJ.

Como ACED e ACJI sio paralelogramos de mesma base e mesma altura, ambos
tem a mesma area.

Por defini¢do de quadrado, 4D = 4C, e também que o angulo 4DFE é reto.

Portanto, os Angulos ADE = ACB.

Os angulos ;47 ¢ c4p sdo ambos complementares de 75, ou seja,

DAI+71AC=90°e CAB + 14C =90°.

Logo, DAI = CAB .

Pelo caso ALA, os tridngulos ABC e AID sdo congruentes. Segue que A/ = AB .
Como 4B = HF , Al = HF .

Como ACJI ¢ AHGF sdo paralelogramos de mesma base ( 47 = HF ) € mesma
altura( 47 ), ambos tém a mesma area.

Analogamente, ACDE tem a mesma area de ACIJ. Logo, a drea do quadrado
ACDE ¢ igual a area do retangulo AHFG.

De forma analoga, a area do quadrado CBKL ¢ igual a area do retangulo ABF M.

Como a unido do retangulo determinado por AH e HF com o retangulo
determinado por HB e HF ¢ igual ao quadrado sobre AB, segue que a soma das areas

dos quadrados sobre os catetos € igual a area do quadrado sobre a hipotenusa.
4.6. Demonstracio do Presidente Garfield

O Presidente James Abram Garfield usou em sua demonstracdo comparagio
entre areas. Com excecdo da demonstragdo por semelhanga, as demais utilizaram o
conceito de area, mas diferem da demonstracdo de Garfield por trabalharem com figuras
planas distintas (ndo apenas tridngulos).

Para mostrar que ¢ = a? + b? para o tridngulo retangulo de hipotenusa c ¢

catetos a e b foi utilizado um trapézio (Figura 27), formado por dois tridngulos
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retangulos congruentes, com catetos a, b e hipotenusa ¢, e um tridngulo isosceles,

conforme segue.

Figura 27: Configuragdo proposta por James Abram Garfield.

A soma dos angulos agudos do tridngulo retangulo com o angulo formado pelos
lados homologos do tridangulo isosceles € 180°, isto é, a + f + 6 = 180°.

Como a + £ =90°, 8= 90°. Portanto, o tridngulo isdsceles € retangulo de catetos
iguais a c.

_a*+2.ab+b?

. +b
A érea desse trapézio é dada por: aT-(a +b) >

Pelo Axioma 3.5.5, pode também ser obtida pela soma das areas dos trés

triAngulos retingulos ab + ab + S _ab+ <’

u ulos; — +—+—=a.b+— .

g g 2 2 2 2
a’*+2.a.b+ b? 2

Assim, =a.b+ % . Multiplicando os dois membros da equagdo

2
por2, a’*+2.ab+b*>=2ab+c?.
Portanto,

a?+b*=c.

5. PROPOSTA DE ATIVIDADES —- MOSTRACOES E DEMONSTRACOES DO
TEOREMA DE PITAGORAS

5.1 Proposta de atividade para alunos

Dividir a classe em grupos de até seis alunos.
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O objetivo ¢ fazer com que os proprios alunos obtenham a relagdo de Pitagoras e
que conheg¢am formas distintas de obté-la e demonstra-la. Para isso, devem resolver o
problema: Qual a relacdo entre os lados do triangulo retangulo dado?

Etapa 1 — Cada grupo recebe uma ficha de atividades (Apéndice) com proposta
de quebra-cabegas, com pecas enumeradas, as quais deverdo ser reorganizadas para
formar um quadrado maior ( Figuras 28, 29, 30 e 31).

Etapa 2 — Cada grupo apresenta a solu¢do do quebra-cabega.

Etapa 3 — O grupo deve comparar as areas dos quadrados com a area do
quadrado obtido pela reorganizacdo das pegas.

Etapa 4 — Relacionar os lados do tridngulo com a relag¢do obtida na etapa 3.

Etapa 5 — Instigar os alunos a demonstrar formalmente a solugdo do quebra-
cabeca, pois uma demonstragdo matematica ndo pode ser dada exclusivamente através
da interpretagdo de uma ilustracdo. Somente as atividades de recortar e colar, ndo
constitui demonstra¢des completas para o Teorema de Pitdgoras e sim é chamado de
mostragdes. E importante demonstrar que as pecas se encaixam perfeitamente para
formar um quadrado, por exemplo, e que nao existe falha ou sobreposi¢do de pegas.

Etapa 6 — Cada grupo deve apresentar o seu resultado para os demais alunos.

4

Figura 28: Configuragdo para o grupo 1.
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Figura 29: Configuragdo para o grupo I1.

)

Figura 31: Configuragdo para o grupo 1V.
5.2. Uma solucio para o quebra-cabeca e a demonstracgio correspondente

Ao utilizarmos as pecas de um quebra cabega podemos montar uma figura e
conjecturar uma determinada propriedade matematica com o que estamos visualizando.
Com isso, se obtém apenas uma mostracdo da propriedade. Para que tal propriedade seja

realmente valida € preciso mostra- la utilizando conceitos matematicos, ou seja, ¢
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preciso fazer a demonstragdo da propriedade. O anexo 1 mostra um exemplo onde néo
¢ valida a propriedade obtida na mostragdo.

Com as solugdes propostas para cada quebra cabega a seguir, ¢ possivel obter
mostracdes do Teorema de Pitagoras. As suas demonstracdes sdo apresentadas em

5.2.1,5.2.2 ¢ 5.2.3 e foram baseadas em Oliveira (2008) e 5.2.4 em Barbosa (1998).

5.2.1 Uma soluciio para o quebra cabec¢a do grupo I

Aspegas 1,2, 3,4 e 5 formam o quadrado construido sobre a hipotenusa do

triangulo retangulo de catetos a e b e hipotenusa c (Figura 32).

Pa
]

Figura 32: Uma solug¢do para o quebra cabega do grupo 1.

Uma possivel demonstragio segue.
Sejam P, Q e R os pontos que definem o corte das pegas (Figura 33), com G, C
e P pontos colineares, F, 4 ¢ R também colineares, ¢ PQ perpendicular a PC. Desta

forma, PQ ¢ paralela a AC.
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H
! P

Figura 33: pontos de corte das pegas.

Prolongando-se PO e AR esses se encontram num ponto J, obtendo o
quadrilatero ACPJ (Figura 34). Esse quadrilatero ¢ um quadrado congruente ao
quadrado AFGC. De fato, sejam a e P os angulos agudos do tridngulo retangulo ABC,
conforme a figura 34.

Do fato de a + B = 90° e observando os angulos retos ja existentes, alguns dos
angulos que aparecem na figura 33, s@o iguais a a ou P, conforme pode ser observado
na figura 34. Desta forma, os angulos internos do quadrilatero ACPJ sdo retos.

Como:
H=B=90°; BC=CH ¢ HCP = BCA,
pelo caso ALA, os tridngulos 4BC e PHC s3ao congruentes. Logo, 4C=CP ¢ o

quadrilatero ACPJ ¢ um quadrado congruente ao quadrado AFGC.

£
7 S
" S

Figura 34: dngulos o e p.
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Resta mostrar que as suas cinco pecas indicadas na figura 32 se encaixam
perfeitamente no quadrado ACPJ e consequentemente em AFGC.

A peca 3, o quadrilatero BCPQ, ndo sera movida. Os tridngulos ABC ¢ PHC sdo
congruentes. Assim a peca 5 se encaixa sobre o triangulo 4BC.

Para provar que as pecas 1, 2 e 4 se encaixam perfeitamente sobre o tridngulo
AQJ, seré utilizado o triangulo construido AEJ.

Os pontos E, D e J sdo colineares. De fato, considere os tridngulos 4EJ e ABC.
Como EA = AB, EAJ = BAC ¢ 4J = AC, pelo caso LAL, os triangulos AEJ ¢ ABC
sdo congruentes. Logo, A4£.7 = 90°. Portanto, a reta por E e J é perpendicular a reta
por E e A em E. Como D pertence a essa perpendicular, pois ED é lado do quadrado e a
perpendicular a reta por £ e A em E ¢ unica, E, D e J sdo colineares. Por J, considere a

reta perpendicular a reta por 4 e 1. Seja S a interse¢do destas duas retas. Desta forma,
JS = 4B . Observando os angulos em JSQ e ABR (Figura 35), os triangulos RBA4 ¢ OSJ

sdo congruentes. Logo, a peca 2 do quebra-cabeca se encaixa perfeitamente sobre o

triangulo QSJ.

= H
' P

Figura 35: dngulos e segmento JS.

Resta mostrar que as pegas 1 e 4 se encaixam sobre o tridngulo A4S/ .
Pelo caso ALA, os triangulos 4SJ e JEA sdo congruentes. Desta forma, resta
mostrar que as pecas 1 e 4 se encaixam sobre o tridngulo JEA. Para isto, basta provar

que a pega 4 se encaixa sobre o tridangulo RDJ , ou seja, que os tridngulos QIP ¢ RDJ
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sdo congruentes. Pelas propriedades de dngulos complementares e angulos opostos pelo

vértice, esses tridngulos possuem os mesmos angulos (a, B e 90°) e
IP=1H —PH =BC—AB € DJ = EJ — ED = BC — AB.
Logo, 7P = DJ . Pelo caso ALA, QIP e RDJ sio, de fato, congruentes.

Para obtencao da solugdo, basta transladar o lado JP sobre AC.
Portanto a soma das areas dos quadrados construidos sobre os catetos ¢ igual a

area do quadrado construido sobre a hipotenusa, ou seja, ¢ = a? + b2

5.2.2 Uma solugio para o quebra cabeca do grupo II

As pegas 1, 2, 3, 4 e 5 (Figura 29), formam o quadrado construido sobre a

hipotenusa do tridngulo retdngulo, conforme a figura 36.

Figura 36: Uma solug¢do para o quebra cabega do grupo I1.

Uma possivel demonstracio segue.

Seja o triangulo retingulo ABC, com os quadrados ABDE, BCHI e AFGC
construidos sobre seus lados. Através da intersecdo das diagonais do quadrado BCHI,
obtemos o ponto M (centro do quadrado).

Pelo ponto M, tracamos os segmentos PQ e RS paralelos aos lados do quadrado
AFGC obtendo os pontos P, O, R e S (Figura 37).

A pega 5 ¢ simplesmente o quadrado ABDE.
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i
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| a H

Figura 37: Segmentos PQ e RS.

Os segmentos PQ e RS sdo perpendiculares. Logo, as pegas 1, 2, 3 e 4 possuem
um angulo reto em M.

Vamos mostrar que M ¢ o ponto médio dos segmentos PO e RS, e que sdo
segmentos congruentes. Sejam X e Y pontos tais que os segmentos XM e YM sao

perpendiculares aos lados Bl e BC, respectivamente, do quadrado BCHI (Figura 37).
Como MXS = MYP, MX = MY ¢ XMS = YMP, pelo caso ALA, MYP =
MXS e MP = MS .

Analogamente, MP = MO ¢ MP = MR .

Logo, MP = MQ = MR = MS ¢ dai segue que M € o ponto médio dos segmentos
congruentes PQ e RS.

Como o quadrilatero ACRS ¢ um paralelogramo (pois seus lados opostos sdo
paralelos), implica que os segmentos RS e AC sdo congruentes, logo:
MP = MQ = MR = M5 =

Dessa igualdade e do fato das pegas 1, 2, 3 e 4 possuirem angulo reto no vértice
M, implicam que estas pegas podem ser deslocadas sobre o quadrado AFGC, se
encaixando perfeitamente, como ilustrado na figura 38. Logo, as pecas 1, 2, 3 ¢ 4
cobrem todo o quadrado AFGC, restando um quadrilatero central (Figura 38). Basta

mostrar que este quadrilatero central € congruente a peca 5 do quebra cabeca, isto é, que
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¢ congruente ao quadrado ABDE. Este possui somente angulos retos, pelo fato de serem

formados por complementares de angulos retos.

I H

Figura 38: Configuracdo das pecas.

Como o quadrilatero ACRS ¢ um paralelogramo (Figura 39), temos que
CR = 4S . Também UV = BS, pois ¢ lado da mesma pega.

Desta forma, sao validas as igualdades:

TU =TV ~UV =CR—BS = AS — BS = AB -

G
E A
U
W
B
o P C
5
]

R
| @ H

Figura 39: Solu¢do do quebra- cabega.

De modo anédlogo provamos que todos os lados do quadrilatero central sdo iguais
aos lados do quadrado ABDE. Logo, a peca 5 encaixa-se perfeitamente sobre o
quadrado central, entre as pegas 1, 2, 3 e 4, resolvendo o quebra-cabega.

Portanto, a soma das areas dos quadrados construidos sobre os catetos € igual a

area do quadrado construido sobre a hipotenusa.



41

5.2.3 Uma solucio para o quebra cabeca do grupo II1

As pecas 1, 2, 3, 4 e 5 (Figura 40), formam um quadrado maior.

Figura 40: Uma solugdo para o quebra cabega do grupo I11.

Uma possivel demonstragdo segue.

Considere o triangulo retangulo ZJK de catetos a e b, e dois quadrados ABCD, de
lado a, e DEFG, de lado b, posicionados conforme figura 41. Sem perda de
generalidade, foi considerado a>b.

Seja o ponto P sobre o segmento AD tal que AP =5.

Assim,

AE = AP + PE,
ou seja,
a+tb=b+ pPE,

eﬁza.

Figura 41: Quadrados de lado a e lado b.
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Os triangulos retangulos ABP e EPF sdo congruentes pois, possuem os angulos
A e E sdo congruentes (90° ) assim como os catetos a € b correspondentes (caso
LAL). Isso também justifica a congruéncia desses tridngulos com o tridngulo JK.

Logo, os angulos correspondentes sdo congruentes (Figura 41) e
BP=PF=JK =c.

De:

at+Pf=90° e a+p+6=180°,

0=90°.

Sobre o lado BC do quadrado ABCD, considere um triangulo retangulo BCQ em
C, congruente ao triangulo BAP (Figura 42). Tracando o segmento QF, obtém-se o

quadrilatero BOFP .

A P 8] E

Figura 42: Ttriangulo BCQ e quadrilatero BOFP.

Resta mostrar que o quadrildtero BOFP é um quadrado formado com pegas
congruentes as pe¢as de 1 a 5.

Tem-se que: FP =PB=BQO =c.

Os tridngulos FEP e FGQ sdo congruentes, pois sdo retangulos com catetos
congruentes,

OG=0C+CG=Q0C+(CD-GD)=b+(a—b)=a=PE

FG = FE.

Logo, FO = FP=c. Portanto, o quadrilaitero BQFP possui todos os lados
congruentes (é um paralelogramo). Como 2 = 90°, os demais também serdo. Portanto,
BQFP ¢ um quadrado.

As cinco pegas do quebra-cabega proposto podem ser reorganizadas para se

encaixarem perfeitamente sobre ele (Figura 40). Observe que as pecas 2 € 3 ndo
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precisam ser mexidas, as pegas 1 e 4 se encaixam no tridngulo FGQ, pois FEP e FGQ
sdo congruentes, € a pega 5 se encaixa, por construgdo, sobre o tridngulo BCQ.

Portanto a soma das areas dos quadrados de lado a e lado b ¢ igual a area do
quadrado maior de lado c, ou seja, a> + b* = c2.

Observa-se que para a= b teremos apenas quatro pegas, sendo essa demonstra¢ao

trivial.

5.2.4 Uma soluciio para o quebra cabeca do grupo IV

No grupo IV, dois conjuntos de pecas foram propostos para cobrir o quadrado
maior (I e II), cujo lado mede a + b. Os quadrados menores possuem lados medindo a, b
e ¢, respectivamente, e os tridngulos retangulos sdo congruentes de hipotenusa medindo
cecatetosaeb.

A figura 43 mostra uma solugdo para o quebra-cabega nos conjuntos I e II.

d b b a
c a b
=1 El,:El
2wl a
d
bl &=L b b b

Figura 43: Uma solugdo para os conjuntos I e II.

Uma possivel demonstragdo segue.

O quadrado de lado medindo a+b tem area (at+b)’>= a*> + 2ab + b?, ou seja, sua
area ¢ a soma das areas de um quadrado de lado medindo a, um quadrado de lado
medindo b e dois retingulos de medidas a e b, os quais podem ser divididos em quatro
tridngulos retangulos de catetos a e b. Logo, o quadrado de lado medindo a+b pode ser
formado com as pecas do conjunto I (Figura 43 a esquerda).

Uma solug@o para o conjunto II € dada na figura 43 a direita. Para demonstrar tal

afirmacdo, os quadrados e tridngulos foram nomeados conforme a figura 44.
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Figura 44: Divisdo do quadrado de lado a+b.

Por construgdo, os 4 tridngulos retdngulos sdo congruentes. Logo, as hipotenusas
desses triangulos sdo congruentes, com medida ¢, e o quadrilitero HEFG ¢ um
paralelogramo.

Sejam a e f os angulos agudos dos tridngulos retangulos. Logo, a + = 90° ¢
cada angulo interno do quadrilatero € reto. Portanto, o quadrilatero ¢ um quadrado de
ladoc .

Assim,

(a+b)*= c*+ 2ab.

Comparando esses dois resultados, a? + b? = ¢

6. ANALISE DOS RESULTADOS E CONSIDERACOES FINAIS

O presente trabalho contribuiu para o professor enriquecer seu conhecimento so-
bre temas interessantes e relevantes da matematica, e transmitir esse conhecimento aos
alunos do primeiro ano do ensino médio, de forma que os mesmos percebessem que um
problema pode ser resolvido de maneiras distintas.

Ficou evidente que ao utilizar estratégias e atividades diferenciadas em sala de
aula, além da motiva¢do em aprender matematica, os alunos se beneficiam das metodo-
logias utilizadas pelo professor, assimilando melhor os conteidos e melhorando seu re-
sultado na aprendizagem da matematica.

A realizagdo da atividade experimental em sala de aula (Figura 45) proporcionou

um desafio na busca de novas formas de trabalhar os conhecimentos matematicos, em
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especifico, o Teorema de Pitdgoras. A proposta teve por objetivo a participacdo ativa do
aluno em sala de aula.

Com esta atividade os alunos aprofundaram os conhecimentos sobre o Teorema
de Pitagoras, e entenderam sobre a necessidade de uma demonstracdo matematica, na
qual utiliza-se afirmacdes que se supde verdadeiras (hipoteses), e através de uma
sequéncia ldgica de novas afirmagdes, chega-se ao que se quer demonstrar (tese).

Os alunos apresentaram grande dificuldade em demonstrar o Teorema, pois nio
tinham esse habito, mas conseguiram obter a relagdo de Pitdgoras experimentalmente e
compreender as demonstracdes. Com isso, os alunos conseguinram perceber a diferenca
entre mostragdes e demonstragdes do Teorema. No entanto, alguns alunos manifestaram
interesse em demonstra-lo (Figura 46). Dois deles procuraram provas alternativas na
internet por conta propria.

Deste modo, posso dizer que a atividade experimental contribuiu de maneira posi-
tiva para um melhor entendimento do Teorema de Pitdgoras por parte dos alunos e para dis-
pertar o interesse deles.

Apos as atividades experimentais foram propostos problemas (Anexo II), que re-
queriam a aplicagdo do Teorema de Pitagoras. Com a analise do desempenho dos alunos
nesses problemas e na avaliacdo diagndstica aplicada no inicio de 2014, ficou evidente
que melhoraram o entendimento sobre o Teorema de Pitdgoras. A maioria dos alunos
aplicou corretamente o Teorema, embora alguns tenham errado a resposta dos proble-
mas por falha na interpretagdo da pergunta. De maneira geral, o aproveitamento foi mui-

to bom.
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Figura 45: Fotos obtidas durante a atividade experimental.
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Figura 46: Solugdes apresentadas.
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APENDICE
FICHAS DE ATIVIDADES PARA OS GRUPOS DE ALUNOS

ATIVIDADE
Grupo I — Desenhe em Cartolina ou EVA a figura a seguir. Em seguida recorte as pecgas

1,2,3,4 ¢ 5 e cubra o quadrado construido sobre a hipotenusa, sem sobreposi¢ao.

Fl

1 - Compare as areas dos quadrados com a area do quadrado obtido pela

reorganizacdo das pegas.

2 — Relacione os lados do tridngulo com a comparacao feita no item anterior.

3 — Pesquise e junto com seu grupo tente demonstrar formalmente essa relacéo.
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ATIVIDADE

Grupo II - Desenhe em Cartolina ou EVA a figura a seguir. Em seguida recorte as
pecas 1,2,3,4 e 5 e reorganize-as sobre o quadrado construido sobre a hipotenusa, sem

sobreposi¢ao.

1 - Compare as areas dos quadrados com a area do quadrado obtido pela

reorganizac¢do das pegas.

2 — Relacione os lados do tridngulo com a comparagao feita no item anterior.

3 — Pesquise e junto com seu grupo tente demonstrar formalmente essa relagao.
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ATIVIDADE

Grupo IIT — Considere um triangulo retingulo de lados a, b e ¢. Desenhe em cartolina
ou EVA dois quadrados, um de lado a e outro de lado 5, como na figura a seguir. Em
seguida recorte as pegas 1,2,3,4 e 5 e reorganize-as para formar o quadrado maior, sem

sobreposi¢ao.

1 - Compare as areas dos quadrados com a area do quadrado obtido pela

reorganizacdo das pegas.

2 — Relacione os lados do tridngulo com a comparacgao feita no item anterior.

3 — Pesquise e junto com seu grupo tente demonstrar formalmente essa relacéo.



ATIVIDADE

Grupo IV — Corte em uma folha de cartolina (ou papel cartdo), as seguintes pecas:

* 4 tridngulos retadngulos congruentes quaisquer (pega 1)

1 quadrado de lado congruente a um dos catetos (peca 2)

1 quadrado de lado congruente a outro cateto (pega 3)

1 quadrado de lado congruente a hipotenusa (peca 4)

2 quadrados de lado igual a soma dos catetos (peca 5)

Cubram as pegas com o numero 5 de duas formas distintas:

I - Utilize os quadrados (pecas com 2 e 3) e quatro tridngulos (peca com o 1)

para cobrir o quadrado com o 5.

II - Cubra a outra pega com o 5 com o quadrado (peca com o 4) e quatro

tridangulos (pegas com o 1).

-

1 - Compare as areas dos quadrados obtidos em I e II.

2 — Qual a relagdo entre as areas dos quadrados com os niimeros 2, 3 e 4?

52

3 - Relacione os lados do triangulo retdngulo. Compare com a relagdo obtida no

item anterior.

4 — Pesquise e junto com seu grupo tente demonstrar formalmente essa relagao.
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ANEXO 1

Importancia da demonstracio matematica.

Desenhe um quadrado de lado 8, como mostra a figura 1, em seguida recorte as pegas
coloridas.

Com as pecas monte uma figura como a figura 2.

Figura 1 Figuraz

A figura 1 ¢ um quadrado de lado 8, sua area ¢ 64 unidades.

Esse quadrado foi dividido em quatro partes, que reorganizadas formaram a figura 2.
Observe que a figura 2 € um retangulo de lados 13 e 5, sua area ¢ de 65 unidades.
Como podemos explicar esta unidade extra de area? Se ambas as figuras foram
construidas com as mesmas pegas.

Quando olhamos para a figura 2 temos a impressdo de estarmos vendo dois triangulos
retangulos, mas s6 parecem ser retdngulos, elas sdo de fato quadrilateros.

Observe a figura abaixo, os pontos A, E e D ndo estio alinhados. De fato, no tridngulo

~ 3 = A
retangulo ABE a tangente de BAE ¢ g € no triangulo retdngulo ACD a tangente de

D,?1Céi
13°

A § B 5 c

3 5 ~ ~ .
Como s * 13> BAE # DAC e ospontos A, D e E ndo estdo alinhados.
Assim, as quatro pe¢as do quadrado podem ser colocadas dentro do retangulo, mas sem

cobrir o quadrilatero AEDH da figura abaixo.
G F D

-‘___,,——"_-—‘ﬁ’f_
/ﬂ%/‘ E
B
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Anexo I1

PROBLEMAS DE APLICACAO

1- Hélioe Ana partiram da casa dela com destino a escola. Ele foi direto de casa para
a escola e ela passou pelo correio e depois seguiu para a escola, como mostra a
figura a seguir:

)

CAhsA ANA

De B0O0M

T

AOrvel o . BDD v wecots

acordo com os dados apresentados, qual a distancia que Ana percorreu a mais do que
Hélio?

2- Thiago quer descobrir a medida aproximada da parte
mais extensa de uma lagoa (BC). Como néo sabe nadar, viu
uma forma de resolver seu problema com o uso de seus C
conhecimentos em Geometria. Lembrando dos egipcios, fixou
trés estacas na margem da lagoa e esticou cordas de A até B e
de A até C. Como lhe interessa uma medida aproximada, fez
0 maximo para formar, no encontro das cordas em A, um
angulo reto. Medindo o comprimento dessas cordas obteve
AB =7 m e AC =24 m. Construiu, entdo, em seu caderno, um
esbogo da situacdo e a resolveu. Qual foi o valor encontrado
por Thiago?

3—  Determine o valor da medida x, em cm, representado no tridangulo abaixo.

¥ CITI
5cm

12 cm
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4 —  Calcule o comprimento do poste?

5- Aninha foi visitar suas amigas. Ela dirigiu seu

automodvel do ponto x, onde fica sua casa, até a casa de . oY
Rosali, no ponto y, percorrendo 12 km. Em seguida, ela

dirigiu mais 9 km até a casa de Milena, no ponto z,

conforme a figura ao lado.

Quantos quildometros Aninha teria percorrido, em linha

reta, se fosse direto de sua casa para a casa de Milena? z

6 - Um ciclista acrobatico vai atravessar de um prédio a outro com uma bicicleta
especial, percorrendo a distancia sobre um cabo de aco, como demonstra o esquema a
seguir:

. ) .. ) A
Qual ¢ a medida minima do comprimento do cabo
de ago?

25m
15n

g

40m

7 - Encontre a altitude do baldo para que sua distancia ao topo do prédio seja de 10
km?

Z 0 rrw

0oood




