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Resumo

Neste trabalho estudamos os conceitos de dimensoes fractais, tais como dimensao de Haus-
dorff, capacidade limite, principio de distribuicao de massa para conjuntos invariantes de certos
sistemas dinamicos discretos. Além disso, estudamos propriedades dinamicas e geométricas de

sistemas de funcoes iteradas, fungao tenda, familia logistica, fun¢ao do padeiro e solendide.



Abstract

In this work we study the concepts of the fractal dimensions, such as Hausdorff dimension,
limit capacity dimension and mass distribution principle for invariant sets of certain discrete
dynamical systems. Furthermore, we also study dynamical and geometric properties of iterated

function systems, tent map, logistic map, bakers transformation and solenoid.
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Introducao

Neste trabalho, estamos interessados no estudo de sistemas dinamicos discretos. Um sistema
dinamico discreto é um esquema iterativo f* = f(f*71) com k > 1 onde, f : D — D ¢
continua, podemos considerar k € 7Z se f for inversivel. Analisaremos o comportamento das
sequéncias formadas por iterados, ou seja, érbitas {f*(z)}2,, * € D. Para certos pontos
iniciais o pertencente ao domfnio de f, {f*(x)}2, pode convergir para um ponto fizo o, isto
é, um ponto do dominio de f, tal que f(x¢) = o, ou {f*(x)}2, pode convergir para uma
orbita periédica de periodo p, {xo, f(z0), ..., [P (x9)}, onde p é o menor inteiro positivo com
fP (o) = {xo}-

Muitas vezes {f*(x)}$,, pode dar impressao que move-se de modo aleatdrio, mas sempre
mantendo-se préximo de um determinado conjunto, que pode ser um fractal.

Um subconjunto F' C D é um atrator para f se F' é um conjunto fechado, invariante por
f,isto é, f(F) = F, tal que a distancia de f*(x) a F converge para zero quando k — oo,
para todo x em um conjunto aberto V' contendo F'. De modo andlogo um conjunto fechado
invariante F', a partir do qual todos os iterados dos pontos préximos (nao pertencente a F') se
afastam é chamado de repulsor de f.

Nesta dissertacao veremos alguns exemplos de sistemas dinamicos com F' atratores ou re-
pulsores em f, e calcularemos a dimensao de Hausdorff do conjunto F'.

Este trabalho estd dividido em 4 capitulos e um apéndice. No primeiro capitulo definimos
a medida de Hausdorff, observando a dificuldade em seu calculo usando somente a definigao.
Sendo assim, definimos a medida de Lebesgue e mostramos a relacao existente entre as duas
medidas supracitadas, finalizando com propriedades da medida de Hausdorff.

No segundo capitulo definimos a dimensao Hausdorff usando a medida de Hausdorff do
capitulo anterior. Apresentamos algumas propriedades e estimativas mais precisamente, capa-
cidade limite (superiormente ) e distribuigdo de massa ( inferiormente ).

No terceiro capitulo definimos um sistema de fungoes iteradas (IF'S), mostrando sua proprie-
dade principal ( determina um tnico atrator ) e métodos para encontrar ou estimar a dimensao
de Hausdorff do atrator do IFS.

O quarto capitulo, consiste de exemplos de sistemas dinamicos, mostrando que sob certas
circunstancias um repulsor F' de um sistema dinamico, coincide com atrator de um sistema de
funcoes iteradas. Neste caso calculamos a dimensao de F.

No apéndice, construimos o conjunto ternario de Cantor, (um conjunto muito utilizado nesta



dissertacao) e apresentamos algumas de suas propriedades .



Capitulo 1

Medida de Hausdorft

Neste capitulo definimos a medida de Hausdorff, observando a dificuldade em obté-la usando
somente a definicao. Definimos assim a medida de Lebesgue e mostramos a relagao entre medida

de Hausdorff e medida de Lebesgue, finalizando com propriedades da medida de Hausdorftf.

Definicao 1.1 Seja U um subconjunto nao vazio do R™. Definimos o diametro de U por
| U | =sup{|xz—vy |;x,y € U} (isto €, a maior distancia entre qualquer par de pontos de
U).

Definigao 1.2 Se {U;}é uma colecao (finita ou enumerdvel) de conjunto com diametro, no

mazximo 6 que cobre F', entdo dizemos {U;} é uma §-cobertura de F.

1.1 Medida de Hausdorff

Suponha que F' é um subconjunto do R™ e s é um niimero nao negativo. Para qualquer § > 0

definimos:

H3*(F) = inf{z | Ui |” : onde{U;} é uma d-cobertura de F.}

Tomando o limite, quando § — 0:
H5*(F)= Um H;*(F)
6—0

Este limite existe para qualquer subconjunto F' C R"™, mas esse valor pode ser 0 ou co e

chamamos H**(F') a medida exterior s-dimensional de Hausdorff.

Mostremos agora que H** satisfaz :
i) H** (D)= 0
i) E C F = H*(E) < H**(F)

iii) Se {F;} é uma colegao enumeravel de conjuntos, entao



H (U F) < ZHS*(E)

De fato:
i) Para todo € > 0 com 0 < € < ¢ podemos cobrir o conjunto vazio com um tnico conjunto de
didmetro €, assim 0 < H;*(0) < €* para todo € > 0, logo H3*(0) = 0. Portanto,

215 (0)= lim H3*(0)= 0.

6—0

i1) Note que, se E C F entao toda 6 — cobertura de F' também ¢é uma § — cobertura de E.
Seja {U;} uma 0 — cobertura de F tal que Z| U |° < H3*(F) + 0, como E C F logo {U;} é

1
uma 0 — cobertura de E. Assim, tomando o infimo sobre todas o — coberturas

Hy(E)< ) | Ui [* S HF(F) +6
como esta desigualdade vale para todo 0 > 0, fazendo 6 — 0, obtemos H**(E) < H**(F).

i71) Considere Fi, Fy, ... subconjuntos do R". Podemos assumir que Z”Hf;*(FZ) < 00, pois

no €aso em que Z’H;"(Fz) — 00 a desigualdade é trivial. Para e > 0 seja {U7;j = 1,2,3...}
uma 0 —cobertura de F; tal que Z| Ul < H5* (L) +5:. Agora {(U7;5=1,2,3..;i=1,2,3,...}

j
é uma 0 — cobertura de U F; e

7

S* Ps S* € . ok
s <UF < Z;\ Ul " < ;m (F)+ 35 S”;Hé (F) SHZiH (F) (1.1)
Como a desigualdade se mantém para todo € > 0, entao temos:

S* N— 13 Sk ) < S% }
H @ Fy)=lm#H5* (J F)< D H™(F)

([l
Observacao: A quarta desigualdade em (1.1) ocorre do fato de Hj*(F') ser decrescente em 0.
Para provar esse fato, se d; < ds, seja {U;} uma d;-cobertura de F' e {V;} uma ds-cobertura de

F' considere:

H;, " (F) = inf {Z | U; |”:onde {U;} é uma d;-cobertura de F'}.
H;,"(F) = inf {Z | Vi |” :onde {V;} é uma do-cobertura de F'}.

Note que, {U;} também é uma da-cobertura de F'. Assim :

10



{ Z\ U; |” : onde {U;} é uma d;-cobertura de F' } = A

{ Z| Vi |” : onde {V;} é uma dy-cobertura de F' } = B

Portanto,
A C B = inf(B) < inf(A), logo H3,*(F)< H; *(F).

Mostremos que, Hj* restrito a o-algebra de Borel do R" é uma medida. Para provar esse

fato, usaremos as seguintes defini¢oes:

Definigao 1.3 Um conjunto E C R" satisfaz a condi¢ao de Carathéodory se para todo A C R"
temos H** (A) = H**(ANE) + H*" (AN E°).

H* = {E C R™ tal que, FE satisfaz a condi¢ao de Caracthéodory}

Definicao 1.4 Uma célula em R com pontos finais a,b com a < b tem uma das sequintes
formas (a,b), (a,b],[a,b), [a, b].

Células sao frequentemente chamadas de intervalos, no entanto os conjuntos (—oo,a),
(=00, al,(b, +0), (—o0, +00) sdao também chamados de intervalos, mas nao sao células.
Uma célula em R"™ é definida da seguinte forma I = I; x Iy X ... x I, onde {[}; : k = 1,2...n}

sao células em R

Teorema 1.5 H* ¢ wma o-algebra de conjuntos de R™. Além disso, H**: H* — R € uma

medida em H°.

Demonstracao: Pode ser facilmente adaptado ao resultado analogo a medida de Lebesgue ver
[1].

Observagao: H? é o-algebra de s-Hausdorff em R™ e H*=H**/ H* é a medida s-dimensional
de Hausdorff em R".

Sem perda de generalidade, podemos assumir que os elementos de uma d-cobertura sao

células, pois o diametro dos mesmos é no maximo 4.

Teorema 1.6 Sejam A e B subconjuntos disjuntos de R™ com
dist(A,B) = inf{|la —b|| a€ A e beB}>0.

Entao temos: H**(AUB) = H**(A) + H**(B)

Demonstragao: Da subaditividade de H** segue que H**(AU B)< H**(A) + H**(B), mostra-
remos a desigualdade oposta.

Observe que podemos supor H** (AU B)< +oo pois, se H** (AU B) = 400 da subaditividade
segue que +o0o < H**(A) + H**(B), ou seja, H** (AU B) = H**(A) + H*(B).

11



Suponhamos entao que H**(AU B)< +oo e dist(A, B)> § > 0. Dado € > 0, seja {U, } uma
d-cobertura (sequéncia de células) tal que AU B C U Un e Z | Ui |° < HF (AU B)+e. Assim,

nenhuma célula de U,, pode conter pontos de A e denB a0 mezsmo tempo, pois a distancia entre
eles é maior que 0. Logo, podemos dividir U, em 3 classes:

1) As células {J;} que contém pontos de A.

2) As células { K} que contém pontos de B.

3) As células {H,} que nao contém pontos de A nem de B.

Como A C U Jie B C U Ky, pois as células da cobertura U, cobrem AU B, segue que
j k

H*(A) < Z| Ji|” e HTB)< Z| Ky |°, assim temos:

H*(A) + H(B <Zu ° +Z|Kk| +Z|Hh|—Z|U| < HE (AU B)+e
para todo € > 0. Portanto

H*(A) + H*(B)< H** (AU B), ou seja H** (AU B) = H**(A) + H**(B)

Teorema 1.7 Se p € uma medida exterior em X tal que (AU B) = p(A) + u(B) sempre que
A e B forem subconjuntos de X com dist(A, B) > 0, entao todos conjuntos de Borel sao

[~ mensurdveis .

Demonstracao: Como os conjuntos mensuraveis formam uma o —algebra é suficiente provar

que os conjuntos fechados sao p- mensuraveis, ou seja basta mostrar que se F' for fechado, entao:
u(S) =2 (SN EF) + p(SNF) (1.2)

para todo S C X com pu(S) < oo, pois se u(S) = oo a desigualdade acima ¢ trivial.
Seja {F; = (v € X;dist(z, F)) < %} Entdo, dist(SNFf, SNF) > 0e (SNFF)U(SNF) C S.
Logo,

p(S) = p((SNEF)U (SN E) = (u(SNF) + p(SNF)

note (=) acima é valida , pois dist(SNFy, SNF) > 0 e satisfaz as hipéteses do teorema anterior

Observe para garantir que (1.2) ocorre basta mostrar que:

lim p(S N FY) = p(SNFe).

J—00

Para verificar essa igualdade como F' é fechado podemos escrever :

(SNF)=(SNFSU URk

12



onde

Ry, = {z € S tal que 45 < dist(x, F) < 1}

agora usando o fato de p ser uma medida exterior, logo u é subaditiva, entao temos:
p(SNFE) < p(SNF) < u(SNF) + > p(Ry)
k=j

dai temos :

lim (SN FY) = p(SNFC)  se i,u(Rk) < 00

J]—00

note que dist(R;, R;) > 0 se j > 1+ 2.De fato

R; = {z € S tal que -5 < dist(z, F) < 1}

Rit1 = {z € S tal que -5 < dist(z, F) < 2%1}

Riio = {z € S tal que 14%3 < dist(xz, F) < ZJ%Q}

Riys = {z € S tal que 77 < dist(z, F) < 75}

IOgO d@St(RZ, Ri+1) =0 ,diSt(Ri, Ri+2) > 0, dZSt(RZ, Ri+3) > 0, dZSt(RZ, Ri+4) >0 IOgO7 podemos
dividir o conjunto formado pelos Rj em dois subconjuntos cuja a distancia entre quaisquer dois

elementos do subconjunto, é positiva:

U Ry, = U Ry U U Rop—1
k=1 k=1 k=1
ZM R2k U R2k < N(S) o0

Z,u (Rok—1) UR% 1) < pu(S) < oo

k=1
ZﬂRk ZZMR% +Z,UR2k1 UR% +p URle <2u(S) < oo
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1
Portanto,

p(SNES) +p(SNF) = lim pu(SNEY) + p(SNF) < p(S)

]—)OO

O

Observacao : Como H** é uma medida exterior e sabendo que A e B subconjuntos disjuntos
de R" com dist(A, B) = inf{|la—b|] a€A e be B} >0 temos H** (AUB) =H*(A) +
H**(B) aplicando o teorema anterior temos que todos conjuntos borelianos sao H*- mensuravel.

13



Defini¢ao 1.8 B = B(R"™) é a 0 — algebra de Borel onde B = (| As considerando As sdo as

o — algebras que contém os fechados de R™.
F C R" fechado = F e H* = B C H*

logo, Hj" restrito a o-algebra de Borel do R" é uma medida.

1.2 Medida de Lebesgue em R"

Definicao 1.9 Um bloco retangular n- dimensional é um subconjunto B de R™ n > 1 que € ou

vazio ou da forma B = H[ai,bi] = [a1,b1] X ... X [an,b,] onde a;,b; € R a; < b; para todo i.0
i=1
volume do bloco retangular acima é:

Vol"(B) = [[(bi — ;)= (b — a1) x ... x (b, — ay)
e Vol"(B) =0 se B=1{.
Definigao 1.10 Seja A C R™ um subconjunto arbitrdrio. A medida exterior de Lebesgue de

A denotado por L™ (A) € definida como sendo o infimo do conjunto de todas as somas da

forma E Vol™(By) onde (By)r>1€ uma sequéncia de blocos retangulares n-dimensionais com
k=1

[o.¢]
AC UBk, isto €,
k=1

L (A) = ianVol”(Bk) tal que A C UBk (By)g>1 blocos retangulares n-dimensionais.
k=1 k=1

Note que é sempre possivel cobrir um subconjunto A C R™ com uma cole¢cao enumeravel de
o0

blocos retangulares n- dimensional, pois R" = U [—k, k]™.
k=1
Vamos mostrar que £" : L" — [—00, 00| onde L" é g-algebra do L™ ( conjuntos que

satisfazem a condigao de Carathéodory), é uma medida completa.

Definigao 1.11 Uma medida p: A — [—00, +00] € completa, se A C X com AC B, B€ A
eu(B)=0= AcA

Note que isso equivale a dizer que todos os conjuntos de medida nula sao conjuntos men-

suraveis.
Lema 1.12 Se A CR" e e > 0, entdo existe um aberto U C R™ com A C U e

LMU) < L7(A) + e

14



oo
Demonstracao: Seja A C U By, uma cobertura de A por blocos retangulares n-dimensional tal

k=1
que:

N Vol (By) < L(A) + g VE > 1.
k=1

Seja Dy, um bloco retangular que contém By no seu interior e tal que:

Vol"(Dy) < Vol"(By) + g5t

(o]
Considere U = U Dy onde Dy é o interior de Dy, temos que U é aberto e A C U. Além disso
k=1

LrU) < Lr GDk gi (Dy) <iVol" Dy,) <Zvoz" By) + 2k€+1:
k=1 k=1 =

€
Zvozn (By) + Z T Zvozn By) + SLUA) 4+ =L0(A) +e

k=1

Lema 1.13 Todo subconjunto de A C R™ com L"(A) =0 = A é L™~ mensurdvel.

Demonstracao: Se A C R" com L"(A) = 0. Dado ¢ > 0, pelo Lema(1.12) existe um aberto
U C R" contendo A tal que £"(U) < ¢, concluimos entao:

LMUNA)+ LY (UNAY) =L (UNA) < L(U) <e

. A é L™ mensuravel.

Assim £" é uma medida completa.

1.3 Relacao entre Medida de Lebesgue e Medida de Haus-
dorff.

Podemos mostrar que para um subconjunto do R™ a medida de Hausdorff n-dimensional é
um multiplo da medida n-dimensional de Lebesgue mais precisamente se F' é um subconjunto
de Borel de R™ entao:

W (F) = C;LLM(F)

15



onde C), é o volume da bola n-dimensional de diametro 1 de modo que:

n
112

Cn:msenépar.
)]
anl(nil)
C, = —mr— sen é fmpar.

21172
n

Observe que o volume de uma bola em R™ de raio r é dado por V,,(r) =

mindo r = % e usando inducao podemos facilmente verificar as igualdades em C), supracitadas

Vi—o(r) e assu-

e também note que sendo V,,(1) o volume da bola unitéria n-dimensional e vale a igualdade:

_ Va1
C’I’L - on

A demonstragao de H"(F) = C.;1L"(F) se F' é um subconjunto de Borel de R™, ser4 feita
no final desta secao. Antes precisaremos de uma série de resultados para tornar a demonstracao

mais dinamica.

Definigao 1.14 (Ordenacao parcial)Uma ordenagdo parcial num conjunto X € uma relagdo

bindaria < em X que € reflexiva ,transitiva e anti-simétrica

Reflexiva : Para todo AA < A.
Transitiva : A< B e B <C = A<C, para todo A, B, C.
Anti-simétrica: A < B e B < A= A=B, para todo A, B.

Defini¢ao 1.15 (Conjunto totalmente ordenado) Um conjunto totalmente ordenado é um con-
Junto parcialmente ordenado no qual quaisquer dois elementos sao compardveis de acordo com

a ordenacao parcial dada.

Definigao 1.16 (Elemento maximal e limite superior ) Seja (X, <) um conjunto parcialmente
ordenado & € um elemento mazximal em X se para todo v € X com & < 1) seque que & = 1. Um
elemento w € X € limite superior de Y C X se f < w para todo € X.

Lema 1.17 (Zorn) Um conjunto nao vazio parcialmente ordenado no qual todo subconjunto

totalmente ordenado possui um limite superior, possui um elemento mazrimal.

Definicao 1.18 (Cobertura fina) Considere A C R™ e Q uma cole¢ao qualquer de conjuntos .

Uma cobertura A C U B é dita cobertura fina quando int{| B |;x € B com B € Q} =0 para
BeQ
todo x € A, em outras palavras isto é:

VeeAeVe>03dBeDtalquex e Be|B|<e
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Teorema 1.19 (coberturas de Vitali) Seja F uma familia de bolas fechadas nao degeneradas
em R™ com sup{| B |; B € F} < oo. Entao eziste uma subcole¢io G enumerdvel em F disjunta

tal que U B C U B onde B ¢ a bola fechada concéntrica com B e com raio cinco vezes

) BeF Beg
maior.

Demonstragao: Seja D = sup{| B |;; B € F} e considere para cada j € N
F={BeF, L2 < B|<Z}
se 7 = 1 definimos,
C1 = {Z; T é subcole¢ao disjunta de F}

Logo temos que C; pode ser parcialmente ordenado pela inclusdo. Além disso se C; é um
subconjunto totalmente ordenado de C;,temos que U C' é limite superior de C;. Assim pelo

ceC,
Lema de Zorn existe G; um elemento maximal de C;. Fazendo processo analogo ao que fizemos

para encontrar G; definimos G1G,...G,_1 e a partir dai podemos encontrar G, que é elemento
maximal de Cj
k—1

Cr = {Z;T é subcolecao disjunta de Fy, tal que B€Z = BNB =0, VB € U g}

i=1

Observe que, como cada G; com j € N é uma colecao de disjunta de bolas nao degeneradas
de R™ entao G; ¢ enumerdvel para todo j € N, de fato, como Q" é enumeravel e denso em
R™ e considere G; = {B; o, onde Bji» ¢ uma bola nao degenerada de R", temos B;- NQ™ #0
para todo i, podemos escolher um z; arbitario tal que z; € B} N Q" e fixando esses {z;}°,
e do fato {B!}72, ser disjunta, podemos construir uma bijecao f : {B}};2, — {x;};2, logo

a cardinalidade {B}}72, ¢ igual a cardinalidade {z;}3°, e como {z;}32; C Q" temos {z;}2, é

oo
enumeravel, o que implica G; = {B;}ﬁl ¢ enumeravel. Desta forma podemos tomar G = U g;

=1
que ¢ uma subcolecao disjunta e enumeravel de F. Temos também que se B € F, entao existe

J
J € Ntal que B € F; e pela maximalidade de G;, segue que existe B’ € U G; tal que BNB' # ().
i=1

Logo B € F;

|BI<:2e|B =5

271

assim
27V |BIKD<2|B|=|BI|<2|B|<5'

onde 1’ é o raio de B’. Portanto,

B C B, onde B’ é a bola concéntrica a B’ e com raio cinco vezes maior que o de B’. Logo,
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UBclB

BeF Beg

Corolario 1.20 Assuma que C € uma cobertura fina de um conjunto A C R por bolas fechadas
tais que sup{| B |; B € C} < oo.Entao existe uma familia enumerdvel G de bolas disjuntas em

C tal que para cada subconjunto finito { By, Bs..., By,} C C temos:

A OB]CC U B

K=1 BeG—{B1,B>....Bm}

onde B € a bola fechada concéntrica com B e com raio cinco vezes maior.

m
Demonstracao: Considerando G do teorema da cobertura de Vitali. Se A C U By, logo
K=1

A D {U By }¢, assim

K=1

A—OBk:Aﬂ{OBk}CCAmAC=®C U B

-1 K=1 BeG—{B1,B2...,Bn}

m

Sex € A— U By, como C é cobertura fina, existe uma bola B € C com x € B tal que
K=1

BN B, =0Vk=1,2..m. Considerando a demonstracao do teorema acima temos que existe

B;CcGtalquexr € B C B; e da maximalidade de G temos B; N B ()

A—OBkC U B

=1 BeG—{B1,B2....,Bm}

Corolario 1.21 Seja U C R™ um aberto e § > 0 qualquer. Entao existe uma familia de bolas

fechadas {B;}32,, disjunta duas a duas, tais que U B; C U com | Bj |< 6 para todo j, e:
j=1

Demonstragao: Fixe v tal que 1 — 2 < < 1. Suponha inicialmente que £"(U) < ooc.
Afirmacio: Existe uma colecio finita {B;}, de bolas fechadas e disjuntas em U tais que
| B; ‘< o Vi= 1,2T1 e
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T
MU = JBi) <L),
i=1
Prova da Afirmacao : Seja By = {B; B C Ue | B |< ¢} pelo teorema da cobertura de Vitali

existe uma colecao enumeravel e disjunta G, C B; tal que:

Beg:
Entao
LrU)< Y LMB)=5"> L'(B)=5"L"(|] B)
Beg; Beg, Beg;
logo
1
() B) = =L"U)
Beg:

Assim

maL-UzazﬁwUm{Uzﬂﬂg1—%¢%m
Beg BeG

como G; é enumeravel, existem bolas By, By, ... By, em G; satisfazendo

£%U—UBQ§MHU)

i=1

Agora considere
T;
U,=U—|JBi
i=1
BQZ{B;BCU26|B|<5}

e como no processo acima acha-se uma quantidade finita de bolas disjuntas By, 11, Bp,+2, ..., Bn

2
em By tais que:

TQ T2
LU -UB) =L U= | J Bi) <yLMU2) <7°LMU)
=1 i=T1+1

podemos continuar com este processo até obter uma colecao de bolas disjuntas, tais que:
T,
LU - JB) <4*L"(U) (k=1,2,..)
i=1
como 7y < 1 temos v* — 0 quando k — oo e L™(U) é finito

- )By=0

i=1
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Se L™(U) = oo podemos aplicar o argumento acima aos conjuntos
={reUtaisquem<|z|<m+1(m=12.)}

e assim completando a demonstracao do corolario. U

Definicao 1.22 (Conjunto p-mensurdavel) Um subconjunto A C X ¢é dito p-mensurdvel se,
para todo B C X tem-se u(B) = u(AN B) + u(AnN B°).

Definicao 1.23 (Fung¢do mensurdvel) Considere i uma medida em X seja Y um espago to-
polégico f : X — Y € dita p-mensurdvel quando para todo aberto U C Y, f~HU) € u-
mensurdvel.

Defini¢ao 1.24 (Conjunto o-finito) Um subconjunto A C X € dito o-finito com respeito a

medida p definida em X quando pode-se escrever A = U By onde By € p-mensuravel e

k=1
w(By) < oo Vk € N.

Defini¢ao 1.25 (Funcao o-finita) Uma fun¢ao f : X — [—o00,400| € dita o-finita com
respeito a medida p definida em X quando f é p- mensurdvel e {x; f(x) # 0} € o-finito com
respeito a (.

Teorema 1.26 (Fubini) Seja pn uma medida definida em X e v uma medida definida em'Y
i) Se S C X XY € o-finito com respeito a jn X v, entdo

Sy = {z;(z,y) € S} € p-mensurdvel para y v — q.t.p.
Se ={y; (x,y) € S} € v-mensurdvel para x  — q.t.p.
w(Sy) € v-integravel e v(S,) € p-integravel. Além disso
pxo(S) = [ u(s)avty) = [ visi)dno)
1% X
ii) Se S € p X v-integravel e f é o-finita com respeito a p X v entdo a aplica¢ao

Y —)/ f(z,y)du(z) € v-integrdvel
X

r— / flz,y)dv(y) € p-integrdvel
Y

Yxxf(x,y) (v xp) = //facyd,u( )dv(y) //fxydy ())du(z)

Lema 1.27 Seja f : R" — [0, 00] uma fun¢ao L™-mensurdvel. Entao a regido
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A={(z,y);zeR"yeRO<y < f(z)}
¢ L7 -mensurdvel.

Agora definimos a simetrizagao de Steiner e algumas propriedades que ela possui que serd

fundamental na prova da desigualdade isodiamétrica.

Definicao 1.28 Seja C' C R™ e H um hiperplano em R"™ . Para cada reta L ortogonal a H e
tal que CNL # 0, desloca o segmento de reta C'N L ao longo de L até seu ponto médio em H.

A uniao de todos esses segmentos de reta deslocados obtemos a simetrizacao Steiner sty (C').

Figura 1.1: A simetrizacio de Steiner

Para melhor visualizacao:

Considere a,b € R” com | a | = 1 considere
Ly ={b+ta;tecR}
P, ={x € R" (z,a) =0}

Su(A)= | {o+att|<iLMANLY) = 1HY (AN LY}

bE Po; ANLE 0

Note que Lf é uma reta que passa pelo ponto b e é paralela ao vetor @ e P, é um hiperplano
em R” perpendicular ao vetor @ que passa pela origem, e S,(A) é a simetrizacao de Steiner de

A com respeito ao hiperplano P, ( ver figura (1.2)).
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Figura 1.2: A simetrizacio de Steiner em R?

Lema 1.29 (Propriedades da Simetrizacio de Steiner)

i) | Sa(A) [<] A

ii) Se A é L"-mensurdvel, entdo S,(A) também é e L"(S,(A)) = L™"(A), ou seja, a sime-
trizacao de Steiner preserva a medida L.

Demonstracao:
i) Se | A | = oo a desigualdade é trivial, suponha | A |< oo, considerando A o fecho de
A e sabendo que | A | = | A |, podemos supor A fechado. Seja e > 0 e z,y € S,(A) tal que

| Su(A) |<| 2 — y | +¢, e considere b, ¢ da seguinte forma
b=2x— (z,a)a e c=y— (y,a)a
Afirmacao: b,c € P,.
(b,a) = (z — (z,a)a,a) = (z,a) — (x,a){a,a) = (z,a) — (z,a) | a |2 = (z,a) — (z,a) = 0
(c.a) = (y — (g, a)a,a) = (y,a) — (y,a)(a,a) = {y.a) — {y,a) | a |2 = (y.a) — {ya) =

logo b, c € P,.
Defina: B={t;b+ta € A} e C = {t;c+ta € A}

r=inf{t;b+ta € A}, s = sup{t;b+ta € A}

u = inf{t;c+ta € A}, v = sup{t;c+ta € A}

sem perda de generalidade, considere v — r > s — u. Assim

_ . v—r v—r v—r S—Uu ___ fU*’Uﬁ‘rS*T‘ __ v—Uu S—T
vor= St 525t = =5+ 5

22



denote
wy = sup{t;b+ta € Ay —inf{t;b+ta € Ay =s—r
we. =sup{t;c+ta € A} —inf{t;c+ta€ Ay =v—u
e observe que para todo ty,15 € B
wy=s5—r>t1 —to|=|t1 —ta|.|a|=|b+at; — (b+ aty) |
logow, =s—r > sup |b+at;—(b+aty)|=|ANLE | =LY ANLY) =H (ANLY) de modo

t1,t2€B
andlogo temos w, = s —r > H' (AN L%). Assim

1 a 1 a
w %>’H (Ame)+H (AN L2)

= 1.
Vo=t 2 5 5 (1.3)
Como z = (b+(x,a)a) e y = (b+ (y, a)a) pertencem a S,(A), pela definigao de S,(A) temos:
HY(ANLY) HY(ANLY)
[ wa) 1< HADID o0 < HADLD (14)

logo de (1.3) e (1.4) temos v — r >| (z,a) | + | {y,a) |>] (z,a) — (y,a) |.
Note como A ¢ fechado temos b+ ra € A e ¢+ va € A, pois tome {t;}7°, uma sequéncia

em B tal que t, — r, entdo {b+ aty}32,; é uma sequéncia e b + at, — b+ ra .
(| SalA) [ —e)* < (|z—y |)?
(I Sa(A) | =€) < (Ib—c |+ | {z.a) = (y.a) | . [ a])?
(I SalA) [ =€ < (b—c |+ | (z,a) — (y,a) |)?
(I Sa(A) [—=€)* < (| b—c|+(v—1))
(I SalA) [ =€) < (Jb—c|+(w—r).|a])?
(I Sa(A) | =€) < (| (b +7a) = (c+va) [)* <| A ?

. Portanto, | S,(A) | —e <| A | considerando € pequeno, | S,(A) |[<| A |.

ii) Como L" é invariante por rotagao podemos assumir a = e, = (0,0, ..., 1) e temos
P, = P, = R*"! Como A é L"mensurdvel e L"(LY) = 0, logo como L£" ¢ uma medida
completa, L é L"-mensuravel e por propriedade de o-algebra temos, AN L{ é L"-mensuravel.
Além disso como Ly é o-finito com respeito a medida £", AN Ly é o-finito, entdao {z € R tal
que Xan L # 0} é o-finito onde Xan L é L™-mensuravel, ou seja, X4n L é uma funcao o-finita

com respeito a L". Assim pelo teorema de Fubini, temos:

b — / XAngdﬁl = / XAngdﬂl é L 1-mensuravel
R R

23



ou seja a aplicacao f : R"! — R dada por f(b) = H' (AN LY) é L '-mensurdvel. Assim:

Lr(A) = / / Xanppd Ll ALt = / / XanppdH'dL™!
Rn-1 JR Rn-1 JR

Logo do Lema (1.27), segue que:
SalA) = {(b.): |y |< "5 = 10} — {(0.0): Lt = 0}

2 2

é L™-mensuravel

E”(SG(A)) :/ /XSG(A)ngdﬁldﬁn—lz/ /XSE(A)DLgdHldﬁn_l
R7»—1 JR Rr—1 JR

= / / XappgdH'dLm ™ = / / XanrgdCHdL" ™t = L7 (A)
R7—1 JR Rr—1 JR

. Portanto,

Lr(A) = L(Sa(A))

O
Uma consequéncia da simetrizacao de Steiner.
Teorema 1.30 ( Desigualdade Isodiamétrica ) Para todo conjunto A C R™, temos
L£r(4) < V(1) gk
onde V,,(1) € o volume da bola unitdria em R™.
Demonstragao: Se | A | = oo a desigualdade é trivial, suponha | A |< oo, considere

{e1,eq,...,e,} a base canonica de R", definimos
Al - 861 (A>7 AQ - Seg(Al)a A3 - Seg(A2)7“'7An - Sen(An—l)

Afirmacao: A, é simétrico em relagao a origem.

De fato, note que pela definicao de simetrizacao de Steiner, temos a simetria A; = S, (A)
com respeito a P,,. Suponha por indugao que A, = S, (Ak_1) é simétrico com relag¢ao
P, .FP.,... P, e tome w fixo tal que 1 < w < k, sabendo que S,, : R" — R"a reflexao
com relagao a F,,. Note que se b € P,,,, temos que S, (b) € P, , . Além disso por hipétese de
indugio S, (Ax) = Ag, Ay é simétrico com relagao a P,,. Logo H'(A,NL ) = Hl(AkﬂLg’jj(z)).
Assim {t;b + tegr1 € Api1} = {t; Sw(b) + ters1 € Agir}, isto implica Sy, (Axr1) = Agyq, ou
seja, A1 € simétrico com relacao a P, . Logo Apy; € simétrico em relagao a P.,,F.,,...,P., e
a P, ., por definicao. Portanto,

A,, é simétrico com relagao P, ,FP.,,...,P. e consequentemente ¢ simétrico em relagao a
origem.

Seja x € A, ,como A, é simétrico em relagao a origem, temos —x € A,,. Logo
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[ A |2 20| = |2 |< 5l = 4, € BO, '3

= L"(A,) < L"(B(0, @) — Vn(l)\AnI”

27L
Como A é L"- mensurdvel e do Lema (Propriedades da Simetrizacao de Steiner)
ﬁn(len) = En(sen("zln—l)) = En(An—1> - £n<Sen71(A”—2>> =T ﬁn(A)

| Ay | = | Sen(Ap) | < | At | = | S (Ans) [<o = | A

Finalmente, vamos mostrar o teorema principal da secao.
Teorema 1.31 Seja F' um subconjunto de Borel de R™, entdo:

W (F) = C7ULNF) = 2 L7(F)

V(1)

onde C,, € o volume n-dimensional da bola de diagmetro 1 e V,,(1) é o volume n-dimensional da

bola unitdria.

Demonstragao: Considere A C R™ um Lebesgue mensuravel e 0 > 0, seja {C;}2, uma

d-cobertura de A. Logo da desigualdade isodiamétrica, temos:

LM(A) < V’QLS){inf Z | C; |” : onde{C;} é uma d-cobertura de A}

. tomando § — 0 temos:

L£r(4) < FEH(A)

Por outro lado
LM(A) = ianﬁ”(C’i) : onde {C;} é uma colecao de cubos | C; |[<d e A C U C;
- i=1
Note que para todo cubo K C R" temos | K |=n2L"(K)

HY(A) < inf{Z| Ci |” : onde {C;} é uma cole¢ao de cubos | C; [< d e A C UCZ}
- i=1

= inf{z n>L"(C;) : onde {C;} é uma colecio de cubos | C; |[< § e A C U Ci}

=1
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=n: inf{z L"(C;) : onde {C;} é uma colegao de cubos | C; |[< de A C U Ci}

i=1
=n3L"(A)
fazendo § — 0 e se L"(A) = 0, temos H"(A) = 0, logo H" << L".

Dados e > 0ed > 0. Seja {C;}°, uma d-cobertura de A tal que, C; é um cubo n-dimensional
Vie

Z (G < £7(A) + €
Usando o Corolario(1.21) considere Cf o interior de C; e note que L"(C;) = L"(CY), como
C7 ¢é aberto. Entao existe uma familia de bolas fechadas {B}}22,, disjunta duas a duas tais

que U B C C7 com | B |< 6 para todo j, e
=1

_ U B;ﬁ) —
j=1
crci - JB)=crcy - B) =0
j=1

Jj=1

Como H" << L™

Assim

PR SIS TR D WALIE

=1 j=1 i=1 j=1 i=1 j=1

SILIUEIES SECRYANES
i=1 j=1
fazendo 6 — 0, e € pequeno, temos:
A (4) < £(A)
Portanto,

i HE(A) = £7(4)

2
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1.4 Propriedades da Medida de Hausdorff

Consideremos, agora, algumas propriedades importantes da medida de Hausdorff s-dimensional.
As propriedades de escala (ampliagoes, redugdes) de comprimento, drea e volume, sao bem
conhecidas, uma ampliacao do comprimento de uma curva por um fator A\, a area de um plano
¢ multiplicado por A? e o volume de um objeto 3-dimensional ¢ multiplicado por um fator A\3.

Nesta situagao a medida s- dimensional de Hausdorff, vira multiplicada por um fator \°.
Proposicao 1.32 Seja S uma transformacao de fator escala X > 0, se F' C R", entdo:
H™(S(F)) = NH(F).
Demonstragao : Seja {U;} uma ¢ — cobertura de F tal que Z| Ui |° < HE(F) + 0, logo

{S(U;)} é uma \o — cobertura de S(F), assim Z | S(Uy) |° = )\SZ | U; |” e temos:

ZIS ) I° —/\SZ\U > < AN (H5(F) +9)
tomando & — 0 temos:
H*(S(F)) < NH(F).

De modo andlogo seja S™! : S(F) — F Se {U;} é uma § — cobertura de S(F) tal que
Z| Ui |” < H3*(S(F)) + 6, logo {S71(S(U;))} ¢ uma +6 — cobertura de F, assim:

Z\S U) I°= (%) Z!U\
LTSN < 31T = (3) Z\U| < (1)*(H3"(S(F)) +0)

tomando 6 — 0 temos H**(F) < (5)*H**(S(F)) como X > 0, NH*(F) < H**(S(F)).
Portanto,

H(S(F)) = NH*(F).

Proposicao 1.33 Considere F C R™ e f: FF — R™ uma funcao tal que:
| f@) = fy)|€Cle—y|*com zyeF

para constante C' >0 e a > 0. Entdo para todo s:

S k

Ha (f(F)) < Ca(F).
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Demonstragao: Se {U;} é uma ¢ — cobertura de F', entao como:
[ F(ENU) [<CIFNU "< CIU; [
temos {f(F NU;)} é uma e-cobertura de f(F') onde € = C'§*. Assim:

Z|f(FﬁUi) |§§C§Z|Ui °

logo:

He (f(F)) < CaHg (F).

fazendo 6 — 0, temos ¢ — 0. Portanto,

S k

Ha (f(F)) < ot (F).

UJ
A condicao, | f(z) — f(y) |[< C'| z —y |* é conhecida como condigao de Holder de expoente a,

uma condicao que implica que f é continua. Quando (o = 1), isto é,

[ fl@) = f@) |<Cle—y|com wz,yekF

f é chamada funcao Lipschitziana e:
H(F(F)) < CH(P). (L5)

Note que (1.5) vale para qualquer fungao com derivada limitada, tal fun¢ao é necessaria-

mente Lipschitziana, consequéncia do teorema do valor médio. Se f é uma isometria :

| f(x) = fly) |=lz—y|

entdo, H*(f(F)) = H*(F). Assim a medida de Hausdorff é invariante por translacao, isto é,
H(F + 2) = H5(F) onde (F + z) = {x + z, tal que z € F}.
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Capitulo 2
Dimensao de Hausdorft

Neste capitulo definimos a dimensao de Hausdorff, um conceito muito 1til para se medir e
comparar conjuntos. Apresentamos suas propriedades e métodos para se obter uma estimativa
superior ( capacidade limite ) e inferior ( distribuicao de massa ) e também apresentamos alguns

exemplos que ilustram os métodos supracitados.

2.1 Dimensao de Hausdorff

Lembremos que a medida de Hausdorff é:

H3(F) = inf {Z| U; |” : onde {U;} é uma d-cobertura de F'}.

Note que se t > s e {U;} é uma d-cobertura de F' temos:
DNUL =D 10 P <072 ) 1 Ui I
assim, tomando o infimo HE(F) < 6" 5H3(F), fazendo 6 — 0 e se H*(F') < oo, entao
HY(F)=0,set>s.
Agora se t < s e {U;} é uma d-cobertura de F' temos:

Z\ Ui I° :Z| Ui "N Ui | < 5S_tZ’ Ui I

tomando o infimo H3(F) < 0* "H}(F'), fazendo 6 — 0 e se H¥(F) < oo, entdo:

Ho(F
0o = LE) <3 (F)

SHYF)=00,set <s.

Assim o gréfico de H*(F') por s existe um valor critico de s em que H*(F') (salta) de oo
para o 0, este valor é chamado de dimensao de Hausdorff de F' e denotamos por dimy F' e esta

definido para qualquer conjunto F' C R"™.
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He(F)

D dithg (1)

Figura 2.1: Gréfico : H*(F) x s

dimyF = inf{s > 0; H*(F) = 0} = sup{s > 0; H*(F') = oo}
Se s= dimgF, entdo H*(F') pode ser zero ou infinito ou 0 < H*(F) < oc.
Definicao 2.1 Um conjunto de Borel que satisfaz 0 < H*(F) < oo é chamado de s— conjunto.
Agora mostraremos que dimensao de Hausdorff satisfaz as seguintes propriedades:
Propriedade 2.2 ( Monotonicidade ) Se E C F, entao dimyE < dimyF

Demonstragao: Usando propriedade de medida temos F C F = H(E) < H5(F) Vs, assim
para todo s > dimyF' , H*(F) = 0 = H*(E) = 0. Note que:

dimpgF = inf{s > 0; H*(F) = 0}
e observe que:
{s>0;H*(F)=0} C {s>0;H*(E) =0}
tomando o infimo , temos:
inf{s > 0; H*(E) = 0} < inf{s > 0; H*(F) = 0}
Portanto,

30



Propriedade 2.3 ( Estabilidade enumerdvel ) Se Fy, Fy, ... € uma sequéncia enumerdvel de

conjuntos , entao:

dimHUE-: sup dimpyF;

i—1 1<i<oco

(o]
Demonstracao: Como, F; C U F; para todo 7, usando a monotonicidade temos:
i=1

dimy | J F; > dimpF;,¥j = 1,2,3... =>dimy | JF; > sup dimpF;.

i=1 i=1 Isisoo

Por outro lado, se s > dimyF; para todo j, entdao H*(F;) = 0, assim HS(U F)=0
i=1

dimy | J F, < dimpF;,¥j = 1,2,3... =>dimy | JF; < sup dimyF.

i1 i1 1<i<co

Portanto,

dz’mHUFi: sup dimpgF;

i—1 1<i<o0

Propriedade 2.4 (Conjuntos enumerdveis) Se ' € enumerdvel entdo dimpyF = 0.

Demonstracao: Seja F' = U F; onde F; ¢ formado por um tinico ponto de F, logo H°(F;) =1
i=1
e dimygF; = 0, assim por Estabilidade enumeravel. Portanto,

dimyF = dimg | J F, = 0.

=1

Propriedade 2.5 (Conjuntos abertos) Se F' C R™ ¢é aberto, entao dimyF = n.
Demonstracao: Seja B uma bola n-dimensional nao degenerada :
L'(B) <oo=0<H"(B) <o

entao dimgB = n. Agora considere F' C R" aberto, logo existe Buma bola tal que B C F' e

por monotonicidade temos:
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n=dimgB < dimgF.

Por outro lado, como F' ¢é aberto existe uma cobertura enumeravel de bolas, isto é, F' C U B;,
i=1
logo

n= sup dimyB; = dimpg U B; > dimgF

1<i<oo Pt
Portanto,

dimgF = n.

0]
Proposicao 2.6 Considere F CR" e f: F — R™ uma funcao tal que
| f@) = fW) [<Cle—y|*com z,yeF
para constante C >0 e a > 0. Entdo dimpy f(F) < édimHF.
Demonstracao: Se s > dimyF', implica que H*(F') = 0, entao pela Proposigao(1.33) temos:
He(f(F) < CaH(F) =0
Assim Ha (F) =0, logo dimp f(F) < * para todo s > dimyF'. Portanto,
dimg f(F) < %dz’mHF.
O

Proposicao 2.7 a) Se f: F — R" é uma transformacao Lipschitziana, entdo:
dimgf(F) < dimygF
b) Se f: F — R™ é uma transformacao bi-Lipschitziana,isto €,
alr—y|<[flz) - fy)|<clr—y]
onde 0 < ¢; < ¢ < 00, entao dimy f(F) = dimyF.

A demonstragao é imediata, usando a proposigao 2.6.

Proposicao 2.8 O conjunto F' C R™ com dimy < 1 € totalmente desconexo .
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Demonstragao: Considere x, y pontos distintos de F'. Defina a funcao f : R" — [0, 00) dada

por:
fz)=[z—z]
Note que f é Lipschitziana:

| f(2) = fw) [=[l 2 =2 [ = [w =z |[<[ (z = 2) = (w—2) |5 2 —w|

pela proposigao(2.7) temos : dimyf(F) < dimyF < 1. Assim f(F) é um conjunto com
HY(f(F)) = 0 ou comprimento zero, logo tem complementar denso, escolhendo r que nao
pertence f(F)e 0 <r < f(y), temos:

F={zeF|z—zxz|<riU{zeF|z—ax|>r}

Assim F' é formado por dois conjuntos abertos e disjuntos com x em um conjunto e y no outro

de modo x,y estao em diferentes componentes conexas de F'. 0
Exemplo 2.9 : Seja F' o conjunto de Cantor. Entao dimpyF = s = Egg e % < H(F) <1.
0 1/3 2/3 1
Eq
E,
E>
—— —— = — e B3
- —-— - == —_—— - -— —-=-E
- NE—— v i

Figura 2.2: Conjunto de Cantor

Calculo Heuristico. O conjunto de Cantor divide-se em uma parte esquerda F, = F' N[0, %]
e uma parte direita Fr = F' N [%, 1]. Temos F' = F; U Fg é uma unido disjunta. Logo, para
qualquer s:

HH(F) = H(Fy) + HO(Fp) = (%) HE(F) + (%)H(F)

Supondo que no valor critico s = dimyF temos 0 < H*(F) < oo. Dividindo por H*(F),

log 2
log 3~

obtemos 1 = 2(3)* ou s =

Célculo Rigoroso. Chamamos os intervalos de comprimento 37%(k = 0,1,2,...) que formam

o conjunto Ej na construcao de F' de intervalos basicos. Seja {U;} a cobertura de F' formada
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pelos 2% intervalos de Ej de comprimento 37%. Logo, Hi ,(F) < .72, |Ui]* = 2F37% = 1, se
s =log2/log3. Fazendo k — oo temos H*(F) < 1.

Para mostrar que H*(F) > % mostraremos que:

2
oo
>l =
=1

para qualquer cobertura {U;} de F. Podemos supor que os {U;} sao intervalos para depois

=37

N | —

expandir eles ligeiramente e usar a compacidade de F' para verificar a desigualdade acima
quando {U;} é uma colecao finita de subintervalos fechados de [0,1]. Para cada U;, seja k o
inteiro tal que

37D < |Uy| < 37K

Logo, U; pode interceptar no maximo um intervalo basico de Ej pois a separacao desses
intervalos bésicos ¢ pelo menos 37%. Se j > k entao, por construcao, U; intercepta no maximo
207k = 2i37sk < 2i3%|U;|* intervalos bdsicos de E;, pela desigualdade acima. Se escolhemos
j suficientemente grande de modo que 3~U+Y) < |U;|, para todo U;, entdo, como os {U;}
interceptam todos os 27 intervalos bésicos de comprimento 377, contando intervalos, temos
21 <372 2135\ U5, e portanto, Yooy [Us]F > 5 = 37"

2.2 Capacidade limite

Seja I um subconjunto limitado de R™ e seja Ns(F') o menor nimero de conjuntos de
diametro no maximo 9, que podem cobrir F'. Definimos as capacidade limite inferior e superior

de F' respectivamente por :

log Ns(F
dimpF' = lim og—g()

550 —logd

S — log Ns(F
Ty F = T 2220

=0 —logod

Se esses limites sao iguais, chamamos o valor comum de capacidade limite de F’

log Ns(F
dimpF = lim log Ns(F)
5—0 —logod

Definigoes equivalentes de Capacidade Limite:

A capacidade limite inferior e superior de um subconjunto F' de R™ estao dadas por

: . log Ns(F')
dimpF = lim ————~
BT T 550 —logd
S — log N§(F
dimpF = lim 08 Y1) o(F)
=0 —logd
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e a capacidade limite de F' esta dada por

dimgF = lim w
=0 —logd

(se o limite existir), onde Ns(F') esta definido por um dos seguintes casos:
a) O menor nimero de bolas fechadas de raio § que cobrem F’;
b) O menor nimero de cubos de lado ¢ que cobrem F
¢) O menor nimero de cubos d-malha que interceptam F’;
d)O menor niimero de conjuntos de diametro no méaximo 6 que cobrem F’;
e) O maior nimero de bolas disjuntas de raio § com centro em F'.

A figura (2.3) ilustra as diferentes defini¢oes para capacidade limite.

Figura 2.3: Defini¢oes equivalente a capacidade limite

Demonstragao: Vamos demonstrar a equivaléncia com Ns(F') dado por (c), considere § > 0
suficientemente pequeno, tal que —logd é estritamente positivo, para evitar problemas com
log 0 e log co consideramos a capacidade limite somente para conjuntos limitados e nao-vazio.

Considere uma d-malha de cubos em R", isto é:
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[m1d, (mq + 1)d] x [mad, (mg + 1)d] X ... X [m,d, (m,, + 1)d]

onde my, mo, ...m,, sao inteiros.

Seja Nj(F) o ntimero de cubos da d-malha que intercepta F, a colecio formada por Ns(F)

cubos é uma cobertura de F, formada por conjuntos de diametro dy/n, assim:
N;m(F) < N5(F)

se dy/n < 1. Entao:

log Ns. /i (F) - log N3(F) _ log Ns(F)
—logdy/n — —logdy/n  —log/n—logd

assim tomando § — 0

lim (2B NE) < i 28 Ne )
550 —logd 550 —logd
§—0 —logd 5—0 —logd

Por outro lado, qualquer conjunto com diametro no maximo ¢ estd contido em 3" cubos

da §-malha (escolhendo um cubo que contém algum ponto do conjunto juntamente com seus
cubos vizinhos ) assim,

A

Ns(F) < 3"Nsm(F)

log No(F) _ log3"Noym(F") _ log3"  log Nyym(F)
—logdy/n — —logdy/n —logdy/n  —logdy/n

fazendo § — 0, temos dy/n — 0. Logo:

log Ns(F
dimpF > lim og—(s()
50 —logd

TimpF > Tmoe No(F)
-0 —logd
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Portanto,

: . log N5(F)
dimgF = lim ————~
B 550 —logo
e A
S —log Ns(F
dimpl = limOg—M.
-0 —logd

As equivaléncias destas diferentes formas da definicao da capacidade limite, decorre da
comparagao entre os valores de Ns(F') em cada caso, omitiremos as outras demonstragoes. [J

Essas defini¢oes equivalentes da capacidade limite pode ser muito util,pois dependendo do
conjunto podemos escolher qual definicao usaremos para facilitar nossos calculos.

Na definicao de Capacidade Limite, podemos considerar o limite quando  — 0 usando
alguma sequéncia decrescente 0 tal que, dp11 > cd para alguma constante 0 < ¢ < 1; em
particular para 6, = c”.

De fato: se 0511 < 0 < Oy, entao:

log Ns(F) - log Ns, ., (F') - log N5, ., (F) - log N5, ., (F)
—logd — —logdp — —logdps1 + log(dkr1/0k) — —logdrs1 + loge
e portanto
— log Ns(F — log Ns, (I
o 208 Na(F) o log N, ()
=0 —logd k—oo  — log 0y,

A desigualdade oposta é imediata. O caso do limite inferior trabalha-se da mesma forma.
Existe ainda uma outra definicao equivalente para capacidade limite, apresentada de uma

forma diferente, lembre- se que uma 6- vizinhanca Fs de um subconjunto F' C R™ é :
Fs={z eR": |z —y| <0 para algum y € F}.

Consideremos a taxa na qual o volume n-dimensional de Fs diminui com § — 0 em R3,
se ' é um tnico ponto entdao Fs é uma bola, com vol(Fs) = %7r53, se F' é um segmento de

comprimento [ entao vol(Fs) ~ wl6* e F' for um conjunto plano de drea a, entao vol(Fj) ~ 2ad.

Proposicao 2.10 : Seja F' um subconjunto de R". Entao

— 1 ["(F,
dimpF =n — lim 06 Yo \Te) (F5)
60 log o

_ 1 ["(F;
dimpF =n — lim 208 Vo o) (F5)
350 log o

onde Fs € uma d-vizinhanca de F.

Demonstracao: Se F' pode ser coberto por Ngs(F') bolas de raio ¢, entao Fs pode ser coberto

por bolas concéntricas de raio 20. Logo:

'UOln(Fg) S N5(F)Cn(25)n
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onde ¢, é o volume da bola unitaria em R". Tomando logaritmos,

log wvol™(Fy) - log 2"¢, + nlogd + log Ns(F')

—log 6 —log ¢
e temos:
1 " (F:
i 208 V) i R
50 —log 0
Assim,

, — log wvol™(Fy)
>n —lim —= 29
e Th Y

Obtemos uma desigualdade semelhante ao tomarmos limite superior,

- 1 ["(F
TimnF > n— lim 108 Vol (F)
6—0 10g 5

Por outro lado, se existirem Ng(F') bolas disjuntas de raio 0 com centro em F', entao
Ns(F)en(20)" < vol™(F).
Tomando logaritmos temos as desigualdades opostas:

. —_— 10g UOln(l 5)
< — -~ 7
dszF n (lsll% 1 5 .

S 1 I"(F;
dimpF <n — lim log vol"(Fy)
50 log o

O
Para compreender a relacao entre a capacidade limite e dimensao de Hausdorff, note, se F

pode ser coberto por Ns(F') conjuntos de diametro ¢, entao:
H3(F) < Ns(F)o°.

Se 1 < H(F) = lims_oH3(F), entdo log Ns(F')+s log § > 0 para § suficientemente pequeno.
Assim, s < lim; ,,log Ns(F)/ —log § e portanto

dimgF < dimgpl < dimgF.

Para todo F© C R™ nao obtemos a igualdade, existe uma infinidade de exemplos que essa
desigualdade ¢ estrita.

Portanto, a capacidade limite é uma estimativa superior para a dimensao de Hausdorff.

Exemplo 2.11 Seja F' o conjunto terndrio de Cantor. Entao dimgF = dimpF = log2/log 3.
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Seja a cobertura dada por os 2* intervalos de Ej, de comprimento 37%. Logo, Ns(F) < 2*

se 37F < § < 37%1. Tomando logaritmos e limite,

— log Ns(F — log 2F log 2
dimpF = lim Og—d() < lim o8 — %8 .
5i—0 —log o k—oo log 3F~1  log 3

Por outro lado, qualquer intervalo de comprimento § tal que 37*~! < § < 37% intercepta
no maximo um dos intervalos basicos de comprimento 37* usados na construcao de F. Como
existem 2 desses intervalos, entdo precisamos de pelo menos 2% intervalos de comprimento &
para cobrir F. Logo N;(F) > 2% e portanto, dimgF > log2/log 3.

Assim, para o conjunto ternario de Cantor, dimyF = dimpgF'.

2.2.1 Propriedades e problemas da capacidade limite

As seguintes propriedades da capacidade limite, sao semelhantes as propriedades da di-
mensao de Hausdorff, e pode ser verificadas da mesma maneira.

i) dimp e dimg sio mondtonas.

i) dimp é finitamente estavel, i.6., dimp(EUF) = max{dimpE,dimpF}, mas a identidade
correspondente dimz nao é verdade.

iii) dimp e dimp sdo bi-Lipschitz invariantes. Suponha que |f(z) — f(y)| < clz — y| e que
F poder ser coberto por Ns(F') conjuntos de diametro no maximo §. Entao as Ns(F') imagens
desses conjuntos por f formam uma cobertura de f(F') por conjuntos de diametro no méaximo
cd. Assim, dimpf(F) < dimpF'. Similarmente a capacidade limite comporta-se exatamente
como a dimensao de Hausdorff sob transformacao bi-Lipischitz e Holder.

Como a capacidade limite é determinada por coberturas de conjuntos de tamanhos iguais,
esta pode ser mais facil de calcular do que a dimensao de Hausdorff, mas temos algumas

desvantagens.

Proposicao 2.12 : Seja F o fecho de F (isto é,0 menor subconjunto fechado do R™, contendo
F.) . Entdo:

d@mBF = dszF

Demonstracao: Seja By, ..., B, uma cole¢ao finita de bolas fechadas de raio §. Se o conjunto
o0

fechado U B; contém F, entdo contém também F. Logo o menor ntimero de bolas fechadas de
i=1

raio 6 que cobrem F' cobrem também o conjunto F. Portanto, o resultado segue. 0J

Uma conseqiiéncia imediata dessa proposicao é a seguinte: Se F' for um subconjunto denso

de uma regiao aberta de R", entao dimgF = dimpF = n. Se F for, por exemplo, o conjunto
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(enumeravel) dos nimeros racionais entre 0 e 1, entdo F é o intervalo [0,1]. Logo dimpF =
dimpF = 1. Assim, os conjuntos enumeraveis podem ter capacidade limite diferente de zero.
Além disso, a capacidade limite de cada niimero racional, considerado como conjunto unitario,
¢é zero, mas a uniao enumeravel desses conjuntos unitarios tem dimensao 1. Em consequéncia,
nao ¢é verdade que:

oo

dimpg U F, = supdimpgkF;.

i=1 !

Exemplo 2.13 F = {0, 1, %, %, ...} éum conjunto compacto, com dimgF = %
Se )<< % e considere k é o inteiro satisfazendo:
1)(k—1)k>6>1/k(k+1)

se |U| < 9, entdo U pode cobrir, no maximo, um dos pontos {1, %, ..., 1/k}, pois:
1 1 1

Sl s v
Assim, precisamos de pelo menos k conjuntos de diametro § para cobrir F. Logo:

log Ns(F') - log k

—log 0 ~ log k(k+1)
Fazendo 6 — 0, temos dimgF > 1.
Por outro lado, se 3 > § > 0, tomamos k tal que 1/(k — 1)k > 6 > 1/k(k +1). Entao k + 1

intervalos de comprimento 6 cobrem [0, 1/k], deixando k — 1 pontos de F', os quais podem ser

cobertos por outros k — 1 intervalos de comprimento §. Assim,
log Ns(F) - log 2k
—log 6 ~ logk(k—1)

e temos:

- 1

Este exemplo, mostra a desigualdade estrita entre dimensao de Hausdorff e a capacidade

limite, pois dimensao de Hausdorff é igual a zero ( conjunto enumeravel).

Proposicao 2.14 Suponha F pode ser coberto por ny conjuntos de diametro no mdximo oy,
com 0 — 0 se k — o0o. Entao:
log ny

dimgF < dimgzgF < li
ik < dimF <l 2

Além disso, se ni0; € limitado quando k — oo, entdo H*(F') < co. Se dp — 0, mas 11 > ¢y,

para algum 0 < ¢ < 1, entao:
—_— — 1
dimpF < Tim —2 %
k—00 — log 5k

Demonstracao: Como dimgF < dimpgF a outra desigualdade ja foi provado, se ngé® é
limitado, entao Hj (F) < ngd;. Assim quando k — oo implica d, — 0. Portanto H*(F') é
finito. ([l
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2.3 Principio de distribuicao de massa

No calculo da dimensao de Hausdorff, podemos obter limites superiores avaliando as somas
da forma > | U; | para alguma cobertura {U;} de F, enquanto para obter limites inferiores
temos que mostrar » . | U; |* é maior que alguma constante positiva para toda d-cobertura de
F'. Esse candidato a limite inferior é dificil de ser calculado, uma maneira de contornar essa
dificuldade é concentrar em uma distribuigado de massa p em F', e comparar a massa u(U),
coberta por U, com | U |*, para todo U ( lembre-se que uma distribui¢do de massa é uma
medida, com suporte contido em F', tal que 0 < pu(F) < 00).

Proposicao 2.15 Considere p uma distribuicao de massa em F e suponha que para algum s

existem numeros ¢ > 0 e € > 0, tal que:

d

o

wlU) <cl

| S

7o)

para todo conjunto com | U |< €, entao: H*(F) > e
s <dimgl < dimgpF < dimpF.

Demonstracao: Considere {U;} é uma e-cobertura qualquer de F', entao:

0 < p(F) < pJU) < Do pU) <3 U

tomando o infimo H3(F) > “L Fazendo § — 0, temos H*(F) > 2 como u(F) > 0.

c c

Portanto,
dimpgF > s.

O

Um exemplo aplicando o principio de distribuicao de massa, considere F' o conjunto ternario

de Cantor, uma distribuicao de massa natural em F', seja F) usado na construcao de F' formado
por 2% intervalos de tamanho 37, cada um desses intervalos recebe massa 27%. Seja U um

conjunto com | U |< 1 e seja k um ndmero inteiro tal que:
3=+ <| U |< 3F
Entao U intercepta no maximo um intervalo de Fj, assim:
p(U) < 27 = (365) 7 = (37T < (3| U )RS

log 2

Portanto, ’H%(F) > 3 logs =

%, pelo principio de distribuicao de massa temos:

log 2

dimyF >
e = log 3
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Exemplo 2.16 Considere Fy = F x [0,1] C R? o produto cartesiano do conjunto terndrio de
log 2

Tog 3’ temos:

Cantor F e o intervalo unitario, entao definimos s = 1+
dimBFl == dlmHFl =S
com 0 < H*(Fy) < 0.

Considere Ej, uma cobertura de F' com 2* intervalos de comprimento 37%, seja ¢ um elemento
dessa cobertura, logo podemos cobrir ¢ x [0, 1] por 3% quadrados de lado 37%( diametro 37%1/2).
Logo F}; pode ser coberto por 2¥3* quadrados de lado 37, assim:

Hik 5(F1) < 2k3k(37F\/2)* = 23

Portanto,
dimpgFy < dimgFy < dimpl) < s.

Por outro lado, definimos uma distribuicao de massa em F}, da mesma forma que foi definido
para F', onde ¢ x [0, 1] tem massa 27* espalhado uniformemente, se U é um retangulo com lados
paralelos aos eixos coordenados com altura A < 1, entdo u(U) = A\27%. Todo conjunto U
estd contido em um quadrado de lado | U | com lados paralelos aos eixos coordenados, se

3=+ < U |< 3%, entdo U intercepta no maximo um intervalo do nivel k de F}, assim:
k — ka2 log2 log2 s s
pU) <|U 28 <| U [3770e3 <[ U [ (3| U [)s3 =303 [ U [P=2| U |
Pelo principio de distribui¢ao de massa;H*(F;) > % Portanto,

s <dimgl) < dimpFy, < dimpF.
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Capitulo 3
Sistemas de Funcgoes Iteradas (IFS)

Neste capitulo definimos sistemas de fungoes iteradas (IFS), observamos que o sistema
determina um unico atrator e apresentamos métodos para encontrar ou estimar a dimensao de
Hausdorff do atrator do IFS.

3.1 Sistemas de Funcoes Iteradas

Seja D um subconjunto fechado de R™. Dizemos que uma aplicacao S : D — D é uma
contracao em D se existe um numero ¢,0 < ¢ < 1, tal que |S(z) — S(y)| < ¢|z — y| para todo
x,y € D. Se |S(z) — S(y)| = c¢|r — y| dizemos que S é uma contracao de similaridade ( S
transforma conjunto em conjunto geometricamente semelhante ).

Uma familia finita de contragoes Si, Ss, ..., S, com m > 2 é chamada de sistema de fungoes
iteradas (IFS) e chamamos um subconjunto /' C D compacto nao vazio de atrator (conjunto

invariante ) para o IFS se:

A propriedade fundamental de um sistema de fungoes iteradas é que determina um 1inico

atrator.

Exemplo 3.1 Seja F' o conjunto de Cantor. Sejam Si,55 : R — R dadas por:

1 1 2
Si(x) = 3% So(x) = 3% + 3

Note que Si(F') é metade de F' do lado esquerdo, Sy(F') ¢ metade de F' do lado direito.
Entao F' = S1(F)USy(F). Assim, F' é invariante pelas aplicagdes Sy e Sy as quais representam
a base de auto-similaridades do conjunto de Cantor.

Vamos provar que um IFS tem um tnico atrator ( compacto nao-vazio), isso significa que o

conjunto de Cantor (terndrio) ¢ o unico atrator das contragoes {5, S2} dado acima.

43



Para isso definimos uma métrica d. Vamos denotar & a classe de todos os subconjuntos
compactos nao vazios de D. Lembre-se que a J-vizinhanca de um conjunto A, é o conjunto de
pontos dentro da distancia 6 de A.

G é um espago métrico, onde d define a distancia de dois conjuntos A, B, sendo o menor ¢

tal que d-vizinhanca A contém B e §-vizinhanga B contém A.

Figura 3.1: métrica de Hausdorff

A métrica d é conhecida como métrica de Hausdorff em &. Em particular se d(A, B) é

pequeno, entdao A e B estao préximos em relagao a conjunto.

Teorema 3.2 Considere o sistema de fungoes iteradas dada pelas contragoes Si,...,S, em
D C R" tais que:
1Si(x) = Si(y)] < eile =y (z,y € D)

¢; < 1 para cada i. FEntao existe wm unico conjunto compacto nao vazio F' invariante pelas

transformacoes S;, 1.€.
F=]JsSi(r).
i=1

Além disso, se definimos uma transformacdao S na classe & de conjuntos compactos nao vazios

por

para E € & e escrevemos S* para o k-ésimo iterado de S, isto é, S°(E) = E,S*(E) =
S(S*Y(E)) para k > 1, entdo

F:ﬁSW@

para qualquer conjunto E C & tal que S;(F) C E para todo i.
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Demonstracao: Note que os conjuntos de & sao transformados por S em outros conjuntos
de &, se Ae B € G entao:

A(S(A), S(B)) = () $:(4), | Si(B)) < max d(Si(A), Si(B)).

1<i<m

Usando a definigao de métrica d, note que a d-vizinhanga (S;(A))s contém S;(B) para todo i,

entao (U Si(A))s contém USi(B), e (S;(B))s contém S;(A) para todo i, entao (U Si(B))s
contém U Si(A). Assim:
i=1
d(5(A),5(B)) < (max ¢;)d(A, B) (3.1)
Pode ser mostrado que d é uma métrica completa sobre & (toda sequéncia de Cauchy de
conjuntos de & converge para um conjunto em &).
Como 0 < (maxj<j<m¢;) < 1, (3.1) afirma que S é uma contragdo em um espago métrico
completo (&, d). Pelo teorema de contracao de Banach ([3]), S tem um tinico ponto fixo, isto

é, existe um tnico conjunto F' € &, tal que S(F) = F, logo:

Além disso S¥(E) — F quando k — oco. Em particular se S;(E) C E para todo i, entao
S(E) C E, de modo que S*(E) é uma sequéncia decrescente de conjuntos compacto niao vazio

contendo F', assim:
F=()S"E)
k=1

O

Existem dois problemas principais que surgem em conexao com sistema de funcoes iteradas.
O primeiro ¢é tentar representar um determinado conjunto como sendo o atrator de algum IF'S,
e o segundo ¢ descodificar o IF'S exibindo seu atrator.

Em geral, pode nao ser possivel encontrar um IFS com atrator um conjunto dado, mas
podemos encontrar um IFS possuindo atrator que é uma aproximacao desse conjunto.

Neste trabalho estamos interessados em descodificar o IF'S e exibir seu atrator.

A transformacao S introduzida no Teorema 3.2 é a chave para encontrar o atrator de um

[F'S, mais precisamente:
F=()S"E)
k=1

De fato: A sequéncia de iterados S*(E) converge para o atrator F para qualquer conjunto
inicial £ € & no sentido d(S*(E), F') — 0, isso ocorre, pois:

d(S(E), F) = d(S(E), S(F)) < cd(E, F)
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de modo que:
d(S"(E), F) < ¢"d(E, F)

onde ¢ = maxj<j<;, ¢;. Assim o S k(E) fornece cada vez mais boas aproximacoes para F.

Para cada k,
SHE) = JSn0... 08, (E) = JSu(Su(-.. (Si(E))

onde a uniao é sobre o conjunto [, de todas as k-sequéncias (i,...,%;) tal que 1 < i; <
m. Se S;(E) C E para cada i e z é um ponto de F, segue que existe uma sequéncia (nao
necessariamente unica) (i1, 4s,...) tal que x € S;, o... 05, (E) para todo k. Esta sequéncia

fornece uma codificacao natural para x, com:
o
T = Tiyi,.. = ﬂ Siy0...08;,(F)
k=1

Assim,
F= U{xil,iz,m}'

Esta expressao para z;, ;, . ¢ independente de E, se S;(F) esta contido em E para todo i.

Figura 3.2:

Note que a uniao J; Si, ... 0 S; (F) onde a unido é sobre o conjunto I, de todas as
k-sequéncias (i1, ...,%) tal que 1 < i; < 2 na figura 3.2 ¢ disjunta, entao F' serd totalmente

desconexo, se S;(E) N S;(E) = (0. Considere x;, 4, . # ;. bodemos encontrar k tal que
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i1, 09, .. i) 7 iy, 1y,.. .1, como o conjuntos fechados S;, o...0 S; (F) e Sy o...0 Sz;(F) sa0
disjuntos, os dois pontos iniciais estao em diferentes componentes conexas.

Isso pode ser ilustrado por:

Sejam Sy(z) = 3z, Sa(x) = 31432 e F o conjunto de Cantor. Se E = [0, 1] entao S*(E) = Ej,
o conjunto dos 2* intervalos basicos de comprimento 37* obtidos na k-ésima etapa da construcao
do conjunto de Cantor. Além disso, z;,;, . ¢ um ponto do conjunto de Cantor, entao sua

representacao na base 3 é dada por, 0.a1as ..., onde ap =0se i =1 e a, = 2 se i = 2.

3.2 Dimensoes de conjuntos auto-similares

Uma das vantagens de usar funcoes iteradas é que a dimensao do atrator é relativamente
mais facil de calcular em termos das contracoes definidas. Nesta secao discutimos o caso no

qual Si,...,5; : R — R" sao similaridades, isto é,
19i(z) — Si(y)| = ailz —yl  (z,y €R"),

onde 0 < ¢; < 1 (¢; é chamado de razao de S;). Assim cada S; transforma subconjunto do R"
em um subconjunto geometricamente similar. O atrator da colecao de similaridade é chamado
de auto-similar.Vamos mostrar, sob certas condigoes, que um conjunto auto-similar F' tem

dimensao Hausdorff e capacidade limite iguais ao valor de s satisfazendo:

k

S
E c; =1
i=1

e além disso, F' tem H°-medida positiva e finita.

Se F'=J, Si(F) com esta unido disjunta, temos:
HA(F) =) H(S(F) =) cH(F)
i=1 i=1

usando o fato de S; ser similaridade para todo i, e a propriedade (escala) da medida de Hausdorff.
Assim 0 < H*(F) < o0, logo s = dimpy F’, onde s satisfaz:

k

Zcle

i=1

Para o argumento acima seja valido, temos que garantir que o IF'S satisfaz a seguinte definicao.

Definicao 3.3 Dizemos que as similaridades S;,i = 1,...,m satisfazem a condi¢ao do con-

junto aberto se existe um conjunto aberto limitado nao vazio V' tal que:
Vol Jsiv)
i=1
e a unido € disjunta, isto é, S;(V)NS;(V) =10 .
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Para mostrar quando as similaridades ;i = 1...m satisfazem a condicao do conjunto

S __

aberto a dimensao de Hausdorff do atrator é dado por, Zk ¢ = 1, precisaremos do seguinte

=1 "1

resultado geométrico.

Lema 3.4 Considere {V;} uma cole¢ao de subconjuntos abertos disjuntos do R™ tal que cada
V; contém uma bola de raio air e estd contido em uma bola de raio asr. Entao qualquer bola

B de raio r intercepta no mdzimo (1 + 2as)"a;™ dos fechos V;.

Demonstracdo: Se V; intercepta B, entdo V; estd contido na bola concéntrica com B de raio
(1+ 2as)r. Suponha que g destes conjuntos V; interceptam B, entdo, somando os volumes das

correspondentes bolas interiores de raio a;r, segue que g(a;r)" < (1 + 2ay)™r", Portanto,
g < (14 2ay)"a;"
]

Teorema 3.5 Suponha que a condicao do conjunto aberto seja vdlido para as similaridades
S;tR* - R" i=1,...,m com razoes ¢;(1 <i <m) . Se ' é um atrator do IFS (S;...Sy)

satisfazendo:

Além disso, para esse valor de s,0 < H*(F) < oo.

Demonstragao : Considere s tal que > /", ¢f = 1. Seja [, o conjunto das k-sequéncias
(i1,...,4;) tal que 1 < i; < m. Para qualquer conjunto A e (i,...,4) € I, escrevemos

= S;, 0...08;,(A). Segue, usando repetidamente a definigdo de F', que:

F=JF, ..
I,

(PRI

Como a aplicagao S;, o...0S;, ¢ uma similaridade com razao de proporcao c;, . ..c;, , entao:

SR = S e e T — (z ) (z ) Pl |
I,

I, i1 i
pela definigao de s. Para qualquer § > 0, podemos escolher k tal que |F}, ;| < (max; ¢;)F <4,
logo H3(F) < |F|* e portanto H*(F) < |F|*.
Seja I o conjunto de todas as sequéncias infinitas I = {(i1,42,...) : 1 < i; < m} e seja
L = {001, ik, Qs - o) 0 1 < g; < m} o ‘cilindro’ consistindo de sequéncias em I com

termos iniciais (i1, ..., ).
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Vamos colocar uma distribuicado de massa p em I tal que p(l;, ;,.) = (¢ ...¢;,)°. Como
(Ciyooaip)® =D (e oocie)®, 160 u( Ly ) = Doy Ly, i), segue que po é uma distri-
buigao de massa em subconjuntos de I tal que u(I) = 1. Podemos transferir ;1 a uma distri-
buicdo de massa i em F numa forma natural definindo fi(A) = p{(i1,d2,...) : Ti 4. € A}
para subconjuntos A de F'. Verifica-se facilmente que fi(F') = 1.

[ satisfaz o principio de distribuigao de massa, isto é, existe ¢ > 0 e § > 0 tais que (U) <
q|U|* para todo conjunto U tal que |U| < 0. De fato: Seja V' o conjunto aberto da condicao
do conjunto aberto. Como V 2 S(V) = [J", Si(V), a sequéncia decrescente de iterados S*(V)
converge para F, pois F'' = [, S*(E). Em particular V O F e Vil,...,ik D F;, i, para cada
sequéncia infinita (iy,...,4). Seja B uma bola arbitrdria de raio r < 1. Estimamos fi(B)

considerando os conjuntos V; com diametros comparaveis com o de B e com fechos que

----- ik

interceptam F'N B.
Reduzimos cada sequéncia infinita (i, is,...) € I logo apés o primeiro termo i para o qual

<min ci> r < CiyCiy...Ciy ST (3.2)
K2

e seja () o conjunto finito de todas as seqiiéncias (finitas) obtidas desta maneira. Entao, para

cada seqiiéncia infinita (iy,7s,...) € I existe exatamente um valor de k tal que (i1,...,i;) €
Q. Como Vi,...,V,, sao disjuntos, entao também o sao Vi, ; 1,...,Vi _i.m para cada
(i1,...,14;). Usando isto em forma encaixada, segue que a colegao de conjuntos abertos {V;, _;, :
(i1,...,1) € Q} é disjunta. Similarmente F' C UFH% C UV“%

Q Q

Podemos escolher a; e a; de modo que V' contém uma bola de raio a; e estd contido em

uma bola de raio ay. Entdo para (iq,...,i) € @ o conjunto V;, , contém uma bola de raio

k
Ciy - .- G0y € portanto contém uma bola de raio (min;c;)a;r, e estd contido numa bola de raio
Ciy - - - Ciy Qg € logo estd contido em uma bola de raio agr. Denotemos @) as seqiiéncias (i1, .. . , ix)
em @ tal que B intercepta V, ;. Pelo lema(3.4) existem no maximo

q = (1 + 2a2)"a; " (min;c;)~™ sequéncias em ();. Entao:

i(B) = i(F N B) < pf{(ir,d2,...) : Tipy,.. € FNB} < {U flk}
Q1
pois, se x;,4,.. € FNB C UQ1 Vii.ir, entdo existe um inteiro k tal que (iy,...,i) € Q1.

ﬂ(B) < Z:U’(]ihm,ik) = Z(Cil st Cik)s < er < TSQ-
Q1 Q1

@1

Assim:

Como qualquer conjunto U estd contido numa bola de raio |U|, temos que a(U) < |U|*q, logo,
se {U;} é uma cobertura de F, entdo 0 < a(F) < (U, U;) < >, m(U) < ¢, |Usl°, logo
H(F) > p(F)gt=q ' edimyF = s.

Se ) é um conjunto arbitrario de sequéncias finitas tal que para cada (iy,i9,...) € [

existe exatamente um inteiro k e (iy,...,ix) € @, temos, por indugdo da definicao de s,
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que Y o (CiyCiy - c;y)° = 1. Assim, se escolhemos () como em (3.2), @ contém no maximo

(min; ¢;)~*r~* sequéncias. Para cada sequéncia (iy, . .., i) € Q temos [V, ;| =ciy ...c;, |V| <
7|V, logo podemos cobrir F' com (min; ¢;)~*r~* conjuntos de diametro r|V| para cada r < 1.

Segue da definicao equivalente da capacidade limite que dimpgF’ < s, note:

s=dimy(F) <dimpF < dimpF <s

U]

Podemos adaptar o teorema anterior, para estimar a dimensao do conjunto invariante (atra-

tor) ' de uma colegao de contragdes que nao sao similaridades.
Proposicao 3.6 : Sejam Si,...,S,, contragoes em um subconjunto fechado D de R™ tal que:
5i(x) = Si(y)| < cile —y[  (2,y € D)

com ¢; < 1 para cada i. Entao dimglF < s e dimgF < s, onde:

Demonstracao: E analoga a do teorema(3.5), notando que temos a desigualdade :
|Ai i < ciyoooci Al
para todo conjunto A. O
Proposicao 3.7 : Sejam Si,...,S,, contracoes em um conjunto fechado D de R™ tal que:
bile —yl < [Si(x) = Si(y)|  (z,y € D)

e0<b; <1 para cada i. Suponha que F' € invariante pelas S;,

com a uniao disjunta. Entao dimygF > s, onde:

=1

Demonstracao: Seja d > 0 a menor distancia entre qualquer par dos conjuntos compactos
disjuntos S (F), ..., Sy (F), isto é,

d=mininf{|z —y| -2 € Si(F),y € 5(F)}.
i#£]
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segue que p é uma distribui¢ao de massa em F', tal que pu(F') = 1.

Se x € I, entao existe uma unica sequéncia infinita 1, 7o, ... tal que x € F},

,,,,,

k. Para 0 < r < d seja k o menor inteiro tal que:

. . , . . . . . ~ o .
Se iy, ..., 1, ¢ distinto de i1,. .., 4, os conjuntos F;, _; e Fy i 840 disjuntos e separados por

------

uma distancia de pelo menos b;, ...0b;

. - . . - o/ ~
ir_,d > 1, pois se j ¢ o menor inteiro tal que i; # i; entao

Fi . CFi e FZ; ..... i C F, estao separados por d, logo Fj, ;e Fill ..... i estao separados por
pelos menos b;, ...b;,_ d. Segue que F'N B(x,r) C I, logo
:U/(F N B(J?, T)) < M(Fl ~~~~~~ Zk) = (bll s blk)s < d=’r®.

Se U intercepta F', entao U C B(z,r) para algum « € F' com r = |U|. Assim, p(U) < d~*|UJ*,
logo pelo principio de distribui¢ao de Massa, H*(F') > 0 e dimyF > s. O

Exemplo 3.8 (O Conjunto de Cantor nao linear) Sejam D = [1(1 + v/3),(1 + V3)] e
S1,5 : D — D dadas por Sy(x) =14 1/x,5(x) =2+ 1/x. Entdo:

0.44 < dimpF < dimgF < dimgF < 0.66
onde F' € o atrator de {51, S>}.

Note que Si(D) = [5(1+v/3),V3] e S3(D) = [3(3 + v/3),1 + /3] logo, podemos usar as
proposicoes (3.6) e (3.7) para estimar dimyg(F'). Pelo Teorema do Valor Médio, se © # y € D,
entdo (S;(x) — Si(y))/(x —y) = S;(z) para algum z; € D,i = 1,2. Assim, para i = 1,2.

i |5 (0)| < =IO < g 5.

|JI - y' zeD

Como S (7) = Sy(z) = —1/22, temos:

3= VE) = v < BEES0 L G va) 2 o - vB

|z — y|

para ¢ = 1,2. Usando as proposigoes (3.6) e (3.7), obtemos um limite inferior e superior para

a dimensao, que sao dadas pelas solucoes:

s =log2/(log2(2 — V/3)) = 0.34

s = log2/(log%(2 —V3)) =111
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respectivamente.

Para um subconjunto da reta, o limite superior maior do que 1 nao é de muito interesse.
Uma maneira de obter uma melhor estimativa é a seguinte: F' também é um conjunto invariante
pelas quatro aplicac¢oes em |0, 1]

x

1
ST I T ey =LY

T

Calculando as derivadas e usando o teorema do valor médio como antes, obtemos:
(SioS))(z) = (jo+1)~"
logo:
(G +V3) + 1) e —y| < [Si0 Sj(x) = Sio 8(y)| < (%j(l +V3) + 1) —yl.

Como anteriormente os limites superior e inferior para as dimensoes estao dados pelas
solugdes de 2(2+v/3)" 2 +2(3+2V3)" % =1 e 2(3(3+V3)) " +2(2+V/3)"* = 1, e obtemos
0.44 < dimgF < 0.66.
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Capitulo 4
Sistemas dinamicos

Este capitulo é formado por exemplos de sistemas dinamicos. Exibimos o conjunto in-
variante ( atrator ou repulsor ) de cada exemplo e calculamos ou estimamos a dimensao de
Hausdorff dos mesmos e comentamos a natureza cadtica de f no conjunto invariante.

Note que, sob certa circunstancia um repulsor em um sistema dinamico coincide com o

atrator de um sistema de funcoes iteradas.

4.1 Funcao tenda

Considere f : R — R dado por:

fe) =502~ 1))

tal funcao é chamada de funcao tenda, devido ao seu grafico.
3z, se v<1i

flz) = :

—3r+3, se x2>;

Podemos definir o sistema de fungoes iteradas S, .S : [0, 1] — [0, 1], dado pelas contragoes :

S = %x eSy=1-— %x, temos:

f(S1) = f(S2) ==

para todo 0 < z < 1. Assim S; e Sy sao dois ramos da f~!, pelo teorema 3.2 existe um tnico

atrator compacto nao vazio F' C [0, 1], tal que:
F = S51(F)USy(F) (4.1)

onde F = (=, S*([0,1]) e S(E) = S1(E)USy(E). Note que F é o conjunto terndrio de Cantor.

De fato: . )
S([07 1]) = Sl([()? 1]) U 52([()’ 1]) = [07 g] U [ga 1]
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Figura 4.1: Gréafico da fungao tenda

SQ([Oa 1] = S(S([()? 1])) = SI(S([O’ 1]) U 52(3([07 1]) =

= S1(S1([0, 1]) U S([0, 1])) U S2(S1([0, 1)) U Sa([0, 1)) = [0, 5] U [3, 5] U 5, 5] U [5, 1]
Continuando este processo temos F' é o conjunto ternario de Cantor com dimensao de

log 2 L
Hausdorff {25, e note que ' ¢ invariante em f, temos em (4.1):

F = $i(F)USy(F) = (F) = [(Si(F)U Sy(F)) = F

F ¢é um repulsor em f: De fato: se x < 0 entdo f(x) = 3z, assim f*(z) = 3k2 — —o0
com k — oo, se x > 1, f(z) = —3x +3 < 0 e temos, f¥(x) — —oo pelo caso anterior. Se
x € [0,1] N F*, entao para algum k temos, ¢ S*([0,1]) = (J{S;, 0 S, 0...05,,[0,1],4; = 1,2}.
Assim f*(x) ndo pertence ao intervalo [0, 1], logo f*(x) — —oo com k — oo. Portanto, para
todo ponto fora de I’ os iterados vao para —oo, assim F' é um repulsor em f.

Seguindo a notacao definida no capitulo anterior, para todo ponto de F.
Tiyig... = m Sil ° Si2 ©...0 Slk([o’ 1})
k=1

i; = {1,2},temos:

—k . R . N
Ligig... = Tyt |< 37 "seiy =0y .. .0 =iy,

e como,
Tiriy... = Sil(ilfigig...) - f(xmz) = Tigis...
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Suponha que (iyigi3...) uma sequéncia infinita com termos {1,2} aparecendo em blocos
consecutivos:
(1,2,1,1,1,2,2,1,2,2,1,1,1,...).

Seja Ty € F' e para todo inteiro ¢ podemos encontrar k, tal que:

— €. |§ 3_q

| Ligi1ipia... 0.

logo o iterado f*(x;,;,..) _fica arbitrariamente proximo a cada ponto de F, assim f

= Tipip g
tem 46rbita densa em F'. Similarmente:

<3k

‘ xilig... - 'xil...ikil..

logo os pontos periddicos sao densos em F'.

A iterada tem grande sensibilidade as condigoes iniciais, pois:

| Tivig ip 1. — Tiyoiiyoip 2o | < 37k
mas
M k 1
f%mmmJemé
i 2
f ($21122k2) €[z,1]

3

Assim, concluimos que F' é um repulsor cadtico para f.

Esse estudo de f nos pontos de F' que sao representados por sequéncias (i14s . . .) é conhecido
como dinamica simbdlica.

Observagao: Se Si,...,S5, é um conjunto de contracoes no dominio D com F' atrator,

tal que Si(F),...,S,(F) sao disjuntos, entao F' é um repulsor para toda fungao f tal que

fz) = 57 ().

4.2 A familia logistica

Considere o modelo logistico f) : R — R dado por:
) = Az(l —x)

onde \ é uma constante positiva.
Para A > 2 + /5 = 4.236, obtemos uma versdo nao linear da funcdo tenda repulsor.

Considere as raizes de fy(z) = 1 sendo:

1T 1
T2 Vi
e
l—a=2+1—~
“T2TVaT N
Note que nos intervalos [0,a] e [1 — a,1] em [0,1] a funcdo f\ é bijetora, assim podemos

definir sua inversa S : [0,1] — [0,a] e Sy : [0,1] — [1 — a, 1] dado por:
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Sl ({L‘) =

il

—/i-%2eS(z) =1+

N |+
=
>|8

Assim f\(S1(z)) = fu(S2(x)) = z para todo x € [0,1], e para i = 1,2 temos:

L1 (1 a\7
s =55 (3-3)

Afirmacao: | Si(x) | é crescente.

De fato: )
oy (L _owyE o Ah e
@ =aliy) ot

Considere, z,y € [0,1] tal que z < y e A > 2v/5.

N =

r<y=dr<dy= —4dr>—-4dy=\\—4dr>\—4y = <
A—dxr A —4y

I S %< 4N %:,1 AN %<1 AN 2
A—dr A —4dy A —Adx A — 4y 20 \\ — 4x 20 \ )\ — 4y

Portanto, para todo x,y € [0, 1] tal que = < y implica | Si(z) |<| Si(y) |.
Assim,

< —
220\4 )\

para todo z € [0, 1]. Pelo teorema do valor médio temos:

1 1 /1 1\ 2 .
5 SISi@) (— — —) = (A2 —4))73

la =y |<] Sia) — Sily) 1< (2~ 4N oy | (1.2

para 0 < 2,y < 1. Assim se A > 2+ /5 as funcoes S; e S, sdo contracoes em 0, 1], logo
pelo teorema 3.2 o sistema de fungoes iteradas {57, S2} tem um tnico atrator F' ( ndo vazio
compacto), tal que F' C [0, 1] e:

F=5(F)USy(F)

Portanto, f\(F) = F e da mesma forma que a funcao tenda, F' é um repulsor de fy e fy é
caotica em F'.

Para estimar a dimensao de Hausdorff de F'; vamos proceder como no exemplo(3.8) e usando
as proposigoes 3.6, 3.7, segue-se de (4.2)

log 2 log 2

< dimy(F) < dimgF < dimgF < ————
log A — alF) < Br = b _logA(1—§)§

log 2
log A*

Portanto, para A grande a dimensao de Haudorff F' esta proximo de
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4.3 Funcao do Padeiro

Um dos mais simples sistemas dinamicos com um atrator fractal, é a funcao do padeiro,
assim chamado pois assemelha-se ao processo de esticar e dobrar um pedaco de massa repeti-
damente .

Seja E = [0,1] x [0, 1] sendo o quadrado unitdrio para A fixo, com 0 < A < 3. Definimos a
funcao do padeiro f : F — FE por:

(2z,\y) se 0<zx<
f('ra y) = 1 1
2z —-1LAy+3) se 3<x<
Esta funcao pode ser representada como o alongamento de F em um retangulo 2 x A,

cortando ao meio esse retangulo, obtemos dois retangulo 1 x A\, colocando um em cima do outro

com uma distancia de % -\

Figura 4.2: Funcao do Padeiro

flx,y) = (2z,\y) se 0<az <3

| (22 —-10y+3) se 3<z<1
(42,X%y) se 0<z <1
F2(z,y) (4o — 1, A%y +3) se T<z<;

z,y) =

' (4o =2,y +3)) se 3<z<3
(4 =3, XNy+32+3) se §<w<l
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Suponha que seja verdade para k:

[, y) =

p

(2Fz, \ry)  se

(2Fz — 1, Ny + 1) se

(2" — (28 —4), My + A2 4 50) se

(2% — (2" = 3), Ny + 3A" 2.+ A+ 5) se
(2Fx — (28 — 2), Nfy + %)\kfl - %)\) se

| (2P — (28 = 1), Ny + N+ g+ ) se

<zr<
<zr<
<zx<
<x<

1

Mostraremos por inducio que f*(x,y)é valido para todo k. Note que na primeira sentenca

de f*(z,y).

f(2Fx, Ny) = {

Assim para toda sentencas de f*(x, ), temos :

() =

\

(2(2%z — (2F = 1)), A\(AFy + AN 4
(2(2%z — (2F = 1)) = LAy + 2N+ I+

Logo f¥*1(x,y) é dado pela seguinte forma:

[ (@) =

\ (2k+1$ _ (2k+1 _ 1)’ )\k+1y + %)\(k+1)—1 o

(2k+1$’ )\k—l—ly)
(2412 — 1,01y + 1)

(2k+1x _ (2k+1 _ 4)’ )\k-i—ly + %)\(k+1)—2 o
(2 — (27 = 3), Aefly + IARFD=2
(2k+1m _ (2k+1 _ 2)7 /\k-l—ly + %/\(k-i—l)—l o

o8

(2(2%x), A\(\Fy)) se 0 <2k <
(2(2%z) — L, A(My) +3) se L <2k <

se

se

se

Se

— o=

se

se

Se

se

Se

se

2(k+1) _y
2k+1
2(k+1) _3
2k+1
2(k+1) _9o
2k+1
2(k+1) g
2k+1

2(k+1) _3
2k+1
o(k+1) _o
2k+1
2(k+1) _q
2k+1

<x<
<z <
<x<
<r<l



completando a prova por inducgao de f*(z,y) .
Se B, = f¥(E), logo E} é uma sequéncia decrescente de conjuntos, onde Ej, é formado por

2% faixas horizontais de altura A\* separados por uma lacuna de pelo menos (% — )AL
o0

Como f(Ey) = Ejy1, o conjunto limitado compacto F' = ﬂ Ey, satisfaz f(F) = F. Se
k=0
(z,y) € E entao f(x,y) € Ey, assim f*(z,y) fica dentro de uma distancia A¥ de F, logo todos

os pontos de E sao atraidos para F' por iteracoes de f¥ quando k tende ao infinito.

1

5, 1 entao,

Se o ponto inicial (z,y) tem representagao na base 2, x = 0.ajasaz ... com x #

podemos facilmente observar que:

fk(3771/) = (O-Gk+1ak+2ak+3 S 7yk)

onde y;, é um ponto em Ej,, como E}, é formado por 2* faixas horizontais, se enumerarmos essas
faixas de modo adequado, podemos descobrir em qual das 2* faixas de Ej, v, pertence, a partir
da sequéncia agap_1 ...a;.

Assim ao escolher um x com expansao na base 2 contendo todas as sequéncias finitas,
podemos encontrar f*(x,y) que é denso em F', como visto na funcio tenda podemos mostrar
que f é sensivel as condicoes iniciais e os pontos periédicos sao densos em F'. Portanto F' é um
atrator cadtico em f.

Podemos notar, F' é o produto cartesiano [0, 1] x F} onde F; é um conjunto de Cantor que

é atrator do IFS formado por S = Az, Sy = Az + 3, pelo teorema(3.2)

log 2
dimpFy, = dimpF, = —2
—log A
Assim 0w 2
dimpF =1+ —28
—log A

utilizando o Corolario A.1.

4.4 O Solenodide

Nosso proximo exemplo é uma transformacao em uma regiao 3-dimensional, o sélido toro.
Se um disco unitario B é rotacionado 360° graus sobre um eixo L em um plano, que nao
intercepta B, este solido D é chamado toro.

O toro D pode ser representado pelo produto cartesiano de um circulo C' de raio r > 1(obtido
da rotac@o do centro de B em torno de L ) e B, onde B é um disco unitdrio. Logo temos uma

parametrizacao conveniente de D dada por:
{(p,w) e C x B:0< ¢ <2m,|wl|< 1}

onde o angulo ¢ determina um ponto em C', w é a posicao do vetor relativo ao centro de B
( ver fig:4.3).
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Figura 4.3: Parametrizagao do toro .

Fier<a<iedeﬁnaf:D—>Dpor:
1.
flo,w) = (2¢(m0d27r), aw + §¢>

onde ¢ é o vetor unitario em B com angulo ¢

Considere, P4 semi-plano limitado por L que intercepta C' em ¢, observe que:

f(o,w) = (2¢(m0d27r), aw + %é)

Seja ¢ € [0,2m) temos f(D) N Py é formado por dois discos de raio a.
De fato: Seja ¢ = % e ¢ :§+7r

F(81,w) = (201 (mod2m), aw + 561) = (60w + 261)

£(62,10) = (26a(mod2n), aw + 56) = (6,00 + 562)

observe que f(¢1,w) e f(¢q, w) pertencem a f(D) N Py, pois a primeira coordenada é ¢, como
0<a< }L, a segunda coordenada é uma contracao do disco B, seguida de uma translacgao,
os centros dos novos discos formados estao diametralmente opostos em relacao ao centro de B
com distancia % do centro de B.

Observe agora o que ocorre para f2(D) N P,

Seja i =4, ¢ =G +5 5 =F+m di=9+7F
P61 w) = F(@1w)) = Flon,aw + 30D = (6,020 + adt + 60

F2(63,w) = F(F(63,0)) = F(n, 0w+ 563) = (6, 6%w + Sad; + 6)
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PG5 0) = J(7(65,0) = Fdr,aw -+ 265) = (6,070 + 2o + 26)

P63 w) = F(F(85w) = F(bn,aw + 569) = (6% + Jady + 56)

Assim, f2(¢7,w), f2(¢3,w), f2(d5,w), f2(d5,w) € f2(D) N Py, como f*(¢;,w) com i =
1,2,3,4 é uma contracao de B com fator de contracao a? seguido de duas translacoes, logo
f2(¢r,w) é formado por 4 discos disjuntos de raio a®. Podemos mostrar por inducao que
f™(D) N Py é formado por 2" discos disjuntos de raio a”.

Logo a fungao f em D ¢é um tubo sélido de raio a dando duas volta em D, assim f?(D) é
um tubo sélido de raio a* dando duas voltas em f(D), logo da quatro voltas em D. f™(D) é

um tubo sélido de raio a™ dando 2" voltas em D.

Figura 4.4: O toro D e a imagem f(D).

A interseccao F = ﬂ f¥(D), é invariante em f e atrai todos os pontos de D. De fato,
k=0
considere um ponto (a,z) € D , logo f*(a,z) € f*(D), logo f*(a, ) estd a pelo menos uma

1
4

atraidos para F por f* k=1,2,....

distancia de a* de F, como a < ! fazendo k —+ oo, temos que todos os pontos de D sio

Observacao :0 conjunto F'N Py, considerando P, definido anteriormente, ¢ um conjunto de
Cantor (ver figura (4.5)). O conjunto F' é chamado solendide.

Podemos encontrar a dimensao de Hausdorff de F. Note f*(C) = f*(¢,0) com ¢ € [0, 2]
¢ uma curva suave fechada que da 2* voltas em D, com comprimento total de 2¥c onde ¢ é
independente de k, isto pode ser provado, observando (quando w = 0), f(¢,0) intercepta dois
pontos distintos de D N Py para todo ¢ € [0,27], f*(¢,0) intercepta quatro pontos distintos
de D N P, para todo ¢ € [0,27], f*(¢,0) intercepta 2% pontos distintos de D N P, para todo
¢ € [0,27].

O conjunto f*(D) é a dilatacao da curva f¥(C) em um tubo de raio a*

, assim podemos

encontrar uma cobertura de f*(D) por bolas abertas de raio 2a* espagadas por um intervalo a*
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Figura 4.5: O conjunto de Cantor F N P, .

em fF(C). Assim 2fca™ bolas de raio 2a” cobre f*(D), aplicando a Proposicio 2.14, temos:

_ 1 2k —k
dimpgF < dimgF < lim gL ca
k—oo — log 4ak

i log 2¢ca™" . log 2% log ¢ log a=*
im ———— = _
koo —logdak  k—oo —logda® = —logdaF = —logdak
_ log 2% log ¢ . loga™* log 2
lim ————— —_ — =1
k—oo —log4ak = k—oo —logdak = k—oo — log 4ak —loga
log 2

codimgF < dimglF <1+

—loga
Para obter uma estimativa inferior, para a dimensao de Hausdorff de F', considere as segoes
( conjunto de Cantor ver fig(4.5)) F'N Py para todo ¢ € [0,27), seja By = D N P, como visto

anteriormente, f(D)N Py é formado por dois discos ( By, B}) de raio a situados diametralmente

opostos ao centro de B, com distancia %, cada um desses discos Bqlﬁ contém dois discos de

fA(D)NPy (B, B) com raio a” situados diametralmente opostos ao centro de B} com distancia

%a, assim f*(D) N Py ¢é formado por 2% discos de raio a* disjuntos. Podemos colocar uma
distribuicdo de massa g em F N Py, de modo que cada um dos 2% discos de f¥(D) N P, recebe

uma massa de 2. Considere U C Py que satisfaz:

a®(1—2a) <| U |< a" (1 - 2a)
para algum inteiro k positivo, entao U intercepta no méximo um disco de f¥(D) N P,. Assim,

log 2 log 2

p(U) < 27F = ¥ =) < 0y | U e

onde ('} é independente de | U |, assim pelo principio de distribui¢ao de massa, proposigao(2.15),

temos:
log 2 1
H=wza (F N Py) > Cy L
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Logo % < dimyF N Py, como F' ¢ formado pelo produto cartesiano de C' e F' N P, temos:

. log 2

dimgF > 1+
—loga
. . log 2
codimgF =dimgF =1+
—loga
Observagao: se % =0, ay,as,as3 ... com representacao na base 2, segue que:

fH (@, w) = (¢r, vi)

onde f—fr = 0,ak41, Qpr2,agrs3.... Note que nesse exemplo, quando utilizamos nimeros com

representacoes na base 2, podemos prever o que ocorre em f¥. a partir das sequéncias com
representacoes na base 2 dos pontos iniciais , assim do mesmo modo que nos exemplos anteriores

f ¢é caodtica em F.
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Apeéendice A

Informacoes adicionais

A.1 Conjunto ternario de Cantor

Vejamos um exemplo classico de um conjunto fractal, com dimensao de Hausdorff }zggg, cha-

mado conjunto ternario de Cantor.

Inicie com o intervalo [0, 1] e retire seu ter¢o médio aberto:(3, 2). Restam dois intervalos
dois quais vocé retira novamente o terco médio aberto de cada um deles. Sucessivamente. O

conjunto que resta F é chamado conjunto ternario de Cantor.

0 1/3 213 1
Eq
E,
Ez
I — — — e B3
WS _——-— R - —= Eg
—— o | i —_—-— == F

Figura A.1: Conjunto de Cantor.

Podemos provar, ele nao é enumeravel porque existe uma bijegdo com o intervalo [0, 1].
Basta observar que, pela prépria construcao, os pontos de F s6 tem digitos 0 ou 2 na expansao
de base 3. Os pontos de [0, 1] s6 tem digitos 0 e 1 na base 2. Definimos, entao, uma fungao de
F em [0, 1] usando a base 3 ¢ a base 2 simplesmente transformando os digitos 0 e 2 em digitos
0 e 1, respectivamente.

Os pontos do conjunto ternario de Cantor tem uma caracterizagao em termos de sua repre-

sentacao na base 3. Seja x € [0, 1], representar = na base 3 significa escrever x = 0, ajasag . ..
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onde cada um dos digitos a; é igual 0,1 ou 2 tal que:

ap az  as Qn

r=—+5+tz+ 5+
3 3 3 3n
Note que na primeira iteracao o intervalo se divide em dois intervalos que chamaremos de
El e E? e os niimeros pertencentes a F{ na expansao de base 3 sempre comega por 0,0.... e
2 : = : 1 2 3 i =

de Ef por 0,2... na segunda iteragao temos quatro intervalos, 5, B3, 5, I/5 na expansao na
base 3 EJ seus elementos tem o comego 0,00..., F2 seus elementos tem o comego 0,02..., ES seus
elementos tem o comego 0,20... e £ seus elementos tem o comego 0,22... , assim sucessivamente
nas proximas iteragoes.

F ¢ compacto, de fato, considere Ej, = E} UE2U ... UE2 F = ﬂ E},, com Ej, é fechado

k=0
( unido enumeravel de fechados ) temos F' é fechado e F' C [0, 1], logo é limitado, portanto F é

compacto.
Medida de Lebesgue de F é nula, ou seja, L(F) = 0, observe que £L'(F°) = 1, pois:

oW 11 1 1 11
ﬁl(F):§+2¥+4§+...:§(1+2§+4§+...)=

1
3
como F' C [0,1], e F' e F° sao disjuntos, temos L*(F) = 0.

F é um conjunto perfeito, isto é, se é fechado e cada um dos seus pontos é um ponto de
acumulacao de F.

De fato: como F' é compacto e portanto é fechado. Provemos que cada um de seus pontos
¢ um ponto de acumulagao.

Sejap € F, considere C' uma componente de Fj, que contém p, entao CNEj; ¢ composto por
dois intervalos, de modo que a interseccao entre cada etapa do conjunto de Cantor é diferente
do vazio, seja a; um dos pontos finais do intervalo de C'N Ej;1 que nao contém p, entao a; # p
dp—aj< Sik, e a; € F para todo j inteiro positivo, pois a; sao extremos de um intervalo Ej,

Assim existe uma sequéncia de pontos de F' distintos de p convergindo para p, logo F' é
perfeito.

F ¢é totalmente desconexo, isto é, os unicos subconjuntos conexos sao formados por um
unico ponto.

De fato : suponha que exista |a,b[C F' com 0 < a < b < 1, logo existe k tal que gik <b-—a,

como F' C Ej, onde Ej, é formado por 2% conjuntos disjuntos de comprimento 3%
E,=E UE}U.. . UE"
portanto, Ja,b[Z Ej, . Absurdo, logo nao existe intervalo ]a, b[ em F

Definicao A.1 Um conjunto E € chamado conjunto de Cantor, se as sequintes propriedades
sao validas:

i) E é compacto.
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ii) E tem interior vazio ( mao contém intervalos ).
i11) E nao tem pontos isolados ( todos seus pontos sao pontos de acumulagio )

iv) E € nao- enumerdvel.

A.2 Caos (segundo Devaney)

Definigao A.2 f : [o, 8] — |, B]. Dizemos que é f € cadtica se ocorrem as seguintes
propriedades:
i)Pontos periddicos sao densos em |, f3].
ii) f € transitiva , isto é, dado I,J C [a, (] existe xg € I e existe n > 0 tal que, f"(xq) € J.
ii1) f tem sensibilidade as condigoes iniciais, isto é:
Eziste € > 0 tal que, para todo x¢ € |o, B] e para todo U C [a, B] aberto com xo € U, existe
Yo € U, existe n > 0 tal que :

| /" (o) — " (o) |> €

Observacao A.3 [ € transitiva < eziste orbita densa em f.

A.3 Dimensao de Hausdorff ( produto cartesiano )

Nesta dissertacao usaremos alguns resultados, onde omitiremos a sua demonstracao devido

fugir do contexto do trabalho .
Teorema A.4 Se E C R", FF C R™ sao conjuntos de Borel, entao:
dimp(E x F) > dimgE + dimgF.
Teorema A.5 Para quaisquer conjunto EE C R™ e FF C R™
dimy(E x F) < dimyE + dimpF.
Corolério A.6 Se dimpyF = dimgF, entdo:
dimy(E x F) =dimygE + dimyF.

As demonstragoes dos resultados acima pode ser encontrado em [5].
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