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AMORIM, V. A. Introdugao aos monopolos magnéticos de t "Hooft e Polyakov.
2012. Dissertagao (Mestrado em Fisica) - Faculdade de Engenharia do Campus de
Guaratinguetd, Universidade Estadual Paulista, Guaratingueta, 2012.

Resumo

No capitulo 2 faz-se uma breve revisao e uma generalizacao da estrutura matematica
sob a qual a teoria da relatividade restrita se fundamenta. Indiscutivelmente esta repre-
senta a base de todo formalismo que é desenvolvido ao longo deste trabalho. Enquanto
capitulo, este figura um papel eminentemente didatico. No capitulo 3 faz-se um estudo
detalhado do formalismo Lagrangiano em teoria quéntica de campos, abordando tanto
o campo escalar real como o campo escalar complexo. Dé-se atencao especial as trans-
formacoes globais e locais que estes campos podem sofrer, dando origem a importantes
resultados que sao utilizados ao longo do trabalho; resultados estes provenientes, claro,
dessas andlises. No capitulo 4 é desenvolvido um conceito fundamental, a ideia de quebra
espontanea de simetria. Trata-se do tema evidenciando as principais caracteristicas de
cada caso estudado, o abeliano e o nao-abeliano. A partir dessa estrutura, no capitulo
5, faz-se um estudo refinado da construcao de Dirac acerca da possibilidade de existéncia
de monopolos magnéticos. Constréi-se, a partir do eletromagnetismo usual de Maxwell, a
primeira ideia de monopolos magnéticos, conhecido como Monopolo de Dirac. Por tlitmo,
no capitulo 6, desenvolve-se a abordagem de t’Hooft e Polyakov acerca da possibilidade de
existéncia de monopolos magnéticos. Partindo de uma Lagrangiana nao abeliana obtém-se
a solucao, estima-se a massa, e ainda se calcula a carga do monopolo.

Todos os resultados obtidos nas mais variadas se¢oes sao comentados e confrontados
trazendo a tona o contexto em que as teorias estudadas tém apenas representacao espe-
-culativa e ainda qual a possibilidade de se encontrar monopolos magnéticos em teorias
de grande unificagao.

PALAVRAS-CHAVE: monopolo magnético, quebra espontdnea de simetria, unifi-
cacao.



AMORIM, V. A. Introduction to the magnetic monopoles of t "Hooft and Polya-
-kov. 2012. Dissertation (Master in Physics) - Faculdade de Engenharia do Campus de
Guaratinguetd, Universidade Estadual Paulista, Guaratingueta, 2012.

Abstract

At first, in the chapter 2, we present a brief review and the generalization of the math-
ematical structure in which the special relativity theory is based on. This chapter plays a
highly didactic role. Undoubtedly, this represents the basis of of all formalism presented
in this work. In chapter 3 we present the Lagrangian formalism in quantum field theory
addressing the real scalar field and the complex scalar field. We pay a special attention to
the global and the local transformations on the fields. In cahpter 4 a fundamental concept
is developed - the spontaneous breakdown symmetry. This topic in particular is treated
showing the main features of each studied case - the abelian one and the non-abelian
one. Based on this structure, in the chapter 5 a refined study is done about the Dirac s
Monopole. From the usual electromagnetism theory it’s built the first idea about the
magnetic monopole. In the end, in the chapter 6, the t "Hooft and Polyakov treatment
to the magnetic monopole is constructed. Starting with a non-abelian lagrangian it’s
obtained the solution, the mass and its charge.

All the obtained results in the more variety sections in the present text are commented
bringing up the context in which the studied theories have only an speculated treatment
and what is the possibility in finding magnetic monopoles in grand unification theories.

KEYWORDS: magnetic monopole, spontaneous breakdown symmetry, unification.
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Introducao

Monopolos magnéticos sao configuracoes estdveis (tipo particula) que carregam car-
gas magnéticas. Tais configuragdes foram primeiramente obtidas por Dirac em 1931 [1],[2]
numa tentativa de explicacao da quantizagao da carga elétrica. O resultado obtido é tax-
ativo: se existem monopolos magnéticos, entao a carga elétrica deve ser quantizada. Um
passo além no contexto de tais solugoes foi apresentado independentemente por t’Hooft [3]
e Polyakov em 1974 [4] , mostrando que monopolos magnéticos surgiriam de argumentos
bastante gerais com respeito a teorias visando a unificacao das interacoes fundamentais.
Nao é despropositado dizer que enquanto Dirac demonstrou a consisténcia de monopolos
magnéticos com respeito a eletrodindmica quéntica, t‘Hooft e Polyakov demonstraram a
necessidade de monopolos em teorias de grande unificagao. Tais solugoes apresentam pro-
priedades calculdveis que levam a previsoes nao ambiguas em uma dada teoria de grande
unificacao. Pode-se sistematizar a busca por tais solugoes segundo a linha de raciocinio a
seguir.

Todo modelo de grande unificagdo possui um grupo de simetria (grande) de gauge
exata que mistura interagoes fortes e eletrofracas, mas essas simetrias se tornam espon-
taneamente quebradas em uma determinada escala (bastante grande) de massa, denotada
aqui por M. Em tal quebra espontdnea de simetria, uma condi¢ao topolégica suficiente
para a existéncia de monopolos é satisfeita: A previsao sobre a existéncia de monopo-
los nao depende do mecanismo de quebra espontanea de simetria (por exemplo, nao é
relevante se os bésons de Goldstone associados & quebra sdo elementares ou compostos),
tampouco depende da inclusao ou nao da gravitacao no esquema de unificacao.

A escala de massa da quebra espontanea, M, entretanto, varia de acordo com o modelo
de unificacao adotado. Tal escala é importante para a caracterizacao do monopolo obtido
pois, como nao poderia deixar de ser para solucoes topolégicas, a massa e o raio tipico da
solucdo dependem de M. E possivel estimar tais caracteristicas do monopolo assumindo
que nenhuma nova interagao seja descoberta entre as escalas de energia da ordem de
100GeV e a escala de unificacdo M. E interessante notar que se uma tal hipétese estiver
correta, bem como o paradigma de grande unificacao, entao a massa tipica do monopolo
seria da ordem de 10'GeV/, ou seja, da ordem de 10~%¢g, o que corresponde a massa de
uma bactéria! Em se tratando de uma particula esse valor é bastante grande, o que explica
o resultado experimental negativo nos aceleradores de particulas atuais, incluindo o LHC.

Monopolos magnéticos também ganham atengao no problema de curvas de rotacao
de galédxias [5] e em teorias com dimensoes extras [6]. Um outro trabalho relevante trata
monopolos magnéticos em varios modelos e suas consequéncias segundo teorias de gauge
nao abelianas supersimétricas [7]. Observa-se, porém, que nessas teorias mais fundamen-
tais, é previsto monopolos altamente massivos. Essa previsao justifica, portanto, a procura
de monopolos em teorias usuais, mesmo tendo em vista que nessas teorias o monopolo ja
teria uma massa bem elevada.

O trabalho se inicia com uma anélise criteriosa de tépicos relacionados & Teoria da
Relatividade Restrita. Logo em seguida trata-se da formulagao Lagrangiana em Teo-
ria Quantica de Campos, dando atencao especial ao conceito de quebra espontanea de
simetria. Por fim se estabelece uma relacao entre as duas diferentes abordagens aqui
exploradas acerca da possibilidade de existéncia de monopolos magnéticos: a abordagem
de Dirac e a de t’Hooft e Polyakov.

E dentro desse contexto que se fundamenta e que se constréi o trabalho que aqui se
apresenta.



1 Relatividade Especial

Quando se pretende estudar qualquer teoria que trate da natureza fundamental da matéria,
deve-se ter em vista que esta teoria necessariamente precisa ser consistente com os princi-
pios que estruturam a teoria da relatividade especial e a mecanica quéantica. Neste con-
texto, cabe aqui uma breve apresentacao da notacao necessaria para que se possa desen-
volver a contento o presente trabalho.

Seja K’ um referencial inercial que se move ao longo do eixo = com velocidade con-
stante v em relacao a um outro referencial inercial K. Assumindo que as origens destes
referenciais coincidam no instante ' = t = 0, as coordenadas (z',%,2,t') e (z,y, z,1)
atribuidas a um mesmo evento por observadores que permanecem fixos nos respectivos
referenciais, sao relacionadas através das seguintes expressoes

x = ~(x—ot) (1)
: =y

{ =t - va /),
em que vy = \/ﬁ ¢ chamado de fator de Lorentz e ¢ representa a velocidade da luz

no viacuo. Tals equagoes representam uma transformacao de Lorentz e sao construidas
com base no postulado fundamental da constéancia da velocidade da luz. Vale observar
que tomando o limite em que ¢ — 0 (limite nao relativistico), as expressdes em (1) se
reduzem a
r=x—vt , y=y , 2=z e t =t (2)
Estas representam uma transformacao de Galileu, ou seja, consistente com a mecanica
newtoniana; aquela que trata dos objetos que se movem a baixas velocidades quando
comparadas com a velocidade da luz no vacuo.
Em qualquer teoria fisica é sempre importante e conveniente encontrar grandezas que
se mantenham invariantes sob algum tipo de operacao. E nesse caso nao é diferente. No

espago euclidiano, por exemplo, a distancia infinitesimal entre dois pontos é dada por
dr® = da® + dy* + d2?, (3)

a qual, claramente, se mantém constante sob transformacoes de Galileu e sob rotacoes, ou
seja, translacoes e rotagoes nao alteram o médulo de um vetor. No entanto, no contexto
da relatividade especial, generaliza-se o conceito de distancia entre dois pontos do espago,
dr?, para o conceito de intervalo, ds?, entre dois pontos no espaco-tempo. Esse intervalo
deve ser invariante, mas agora, sob rotacoes e sob transformacgoes de Lorentz. Escrevendo
as expressoes dadas em (1) na forma diferencial, ou seja,

’

dr = ~(dr — vdt) (4)
dy/ = dy
dz = dz

’

dt = ~(dt —vdz/c?),
obtém-se que o intervalo ds?, definido como

ds® = dt* — (da* + dy® + dz?) (5)
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se mantém invariante, ou seja

ds? = ds>. (6)

Quando se diz que o intervalo ds? ¢ invariante sob transformacoes de Lorentz, pode-se
dizer que ele é um escalar de Lorentz, ou um invariante de Lorentz. O intervalo invariante
ds? poderia ter sido definido de forma diferente daquela expressa em (5). O que realmente
importa nessa construcao é que o sinal do componente temporal seja diferente do sinal
dos componentes espacias. Sendo assim a expressao que define o intervalo invariante em
(5) sera utilizada neste trabalho apenas como uma questao de conveniéncia. Como serd
discutido adiante, essa convencao de sinais estd relacionada com o que serd chamado de
assinatura da métrica do espago-tempo.

A partir dessa construgao define-se entao um espacgo quadridimensional cujo intervalo
invariante é dado pela expressao (5) e a esse espago dé-se o nome de espago de Minkowski.
Dessa forma qualquer vetor no espaco de Minkowsk: possui 4 elementos - 3 coordenadas
espaciais e uma coordenada temporal - ou seja, um quadrivetor. As componentes de um
quadrivetor no espaco de Minkowski serao representadas segundo a seguinte notacao,

2° = ct, o' =z, 22 =y e =z (7)
ou ainda,
ot = (20 2t 2? 23) = (ct,x,y,2) = (ct, T, (8)

em que i varia de 0 a 3. Um quadrivetor como z*, com o indice em cima, é chamado de
quadrivetor contravariante. Essa definicao se mostra importante, pois existe uma outra
forma de se representar um quadrivetor, ou seja, colocando o indice p embaixo. Nessa
situacao, o quadrivetor é chamado de covariante e é representado da seguinte maneira

x, = (2, 1, T2, x3) = (ct, —x, —y, —2) = (ct, ~7). 9)

As nomenclaturas covariante e contravariante possuem uma definicdo mais completa, mas
para os propositos deste trabalho, as representacoes em (8) e (9) sdo mais do que sufi-
cientes. (Ver apéndice A ao final do trabalho).

A pergunta que se segue agora é: como utilizar a notagao de quadrivetores para
reescrever as transformagoes de Lorentz, dadas em (1)? Pois bem, como em cada um
dos sistemas, tanto em K como em K ', se tem quatro componentes que se relacionam,
uma maneira de se fazer isto é utilizando uma notacao matricial. Sendo assim, deve-se
relacionar um vetor coluna 4 por 1, representando as coordenadas no sistema K, com
um outro vetor coluna 4 por 1 representando as mesmas coordenadas no sistema K. Esses
vetores devem ser escritos respectivamente como z'* e z”. A relacdo entre eles devers ser
dada através de uma matriz 4 por 4.

De forma compacta, escreve-se as transformacoes de Lorentz, utilizando a represen-
tagao de quadrivetores, da seguinte maneira

o't = At (10)

em que A¥ é uma matriz 4 por 4, conhecida como matriz de transformacao de Lorentz.
E importante ressaltar que de acordo com a notacio de Einstein, o indice v que aparece
repetido na expressao anterior indica implicitamente um somatorio, e neste caso v vai de 0
até 3. A forma explicita da matriz de transformacao de Lorentz pode ser obtida a partir da
expressao (10) substituindo valores de 0 a 3 aos indices p e v. Fazendo essa substiutigao e
usando a representagao para x* dada em (8), conclui-se, comparando a expressao obtida

5



com as transformagoes de Lorentz dadas em (1), que a matriz de transformagao A# tem
a seguinte forma

¥y =08y 00
-5 0 0

M= Lo L (11)
0 0O 0 1

em que 3 = v/c. O mesmo se pode fazer com o intervalo invariante ds?. Utilizando a
notagao em (7), percebe-se que a expressao para o intervalo invariante dada em (5), pode
ser reescrita como

ds?® = dz%dz® — {dmlda:l + datdx® + d:c3dx3}, (12)

e nao é dificil notar que a expressao anterior pode ser obtida de uma expressao mais
singular, algo da forma dxz*dz”, com a ressalva de que s6 se tem valores diferentes de
zero quando i = v, e que o sinal do componente temporal deve ser diferente do sinal dos
componentes espacias. O fato do produto dz*dz” sé apresentar valores nao nulos quando
it = v lembra os elementos da diagonal de uma matriz. Sendo assim, para se dar conta
da pequena sutileza quanto ao sinal dos componentes espacias, escreve-se ds? como

ds* = g, dzdz”, (13)
em que
10 0 O
0 -1 0 O
Jw=10 0 -1 0 (14)
0 0 0 -1

define o que se denomina métrica no espago-tempo de Minkowski, também conhecido como
tensor métrico. Da mesma maneira como se definiu um quadrivetor contravariante e outro
covariante, quando se escreve o tensor métrico com os indices . e v colocados abaixo, este
se apresenta na sua forma covariante. Vale observar, e isto é de grande utilidade, que de
acordo com a representagdo matricial do tensor métrico dada em (14),

Guv = Gup (15)

ou seja, o tensor métrico é simétrico com relacdo a troca dos indices 1 e v. E de fun-
damental importancia também notar que segundo a representacao do tensor métrico em
(14), det g, = —1 # 0, o que implica a existéncia da matriz inversa. Utilizando-se da
notacao de Einstein, segue, da definicao de matriz inversa que

1000
01 00
P, SH_
g gO'I/ 51/ 0 0 1 O 9 (16)
0001
no qual
lsep=v
o = 17
representa uma delta de Kronecker. Desta representacao segue diretamente que
g;w = Guv, (18)
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ou seja, as formas contravariante e covariante do tensor métrico também sao equivalentes.
Este resultado é de grande utilidade ao longo do trabalho. No entanto, vale lembrar que
embora essa relacao seja valida no espago de Minkowski (em cooredenadas cartesianas),
esta igualdade nem sempre se mantém. A métrica carrega consigo toda informacao acerca
da geometria do espaco-tempo e dependendo do sistema de coordenadas utilizado a relacao
(18) se altera. Em se tratando de relatividade especial, o papel da métrica estd embutido
na teoria e nao ha necessidade nenhuma de mencioné-lo. Entretanto, quando o assunto
é relatividade geral, a métrica desempenha papel fundamental e aparece explicitamente
nas equagoes de campo de Einstein.

Utilizando a representagao matricial da métrica, dada em (14), verifica-se que as formas
contravariante e covariante de qualquer quadrivetor, representadas em (8) e (9), podem
ser escritas diretamente da seguinte maneira

T, = g’ (19)

e, analogamente,
=g, (20)

estabelecendo assim os principios da dlgebra necessaria para o desenvolvimento do tra-
balho.

1.1 Operadores Diferenciais

Visto esta abordagem inicial algumas defini¢goes se mostram bastante relevantes no que se
refere ao arcabouco matemaético necessédrio para o desenrolar do trabalho. Sendo assim a
primeira definicao importante que se segue é a do operador d,,, dada por

G (19 2 2 9
On = g = (00,01, 00,05) = (cat’ax’ay’az) (21
ou, em termos das componentes,
10 =
8, = (E&’ v) . (22)

Fazendo uso do tensor métrico g,,,, escreve-se, de forma analoga as expresoes (19) e (20),
que
0 10 =
o =(0°,040%0%) = — =¢g"0,= | -=,—-V ). 23
( ) oz, J c ot (23)
Como consequéncia dessas defini¢es, surge diretamente da contragao das expressoes (21)
e (23) um novo operador, ou seja, efetuando

9,0 = 9p0° + 010" + 0,0° + 930° (24)
obtém-se o que se conhece como operador D “alambertiano ,
1 02 9
Qﬁ“ - gﬁ - V ; (25)

em que V? é o operador Laplaciano.



Dentro do contexto da relatividade especial existe uma quantidade que também se
transforma seguindo a mesma forma funcional das transformagoes de Lorentz dadas em
(1). Essa quantidade é definida como um novo quadrivetor, chamado de quadrimomento,

representado por p*, dado por
E
v =(L.7) (26)
c

2 . . — ~ .
em que F é a energia da particula e p° o momento da mesma. Como nao podia ser
diferente, desta representagao surge diretamente que

o (E, _ﬁ) | (27)

Na expressao (6), quando se construiu o intervalo ds?, constatou-se que o0 mesmo é um
invariante de Lorentz. Isto de fato é verdade, no entanto, de maneira mais geral, pode-se
afirmar que o produto interno entre qualquer quadrivetor covariante e o seu respectivo
contravariante é um invariante de Lorentz, ou seja, um escalar. Sendo assim, utilizando
as expressoes (26) e (27), obtém-se outro importante invariante de Lorentz,

Pou=—"3-17 7 (28)

Fazendo uso da expressao ja conhecida da conservagao de energia relativistica,
E? = p*c® + m?c? (29)
e considerando um sistema de unidades em que ¢ = 1, a expressao (28) se torna
Ppy = E* =T =m’. (30)

A fim de complementar toda estrutura apresentada até o momento, falar-se-4 breve-
mente agora sobre a equagao de onda para uma particula sem spin, a qual, por ter apenas
uma Unica componente, serd representada aqui por ®. O ponto de partida para isto serd
a expressao (30). No entanto, para se estabelecer a conexao com a teoria quéntica, faz-
se, de maneira usual, a corréspondéncia das grandezas F e p com as suas respectivas
representacoes operatoriais, ou seja,

E— m% e 7 = —ihV, (31)

em que i = v/—1 é a unidade imagindria. Sendo assim, aplicando a equacao (30) sobre
uma funcao de onda @, tem-se
(p"p,)® = m*® (32)

que, de acordo com as expressoes (21), (23) e (31) pode ser reescrita como
(0,0M)® = —m*® (33)

ou seja,
(8,0" + m?)® = 0. (34)

Esta equacao, que descreve particulas sem spin, é bastante conhecida na literatura e é
denominada equacao de Klein-Gordon.



Procedendo da mesma maneira como se faz ao estudar mecénica quantica nao rela-
tivistica, é importante encontrar uma expressao que represente a respectiva equacao de
continuidade para a equagao de Klein de Gordon. Para isto, deve-se, num primeiro mo-
mento, tomar o complexo conjugado da equacdo (34), que neste caso nada mais é do
que

(9,0 +m*)®* = 0. (35)

Feito isso, multiplica-se a equagao (34) a esquerda por ®*, e a equagao (35), também a
esquerda, por ®. Ao efetuar a diferenca entre essas duas novas expressoes, utilizando a
definicao dada em (25), e rearranjando a equacao obtida de forma conveniente, obtém-se

0 0P o0P* = — =
A Ve -{@* o) — @*}:.
(‘%{ 5 5 }+ \Y% (VD) (Vo) 0 (36)
Multiplicando essa expressao por —%, pode-se identificd-la na forma conhecida de uma
equacao de continuidade, dada respectivamente por
op = —
el i =0 37
em que
ih 0P 0P*
=—<P"— -9 38
P~ om { ot ot } (38)
e "
N
7= —;—m {@*(V@) - @(?@*)} . (39)

Diferentemente do que se observa ao se deduzir a equacao de continuidade via equacao de
Schrodinger, o p na equagao (38) nao pode ser interpretado como densidade de probabil-
idade, haja visto que o mesmo pode apresentar valores negativos, ou seja, nao representa
um grandeza positivo definida. Ja o Z} dado em (39), por nao apresentar nenhum tipo
de restricao, continua com a mesma interpretacao, ou seja, ¢ chamado de corrente de
probabilidade.

E extremamente interessante observar que as expressoes (38) e (39) nada mais sio do
que os componentes temporal e espacial de um novo quadrivetor, o qual é denominado
quadridensidade de corrente, que pode ser escrito como

F =0 T) = Lo 0, (40)
m
em que
—> 1
OT O = (00D~ (0"9")2}. (41)

Com a representagao da equagao (40), a equagao de continuidade dada em (37) passa a
ser escrita numa forma muito mais elegante e compacta, tal como

84" = 0. (42)



2 O Campo Escalar
2.1 Campo Escalar Real

A fim de se justificar toda discussao inicial feita na se¢ao anterior e iniciar uma nova etapa
mais direcionada acerca do tema do presente trabalho, é interessante pincar alguns pontos
que também servirao como base para a construcao de todo alicerce no qual se sustenta
a teoria que pressupoe a existéncia de monopolos magnéticos. Esse tépico é voltado
principalmente para elucidar pontos fundamentais a respeito da formulacao Lagrangiana
em Teoria de Campos. De forma bastante breve, primeiramente, trabalha-se com um
campo escalar real.

Em se tratando de mecénica cldssica, um dos caminhos possiveis para se descrever o
comportamento de uma particula pontual de massa m governada por uma funcao horaria
x(t) é através do principio da minima agao de Hamilton, a partir do qual pode-se derivar
a equacao de movimento da particula. De forma andloga, pode-se considerar, ao invés
de uma particula um campo ® que, diferentemente da particula, nao seja governado por
uma funcao hordria. Neste caso é importante mencionar apenas que o mesmo dependerad,
a priori, de 4 coordenadas, ou seja, deve-se considerar ® = & (z#).

Na se¢ao anterior foi deduzido a partir de primeiros principios a equagao de Klein-
Gordon, como pode ser verificado na expressao (34). Naquela ocasiao ® foi tratado como
uma funcao de onda de uma particula. Pode-se, no entanto, sem perda de generalidade,
dizer que qualquer campo escalar obedece a equacao de Klein-Gordon, e é sobre esta
premissa que a presente secao se sustenta.

Assim como é possivel via principio variacional obter a equagao de movimento de uma
particula pontual de massa m, regida por uma fun¢ao z(t), pode-se, de forma andloga,
obter também a equacao de Klein-Gordon via principio variacional. A sutileza neste caso
reside na forma como se deve construir a acao S. Ao invés de se escrever

S= / * L(e.4) dr, (43)

t1

na qual L representa a Lagrangiana do sistema, escreve-se
S = /L‘(d),&ufb) d*z, (44)

em que £ é chamado de densidade de Lagrangiana e 0,® = %.

Da mesma forma como se procede em mecanica cldssica, é possivel, a partir do cal-
culo da variacdo da acdo S, juntamente com a imposi¢do de que esta variagao (a qual
costumeiramente se representa por 4.5, seja nula), obter as equagoes de Fuller-Lagrange
[8] para o campo ®, dadas respectivamente por

oL d [ oL ]: (45)

od  dzr |9(9,P)
Por questao de praticidade, daqui em diante, £ também serd chamado apenas de La-

grangiana, e nao densidade de Lagrangiana como dito anteriormente. Pois bem, con-
hecida a forma da Lagrangiana £, através da expressao (45), pode-se encontrar a equagao
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de movimento correspondente a uma dada situacao. Para isto, considere por exemplo a

Lagrangiana dada por
1 m?

L= |0.2)(0") - 7@2 , (46)
em que m, & priori, nao represente a massa de uma particula, afinal estd se trabalhando
aqui com um campo ® e nao com uma particula pontual. S6 é possivel dar uma inter-
pretacao ao partametro m através da quantizacao do campo escalar, tépico que nao serd
abordado neste trabalho. Desta forma, no contexto atual, tratar-se-4 m, por equanto, ape-
nas como um parametro. Reescrevendo a e lagrangiana em (46) mais convenientemente
como

1 2
£ = 39" (9:2) (92®) - g2 (47)
tem-se que
oL 9
= 4
9% m°P (48)
‘ oc 1
I )
em que dy, € ), sao deltas de Kronecker. Entao, de (49),
oL
= "'D.
7(0,9) 0 (50)
Substituindo os resultados de (48) e (50) em (45), chega-se &
9,0"® + m*® = 0, (51)

que nada mais é do que a equagao de Klein-Gordon dada em (34), ou seja, a lagrangiana
em (46) é aquela que fornece a equacao de Klein Gordon.

2.2 Campo Escalar Complexo

Na segao passada viu-se que a lagrangiana em (46) d4 origem a equacgao de Klein-Gordon

em (51). Neste capitulo, diferentemente do campo escalar real, considerar-se-4 o campo
escalar complexo, cujo conjugado é denotado por ®*. Da mesma maneira como feito
anteriormente escreve-se novamente uma expressao para Lagrangiana, mas por se tratar
de uma campo escalar complexo, neste caso, a Lagrangiana serd dada por

L=(0,®)(0"d") — m2ed*e, (52)
com a ressalva de que os campos ¢ e &* nesta expressao sao escritos como uma combinacao
linear em termos de duas componentes reais, ®; e ®,, tal como se vé adiante

Dy + iy

=5

(53)
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Procedendo da mesma forma como na secao anterior pode-se obter as equacoes de movi-
mento originédrias da lagrangiana em (52). No entanto, como ® e ®* sdao campos inde-
pendentes, deve-se resolver as equacao de Euller-Lagrange, dada em (45), para os dois
campos separadamente. Para isto é conveniente reescrever a Lagrangiana em (52) como

o (54)

L = g" (0,®) (0r®*) — m*D* . (55)

Considerando primeiramente o campo ®, a partir dessa tltima expressao, obtém-se

‘ oc
— kX * ok — 1y *

Subsituindo esses resultados em (45), chega-se &
(9,0 +m?) ®* = 0. (58)

De forma anéloga, considerando o campo ®*, procedendo da mesma forma, apenas tro-
cando ® por ®*,obtém-se

o

5 = @ (59)
) o
W = (0'®) (60)
o que leva a
(0,0" +m*)® = 0. (61)

Nota-se entao que ao resolver as equagoes de Euler-Lagrange para o campo ®, conclui-se
que ®* obedece a uma equacao de Klein-Gordon e, ao resolver as equacoes de Euller-
Lagrange para o campo ®*, conclui-se que o campo ¢ também obedece a uma equacao
de Klein-Gordon. Esses resultados sao de grande utilidade como se vera logo adiante.

2.2.1 Transformacao Global

E interessante neste momento lancar mao de algumas transformagoes, reescrevendo os
campos ¢ e ®*, segundo as redefini¢oes a seguir

d — D =exp(—iA)® (62)
P* — D =exp (iA) P,

em que A é simplesmente um pardmetro constante e real. Esse tipo de transformacao
é chamado transformacao global, pois o parametro A nao depende do ponto do espaco-
tempo, e assim, essa transformacao se aplica de forma idéntica a todos os pontos do
espaco-tempo. Com esta redefinicao, sendo A um pardmetro constante e real,

PP* — O D = exp (—iA) D exp (i\) P* = PP*, (63)
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0,® — exp (—iA) 0, P (64)

0,P* — exp (iA) 0,P. (65)
Das expressoes (64) e (65) segue que

(0,®) (0"9%) — (9,®) (0"") (66)

ou seja, de acordo com os resultados em (63) e (66) tem-se que a Lagrangiana em (52) é
invariante sob transformacoes globais. De acordo com o Teorema de Noether - [8], sabe-se
que esta condicdo deve fornecer alguma quantidade conservada. E sob esta perspectiva
que se constréi a argumentacao a seguir.

E instrutivo observar que segundo as transformacoes dadas em (62),

D O =exp(—iA) = (1 —iA+9(A?) P (67)

" — @ =exp (iA) D" = (1 +iA + J(A?)) D (68)

o que implica, em primeira aproximagao, no seguinte,

D=0 — P =—iAD (69)

0P =P — d* = —iAD*. (70)

A variagao representada pela letra  nas duas expressoes anteriores também pode ser
aplicada as expressoes (64) e (65), fornecendo um importante resultado. Frisa-se, porém,
que esta variacdo comuta com a operagao d,,. Assim, utilizando os resultados em (69) e
(70) obtém-se as seguintes expressoes

5 (9,8) = 8, (00) = 9, (—iAD) = —iAD,D (71)

5 (9,8%) = 8, (60%) = 9, (iAD*) = iAD,D*. (72)

Mais uma vez, fazendo uso das consequéncias do Teorema de Noether [8], demonstra-se
que a quantidade conservada aqui é uma corrente, a qual se identifica por J#. Neste caso
a mesma apresenta duas componentes J!' e J}', dadas respectivamente por

oL
" <I>
Ji 9(0,3) (73)
associada ao campo P, e
= g (74)
2 0(0,9*)

associada ao campo ®*. No capitulo 3 é apresentado uma formulacao geral desse trata-
mento para um caso nao-abeliano.

Utilizando os resultados ja obtidos anteriormente em (57), (60), (69) e (70) obtém-se,
juntando as duas expressoes anteriores (corrente total), o seguinte resultado

JE =i {*(0"D) — B(9"D")} . (75)
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A partir desta expressao € interessante perceber que
0, J" =1i{(0,92%)(0"®) — (0,®)(0"®") + ($*0,0"P — $9,0"D")}. (76)
Como os dois primeiros termos sao idénticos, segue que
0y J* =i{9*0,0"'® — ©0,0"P"}. (77)
Com o auxilio das equagbes (58) e (61) mostra-se que a expressao (77) é nula. Basta

multiplicar a equagao (58) a esquerda por @, a equagao (61) também a esquerda por ®*
e subtrair uma da outra. Desta operacao obtém-se que

®*0,0"'® — ©9,0"'®d" =0 (78)
o que leva & conclusao de que a corrente J* de fato é conservada, ou seja,
8,J" = 0. (79)
De forma explicita, a equagao (79) leva a
o J + 0;J" = 0, (80)

em que i = 1,2, 3. Integrando a expresao anterior no volume d®z, tem-se

/aOJO P = —/ 0J" dx. (81)
\%4 \%

Pode-se identificar o integrando do lado direito da equagao anterior com o divergente
generalizado de J. Assim, o teorema de Stokes também generalizado fornece

14 S

com do; representando um elemento de superficie generalizado e S a superficie que delimita
o volume V. Este resultado procede, pois assumindo o contorno dessa superficie no
infinito, toma-se ® — 0 e 9,» — 0. Substituindo o resultado de (82) em (81), conclui-se

que
1 0
0d3 :—/—0d3 = 0.
/V@oJ z=- ; 8tJ x=0 (83)
De acordo com o Teorema de Fuller, em que
1 0 1d
—/ —J" Pr = ——/ J B =0, (84)
CJy 825 cdt v
constata-se que
Q= / J° d*x = cons. (85)
v

Essa expressao revela que a quantidade () acima é conservada. Utilizando a expressao
(75), pode-se reescrever essa quantidade de forma explicita, ou seja,

Q=i {@*%-f—@a;}d%. (86)
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Vale observar que no caso em que ® é real, & = ®*, portanto ) = 0, ou seja, nesta
situacao nao hd nenhuma quantidade conservada.

Até o presente momento, toda discussao realizada foi pautada em cima da condicao de
que o pardmetro A nao dependia do ponto do espago-tempo, ou seja, este era constante
e real. Desta forma a quantidade @) obtida na expressao (86) revela, segundo o teorema
de Noether, a conservacao de uma quantidade devido a invaridncia da Lagrangiana, dada
em (52), sob a transformacao indicada em (62). Como j4 foi dito anteriormente, o fato
do parametro A ser constante e real implica necessariamente que todos os pontos do
espaco-tempo sofrem, invariavelmente, a mesma transformacao. Dessa forma a pergunta
natural que se segue a partir dessa colocacao é o que acontece se o parametro A nao for
constante e real? E se este for considerado como uma funcao do espago-tempo? Quais
sao as consequéncias imediatas dessa suposicao?

De forma mais direta, a partir de agora, diferentemente do que foi realizado até o
momento, considerar-se-d, ao invés de uma transformacao Global, aquela em que A é
constante e real, uma transformacao local, ou seja, faz-se o0 mesmo tratamento feito ante-
riormente, contudo, com o detalhe de que agora A = A (z#).

2.2.2 Transformacao Local

Como foi dito no final da secao anterior, investiga-se agora as caracteristicas de um novo
tipo de transformagao. Toma-se o parametro A = A (z*), o que implica em promover
diferentes transformacoes em diferentes pontos do espaco-tempo. Como o procedimento a
ser seguido é exatamente o mesmo que foi realizado anteriormente, dé-se maior atencao as
caracteristicas ainda nao obtidas na secao anterior. O que se quer dizer é que os primeiros
resultados obtidos anteriormente sao exatamente os mesmos que se obtém aqui. Assim,
a fim de evitar um tratamento redundante, parte-se desses resultados ja estabelecidos.
Obteve-se das transformacoes em (62) duas relagoes, dadas em (69) e (70) que ainda se
mantém nesta presente secao, ou seja, as exXpressoes

d — O =exp(—iA) D, (87)
d* — P =exp (iA) D,
fornecem
P=d — D =—iAD (88)
(§
0P = " — &* =AD", (89)

Mas, sendo o parametro A = A (z*), tem-se que, a partir das expressoes em (87), em
primeira aproximacao,

0,8 — (9,®) — i0, (AD) = 9,D — i\ (9,®) — i (0,\) (90)

0,8° — (9,8%) — i0, (AD*) = 9,®" — iA (9,8%) — i (9,A) D*. (91)

De forma andloga & se¢ao anterior, aplicando a operacao d nas expressoes (90) e (91), e
lembrando que esta comuta com a operacao d,, segue que

5 (9,8) — 0, (60) — iAD, (50) — i (3, A) (0B) (92)
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5 (0,8%) — 9, (60%) — iAD,, (60*) — i (9,A) (5% . (93)

Substituindo as expressoes (88) e (89), respectivamente, nas expressoes (92) e (93), obtém-
se as seguintes relagoes

5 (9,@) — —i (9,A) @ —iA (9,®) + 9 (A?) (94)

5 (9,9%) — i (0,A) ®* +iA (9,9%) + 0 (A?). (95)

Comparando estas expressoes com aquelas que foram obtidas na secao anterior, dadas
respectivamente em (71) e (72), em que o parametro A era constante e real, percebe-
se claramente que a condigdo A = A (z#) leva ao surgimento de um termo extra em
ambas expressoes; isto, considerando uma aproximacao de 1* ordem em A. Esse termo
extra traz a tona uma informacao importante. Na secao anterior, tanto o campo &
como ®* e suas respectivas derivadas, d,® e 0,9*, segundo as expressoes (69), (70),
(71) e (72), se transformam da mesma maneira. Jd na presente secdo, observando as
expressoes (88), (89), (94) e (95) nota-se que devido aos termos extras —i (0,A) P e
i (0,A) ®*, o campo e sua respectiva derivada nao se transformam da mesma forma, o
que mostra que a Lagrangiana dada em (52) ndo se mantém invariante sob tranformagoes
locais. Esta condicao diz, segundo o teorema de Noether, que nao se pode obter nenhuma
quantidade conservada, ja que nao existe invaridncia da Lagrangiana sob transformagoes
locais. Desta forma nao sobra outra alternativa a nao ser obter a variacao 0L diretamente
da Lagrangiana dada em (52) e assim procurar mecanismos que possibilitem torné-la
invariante e, por conseguinte, averiguar as possibilidades de se obter alguma grandeza
que se conserve ou nao.

Tomando como ponto de partida a lagrangiana dada em (52) e efetuando a operagao
0L, deve-se trabalhar a seguinte expressao

6L = [6(9,®)] 0"®* + 0,® [§ (0"®*)] — m*S (9P*). (96)

De acordo com as tranformagdes em (87) o produto ®®* — &d* de forma que o tltimo
termo na expressao anterior § (PP*) = 0, restando apenas os dois primeiros termos para,
serem trabalhados. Os resultados necessédrios para dar continuidade ao cédlculo iniciado
em (96) estdo apresentados nas expressoes (94) e (95). Sendo assim, considerando a con-
tribuicao de termos até primeira ordem em A nessas expressoes, a variacao na lagrangiana
0L dada em (96) se torna

0L ={—i(0,A) @ (0"D") + i (0,D) " (0"A)}. (97)
Com a ajuda do tensor métrico g,,, mostra-se que
(0,) &* (9A) = (@) &" (9,A) . (98)
0 que permite reescrever (97) mais convenientemente como
5L = {—i (0,A) ® (0D + i (0"D) D* (9,A)} (99)
ou seja,

5L = (O,N) {—i® (") + i (0"D) B*} . (100)
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E interessante perceber, no entanto, que o resultado aqui obtido ja foi parcialmente cal-
culado ao se estudar as caracteristicas da invaridncia da lagrangiana sob transformacoes
globais. De acordo com a expressao (75), pode-se identificar o termo entre chaves como
sendo a corrente conservada J* naquela ocasiao, o que leva ao seguinte resultado

5L = (9,A) J*. (101)

Como era de se esperar a lagrangiana, de fato, nao é invariante sob transformacoes locais.
Ja havia sido citado anteriormente que o campo ® e suas respectivas derivadas nao se
transformavam da mesma maneira e como consequéncia disto a invaridncia da lagrangiana
deveria realmente deixar de existir. Confirma-se esta expectativa diretamente do resultado
em (101).

A ideia agora reside em recuperar a invaridncia da lagrangiana, ou seja, puramente
através de artificios matemadticos procura-se a partir de entao adicionar termos ad-hoc
a lagrangiana usual e através dos respectivos cdlculos das suas variagoes, tentar tornar
essa nova lagrangiana invariante sob transformacoes locais. Neste contexto, num primeiro
momento, introduze-se na lagrangiana o quadrivetor A, segundo a seguinte expressao

Ly =e'A,, (102)

em que e, a priori, é outro parametro desconhecido que torna a expressao anterior di-
mensionalmente correta, ou seja, o termo eA,, tem a mesma dimensao canonica de d,,. De
acordo com a expressao (102), da mesma forma como se procedeu anteriormente, segue
que
_ 1 1
0Ly = —e{(0J") A, + JH(0A,)}, (103)

em que o sinal negativo nesta expressao é colocado apenas como uma questao de con-
veniéncia, visto que isto nao altera a fisica por trds do problema. Trata-se apenas de uma
variac@o. Assim, voltando & equacao (103), tem-se agora a necessidade de se calcular 0A4,,.
No entanto, nao se tem uma forma estabelecida para esse quadrivetor. Utilizando-se de
uma transformacao local do tipo

1
Ay A~ (0,0, (104)
da qual segue que
1
0A, = A’M —A, = - (0uA), (105)

reescreve-se a expressao (103) como
0Ly = —e(0J*) A, — (O,N)J". (106)

E interessante verificar que o segundo termo em (106) é o negativo da expressao (101),
ou seja, a introdugao do quadrivetor A, de acordo com a transformacdo em (104), anula
a variacao da lagrangiana 0L que se obteve com as transformacgoes locais. No entanto,
surge como consequéncia desta mesma operacao um termo adicional, —e (6.J*) A,,, o qual
ainda mantém a nao invaridncia da lagrangiana sob transformacoes locais. Parcialmente,
tem-se dos resultados em (101) e (106) que

5L+ 6Ly = —e (6J") A,. (107)
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Retornando & expressao para J* dada em (75) reescreve-se (107) deixando as operagoes
a serem feitas devidamente indicadas, como

0L+ 0Ly = —ie {(0P") (0"D) + ") (0"'P) — (0) (0"P*) — P (01 D™)} A,.. (108)
Utilizando os resultados dados em (88), (89), (94) e (95), mostra-se que
L+ 0Ly = —2e(0"A) A, (D). (109)

A fim de buscar a invariancia desta lagrangiana, analogamente como feito acima, introduze-
se um novo termo em L, desta vez dado por

Ly =e*A A D*D, (110)
o que, automaticamente, leva a conclusao
6Ly = e* {5 (A, A") D*D} (111)

haja vista que, como utilizou-se anteriormente, ¢ (?®*) = 0. Do resultado em (111),
efetuando a operagdo 0 (A4, A*), conclui-se que

§Ly = 2e* (8A,) A" (O D). (112)
Portanto, substituindo o resultado de (105) em (112), tem-se
0Ly = 2e (0,A) A* (D" D). (113)

Como consequéncia direta desse resultado, percebe-se que, juntamente com a expressao
em (109), tem-se:
0L+ 0Ly + 0Ly =0, (114)

o que resulta em uma lagrangiana total, £+ £, + L5, invariante sob transformacoes locais.
Num primeiro momento conseguiu-se, introduzindo termos adequados a lagrangiana
usual do campo escalar complexo, tornd-la invariante; mas ainda é preciso pingar alguns
pontos fundamentais. O quadrivetor A,,, que foi introduzido em £ durante o processo de
busca da sua invaridncia, ainda nao contribui de forma direta em £ para a dindmica da
teoria, afinal nao se tem uma expressao que represente o termo cinético associado a este
campo. Por esse motivo deve-se introduzir mais um termo & lagrangiana £ que também
seja invariante sob transformacoes locais. Para isso é preciso definir o quadri-rotacional

do campo A, dado a seguir,
F.=0,A,—0,A,. (115)

Segue diretamente desta definigdo, usando a transformacao indicada em (104), que
F, — F,,=0,A,—0,A, = (116)
1
= 0,4, —0,A,+—-[0,,0,]A=
e
= 0,A, —-0A,=F,

visto que o comutador [d,,0,] = 0. Dessa forma, percebe-se que a quantidade em (115)
é, de fato, invariante sob trasformacoes locais. E assim, como ja é bem conhecido na
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literatura, o termo que se deve adicionar a lagrangiana usual do campo escalar complexo

¢ dado pela seguinte expressao

1 14
Ly=—1F"F. (117)

Com este tltimo resultado, pode-se agora escrever a lagrangiana total que se mantém
invariante sob transformagoes locais. De acordo com as expressoes (52), (102), (110) e
(117), nao esquecendo da forma de J*, dada em (75), obtém-se

£total:£+£1+£2+£3:

= (9,D) (9"D*) — m2D*D — ie {D* (9" D) — D(0"D*)} A, + 2 A, AL D D — iF“”FW. (118)

Lembrando que
(0,0) A" = (0"®) A,,,

pode-se rearranjar a expressao (118) como dada a seguir

1
Liotar = (0,®) {0"®* — ie®* A"} + ie® A" {0M'D* — jed* AM} — m*P*P — ZF’“’FW
e assim obter
1
Liotar = {0, +ieDA,} {0'D* —ied* A"} — m*P*P — ZIFWFW. (119)

Esse resultado ¢ de importancia fundamental para o desenvolvimento do trabalho e cabe
aqui enumerar alguns pontos sobre essa expressao. Como é bem difundido na literatura,
o quadri-rotacional F),, = d,A, — 0,A, representa o tensor do campo eletromagnético,
com trés componentes para o campo elétrico e trés para o campo magnético. Sendo
assim, é curioso observar que do fato de se requerer a invaridncia da lagrangiana sob
transformacoes locais, obtém-se como consequéncia natural o eletromagnetismo usual.
Outro ponto importante de se notar sao as duas expressoes entre chaves. Com excegao do
iltimo termo que, como se disse hd pouco, representa um resultado natural do processo
de busca da invariancia de £, tudo se passa como se tivesse sido feito uma redefinicao na
expressao da lagrangiana dada em (52). Essa redefini¢ao dé origem a um novo conceito,
chamado de derivada covariante D, ou seja, comparando (52) com (119), observa-se
diretamente que

0, — D,® = (0, +ieA,)d. (120)

Essa nova derivada D,,, diferentemente da derivada usual d,, transforma-se da mesma
maneira que o campo P, ou seja, de forma covariante, o que justifica o nome dado &
mesma. O que se quer dizer com isto é, efetuando a operacao 0 (D,®), utilizando os
resultados dados em (88), (94) e (105), conclui-se que

0(D,®) =—iAN(D,®) (121)
o que concorda com a transformagao do campo em (88), dada por
0P = —iAD. (122)

Assim sendo, ambos apresentam a mesma lei de trasnformacao. Para evitar a redundéncia,
vale apenas lembrar que essa mesma andlise se aplica ao campo ®*. Essa redefinicao que d4
origem ao que se denominou derivada covariante, lembra a lei de transformacgao que se faz
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no momento de uma particula cldssica quando se deseja estudar a interacao da mesma com
um campo eletromagnético, mais conhecido na literatura como acoplamento minimo. Sem
esmiucar as caracterisitcas dessa transformacao, pois este nao é foco da presente discussao,
conclui-se no contexto atual, de acordo com a redefini¢ao em (120), que o campo ¢ deve
descrever o comporatmento de um campo com carga e. Sendo a andlise sobre o campo
®* andloga a feita no campo @, segue naturalmente que este, por sua vez, deve descrever
uma particula com carga —e. Lembrando que o pardmetro e, interpretado agora como
carga elétrica, surgiu pela primeira vez acoplado ao quadrivetor A, na expressao (102),
identifica-se este quadrivetor com o potencial vetor do eletromagnetismo, de forma que
as equacoes de Maxwell nao-homogéneas sejam obtidas através do tensor eletromagnético
F,,,, como se verd adiante.

Para finalizar este breve estudo acerca das caracteristicas das transformacoes locais,
obtém-se as equagoes de Euler-Lagrange a partir da Lagrangiana (119) variando o campo
A,. Lembrando que as equagbes de Euller estdao representadas na equagao (45), com a
ressalva de que as derivadas devem ser tomadas com relacao ao campo A, resolve-se a
seguinte equacgao

oL oL
_ = | =0. 12
. % g = 1)
Sendo assim, num primeiro momento, tem-se
oL C0AL s OA“
9A, ze@aAu (D®*) —ie®* (D, P) oA, (124)
Usando o fato de que no primeiro termo,
0A, o
8_AM =0y, (125)

em que 55 representa uma delta de Kronecker e no segundo termo, reescrevendo A% =
g°% Ag, encontra-se,

oL = —ie{®* (D"®) — & (D'D™)}. (126)
0A,
Para o segundo termo tem-se que calcular a seguinte expressao
oL 1 OF° oF,
T ff ey [y R e tall A 127
s~ 1\ eaar) B e ) 2D
Usando a forma explicita do tensor F),,, expresso em (115), obtém-se que
0F,3
= 5250 — 505 128
a(aVA#) v vy ( )
) OF P
= gt — P, 129
G 99 (129)
Substituindo estes resultados em (127), fica-se com
oL 1
= ——{(¢™ " — " g™") Fap + F*° (6060 — 6050 130
90,4 1 1(g79™ = g7 g™) Fog + F7 (030, = 0,07) } (130)
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e assim, usando o fato que o tensor F},, ¢ anti-simétrico, ou seja,

F. =-F, (131)
conclui-se que
oL
— = F", 132
90,4, 2

Desta maneira, os resultados obtidos em (126) e (132) fornecem, quando substituidos em
(123), a seguinte expressao
0, " = —eC", (133)

em que (", definido como
¢t =ie{d" (D"®) — & (D'D")},

nada mais é do que a versao covariante da corrente conservada J# expressa em (75) quando
se trabalhou as transformagoes globais na lagrangiana. A tnica diferenca entre essas duas
correntes ¢ o fato de que em (¥, ao invés da derivada usual J,®, surge em seu lugar a
derivada covariante D, ®, da mesma forma como ocorreu a modificacao na lagrangiana.
O processo mais uma vez se repete. Nota-se que, na presenca do campo eletromagnético,
a nova corrente ¢ é conservada, e nao a corrente usual J*, ou seja, efetuando

0, (9, F™) = —ed, (" =0, (134)

o que fornece
0,¢H =0. (135)
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3 Quebra Espontinea de Simetria

Esse capitulo, indiscutivelmente, pode ser encarado como a espinha dorsal do trabalho.
Nele, falar-se-4 sobre o conceito mais fundamental por trds da possibilidade da existéncia
de monopolos magnéticos, a ideia de quebra espontinea de simetria. No entanto, seria
pouco intuitivo discorrer sobre o assunto sem ao menos tentar ilustrar este principio com
analogias que permitam uma maior proximidade com o fenémeno a ser explorado. E
sempre dificil pensar em situacoes cldssicas que possibilitem uma aproximagao razodvel
com um dado fenémeno quando o mesmo ¢é estudado em teoria quéntica de campos.
Mesmo que aparentemente desconexo do contexto atual do trabalho, cabe aqui observar a
seguinte situacao - um jogo de roleta num cassino. Por incrivel que pareca, esse exemplo
ajuda a elucidar a no¢ao de quebra esponténea de simetria.

Como é bem conhecido, o jogo, dentre outras particularidades que nao sao relevantes
para os propésitos que aqui serao discutidos, consiste basicamente em colocar a roleta
em rotacao e deixar com que uma pequena bolinha solta sobre a mesma "escolha” uma
das possiveis canaletas dentre as vérias divisoes que a roleta apresenta. Note que num
primeiro momento, devido a simetria da roleta, ou seja, pelo fato das canaletas serem
igualmente divididas, todas apresentam a mesma probabilidade de serem ocupadas pela
bolinha quando a mesma "decidir” parar. Devido aos sucessivos choques da bolinha com
as partes da roleta, perde-se energia ininterruptamente, até que em um dado momento ela
passa a ocupar uma unica divisao da roleta e o jogo tem um vencedor. A pergunta natural
é: Qual a ligacao desse exemplo com a ideia de quebra espontanea de simetria? Pois bem,
para se ter a maior fidelidade possivel com o conceito exato de quebra espontanea de
simetria, toma-se dois momentos distintos do jogo. O primeiro: a roleta girando sem a
bolinha. E o segundo: A roleta girando com a bolinha ji em uma das canaletas. No
primeiro momento pode-se dizer, sem perda de generalidade que, a priori, se tem uma
configuracao simétrica. Alguém, olhando para a roleta sob diversos angulos diferentes
visualiza sempre a mesma cena. No segundo momento, pensando no exato instante em
que a bolinha ocupou uma das canaletas, a simetria inicial se quebra, visto que a cena
visualizada agora pelo mesmo observador anterior se tornou diferente. Como se nao
bastasse, a cena ¢é diferente para qualquer dngulo em que se faga a observacao. Diz-
se a esse respeito que essa nova configuracao ilustra a quebra espontdnea da simetria
e gera-se ai o que se chama de um novo estado fundamental, uma nova cena. Estado
esse nao-simétrico, porém degenerado! Nao-simétrico pois se a cena for pensada como
uma fotografia, a cada adngulo de observacao tem-se uma cena diferente. Degenerado,
pois é possivel obter uma infinidade de possibilidades desse novo estado fundamental
através de uma rotacao da "nova roleta". Vale observar que toda essa situagao se constroi
quando a energia da bolinha assume um certo valor que nao permite a mesma ficar
trocando de canaletas, ou seja, para um valor critico da energia E. da bolinha, quebra-se
espontaneamente a simetria do problema. Essa quebra ¢ dita espontanea haja visto que
a bolinha pode, invariavelmente, "escolher” qualquer canaleta da roleta dependendo do
valor de sua energia. Outro fato importante reside em mencionar que ao se obter tal valor
de energia, chamado anteriormente de F., a configuracao inicial, dita simétrica, torna-se
instdvel, j4 que a partir desse momento gerar-se-4 um novo estado.
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Visto esse exemplo, cabe aqui eneumerar os seus pontos fundamentais. Sao eles: A
simetria em um dado problema é quebrada espontaneamente ao se variar o valor de um
dado parametro, que no caso anterior foi a energia; A configuracao simétrica se torna
instdvel e o novo estado fundamental obtido é degenerado!

Esse exemplo serve para tornar a compreessao do conceito de quebra espontinea de
simetria mais facil. No entanto, por se tratar de uma analogia, obviamente ele nao traz
toda a informacao relevante de que se necessita no contexto da proposta do trabalho.
Embora seja de bastante utilidade, ainda existem pontos fundamentais a serem tratados
aqui, e é sob este aspecto que se volta a atencao a partir de agora.

Em se tratando de teoria quantica de campos a quebra espontanea de simetria é um
conceito extremamente titil, e o exemplo dado acima servird como elemento fundamental
para esclarecer e refinar a concepcao e o entendimento sobre a ideia do que é o vacuo e
como ele estd relacionado com a discussao que aqui se faz.

3.1 O Caso Abeliano

Dando continuidade a discussao anterior, volta-se a atencao para a teoria quantica de
campos. O que comumente em mecanica quantica é definido como estado fundamental,
aqui é chamado de vacuo. Por esse motivo findou-se a abordagem anterior trazendo a
tona esse conceito. Pode-se dizer entao que se busca a partir de agora uma teoria em que
o conceito de vdcuo ganha uma nova conotacao. Desta forma, neste primeiro momento
explora-se, por questao de praticidade, uma situacao na qual se trata a lagrangiana do
campo escalar. Ressalta-se, porém, em concordancia com o que foi visto até o momento,
que a simetria na lagrangiana nao serd partilhada pela solucao do estado fundamental,
seguindo assim a mesma ideia do jogo de roleta no cassino. Parte-se, portanto da expressao
para a lagrangiana do campo escalar complexo, escrita ligeiramente diferente de quando
é citada pela primeira vez em (52), ou seja, toma-se

L = (9,®) (0"®*) — m*®*d — \ (D*D)?, (136)

em que o termo adicional A (<I>*<D)2 representa um termo de auto-interacao do campo P,
sendo A, a priori, um parametro constante. A forma funcional deste termo se justifica
por se requerer que a lagrangiana seja simétrica. Como jd foi mencionado ao longo do
trabalho, o primeiro termo em (136) carrega a dinamica da teoria de forma que o restante
é identificado como um termo de potencial, representado a seguir como V (@, ®*). Logo,
tem-se que

V (D, %) = m2®*d + \ (O*D)>. (137)

Tendo em vista toda discussao inicial é necessdrio obter o estado fundamental da teoria.
De maneira usual, este é obtido a partir da minimizacao do potencial, ou seja, fazendo-se

v
g_q) =0, (138)
tem-se que
2
m
B> = ~o% (139)
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Vale observar que esta condicao somente ¢ vélida no caso em que m? < 0; se nao for assim
a solucao obtida é a trivial, ou seja, = ®* = 0, a qual claramente nao fornece nada de
novo. E bastante coveniente definir

B = a2, (140)

o que fornece imediatamente
|®| = a. (141)

Essa tltima expressao define o chamado valor esperado do vacuo de forma que o potencial
dado em (137) apresenta seu valor minimo ao longo de um "circulo"de raio a, um maximo
local em & = 0, e uma infinidade de vdcuos degenerados, todos relacionados uns com os
outros através de uma rotagao. O ponto crucial dessa abordagem reside em perceber que
os campos fisicos sao obtidos através de excitagoes sobre o vdcuo, ou seja, sobre os estados
que estao ao longo do circulo, e nao fazendo pertubagoes em ® = 0. Devido a geometria
envolvida na situacao apresentada é bastante 1itil e conveniente a utilizacao de coorde-
nadas polares. Nessa representagao, claramente, os campos fisicos devem ser associados a
uma coordenada angular 6 e outra radial p. Como os vacuos degenerados estao todos ao
longo do circulo de raio a, as excitagoes sobre o vicuo certamente nao provocam alter-
acao na coordenada angular, somente na coordenada radial. Esta argumentacao permite,
usando coordenadas polares, escrever o campo ¢ da seguinte maneira

O () = [p, (x) + a] exp [i6 (x)], (142)

em que p (x) representa uma excitagao no estado de vicuo a e 6 (x) o campo fisico asso-
ciado a coordenada angular.

A partir de toda construgao que se seguiu até o momento é natural se questionar sobre
as consequéncias fisicas dessa abordagem. Para isto deve-se, de acordo com a construcao
da expressao (142), reescrever a lagrangiana dada em (136) em termos dos novos campos
p e . Para o termo de potencial dado em (137), fazendo uso da expressdo (142), tem-se
num primeiro momento que

V(®,8%) =m?p? 4 2m2ap +m?a®+ \|p* +4ap® + 6p2a® + 4a®p +a*| . (143)

Usando a condigao (139) juntamente com a definigao (140), a expressao anterior pode ser
mais convenientemente reescrita como

V(®,0%) = A\t 4+ 4hap” + 4ha?p? — Na. (144)

Voltando a atengdo para o termo cinético, ou seja, o termo (0, ®) (0*®*) , com a definicao
em (142), este passa a ser escrito como

©,2) (@2") = (9,0) (9*5) + 5 +a]" @0) 0,6). (145)

Vale observar que s6 é possivel obter esta expressao utlizando-se mais uma vez do fato
de que 0" = ¢g"0,. Juntando as expressoes (144) e (145) a lagrangiana, em termos dos
campos p e 0 finalmente se apresenta como

£ = (0 (#0) + [0 +a] (@0)@,0) - (146)
. [Ap"* FAhap”® + 4ha2p? — Aa4] .
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Pois bem, embora nao se tenha dissertado sobre algumas peculiaridades por trds do for-
malismo lagrangiano, é bem difundido na literatura [8] que ao se escrever uma determinada
lagrangiana, se esta apresentar termos quadraticos nos campos ap6és a quebra espontanea
de simetria, significa que estes representam campos massivos, cujos coeficientes sao os p6-
los do propagador. Sendo assim, da expressao em (146) pode-se obter algumas conclusoes
bastante interessantes. Tem-se nesta expressao um termo proporcional a p/Q, que deve
entao representar um campo massivo, € assim sua massa mi/ é

m? = 4. (147)

Porém, nio se tem um termo proporcianal a #2. Isto significa que a quebra espontanea
de simetria tornou dois campos inicialmente massivos em um campo massivo e outro sem
massa. Este resultado pode ser interpretado de acordo com as caracteristicas do exemplo
discutido. Como os vdcuos degenerados obtidos anteriormente estao todos ao longo de
um circulo de raio a, pode-se dizer que nao se gasta energia para deslocamentos ao longo
deste caminho, afinal se estd no mesmo estado! Em contrapartida, deslocamentos ao
longo da diregao radial requerem gasto de energia, afinal, nesta situacao, invariavelmente,
se passaria para estados mais energéticos, sendo necessdrio vencer a forca restauradora do
potencial para isto.

Nesse contexto é importante mencionar também que pode-se associar uma particula a
esses campos, de modo que surge uma nova concep¢ao acerca do problema discutido, ou
seja, diz-se que a quebra espontinea de simetria implica a existéncia de uma particula sem
massa, mais conhecida como béson de Goldstone. Este resultado, que trata na verdade
de um fenémeno geral, ¢ um exemplo do Teorema de Goldstone [8] .

3.2 Simetria de Gauge

Na secao anterior explorou-se as caracteristicas, ou melhor, as consequéncias fisicas por
tras de todo o contexto no qual se insere a quebra espontanea de simetria quando se
considera a lagrangiana do campo escalar sem levar em conta a interagao com o campo
eletromagnético. O tratamento que se faz adiante é exatamente o mesmo que se fez
anteriormente, com a ressalva de que a lagrangiana em questao agora serd aquela dada pela
expressao (119). No entanto, assim como se fez na segao anterior, esta nova lagrangiana
é reescrita ligeiramente diferente de como se apresenta em (119), ou seja, nela também é
adicionado um termo que representa a auto interacao dos campos escalares. E bom frisar
que a adicao desse termo possibilita que o potencial admita quebra espontanea de simetria,
e nao so6 isso, a minimizacao do potencial fornece um valor nao trivial. O procedimento,
embora andlogo, ¢ apresentado aqui em coordenadas cartesianas e nao em coordenadas
polares, o que traz uma nova visao acerca da quebra espontanea de simetria, porém com
interpretacoes consistentes com o tratamento anterior. Com base nestas informacoes, a
lagrangiana em questao entao é dada pela seguinte expressao

1

Liotar = (D, @) (D"®*) — m*®* D — \ (*D)* — yLaatd (148)

vy
2 . . -
em que o termo A (®*®)”, como no caso anterior, representa a auto-interagao dos campos,

com D,® = (0,+ieA,) P e D'®* = (0" —ieA*)d*. Vale observar que o potencial
associado a esta lagrangiana é idéntico ao expresso em (137), o que leva a conclusao
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simples e direta de que as expressos (139), (140) e (141) continuam vélidas no presente
tratamento. Diferentemente do procedimento anterior, ao invés de se utilizar a expressao
(142) para representar os campos e as excitagoes sobre o vacuo, escreve-se, em coordenadas
cartesianas, os campos segundo as expressoes (53) e (54), com o detalhe de que agora é
necessario adicionar o valor esperado do vicuo a esta expressao, ou seja, toma-se

\/§ .

E necessario agora reescrever a lagrangiana em (148) em funcao do valor esperado do vicuo
a e das componentes do campo ¢, ¢, e ®,, respectivamente. Por questao de praticidade
¢ conveniente trabalhar cada um dos termos em (148) separadamente. Sendo assim, os
resultados a seguir sdo obtidos de forma imediata, ou seja, utilizando a expressao (149) e
escrevendo os termos de maneira adequada encontra-se

¢ (x)=a+

(149)

1
m2d*d :m2{a2+\/§a q>1+§{<1>§+<1>§}} (150)

A (D)2 = A {a4 +2v2a° By + a? (92 + B2) + V20 Dy (D + D) + (151)

1 2
20707 (934 03) } |

Como o tensor do campo eletromagnético nao depende do campo ®, mesmo diante da
redefini¢do dos campos dada em (149), esse nao sofre nenhuma alteragao, o que faz com
que a atencao seja voltada apenas para reescrever o termo associado a derivada covariante
(D,®) (D"®*) . Escrevendo essa expressao de forma explicita tem-se que

(D,®) (D"®*) = (9,B) (0"D*) —ie A D" (9, B) +ieA,d (0"D*)+e? (A,) (AD*), (152)

restando apenas substituir a expressao (149) em cada termo e assim finalmente construir
a lagrangiana desejada. Embora o que se faca aqui seja apenas um tratamento algébrico,
julga-se importante apresentar os resultados a seguir. Sendo assim, com o auxilio da
expressao (149) obtém-se

(Ou8) (") = 5 (0,8:)° + 5 (3,2 (153)

¢? (A, D) (AFD*) = e2a® (A, A) + v/2a (A, A") ®; + % (2 + ®2) (4,47 . (154)

Ao se reescrever os outros dois termos os resultados sao bastante parecidos, haja visto a
similaridade das expressoes. Vale observar que a tnica diferencga entre elas é a troca de ¢
por ®*. Com a substituigao da expressao (149), chega-se a

—ieA"D* (9,®) + ieA,® (9" D) = \/2ea A", Dy + gAM (0,0 Dy — B20"D,).  (155)

Agora, com os resultados de (150), (151), (153), (154) e (155), lembrando ainda que o
tensor do campo eletromagnético nao teve sua forma alterada, pode-se reescrever a la-
grangiana inicialmente apresentada em (148). No entanto, apresenta-se o resultado unica-
mente com os termos relevantes para os propositos do trabalho. O que se quer dizer é que
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de acordo com a secao anterior viu-se que termos quadréticos na lagrangiana representam
campos massivos e assim os termos que sao de ordem superior nao sao relevantes neste
tratamento para a discussao que aqui se pretende estabelecer. Desta forma, a lagrangiana
assume a seguinte configuracao

1 1 1
L= = PP Fut @0 (A7) + 5 (0,80 + 5 (0,92)° - 200°8] +V2ea "0, @, (156)

+ termos de ordem superior.

Nota-se que tanto o campo ®; assim como o campo P, apresentam termos quadraticos
em (156). Isto aparentemente leva a conclusao de que ambos os campos se tornaram
massivos. No entanto, o campo ®, também se apresenta acoplado ao campo A, como
se pode observar no tltimo termo de (156). Uma mudanca de varidveis permite uma
interpretagdo mais clara acerca do resultado até entao obtido em (156). Essa expressao
pode ser reescrita da seguinte maneira,

1 1 ) 0,%2 "

L= —ZF“ Fu + 5 (0,®@1)° — 2\a*®7] + €*a’ {AM + \/%ea} : (157)
o que leva & conclusao de que o campo ®, se torna obsoleto ao se redefinir o campo A,
através da seguinte translacgao,

0, P2
V2ea

Diz-se isso pois, dentro desse contexto, a lagrangiana em (156) se torna

1 1
L= = F"Fu+ e*a® (A, A") + 3 (0,®1)% — 20a P2+ (158)

~+termos de ordem superior,

A, — A, +

e o campo P, nao mais aparece na lagrangiana, .

Tem-se nesta tltima expressao ambos os campos, A, e ®; na forma quadrética, e
nenhum termo acoplado que possa mascarar as caracteristicas fisicas por tras deles. Desta
forma, como jé se viu anteriormente, tanto o campo ®; como A, indicam que se estd
diante de dois campos com massa. No primeiro caso estudado, aquele em que se utilizou
a lagrangiana dada em (136), o campo ®; se tornou massivo apés a quebra esponténea de
simetria e campo P, se apresentou sem massa (béson de Goldstone). No contexto atual,
trabalhou-se a expressao (158) de modo que o campo ®, nao aparecesse na lagrangiana em
nenhuma forma, o que permite dizer que apés a quebra espontanea de simetria o campo
"desapareceu". Nessa situacao, devido a forma quadratica do campo A,, o féton mais
uma vez se tornou massivo. Este fendmeno é conhecido na literatura como fenémeno de
Higgs. Diferentemente do caso anterior, a quebra espontanea de simetria produz agora um
féton massivo e o desaparecimento de um campo ao invés de um campo massivo e outro
em massa. Vale observar, no entanto, que os graus de liberdade associados aos campos,
antes e depois da quebra se conservam. Antes da quebra tem-se dois campos escalares
massivos, ®; e ®y, cada um contendo apenas 1 grau de liberdade associado a eles, e um
féton sem massa, contendo 2 graus de liberdade, totalizando, portanto, antes da quebra,
4 graus de liberdade. Apds a quebra, entretanto, tem-se um campo escalar massivo, @1,
com 1 grau de liberdade, e um féton massivo, contendo 3 graus de liberdade, totalizando,
portanto, os mesmos 4 graus de liberdade que se tinha antes da quebra.
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3.3 O Caso nao Abeliano

Nesta secao explora-se uma lagrangiana considerando graus de liberdade alheios ao espago-
tempo, ou seja, faz-se um tratamento ligeiramente diferente do caso anterior, em que nao
se considera apenas uma componente para o campo escalar . Nesta situacao diz-se que
os campos apresentam graus de liberdade internos, os quais sao representados por um
conjunto de campos, ou seja, & = {®;}, em que o indice i = 1,2,3,...N representa tais
graus de liberdade. A quantidade de campos presentes neste conjunto, ou seja, N, é
exatamente o nimero de graus de liberdade internos do sistema como um todo. Vale
lembrar que nao existe distingao fisica ao se colocar indices internos (indices latinos)
acima ou abaixo das grandezas aqui mencionadas.

Esse tratamento toma como ponto de partida uma lagrangiana que é o foco principal
deste trabalho e é a partir dela que se consegue estimar, num primeiro momento, a massa
de um monopolo magnético. Mas antes é importante mencionar que o campo ® precisa
necessariamente pertencer a alguma representagao do grupo de gauge em questao, e desta
forma essa observacao leva a ideia de que os elementos do grupo, em analogia com os casos
ja estudados anteriormente, devem ser representados por uma transformacao parecida
como (87), ou seja, faz-se

®; () — P; (z) = Uy®; (x), (159)

em que cada elemento do grupo U apresenta-se de uma maneira bem caracteristica. Toma-
se
U (a) = exp [a"T,], (160)

em que a“ representa o conjunto dos parametros do grupo; a = 1,2, 3...d diz respeito a
dimensao d do grupo, ou seja, o nimero de geradores do mesmo, e cada 7T, indica a matriz
correspondente ao gerador das transformacgoes a que pertence o campo. De acordo com
a estrutura sob a qual se constréi a ideia dos grupos de Lie, sabe-se que os geradores do
grupo, para qualquer representacao, satisfazem a seguinte relagao de comutacao

[T T3] = faTe, (161)

no qual f¢ nada mais sdo do que as constantes de estrutura da dlgebra. De (160) segue
que

6U;; = [exp (5aaT“)]ij, (162)
0 que permite escrever em primeira aproximacao e em termos de componentes
O; () — 0; () = 0®; (2) = (60, T%),; D5, (163)
ou, matricialmente -
0P () = (0, T) P. (164)

A partir destas expressoes pode-se fazer os mesmos tratamentos ja realizados neste tra-
balho, ou seja, estudar transformacoes globais (aquelas em que os parametros do grupo
o, sao considerados constantes) e transformagoes locais, em que os mesmos sao tratados
como fungao do ponto do espago-tempo, ou seja, quando «, = «, (x) . Faz-se a seguir um
breve tratamento de ambas situacoes.
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3.3.1 Transformacoes Globais

Como foi dito ao final da se¢ao anterior procura-se agora dar énfase & andlise do caso em
que os parametros do grupo o, sao contantes. Sendo a lagrangiana em questao dependente
tnica e exclusivamente dos campos e de suas derivadas, £ = L (®;,0,9;), a sua variagao
0L pode ser escrita como

_OLBe, oL §(0,%)
N (9<I>Z Saa 0 (a,uq)z> 8Cka ’

5L (165)

Como «, sao constantes, a operacao d,, comuta com a operagao d, o que permite escrever
a partir de (163),

9, (00;) = 0, {(5%:/’@)@ c1>j} (166)

ou seja,

6 (0,®;) = (0a°T,);; 0,9 (167)
Utilizando os resultados dados em (163) e em (167), a variagdo da lagrangiana dada em
(165) pode ser reescrita como

oL oL
— 8@1 (Tc)ij q)j —+ ({Na—llq)z) (Tc)ij 8M<I>j, (168)

oL

da qual nota-se claramente que, da condicao de se tomar
oL =0, (169)

segue naturalmente que

oL oL
T) . = ———
aq)z ( C)z] J a(a#q)z) (

T.),. 9,%;. (170)

]
Este resultado serd de bastante utilidade mais a frente e por isso se justifica a expressao
(170). Outro resultado importante ¢ oriundo da equacao (168). Com o auxilio das
equacoes de Euller Lagrange, dadas respectivamente por

oL oL oL
b 0D, a“a(aﬂcpi)’ (17

multiplicando essa equagao por (T¢),; ®; e substituindo a condigao (170) nesta nova ex-
pressao, rearranjando os termos de maneira conveniente, chega-se a

0L oL
5o (Tc)ij ®;+ 0y {8(8—M (Tc)ij (I)j} =0, (172)

o que significa que a condigao (169) implica a conservagao da quantidade

oL
f=——\""T.® 1
Jc a(a#(p) c= ( 73)

interpretada como uma corrente.
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3.3.2 Transformacoes Locais

Se ao invés dos parametros «, serem constantes eles dependerem da posicao do espaco
tempo espera-se, como ja se estudou anteriormente, que a invaridncia da Lagrangiana seja
quebrada e, por conseguinte, entre outras possibilidades, surja uma nova concepg¢ao de
derivada covariante. Sendo assim, se a, = a, (), tem-se que a expressao (163) continua
valida, ou seja

0, (z) = (5aaT“)ij D, (174)

porém, a expressao (167) ganha um novo termo, ficando assim expressa
Oy (69;) = 9y, (00°) (T2); @5 + 00 (T),; (8,;) (175)

Escrevendo a variacao da lagrangiana

5L LD, L 5(0,%)

= — 1
Sa 0% d0, | 0(0,8,) Oy (176)
e substituindo os resultados dados em (174) e (175), mostra-se que
oL oL oL
L= |—T.®+ ——T1.(0,P)| 6 + ——=T1.90, (6a°) . 1
L 00, +3(8uq>i) (0,9)]| dcx +3(8#CI>) d, (0a°) (177)

No entanto, segundo a expressao (170) o termo entre colchetes é nulo, e como era de se
esperar a variacao da lagrangiana sob transformacoes locais é novamente quebrada, ou
seja
oL
0L =——-7FT.90, (0a°). 178
a (auq)) c 23 ( ) ( )
Assim, fazendo uso do resultado em (173), conclui-se que sob transformagoes locais a
invariancia da lagrangiana é dada pela seguinte expressao

5L = —Jrd, (60°). (179)

O tratamento que se seguiu nesta iltima secao, evidentemente, ¢ um caso geral de toda
discussao que se construiu ao longo do trabalho até este momento, e por isso engloba os
resultados obtidos previamente quando se estudou o campo escalar complexo. Por questao
de praticidade e por querer dar énfase as caracteristicas dos casos estudados anteriormente
preferiu-se introduzir o assunto através dos casos particulares estudados. Sendo assim o
que se pretende a partir de agora é reobter a invariancia da Lagragiana, haja vista que
foi desta mesma maneira que se deu o aparecimento daquilo que se definiu como derivada
covariante, assim como o surgimento do eletromagnetismo dentro da teoria.

A fim de se redefinir uma nova derivada covariante, procede-se, em analogia com o
que se fez ao estudar o campo escalar complexo, introduzindo-se um novo potencial vetor
na teoria, no entanto, segundo a seguinte expressao,

A, =ATT,, (180)

lembrando que T;, sao as matrizes que representam os geradores da dlgebra e os Aj, os
coeficientes da expansao.
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Daqui em diante neste capitulo considera-se que a unidade imagindria i = /—1 e
a constante de acoplamento e na expressao (120) foram absorvidas dentro do potencial
vetor A, de forma que se reescreve a derivada covariante em (120) da seguinte maneira

(D,®), = (0,2 + A,9),. (181)
Com a redefini¢do de A, em (180) tem-se
D,®; = 0,9 + A}, (1) ,;; P, (182)
Da mesma forma como j& se fez diversas vezes ao longo do trabalho, faz-se
0 (Du®i) = 6 (0,9:) + (0AL) (Tu);; @5 + A% (To),; 0P, (183)
Usando os resultados obtidos em (163) e (167), a expressao (183) se torna
5(Du®) = 30t (), (0,85) + AL (TLT.), 5070 (184)
+ (1) i [(Du00°) + (6A7)] . (185)
Com o auxilio da relagao (161), obtém-se que
0 (Du®i) = {(9.60°) + (0A45) } (To)yy, Pi + 6a° (T0),; 0,@; + (186)
+AZf(lz)c (Tb>ik (60°) &y + AZ (TGTG)ik (6a°) @y,
Rearrajando esta expressao de maneira adequada, segue
3(Du®) = 900 (T.),; { 9,0, + AL (L), i} + (187)
(T.);, P {(8#5040) + EA; + da gdAZ} )

Usando a defini¢ao de derivada covariante dada em (182), a expressao anterior se torna
0 (D,®;) = 6a° (T2),; Du®; + (To)y, Pr {(8,00°) + 0 A + 6 f, AL (188)

Vale observar que esta expressao, a menos do segundo termo, apresenta a mesma forma
funcional da expressdo (167), obtida quando se trabalhou a lagrangiana sob transfor-
magoes globais. A ressalva, porém, estd no fato de neste caso a derivada em questao ser a
derivada covariante D,®; e nao a derivada usual J,®;. A fim de que sob transformagoes
locais a nova derivada ja seja covariante, ou seja, se transforme da mesma maneira que o
campo ®;, de acordo com (174), impoe-se a condigdo de que o segundo termo em (188)
seja nulo, o que fornece

0AS = = {(0,00°) + [ AC0a}, (189)

resultando em

5(D,®;) = —D, (6a°), (190)
atendendo a condicao desejada.

Para finalizar esse tratamento sobre o caso nao abeliano cabe aqui uma tltima andlise
que da origem a um resultado altamente importante para o desenrolar da teoria de
monopolos magnéticos sob a perspectiva de t‘Hooft e Polyakov. Diante do quadro es-
tudado até o momento, com a definigdo dada em (181), segue que

[Dw D] = ((%AV) - (avAu) + [A;m Al (191)
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Substituindo (180) nesta expressao e rearranjando os termos de forma conveniente, chega-
se a

Dy, D)@ = (9,A0) T,& — (0,4%) T,& + fo. AL AT, . (192)

0 que premite escrever

[D,. D, ® = F%. T,®, (193)

com
Fo = 0,A% — 0,A% + fLAb AL,

Desse resultado, nota-se que o caso abeliano é reobtido quando [A4,, A,] = 0.
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4 O monopolo de Dirac

Dentro da perspectiva de se criar todo alicerce necessario no qual se estrutura a solucao
de t’Hooft e Polyakov é que se fundamentou o capitulo anterior. Portanto, o caminho
natural a ser seguido seria dar continuidade ao trabalho, explorando detalhadamente
a possibilidade de existéncia de monopolos magnéticos segundo essa teoria. Como se
verd mais adiante, a ideia de t’Hooft e Polyakov pode ser fundamentada, ou melhor,
justificada, a partir de uma generalizagao nao abeliana da identidade de Bianchi para
teorias abelianas. Portanto, da mesma maneira como ja se procedeu ao longo do trabalho,
toma-se como ponto de partida uma lagrangiana, s6 que neste caso para uma teoria nao
abeliana, e buscam-se solucoes das equacoes de campo seguindo condigoes bem definidas.
Essa discussao ¢ realizada mais a frente no capitulo seguinte de forma bastante detalhada.

Num primeiro momento, por julgar conveniente e por se mostrar bastante instrutivo,
se constréi a ideia de monopolos magnéticos a partir de uma generalizacao das equagoes
de Maxwell, mais precisamente, da generalizacao da equacao

- —
V-B=0. (194)

Essa ideia ¢ o ponto central do que se conhece na literatura como O monopolo de Dirac [8].
Ap6s esse tratamento, o trabalho estard completamente voltado a discussao de monopolos
magnéticos segundo o modelo de t’Hooft e Polyakov.

Do eletromagnetismo usual, sabe-se que a entidade magnética fundamental é um dipolo
e nao um monopolo. Essa assertiva, como bem se sabe, estabelece-se segundo a expressao
(194). Portanto, de acordo com essa lei seria absurdo considerar um campo magnético
produzido por uma '"carga"magnética, haja visto que a mesma nunca fora observada
experimentalmente. O que se apresenta a seguir é uma extrapolacao desse conceito,
considerando a existéncia de uma carga magnética g colocada na origem de um sistema de
coordenadas, produzindo um campo magnético radial, da mesma maneira como uma carga
elétrica pontual produz um campo elétrico radial. Esse tratamento, a priori especulativo,
trard a tona condicoes de quantizacao da carga elétrica que, por incrivel que parega,
também surgird dentro da teoria de t’Hooft e Polyakov. De acordo com o que foi dito até
o momento é natural, portanto, considerar que o campo magnético produzido por uma
carga magnética g na origem de um sistema de coordenadas tenha a seguinte forma

5 7
B =g, (195)
o que leva a conclusao direta que
VB =4r6®(7), (196)
em que
0, 7 #0
3~ __ 3

Como ¢ de praxe, a partir do campo magnético gerado por qualquer configuracao mag-
nética, é interessante se obter o fluxo do campo magnético produzido. Nessa situacao,
devido a simetria esférica, o fluxo é obtido de forma bastante direta, ou seja,

O = ]{@ ‘) dS = 41’ B, (198)
S
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em que r representa o raio da superficie esférica que envolve a carga g. Com o auxilio da
equagao (195), o fluxo ¢ pode ser reescrito como

¢ = 47g. (199)

Assumindo que um elétron sofra a agao do campo magnético produzido por esse monopolo,
é possivel escrever a fungao de onda que descreve seu comportamento usando a prescri¢ao
do acoplamento minimo. Na auséncia do campo magnético o elétron estaria livre e a
funcao de onda associada a ele seria

W = ] exp (ia) (200)
em que «, também chamado de fase, é dado por

a=—(p -7 —FEt), (201)

SR

de modo que

¥ = folexp {3 (77 - B}

_ — .~ ,

com h = %, sendo h = 6,62.10734.Js a constante de Planck, 7 o vetor posicao do elétron,
— . . L. .

p o seu momento e F a sua energia. Ao considerar o campo magnético produzido pelo
monopolo, segundo a prescricao do acoplamento minimo, basta fazer

P () 4, (202)

— —

na qual A representa o potencial vetor associado ao campo B. Com essa redefinicao a
funcao de onda do elétron na presenga do campo magnético fica redefinida da seguinte
forma

\I/r—>\11/:\Ilexp{_h—wz-7}. (203)
C

Nessa situagao tudo se passa como se a fase o definida em (201), segundo a transformagao
(202), sofresse a seguinte translacao
/ 6 — —_
ar—a =a——A- 7. 204
= (204)
Esse resultado permite que se obtenha a variacao total na fase o - usando coordenadas
esféricas - quando o elétron descrever um caminho fechado a um raio r fixo, 6 fixo e ¢
variando de 0 a 27. De (204),

Aa=d —a=—¢ A-dl =— [(VxA).dS=— [ B-ds 205
amd—a= g fAdT = [T A s = £ [Bras. o)
o que implica em
Aa = ﬁi fluxo através do contorno. (206)
c

Esse resultado expressa o ponto mais critico da ideia de monopolos magnéticos segundo
a concepcao de Dirac. Isso porque o fluxo através da superficie delimitada pelo contorno
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C que envolve o monopolo nao é constante para todo 6, o que leva a uma singularidade
no fluxo como se vé adiante. Faz-se essa andlise tendo a figura a seguir como referéncia.

O monopolo e o fluxo do campo

Nao é dificil perceber que a medida em que § — 0, delimita -se uma calota na superficie
da "esfera'"cada vez menor, convergindo a um tnico ponto, fornecendo, portanto

¢(r,0) = 0. (207)

Em contrapartida, quando # — m, o contorno pode delimitar duas "regioes"distintas, ou
seja, a0 mesmo tempo que pode-se pensar no contorno delimitando toda superficie da
esfera, pode-se pensar que o mesmo converge novamente a um ponto. E isso leva a duas
situacoes diferentes, uma em que o fluxo total é méximo e outra em que ele é minimo, ou
seja

o(r,m) =4mg (208)

e também

o(r,m) = 0. (209)

Esses resultados levam claramente & interpretacao de que o fluxo ¢(r, 7) é inconsistente
emf=m.

Vale observar, no entanto, que a expressao (206) se origina a partir do potencial vetor
A Isso conduz a interpretacao de que, para se ter um fluxo singular em ¢ = 7, o potencial
vetor j4 deve trazer intrinsicamente essa singularidade. E interessante notar que qualquer
que seja o raio da esfera, a singularidade sempre estard presente no mesmo ponto, ou seja
0 = 7. Isso permite extrapolar a ideia de singularidade em um tinico ponto. O que se
quer dizer é que se for considerado vérias esferas concéntricas, todas com a singularidade
em ¢ = 7, o que se obtém essencialmente é uma corda singular. Portanto, nessa situacao,
tudo se passa como se todo o eixo z negativo fosse singular.

Pode-se encontrar uma condi¢ao de quantizacao para a carga elétrica impondo que
sua funcao de onda seja univoca, ou seja, bem definida. Para isto, basta impor que a
variagdo A« dada em (206) obedeca a

Aa =27mn, com n inteiro. (210)
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Usando as expressoes (199), (206) e (210), conclui-se que a imposi¢ao de se querer uma
funcao de onda bem comportada para o elétron em qualquer ponto do espaco, as cargas,
elétrica e magnética, se relacionam através de uma condicao de quantizacao, ou seja,

eg = 1nhc. (211)
2
Esse resultado é conhecido na literatura como condig¢ao de quantizagao de Dirac.

Essa seria uma possivel explicacao para que a carga elétrica seja quantizada. No
entanto, vale lembrar que este resultado foi obtido a partir de uma imposi¢ao, sem jus-
tificativas fisicas acerca da equagao (194). Poderia se dizer, no entanto, que se existirem
monopolos magnéticos a carga elétrica deveria ser quantizada e o presente tratamento se
sustentaria. Entretanto, o fato das cargas elétricas serem quantizadas nao implica nec-
essariamente que existam monopolos magnéticos. A justificativa poderia ser advinda de
outro tipo de fendmeno. Para efeitos de comparacao futura, num sistema de unidades em
que ¢ = h =1, a relacdo (211) se torna

1
eg = —n. (212)
2

A essa altura, dentro do contexto em que se desenrolam as caracteristicas de quanti-
zacao da carga elétrica segundo a abordagem de Dirac, volta-se a atencao essencialmente
para a singularidade intrinseca que o potencial vetor deve carregar consigo. E bastante
elucidativo pensar na questao da singularidade do potencial vetor imaginando as possiveis
projecoes dos pontos da superficie de uma esfera sobre um plano horizontal na qual ela
repousa. Com excecao do polo norte, qualquer ponto da superficie desse esfera, através
de uma reta tangente & mesma no ponto considerado, pode ser projetado no plano. Esse
exemplo ilustra de forma bastante intuitiva que nesta situacao, como o polo nao pode ser
projetado, o mesmo deve ser visto como um ponto singular. Vale observar, no entanto,
que se for tracado um plano tangente no polo norte e se buscar as projecoes dos demais
pontos sobre esse plano, o polo sul, ¢ que se tornaria o ponto singular - nao projetado. Essa
analogia direciona & interpretacao de que a singularidade do potencial vetor, dependendo
do sistema de referéncia, localiza-se em um dos polos.

Pode-se pensar, portanto, que é possivel se obter duas regides bem comportadas (ex-
cluindo um dos polos) escrevendo-se dois potenciais regulares, um para cada regido,
através de diferentes contornos sobre a esfera. De acordo com o exemplo dado acima,
usando coordenadas esféricas, os pontos singulares seriam # = 0 e § = w. Mas, mais
importante do que entender a localizacao dos pontos singul_a)res, ¢ lembrar que estes cam-
pos A devem, obviamente, fornecer os mesmos campos F e B. Sendo assim, sé se é
possivel satisfazer essa condicao se estes campos estiverem relacionados através de uma
transformacao de gauge.

A equacao (196) mostra claramente que o potencial vetor A, é singular, haja vista
que se nao o fosse, indubitavelmente, ter-se-fa como rela¢ao fundamental a equagao (194).
Falou-se anteriormente em trabalhar com duas regioes distintas; uma que excluisse o polo
sul - designada por regiao A, e outra que excluisse o polo norte - regiao B. Os potenciais
vetores associados a essas duas regides (em coordenadas esféricas) que, claramente devem
apresentar trechos em que se sobrepoe e que sao bem comportados em suas respectivas
regioes, podem ser escritos como

1 — cos0)

A = 0; Ay =0 e Aj= 9! para a regido A, (213)
r

sin 0
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1 0
Ab = 0; Ab =0 e AZ, = —QM para a regido B. (214)
r sinf
Dessas expressoes segue diretamente que
29
Ab = A0 — 2 215
¢ rsing’ (215)

ou seja, embora se utilize diferentes potenciais para cobrir as duas regioes da esfera, ambos
se relacionam através da expressao anterior, que pode ser escrita como uma transformcao
de gauge, ou seja, definindo

S = exp (2iged) , (216)
constata-se que
1 _ 2g
_8V,.ST = — 217
e Vo rsinf’ (217)

de modo que a relagao (215) se torna
Ab = A2 - éSWS*l. (218)

Essa forma funcional representa uma transformacao de gauge do grupo U (1), corrobo-
rando a assertiva feita anteriormente.
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5 Monopolo de t‘Hooft e Polyakov

5.1 Solugao

A partir desse momento concentra-se a discussao que aqui se faz no cerne do trabalho,
ou seja, monopolos magnéticos segundo a abordagem de t‘Hooft e Polyakov. Tendo como
alicerce toda estrutura desenvolvida até os capitulos anteriores, este, em particular, pode
ser redigido de forma um pouco mais direta, no entanto, nao menos cuidadosa do que
os outros. Procura-se apresentd-lo nesses moldes a fim de que se evite um tratamento
redundante com aquilo que ja fora discutido e apresentado em alguma se¢ao ou capitulo
passado. Como nao podia ser diferente, haja visto a similaridade dos procedimentos
que aqui se adotard, toda andlise dessa teoria também tem como ponto de partida uma
lagrangiana particular, um pouco mais geral do que aquelas que foram estudadas até
entao, no entanto com uma forma funcional j& utilizada aqui. Cabe, porém, antes de se
dar infcio & discussao e apresentar as caracteristicas da solucao de t‘Hooft e Polyakov,
discorrer um pouco sobre a motivagao de se "procurar"monopolos magnéticos e estimar
sua massa e carga segundo uma teoria nao abeliana.

Quando no capitulo passado se apresentou o monopolo de Dirac iniciou-se a discussao
comentando brevemente que a solucao de t‘Hooft e Polyakov tinha como fundamentacao
uma generalizacao da identidade de Bianchi. O que se quer dizer é que, tendo em vista as
equacoes de Maxwell, nao haveria qualquer razao para despender tempo a procura de uma
particula que, por construgao, nao existiria. Isso, no entanto, em uma teoria abeliana;
aquela na qual a identidade de Bianchi se escreve

OuFop + 0o Fpy + 0sF 0 = 0. (219)
Essa expressao exprime como consequéncia imediata que
- —
V.-B =0, (220)

de forma que a construcao da teoria de Dirac acerca dos monopolos magnéticos se mostra,
de fato, mais como um tratamento especulativo do que realistico. Isso porque, por con-
strucdo, a equagao (220) se sustenta invariavelmente. Nesse contexto, toda tentativa de
se procurar monopolos nao deveria passar, num primeiro momento, inica e simplesmente,
de especulagao.

O que é interessante mencionar é que ao se permitir uma generalizacao da identidade
de Bianchi (em teorias nao abelianas), trocando as derivadas usuais na equagao (219) por
derivadas covariantes, ou seja, fazendo

D, Fgs+ Dol + Dslly, =0, (221)
em que a representa um indice inerente ao espago interno do campo, é possivel que
0, F35 + 0l + 0pFy, # 0, (222)

o que poderia levar &

VB #0, (223)

justificando, por conseguinte, a procura por monopolos nessa nova teoria.
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Como j4 foi externado em sec¢oes anteriores, uma teoria abeliana difere de uma teoria
nao abeliana, entre outras particularidades, pelo fato de que os geradores da dlgebra por
tras daquela teoria nao comutam entre si. Pode-se falar também que sao associados aos
campos fisicos graus de liberdade internos, diferentemente de uma teoria abeliana, em
que os campos nao sao indiciados, nao apresentando, portanto, estrutura interna. Sendo
assim, seguindo passos muito parecidos com aqueles ja executados ao longo do trabalho,
inicia-se a discussao tomando como ponto de partida a seguinte lagrangiana [9]

1 i m2 1 I LUV
L= (Duty) (D) = - dudi — M) — TF, I, (224)
em que ' ‘ '
Dqu’L = a,u(bz —+ €€Z'jkAL¢k, (225)
F., = 0,A! + ee"* Al AL (226)
e ..
Eijk = €Z]k. (227)

Vale observar que as grandezas que aparecem na expressao (224) sao as mesmas que
aparecem na equagao (148), com a ressalva de que associou-se graus de liberdade internos
aos campos. Uma observacao importante reside em ressaltar que o pardmetro e que
aparece nas expressoes (225) e (226), neste momento, ainda nao apresenta interpretagao
fisica. Identificando em (224) o termo de potencial

2
V= %m + A (0:60)°, (228)

obtém-se, minimizando-o, e considerando m? < 0,

2
o = - = F*, (229)

correpondendo ao valor esperado do vacuo. Ao se perceber a forma funcional desta ltima
expressao, mais adiante, procurar-se-a solugoes para as equacoes de campo que, além
de serem independentes do tempo, sejam esfericamente simétricas. Porém, antes disso,
assume-se uma direcao para o valor esperado do vicuo de acordo com toda a discussao que
jé se fez ao longo do trabalho, e assim quebra-se espontaneamente a simetria do problema,
criando toda a base para o desenvolvimento da secao. Sendo o eixo z a direcao escolhida
para o vicuo, pode-se dizer que os campos fisicos associados a esta condi¢ao devem ser
dados, respectivamente, por

¢1,5 Oy € ¢35 =X+ F, (230)

em que x representa as excitagoes sobre o estado de vacuo F'. Quebrada a simetria do
problema, procura-se agora obter o espectro pertubativo da teoria, ou seja, procurar o
contetido de particulas associado a teoria a partir de excitagoes sobre o estado de vacuo.
Mas para isso, como se fez em casos anteriores, deve-se reescrever a lagrangiana em (224)
considerando apenas termos quadraticos nos campos. Utilizando as expressoes (225),
(226), (229) e (230) demonstra-se que, termo a termo, tem-se as seguintes expressoes
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5 (D,0) (D°6) = 5 {06, + 00 + (0,0)%} + b~

2F2
—{(0u61) A5 — (9u02) At} + = { (42)" + (4))"} (231)
2
500 = AP} + 63+ X°), (232)
—M¢i,)* = =X (2F?¢7 + 2F2¢5 + AF*\* + 2F* ) (233)
© 1 1
— P F = = {04, - 0,4, (234)

Juntando essas 4 ltimas expressoes obtém-se a seguinte lagrangiana (de termos quadrati-
cos somente!)

L= {0007+ (@uba + (00} + eF(0,00) A5 — (0uo) A} (239)
e’F?
+ 2

{(42)"+ ()7} = 1ra® - % (0,41 — 9,41 )"

Como a quebra espontanea de simetria do grupo de gauge associado ao presente trata-
mento se refere a quebra de SO (3) — U (1), é esperado que apenas dois campos, apos a
quebra, adquiram massa. E é extamente isso que se constata na expressao (235). Nota-
se, dessa expressao, que as duas componentes do campo A, Ai e A}H apos a quebra
espontanea de simetria, de fato, adquirem massa, dadas pela mesma expressao,

2
Meampo A = \/7—€F (236)

e a terceira componente do campo escalar ¢ também adquire massa, ou seja,

Meampo ¢ = 2FVA. (237)

Estes resultados mostram mais uma vez, como ja se demonstrou ao longo do trabalho,
a aquisicao de massa por parte dos campos apds a simetria do problema ser quebrada
espontaneamente escolhendo-se uma diregao particular para o védcuo.

Vale ressaltar, no entanto, que a busca pelo espectro pertubativo da teoria exclui
essencialmente termos de ordem superior nos campos. Nesse contexto, os termos de
ordem mais alta nao tinham nenhuma representacao e por isso foram desconsiderados.

O que se quer agora, com o espectro pertubativo em maos, é procurar uma solucao
cldssica das equacoes de campo. H& pouco foi dito que tendo em vista a simetria do prob-
lema, é conveniente procurar solugoes que sejam independentes do tempo e esfericamente
simétricas. No entanto, atender a essas condicoes da forma mais eficiente possivel requer
o uso de algumas transformacoes. Por esse motivo, a partir de agora redefine-se os campos
A e ¢ através das seguintes expressoes

Go (7,1) = ¢y = 1aQ (1) (238)

AZ (iL', t) = AZ - EuabTbW (7")’ (239)
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em que r, = (z,1,2) e r2 = r?. Mas antes de se ater a essas condigoes, é interessante

reescrever a lagrangiana dada em (224) explicitamente em fungao dos campos de acordo
com as equagoes (225) e (226). Num primeiro momento tem-se (haja visto que p = 0 -
solugao independente do tempo)

Di¢, = 0;(raQ) + €capee ' rir. W Q (240)
ou melhor, usando o fato de que
Eapee™ = 096% — 070¢, (241)
chega-se a

D;¢* = Q(Sz + 7, (0;Q) + eé?rQWQ —eryriWaQ, (242)

em que J; representa uma delta de kronecker. Procedendo da mesma forma com a ex-
pressao em (226), fazendo uso da defini¢ao (239), conclui-se que

Fé — 2sijaW + €jakTk (81W> — EiamTm (@W) + egijnrarnW2' (243)

ij
A partir dessas expressoes, (242) e (243), obtém-se as contragoes (D;¢") (D¢, )e (Fgk) (F7).
Sendo assim, conclui-se que
(Di¢") (D'¢,) = 3Q° + 2r,Q (8,Q) + 4er*WQ* + r* (3:Q) (0'Q) + (244)
+2e*r W2Q3.
Usando novamente a condigao em (241) chega-se também a
(F2) (F*) = 24W? + 16Wri(9'W ) + 8eW?r? + 2e*r* W + 4r? (O'W) (9;W) . (245)

Estes resultados fornecem, portanto,

1 , .
L=— {24W? + 16Wri(0'W) + 8eW?™r? + 2e*r*W* + 4r? (O'W) (W)} —

—% {3@2 4 2r;,Q (0;Q) + 4er*WQ? + r* (0;Q) (8’@) + 2627’4W2Q2} —

—1M2T2Q2 - 1)\ (r'Q*) — =AF™. (246)
2 8 8
E fundamental pontuar que o dltimo termo (constante) nao advém do processo natural de
resolugao do problema. Este é inserido na lagrangiana dada em (246) de maneira ad-hoc.
Mais adiante, ao se estimar a massa do monopolo magnético, justifica-se esta insercao.
Neste momento volta-se a atencao para a solucao das equacgoes de campo.

No capitulo 2, por um abuso de linguaguem a densidade de Lagrangiana, represen-
tada por L, passou a ser chamada apenas de Lagrangiana. Vale lembrar que, de fato, a
Lagrangiana L do problema em questao deve ser calculada a partir da seguinte expressao

1

L= / L dr. (247)

Sendo assim, a partir de (246), tem-se

41



> AW \? AW 1
L= / drridr {—7“2 (—> — WL W2 — 2er2 W3 — 2Pt
0 dr dr 2

1 2
2 dr dr 2

4

Com a Lagrangiana em maos, resta agora resolver as equacoes de Euller-Lagrange do
problema. Sendo assim, da expressao (45), tem-se a necessidade de se resolver

oL oL
0, { 51 &W)} ~ S =0 (249)

De acordo com esta expressao obtém-se, a partir de (248),

1 1 1
-+—Apﬁr%92—-§ArﬂQ4—-gAE“}. (248)

d dW
dr

aw
2r4d— + 4r3W} = r? {4rd— + 12W + 6er?W? + 2243 + 267’2Q2
r T

+2*r WQ} (250)

Tendo em vista a forma bastante complicada da equagao (250), se torna invidvel procurar
uma solucao exata e fechada para este problema. O que se pode fazer, e é exatamente o
procedimento que aqui se adota, é procurar solugoes assintéticas que estejam de acordo
com as condigoes de contorno do problema. Portanto, a fim de que no infinito, ou seja,
fora do monopolo magnético, se recupere o valor de vicuo da teoria, deve-se impor, para
r — 00, que

Q (r)— a (251)

r

W (r) —ar ™, (252)

em que a e n sao, a principio, constantes a serem determinadas de modo a corroborar
a condicao (251). Utilizando as formas assintéticas acima na expressao (250) conclui-se,
portanto, que

ar*" (4 —2n) (3 — n) = —danr®™" + 12ar® ™" + 6ea’r* " 4 2e2aPr5 3"+

+2eF?r? 4 2e%aF2rt ™. (253)

Verifica-se que a solucao desta equacao é dada respectivamente por

n=2 (254)
¢ 1

— 2

a . (255)

Estes ressultados dao forma para as solugoes dos campos ¢, e A}, dados nas expressoes
(238) e (239). Dos resultados obtidos em (254) e (255) e segundo as formas assintéticas
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dadas em (251) e (252) tem-se para r — oo, de acordo com as expressoes (238) e (239),
que

a b
WH = _5uabﬁ (256)

Qu — F% (257)

Seguramente, estes resultados ilustram um dos pontos mais importantes da andlise que
aqui se constréi. E a partir deles que a concepcao de monopolos magnéticos se alicerca.
Como se vé logo adiante, é possivel reconstruir uma nova forma para o tensor do campo
eletromagnético F),, de maneira a se identificar um campo produzido por uma carga
magnética, ou seja, um monopolo magnético. Dentro dessa concepcao, antes de se fazer
qualquer conjectura acerca dessa nova reconstrugao de F),,,, ¢ bastante importante verificar
como os comportamentos assintéticos dados em (256) e (257) influenciam em algumas
estruturas ja estabelecidas pela prépria teoria. Sendo assim, a pergunta a que se quer
responder é: como ficam redefinidas as estruturas dadas pelas expressoes (225) e (226)
quando levadas em conta as condigdes (256) e (257)7 Pois bem, lembrando que deve-se
desconsiderar 1 = 0 (solucao independente do tempo) e fazendo uso da expressao (241),
tem-se que
Di¢a = ai¢a + egabcA?¢c7

se torna I 7
Dig, = —0, — FIo — 5l 4 FI2 — . (258)
r r r r
De forma andloga, tem-se que
F = 0;A% — ;A7 + ecapc AVAS, (259)
com . 5
Eiaj
0.4 = { w5y ﬁgmlrm} , (260)
1 Eiai 2
0, A7 = - {— TQJ + ﬁgiakrjrk} ; (261)
¢ 1
esabcAi-’A;? = —eﬁsjmrarn. (262)

As ultimas expressoes obtidas, ou seja, as expressoes de (258) a (262), como foi dito
anteriormente, permitem uma nova construgao para o tensor do campo eletromagnético.
Essa definicao, aparentemente nada trivial, consegue recuperar o carater abeliano da teoria
em estudo e com isso fazer inferéncias acerca das caracteristicas do eletromagnetismo
usual.

A proposta para o tensor F),, se faz através da seguinte expressao

1 1
B = 5%1% - efégeabcsba (Dudy) (Dy@e) - (263)
Este ansatz permite reescrever o tensor F), de forma bastante simples, haja vista os
resultados dados nas expressoes de (258) a (262). Essa ultima relacao, dada em (263), é
amplamente justificdvel! E invariante de gauge e apés a quebra espontanea de simetria
recupera o F),,, usual. Como se nao bastasse, essa nova definigao traz a tona a informacao
de que o pardmetro e, até entao sem interpretagao, representa a carga elétrica, pois como

43



se afirmou hé pouco, a expressao anterior retoma o eletromagnetismo usual. Apenas com
o auxilio da expressao (258) tem-se que

1

Fo = —¢,F" (264)

¢ a” pve
Sendo assim, de acordo com as demais expressoes, nao esquecendo da forma de ¢, dada

em (238), constata-se que

1
Fi‘ = _ﬁgi‘jaru- (265)

Do eletromagnetismo de Maxwell, como bem se sabe,
F@'j = _5ijkBk7 (266)

o que leva a conclusao de que a configuracao em estudo produz um campo magnético da
forma

Tk

By = (267)

ﬁu
0 que corresponde ao campo magnético produzido por uma carga pontual. Nota-se que,
por construcao, Fp; = 0,isto é, a configuracao nao carrega carga elétrica. E claramente, o
fluxo produzido por essa configuragao seria

4
Fluxo = —, (268)
e

e a condi¢ao que se estabelece, comparando as expressoes (199) e (268), se torna
eg = 1. (269)

que é compativel com a relagao (212) quando n = 2.

E claro que diante de um resultado como esse, a pergunta natural que se segue é:
Porque a condigao obtida em (269) s6 é valida para n = 2?7 Afinal, segundo o tratamento
desenvolvido na abordagem de Dirac, nao houve nenhuma restricao quanto ao nimero
inteiro n. Este surgiu naturalmente do processo desenvolvido. Mais adiante, de acordo
com os cdlculos da massa e da carga do monopolo, usando de argumentos de topologia,
justificar-se-4 a compatibilidade dessas expressoes.

5.2 Massa

A solucao anterior traz a tona um resultado bastante curioso, ou seja, seguindo uma
abordagem nao abeliana, conseguiu-se vislumbrar a possibilidade de existéncia de um
monopolo magnético. E nao somente isso! Especula-se a possibilidade de existéncia da
particula, estima-se como a carga magnética estaria associada a carga elétrica e uma
possivel relacao de quantizagao entre as duas grandezas também ¢é apresentada.

Nessa secao em particular extrapola-se a abordagem fazendo mencao & massa que essa
particula tem. Vale observar, no entanto, que a solucao que se conseguiu anteriormente
se fez para um caso estaciondrio, ou seja, era uma solucao independente do tempo. Sendo
assim, obter uma expressao para a massa da particula se torna um trabalho meramente
algébrico. Isso porque num sistema estaciondrio nao se tem cinética e a massa pode ser
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obtida via lagrangiana. Basta lembrar que, sendo 7" a energia cinética do sistema e V' o
potencial associado, num sistema estacionério,

L=T-V ==V (270)
e a energia fica
E=T+V =V. (271)
Assim,
E=—-L. (272)

Dessa forma, num sistema de unidades em que ¢ = 1, a massa do monopolo seria dada
por
m= —1L, (273)

com L dado por (248). A fim de escrever essa expressao de uma maneira que fique claro
que a mesma representa a massa da particula, é lancado mao de quatro transformacoes
que incutem parametros adimensionais na expressao da massa. Sao elas

w Q A
U e 1= eF? v=elr ¢ b=
Na expressao (248) aparecem termos de derivada, % e %. Utilizando os parametros
definidos em (274) deve-se reescrever essas derivadas. Conclui-se, portanto, que
aw 5 3 dw
—— = 275
dr ‘ dx (275)
¢ dQ d
2 23 49
— = F°—. 276
dr c dx (276)

Estes resultados permitem escrever a massa do monopolo em termos de uma integral
adimensional, dada pela seguinte expressao

4:7T o0 dw 2 dw
Mmonopolo ~ _2F€/ 1‘2 {1‘2 <—> + dwx (_) + 6F2w2—|—
e 0 dx dx

1 1, (dg\’ d 3¢°
+20%0°% + —xtwt + =a? ach + xq ach + 20 + 222w + wiatg®+
2 2 dx dx 2

1 1 1
—Zﬁxzqz + §5$4q4 + gﬂ} d. (277)

O mais importante desse resultado reside no fato dessa integral ser adimensional e o seu
resultado variar muito pouco quando se varia o parametro § [10] dado em (274). Isso
permite escrever a massa do monopolo da seguinte forma

47
Mmonopolo ~ 6_2Mw C (6) ) (278)

em que M, ~ eF & a massa do béson vetorial e C' () é o resultado da integral. Para
grandes variagoes do parametro 3 vale citar que C' () mantém o valor aproximadamente
constante em torno de 1,1 a 1,4. Em [10] mostra-se que a adi¢do do termo constante a
lagrangiana (/3/8) torna a integral convergente, possibilitando sua resolugao nimerica via
funcgoes tentativas.
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5.3 A carga do monopolo

Esta secao encerra o trabalho. Tendo em vista que se procurou, através do formalismo
que aqui se desenvolveu, entender as principais caracteristicas e fazer conjecturas sobre
a possibilidade de existéncia de monopolos magnéticos, busca-se agora, num ultimo mo-
mento, fazer outro cdculo que rotula a solucao. Volta-se a atengao para a carga que o
monopolo magnético carrega consigo. Para fazer inferéncias sobre a carga utilizar-se-d
alguns resultados ja obtidos na secao anterior. Porém, algumas conjecturas sao incutidas
apenas nesta se¢ao mesmo. Para dar fnicio ao tratamento defini-se uma corrente, K*, que
nao representa uma corrente de Noether como j& se utilizou no fnicio do trabalho. Essa
corrente ¢ definida a partir da seguinte expressao [11]

1 vpo
Kt = et 0,F . (279)

em que F),, é dado em (263). Como o tensor de Levi-Civita é antisimétrico pela troca de
2 indices quaisquer, de imediato segue que

9, K" = 0. (280)

Antes, porém, de usar esse argumento, atenta-se a estrutura exposta em (279). Com

- ~ . ~a b ~b b C o°
auxilio da expressao (263), e definindo ¢ = o o = G e o = ‘5> tem-se que

Kb — %5“’4)‘7&/ {gapga . %gabﬂ (Dﬁ) (Dﬁ)} . (281)

Para trabalhar esta expressao faz-se necessario nesta etapa definir,
A, =¢ A (282)
Dessa definicao, segue imediatamente que

0" (0,45) = 0,4, — (9,0") 45 (283)

-~a

0" (0,43) = 0,4, — (0,0") Az, (284)

Novamente, apds a quebra espontanea de simetria, tem-se o campo abeliano usual. Essas
expressoes servem para reescrever de forma mais conveniente possivel a expressao para
K* dada em (281). O primeiro termo, em particular, fica melhor expresso como

3F = 0,4, — 0,4, - (a,,@“) A (aﬂ) A 1 ez ALAC, (285)
O segundo termo a ser trabalhado na expressao (281) é o termo de derivada covariante.
Tendo em vista que

D3 =0, + et AL (286)

Dyd = 0,8 + e AT (287)
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os cédlculos a serem realizados sao bastante longos, pois é necessario fazer a contracao
~b —~
(D,¢ )(Dggﬁc). Claramente esta contragio, em termos de (286) e (287), ¢ dada por

~b ~c ~b ~c i iAj ~cC crs Ar S ~b
(D )(Dotd ) = (8,0 ) (050 ) + e Ayd (050 ) + e AL (9,0 )+ (288)
+-e2eb Aipaj grs A;&;S :
Utilizando-se mais uma vez da expressao (241), é possivel reorganizar todos esses ter-

mos numa forma mais compacta e junta-los com a expressao (285). O resultado dessa
combinagao estd expresso logo abaixo

Fro = 0,Aq — 0,4, — (aﬁ) A+ (a,@“) AL 4 ey ALAS+

et (00) (0.0) + 348 (0,8) - T a8 (0.8) -3 zd (0,0) +
L (apa”) + e GG ALATG — ecm AT ATS (289)

Finalmente, reescrevendo essa expressao, chega-se &
1 ~a ~b ~c
Foo = 0yAy — 0y Ay — ~aped (ap(p ) (ao(p ) . (290)
e

Com isso, a expressao para K* dada em (279) ou, equivalentemente em (281), se torna

Kt = meog, 9, {3"(2,9) (96} (291)
8me
Esta expressao, como se verd mais adiante, elucida as propriedades da carga que o
monopolo carrega consigo.
Da expressao (280), como j4 se fez ao longo do trabalho - mais precisamente no capitulo
2 - pode-se, utilizando a generalizagao do teorema do divergente, associar a essa corrente
uma grandeza que se conserva. Afinal, se

O,K" =0
entao
M = / KB
se conserva, ou seja,
dM - A
= O, K'd>r = | K'do; = 0. (292)
Dessa construcao segue, segundo a expressao geral para K*, que
1 Voo ~a ~b ~c
Kb ((07) (0) (05)) o
e assim )
.. ~a ~b ~c
M=—— [ &k, 8, {¢ (ajgb ) (akqs )}d%. (294)
8me Jy

47



Usando novamente o teorema do divergente generalizado, chega-se a

Y {5” (@j?bb) (aﬁ)} (dS?). (295)
8me Jsup g
no qual (dS?), representa um elemento de superficie no espago interno [12].

A fim de compreender como o mapeamento que aqui se estabeleceu enriquece a anélise
da carga do monopolo, reconstréi-se o elemento de superficie, dS?, introduzindo dois
parametros, o e s, representando os angulos polar e azimutal. A ideia, num primeiro
momento, é apenas redefinir o elemento de superficie. Para isto parte-se da seguinte

expressao

ox™ Ox™

da SimnE
2 - 8ap aaq

dS? = (296)
com p,q=1,2.

Esta relacao, aparentemente complexa, nada mais é do que uma generalizacao do
Jacobiano de uma transformagao de coordenadas. Julga-se bem adequado justificar esta
expressao antes de se dar prosseguimento ao trabalho. Para isto, toma-se um caso bastante
simples, a transformagao de coordenadas cartesianas (z,y) para polar (r,0).

Como bem se sabe o Jacobiano dessa transfomagao é dado por

Ox 0 Ox 0
_Jroy  groy (297)
or 00 06 0or
Nao é dificil perceber, no entanto, que uma primeira generalizacao dessa transformacao
pode ser elaborada pensando numa transformagao geral da forma {z'} — {a'}. De co-
ordenadas cartesianas para polares tem-se, por exemplo, z* = (z,y) e o' = (r,0), com
i =1,2. Da expressao (297), nessa nova representagao, pode-se escrever que
ozt 9z Ozt Ox?

S = dal 0a2  0a2 dal’ (298)

a qual por sua vez pode ser reescrita como

1 ox™ Ox™

2 P day, Oay’

J = (299)

com (m,n) = (1,2), assim como (p, q) = (1,2) . Isto porque, por construgao, os elementos

dessa expressao que sao diferentes de zero sao aqueles em que m # n e p # ¢, 0 que

justifica o fator 1 em (299). Dessa forma, a expressao (296) se refere ao caso geral de

transformacao de coordenadas em 3 dimensoes.
Sendo assim, nesse novo sistema de coordenadas, voltando & discussao inicial, tem-se

que

0¢" Do
;" = ——2L.
¢ da, Ox' (300)
De acordo com as expressoes (296) e (300), a expressao para M dada em (295) se torna
1 1 0x™ 0x" ~a 8q§ )6 ng 3Je!
M=—-— d ? i imn abe J u 1
8me @ {26 ikEimne" Epg Oday, oy~ Oy 02 Oavg Ok } (301)

Essa expressao pode ser reescrita de modo a fornecer um resultado extremamente con-
veniente, no entanto deve-se reformular como se dd cada contracao acima. Sendo assim,
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vale a pena elucidar cautelosamente cada uma dessas contragoes. Portanto, é conveniente
usar

cijpe™ = {6,008 — 5k 61} (302)
em seguida, agrupar

mn 00, Oy O, Doy Dy Dag
e oxd dz* ~ Ox,, Oz, Oz, O, (303)

Usando este tltimo resultado, tem-se que

da, da, O, ag | O™ D™ "o
{8xm ox, O, 8xm} OJay, Oay, = 004 = 940 (304)
Assim,
~b e ~b e ~b _~c
res _ sresy 09 09 99 99 0p 09
{0305 = 0,03} da, oy Oy, Doy, Oy Davy,’ (305)
Fazendo finalmente a contracao dessa expressao com ¢,,, tem-se
~b _~c ~b _~c
00’ 06" 96 05"\ _, 96 05 306)
Oay, 0oy Ooyg Oy ©pa Doy, Dy

Desse modo, a quantidade M conservada, quando escrita em termos das novas varidveis,
se torna
1 do? &;a ng 8¢
= —— O E gbeEpg
8me Jsup (o)’ 8aq
Certamente, o mais significativo dessa construcao estd na semelhanca da forma funcional

do elemento de superficie no espago coordenado definido em (296) com a expressao

(307)

1 99 99

—da EabcEpg 5a 8% (308)
que é facilmente identificada em (307). Nota-se que essa iltima expressao representa,
assim como em (296), um elemento de superficie. Entretanto, ndo no espago coordenado
usual e sim no espago interno. Por isso ¢ conveniente, por questoes de praticidade, definir
(308) como 225 de modo que a expressio (307) possa ser reescrita como

M = _L dQS((lint) aa _

4rre

1 z
28 = =, (309)

4re e

em que qAba representa um isoversor e [ inteiro, fornecendo uma relacao de quantizagao
para a carga do monopolo [13]. Interpreta-se, portanto, que M fornece o niimero de vezes
que a esfera interna é coberta conforme o espago coordenado é varrido. A carga M é
obtida entao através do teorema de Kronecker. Em particular, pode-se mostrar que esse
mapeamento da esfera no espaco coordenado na esfera no isoespagco nao é necessariamente
um a um, mas é sempre um numero inteiro [17]. Isso promove a discretizagdo da carga
associada ao fluxo magnético em termos da carga elétrica.
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6 Comentarios finais

E bastante razodvel que monopolos magnéticos nao tenham sido encontrados pelos

aceleradores de particulas atuais, nem mesmo pelo LHC (Large Hadron Collider). Se
essas particulas de fato existirem, as mesmas s6 podem ser encontradas em uma escala
de energia absurdamente alta, algo da ordem de 10'®Gev, valor esse ainda inimagindvel
de ser obtido nos aceleradores. Antes, porém, de se desenhar o quadro acerca das inter-
acoes fundamentais e ilustrar o contexto em que monopolos magnéticos, de fato, podem
existir em teorias de grande unificacao, cabe aqui uma breve releitura acerca do trabalho
desenvolvido, buscando através da mesma dar um fechamento ao trabalho e assim expor
a discussao atual sobre a possibilidade de existéncia de monopolos magnéticos.

Ao se apresentar o formalismo Lagrangiano no capitulo 2 constatou-se que ao ser
submetida a transformacoes locais, a lagrangiana em questao nao mais se mantinha in-
variante como acontecia diante transformacoes globais. Isso permitiu, na busca por uma
lagrangiana invariante, a construcao, através da insercao do tensor do campo eletromag-
nético F),, e, claro, do campo A,, uma lagrangiana invariante. Foi durante essa etapa
também que se construiu o conceito de derivada covariante, fundamental para o desenrolar
do trabalho.

Explorando a ideia de quebra espontdnea de simetria, foi possivel compreender que
todo campo fisico tratado nos problemas estudados sao obtidos a partir de excitacgoes
sobre o estado de vacuo que, como pdde-se observar, em nenhuma situagao se encontrava
em ¢ = 0, trazendo a tona a ideia de que o vicuo era um estado degenerado. Dois casos de
interesse foram tratados, o Teorema de Goldstone, em que a quebra espontanea de simetria
global produz o aparecimento de uma particula sem massa, e o fenomeno de Higgs, no
qual a quebra espontanea de simetria produz um féton massivo e o desaparecimento de
um campo.

Mais adiante se deu énfase a construcao de Dirac sobre monopolos magnéticos. Conseguiu-
se, a partir da construcao aqui apresentada, uma relacao de quantizacao para a carga
elétrica em funcao da possivel carga do monopolo. O ponto crucial desse tratamento é
que esse resultado é obtido através de uma perspectiva abeliana da teoria tratada. Diz-se
isso, pois como bem se viu ao longo do texto, esse resultado é recuperado via abordagem
de uma teoria nao-abeliana, através do procedimento de t’Hooft e Polyakov. Deve-se
ressaltar, entretanto, que a quebra de S0(3) — U (1) é que permite que se recupere o
cardter abeliano da teoria.

t” Hooft e Polyakov, como se disse anteriormente, segundo a perspectiva de uma teoria
nao-abeliana (tendo como ponto de partida uma lagrangiana com graus de liberdade
associado aos campos), recuperam, através de um ansatz, o carater abeliano da teoria,
conseguindo também (assim como Dirac) estabelecer uma relagdo de quantizagao entre a
carga do elétron e a possivel carga magnética do monopolo. O resultado obtido é o mesmo
quando se faz n = 2 na expressao obtida por Dirac, equacao (212). Consegue-se ainda
uma expressao em funcao de uma integral adimensional para a massa do monopolo.

Dando desfecho ao trabalho constréi-se uma expressao para a carga do mesmo. Vale
lembrar que este 1iltimo tratamento se faz sobre uma anélise, no minimo, curiosa. Consegue-
se mapear uma esfera no espago interno dos campos em uma outra esfera, s6 que no espaco
das coordenadas, mostrando através das expressoes obtidas que, por possuirem a mesma
forma funcional, exaltam uma caracteristica altamente significativa no contexto do tra-
balho. Conclui-se que a carga do monopolo deve ser um nimero inteiro, e nao sé isso, deve
ser igual a 2 vezes a carga de Dirac, justificando, portanto, o fator 2 obtido na solucao
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via Dirac. E importante notar que n = 2 provém, de acordo com a secéo 5.3, da natureza
topoldgica do mapeamento que, por sua vez, depende do grupo de gauge espontaneamente
quebrado.

O grupo de simetria que abrange as interacoes forte e eletrofraca é espontaneamente
quebrado quando se considera uma escala de energia alta, e as propriedades de uma
particula (monopolo), tal como a sua massa, sao determinadas exatamente pelo valor
de tal escala. O monopolo magnético, em sua esséncia, pode ser pensado como um
defeito topolégico no campo escalar que atua como um parametro de ordem para a quebra
espontanea de simetria em teorias de grande unificacao. Embora se consiga estimar a
massa e a carga do monopolo magnético segundo a construcao de t’Hooft e Polyakov,
¢ importante frisar que esse tratamento deve ser encarado apenas como um toy-model
(modelo de brinquedo). Isso porque esse modelo nao pode, dentro do contexto atual, ser
encarado como um modelo real em teorias de grande unificacao.

Em meados dos anos 70 duas teorias recebiam grande atencao quanto a possibilidade
de serem vistas como teorias de grande unificagao, uma alicercada no grupo nao abeliano
SO(3) (tipicamente o modelo que foi tratado) [14] e outra baseado no que hoje é chamado
de setor eletrofraco - SU(2) ® U(1) [15]. Por conta de experimentos relacionados & ex-
isténcia daquilo que se denomina correntes neutras foi forcado abandonar o grupo SO(3)
como candidato ao modelo de grande unificagao.

Em topologia, se um grupo G é quebrado por um subgrupo H, é possivel calcular os
grupos de homotopia associados a essa quebra. Neste contexto, o que de fato importa
para a discussao acerca de monopolos magnéticos estd no cdlculo do segundo grupo de

homotopia de G/H, o que geralmente se representa por 7o (%) .

No caso apresentado neste trabalho 7 (G) =Ty <SO(3) ) # 0 e monopolos magnéticos

H U(1)
sao, de fato, esperados. Entretanto, para o modelo eletrofraco em voga SU (2) @ U (1) —

SU20U(1)

Torn (1) ) = (, inviabilizando a existéncia de monopolos

Uem(1) pode-se mostrar que 7o (
magnéticos.

A busca por tais solugoes encontra respaldo, portanto, em energias mais altas, isto
¢, quando da quebra de um grupo de gauge y para SU (3) ® SU(2) ® U (1), tal que
To (W) #+ 0. E essa escala de quebra que é tomada para as estimativas da

massa provavel do monopolo.
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Apéndice - A
Quadrivetores - Covariante e Contravariante

A notacao usual utilizada para diferenciar quadrivetores covariantes e contravariantes é
através de indices colocados respectivamente, ora acima, ora abaixo da letra que representa
tal quadrivetor. No entanto, como se disse, isto é apenas uma representacao. Essa
convenc¢ao, na verdade, é origindria de uma definicao mais delicada, como se descreve
a seguir.

A transformagio das coordenadas (2°,2%,22,2%) em (20,2, 22, 2"%) num sistema
curvilineo arbitrério (em 4 dimensdes) pode ser escrito através de uma expressao como

0 0

po= (x’o, Ay :c’3) , (310)

com i = 0,1,2,3, em que f° representam funcoes que relacionam ambas coordenadas.
Sendo assim, todo conjunto de 4 quantidades que se transforma como uma diferencial, ou

seja, algo da forma
. 3%’ ’
dx' = —/dm K
Ox'k
é chamado de quadrivetor contravariante. Dessa forma, para um quadrivetor arbitrério
Al = (AY Al A2 A3), pode-se escrever que

(311)

. O0xt
Az — %
oxk

(312)

Diferentemente, uma entidade que se transforme segundo as derivadas de um escalar é
chamado de quadrivetor covariante, ou seja, sendo ¢ um escalar, todo conjunto que se
transformar segundo a expressao abaixo,

do  0¢ ox'* ]
Oxt O’k Oxt (313)
é um quadrivetor covariante. Da expressao anterior, conveciona-se escrever
8 ax/k ’
= ¢ (314)

YT Oxt Ori Tk

com o indice colocado embaixo. As consequéncias dessas defini¢coes sao exaustivamente
tratadas ao longo deste trabalho.
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