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Resumo

Interagoes eletrostaticas sao determinantes no referente as propriedades fisico-
quimicas de sistemas coloidais, assim como sistemas constituidos de membranas
biologicas e solugoes micelares. Devido a grande importancia destes sistemas,
modelos tratando interagoes eletrostéaticas tém sido extensivamente estudados.

Neste trabalho, é apresentado um modelo para descrever a interacao de um
aglomerado carregado e membrana imersos em solucao eletrolitica. A interagdao
de uma particula carregada que pode simular uma micela, vesicula de transporte
ou protefna globular e membrana é analisada por um modelo que conduz a um
problema matematico com condi¢des de contorno.

Fazendo uso do método da fung@o de Green, encontramos uma expressao geral
para a energia potencial eletrostatica da interacao destes aglomerados carregados

com a membrana em termos das fungdes de Bessel e os coeficientes de Wigner.
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Abstract

Electrostatic interactions are determinative regarding to the physical-chemistry
properties of colloidal systems, as well as systems consisting of biological mem-
branes and micellar solutions. Due to the large importance of these systems,
models treating electrostatic interactions have been extensively studied. In this
work, is presented a model to describe the interaction of one charged molecular
agglomerate with a membrane immersed in electrolytical solution. The interac-
tion of the charged particle (micelle, transport vesicle or globular protein) with
the membrane is analized by a model that lead to a mathematical problem with
boundary conditions. Making use of the method of Green’s function, we find gen-
eral expression for the electrostatic potential energy of the interaction of these
charged molecular agglomerates with the membrane, in terms of the Bessel’s

functions and of the Wigner’s coefficients.
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Capitulo 1

1.1 Membranas Biolégicas

Todas as células possuem uma membrana (também chamada membrana plas-
maética), que separa o meio intracelular do extracelular e desempenha um papel
importante no transporte de substancias.

As células eucariotas possuem, além da membrana plasmaética, um sistema de
organelas constituintes de subsistemas celulares. Exemplos de organelas envolvi-
das por membrana sao: nicleo, reticulo endoplasmatico, mitocéndrias, cloroplas-
tos, complexo de Golgi.

As bases estruturais da membrana sao constituidas por componentes lipidicos
e protéicos. Os lipidios das membranas sao moléculas anfipaticas, isto &, possuem
uma extremidade hidrofilica (solivel em meio aquoso) e uma cadeia hidrof6bica
(insolivel em meio aquoso). Entre os lipidios frequentes nas membranas celulares
encontram-se fosfogliceridios (fosfatidilcolina, fosfatidiletanolamina, fosfatidilse-
rina e fosfatidiltreonina), esfingolipidios, glicolipidios e colesterol. Os fosfogliceri-

dios e os esfingolipidios contém o radical fosfato e sdo chamados fosfolipidios.




Tabela 1.1: Composigao lipidica (porcentagem do total)[1]

Lipidio

Membrana Plasmatica

de célula de figado

Membrana Plasmética de

Glébulo Vermelho

Mitocondria

Reticulo

Endoplasmatico

Colesterol

17

23

06

Fosfatidiletanolamina

07

18

17

Fosfatidilserina

04

07

05

Fosfatidilcolina

24

17

40

Esfingomielina

19

18

05

Glicolipidio

07

Outros

22

A composigao lipidica varia muito, conforme cada tipo de membrana. Os

fosfolipidios majoritarios nas membranas de células de mamiferos sao: fosfatidil-

colina, fosfatidilserina, esfingomielina e fosfatidiletanolamina. Os nimeros sio

apresentados na tabela 1.1.

Devido a natureza anfipatica e a sua forma, os lipidios quando em solugéo

aquosa, e sob algumas condicoes, formam bicamadas. A parte hidrofobica cons-

titui o interior da bicamada e a extremidade hidrofilica mantem-se em contato

com o meio aquoso (Figura 1.1).

{

solvente

S

solvente

Figura 1.1: Bicamada lipidica
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Figura 1.2: Estrutura quimica dos principais fosfolipidios

Todos os fosfolipidios tém ao menos dois grupos dissociaveis, o fosfato (ne-

gativo) e o nitrogénio (positivo), o que lhes confere uma carga liquida nula. No

entanto, a fosfatidilserina, devido a presenca do carboxilato, apresenta uma carga

liquida negativa (Figura 1.2).

1.2 Meio Celular

Nas células eucariotas, o citosol representa pouco mais da metade de seu volume
total e é o sitio de sintese e degradagao de proteinas. E constituido de uma solucao

aquosa de pH 7, 2, com elevada concentragao de moléculas organicas, além de fons




Tabela 1.2: Concentragao i6nica de uma célula tipica de mamifero[1]

Componente | Concentragao Intracelular(mM) | Concentragao Extracelular(mM)

Cations

Nat

Kt

M92+

Ca?t

H+

Anions

(o

como potdassio, cloreto, magnésio, célcio, sédio e fosfato.

A célula, como um todo é eletricamente neutra, isto é, contém em seu interior
mesmo numero de cargas positivas e negativas. A tabela 1.2 mostra a composigao
ionica de uma célula tipica de mamifero, embora a célula contenha muito outros
anions e cations nao listados, tais como HCOj (bicarbonato), PO;* (fosfato),
acidos nucleicos, proteinas, etc.

Devido a equivaléncia de forga i6nica, eletrolitos de aproximadamente 150mM

de ions monovalentes sao usados frequentemente para simular o meio celular.

1.3 Equilibrio eletrostatico

A anilise de sistemas que simulam o meio celular é feita sob a hipétese de que
estes se encontram em equilibrio termodinamico.

Ao menos no que diz respeito a interacao eletromagnética, podemos verificar




em que condi¢oes o sistema estaria em equilibrio eletrostatico, lembrando, é claro,
que o equilibrio do sistema como um todo é devido a outros fatores além da
interacao eletromagnética.

O tempo de relaxagao de um sistema sob perturbagdo de um campo elétrico
externo ou de uma variagao nos valores da densidade de cargas pode ser avaliado,

a partir da equacgao de continuidade:
V- J+==0 (1.1)

Na equacgdo acima J representa o vetor densidade de corrente. O principio
em que repousa a equagao é o principio da conservagao da carga elétrica.
Se o meio que constitui o sistema apresenta caracteristicas Ohmicas e isotropi-

cas, o vetor densidade de corrente é escrito como:
J=oE. (1.2)

As grandezas p, J e E descrevem perturbagoes ao sistema e o representa a
condutividade caracteristica do meio.

Usando a lei de Gauss V - E = 4me, temos que (1.1) se apresenta como:

= —47:'2,0
€

oy
ot

A solugio da equacio acima é dada por p(t) = p(0)e(=*"<%). Podemos entdo

€
4mra?

observar que a perturbacgdo p(t) decai com um tempo de relaxagdo T =

sendo € o valor da constante dielétrica do meio.




Tabela 1.3: Condutividade Ionica na agua a 25°C [11]

NaCl A(mSm?mol~1)

Nat 5,01

(o 7,63

Se considerarmos um eletrélito, composto por 100 mM de NaCl, temos que

o0 =Amc= (Vp Ay +v_A)c=1,265/m! =1,13.10%L,

A, é a condutividade molar e ¢ a concentracao do sal. Os valores da condutivi-
dade dos cations (A} ) e dos anions (A_), assim como seus respectivos coeficientes
estequiométricos, sao dados na Tabela 1.3.

Uma estimativa do tempo de relaxacao é obtida atribuindo a € o valor da
constante dielétrica da agua a 25°C 2, e considerando o valor da condutividade
caracterfstica (1,13.10%s~1) do eletroélito, tendo portanto 7 = 5,5 x 1071%s,

Quando consideramos solugoes que simulam meios fisiolégicos, onde a con-
centracao de sais é maior ou igual a 100 mM , temos que o tempo de relaxacao
do sistema ap6s uma perturbacao é ainda menor.

As informagoes e nimeros apresentados permitem tratar eventos como o
deslocamento de aglomerados moleculares imersos em solugoes de eletrolitos com

o campo e as cargas em equilibrio eletrostatico.

1Sistema Gaussiano:S/m = 9.10%s~1
2¢ =785




1.4 Equagao de Poisson-Boltzmann

Considerando um meio linear e isotrépico, com constante dielétrica € e densidade
de cargas p, temos que a equagao que relaciona potencial eletrostatico e densidade

de cargas ¢é a equagao de Poisson:

v2u () = —4r20

€

Os simbolos tém significado usual, sendo V? o operador laplaciano.
Ao tratarmos um sistema composto por uma solu¢ao i6nica, temos que a
densidade de cargas p serd dada pela soma das densidades das espécies idnicas

presentes no sistema:

p(7) = Z zieni(7) (1.4)

O parametro 2; representa a valéncia do ion, e representa o valor da carga do
elétron® e n; o nimero de fons da espécie i por unidade de volume.

Admitindo que toda interacao possa ser representada pelo potencial eletros-

tatico médio [?], temos para o potencial quimico da espécie i6nica z, em qualquer

parte do sistema:
i(F) = poi + kTIn(n;(7)) + zie ¥ () (1.5)

O termo pg; compreende a contribuicao de uma molécula ou fon atémico no que
se refere as suas propriedades intrinsecas, em termos de valores médios (graus de

liberdade vibracional, rotacional e translacional, estados nucleares e eletronicos,

3¢ =4,8.10719 e.s.u




sendo que estes dois tltimos, via de regra, sao tomados no estado fundamental). O
termo kT'ln(n;) compreende a contribuicao entrdpica coletiva, sendo k a constante
de Boltzmann? e z;e¥ a contribui¢iao dada pela interacao eletrostatica.
Considerando duas regides distintas do sistema designadas por 79 e 7, e
atribuindo o valor ¥(75) = 0, podemos escrever:
pi(0) = poi + kT'In(ni(r7)) e
1i(T) = poi + kTIn(ni(r)) + zie¥ ()
Admitindo o equilibrio termodinamico, temos que o potencial quimico é o
mesmo para regioes quaisquer do sistema, isto é, u;(75) = p;(7). Logo obtemos

ni(7) = nyge ) (1.6)

conhecida como distribuicao de Boltzmann para espécies idnicas, sendo n;y a
concentracao de ions da espécie i onde o potencial eletrostatico médio é nulo.

Substituindo (1.6) em (1.4), obtemos:

—z;eW(F)
p(F) = 3 zenigel H ) (1.7)

que é a densidade de cargas em termos das cargas dos fons, do potencial eletros-
tatico médio, da temperatura e da concentragao de ions por unidade de volume
onde o potencial eletrostatico médio é nulo.

Substituindo (1.7) em (1.3), obtemos:

AT z;enyy (—ziev(
V2l1‘ — 12770 (——)
A==y — e

4k =1,38.1071% ergs. K!




Esta é uma equacgao diferencial parcial nao linear conhecida como equagao
de Poisson-Boltzmann. Sua solugao analitica existe para casos muito especificos,
como sistemas dotados de simetria cilindrica com uma espécie i6nica na solugao

[2], e sistemas com simetria plana contendo misturas de fons mono e bivalentes

[3).

1.5 Aproximagao de Debye-Hiickel

O efeito da forca idnica do meio pode ser tratado através da teoria de Debye-
Hiickel, a qual permite a aplicacao da equacgao de Poisson-Boltzmann a sistemas
que podem ser adequadamente representados como um conjunto de cargas em
um meio de constante dielétrica uniforme e de baixa forca idnica, de forma que
a energia potencial eletrostatica (z;e¥ (7)) em qualquer ponto da solucdo seja
desprezivel em relagdo a energia térmica (k7). Em tais condicdes é possivel
tratar linearmente a distribuigdo ionica representada pelo fator exponencial da
equacdo (1.8). A linearizacdo da equacdo é feita através da expansio em série de

Taylor do termo exponencial, e da utilizagdo apenas do termo de primeira ordem:

b 1 3 ‘I’
) s (1 - zekT(F)) (1.9)

Substituindo entdo a relagao (1.9) na equagédo (1.8), obtemos:

47 z;en; 4m(z;e)’n;g
V2‘I’ —— 10 1 1
() Z € N Z ekT ()

i
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Figura 1.3: Atmosfera i6nica

Devido a condicao de eletroneutralidade da solugao eletrolitica, o somatério

do primeiro termo se anula (Y, #%¢%e = (). Nestas condigdes, a equagdo (1.10)

se reduz a equacao de Helmholtz modificada,
V2U() = k1U(7)

cuja solugao geral pode ser escrita em termos de funcdes conhecidas.

O fator

i (Z,— 4?:218)2?11'0)% 12

¢ denominado comprimento de Debye [?], e esté relacionado com a efetividade da

blindagem produzida pela solucao eletrolitica (Figura 1.3).
O aumento da concentragao salina causa um decréscimo nesta grandeza, su-
gerindo que podemos interpreta-la como um parametro de escala que indica a

distancia em que o potencial produzido por um ion é efetivamente blindado.




A tabela 1.4

mostra os valores de k~! para diferentes concentracoes.

Tabela 1.4: Comprimento de Debye

concentragao de eletrolito(1:1)

Espessura da atmosfera iénica

1mM

96,4 A

10mM

30,5 A

100mM

9,64 A

150mM

7,94 A
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Capitulo 2

2.1 Objetivos do Trabalho

Interacoes eletrostaticas sao determinantes no referente 4 propriedades fisico-
quimicas de sistemas coloidais, assim como sistemas constituidos por membranas
biolégicas e solugoes micelares.

As consideracgoes feitas no Capitulo 1 referente as propriedades de membranas
e suas moléculas constituintes, assim como as propriedades do meio eletrolitico
em que estas se encontram, permite a proposta de modelos que envolve trata-
mento mateméatico para descricdo quantitativa e analise de sistemas de interesse
biolégico.

Neste trabalho, é apresentado um modelo para descrever a interacao de aglo-
merados moleculares carregados e membrana imersos em eletrolitos.

A interacao de uma particula carregada que pode simular uma micela, vesicula
de transporte ou proteina globular com uma membrana é analisada por um mo-
delo que conduz a um problema mateméatico com condi¢oes de contorno.

O objetivo principal do trabalho é obter a solucdo geral deste problema de

17




valor de contorno, o que nos permitira avaliar o papel da interacao eletrostatica,

descrita pelo modelo para algumas situacoes particulares.

2.2 Modelo

Para se fazer uma anélise quantitativa de interagoes biomoleculares, tais como
essa que nos propusemos a fazer, deve-se sempre recorrer aos modelos simplifica-
dos, uma vez que a heterogeneidade estrutural das particulas envolvidas e a nao
homogeneidade do meio em que estas se encontram nao permitem tratamento
matematico simples.

A seguir, serao apresentadas as aproximagoes e simplificagoes usadas, obtendo
assim um modelo para a interacao de uma membrana e um aglomerado molecular
carregado, imersos em solucao eletrolitica.

Vamos tratar uma solucao eletrolitica como um dielétrico continuo e os ions da
solucao pelo seu comportamento médio, além de considerar que sua distribuigcao
é descrita pela estatistica de Boltzmann ao redor de um aglomerado molecular
carregado imerso na solugao.

Feitas estas primeiras consideragoes, temos que o potencial eletrostatico mé-
dio em todo o sistema, admitindo o equilibrio termodinamico, satisfaz a equagao
de Poisson-Boltzmann (1.8).

A fim de obtermos solugao analitica para o problema de interesse, conside-

ramos a aproximagao de Debye-Hiickel para o sistema. Essa consideracdo faz




com que o potencial eletrostatico médio seja solugdo de uma equacdo diferencial

parcial linear de Helmholtz (1.11), sendo escrita em termos de fun¢oes conhecidas.

Podemos verificar, em determinadas concentragoes e em certas distancias do
aglomerado carregado, que o potencial eletrostatico médio obtido da equagao de
Poisson-Boltzmann e Debye-Hiickel sdo equivalentes (Capitulo 5 - Discussao e
Resultados).

Uma simplificacao feita para a anélise do comportamento das membranas bi-
olégicas é considerar membranas composta apenas por fosfolipidios. Os nimeros
apresentados no capitulo 1 a respeito da composigao fosfolipidica de algumas
células de mamiferos (Tabela 1.1) e sua estrutura quimica (Figura 1.2) nos su-
gere tratar membranas fosfolipidicas imersas em solugao eletrolitica como sendo
superficies eletricamente neutras e condutoras. Isso se justifica pelo fato de ter-
mos ions dissociados na estrutura dos principais fosfolipidios, fazendo com que
contraions constituintes da solucao eletrolitica sejam adsorvidos na membrana.

Fazendo tais consideragdes a respeito da membrana e da solugao eletrolitica,
temos que a interacao entre um aglomerado molecular carregado e a membrana,
imersos em solugao, serd sempre atrativa. Quando o aglomerado for carregado
positivamente, teremos uma densidade de cargas induzida negativa e vice-versa.
A formacao da densidade de cargas induzida na membrana serd sempre feita
pela atracao ou repulsao dos contraions adsorvidos na membrana, dependendo

da carga do aglomerado molecular com o qual est4 interagindo.




Capitulo 3

3.1 Interagao entre Membrana e Aglomerado Carregado

Considerando a interacao eletrostatica de um aglomerado molecular com dis-
tribuicdo de carga superficial dada por o(7,) e uma superficie condutora neutra,
plana e infinita, ambos imersos em solucédo eletrolitica (Figura 3.1), verificamos
que o potencial eletrostatico numa posigao 7 do meio sera devido a o(ry), junta-
mente com a densidade de cargas induzida na superficie condutora.
Como este potencial satisfaz a equagido de Helmholtz modificada (1.11), temos
o seguinte problema de valor de contorno:
V2U(7) — k2¥(7) = 0,VFe V
U(reS)=0
A solucao do problema de valor de contorno sera feita através do uso da

fungao de Green, que serd obtida com o uso do método das imagens.




c(rl} !eﬂ '!(pU)

Figura 3.1: Problema de Valor de Contorno

3.2 Funcgoes de Green

3.2.1 Introducao

Se G(7\rp) for o campo gerado no ponto de observacao 7 por uma fonte pontual
unitaria na posigao 7y, entao o campo gerado em 7 por uma distribuicao fonte
p(75) € a soma de G(7\7p) sobre todo o espago de 7 ocupado pela fonte. A fungéo
G, é chamada func¢do influéncia ou funcao de Green |[7].

A funcao de Green que descreve o potencial eletrostatico em 7 devido 4 uma
carga elétrica puntiforme imersa numa solucao eletrolitica, satisfaz a equagao nao

homogeénea:

VIGA(P\5) — KGu(A\) = — 87 - 7) (3.1)

Os simbolos tém significado usual. O operador laplaciano é representado por V?,

21




k™1 é o comprimento de Debye, (7 — 75) a funcio delta de Dirac e € a constante

dielétrica do meio.

3.2.2 Contorno no Infinito

Para resolver problemas em que as superficies de contorno estdao no infinito, a
fungdo de Green s6 depende de R = |7 — 7| e é esfericamente simétrica. Usando
o Laplaciano em coordenadas esféricas' , temos que g, (R) satisfaz:

1 d »d 2 =
EdR(R dR)g'C(R)—K QN(R) =

Exceto para 7 = 75, Rg,(R) satisfaz a equacao homogénea

A (Roy(R)) — (R (R) = 0

cuja solugao é dada por:

Rg.(R) = Ae " 4 BerR

Para R — oo, temos que g,(R) se anula, e para R — 0 a singularidade i, uma

vez que o potencial tém comportamento coulombiano. Portanto fazemos A = 1/¢

e—klF—7pl

e B = 0 obtendo entdo a solucdo para (3.1), dada por g.(7\rg) =

elf—ro| -

Nestas condicoes, o potencial eletrostatico ¥(7) devido & distribuicdo de car-
gas superficial o(ry) de um aglomerado molecular imerso em solucdo eletrolitica,

tal que V2¥(7) — k?¥(7) = 0, é dado por:

e_"r?_’;ai

(r) = ‘—..U(?'An)dso

s €l7— 70|




3.2.3 Superficie de Contorno

Com contorno no infinito, g.(7\r5) é a funcdo de Green apropriada. Em ele-
trostatica, quando uma superficie de contorno é introduzida, uma contribuigao
ao potencial eletrostatico passa a existir devido a carga induzida na superficie.
Assim, podemos esperar que G,(7\7) = gx(F\70) + Fx(™\70), onde F,(™\r7) re-
presenta os efeitos do contorno. F(7\7) ndo pode ter uma singularidade dentro
da regido considerada, de forma que, quando 7 — 7, G(7\75) = g«(7\70). Para

obter Fy(7\rp) usamos o método das imagens.

3.3 Solugao Geral do modelo

3.3.1 Potencial Eletrostatico

Considerando o problema de valor de contorno (Figura 3.1):
V2U(7) — k*¥(F) =0,VFre V
U(reS)=0

admitamos que exista uma distribuicao de cargas, caracterizada pela densidade

o(rp), inteiramente situada na regidao externa a V, porém com posi¢ao simétrica

a distribuicdo em V e tal que, juntas, produzam nos pontos da fronteira feitos
pela superficie condutora plana, o mesmo potencial nulo prescrito pela condigao
de contorno do problema considerado. Assim, ao nosso problema de valor de
contorno (Figura 3.2 a), fazemos corresponder um outro, que denominaremos

problema associado (Figura 3.2 b), sem fronteiras e com a seguinte distribuigao
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de cargas: o(rp) em V e o(rh) em V'
Visto que para o problema associado é conhecida a distribuicao de cargas em

todo o espaco, temos a seguinte solucao para o potencial do problema associado

—K|F—19] —k|r =1l )
U (7) :j{ e iy (fo)d50+}( e_,—,(.}a(r{})dSé,Vf"e VvuVv,
So

——0
€|7 — 73] sy €|r’ — o)

onde 7 = 7 — d, a(?:{,) = —0(7p) e V’ a regido do espago complementar a V.

Notemos que U(7) é tal que V2U(7) — k2¥(7) = 0,7 € V, visto que o (rh) = 0
para 7 € V e ainda que ¥(7) = 0, para 7 localizado na superficie condutora plana,
por construgao do problema associado. Portanto, para 7 restrito a V, temos:

—Kk|F—70| e—n1r-;—r-’[;|

(?‘Ag)dSO *f-f -—:——_."“J(?:a)dSB,VT_"G % (34)

s €|r' — 7o

€

() =

TR
so €7 — 70|

O meétodo acima exposto, que consiste em achar a solu¢ao de um problema de

o(r;,0,,¢) 6(ry,00,90)

Figura 3.2: Método das Imagens




valor de contorno com condi¢oes de contorno de Dirichlet resolvendo um problema

sem fronteiras com uma distribui¢do adicional o(r}) na regidgo V' externa a V é

s —n[r?—r‘l';|

chamado método das imagens, sendo que Fy(m\rp) = '3€|;f—r?]
o

e—rlF—7dl e“«lr'—%l

€|r—rq] EIT_}—T_S|

Podemos verificar que a funcdo de Green G.(7\rp) =
encontrada para o nosso problema foi usada na teoria classica de interagoes en-

tre macroions esféricos, apresentada por Derjaguin, Landau, Verwey e Overbeek

(DLVO).[5]

3.3.2 Energia Potencial Eletrostatica

Sendo os efeitos da densidade de carga induzida na superficie condutora plana
bem representados por o(?:g) do problema associado, podemos partir para o cal-
culo da energia potencial eletrostatica do nosso problema de interesse. Para isto,
calculamos o potencial eletrostatico devido a soma das cargas em V’ nas posicdes
das cargas em V, ou seja, fazemos 7 = 7 (Figura 3.3), obtendo entdo a energia

potencial eletrostatica da interacao dos dois aglomerados carregados:

—n|r _— |
U= f j‘{ — o (r5)dSLo (7o) dSo
So Jsp €|r? — r0|

3.3.3 Expansao Multipolar da Energia

-K '}—l'?
Conhecido a expansao da fungdo de Green & |; ,rl [Apéndice A], dada por:
€| —1"0

—n[r —~'ro|

Gr(P\15) = = Z Z _En K | 7'0 Dkn(s | 7 Yoo (00, 60) Yam (€', ¢')

n=0m=-n
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G(r;he;},(pl,]) G(roaeoaq)o)

Figura 3.3: Calculo da Energia Potencial Eletrostatica

temos que a expressao (3.5) pode ser escrita como:

= 3

Lembrando que r = 15 —d e utilizando a relacio (B.5) obtida no apéndice B para

3 Bl (617 Yo () (a)dS0 § o)V (7).

o’
S0 n=0 m=—n So

— d-,’.), temos que

2n+1)(2n' +1)(2N + 1)
47

(—1yem!

]

N=|n—-n'| M=—

n N

-~

Yv,—na () (w]d]in (K7 ) f Yon(rp)o(re)dS,  (3.6)

! So

m m' M

Expandindo o(7) e o(rg) em fungdo dos Harmonicos Esféricos, temos que
00 I

f Y5 (Fo)o(r)dSy = jf Vi (0) D D 01 Yip(rio)dSo =
S[} S[J

1=0 p=—I
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f i (TU)KP To)ng Z E Ufp ’tfsmp = On'm/ (3'7)
So

=0 p=-I
e de forma analoga

oo {
f Yz (7)o () dSh = f S Y oY (rh)dSh =
Sp

1=0 p=-I

= Z Z: O';pf (?"0 Yip('rn dSO = Z Z Jip nlamp = Onm, (38)

1=0 p=—1 1=0 p=—1
onde d,; ¢ uma funcdo delta de Kronecker, dada por d, = 0 quando a # b e
dsp = 1 quando a = b.
Substituindo (3.7) e (3.8) em (3.6), temos que a expressao geral para a energia

potencial eletrostatica do problema considerado é dada por:

(=1)" i (75| (KI5 ]) Ot Tum X

n+n'

Z Z a 1)N+M[(2n+1)(2n4:r- 1)(2N+1)]

N=|n—-n'| M=—N

Y, a(d)kn (kd])
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Capitulo 4

Casos Particulares

4.1 Interagao Monopolo-Monopolo, Monopolo-Dipolo e Dipolo-Dipolo

Para n e n’ variando de 0 a 1 na expressdo geral para a energia (3.9), podemos
obter os termos que representam as interagdoes monopolo-monopolo, monopolo-
dipolo e dipolo-dipolo:

U= {160 (s | 75 [)io(s | 7§ |)ko(x|d])a00o00v/T¥oo(d)] +

+ [16ri1 (i | 75 [Yio(% | 7§ |)k1(x]d])or,-1000v/7Yi1,1(d) +

+ 16K (5 | 75 Vio( | 7§ )k (s]d])or0000v/TYr0(d) +

+16ki1 (k | 75 |)io(% | ) |)kr(kld])onooov/T Y (d) —

— 16Kio (s | 7% |)ia (5 | 7§ )k (sld])o0oon,-1v/TY3,-1(d) —

— 16Kig(r | 75 |)ia (5 | ) V1 (sld])o0oons /7 Vi (d) —

— 16kiq (s | 75 )ir (k | 7 |)k1(kd]) 0000107/ Y10(d)] +

+ [16kis (i | 75 )ia (s | 75 Dko(s|d])on101,-1/TYoo(d) +

+16riy (& | 75 )ir (5 | 7 [)ko(k|d])o1,-1011 /T Yoo (d) —




— 16ri (ks | 75 )ia (5 | 7§ Vka(ld))or, 101, 3% Y5, —a(d) -

— 16xis (i | 75 [)in (| 7§ [ka(kld])a1001,-1 5 Y,1(d) -

— 16ki1 (¢ | 75 [)ir(k | 7§ |)ka(xld])o1101,-1 3= Yao (d) -

— 16ri1(x | 75 |)ir(k | 7h |k2(sld))or,-10102 Y, 1 (d) —
— 16ri1 (k | 75 |)ir(k | 75 |Vko(sld])o10010v/7 Yoo (d) —

— 821 (k| 75 [)ir (k| 7§ |)ka(ld]) 010010 %= Yao(d) —

— 16k (5 | 7% |)ia (% | 7§ |V ka(s]d])o11010 Y52 Yo (d) —

— 16ki1 (% | 75 1)ir (i | § ka(sld])or,-1011 YEE Voo (d) —

— 16ki1 (k | 75 )i (% | 7 [Vka(ld]) 010011 YIZE Yan (d) —

— 16ki1(k | 70 |)i1 (% | r-f, |)k2(&|&])0110113@52((§)] + ...}

As funcoes de Bessel esféricas modificadas do primeiro e terceiro tipo sdo

dadas por:|8]

io(2) = @ ko(z) = “g: ko(2) = 7’;:(1 + 3271 +3Z_2)

ir(2) =~y ohe ky(2) = T2 (1+ 277

4.2 Interacao Dipolo-Dipolo

Se assumirmos d orientado no eixo z, temos para os harmonicos esféricos:




Yai(d) = Yz,—l(fg) =0
Ya2(d) = Ya,—2(d) = 0

an(d) ,/J%

Podemos entao verificar que os termos que representam a energia potencial
eletrostatica da interacgao dipolo-dipolo numa solucao eletrolitica sao dados por:
Udipolo—dipoto =2{8ki1 (% | 75 [}ia (x| 7§ |)ko(k|d])o101,1 +
+8ri (5 | 7 |)ia (| 7§ Dko(kld])or, 1001 —8ir (k| 7% |)ir(k | 7§ Vka(kld])on01, -1~
—8kir (% | 7% 1)ir (i | § Vka(sld])or,-1011 =8k (5 | 75 1)is (i | 7 |)ko(kld])or0010—
—16kiy(k | 70 |)ir(k | f‘_{., I)kz(nid])ﬂmam}

Multiplicando Ugipoto—dipoto POT %&I e lembrando que:
To

f n'm/ TO)U(T{J)dSO € Onm = f ! (T'A:))dSB

obtemos a energia em termos dos momentos de multipolos 6]
mt = [ Yy (F0) 75| 0 (F0)dSo € gnm = [ Yy To [1"{J|ﬂ (To)dso

Assim:

Uldipolo—dipolo =£Ir ™ I{Sml(f‘i | 70 )1 (% | '-'”0 Dko(x|d])qi1q1,-1 +

+8riy (i | 70 in (i | 7 )ko(sld])qr,—1q11—8ki (5 | 7 1)is (i | 7 ka(kld])quiqr,—1—
=8kiy(k | 75 [)ir(k | T-f; |)k2(ﬂ|&])QI,—1Q11 — 8rir(k | o [)ir(k | T-é |)k0("€|d-.|)(£‘1OQ10 s
— 166y (k| 75 )i1 (5 | 7§ |)ka(kld])groq10}

Os valores de ¢q1, q1,—1 e 1o em coordenadas cartesianas sao dados por:

g = —/ (0= — ipy),

QI,—I =+ V %(p:t o i ipy):
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3
q10 = a(Pz)-
Substituindo os valores dos momentos de multipolos em Usipoio—dipoto € fazendo
um pequeno exercicio algébrico, podemos verificar que:

6

Udipolo—dipolo = s
€|rol|ro|m

x{rin(x | 7% ia (s | 7 Dha(wld)[p7, - 57, — 3(d - pro) (- 57y))-

—ri1 (% | 7 )i (x | g Dko(kld])(p7, - 73]}
Os momentos de dipolo elétrico sao dados por:|6]

Dry = jé 700 (70)dSo pry = j{ roo(rh)dS)
So .

0

Se fizermos k — 0 e € = 1, temos:

riv(k | 75 1)ir (% | 75 [)ko(xld]) — 0,

Kir (i | 7 )i (x| 7 |Vka(xl|d]) — Rlgln

6d” ’

Nestas condic¢oes, podemos verificar de (4.1) que:

U _ Pro - Pry — 3(d-pr,)(d - pry)
dipolo—dipolo,k=0 — = )

que é a energia potencial eletrostitica da interacao de dois dipolos no vacuo.

4.3 Interagio Monopolo-Monopolo

Ainda assumindo d orientado no eixo z, podemos obter da expansao de multipolos
para a Energia Potencial, o termo que descreve a interagao monopolo-monopolo:

16k . e . = o
Ummopolo—monopoio = T?»o(fﬁ | 70 |)io(~ | To |)ko(ﬁ|&[)000000ﬁ%0( )
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Se quisermos tratar a interacao de dois aglomerados moleculares uniforme-
mente carregados, imersos em solugao eletrolitica, fazemos:
2 — _Q = * (0 3 g 1
ovy = [ Yoo (fo)o(ro)dSo = iz €900 = J Yoo(ro)o(rg)dSy = Vir

e obtemos:

2K I
Ummopoto—monopolo — EZO(K’ | To |)10(f€ | TO k(}(ﬁlfﬂ)QQ

Se fizermos k — 0 e € = 1, temos:

Kig(k | 70 |)io(~ | '*:f} |)k0("5|‘ﬂ) = Q‘_F;T

Nestas condigoes, podemos verificar de (4.2) que:

QQ'

Umonopolo—-mcmopolo,n:O =Ty
d]

que é a energia potencial eletrostatica da interacao de dois monopolos no vacuo.
Para tratar a interacdo da membrana com um aglomerado uniformemente

carregado, fazemos:

ovy = [ Yo (ro)o(ro)dSo = *Q_ €000 = fyoo )o(rp)dSh = 7%

Assim:

K. s -
Umonopolo-monﬂpo{o = _Ezﬂ(”’ I To |)30(K: | To |)k0(ﬁ'|‘ﬂ)Q2

sendo Q a carga do aglomerado carregado.
Podemos observar em (Figura 4.1, 4.2, 4.3 e 4.4) valores para a energia po-
tencial eletrostatica da interacao de aglomerados com cargas de 5e¢ e 10e com a

membrana.
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1,0x10™

8,0x10™ 4

Q=48.10°es.u

6,0x10™ ——Q=24.10%es.u
2 kT

4,0x10™

2,0x10™ 4\

Figura 4.1: Energia potencial eletrostatica, | 75 |= 54, k = 0,126A~!

5x10™ 7
1,5x1 Q=48.10"esu

-Q=24.10%es.u
32kT

50x10™ 4

Figura 4.2: Energia potencial eletrostatica, | 75 |= 104, k = 0,126A !




Q=48.10"es.u
——Q=24.10"es.u
- 312kT

Figura 4.3: Energia potencial eletrostatica, | 75 |= 154, k = 0,126A!

6,0x10™
5,5x10™
50x10™

4,5x10™ 4

4,0;10'“-
Q=48.10"e.su

] ——Q=24.10"esu
3,0x10™ 1 32 kT

25x10™

3,5x10™

-U (ergs)

2,0x10™ 4
1,5%10™ i
1,0010™ :
5,0x10"

0,0
40

Figura 4.4: Energia potencial eletrostatica, | 75 |= 20A, k = 0,126A!




4.3.1 Forga Eletrostéatica

A partir da expressdo para energia potencial eletrostatica (4.2), podemos calcular

a forca, que sera sempre atrativa, da interacao destes aglomerados carregados e

a membrana:
- b = el - e (1+x|d])
F= —VU = —ia(x | 5 ol | 7§ )@? (| .2 4D,

Aplicando a relagao acima a aglomerados com cargas e raios especificados,
que interagem com uma membrana, ambos imersos em solugdo eletrolitica cuja

concentracao é dada por 150mM de ions monovalentes, obtemos os nimeros

representados em (Figura 4.5, 4.6, 4.7, 4.8)

Q=4,8.10"e.s.u
——Q=24.10"e:s.u

F (erg.cm™)

Figura 4.5: Forca Eletrostatica, | 73 |= 5A, k = 0,126A !




F (erg.cm™)

——Q=24.10%es.u

Q=4,8.10"e.s.u

-2,0x10"4 /
-4,0x10”

-6,0x107

F (erg.cm™)

-8,0x10"

-1,0x10°

Q=4,8.10"e.s.u
—Q=24.10%esu

-1,2x10*
30

Figura 4.7: Forga Eletrostatica, | 75 |= 15A, k = 0,126A~!




Q=4,8.10"e.s.u
——Q=24.10"es.u

F (erg.cm-1)

Figura 4.8: Forca Eletrostatica, | 75 |= 204, k = 0,1264~1

4.3.2 Densidade de Cargas Induzida

A partir da expressao geral para o potencial eletrostatico (3.4), podemos obter a
densidade de cargas induzida na superficie condutora para o problema particu-
lar que envolve a interacao de um aglomerado carregado uniformemente e uma
superficie condutora, ambos imersos em solugao eletrolitica.

Usando a expansao da fun¢do de Green em coordenadas esféricas (Apéndice

A), podemos escrever o potencial eletrostatico da seguinte forma:

¥ =Y 3 Lils 75 Dhalr |7 D¥am(F)o § V()i

n=0 m=-n

o0 n 8 Y -y ~ Lo
=30 3 Finlw |7 Dkl | 7 DYoo § ¥ o)

n=0m=-n
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Multiplicando e dividindo a expressao (4.4) por Ypo, e usando a condi¢do de

normalizac¢do e ortogonalidade para Y,,,,, dada por

T 2
[ / Y,:m(go, (250)%0(90, ¢0)88n90d9005¢0 = 0n00mo
0o Jo

podemos reescrever (4.4), onde s6 aparecerao dois termos devido as propriedades

das funcoes delta de Kroncker '. Assim, temos que:

8ko F e o 8ko . - st api®
U(7) ==—do( | 7% Dok | 7 ) 75 [F = =—do( | 7§ Dhio(s | 7 D g [ (4.5)

Substituindo em (4.5) os valores das fungoes de Bessel esféricas modificadas,

assim com a expressao para a densidade superficial de cargas:

o= |7 |=|r | io(k | 75 |) = fenhalrd]

47| &[7o]

— Tre—n|r-r — - _"'l’jl
ko(s | 7)) = 2] ko(k | 7" ]) = ;fﬂ_?:’l

temos:

_Qsenhk | g | eI e "Il

() = (46)

e k|7o| | 7 | 7 |
A densidade de cargas induzida na superficie condutora pode ser calculada

pela derivada normal de ¥(7) na superficie:

€ 0¥(7F)

Oind = _E_(Wilﬂ#{lﬂma =

_ € [0u(@,  10¥(), 1 9Y(7) . R A
S ( 5 fr+r 50 9+rsen9 9 @).(—cosb7 + senblf) S

16ap =0 quandoa # be 8 =1 quandoa = b
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onde d tem a direcdo do eixo z e i = —3 = —cos07 + senff (Figura 4.9).

Lembrando que 1 = 7 — d (Figura 4.9), fazemos:

[ix |2 = | tf|2 + |72 -2| 7| tficosﬁ obtendo entao:

. | 1
_Qsenh(fi | To |){(1 + K | T_é |)cosﬂe— -+ [H + =3 — 1
(1] +|7[*~2| 7|l d |cost)?

X

i = T e [T | |7 ]2

o~ (ldl* +71? 21| dlcost)

X(| Fl cosf— | d:‘l) }|f'|:1¢ﬂf2c038

(d]”+| 72 =2| 7| d|cosh)

Logo, para | 7 |=| d | /2cosb:

@ senh(k|7g|)

= s c0s%0(2cosf + K | d|)
m|d]2 &|70]

Oind = —

Conhecendo os valores de Q, | d |, | 75 | (Figura 4.9) e k (1.12), obtemos a den-

sidade de cargas induzida na superficie da membrana do problema considerado.

Figura 4.9: Densidade de Cargas Induzida




-1,0x10™ o

2,0x10™

-3,0x10™ 2
Q=48, 10%.s.u

——Q=24,10%es.u

o, (e.s.u/k%)

-4,0x10™

-5,0x10™

-6,0x10™ F—r—p—r—7—
00 02 04

Figura 4.10: | d'|=20A, | 75 |= 5A, k = 0,126A!

-1,0x10™ -

-2,0x10™

Q=48.10"es.u
——Q=24.10"es.u

-3,0x10™

4,0x10™

-5,0x10™

£,0x10" +——1——7—
00 02 04

Figura 4.11: | d|= 254, | 75 |= 104, £ = 0,126A 1

AVA
5 6 i unespw.l 12 13 14 15 16 17

18



Nos gréaficos (Figura 4.10) e (Figura 4.11) sao apresentados os valores para a

densidade de cargas induzida das situagoes ja analisadas em (Figura 4.1) e

(Figura 4.2).
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Capitulo 5

9.1 Discussao e Resultados

O estudo da interagao entre aglomerados moleculares carregados em eletrélitos
foi feito usando a equagdo de Debye-Hiickel. Desde que o potencial reduzido
(¢ = %ﬂ) seja da ordem de unidade, e nao necessariamente ® < 1, as duas
equacoes, Poisson-Boltzmann e Debye-Hiickel, sdo praticamente equivalentes para
descrever os sistemas que abordamos.

No apéndice C, o fato acima é verificado numa situacdo bem definida, facili-
tada pelo fato da escala de comprimento, representada por ), ser a mesma para
as duas equagoes.

Esta possibilidade nem sempre existe, visto o caso de 4 espécies idnicas |[3).

Enquanto que para a equagao de Debye-Hiickel o pardmetro \ é definido por

i (Ei 47:?:8)2?’11‘0)%

o parametro correspondente para a equacao de Poisson-Boltzmann é

ekT 2
Ai=
(87{62(311_2 +n_;+ n+2))

42




que coincidem quando n_ = n4 s € n_; = n4;, Mas nao em outras situacoes.

O sistema analizado no apéndice C mostra que nao se faz necessaria a hipotese

que ® < 1 para que as descri¢oes via equacao de Poisson-Boltzmann ou Debye-

Hiickel oferecam praticamente os mesmos resultados na analise de um dado sis-
tema.

A escolha da equacao linear para descricao de sistemas de interesse é motivada
antes de tudo, uma vez que em tal descricao as hipéteses abrangem sistemas
interessantes, por apresentar grande simplicidade. O método da funcao de Green
sempre pode ser utilizado.

A complexidade dos sistemas biol6gicos impede uma comparacgao direta dos
resultados obtidos usando o modelo com o que ocorre no 4&mago celular.

A analise experimental em sistemas semelhantes a estruturas biolégicas per-
mite uma comparacao mais direta dos resultados do modelo com as medidas ex-
perimentais. A hip6tese que a membrana celular é uma superficie condutora esta
fundamentada em experimentos com sistemas contendo micelas zwitterionicas e
eletrolitos.

O trabalho intitulado "A Theoretical Analysis of ion uptake by zwitterionic
micelles", apresentado no XXXIII congresso da SBBQ em Caxambu (05/2004)
por um grupo da bioquimica da USP permite inferir que a superficie de uma
membrana composta de anfifilicos zwitteridnicos em eletrolito se comporta como
uma superficie condutora.

O teste entre duas hipoteses limites: a da localizacdo dos fons adsorvidos
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ou que os fons adsorvidos se comportam como ions livres na superficie, feito na

anélise tedrica, favorece esta ultima hipotese para a maioria das espécies idnicas
testadas.

O resultado que a interacao entre uma superficie condutora e um aglomerado
carregado ¢ sempre atrativo e aglomerados com cargas de mesmo sinal é repulsivo
estd em acordo com os fendmenos da fagocitose e do brotamento (budding). O
brotamento envolve uma organela recoberta por membrana com composicdo igual
a da membrana plasmética e portanto com uma carga efetiva de mesmo sinal que
resulta em uma interacdo eletrostatica repulsiva.

Pode-se especular, ancorado nos resultados apresentados pelo modelo, que
uma proteina com propriedades citoliticas, por exemplo fosfolipases de venenos,
tem que apresentar uma carga efetiva resultante em pH da ordem de 7 para se
aproximar da membrana celular, enquanto a fosfolipase eletricamente neutra nao
deve apresentar a capacidade de destruir membranas.

Os valores para a energia de interagao e para a forca entre a membrana e o
aglomerado oferecem a ordem de grandeza das distancias em que tal interacao é

efetiva.




Apéndice A

Expansao da Funcao de Green em coordenadas polares

esféricas

Sendo g, (7\rp) a fungdo de Green que satisfaz a equagao de Helmholtz modificada,
tal que 7y representa a posicdo da fonte pontual (aparece na EDP como um
parametro) e 7 a varidvel em relagdo a qual é efetuada a diferenciacdo, temos
que:
2 - 2 - s o
Vz9x(P\10) — k"9 (7\70) = —?5(‘? — 1) (A1)

1

Escrevendo a funcao delta de Dirac em coordenadas polares esféricas ! e usando

a relacao de completeza para os harmonicos esféricos, dada por

S oo Yam(0, )Y, (60, Po) = 6(cost — cosy)d(p — o) [6] , temos que

57~ 75) = 500 =70) D" 3 Yam(6, )Y B0, ). (A.2)

n=0 m=-n

Entao a funcao de Green, considerada funcao de 7, pode ser expandida

ge(™\3) =3 " Anm(r\ro, 00, 60)Yum(6, 9) (A.3)

n=0m=-—n

16(F = 15) = H6(r — 10)d(cosh — cosy)5(¢ — do)
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Substituindo (A.3) e (A.2) em (A.1) obtemos:

> > V2Aum(r\ro, 00, $0) Yam (8, 8) — K2 Anm(r\ro, 80, $0) Yam (8, 6) =

n=0 m=-n

= MZ Z Ynm(g ¢) m(90>¢'ﬂ) (A4)

n=0 m=-n

Escrevendo o operador Laplaciano em coordenadas polares esféricas 2 , e lem-
brando que as fung¢oes harmonicas esféricas sao solugoes da equacio

0 1

1
[r2s1n939( SR agit ri’sin%‘agﬁzJ Yom (6, ) = n(n + 1)Yom (6, 8)[6],

obtemos de (A.4) a seguinte equagio:

= 1
303 L.z 92 dy oot )—nz] Aun(r\To, B0, 60)Youm (6, 9) =
n=0 m=—-n

— 4Tr5 T—TO Z Z Yﬂ.m H ¢' 901‘;5[])

n=0m=-—n

Multiplicando ambos os membros por Y, .(0,¢) e integrando em 6 e ¢ ,
obtemos

d n+1
I:TQ dT( 2d’f') % " ff2:| Anm (T\T’o, 60? ﬁt’{))an’n(sm’m =

= 4“‘“_""“ A0 = 15D 3 S 3 o )i, (A.5)

n=0 m=-n

sendo que, pela condi¢ao de normalizacdo e ortogonalidade de Y;,,,(0, ¢), fizemos:

s 2
Bt == / f Yom (6, 8)Y.5 (8, ¢) sin §d0d[6).
0 0

On'n € Opm S80 as fungdes delta de Kronecker, dadas por 6., = 0 quando a # b e

dap = 1 quando a = b

272 _ 1 8,28 2
Ve= rZ Br (?‘ 5—)4— sun983(51n989)+ rﬁsmzﬁﬁqb
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Assim temos de (A.5) que

|:T2 dr( 2dT (Tl (TBT2+ 1) + .«,2)] Apro (T\10, 00, P0) =

0 Y*rmr (90, ¢0).

Portanto:

Anm(r\T0, 00, $0) = gn (T, 70)Y 5 (60, P0),

onde g,(r, o) satisfaz a equagdo radial

Bt
Por definicdo, a fun¢do delta de Dirac §(r — r¢) é nula quando r # r,.[6]

Assim, para r > 1o ou r < 1o, gn(r,79) satisfaz a equagao

[r12i( 2;) (Mﬂﬁ )] gn(r,70) =0

Fazendo g¢,(r,7¢) = y(z), onde z = kr, temos

2 o) e

que é a equacao de Bessel esférica modificada, cujas solugdes particulares sao

T
(%) 21n+%($)! sendo fn_,_%(:r) funcao de Bessel modificada do primeiro tipo e

k(@) = (52

23;) EKM% (z), sendo Ko (z) fungdo de Bessel modificada do terceiro tipo.[8]

Temos que i,(x) é finita na origem, mas infinita no infinito e k,(z) infinita

na origem, porém zero no infinito.(Figura A.1)
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Figura A.1l: Fungdes de Bessel Esféricas Modificadas

Uma condigao de contorno para g,(r,7¢) € ser finita quando r — 0 e desa-
parecer quando r — oo , ou seja, quando r = 0, g, = Ai,(kr) e quando r — oo,

gn = Bky(kr). Entdo, a simetria da funcao de Green requer que
gn(r,10) = Cin(kro)kn(KT) (A.8)

Para determinar a constante C, devemos considerar o efeito da funcao delta
em (A.7). Se multiplicarmos ambos os membros em (A.7) por 72 e integrarmos

no intervalo (ro — €,79 + €), onde € é muito pequeno, obtemos

d rote ro+e 4 [Tote
|ir2§gn(r, TU)] - f (I + 1) + £*r?) gu(r, ro)dr = —— O(r — ro)dr.

€

ro—¢ ro—¢ ro—¢

ro+e To+e
Como lim (1L + 1) + £°r%) gn(r,mo)dr =0 ef 8(r — ro)dr = 1, temos que

To—E To—E

d To+e
[’r2$gﬂ(r, ru)] = —Tﬂ (descontinuidade de salto, quando r = rg). (A.9)

To—E




Para r > 79, no limite de ¢ — 0

= |:nr2%gn(r,ru)j| = 12kCin(kr0)kL (k7o) (A.10)

ro+€

[T‘Q%gﬂ(?", TO)]

Da mesma forma, para r < ry

ro+e

d d y
[rzagn(r, rg)] n = [&TQM%(T, TG)J - = rokCiy (K7o)kn(kr0) (A.11)

Substituindo (A.10) e (A.11) em (A.9), obtemos

KCT3[in(kro) kL (KT0) — ity (KT0)kn(KT0)] = —4% (A.12)

Temos que [i, (k7o) k), (KT0) — i), (KkT0) kn(KT0)] € 0 ja conhecido Wronskiano das
duas solugdes i, (kry) € kn(kro), dado por

T

W lin(k70), kn(K70)] = _W[S]

(A.13)

Portanto, ao substituir (A.13) em (A.12), encontramos C = 85, Assim, temos de

(A.8),(A.6) e (A.3) que

gn(ra TO) = %EZR(ETO) (-"{T) Anm(r\rﬂagﬂa¢0) 8_&371(57'0);‘: (K'T) ;m(f?o: ¢{])

e finalmente:

G (7\9) = Z 0 —%z(ﬁ? | 70 )kn(% | 7]) Y (60, $0) Yam (6, &)

n=0m=-n

AVA
2 3 4 5 6 i unespw-l 12 13 14 15 16



Apéndice B

~

Expressio para Y, (7 — d)ka(k|/ — d))

A partir da representagdo integral para a funcio de Bessel cilindrica do terceiro

tipo:

DO [yt o
1

encontraremos uma relagio para ky,(k|r|)Yam ('), onde kn(k|r’|) é a funcdo de
Bessel esférica modificada do terceiro tipo.

Fazendo v =n+ ez = k||, lembrando que ['(3) = 72 e P(n+1) = nl
temos que:

1 ) 1
. ﬂ(ﬂf_t)rwg
Ky (k7)) = —Z—

n!

m -
f eIt — 1)7dt.
1

Integrando por partes n vezes temos:

i ﬂé(ﬁlﬂf )% —k|r |t d" 2\n
Kn+%(*‘3[r|)=w ; e Eg(l—t )"dt.




Usando a férmula de Rodrigues !, podemos escrever a relaciao anterior como

= o .
Kn+%(n|ﬁ|)=w%("[2‘"|)% / e Mt P, (t)dt. (B.1)
1

Na equagdo acima, P,(t) representa os polinomios de Legendre.

Se D denotar (<) e f for uma fungao polinomial, entdo f(t).e** = f(D)e* . Aplicando

da
dz
esta relagdo em (B.1),
s, n d i —&|r |t
K, 1(klr']) = (-1)"n P (—=) e dt.
. de|r’|” J1
Lembrando que as funcoes de Bessel esféricas modificadas do terceiro tipo sao

dadas por ky(k|r|) = (x’—r’;.;—l)%KM%(rcth, temos que

n(s]77]) = (“1)nPn($)ko(”|’ﬁ|)

Vs & .. .
Como ﬁ = —= . 7/, podemos reescrever a relagdo acima como

M3

kn(Klr']) = (=1)" Pa( =

- ")ko(lr"])

Usando o teorema de adi¢ao das func¢oes harmonicas esféricas

2ELp.(a-9) = 3o Y. (0)Yam(@), e a propriedade P, (4 - 4) = 1, podemos

m=-—n " nm

escrever

2n+1
47

_2n
4

Vs

K

. . 41 ’ -
Palf - Pl = == (1) Pa(= 2 P o),

e assim

-

3 Vi) am a1 = (<1 3 Yy () Yo 17

m=-—n m=-n

LP,(t) = 5 & (82 — 1)
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Comparando os coeficientes de Y}, (') vamos obter

Vo (K171) = (~1)" Va2 (1) (B.2)

Fazendo 1 = 75 — d e lembrando que V: = Vg =-V temos de (B.2) que

V(% — k(w7 — ) = Yom(~E) kol — ). (8.9

$sin = dl )%fm e~ riro-ditgy —
1

Nlod

podemos obter a expansao de W—[Apendlce Al, e entédo

ko(nlr_{.l— = WZ Z Uy ”|T0| “Id-] nm(A)

n'=0m'=—

Aplicando (B.2) na expansio acima para k (k|d]) Ypm (d), obtemos

Rolwlrs = dl) = 473" 3 ine K1) Yy (70) (1) Y (Do)

n'=0m'=-—n'

Substituindo (B.4) em (B.3) temos

Yom(Fo — d)kn (k|75 — d]) =

_47{: Z( 1) i (KI5 )Yt (0) Y (=) Yo (= D)o ]

n'=0m'=-n
onde o produto dos harménicos esféricos é dado pela relagao de composicao

v n+n'
Vo) mr(—“)= 3 Z M| (2n + 1) (20 +1)(2N+1)] »

4r
N=|n—n'| M=—N
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= (~1)*=*/Aab)y/(a + @)@ — )b+ BB — ANC+ e —

aligi ky

XY (1)t (c—b+t+a)(c—a+t—)(a+b—c—t)(a—t—a)l(b—t+ )] e

__ (a+b—c)!(b+c—a)!(c+a—b)!
A(abe) = (a+btet1)!

Aplicando a relagiao (B.2) para YN_M(%@)ku(nkﬂ), temos finalmente que:

Yom (70 — afjkn(mh'ﬁ il

l'

:4772_: Z 311 KITOI) nm‘('fﬂ)x

n+n’'

X
N=|n—n'| M= N

n n

Y, (d)kn (k|d])
m m' M
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Apéndice C

Poisson-Boltzmann e Debye-Hiickel para Simetria Plana

C.1 Poisson-Boltzmann

A equacao de Poisson-Boltzmann tem sido usada como um modelo para descrever
propriedades elétricas de superficies carregadas em contato com solucgoes ionicas;
ions sendo descritos como pontos de cargas e o meio como um dielétrico continuo
homogéneo.

Apresentamos aqui a solugao analitica da equagao de Poisson-Boltzmann para
um sistema com simetria plana em um eletrélito constituido por ions monova-
lentes.

Usando o sistema de unidades Gaussiano, temos:

: dmz;en;y (—zie¥(®
V2U(F) = - — D) C.1
TS = (1)
sendo V?# o operador laplaciano, ¥(7) o potencial eletrostatico, e a carga do

elétron, z; a valéncia do ion de espécie i, € a constante dielétrica do meio, n;g

o namero de fons por unidade de volume, k a constante de Boltzmann e T a
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temperatura absoluta.
Para um sistema com simetria planar o potencial é uma fungdo de uma co-

ordenada, neste caso, z, e a equagao C.1 pode ser escrita como:

dz? 3, €

THD _ - dmcna =g (c2)

kT

i ) tem dimensoes de com-

Definindo z = £, cujo parametro de escala A = (g5,5,-
primento, ng a unidade de concentragao, que no sistema gaussiano de unidades
é dado por ng = 6,02.10"em ™3, correspondendo & concentracdo milimolar, e

usando o potencial reduzido ® = ﬂﬂ podemos escrever C.2 com parametros

sem dimensoes:

d_fz S Z Zin;e =R (C3)

Na equagdo acima, fizemos 72 = n;, sendo este um niimero puro que corresponde
a concentra¢ao milimolar da i-ésima espécie ionica.

Multiplicando ambos os membros da equagao C.3 por ‘fi‘é’, temos:

Logo, podemos verificar que:

d dcb 5
dg dg Z”' =0

Portanto:

- Z n;e *® = ¢ (constante)
1
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Tratando em primeiro lugar de situagoes em que o potencial eletrostatico
médio pode ser considerado constante em pontos afastados da membrana e para

estes pontos admitindo ® = 0, temos que:

C=E n;
i

Assim podemos escrever a equacao C.4 da seguinte forma:

- £ e - D) (C5)

Com a condigao de eletroneutralidade (n;+n_; = 0), podemos escrever a equacao

C.5 da seguinte forma:

dd
Fr = +2(n;) senh(%)

Se ® < 0, ® é monotonicamente crescente, isto é,

> 0, e se & > 0, monotonicamente decrescente, isto é,% <0,

dP
dg

Satisfazendo as duas condigoes acima, podemos reescrever a equacio C.6:

dd

T = —2(n1)%senh(§) —

= cosech(%)d@ = —2(ny)2d¢ =
® 1
= Inftagh(7)] = —(n)?(§ + d) =

= tagh(3) = - HE+),




Para ® < 0, temos:

} =

_ -+ Al
S @ in] O I p i)+ d)
1 + e-(n)}(E+a) cosh(ny)z(§+d) +1

} (C.7)

Para ® > 0, temos:

P
= — = arctagh[e_("‘)é(f”)] =

= — = =In{ }=

27 _ e-)iere)

d 1k e—(n1)§(6+d)
4

~m)}(¢+a) )
=><I>=£n{1+e ¥oys cosh(1zl)f(§+d)+1
1 — e-(m)¥(E+d) cosh(ny)2 (£ +d) — 1

} (C.8)

Considerando uma superficie plana com densidade de carga negativa, temos que:

@f _eldm|a|
de=" KT e

Partindo da equacgao (C.7) para o potencial negativo, neste caso, podemos encon-
trar a constante de integracao d.

@I * 2n, 2 _eXdrm|a|
dg "*~° senh(n))2(d) kT €

a7




=d=(n)"?

1, mikTe ni2kTe |,
= R L 24
(m1) 2m[e/\%r | o | * \/(e)\?rr | o |) +ell

TllszE
eAr | o |

~ (ny) "2 n[———]

T \1
Como A = (E;_S;_o)?’ temos que:

2 2non kT e
dm(nl)—%sn[m\/ ey

substituindo (C.9) em (C.7), obtemos:

ie |o|
1—e™) (5 2n0n1ku

Serlol /
1—+—8 (D)2 l? 2nun1kf€

® = 2In{ }

C.2 Debye-Hiickel

Apresentamos também a solu¢ao analitica da equagao de Poisson-Boltzmann li-
nearizada, também conhecida como equacao de Debye-Hiickel, para um sistema
com simetria plana em um eletrélito constituido por ions monovalentes.

Usando o sistema de unidades Gaussiano, temos:

V20 (7) = Z““ ) 1o g (c.11)

Para um sistema com simetria planar o potencial é uma funcao de uma coorde-

nada, neste caso, z, e a equagao C.11 pode ser escrita como:

> ( '.r"') 4 ( z,e) n,u
T d2? Z ekT )
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kT

Definindo z = €A, cujo parametro de escala A = (m)é tem dimensoes

de comprimento, ny a unidade de concentragao, que no sistema gaussiano de

3, correspondendo & concentraciao mi-

unidades é dado por ny = 6,02.107em™
limolar, e usando o potencial reduzido ® = e—w—@ podemos escrever C.12 com

parametros sem dimensoes:

d£2 = Zz, n;® (C.13)

Na equacgao acima, fizemos ";‘él = n;, sendo este um niimero puro que corresponde
a concentracao milimolar da i-ésima espécie ionica.

Multiplicando ambos os membros da equagao C.13 por i:?: temos:

d@di'@
dE d§2 Zni B

Logo, podemos verificar que:

G- BEey)=0=

de"\ de

dod ..

15

)? — Z %(21:(1))2 = ¢? (constante) =

d® 1
= — = +{c 2}2

T {c® + a®?}2
sendo a= ), %z

Fazendo ® = ca~2senhd, a equacdo (C.14) é imediatamente integravel com

resultado:

0 = +a? (¢ - &)
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O potencial reduzido ®, com o sinal da densidade de cargas na membrana incor-
porado pelas condigbes de contorno, pode se apresentar nas formas equivalentes:
® = ca~2senha? (€ — &)
® = Ae*?€ + Beote

Se a analise se refere a um sistema constituido por uma membrana com den-
sidade superficial de cargas imersa em solucao eletrolitica, e se para pontos afas-
tados da membrana o potencial eletrostatico se anula, a forma mais conveniente
& @ = At 4 Beate
Para £ — oo, temos ® — 0.Desta forma, tomamos A = 0.

Para £ = 0, temos:

Portanto:

q) — a'—% 2_4?To-e_a£6

i (C.15)

Substituindo A = (ﬁ%)% em (C.15) e considerando uma solugao eletrolitica de

fons monovalentes, temos que a = n; e (C.15) pode ser escrita como:

/ m e BT
d=2 e e L D
% 2nun1kae




C.3 Relacao entre as solugoes de Poisson-Boltzmann e

Debye-Hiickel para simetria plana

A solugio da equacio de Poisson-Boltzmann para ® < 0 (C.10) é dada por:

ﬂ,li o
¢ }EJEl

2nun 1 kTe

5 /
1 te ~(m) é 2nuka€
e —(ﬂl)i‘f lol i i
Fazendo = = —e {5'\/ svnwre } © expandindo

Q’})B :23?1{ }

2in{1t2} = 4z + 323 + ... obtemos:

E 4, _mntelol m
Bop = 7 mode [T _ Zr (ke 3 ..(C.18
28 lele 2non kT e 3{6 2 2710”1ka} ( )

Chamando (C.16) de ®py, podemos escrever (C.18), para a densidade de cargas

da superficie negativa como:

1 d?
bpp =P — 3 =®py{1+ 22 4 .
PB pH + 18 ' DH - pu{l + —— 48 + ...}

Fazendo —M < 1 podemos avaliar para quais valores de £ ha concordancia entre
Poisson-Boltzmann e Debye-Hiickel. Assim:

2
q)DH

1=
48 S

(n,)"2 o2
l :
2 "24ngnikTe 1C19)

=&

Considerando uma membrana com densidade superficial de cargas dada por
o = —3.10%¢.s.u/cm? imersa em solugdo eletrolitica, verificamos, usando a relacao
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(C.19), para quais valores de £ e z (Tabela C.1), considerando a membrana na

origem, Poisson-Boltzmann e Debye-Hiickel concordam na descri¢ao do compor-

tamento do sistema.

Tabela C.1:

150mM

100mM

10mM

—0,037

—0,025

0,28

—3,56A

—2,4A

26,9A
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