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Resumo

Interações eletrostáticas são determinantes no referente às propriedades físico­

químicas de sistemas coloidais, assim como sistemas constituídos de membranas

biológicas e soluções micelares. Devido a grande importância destes sistemas,

modelos tratando interações eletrostáticas têm sido extensivamente estudados.

Neste trabalho, é apresentado um modelo para descrever a interação de um

aglomerado carregado e membrana imersos em solução eletrolítica. A interação

de uma partícula carregada que pode simular uma micela, vesícula de transporte

ou proteína globular e membrana é analisada por um modelo que conduz a um

problema matemático com condições de contorno.

Fazendo uso do método da função de Green, encontramos uma expressão geral

para a energia potencial eletrostática da interação destes aglomerados carregados

com a membrana em termos das funções de Bessel e os coeficientes de Wigner.
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A bstract

Electrostatic interactions are determinative regarding to the physical­chemistry

properties of colloidal systems, as well as systems consisting of biological mem­

branes and micellar solutions. Due to the large importance of these systems,

models treating electrostatic interactions have been extensively studied. In this

work, is presented a model to describe the interaction of one charged molecular

agglomerate with a membrane immersed in electrolytical solution. The interac­

tion of the charged particle (micelle, transport vesicle or globular protein) with

the membrane is analized by a model that lead to a mathematical problem with

boundary conditions. Making use of the method of Green's function, we find gen­

eral expression for the electrostatic potential energy of the interaction of these

charged molecular agglomerates with the membrane, in terms of the Bessel's

functions and of the Wigner's coefficients.
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Capítulo 1

1.1 Membranas Biológicas

Todas as células possuem uma membrana (também chamada membrana plas­

mática), que separa o meio intracelular do extracelular e desempenha um papel

importante no transporte de substâncias.

As células eucariotas possuem, além da membrana plasmática, um sistema de

organelas constituintes de subsistemas celulares. Exemplos de organelas envolvi­

das por membrana são: núcleo, retículo endoplasmático, mitocôndrias, cloroplas­

tos, complexo de Golgi.

As bases estruturais da membrana são constituídas por componentes lipídicos

e protéicos. Os lipídios das membranas são moléculas anfipáticas, isto é, possuem

uma extremidade hidrofílica (solúvel em meio aquoso) e uma cadeia hidrofóbica

(insolúvel em meio aquoso). Entre os lipídios frequentes nas membranas celulares

encontram­se fosfoglicerídios (fosfatidilcolina, fosfatidiletanolamina, fosfatidilse­

rina e fosfatidiltreonina), esfingolipídios, glicolipídios e colesterol. Os fosfoglicerí­

dios e os esfingolipídios contém o radical fosfato e são chamados fosfolipídios.
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Tabela 1.1: Composição lipídica (porcentagem do total)[1]

Lipídio Membrana Plasmática

de célula de fígado

Membrana Plasmática de

Glóbulo Vermelho

Mitocôndria Retículo

Endoplasmático

Colesterol] 17 23 os

Fosfatidiletanolamina o7 18 17

Fosfatidilserina 04 o7 o5

Fosfatidilcolina 24 17 40

Esfingomielina 19 18 05

Glicolipídio o7 o3

Outros 22 14

À composição lipídica varia muito, conforme cada tipo de membrana. Os

fosfolipídios majoritários nas membranas de células de mamíferos são: fosfatidil­

colina, fosfatidilserina, esfingomielina e fosfatidiletanolamina. Os números são

apresentados na tabela 1.1.

Devido à natureza anfipática e à sua forma, os lipídios quando em solução

aquosa, e sob algumas condições, formam bicamadas. A parte hidrofóbica cons­

titui o interior da bicamada e a extremidade hidrofílica mantem­se em contato

com o meio aquoso (Figura 1.1).
t

solvente

à”.DM ”
solvente

Figura 1.1: Bicamada lipídica
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Figura 1.2: Estrutura química dos principais fosfolipídios

Todos os fosfolipídios têm ao menos dois grupos dissociáveis, o fosfato (ne­

gativo) e o nitrogênio (positivo), o que lhes confere uma carga líquida nula. No

entanto, a fosfatidilserina, devido a presença do carboxilato, apresenta uma carga

líquida negativa (Figura 1.2).

1.2 Meio Celular

Nas células eucariotas, o citosol representa pouco mais da metade de seu volume

total e é o sítio de síntese e degradação de proteínas. É constituído de uma solução

aquosa de pH 7,2, com elevada concentração de moléculas orgânicas, além de íons
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Tabela 1.2: Concentração iônica de uma célula típica de mamífero|[1]

Componente | Concentração Intracelular((mM) | Concentração Extracelular(mM)

Cátions

Nat

K+

H+t

Anions

cl

como potássio, cloreto, magnésio, cálcio, sódio e fosfato.

A célula, como um todo é eletricamente neutra, isto é, contém em seu interior

mesmo número de cargas positivas e negativas. A tabela 1.2 mostra a composição

iônica de uma célula típica de mamífero, embora a célula contenha muito outros

ânions e cátions não listados, tais como HCO; (bicarbonato), POzZ* (fosfato),

ácidos nucleicos, proteínas, etc.

Devido à equivalência de força iônica, eletrólitos de aproximadamente 150mM

de íons monovalentes são usados frequentemente para simular o meio celular.

1.3 Equilíbrio eletrostático

A análise de sistemas que simulam o meio celular é feita sob a hipótese de que

estes se encontram em equilíbrio termodinâmico.

Ao menos no que diz respeito à interação eletromagnética, podemos verificar
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em que condições o sistema estaria em equilíbrio eletrostático, lembrando, é claro,

que o equilíbrio do sistema como um todo é devido a outros fatores além da

interação eletromagnética.

O tempo de relaxação de um sistema sob perturbação de um campo elétrico

externo ou de uma variação nos valores da densidade de cargas pode ser avaliado,

a partir da equação de continuidade:

V.SJ+2E=0 (1.1)

Na equação acima J representa o vetor densidade de corrente. O princípio

em que repousa a equação é o princípio da conservação da carga elétrica.

Se o meio que constitui o sistema apresenta características ôhmicas e isotrópi­

cas, o vetor densidade de corrente é escrito como:

=J = oÊ. (1.2)

As grandezas p, J e E descrevem perturbações ao sistema e o representa a

condutividade característica do meio.

Usando a lei de Gauss V ­ É = 47º, temos que (1.1) se apresenta como:

Op fo
CN PaOt 1

A solução da equação acima é dada por p(t) = p(0)e(*rE!. Podemos então

€observar que a perturbação p(t) decai com um tempo de relaxação 7 = e

sendo «e o valor da constante dielétrica do meio.
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Tabela 1.3: Condutividade Iônica na água a 25ºC [11]

NaCl A(mSmºmol­!)

Nat 5,01

[01 7,63

Se considerarmos um eletrólito, composto por 100 mM de NaCl, temos que

0 = Amc=(v4A4 +rvA)c=1,26S/m! =1,13.10"º8"!,

Am é a condutividade molar e c a concentração do sal. Os valores da condutivi­

dade dos cátions (A,) e dos ânions (À), assim como seus respectivos coeficientes

estequiométricos, são dados na Tabela 1.3.

Uma estimativa do tempo de relaxação é obtida atribuindo a e o valor da

constante dielétrica da água a 25ºC ?, e considerando o valor da condutividade

característica (1, 13.10!ºs7!) do eletrólito, tendo portanto 7 = 5,5 x 107!%s.

Quando consideramos soluções que simulam meios fisiológicos, onde a con­

centração de sais é maior ou igual a 100 mM , temos que o tempo de relaxação

do sistema após uma perturbação é ainda menor.

As informações e números apresentados permitem tratar eventos como o

deslocamento de aglomerados moleculares imersos em soluções de eletrólitos com

o campo e as cargas em equilíbrio eletrostático.

!Sistema Gaussiano:S/m = 9.10ºs7!
2E=78,5
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1.4 Equação de Poisson­Boltzmann

Considerando um meio linear e isotrópico, com constante dielétrica e e densidade

de cargas p, temos que a equação que relaciona potencial eletrostático e densidade

de cargas é a equação de Poisson:

VºV(P) = 47 O
Os símbolos têm significado usual, sendo Vº o operador laplaciano.

Ao tratarmos um sistema composto por uma solução iônica, temos que a

densidade de cargas p será dada pela soma das densidades das espécies iônicas

presentes no sistema:

Pp(P) = > zieni(P) (1.4)

O parâmetro 2; representa a valência do fon, e representa o valor da carga do

elétron? e n; o número de fons da espécie i por unidade de volume.

Admitindo que toda interação possa ser representada pelo potencial eletros­

tático médio [?], temos para o potencial químico da espécie iônica 1, em qualquer

parte do sistema:

M(P) = noi + kTIn(n;(P)) + z;eV(P) (1.5)

O termo 15; compreende a contribuição de uma molécula ou íon atômico no que

se refere às suas propriedades intrínsecas, em termos de valores médios (graus de

liberdade vibracional, rotacional e translacional, estados nucleares e eletrônicos,

Se =4,8.107"0 es.u
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sendo que estes dois últimos, via de regra, são tomados no estado fundamental). O

termo kT'In(n;) compreende a contribuição entrópica coletiva, sendo k a constante

de Boltzmann* e z;eWV a contribuição dada pela interação eletrostática.

Considerando duas regiões distintas do sistema designadas por nó e TF, e

atribuindo o valor U(ro) = O, podemos escrever:

Hi(Fo) = no: + kTIn(nio(ro)) e

M(P) = noi + kTIn(ni(7))+ zeV(7)
Admitindo o equilíbrio termodinâmico, temos que o potencial químico é o

mesmo para regiões quaisquer do sistema, isto é, u;(ro) = u;(P). Logo obtemos

—z;eV(P)=*eãO)ni(P) = noel (1.6)

conhecida como distribuição de Boltzmann para espécies iônicas, sendo n. a

concentração de fons da espécie i onde o potencial eletrostático médio é nulo.

Substituindo (1.6) em (1.4), obtemos:

p(P) = 2 ziençelTrirSu) (1.7)

que é a densidade de cargas em termos das cargas dos fons, do potencial eletros­

tático médio, da temperatura e da concentração de íons por unidade de volume

onde o potencial eletrostático médio é nulo.

Substituindo (1.7) em (1.3), obtemos:

VU (P) o> 4Tz;enio PROLevo)
­

€
i

t1k =1,38.107!8 ergs. K!
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Esta é uma equação diferencial parcial não linear conhecida como equação

de Poisson­Boltzmann. Sua solução analítica existe para casos muito específicos,

como sistemas dotados de simetria cilíndrica com uma espécie iônica na solução

[2], e sistemas com simetria plana contendo misturas de íons mono e bivalentes

[3].

1.5" Aproximação de Debye­Hiickel

O efeito da força iônica do meio pode ser tratado através da teoria de Debye­

Hickel, a qual permite a aplicação da equação de Poisson­Boltzmann a sistemas

que podem ser adequadamente representados como um conjunto de cargas em

um meio de constante dielétrica uniforme e de baixa força iônica, de forma que

a energia potencial eletrostática (2z;eV(f)) em qualquer ponto da solução seja

desprezível em relação a energia térmica (kT). Em tais condições é possível

tratar linearmente a distribuição iônica representada pelo fator exponencial da

equação (1.8). A linearização da equação é feita através da expansão em série de

Taylor do termo exponencial, e da utilização apenas do termo de primeira ordem:

nao, (1 Fev, (1.9)e — ZHeP(S)
kT

Substituindo então a relação (1.9) na equação (1.8), obtemos:

> 4T2;en; D 47 (z;e)ºn;2 =—— 1 Co t 10ve(n)= € + ekT O
i
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Figura 1.3: Atmosfera iônica

Devido à condição de eletroneutralidade da solução eletrolítica, o somatório

do primeiro termo se anula (Y”, Frzienio = 0). Nestas condições, a equação (1.10)
se reduz a equação de Helmholtz modificada,

VºU(P) = eºU(P)

cuja solução geral pode ser escrita em termos de funções conhecidas.

O fator

e. (&ea) 2
é denominado comprimento de Debye [?], e está relacionado com a efetividade da

blindagem produzida pela solução eletrolítica (Figura 1.3).

O aumento da concentração salina causa um decréscimo nesta grandeza, su­

gerindo que podemos interpretá­la como um parâmetro de escala que indica a

distância em que o potencial produzido por um fon é efetivamente blindado.
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A tabela 1.4 mostra os valores de x7* para diferentes concentrações.

Tabela 1.4: Comprimento de Debye

concentração de eletrólito(1:1) | Espessura da atmosfera iônica
1mM 96,4 À

10mM 30,5 À

100mM 9,64 À

150mM 7,94 À
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Capítulo 2

2.1 Objetivos do Trabalho

Interações eletrostáticas são determinantes no referente à propriedades físico­

químicas de sistemas coloidais, assim como sistemas constituídos por membranas

biológicas e soluções micelares.

As considerações feitas no Capítulo 1 referente às propriedades de membranas

e suas moléculas constituintes, assim como às propriedades do meio eletrolítico

em que estas se encontram, permite a proposta de modelos que envolve trata­

mento matemático para descrição quantitativa e análise de sistemas de interesse

biológico.

Neste trabalho, é apresentado um modelo para descrever a interação de aglo­

merados moleculares carregados e membrana imersos em eletrólitos.

A interação de uma partícula carregada que pode simular uma micela, vesícula

de transporte ou proteína globular com uma membrana é analisada por um mo­

delo que conduz a um problema matemático com condições de contorno.

O objetivo principal do trabalho é obter a solução geral deste problema de

17
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valor de contorno, o que nos permitirá avaliar o papel da interação eletrostática,

descrita pelo modelo para algumas situações particulares.

2.2 Modelo

Para se fazer uma análise quantitativa de interações biomoleculares, tais como

essa que nos propusemos a fazer, deve­se sempre recorrer aos modelos simplifica­

dos, uma vez que a heterogeneidade estrutural das partículas envolvidas e a não

homogeneidade do meio em que estas se encontram não permitem tratamento

matemático simples.

A seguir, serão apresentadas as aproximações e simplificações usadas, obtendo

assim um modelo para a interação de uma membrana e um aglomerado molecular

carregado, imersos em solução eletrolítica.

Vamos tratar uma solução eletrolítica como um dielétrico contínuo e os íons da

solução pelo seu comportamento médio, além de considerar que sua distribuição

é descrita pela estatística de Boltzmann ao redor de um aglomerado molecular

carregado imerso na solução.

Feitas estas primeiras considerações, temos que o potencial eletrostático mé­

dio em todo o sistema, admitindo o equilíbrio termodinâmico, satisfaz a equação

de Poisson­Boltzmann (1.8).

A fim de obtermos solução analítica para o problema de interesse, conside­

ramos a aproximação de Debye­Hiickel para o sistema. Essa consideração faz
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com que o potencial eletrostático médio seja solução de uma equação diferencial

parcial linear de Helmholtz (1.11), sendo escrita em termos de funções conhecidas.

Podemos verificar, em determinadas concentrações e em certas distâncias do

aglomerado carregado, que o potencial eletrostático médio obtido da equação de

Poisson­Boltzmann e Debye­Hiickel são equivalentes (Capítulo 5 ­ Discussão e

Resultados).

Uma simplificação feita para a análise do comportamento das membranas bi­

ológicas é considerar membranas composta apenas por fosfolipídios. Os números

apresentados no capítulo 1 a respeito da composição fosfolipídica de algumas

células de mamíferos (Tabela 1.1) e sua estrutura química (Figura 1.2) nos su­

gere tratar membranas fosfolipídicas imersas em solução eletrolítica como sendo

superfícies eletricamente neutras e condutoras. Isso se justifica pelo fato de ter­

mos fons dissociados na estrutura dos principais fosfolipídios, fazendo com que

contraíons constituintes da solução eletrolítica sejam adsorvidos na membrana.

Fazendo tais considerações à respeito da membrana e da solução eletrolítica,

temos que a interação entre um aglomerado molecular carregado e a membrana,

imersos em solução, será sempre atrativa. Quando o aglomerado for carregado

positivamente, teremos uma densidade de cargas induzida negativa e vice­versa.

A formação da densidade de cargas induzida na membrana será sempre feita

pela atração ou repulsão dos contraíons adsorvidos na membrana, dependendo

da carga do aglomerado molecular com o qual está interagindo.
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Capítulo 3

3.1 Interação entre Membrana e Aglomerado Carregado

Considerando a interação eletrostática de um aglomerado molecular com dis­

tribuição de carga superficial dada por o(r,) e uma superfície condutora neutra,

plana e infinita, ambos imersos em solução eletrolítica (Figura 3.1), verificamos

que o potencial eletrostático numa posição 7 do meio será devido a o(r9), junta­

mente com a densidade de cargas induzida na superfície condutora.

Como este potencial satisfaz a equação de Helmholtz modificada (1.11), temos

o seguinte problema de valor de contorno:

VºV(P) — eºD(P) = 0,vVre V

VíFeS)=O0

A solução do problema de valor de contorno será feita através do uso da

função de Green, que será obtida com o uso do método das imagens.
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o(r, 6, Po)

Figura 3.1: Problema de Valor de Contorno

3.2 Funções de Green

3.2.1. Introdução

Se G(7Nro) for o campo gerado no ponto de observação 7 por uma fonte pontual

unitária na posição 77, então o campo gerado em 7 por uma distribuição fonte

p(ro) é a soma de G(FNro) sobre todo o espaço de ro ocupado pela fonte. A função

G, é chamada função influência ou função de Green [7].

A função de Green que descreve o potencial eletrostático em 7 devido à uma

carga elétrica puntiforme imersa numa solução eletrolítica, satisfaz a equação não

homogênea:

VIGA (AVG) — PG.(PVG) = =P 1) (3.1)

Os símbolos têm significado usual. O operador laplaciano é representado por Vº,
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x ! é o comprimento de Debye, ó(7 — ro) a função delta de Dirac e e a constante

dielétrica do meio.

3.2.2 Contorno no Infinito

Para resolver problemas em que as superfícies de contorno estão no infinito, a

função de Green só depende de R = |? — ro] e é esfericamente simétrica. Usando

o Laplaciano em coordenadas esféricas! , temos que g.(R) satisfaz:

Ae an (E an)a(R)— Aºg.(R)=
Exceto para 7 = ro, Rg.(R) satisfaz a equação homogênea

Es

cuja solução é dada por:

Rgs(R) = Ae"FP + Be"º

Para R — co, temos que g,(R) se anula, e para R — O a singularidade do uma

vez que o potencial têm comportamento coulombiano. Portanto fazemos A = 1/e

—xalP=10]e B = O obtendo então a solução para (3.1), dada por g.(fNro) = ...—o
Nestas condições, o potencial eletrostático V(r) devido à distribuição de car­

gas superficial o(%9) de um aglomerado molecular imerso em solução eletrolítica,

tal que VºU(7P) — xº(7) = O, é dado por:

(7) = FE
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3.2.3 Superfície de Contorno

Com contorno no infinito, g.(TNro) é a função de Green apropriada. Em ele­

trostática, quando uma superfície de contorno é introduzida, uma contribuição

ao potencial eletrostático passa a existir devido a carga induzida na superfície.

Assim, podemos esperar que Gx(FNro) = ge(FNro) + Fx(FNro), onde Fx (TNro) re­

presenta os efeitos do contorno. Fx(7Nro) não pode ter uma singularidade dentro

da região considerada, de forma que, quando 7 — ro, Gx.(Aro) = g«(TNro). Para

obter F,(fNro) usamos o método das imagens.

3.3 Solução Geral do modelo

3.3.1 Potencial Eletrostático

Considerando o problema de valor de contorno (Figura 3.1):

VºU(P) — e U(P) = 0,Vvre V

Ví(reS)=O0

admitamos que exista uma distribuição de cargas, caracterizada pela densidade

0 (rf), inteiramente situada na região externa a V, porém com posição simétrica

à distribuição em V e tal que, juntas, produzam nos pontos da fronteira feitos

pela superfície condutora plana, o mesmo potencial nulo prescrito pela condição

de contorno do problema considerado. Assim, ao nosso problema de valor de

contorno (Figura 3.2 a), fazemos corresponder um outro, que denominaremos

problema associado (Figura 3.2 b), sem fronteiras e com a seguinte distribuição

23

EV
AVAVAY

2 3 4 5 6 7 unesp ”. 12 13 14 15 16 17 18



a

de cargas: o(%o9) em V e o(rf) em V".

Visto que para o problema associado é conhecida a distribuição de cargas em

todo o espaço, temos a seguinte solução para o potencial do problema associado

—srrf)AS+ PP —­o(r))dS!,ViEVUV,o osy elr'— ri
e­tlirro|

(7) = Ts 210so ElP — ro]
onde 7º = Ff — d, o(r)) = —o(f,) e Vº a região do espaço complementar a V.

Notemos que V(7) é tal que V2U(P) — «2U(7) = 0,VrE V, visto que o(r)) = O

para 7 € V e ainda que U(7) = O, para 7 localizado na superfície condutora plana,

por construção do problema associado. Portanto, para 7 restrito a V, temos:

—= = oe|lP— To]

—x/Pr6] sroV(P) = f E (ro)dS, + SS  o(1)aS!, vr € V (3.4)
So s5 er— rol

O método acima exposto, que consiste em achar a solução de um problema de

O(r5,05,9,) OC(ro,05;P,)

Figura 3.2: Método das Imagens
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valor de contorno com condições de contorno de Dirichlet resolvendo um problema

sem fronteiras com uma distribuição adicional o(r0) na região V' externa a V é
p : N ont

chamado método das imagens, sendo que F; (Nro) = ." :—'o

enslP—ro! enslroro
elr­ro] elPodemos verificar que a função de Green Gyx(fNfo) =

encontrada para o nosso problema foi usada na teoria clássica de interações en­

tre macroíons esféricos, apresentada por Derjaguin, Landau, Verwey e Overbeek

(DLVO).[5]

3.3.2 “Energia Potencial Eletrostática

Sendo os efeitos da densidade de carga induzida na superfície condutora plana

bem representados por o(r)) do problema associado, podemos partir para o cál­

culo da energia potencial eletrostática do nosso problema de interesse. Para isto,

calculamos o potencial eletrostático devido a soma das cargas em V' nas posições

das cargas em V, ou seja, fazemos 7 = ri (Figura 3.3), obtendo então a energia

potencial eletrostática da interação dos dois aglomerados carregados:

estrov= A foo (rh)dSso(ro)dSoSo JS, er! — E

3.3.3 Expansão Multipolar da Energia

—Conhecido a expansão da função de Greenº€ [Apêndice A], dada por:­to
ericaGx(ANGO)= GD > inx | 16 Dkn(6 | 7º DYIn (96,Po) Yam (9º, é)

n=0 m=—n
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A r(19,00,90)

Figura 3.3: Cálculo da Energia Potencial Eletrostática

temos que a expressão (3.5) pode ser escrita como:

v=$ 37 >>En(eDA(CFDn(Po(h)ASo É (Pri,(DAS,
So n=0m=—n

Lembrando que 1 =R­ de utilizando a relação (B.5) obtida no apêndice B para

kn(1lr6— di)Yam(19— d), temos que

n

— 324T ­ >»> >—1”in (x|ro]) 4 Yin1 (hA)a(fo)dSox
n=0m= m=—n'

> > SCya(2n + 1)(2n/+DEN+D)
N=|n—n'|| M=—N

n n N Vw um (DenlDin(ePi) É Vinda — G9)
mm.M

Expandindo o(r9) e o(rf) em função dos Harmônicos Esféricos, temos que

$ nim! (fo)oa(fo)dSo = 4.nm! (fo) > > oipY,ip(Éfo)dS, =
o 1=0 p=!
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l21nn (fo) Yip(fo)dSo= > > TipônIômip = OIn'm'
1=0 p=!

e de forma análoga

$, Winoiass = 3 x63)DO DO anYin()AS=
o 1=0 p=!

12, ip Í, Yin(ro)Yip(ro )dS, = > > Cipônidmp= Inm, (3.8)
1=0 p 1=0 p=!

onde ód1, é uma função delta de Kronecker, dada por da = O quando a £ be

das = 1 quando a = Db.

Substituindo (3.7) e (3.8) em (3.6), temos que a expressão geral para a energia

potencial eletrostática do problema considerado é dada por:

1

— 32KT NAL AAA

— >), >, XD, XD (CDiv(slfó)in(lró)owmonmx
n=0 m=—n n'=0 m/=—n'

E
n n' 2 f­n;W Nx > > O)ot (PL +1)(2 +HUCN+DU) x

N
.Yw,­mM(d)kn (1/d])
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Capítulo 4

Casos Particulares

4,1 Interação Monopolo­Monopolo, Monopolo­Dipolo e Dipolo­Dipolo

Para n e nº variando de O a 1 na expressão geral para a energia (3.9), podemos

obter os termos que representam as interações monopolo­monopolo, monopolo­

dipolo e dipolo­dipolo:

U= H[16xio(x | 5 |)io(4 | ró N)ko(4/d|) 600000 VmXYoo(À)] +
+ [16xi1(4 | 5ó [Dio(& | rá I)ki(ld)os1000 /FY1,1(d) +
+ 16xi1(6 | 7ó [)io(s | 1á [ki (ld])oiocoo VnY1o(d) +
+ 16xi1(6 | 76 [)io(s | rá Dki(sldonooovnYn(d) —
— 16xio(x | 7ó I)ia(s | ró I)ki(sldl)ocoos­1/AXY1,1(d) —

— 16xio(x | 56 I)ia(6 | nó [ki (eldl)osoouAY (À) —
— 16xio(x | nó [Jia(4 | nó [)ki (s/d)onocio VAYao(A] +
+ [166i1(4 | 1ó Dia(& | ró I)Eo(ld)onos­1 VnYoo(d)
+ 16x(6 | 6ó ia(6 | ré I)ko(eldl)os<1011 /TYoo(d) —
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— 16xi1(& | 7ó )ia(K]| r) |)ko((ld)Ja101,XY, (À) —

— 16xi,(6 | 7 [Dia(6 | ró [)ke(1|d[)o1oo1,­1XÃEYa 1(d) —
— 16ria(6 | 7ó |)in(6 | ró )ke(sldl)ano,1 SE Ya (d) —
— 16xi1(6 | 56 Dia(6 | 7ó I)Ea(1Id)os1019 EX, 1(d) —
— 16xi(6 | 69 [)ia(6 | rá [)ko(4ldl)ooo1o VAYoo(d) —
— 3261(x | 76 [Dia(6 | ró I)ka(eld))osoioSE Yao (À) —
— 16xi1(46 | 76 )ia(6 | rá Ez(eld)onoioGAY (d) —
— 16xia(46 | 76 )ia(6 | rá Ea(sda101 BY (d) —
— 16xia(6 | 56 [)Dia(& | rá I)ke(1sld))o soonTX(A) —
— 16xi1(6 | 1ó [)ia(6s | ró [)ka(eldl)ononAE Y22(A)] +...)

As funções de Bessel esféricas modificadas do primeiro e terceiro tipo são

dadas por:[8]

io(2) = senha ko(z) — o ka(z) = FE (1 +32! + 327?)
i1(z) — — senhz + coshz ki(z) — (1 + 27)

4.2 Interação Dipolo­Dipolo

Se assumirmos d orientado no eixo z, temos para os harmônicos esféricos:
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Yoo(d) = Yn(dD = 61(d)=01

Var

Yo(d) = e Yaa(d) =YX22(d) =0

Yn(d = XY 1(d) =0 Vao(d) = e

Podemos então verificar que os termos que representam a energia potencial

eletrostática da interação dipolo­dipolo numa solução eletrolítica são dados por:

Udipoto=dipolo =2([8xi1(6 | ro |)ia(K| ri DkEo(sld)anas.­1 +
+Bri1(4 | 6a Dis(4 | rá D)koC1ld)os1011 =8ria (6 | 5á I)ia(& | ró I)Ea(eld))onos1­
Sri(6 | 7 I)ia(6 | rá [)ke(xld])as1011 —8wia (6 | 7ó Dia(6 | 7á [)ko(1d1)o1oao—
—16%i](& | 7ó D)ia(K&]| ri Dk2(eld)oiçoo)

Multiplicando Uipoto­dipoto POT ãoe lembrando que:To

Onm = f Yin(fo)O(fo)dS, € Onm= S Yin (rs)O(rs)dS)
obtemos a energia em termos dos momentos de multipolos [6]

Inm!= SY:nim! (Fo) rol”o(*o))dSo é Gnm= SYz ridirálro(rAS,
Assim:

Udipoto—dipoto TEq(8x (6 | ro Dia(s | rá |)I)ko(4s1d])ni +
+8rxi1(4x | ro Dia(s] ri Dko(eld)an 191 =8ria (k | ra Dia(K | rá Dk (sldDaung2­

Baia(1 | 16 Dis(6 | 1ó I)Ea(1sldDas,iq — win(6 | 66 I)ia(6 | r$ I)ko(1A))qronio —
—16xi(6 | 7ó [Jia(4 | ró |)ke(1/d])q1ono)
Os valores de q1u1, q1,­1 € qo em coordenadas cartesianas são dados por:

Ni =— (Do = ipy),

1 =+/5 (Po +iDy),
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910 = JE).
Substituindo os valores dos momentos de multipolos em Ugipolo­dipolo € fazendo

um pequeno exercício algébrico, podemos verificar que:

6
Udipoto—dipolo = ETTA IEelrolirolr

xii(6 | 56 Dis | 75 [DE2(s[dD[o7, ­ 07, — 3(d­ pr) (d­ p2,))­

—xi(s | 56 Dia(s | ró [)ko(1ld))[ps, + pr,]X

Os momentos de dipolo elétrico são dados por:[6]

Pro = f roo(ro)dSo Pr = f rio(rs)dS)
So Ss!

Se fizermos k > 0 e e = 1, temos:

rin(s | 7ó Dia(s | ró )ko(xld]) — O,

in(6 | ró Dia(s | 75 Dk(xIdl) —> BEGE,
Nestas condições, podemos verificar de (4.1) que:

U
— Prop 3(d­pr,)(d­ pr)

dipolo—dipolo,x=0 — =3 ,

Id|

que é a energia potencial eletrostática da interação de dois dipolos no vácuo.

4.3 Interação Monopolo­Monopolo

Ainda assumindo d orientado no eixo z, podemos obter da expansão de multipolos

para a Energia Potencial, o termo que descreve a interação monopolo­monopolo:

10x. A. ­ aUmonopolo­monopoto = — fo(x | 7º Dio(& | rá I)Eo(1/d])onocaoVoo (d)
31

EV
AVAVAY

cm 1 2 3 4 5 6 7 unesp ”. 12 13 14 15 16 17 18



Se quisermos tratar a interação de dois aglomerados moleculares uniforme­

mente carregados, imersos em solução eletrolítica, fazemos:

ovo = S Yio(fo)a(fo)dS, = 2 e 000 = S Yaa(ra)a(r1)AS, = L­
e obtemos:

2K .
= .

R
/Umonopolto­monopolo = TE o(K | To Dio(s | To Dro(s/d)EQ

Se fizermos x > 0 e e = 1, temos:

Kio(4 | ro )io(K | ro )ko(K|dI) >

Nestas condições, podemos verificar de (4.2) que:

oo
dó

Unmonopolo­monopolo,x=0 =

que é a energia potencial eletrostática da interação de dois monopolos no vácuo.

Para tratar a interação da membrana com um aglomerado uniformemente

carregado, fazemos:

ow = S Yo (fo)A(fo)dS, = A € 000 = S Yo (ro)o(ro)dS, = ——&.
Assim:

2K, ad "”Umonopoto­monopoto = 2to(x | TO Dio(K | To DEo(x/d))QE?

sendo Q a carga do aglomerado carregado.

Podemos observar em (Figura 4.1, 4.2, 4.3 e 4.4) valores para a energia po­

tencial eletrostática da interação de aglomerados com cargas de Se e 10e com a

membrana.
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1,0x10º 4

8,0x10” 4

6,0x10” 4

40x10” 1

4

20x10” +

1
'

|
— Q =4,8.10º e.s.u
— Q=24.10º e.su
—— 3P2kT

Figura 4.1: Energia potencial eletrostática, | rô |= 5Ã, « = 0, 126Ã”!

20x10” +

1,5x10”4

­U
(e

rg
s)

5,0x10*

] À

—— Q=48.10º e.su
— Q=2,410º esu
—— 3/2kT

"

Figura 4.2: Energia potencial eletrostática, | rá |= 10Ã, x = 0, 126À”!

3 4 5 6

FS
AVAVAV

7 unesp ”. 12 13 14 15 16 17 18



7,0x10*4

6,0x10* +

5,0x10* 4

40x10" 1

3,0x10* 4

2.0x10” +

1,0x10* 4

0,0

— Q =4,8.10ºe.s.u
——Q=2,4.10ºe.s.u
—— 3/2kT

30

Figura 4.3: Energia potencial eletrostática, | ró |= 15Ã, x = 0, 126”!

6,0x10*

5,5x10* d
5,0x10* À
45x10” +
4,0x10* À
3,5x10 À
3,0x10"* :

­U
(e

rg
s)

2,5x10** À
2,0x10* :
1.5x10* À
1.010” +

5,0x10* 1
0,0

— Q =4,8.10ºe.s.u
—— Q=24.10ºe.su
— 3R2kKT

40

Figura 4.4: Energia potencial eletrostática, | 1ó |= 20Á, « = 0, 126Ã”!
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4.3.1 Força Eletrostática

A partir da expressão para energia potencial eletrostática (4.2), podemos calcular

a força, que será sempre atrativa, da interação destes aglomerados carregados e

a membrana:

“(GE +s/d);
1d

a
e Die Ad no2ê

F=—"VU = —io(K | To Dio(x | To 1?

Aplicando a relação acima à aglomerados com cargas e raios especificados,

que interagem com uma membrana, ambos imersos em solução eletrolítica cuja

concentração é dada por 150mM de íons monovalentes, obtemos os números

representados em (Figura 4.5, 4.6, 4.7, 4.8)

—— Q=4,8.10º e.su
—— Q=24.10º e.s.u

Figura 4.5: Força Eletrostática, | 7 |= 5À, x = 0, 126À7!
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00 +

­5,0x10”

­1,0x10º 4

­1,5x10ºÀ
—— Q=4,8.10º e.s.u

­2.0x10º 1 —— Q=2,4.10º e.su

F
(e

rg
.o

m
”)

­2.5x10º À

­3,0x10º À

­3,5x10º À

20

Figura 4.6: Força Eletrostática, | ró |= 10Ã, «= 0,126"!

— Q=4,8, 10º e.su
—— Q=24.10º e.su

F
(e

rg
.c

m
”)

Figura 4.7: Força Eletrostática, | ró |= 15Ã, x = 0, 126Ã7!
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—— Q=4,8.10º e.s.u
——Q=24 10º es.u

F
(e

rg
.c

em
­1

)

Figura 4.8: Força Eletrostática, | ró |= 20Ã, x = 0, 126Á”!

4.3.2 Densidade de Cargas Induzida

A partir da expressão geral para o potencial eletrostático (3.4), podemos obter a

densidade de cargas induzida na superfície condutora para o problema particu­

lar que envolve a interação de um aglomerado carregado uniformemente e uma

superfície condutora, ambos imersos em solução eletrolítica.

Usando a expansão da função de Green em coordenadas esféricas (Apêndice

A), podemos escrever o potencial eletrostático da seguinte forma:

(9 =X" D> Ein(e 116 Din(6 | DYam(6)O É Yi1n(49)dO'­
n=0 m=—n

>> > inle [7 Dial | 9 DYm(6)o É in(9)A%
n=0 m=—n
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Multiplicando e dividindo a expressão (4.4) por Yp6o, e usando a condição de

normalização e ortogonalidade para Ynm, dada por

T 27

" Yin, do) Yoo (9, do) sendo dA dedo = dnoômo
o Jo

podemos reescrever (4.4), onde só aparecerão dois termos devido às propriedades

das funções delta de Kroncker !. Assim, temos que:

8Ko
­ >

8Ko 7TV(P) =— to(x | 5ó Dko(4 | P))|ro |º — — to(x | r Dko(s [ri Dil (45)

Substituindo em (4.5) os valores das funções de Bessel esféricas modificadas,

assim com a expressão para a densidade superficial de cargas:

io(x | RR |) — senhalró
” —sA " stko(6 | F[) = E ko(6 | 7º |) = 28

temos:

= 2enhus 1 | ela gosteSOS o
A densidade de cargas induzida na superfície condutora pode ser calculada

FP)= «|ro |

pela derivada normal de V(7) na superfície:

e OU(T)find=a oh lin=Id/200s07

€ 9(r), 1 OU(P), 1 0OU(P, R
2

Am ( Or Aus Oo O + send fofo) é). (cos6t + senbo) Im=[d|/2coso
= O quando a £ b e da = 1 quando a = b

38
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onde d tem a direção do eixo z e il=—2= —cosof + send (Figura 4.9).
Lembrando que r' = 7 — d (Figura 4.9), fazemos:

| 7º É =| ad +| 7 |? — 2) F|| d |coso obtendo então:

Qsenh(x | 1º |) es] 1
((1+ «| ro )cosd—y + [k+ —

­| 7]? (1d+|P/2=2|7||cosa)?
e xind 4 | To |

2, err+IAt2lAdeoso)é
x(| 7 | cosd—| d )— 7 —(Id| +|7[ —2]7||dcoso) HAA=Id/200so

Logo, para | 7 |=| d | /2cos6:

Q senh(x|7o]|)
& ­ cos?O(2cosd + x | d|)

nal <||
Tind = —

Conhecendo os valores de Q, | d' |, | 1 | (Figura 4.9) e x (1.12), obtemos a den­

sidade de cargas induzida na superfície da membrana do problema considerado.

Figura 4.9: Densidade de Cargas Induzida
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Nos gráficos (Figura 4.10) e (Figura 4.11) são apresentados os valores para a

densidade de cargas induzida das situações já analisadas em (Figura 4.1) e

(Figura 4.2).
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Capítulo 5

5.1 Discussão e Resultados

O estudo da interação entre aglomerados moleculares carregados em eletrólitos

foi feito usando a equação de Debye­Hiickel. Desde que o potencial reduzido

($ = zien(D) seja da ordem de unidade, e não necessariamente $ < 1, as duas
equações, Poisson­Boltzmann e Debye­Hiickel, são praticamente equivalentes para

descrever os sistemas que abordamos.

No apêndice C, o fato acima é verificado numa situação bem definida, facili­

tada pelo fato da escala de comprimento, representada por À, ser a mesma para

as duas equações.

Esta possibilidade nem sempre existe, visto o caso de 4 espécies iônicas |3].

Enquanto que para a equação de Debye­Hiickel o parâmetro X é definido por

= ekT :

" >>; 4r(zie)?nNio

o parâmetro correspondente para a equação de Poisson­Boltzmann é

1

=
ekT :

— N8mel(3na+n1+ N42)
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que coincidem quando n2=n,y72 EN] =Mnyp1, Mas não em outras situações.

O sistema analizado no apêndice C mostra que não se faz necessaria a hipótese

que O < 1 para que as descrições via equação de Poisson­Boltzmann ou Debye­

Hiickel ofereçam praticamente os mesmos resultados na análise de um dado sis­

tema.

À escolha da equação linear para descrição de sistemas de interesse é motivada

antes de tudo, uma vez que em tal descrição as hipóteses abrangem sistemas

interessantes, por apresentar grande simplicidade. O método da função de Green

sempre pode ser utilizado.

A complexidade dos sistemas biológicos impede uma comparação direta dos

resultados obtidos usando o modelo com o que ocorre no âmago celular.

A análise experimental em sistemas semelhantes a estruturas biológicas per­

mite uma comparação mais direta dos resultados do modelo com as medidas ex­

perimentais. À hipótese que a membrana celular é uma superfície condutora está

fundamentada em experimentos com sistemas contendo micelas zwitteriônicas e

eletrólitos.

O trabalho intitulado "A Theoretical Analysis of ion uptake by zwitterionic

micelles", apresentado no XXXIII congresso da SBBQ em Caxambú (05/2004)

por um grupo da bioquímica da USP permite inferir que a superfície de uma

membrana composta de anfifílicos zwitteriônicos em eletrólito se comporta como

uma superfície condutora.

O teste entre duas hipóteses limites: a da localização dos íons adsorvidos
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ou que os fons adsorvidos se comportam como fons livres na superfície, feito na

análise teórica, favorece esta última hipótese para a maioria das espécies iônicas

testadas.

O resultado que a interação entre uma superfície condutora e um aglomerado

carregado é sempre atrativo e aglomerados com cargas de mesmo sinal é repulsivo

está em acordo com os fenômenos da fagocitose e do brotamento (budding). O

brotamento envolve uma organela recoberta por membrana com composição igual

a da membrana plasmática e portanto com uma carga efetiva de mesmo sinal que

resulta em uma interação eletrostática repulsiva.

Pode­se especular, ancorado nos resultados apresentados pelo modelo, que

uma proteína com propriedades citolíticas, por exemplo fosfolipases de venenos,

tem que apresentar uma carga efetiva resultante em pH da ordem de 7 para se

aproximar da membrana celular, enquanto a fosfolipase eletricamente neutra não

deve apresentar a capacidade de destruir membranas.

Os valores para a energia de interação e para a força entre a membrana e o

aglomerado oferecem a ordem de grandeza das distâncias em que tal interação é

efetiva.
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Apêndice À

Expansão da Função de Green em coordenadas polares

esféricas

Sendo gx (fVro) a função de Green que satisfaz a equação de Helmholtz modificada,

tal que ro representa a posição da fonte pontual (aparece na EDP como um

parâmetro) e 7 a variável em relação à qual é efetuada a diferenciação, temos

que:

Viga (AT) — R ga (AH) = ——ó(F 7) (A.1)

1Escrevendo a função delta de Dirac em coordenadas polares esféricas * e usando

a relação de completeza para os harmônicos esféricos, dada por

DIn=0 dImenn Yam (9, d)Y m(Oo, do) = ó(cosô = cosfo)o(o = do) [6] , temos que

(P=16) = 36(r=ro)DO DO Yam(0, 0X In(00,do). (4.2)
n=0 m=—n

Então a função de Green, considerada função de 7, pode ser expandida

n=0 m=—n

N5(F—r6) = 3 ó(r — ro)ó(cosô — cosfo)ó(d — do)
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Substituindo (A.3) e (A.2) em (A.1) obtemos:

> > VizAnm(rNro,9o,Po)Ynm(9, é) — ? Anm(rNro, 9o, do) Ynm(9, 0) =
n=0 m=—n

n=0 m=—n

Escrevendo o operador Laplaciano em coordenadas polares esféricas ? , e lem­

brando que as funções harmônicas esféricas são soluções da equação

fo 1.1|sin 6 0079 Sin 035) + rºsin?0de Ynm(9, 0) = n(n + 1)Y,m(0, $)[6],
obtemos de (A.4) a seguinte equação:

DO ELL 2)o = E e Anm(rNro,90, do)Yam (9,6) =r2

= roInblr ro)irilr ro) > Yam(0 im (9, do).
n=0 m=—n

n=0 m=—n

Multiplicando ambos os membros por Y*, (9,4) e integrando em 0 e é,

obtemos

d. 2d, nín+l)
— — T — A

72) = = | Anm(r Nro, Oo, Po) n'nômim =
ET) SS 15(90,do)óvnónm, (4.5)

n=0 m=—n

sendo que, pela condição de normalização e ortogonalidade de Y,(0, À), fizemos:
27

Snnômim = ff Yam(9,6) Vs, (9, 6) sin 9d9dá(6].
ón'n € Óm'm São as funções delta de Kronecker, dadas por dó, = O quando a Abe

das = 1 quando a = b

2572— 1 8/1298. 1 8?Vi = s3r(" dr ) + sinosind da (Sin OS5) + rtp dg
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Assim temos de (A.5) que

47ó(r— To)
EU 1 0 ,er? nm [Ú do).

Portanto:

Anm(rNro, 9o, do) = gn(r, ro)Y zm (9o, do),

onde gr (r,ro) satisfaz a equação radial

[530(Pe)aco ="2EP aner?

Por definição, a função delta de Dirac ó(r — ro) é nula quando r £ ro.[6]

Assim, para r > ro ou r < ro, gn(r,ro) satisfaz a equação

ED)­ (EE + º)| gnlr,ro)= O
Fazendo gn(r,ro) = y(x), onde x = xr, temos

que é a equação de Bessel esférica modificada, cujas soluções particulares são

1

in(r)= (3=) "7, 4+1(7), sendo IT,,1 (7) função de Bessel modificada do primeiro tipo e
1

kn(x) = (2) “Ka1(0), sendo Kn+º (x) função de Bessel modificada do terceiro tipo.[8]

Temos que in(x) é finita na origem, mas infinita no infinito e kr, (x) infinita

na origem, porém zero no infinito.(Figura A.1)
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À iv) Liv)

Ro qa Gio dio dg

"
dio do dai) dr ii) dim

Figura A.l: Funções de Bessel Esféricas Modificadas

Uma condição de contorno para gn(r,ro) é ser finita quando r — O e desa­

parecer quando r — co , ou seja, quando r = O, g, = Air(xr) e quando r — oo,

gn = Bkr(kr). Então, a simetria da função de Green requer que

gn(r,ro) = Cin(Kro)kn(Kr) (A.8)

Para determinar a constante C, devemos considerar o efeito da função delta

em (A.7). Se multiplicarmos ambos os membros em (A.7) por r? e integrarmos

no intervalo (rg — e, ro + e), onde e é muito pequeno, obtemos

d rote ro+e 4m ro+e[Pá ro)| — f (1(! +1)+ nº?) gn(r, ro)dr = —=— d(r — ro)dr.dr
ro­E rTorêE É Jro­e

To +E ro­teComo Nm / (1141) + er?) gn(r, ro)dr = O ef ó(r — ro)dr = 1, temos que
ro­E TorE

ro+ted 4[ão(r, ro)| = ­= (descontinuidade de salto, quando r = ro). (A.9)
ro­E

EV
AVAVAY

cm 1 2 3 4 5 6 7 unesp ”. 12 13 14 15 16 17 18



Para r > ro, no limite de e > O

2 2d T,T = rêkCin(Kro)k! (Kro= |raganthra| = rixCin(ro) (ro) (A10)
ro+tEe

Da mesma forma, para r < rp,

rote

= | oO ro)| = rkCi! (kro)kn(kro) (A.11)
rTo­E

Pá, ro)|
Substituindo (A.10) e (A.11) em (A.9), obtemos

ro­E

xCr2fin(Kro)k(Kro) = iL (ro) En(Kro)] = = (A.12)

Temos que [in (tro)k/, (Kro) — à1,(kro)kn(Kro)] é O já conhecido Wronskiano das

duas soluções ir, (kro) e kr (kro), dado por

T

Win(Kro), kn(4ro)] = a(ero)ê [8] (A.13)

Portanto, ao substituir (A.13) em (A.12), encontramos C = &5, Assim, temos de

(A.8),(A.6) e (A.3) que

g9n(r,ro) = pn (r6ro) hn (167) ; Anm(TNro,9o,do)= E sn(rro)kn(xr)YZn(9o, do)
e finalmente:

G.(FNo) = > in | 16) kn(& | 7º I)Y5n (90, do) Yam(9, é)
n=0 m=—n
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Apêndice B

A

—=Expressão para Y,, (ro — d)kn(41|7ô — dl)

A partir da representação integral para a função de Bessel cilíndrica do terceiro

tipo:

encontraremos uma relação para k,(x|r'|)Yam(r'), onde kr (x|7'|) é a função de

Bessel esférica modificada do terceiro tipo.

Fazendo v = n + 3 e z = «|ri, lembrando que r(3) = nº el(n+l1)=n
temos que:

n” nº!

' Aíln+d po
Kas(alP) = / el — 1)"dt,

Integrando por partes n vezes temos:

1 sl= 73 (SA): ooKi1 (xr) = TETE 1
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Usando a fórmula de Rodrigues !, podemos escrever a relação anterior como

"

KT!Ka a(s) = 7 DE est p (0) dt. (B.1)

Na equação acima, P, (t) representa os polinômios de Legendre.

Se D denotar (£) e ffor uma função polinomial, então f(t).e** = f(D)e*!.Aplicando

esta relação em (B.1),

s d wKa 41 (kr) = (1)"nr( A 2) esta;? delr'| Ja

Lembrando que as funções de Bessel esféricas modificadas do terceiro tipo são

dadas por kr (x|r'|)= (E EK, a(s), temos que24/17)

(IA)=CDs)
d ViComo —=­ = — «7', podemos reescrever a relação acima comode|r'|

" Vi "

knl6lr')) = (1) PRE + 1) ko(s|7'])

Usando o teorema de adição das funções harmônicas esféricas

Dneen Ven(O) Yom(Ô8), e a propriedade P,( ­ à) = 1, podemos

escrever

2n+1 3 a2n+1 ni/Vã 31 Palm! ka(Kl7])= (A)PCE rm) ko(slr)),
e assim

VDE,im (7) Yam (1) En (6]7]) = (—1)”"Sr "ram (Ea (6]7])
m=—n m=—­n

Pat)= de (O 1)"
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Comparando os coeficientes de Y*, (r') vamos obter
A

Vam(P)ka(RIPD) = (CCDYam(Êo(617). (B.2)

Fazendo ri = rf — de lembrando que VV; = Vg =­—Vôç temos de (B.2) que

—Yam(r6 — D)kn(6176 — dl) = Yam(Eko(]r6 — d)). (B.3)

e­rl19­dpodemos obter a expansão de aa] [Apêndice A], e então

kolelro = dl) = 473" DS in(wlrol)kw (1d) YEn (fo) Ywm (À)
n'=0m'=—n

Aplicando (B.2) na expansão acima para kr,(<|d])Y,m(d), obtemos

kolalio= di) = 473º DO in(elGDN Sw (O) CD" Num(CÔL(61A): (B4)
n'=0m'=—n

Substituindo (B.4) em (B.3) temos

Yam(rô— d)kn(K|ro — dl)

=4rN SA(=1)"ip (e) (Po
n'=0m'=—n

onde o produto dos harmônicos esféricos é dado pela relação de composição
7 j n+n'  N

d r 2n+1)(2n' +1)(2N +1
N=|n—n'|| M=­N

1x
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= (—1)ºt­17,/A(abec)/(a + a)!(a — a)!(b + 6)!(b — B)!(c+79)!)(c—
a 7

x SN(c1)[tl(lc­b+t+a)l(c­at+t—B)l(a+b—­ ct (a­t­a)l(b­t+B)]e

Alabo) = ease
Aplicando a relação (B.2) para Yy­mM(E)Kko(xld), temos finalmente que:

Yam(fo — d)kn(Klro —d

11 Sa1)"iv (ela) Yi (Fo)
n'=0m'"=—n.

n+n' N

x

N=|n—n'|| M=—N
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Apêndice C

Poisson­Boltzmann e Debye­Húckel para Simetria Plana

C.1 Poisson­Boltzmann

A equação de Poisson­Boltzmann tem sido usada como um modelo para descrever

propriedades elétricas de superfícies carregadas em contato com soluções iônicas;

íons sendo descritos como pontos de cargas e o meio como um dielétrico contínuo

homogêneo.

Apresentamos aqui a solução analítica da equação de Poisson­Boltzmann para

um sistema com simetria plana em um eletrólito constituído por íons monova­

lentes.

Usando o sistema de unidades Gaussiano, temos:

4T2z;enio (22H80)
—.Vºu(A) =­— >" T (C.1)

­
€

+

sendo V? o operador laplaciano, V(7) o potencial eletrostático, e a carga do

elétron, 2; a valência do íon de espécie i, e a constante dielétrica do meio, nio

o número de fons por unidade de volume, &k a constante de Boltramann e T a
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temperatura absoluta.

Para um sistema com simetria planar o potencial é uma função de uma co­

ordenada, neste caso, z, e a equação C.1 pode ser escrita como:

PE(P) —. D 4T2;€Tho EO) (C.2)
dz? €

Definindo z = £A, cujo parâmetro de escala à = (2X­)?2 tem dimensões de com­
primento, nº a unidade de concentração, que no sistema gaussiano de unidades

sé dado por no = 6,02.10"cm 3, correspondendo à concentração milimolar, e

usando o potencial reduzido $ = Si) podemos escrever C.2 com parâmetros
sem dimensões:

(C.3)

Na equação acima, fizemos — = n;, sendo este um número puro que corresponde

à concentração milimolar da i­ésima espécie iônica.

Multiplicando ambos os membros da equação C.3 por temos:ão

240 EP"dEde sm(=)
Logo, podemos verificar que:

4EE Eme20
Portanto:

d$Ge) — Y”»ne “t=c (constante)
i
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Tratando em primeiro lugar de situações em que o potencial eletrostático

médio pode ser considerado constante em pontos afastados da membrana e para

estes pontos admitindo $€ = O, temos que:

c=>) TG
3

Assim podemos escrever a equação C.4 da seguinte forma:

doº —zi$ 3de”? +, nife P —1)) (C.5)

Com a condição de eletroneutralidade (n1 +n­, = O), podemos escrever a equação

C.5 da seguinte forma:

d$ 1 $

de” 2(n1) senh(—)
Se DO < O, DO é monotonicamente crescente, isto é,

doTA O, e se D > O, monotonicamente decrescente, isto 6,22 < Odé .

Satisfazendo as duas condições acima, podemos reescrever a equação C.6:

d$ $

Te = —2(n,)º senh(—) =2

$ 1= cosech(—)dO = —2(n1)2df =>

= Inftagh(D) = —(n1)?(E +d) =>

= tagh(D) = e­tn)t(6+a)
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Para $ < O, temos:

Stagh(2) = e­tn) (Era)

—arctagh[e­G t+) =>

& 1, 1+e vitro
=> —=—­nf >

4 2 “qo emita

1
=> Sd =Inf =

1+ e­tn)t(E+d) cosh(n,—etatigra " o (E+d)­ + (C.7)
(E+d)+l

Para $€ > O, temos:

ÇQ 1

tagh(—) — em)? (E+d) —,

= —= = arctagh(e­G* Era) =

14 e­tn)t(E+d)
=

$

4

1
= —ln

2 — e­tn)F(t+a)

—(n1)F(E+a)o =nç2tº 2 = nfs) (ETd+TI, (C.8)1 — e­tn)f (Era) cosh(n)I(E+d)—1

Considerando uma superfície plana com densidade de carga negativa, temos que:

d$ eXximio|TE 6 RT «&
Partindo da equação (C.7) para o potencial! negativo, neste caso, podemos encon­

trar a constante de integração d.

 eiAámrio|
senh(ín)i(a) kT
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t
2 kT=> d= (mn) tarcsenh A,­ =

—l n3kTe mm 2zkTe
= 1Mm) “nor To |E a+ (E)lo U+

n123kTe—l FT

1Como à = (EE) ?, temos que:
ll 2nomkT'e

substituindo (C.9) em (C.7), obtemos:

(notl­e nm) e( aInonETc)
D=2Int

1 +e”(né elo] anonçETe)

C.2 Debye­Hiickel

Apresentamos também a solução analítica da equação de Poisson­Boltzmann li­

nearizada, também conhecida como equação de Debye­Hiickel, para um sistema

com simetria plana em um eletrólito constituído por íons monovalentes.

Usando o sistema de unidades Gaussiano, temos:

V2U(P)= DD APOq (7) (C.11)

Para um sistema com simetria planar o potencial é uma função de uma coorde­

nada, neste caso, z, e a equação C.11 pode ser escrita como:

dPE(P) 47 (zie)ºnio“Tio q,TTLOekT TO
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ekT 1 ; x&xeinm,)? tem dimensõesDefinindo z = £A, cujo parâmetro de escala À = (

de comprimento, nº à unidade de concentração, que no sistema gaussiano de

3 correspondendo à concentração mi­unidades é dado por nq = 6,02.10! cm”

limolar, e usando o potencial reduzido $ = em podemos escrever C.12 com
parâmetros sem dimensões:

d$D 1
de o p2 O (013)

Na equação acima, fizemos ir = n;, sendo este um número puro que corresponde
à concentração milimolar da i­ésima espécie iônica.

Multiplicando ambos os membros da equação C.13 por dE temos:
d$

Logo, podemos verificar que:

d dd,El) Dz

= E” ­> (2:90)? = c* (constante) =>
i

db 2 271=> de = +feº +a$º)2
sendo a= X", Zi z,?

Fazendo &D = cai senhd, a equação (C.14) é imediatamente integrável com
resultado:

= +a?(€ — &)
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O potencial reduzido &€, com o sinal da densidade de cargas na membrana incor­

porado pelas condições de contorno, pode se apresentar nas formas equivalentes:

&$ = cat senha?(E — &,)

&D = Aer*E + Beott

Se a análise se refere a um sistema constituído por uma membrana com den­

sidade superficial de cargas imersa em solução eletrolítica, e se para pontos afas­

tados da membrana o potencial eletrostático se anula, a forma mais conveniente

é: DP = Aertt+ Beat
Para £ — oo, temos $ — 0.Desta forma, tomamos À = O.

Para £ = O, temos:

do
dE

1 ei 4mo
— = .——= 2B ==le=0 = —a? kT «e

À 4moB=a 1482e " ET €

Portanto:

kTe
$D=a (C.15)

Substituindo À = ( &F­)? em (C.15) e considerando uma solução eletrolítica de
íons monovalentes, temos que a = n, e (C.15) pode ser escrita como:

JT —(n))t$DP=9 — to e­nM)tInomkTe"
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C.3 Relação entre as soluções de Poisson­Boltzmann e

Debye­Hiickel para simetria plana

A solução da equação de Poisson­Boltzmann para $€ < O (C.10) é dada por:

—(nijberlo T

2non:kTe

1+ e­tn)te(lol E

Fazendo x = —e­tmte(E | anqnsETc) € expandindo

2InfHHE) = 47 + ix? + ... obtemos:

4º mostelo| TSpy = 210 envie /TFT  ÍErfg­tnvde 3. (C18PB [6 e 2nonm kT e 31º 2 anombTe (Cs)

Chamando (C.16) de Dn, podemos escrever (C.18), para a densidade de cargas

da superfície negativa como:

1 D?

2? : ; ; :Fazendo ­BE < 1 podemos avaliar para quais valores de £ há concordancia entre

Poisson­Boltzmann e Debye­Hiickel. Assim:

2Dun
1=>48 q

(n1) ! To?
>E>  g "ammnkTe (C.19)

Considerando uma membrana com densidade superficial de cargas dada por

o = —3.10*e.s.u/cm? imersa em solução eletrolítica, verificamos, usando a relação
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(C.19), para quais valores de £ e z (Tabela C.1), considerando a membrana na

origem, Poisson­Boltzmann e Debye­Hiickel concordam na descrição do compor­

tamento do sistema.

2 3 4 5

Tabela C.1:

150mM 100mM 10mM

—0,037 —0,025 0,28

—3,56Ã —2,4Ã 26,9Ã

6 7 unesp ”. 12 13 14 15 16 17 18
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