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Resumo

Nesta tese trabalhamos com sistemas dinamicos nao-suaves expressos por equagoes dife-

renciais implicitas descontinuas de primeira ordem da forma

gi(z,y) se o(z,y)
g2(r,y) se p(z,y)

v

0,
0,

IA

onde g1, 92, ¢ : U — R sao funcoes suaves e U C R? é um conjunto aberto. O principal
interesse ¢ estudar a dinamica deslizante de tais sistemas em torno de algumas singula-
ridades tipicas. A novidade da nossa abordagem é que alguns problemas de perturbacao
singular da forma

&= f(z,y,e), (e9)° =g(z,y.¢)
surgem quando aplicamos a regulariza¢ao Sotomayor—Teixeira com (z,y) € U, € > 0, e
f, g sdo suaves em todas as variaveis.

Para os sistemas diferenciais polinomiais ctibicos em R? que possuem centros, estu-
damos o numero maximo de ciclos limites que podem bifurcar de algumas familias de
sistemas diferenciais planares polinomiais de grau 3, com integrais primeiras racionais
de grau 2, quando eles sao perturbados dentro da classe de todos os sistemas polino-
miais diferenciais ctibicos. Obtemos um polinémio explicito cuja as raizes simples reais
positivas fornecem os ciclos limites que bifurcam a partir das érbitas periddicas de qual-
quer sistemas diferenciais polinomiais homogéneos—ponderados que tem um centro com
( grau—ponderado, (expoente—ponderado)) (3,(1,1)), (2,(1,2)) e (3,(1,3)) quando é pertur-
bado dentro de todas as classes de sistemas diferenciais polinomiais de grau n, 3 e 5

respectivamente.

Palavras—chave: Ciclos Limites. Campo de Vetores Planares. Centros



Is6cronos. Método do “averaging”.



Abstract

In this thesis we deal with non-smooth dynamical systems expressed by piecewise first

order implicit differential equations of the form

. N2 gl('r’y) if gO(.CL’,y) Z 07
=1, (9)° = '
ga(x,y) i o(z,y) <0,
where g1, 2,0 : U — R are smooth functions and U C R? is an open set. The main
concern is to study sliding modes of such systems around some typical singularities. The

novelty of our approach is that some singular perturbation problems of the form

i':f(l',y,E), (89)2:g(£€,y,5)

arise when the Sotomayor—Teixeira regularization is applied with (z,y) € U, € > 0, and
f, g smooth in all variables.

For the cubic polynomial differential systems in R? with centers we study the maximum
number of limit cycles that bifurcate from some families of planar polynomial differential
systems of degree 3 with rational first integrals of degree 2 when they are perturbed inside
the classes of all cubic polynomial differential systems. We obtain an explicit polynomial
whose simple positive real roots provide the limit cycles which bifurcate from the periodic
orbits of any weight—homogeneous polynomial differential systems having centers with
(weight—degree, (weight—exponent)) (3,(1,1)), (2,(1,2)) e (3,(1,3)) when it is perturbed

inside the class of all polynomial differential systems of degree n, 3 and 5 respectively

Keywords: Limit cycles. Planar Vector Fields. Isochronous Centers. Avera-

ging Method.
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Introducao

Nos 1ltimos anos detectamos um aumento consideravel dos ntimeros de pesquisas relaci-
onadas a sistemas dinamicos nao suaves.

Isto deve-se ao fato que diversos problemas oriundos da fisica e da teoria do controle,
entre outros, encontram em tais sistemas seu modelo ideal.

Nesta tese, duas ferramentas sao desenvolvidas para o estudo de tais sistemas:

(a) Sistemas diferenciais nao suaves definidos implicitamente.

No artigo [50] foram desenvolvidas ferramentas de uso geral para o estudo da geome-
tria qualitativa de sistemas nao-suaves. A lista de ferramentas tedrica que podemos
empregar é longa: teoria de singularidades, processo de regularizacao, o método
de blowing-up e perturbacao singular. No Capitulo 2 trabalhamos com sistemas
dinamicos nao-suaves expressos por equacoes diferenciais implicitas de primeira or-

dem descontinua.

Considere F' uma aplicacio C? definida em torno gy = (zo, yo, yo) € R®. Sabemos

que uma equacao dada implicitamente

F(z,y,y) =0,

pode ser resolvida como y = f(z,y) provando que D;F(qy) # 0. No Capitulo 2
investigamos solugoes das equagoes sem essa condicao. Mais precisamente, consi-
deramos equagoes que satisfacam Dy F'(gyp) = 0 mas assumimos que Dy, F'(qo) # 0.

Neste sentido em coordenadas locais podemos considerar

F(ZE,y,y) = (y)2 - g(l’,y)

11
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Muitos autores tém contribuido para o estudo de equagoes implicitas de primeira
ordem e problemas relacionados, por exemplo, [4, 7, 17, 18]. Também nos referimos

[61] como uma leitura inspiradora sobre o assunto.

Considere equagoes implicitas descontinuas tendo a seguinte forma

v

Y)
)

(y)2: gl(‘r?y) se 90@:7

07
(1)
92(7,y) se o 0,

IN

onde g; : U - R,i=1,2, e ¢: U — R sao funcoes suaves, e U C R? é um conjunto
aberto ( veja Figuras 1 e 2 ). Nao s@o conhecidos estudos sobre este tipo de equagao,

até o momento.

Agora apresentaremos um exemplo ilustrativo.

Exemplo 1. Suponha que uma particula de massa m = 1 estd em movimento
numa linha, sob a acao de um potencial u e uma forca de atrito que é proporcional
a velocidade com fator de proporcionalidade k& > 0. Pela segunda lei de Newton a

equacao do movimento é

i = —i(x) — k()i (2)

onde x é a posicao, = é a velocidade e T é a aceleracao da particula. Como de

costume, tomamos & = y e & = g temos o sistema planar

¢ uma integral primeira. Isso significa que as érbitas do sistema estao contidas nas

curvas de nivel de E.
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Figura 1: Curvas integrais definidas na su- Figura 2: Projegoes das curvas integrais no

perficie definida por (1). plano-(z,y).

Para k > 0 as trajetérias no plano z, F coincidem com a familia de curvas integrais

de uma equacao diferencial implicita. De fato, derivando a energia total temos

E = —2k(z)(E — u(z)).
dE\ 2 E2 E2 . . .
Como y* = 2(E —u(x)), (48)" = — = —, as trajetérias no plano z, E satisfazem
x Y

dE\? )

— | =2k(z)(E —u(z)) = g(z, E).

dz
A equacao implicita descontinua é obtida considerando o exemplo inicial dessa secao,
mas com descontinuidade na forca de atrito. Mais precisamente, a partir de um

ponto x, a forga de atrito tem outro fator k; > 0, com k; # k. Assim, a nossa

equacao torna-se

(dE)2 _ 2k(2)2(E —u(z)) =< x4

d 2y (2)2(E — u(z)) = >,

Se assumirmos que a varidvel z representa o tempo, entao a equagao (1) corresponde

ao sistema

0
. (4)
0
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Nosso interesse principal é exibir as condigoes para a existéncia de movimento de

deslize sobre a curva de descontinuidade ¢(x,y) = 0.

A seguir discutimos brevemente os principais resultados que provamos no Capitulo

2. Os enunciados precisos dos teoremas sao apresentados nas Segoes 2.2 e 2.4.

Considere um sistema como (4) com curva de descontinuidade dada por ¥ =
{¢(x,y) =0} . A curva 3 divide o dominio U em duas sub-regides ¥ = {¢(z,y) > 0}
eX_ = ¢(z,y) < 0}. Para cada sistema associamos quatro possiveis pares de cam-

.. . : 0 . .
pos vetoriais selecionados a partir de — =+ w/gia—, 1 = 1,2, nas regioes X, e X_.
Y

ox

0 0
(A) Se a—(p = 0 ( resp. a—(p = 0) fizemos uma classificagdo completa dos pontos
x Y
de ¥ como costura, deslize ou escape para cada escolha possivel de campos

vetoriais. Veja Teorema 1 (resp. Teorema 2).

(B) Classificamos os pontos da regidao ¥ quando os campos de vetores em ambos
os lados de ¥ sao os genéricos apresentados na Tabela 1.1, Secao 1.2. Veja

Teoremas 3 e 4 .

(C) Uma expressao explicita para o sistema deslizante que ocorre na regiao % é

dada para o caso a_go # 0. Veja Teorema 5
Y

(D) Sob certas condigoes sobre a fungao de transicao, a regularizagdo dos sistemas
diferenciais implicitos descontinuos fornece uma perturbagao singular implicita.

Em geral, esta transicao pode ser feita explicitamente. Veja Teorema 6.

Organizamos a primeira parte da tese da seguinte forma. Nas se¢oes 1.1,1.2 introdu-
zimos nocoes basicas de equagoes diferenciais implicitas. Para obter mais detalhes
veja [4, 7, 18]. Nas segoes 1.3,2.1 apresentamos campos vetoriais descontinuos e o
processo de regularizacao seguindo as referéncias [10, 19, 50, 53, 60]. Nas se¢oes
2.2 e 2.3 apresentamos e provamos nossos resultados, classificando as regioes de
descontinuidades de DIDS (sistema diferencial implicito descontinuo) e na segao 2.4

regularizamos sistemas diferenciais implicitos descontinuos.
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(b) Método do “averaging” para determinar ciclos limites de sistemas suaves

€ nao suaves.

Um dos principais problemas na teoria qualitativa de sistemas diferenciais planares
¢ determinar seus ciclos limite. Uma maneira classica de produzir ciclos limites é
perturbando um sistema que tem um centro. Assim os ciclos limites que bifurcam
do sistema perturbado a partir de alguma orbita periddica de um anel peridédico de
um centro de um sistema nao perturbado, veja por exemplo Pontrjagin [57], e a

segunda parte do livro [15] e as centenas de referéncias nele citadas.

O estudo do ntmero de ciclos limite de um sistema diferencial polinomial é prin-
cipalmente motivado pelo 16° problema de Hilbert, que junto com a conjectura de
Riemann sao dois problemas da lista famosa dos 23 problemas de Hilbert que ainda

permanecem abertos. Veja [31] e [59] para mais detalhes.

Essencialmente, existem quatro métodos para determinar o niimero de ciclos limite
que bifurcam das érbitas peridédicas de um centro, veja [26, 37, 65, 66]. O primeiro
método é baseado na aplicagao de Poincaré, veja por exemplo [6, 14]. O segundo
método usa as integrais de Poincaré-Pontrjagin-Melnikov (veja por exemplo [29, 28,

30]) ou as integrais Abelianas.

Esses dois métodos sao equivalentes no plano, veja a Se¢ao 6 do Capitulo 4 de [27]
e a Se¢ao 5 do Capitulo 6 de [3]. O terceiro método é baseado no fator integrante
inverso, veja a Segao 6 de [23] ou [24, 25, 63]. O ultimo método é baseado na
teoria do “averaging”, veja por exemplo [9, 58, 62]. De [9] é facil checar que no
plano o método do “averaging” de primeira ordem é equivalente ao método das
integrais Abelianas. Além disso, os dois primeiros métodos sempre dao informacoes
sobre o nimero de érbitas periddicas do sistema nao perturbado que tornam ciclos
limite apés a perturbacao. Os ultimos dois métodos também podem dar a forma do
ciclo limite bifurcado até a ordem do parametro de perturbagao, veja [24, 25, 38|.
Organizamos a segunda parte da tese da seguinte forma. Nas secoes 3.1, 3.2, 3.3
e 3.4 introduzimos nocoes basicas do método do “averaging” e os resultados que

utilizaremos nas provas dos teoremas.
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— No Capitulo 4 estudamos o nimero méaximo de ciclos limite que bifurcam a
partir das solucoes periddicas de um familia de centros polinomiais cibicos

isécronos, veja [13]
i =y(—1+2ax+282%), y=x+ay’—2°)+28ry*, a€R,B<0,

quando é perturbado dentro das classes de todos os sistemas diferenciais po-
linomiais ctbicos continuos e descontinuos. Obtemos que o nimero maximo
de ciclos limite que podem ser obtido pelo método de “averaging” de primeira
ordem ¢é 3 para o sistema perturbado continuo (veja Teorema 13) e para o sis-
tema perturbado descontinuo pode aparecer pelo menos 12 ciclos limites (veja

Teorema 14).

— No Capitulo 5 o principal resultado é o estudo do niimero méaximo de ciclos
limites que bifurcam a partir do anel periédico de um centro ciibico que tem
uma integral primeira racional de grau 2 quando ¢é perturbado dentro das clas-
ses de todos os sistemas diferenciais polinomiais cuibicos usando a teoria do

“averaging” (veja os Teoremas 15, 16 e 17) .
— Considere o sistema diferencial polinomial dado por

i = P(z,y),
y = Qx,y),

(5)

onde P e () sao polindomios com coeficientes reais, o grau do sistema é o maximo

dos graus dos polinomios P e @ .

O sistema (5) é chamado de homogéneo—ponderado se existe (s1,s2) € N? e

d € N tal que para qualquer A € Rt ={A € R: A > 0} temos
POz, A2y) = A H9P(z ), Q(\'x, \2y) = A2 Q(x, y).

O vetor (s1, $2) é chamado de ezpoente—ponderado do sistema (5) e d é chamado

grau—ponderado com respeito ao expoente—ponderado (si, sg).

Nossos principais resultados nos Capitulos 6, 7, 8 sao mostrar um polinomio

explicito cujos 0s zeros simples reais positivos fornecem exatamente o niumero
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de ciclos limites que bifurcam na pertubacdo de primeira ordem, a partir das
orbitas periodicas de qualquer centro de um sistema diferencial polinomial ho-
mogéneo—ponderado (5). Mais precisamente, no Capitulo 6 o sistema traba-
lhado tem grau—ponderado 3 e expoente—ponderado (1, 1), ( veja o Teorema 18),
no Capitulo 7 o sistema tem grau—ponderado 2 e expoente—ponderado (1,2), (
veja o Teorema 19) e no Capitulo 8 o sistema tem grau—ponderado 3 e expoente—

ponderado (1,3), (ver os Teoremas 20 e 21).

Finalmente descrevemos as perspectivas para trabalhos futuros.



Capitulo 1

Preliminares sobre equacoes

diferenciais implicitas

Este capitulo é dedicado a introduzir defini¢oes, resultados e técnicas que serao
utilizadas no decorrer do Capitulo 2. Em geral, nao apresentaremos demonstracoes

e, em alguns casos, indicaremos as devidas referéncias bibliograficas.

1.1 Equacoes diferenciais implicitas

Uma equacao diferencial implicita é obtida da seguinte maneira. Seja F : R® — R
sendo uma fungao C" com r > 1. Assumimos que 0 é um valor regular de F. Assim

o conjunto M C R? dado por
M = {(z,y,p) € R*; F(z,y,p) = 0} (1.1)

¢ uma variedade C". Além disso, a variavel p é a derivada p = %'
Nosso interesse é quando a derivada F,(¢) = 0 em algum ¢ € M. De fato, para
F,(q) # 0, pelo teorema da funcao implicita, existem f(z,y) e uma vizinhanca

aberta V' tal que para qualquer (z,y,p) € V temos
F(z,y,p) =0 <= p= f(z,y).

18
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Considere um campo de direcoes na superficie M definido da seguinte maneira. Em

um ponto gy = (g, Yo, po) € M, considere o plano
CP,, = {0 = (z,y,p) € R®: dy = podz}.

Mais precisamente, § € CP,, tal que a projecao sobre o plano (x,y) forma um
angulo com o eixo x cuja tangente é igual py. O plano C'Pqq é chamado de plano de

contato. Assuma que C'F, intercepta o plano tangente T;, M em uma reta. Além

0
disso considere C'P, N T, M é uma reta para todo ¢ proximo gy. Assim temos um

campo de diregoes em M na vizinhanca de qq.

Figura 1.1: Campos de direcoes em q € M.

As curvas integrais de F(x,y,p) = 0 sdo as curvas integrais desse campo de diregoes.

Para resolver essa equacao é necessario encontrar essas curvas.

Um campo de direcao como descrito acima pode ser obtido tomando o campo veto-
rial

0 0 0
&= Fp% +pr8_y —(F,+p y)a—p (1.2)

A direcao do eixo p no espaco R? é chamado direcdo vertical e a projecao
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T M—=R*  w(z,y,p) = (2,9) (1.3)

¢ chamada de projecao vertical.

Um ponto ¢ € M ¢é dito regular se ele nao é ponto critico de 7. Em outras palavras,
um ponto de M é regular se o plano tangente no ponto nao é vertical. Os outros
pontos da superfice M sao dito singulares (os pontos tal que F(q) = F,(¢) =0). O
conjunto de pontos singulares é chamado criminante C de M e a sua imagem via a
aplicagao 7 é chamada discriminante D. Note que se ¢ € C entao F(q) = F,(q) = 0.
Se F,,(q) # 0 ent@o ¢ é um ponto de dobra de F, e se F,,(q) =0 e Fp,(q) #0 q é

um ponto de cuspide de F.

Exemplo 3. Considere a equacao diferencial p? = z. Neste caso, a superficie M
¢ um cilindro parabdlico (veja (1.1)). A curva discriminante é o eixo y. Para
encontrar as curvas integrais, escrevemos as condi¢oes de dz, dy e dp no ponto

(x,y,p) da superficie M:

p? =z, a condicao de pertencer a M
2pdp = dx, a condicao de pertencer ao tangente de M
dy = pdx, a condicao de pertencer ao plano de contato

Consequentemente, em coordenadas (p,y), as curvas integrais sdo determinadas a
partir da equacao dy = 2p?dp.

2 (ver

Assim, as curvas integrais em M sao dadas pelas relacoes y + C' = §p3, T=Dp
Figura 1.2). As suas proje¢oes no plano (z,y) sdo parabolas semicubicas (veja a

Figura 1.3).
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Figura 1.3: Projegoes das curvas integrais no

Figura 1.2: Curvas integrais em M. plano (z,y).
1.2 Equacoes diferenciais ordinarias implicitas com

grau 2

Agora vamos considerar equagoes do tipo
F(z,y,p) =p° = g(z,y) =0 (1.4)

onde g(x,y) é uma fungao real C! satisfazendo g(0,0) = 0. Como F,(¢) = 2 todo
q € C é um ponto de dobra de F. Se q € C entao

0 0 0 0
+ pF, (Fy +pFy)— = —F,—.

—F - _

PO
Podemos classificar os pontos ¢ € C C M da seguinte forma:

(a) ¢ é um ponto de dobra regular se F,(q) # 0;

(b) ¢ é um ponto de dobra singular se F,(q) = 0.

0
Como £(q) = —F,— em C todas dobras singulares em C, sdo pontos singulares

dp
de & Dizemos que g é um ponto de dobra sela (resp. ponto de dobra nd, dobra
foco) se q é uma singularidade sela (resp. singularidades né, foco) de IT o £ onde

I(x,y,p) = (z,p). E facil ver que se ¢ € C com F,(q) # 0 entdo:
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— Fo.(q) > 0 = ¢q é uma dobra sela;

— Fo(q) <0e Fo(q) >

— Fo.(q) <0e F.(q) <

—%(Fy(¢))* = ¢ é uma dobra 16 ;

_%(Fy(q))Q = ¢ é uma dobra foco.

Dizemos que ¢ € C é uma dobra Clairaut se F,(q) # 0 e F,.(q) = 0.

Se um ponto de dobra singul

ar g € C satisfaz F,(¢) = 0 sdo casos mais degenera-

dos. Em [18] os autores apresentam a lista completa de singularidades genéricas de

sistemas de primeira ordem implicitos sob uma equivaléncia orbital suave no plano.

Ver Tabela 1.1. Dois germes de superficies do sistema sao chamados de orbitalmente

equivalentes se existe um germe de difeomorfismo que leva qualquer curva de fase

de um sistema para uma curva de fase do outro sistema.

Folded regular point (FR) Folded saddle (F'S)
, k<0
y2 — T yQ = y— k$2
Folded node(FN) Folded focus (FF)
,0<k<1/16 , k>1/16
y* = y—ka? P = y— ka?
Whitney umbrella point (FW) Clairaut fold (FC)
y? = z(w—y) o=y
Clairaut Whitney umbrella (CW)
r =1
yPo= aty

Tabela 1.1: Singularidades genéricas de sistemas diferenciais implicitos de primeira ordem.
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1.3 Campos vetoriais descontinuos

Considere um subconjunto aberto U C R? e seja ¢ : U — R sendo uma funcao
C* tendo 0 € R um valor regular para qualquer ¢ € ¥ = ¢ !(0). Denotamos A o

conjunto de campos de vetores X = (X7, X3) tal que

X(g) = Xi(q), se qe Xt ={p(q) >0} (1.5)
X5(q), se qeX™ ={p(q) <0}

onde X1, X, : U — R? sao campos de vetores suaves definidos em U. A topolo-
gia que consideramos em A é a topologia produto usual. Para mais detalhes ver

[10, 19, 51].

Dizemos que q € X é regular se X; e Xs atravessam >, caso contrario, ¢ ¢ dito
singular. Seguindo a terminologia estabelecida em [22], os pontos regulares em 3

sao classificados como:
— regido de deslize (ambos apontam para X):
Ya={X1p <0, X0 > 0};
— regiao de escape (ambos deixam X):
Yes = {X1p > 0, Xop < 0};
— regiao de costura (um aponta para Y. e outro sai de X):
Yow = {(X19)(Xap) > 0}.

Tomando ¥, = ¥y U X, sendo o fluxo deslizante, segue bem definido um campo de
vetor suave X, chamado campo de vetor deslizante. Definimos X (p) sendo o vetor

tangente a X e contido no cone gerado por X; e Xo.

Dizemos que um ponto g € X é ponto de dobra de X € A se Xp =0 e X?%p # 0.

Dizemos que ¢ € X é um ponto singular de X se ¢ é um ponto de dobra de X; ou
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X2 (q)

Figura 1.4: Campo de vetores deslizante.

g ¢ um ponto de dobra de X5 ou (X;¢)(Xap) < 0 e det[ X, X5] = 0.

Uma ferramenta importante para o estudo de sistemas dinamicos nao-suaves € o
processo de regularizacao. Uma fungao C*°p) : R — R é uma funcao transicao
se P(t) = —1 parat < —1, 9(t) = 1 parat > 1 e ¢(t) >0set € (—1,1). A
y-regularizagao de X = (X, X3) € A, é uma familia a um parametro E X. dado

por

koo (), (L) »”

com 9(t) = (%), para e > 0. Note que X, é igual a X; em todos os pontos de
Y F cuja distancia de ¥ é maior do que € e X, é igual a X5 em todos os pontos
de ¥~ cuja distancia de ¥ é maior do que . Para mais detalhes ver [50, 53, 60].
Uma descricao de alguns aspectos qualitativos e geométricos da teoria de sistemas

dinamicos nao-suaves em torno de singularidades tipicas pode ser encontrada em

52].



Capitulo 2

Sistemas diferenciais implicitos

com descontinuidades

2.1 Sistemas diferenciais implicitos com descon-

tinuidades e o conjunto (?

Seja V' € R? uma vizinhanga aberta de (0,0). Considere g;,7 = 1,2, sendo funcoes

reais de classe C! em V' com ¢;(0,0) = 0 e os sistemas diferenciais implicitos:
Sz(xayax>y):<x_17y2_gz(xay)):<oa0)7 Z:1727

com (z,y) pertencente a U; C V dado por U; = {(x,y) € R? : g;(z,y) > 0}.

Considere M; e My as superficies definidas por (9)? —gi(z,y) = 0, (9)? —ga(x,y) =0
respectivamente no espago (z,y,y). Seja T = MiNMy e U =U NUs # (. Se
T # () denotamos S = (51, 52) € Q o sistema definido por

>0
.20
<0

{ Sl(ll’,y,i‘,y) = (0’ 0)7 se (,D(Ji,y) = gl(xvy) - 92(‘T7y)
y)

52(%%@9) - (Oa 0)7 s€ (P(l',y) = gl($ay) - 92($a

Note que S e Sy define quatro campos de vetores descontinuos (Via, Vag) € A, o, f =

25
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{+, —} dados por

0 0
‘/;7+(l',y) = % + gl(xay)a_ya (l‘,y) S Uiv

0 0
V;"_('T,y)—%_ Vgi($7y)a_y7 (fL',y) EUi-
Exemplo Considere as equacoes diferenciais implicitas
51(1379@7?)) = (‘T - 17y2 - ZL') = (an)

com (z,y) € R? satisfazendo a desigualdade z > 0; e

82(1‘7:%:&73)) = (fl? - 17:')2 - y) = (070)
com (z,y) € R? satisfazendo a desigualdade y > 0.

Agora tomando o sistema descontinuo

.. Sl($,y,$',y) = {070}7 s€ QO(.CE,Q) >0
S(x’ y7 :,E’ y) = . .
52(%%5079) = {070}7 s€ ¢<x7y> S 0

onde p(z,y) =x —ye X = (0) (veja Figura 2.1 ).
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Uma vez que um sistema diferencial implicito descontinuo (DIDS) define quatro
campos de vetores nao-suaves (descontinuo) temos que ¢ € 3 pode ser um ponto de
costura para uma escolha «, § e um ponto de deslize para outra. Encontramos as

regioes de delize e de costura em ¥ avaliando o sinal da derivada de Lie:

} O Op , _Op  Op

2.2 Principais resultados
Nesta secao, apresentaremos os nossos principais resultados. Considerando como
anteriormente S = (S1,S2) € {2 um par como (2.1).

Teorema 1. Se S = (51, 5:) € Q satisfaz que g—;’(az, y) = 0, para qualquer (z,y) € U,

entao os pontos requlares em ¥ sao classificados como mostra a Tabela (2.1).

A Disw | 2st U 2es
(Vig, Vay) | E 0
(Vig, Vo) | 0 2
(Vie,Var) | 0 2
Vi, Vo) | © 0

Tabela 2.1: Regides de costura, deslize e escape para (S7,.52) € 2 com %f(:c, y) =0.

Se §'=(S51,9;) € Qcom S; # Sy e 51,59 € {FF,FN,FS,FC}, (veja aTabela 1.1)

entao (51, S2) satisfaz a hipdtese do Teorema 1.

Teorema 2. Se S = (S1,5:) € Q satisfaz que g—“;(x, y) = 0, para qualquer (z,y) € U,
entdo 3 = Xy, para todo (Vi;,Va;) € A com i,j € {+,—}.

O préximo teorema analisa pares de sistemas implicitos FR, FS, FN e FF da Tabela
(2.1). Denotamos M; = {p* — gi(z,y) =0},i = 1,2 e 7 : R® — R? é a projegio

m(z,y,p) = (2,y) .
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Teorema 3. Considere (S1,5:) = (FR,t) € Q, ondet € I = {FS,FN,FF}.
Assumindo ¥ = m(My N My) temos ¥ = ¥, U X U X3 para k < % onde

Yy = {(2, 2 + ka?) : p < ISR

SK?
%y = {(z, 2 + ka?) : IEVIBEth g LeVIBR-tky,
N3 = {(z, x4 ka?) : x> Lyl fhodky

Além disso, os pontos requlares em Y3 para os casost = F'S, FN, FF sao classificados

como mostra as Tabelas 2.2, 2.3 e 2.4 respectivamente.

Teorema 3 é provado na segao 2.3.

A Yow | st | Des
(Vig, Vay) z 0| o
Vg, Voo) | ZUE3 | X | 0
(Vie,Vas) | ZiUSs | 0| 5,
Vi, Vo) z 0|0

A Yisw gl Yies
(Vig, Vay) | X 0 0
(Vig,Vao) | 51 | ZpUXs 0
(Vie, Vay) | 24 0 ¥ UXs
Vi, Vo) | B 0 0

Tabela 2.3: Regioes de costura, deslize e escape para o sistema (F R, FN).

Teorema 4. Considere (S1,5) = (FR,t) € Q e denote hpe(z) = x € how () =
1/z. Se ¥ = w(M; N My) entdo ¥ = X1 U Xy com

(a)
Y ={(z,u(z)) € ¥z < 1},

Yo = {(x, () € X: x> 1},
para os casost € [ = {FC,CW} e
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A k Ssw | D Yes
(Vig, Vay) <k<g| X 0 0
Vi, Vo) 51| BUE, 0
(Vio, Vay) ¥ 0 ¥ U
Vi, Vo) by 0 0

(Vii, Vo), 4,5 € {+,—} k>4 by 0 0

Tabela 2.4: Regides de costura, deslize e escape para o sistema (F'R, F'F).

(b)
YSi.={(z,x+ ) el :z<1}U{(z,z—-1) e Xz <1},
Yo={(z,z+1)eX:z>1}U{(z,x—1) e X:x> 1},
para o caso t = FW. Além disso, os pontos regqulares em ¥ para 0s casos

t=FC,FW,CW sao classificados como mostra a Tabela (2.5).

Teorema (4) é provado na sec¢ao (2.3).

A Ysw | st | Ves
Vig,Vor) | 2 | 0 | 0
Vig, Vo) | B4 | 2o | 0
Vi, Vo) | B0 | 0 | 5
Vi, Vao) | B | 0 | 0

Tabela 2.5: Regioes de costura, deslize e escape para os sistemas (F'R,t), onde t € I =
{FC,FW,CW}.

Proposicao 1. Considere t € {A, B} onde A = (51,532), B = (5,51) € Q e Xt

sl

i, e XL, regioes de deslize, escape e costura para o sistema t. Entdo ¥4 = X5

YA =58 exA =38 para todos campos de vetores (Vyi, Va;) € A comi,j € {+,—}.
Teorema 5. Considere S = (51,52) € 2. Se g—“;(x,y) # 0, para qualquer (x,y) €

s = 2g U entao o campo de vetores deslizante é dado da sequinte forma

o [ 2y 9
Vig,Vo)s = (Vil, Vay )y = — — | & —.
1+, V2 1—, Voy o g_‘;(g;,y) dy
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2.3 Demonstracoes dos principais resultados

Prova do Teorema 1. Considere o sistema descontinuo (57, S3) € €, se g—;‘j(x, y) =0.

O sinal da derivada de Lie determina as regides em X. Como temos [V} ;.¢] = g—‘g\/@
e [Vo—.o] = —g—;’\/@. Se (i,j) = (+,+) or (i,j) = (—,—) entao [V1,.¢][Va,.¢] >0
para todo (z,y) € ¥ e assim concluimos que Xy, = 3,34 = 0 e B, = (). Por
outro lado, se (i,7) = (+,—) or (i,7) = (—,+) entao [V1,.¢][V2,.¢] < 0 para todo
(x,y) € X eassim Xy, = 0,355 UX, =3 n

Exemplo 5. S = (51,5) € Q com gi(z,y) = z e go(x,y) = —x + 3 satisfaz a

hipétese do Teorema 2.

Prova do Teorema 3. Considere o sistema descontinuo S = (Sy, Ss):

(l’ - 1,?)2 - iL’) = (070)7 s€ SO(:L',y)
(‘T - 173)2 ) + klz) = (070)7 s€ gp(x,y)

onde p(x,y) =z — y + kz?. A curva de descontinuidade é dada por 3 = ¢ ~1(0) N

v

0
S =
0

IA

U= {(z,y) € R? ;y = x + kz*}. Como antes, temos quatro campos vetoriais

determinados pelas equacoes diferenciais implicitas:

Vielog) = 4+ Vg,
Vo) = o=
Vor(z,y) = % y—k:ﬁa%,
Velow) = o= Vi ket

O sinal da derivada de Lie V., com i € {1,2} e (x,y) € ¥ determina as regioes em
3. Note que se (z,y) € ¥ entao (z,y) = (z,x+kz?). Assim temos (V; 4 ). = 2kz +
1—z, Vi) =2kz+1+x, (Voy).p=2kx+1—y/ze (Vo )p=2kr+1+/x.

Note se k < 0 temos
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(a) Se i = +,j = + entdo [Vi,.¢][Va,.¢] > 0 para todo (z,y) € X. Portanto
Eswzzuzslzwezeszq)-

(b) Se i = +,j = — entdo [Vi,.¢][V2,;.¢] > 0 para todo (z,y) € £ UX;3 e
Vi@l [Vaj0] < 0 e [Visig] < 0 para todo (z,y) € Xs. Portanto Xy, =
21 U Eg,Esl = 22 (§] Zes = @

(c) Se i = —,j = + entao [Vi;.¢][Vao,.0] > 0 para todo (x,y) € ¥; U X3 e
b 7]
Vil Va0l < 0 e [Va,.p] < 0 para todo (x,y) € Y. Portanto X, =
21 U 237231 = @ € Ees = 22.

(d) Se i = —,j = — entao [V1,.¢|[Va;.¢] > 0 para todo (z,y) € 3. Portanto
Esw:ZaZslzwezeszﬁ'

Portanto, concluimos a prova da Tabela 2.2. Ver Figura 2.2.

—

2+

e
;

5

E

0

0 0
Figura 2.2: V4 . = Em + \/Ea—y eVoy = B +\y— ka%, com k < 0.

Agorase 0 < k < % temos

(a) Se i = +,j = + entdo [Vi,.¢|[Va;.p] > 0 para todo (z,y) € X. Portanto
Eswzzazslzwexes:®~

(b) Sei=+,j = —entdo [V},.¢][Va,;.¢] > 0paratodo (z,y) € Xy e [V1,.¢][Va,.¢] <
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0 e [Vii.¢] < 0 para todo (z,y) € Xy U X3. Portanto Xy, = 31, 5g = Sy U X3
e Y. = 0.

(c) Sei = —,j =+ entdo [V1,.¢][Va,.¢] > 0paratodo (z,y) € X1 e [V1,.¢][Va,.¢0] <
0 e [Va;.] < 0 para todo (z,y) € ¥ U X3. Portanto ¥, = X1, 5g = 0 e
Ves = B U B3.

(d) Se i = —,j = — entdo [Vi1,.¢|[V2;.¢] > 0 para todo (z,y) € 3. Portanto
ZJsu) :Eazsl :we Ees :w

Portanto, concluimos a prova da Tabela 2.3 e Tabela 2.4 até a quarta linha .

Se k > & temos se 4,j € {+,—} entdo [Vy,.¢][Va;.¢] > 0 para todo (z,y) € X.

Portanto ¥,, = 3, Xy = () eX., = (). Assim concluimos a prova da Tabela 2.4. g

Prova do Teorema 4. Considere o sistema descontinuo (FR,t). Se t = FC' temos

(S1,8,) = (# = 1,9 —2) = (0,0), se p(z,y)
Y)

(SL’ - 17y2 - y) = (O?O)v s€ 90(117

onde ¢(z,y) = ¥ —y. A curva de descontinuidade é dada por ¥ = ¢ 1(0)NU =

v

0
0

IA

{(z,y) € R? ;y = x}. Como antes, temos quatro campos vetoriais determinados

pelas equacoes diferenciais implicitas:

0 0
‘/1+(x7y) = (9—96+\/58_y’
0 0
%—(x7y) = %_\/Ea_ya
0 0
‘/é+(x7y) = a_’_\/@a_ya

O sinal da derivada de Lie V., com i € {1,2} e (z,y) € ¥ determina as regioes
em Y. Note que se (x, hy(z)) € X entdo (z, h(x)) = (z,z). Assim temos (Vi 4).¢ =
Vo) =1—-vVre (V)= )p=1+Vr

(a) Se i = +,j = + entdo [Vi,.¢]|[Va;.¢o] > 0 para todo (z,y) € X. Portanto
Eswzzazslzwezeszw'
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(b) Sei=+4,j = —entdo [V},.¢][Va,.¢] > 0paratodo (z,y) € Xy e [Vi,.¢][Va,.¢] <
0 e [Vi.¢] <0 para todo (z,y) € Xa. Portanto Xy, = X1, Xg = Xs e X5 = 0.

(c) Sei=—,j =+ entao [V1,.¢]|[Va,;.¢] > 0paratodo (z,y) € X1 e [V1,.¢]|[Va,.0] <
0 e [Va;.¢] <0 para todo (z,y) € Xy. Portanto Xy, = X1, Xy =0 e X5 = Xs.

(d) Se i = —,j = — entdo [V1,.¢|[V2;.¢] > 0 para todo (z,y) € 3. Portanto
Esw :Eazsl :we Ees :w
Assim, concluimos a prova da Tabela 2.5 para o caso t = FC.

Se t = CW, considere o sistema descontinuo S = (S, Ss):

(Q? - 1ay2 _‘7‘:) = (070)7 s€ gD(Q?,y) Z 0
(I - 17y2 - ny) = (070)7 s€ QO(ZE,y> S 0

S:

onde ¢(z,y) = z — yr?. A curva de descontinuidade é dada por X = p=1(0)NU =
{(z,y) € R? ;y = 1/z}. Como antes, temos quatro campos vetoriais determinados

pelas equacoes diferenciais implicitas:

Vialog) = £+ Vg
Vo) = oo
Vor(z,y) = a%+ @/1'23%»
Velog) = 4 Vits

O sinal da derivada de Lie V., com i € {1,2} e (z,y) € ¥ determina as regioes
em 3. Note que se (z,hy(z)) € ¥ entdo (z, hy(x)) = (z,1). Assim temos (Vi ). =
(Vo) p= =2 —1e (Vi) = (Vo ).p =277 — 1.

(a) Se i = +,j = + entdo [Vi,.¢|[Va;.¢p] > 0 para todo (z,y) € X. Portanto
Eswzzazslzwezes:®~

(b) Sei=+,j = —entao [Vi,.¢|[Va;.] > 0paratodo (z,y) € £; e [V1,.¢][Vaj.¢] <
0 e [Vii.¢] < 0 para todo (z,y) € Xy. Portanto X, = X1, Xy = 3s e X = 0.
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(¢) Sei=—,j =+ entao [V1,.¢]|[Va,;.¢] > 0paratodo (z,y) € X1 e [V1,.¢]|[Va,.0] <
0 e [Va;.¢] < 0 para todo (z,y) € Xs. Portanto X, = X1, Xy =0 e X5 = 2s.

(d) Se i = —,j = — entao [Vi,.¢|[Va;.] > 0 para todo (x,y) € 3. Portanto
Eswzzazslzwezeszw-

Portanto, concluimos a prova da Tabela 2.5 para o caso t = C'W.

Se t = FW, considere o sistema descontinuo S = (54, 52) :

S — (i‘—l,y2—$>:(0,0), se gD(l‘,y)
y)

(iL‘ - 17?)2 - :L‘(J? - y)2) = (Oa())? S€ 90('1.7
onde p(z,y) = z—z(r—y)>. A curva de descontinuidade é dada por 3 = ¢~ 1(0)NU =

v

0
0

IN

{(z,y) € R? ;y = 2+ 1,y = z — 1}. Como antes, temos quatro campos vetoriais

determinados pelas equacoes diferenciais implicitas:

Vielog) = g+ Vg,
Vi(z,y) = %— xa%,
Verloy) = g+ ala -0y
Va(z,y) = %— x(x—y)Qa%-

O sinal da derivada de Lie V., com i € {1,2} e (z,y) € ¥ determina as regioes em
Y =7 URURUT,. onder; = {(z,z+1) € ¥:x < 1}, ro = {(z,2+1) € ¥ : 2 > 1},
rs={(r,x—1)eX:x<1}ery={(xr,r—1) € ¥: x> 1}. Note que se (z,y) €
ry Urg entdo (z,y) = (z,2 + 1). Assim temos (V1 4).o = (Voy).p = —22(yr —1) e
(Vi )ep = (Vi )op =2 (592 + 2),

(a) Se i = +,j =+ entdo [Vi,.¢|[Vaj.] > 0 para todo (z,y) € 1 U ry. Portanto
Yisw :rlur27zsl =0De Yes =0.

(b) Sei=+,j = —entao [V1,.9]|[V2;.] > 0paratodo (z,y) € 1 e [Vi,.¢][Va,.¢] <
0 e [Vii.¢] <0 para todo (z,y) € 2. Portanto Xg, =11, X =12 € X5 = 0.
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(c¢) Sei=—,j =+ entao [V1,.¢|[Va,;.¢] > 0paratodo (z,y) € r1 e [Vi,.¢][Va,.¢] <
0 e [Va;.¢] < 0 para todo (z,y) € ry. Portanto Xy, = 11,354 =0 € Xey = 1a.

(d) Se i = —,j = — entao [V1,.¢|[V2,;.¢] > 0 para todo (z,y) € r; Ur,. Portanto
Esw :T1UT’27281 :Q)e Ees :@

Analogamente, se (x,y) € r3 Ury entdo (z,y) = (x,x — 1). Assim temos (Vi ). =

(Vai)p=2z(va—1) e (Vio)p=(Vo-)p=-2(2"" +2).
(a) Sei=+,j =+ entdo [Vi,.¢|[Va;.¢] > 0 para todo (z,y) € r3 U ry. Portanto
Yisw :r3ur4728l :we Yes :(b

(b) Sei=+,j = —entao [V},.¢]|[Va;.] > 0paratodo (z,y) € r3 e [Vi.p][Va,.¢] <
0 e [Vi.¢] <0 para todo (z,y) € 4. Portanto X, =13, X =174 € X5 = 0.

(c) sei= —,j=+entdo [Vi,.¢][Va,.¢] > 0paratodo (z,y) € rye [Vi,.¢][Vaj.¢] <
0 e [Va;.¢] < 0 para todo (z,y) € ry. Portanto Xy, = 13,35 =0 € Xes = 14.

(d) Se i = —,j = — entao [V1,.¢|[V2,;.¢] > 0 para todo (z,y) € r3 Ur,. Portanto
Yisw :r3UT47ESl :Qe Yes :(D

Denotando ¥y =71 Urs, Yo =ra Ury € & = 31 U 3y concluimos o seguinte

(a) Se i = +,j = + entdo [Vi,.¢|[Vaj.¢p] > 0 para todo (z,y) € X. Portanto
Yisw :Eazsl =0e Yies =0.

(b) Sei=+4,j = —entdo [V},.¢][Va,;.¢] > 0paratodo (z,y) € Xy e [Vi,.¢][Va,.¢] <
0 e [Vi.¢] <0 para todo (z,y) € Xa. Portanto X, = X1, Xy = Xs e X5 = 0.

(c) Sei = —,j =+ entdo [V1,.¢][Va,.¢] > 0paratodo (z,y) € X1 e [V1,.¢][Va,.¢] <
0 e [Vaj.¢] <0 para todo (z,y) € Xs. Portanto X, = X1, 5y =0 e X5 = 2o.

(d) Se i = —,j = — entdo [V1,.¢|[Va;.¢] > 0 para todo (z,y) € 3. Portanto
Eswzzazsl:®6265:®~

Assim, concluimos a prova da Tabela 2.5 para o caso t = F'W. m
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9) 0
Figura 2.3: V; 4+ = % + \/E% eVoy = p +\/y— kx2a—y, com 0 <k <1/8.

Prova do Teorema 5. Considere (S, S3) um sistema descontinuo com %f(x,y) #0,
para qualquer (z,y) € ¥, = ¥y U X.,. Considere os vetores no cone gerado por Vi ;

e Vojcomi#j, 1,75 € {+,—} definido da seguinte forma:

(1,iv/g1 + A V92 — iv/gr))- (2.2)

Se
. . . dp O
(L, iy/G1 + AUy/Gz — ivan)- (50, 52)) = 0
oxr’ Oy

entao

dp . Oy . . dp

o “\/g_lay + A(jvV92 Z\/E)ay =0
e assim

% —ivag;
(Jv/% — i) 55

Substituindo em (2.2), temos o campo de vetor deslizante

Op Oy

(‘/1—&-7 ‘/2—)3 = (‘/1_7 ‘/24-)3 = (17 _%(xazﬁ/a_y(x:y))
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2+

Vi Vi
Vay

Figura 2.4: V; 4 = (% + \/E(% eVoy = % +\/y — k:x2(%, com k > 1/8.

2.4 Sistemas diferenciais implicitos descontinuos

e perturbacao singular

Nesta segao, vamos regularizar sistemas diferenciais implicitos com descontinuidades
e vamos obter um problema de perturbagao singular implicito (para uma introdugao

teoria geral da perturbac@o singular nossa referéncia sera [21]).

Seja U C R? um subconjunto aberto e e > 0. Um problema de perturbacdo singular

implicito em U (problema-ISP) é um sistema diferencial que pode ser escrito como

T = f(x,y, 8)7 (59)2 = h(l’,y, 6)7 (23)

ou de modo equivalente, apés o tempo redimensionado 7 = t/e

2
j—f =cf(z,y,¢), (%) = h(z,y,¢) (24)

com (x,y) € U e f, h suaves em todas as varidveis.

Note que duas escalas de tempo diferentes podem ser descritas: a escala de tempo

lenta t e a escala de tempo rapida 7 = t/e. Sistemas (2.3), (2.4) sdo chamados sis-
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temas lento e rdpido, respectivamente. Tomando € = 0 em (2.3) e em (2.4) obtemos

dois sistemas com dinamica essencialmente diferentes: O problema reduzido

&= f(z,y,0), 0=h(x,y,0) (2.5)

e o problema rapido

dx dy 2
i Z) = ) 2.

Considere V = {(z,y) : h(x,y,0) = 0}. Chamamos de V a wvariedade lenta do
problema de perturbagao singular implicito. Observe que (2.5) define um sistema
dinamico em V. Por outro lado, ¥ uma variedade de pontos singulares para (2.6).
Combinando os resultados sobre a dinamica desses dois problemas, com ¢ = 0,

obtém-se informagoes sobre a dindmica de (2.3) para valores pequenos de ¢.

Agora introduzimos uma ferramenta no estudo dos sistemas diferenciais implicitos
nao-suaves. Essencialmente adaptamos o processo de regularizagao de campos ve-
toriais nao-suaves, introduzidas por Sotomayor e Teixeira, para o nosso caso. Como
antes, uma funcao C*°, ¢ : R — R é uma func¢do de transicio se (t) = —1
parat < —1, ¢¥(t) =1 parat > 1ed/'(t) > 0set € (—1,1). A ¢—regularizagao de
F=(5,5) € QU CR™, onde

Sz(xvyaxay) = (:B - 17?)2 - gz(xvy)) = (Oa0)7 L= 172a

¢ uma familia a um parametro S. € C™ dado por

) = (- 107 - (252 + o) 52 27)

com 1. (t) = (L), para e > 0.

O préximo teorema diz que a regularizacao dos sistemas diferenciais implicitos des-

continuos fornece um ISP. Em geral, esta transicao pode ser feita de forma explicita.

Teorema 6. Considere S = (S1,52) € 0, S. sua -reqularizacao e g € 3. Suponha
que ¥ € um polinomio de grau 20 em um pequeno intervalo 0 € I C (—1,1). Entao

as trajetorias S- em U. = {q € U; p(q)/c € I} sao solugoes de um problema ISP.
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Prova. Seja S € Q com Si(z,y,z,9) = (¢ — 1,9* — gi(z,y)) = (0,0), = 1,2.

Suponha que ait + ... + agt? é a expressao do polindémio ¥ em I C R com 0 € 1.

As trajetorias de S. em U, sao solugoes do sistema diferencial implicito

. . g +g 91 —g
=1 yQZ(%ﬂW/k(s@) 12 2).

Redimensionando o tempo 7 = t/€* temos

xr =c

g1+ 92 a1 asep® | g1 — 9o
() = 5%(7) +€2£(? +.t 21 ) 5 )-

Observagao Para cada superficie p? = g;(x,y),i = 1,2 definimos o campo de veto-

res &;, de acordo com (1.2). Além disso, para a superficie p? — (232 +¢. (p(q)) £52) =

0 também podemos considerar o campo vetorial &.. E é facil ver que

I R(IL(&), (&) = &

onde II(z,y,p) = (x,p), e R(X) é sua ¢-regularizagdo de X = (X7, Xs) € A definido
em (1.6).



Capitulo 3

Método de “averaging”

Este capitulo é dedicado a introduzir defini¢coes, resultados e técnicas que serao
utilizadas no decorrer do Capitulos 4, 5, 6, 7 e 8. Em geral, nao apresentaremos

demonstracoes e, em alguns casos, indicaremos as devidas referéncias bibliograficas.

3.1 Método de “averaging” de primeira ordem

Nesta secao mostramos alguns resultados conhecidos que precisamos para provar
nossos resultados para a classe dada no Capitulo 4. O seguinte teorema fornece
solugoes periddicas de um sistema diferencial continuo. Veja [62] para uma demons-

tracao.
Considere o sistema diferencial
i =ceF(t,x) +*R(t,r,¢), (0) = o, (3.1)

com x € D, onde D é um subconjunto aberto do R" e ¢ > 0. Além disso, assu-
mimos que F(t,x) é T—periddica em t. Separadamente, considere em D a equagao
diferencial “média”

y=¢ef(y), y(0) =, (3.2)

onde
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Teorema 7. Considere os dois problemas de valor inicial (3.1) e (3.2). Suponha

que:

(1) F, seu Jacobiano OF /Ox, seu Hessiano 0*F /0x? estdo definidos, sio continuos

e limitados por uma constante independente de € em [0,00) X D e e € (0, &0].
(ii) F é T—-periddica em t (T independente de ).
(111) y(t) pertence a D no intervalo de tempo [0,1/¢].
Entao, as sequintes sentencas valem.
(a) Parat € [0,1/¢] temos que z(t) — y(t) = O(e), quando € — 0.
(b) Se p € um ponto de equilibrio da fungao “averaging” (3.2) e
det (Z—i)

entdo existe uma solug¢ao T-periddica x(t,€) da equagao (3.1) tal que z(0,e) —

7£O7

Yy=p

p, quando € — 0.

(¢) A estabilidade ou instabilidade da solugdo periddica x(t,e) é dada pela esta-
bilidade ou instabilidade do ponto de equilibrio p do sistema (3.2). De fato,
o ponto de equilibrio p tem o comportamento dado pela aplicagao de Poincaré

associada a solug¢ao periodica z(t,¢€).

O seguinte teorema é uma versao descontinua do teorema anterior que fornece
solugoes periddicas de um sistema diferencial descontinuo peridédico. Veja [46] para

uma prova.
Teorema 8. Considere o sequinte sistema diferencial descontinuo

i(t) =eF(t,r) + e*R(t, 1, ¢), (3.3)
com

F(t,z) = Fi(t,x)+sign(h(t,z))Fa(t, x),

R(tz,e) = Rilt,a,e) +sign(h(t,a))Ro(t,x,€),
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onde F1,Fy : Rx D — R", R,Ry : Rx D x (—¢9,60) > R" eh:RxD — R
sao fungoes continuas, T —periodicas na varidvel t e D € um subconjunto aberto do

R™. Suponhamos também que h é uma funcio C' tendo 0 como um valor reqular.
Denote por M = h™(0), por ¥ = {0} x D € M, por £y = E\M # 0 ¢ seus
elementos por z = (0,z) & M.

Defina a fun¢ao “averaging” f : D — R™ como

T
f(x) :/ F(t,x)dt.
0
Assuma as trés sequintes condigoes.

(i) F1, Fy, Ry, Ry e h sao localmente L— Lipschitz com respeito a x.

(ii) Para a € ¥y com f(a) = 0 existe uma vizinhang¢a V de a tal que f(z) # 0
para todo z € V\{a} e dg(f,V,a) # 0, (i.é. o grau de Brouwer de f em a é

diferente de zero).

(iii) Se (Oh/Ot)(t, z) # 0, entdo para todo (to, z0) € M temos (Oh/0t)(to, z0) # 0.
Se (Oh/0t)(to, 20) = 0, entdo ((V,h, F1)? — (Vih, F3)?)(to, 20) > 0, para todo
(to,Zo) S [O,T] X M.

Entao, para || > 0 suficientemente pequeno, existe uma solu¢ao T—periddica z(-, €)

do sistema (3.3) tal que z(t,e) — a, quando € — 0.

Se a funcdo f do Teorema 8 é de classe C'!, entdo é suficiente checar que o Jacobiano
de f avaliado em a é diferente de zero para mostrar que dg(f,V,a) # 0. Para mais

detalhes, veja o Teorema 1.1.2 de [56].

3.2 Meétodo de “averaging” de k-ésima ordem

O teorema a seguir é uma versao da teoria do “averaging” para ordem arbitraria
que fornece solugoes periddicas de um sistema diferencial periédico continuo. Ver

[47] para uma prova.
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Considere a equacao diferencial
k

T = Z e'Fy(t,x) + " R(t, 2, ¢), (3.4)
i=1

onde F; :Rx D — R" parai=1,2,....ke R:Rx D X (—eg,&0) — R" sdo fungoes

continuas e T—periédica na variavel ¢, com D sendo um subconjunto aberto do R™.

Agora introduzimos algumas notagoes. Seja L um inteiro positivo, seja x = (x4, .., x,) €
D.teRey; = (Y1, Yjn) € R" para j =1,...,L. Dado F': R x D — R" uma
funcgao suficientemente suave, para cada (t,7) € R x D denote por O*F(t, z) uma

¢

aplicagao simétrica L—multilinear que aplicado a um “ produto ” de L vetores de

R™, que denotamos por @]Lzl y; € R™. A aplicagio L—multilinear ¢ definida por
OLF(t, x)
L )
O"F(t,z) @?Jj = Z Do Oy, Yriv e i
. ir= 119 9 1L

Agora definimos a Fung¢ao Averaged f; : D — R™ de ordem ¢ como

fi(z) = )

7!
onde y; : R x D — R" sao dados por

yi(t,z) = z'!/o (Fi(s, (s, 2))

; l
1 L b
n ZZI ; TG TERONTITE. Fii(s,0(s,2) (D ys(s, 2) ) ds.
= 1

J=1

, (3.5)

e S; é o conjunto de todas [—uplas de inteiros nao negativos (by, be, ..., b;) satisfazendo
b1+2bs+...+1lby =1le L = by+by+...+b,. Para facilitar nosso trabalho apresentamos

explicitamente as funcoes y;, parai = 1,...,5. Assim temos

yilt,z) = /OtFl(s,z)ds,
ya(t,2) = /Ot (2F2(3a2)+2%(572)?/1(3a2)) ds,

ys(t,z) = /0(6F3(3,2)+6%(3,z)y1(t,z)

0*F

32 1
+ 0x?

F;
(37 Z)y1<37 Z)Q + 3%(‘9’ Z)y2(57 Z)) d57
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! OF;
ys(t,2) = /(24F4(s,z)+24a—x(s,z)y1(s,z)
0

0*Fy OF,
+12W(87 Z)yl(sa Z)2 + 128_<57 Z)y2<87 Z)
2
8 (5 2)y1(s, 2) © ya(s, 2)
PF OF
AT (s, 445 (s, ) ) s
ys(t,z) = ( 20F5(s, z) + IQO%i(s 2)y1(8, 2) —i-GO%}Z (s, 2)y1(s, 2)?
OF} 0*Fy
60225, 2l 2) + 60522, (s, 2) © s, )
O*F: OF,
2053 —— (s, 2)un(s, 2)° +206—(8,Z)y3(372)
2
8 (3 2)y1(s, 2) © ys(s, 2)
O*F: O3F,
+15 92 (3 2)y2(s,2)* + 30 5 (s 2)y1(8,2)* © yals, 2)
4

0°Fy . OF,
+5 Ot (S, Z)y1<37 Z) + 5%(5, Z)y4(57 z)) ds,

No Apédice A apresentamos explicitamente as expressoes de yg e y; que utilizamos

para encontrar 3 ciclos limites para a classe P5; no Capitulo 5.

Teorema 9. Considere o problema de valor inicial (3.4) e a fun¢do averaged (3.5),

e assumindo as sequintes condicoes.

(i) Para cada t € R, Fy(t,-) € C*% para i = 1,2,....k; OF'F; € localmente
Lipschitz na sequnda variavel para v = 1,2,....k; e R é continua e localmente

Lipschitz na sequnda varidvel.

(ii) Assuma que f; =0 parai=1,...,1 —1 e f. #0 comr € {1,2,...,k}. Além
disso, suponha que para algum a € D com f.(a) = 0, existe uma vizinha¢a

V C D dea tal que f,(z) # 0 para todo z € V \ {a} e dp(f,(2),V,a) # 0.

Entao para |e| > 0 suficientemente pequeno, existe uma solugcdo T -periddica x(-, €)

da equagdo (3.4) tal que x(0,¢) — a com & — 0.
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3.3 Meétodo de “averaging” com Fj # 0

Considere um sistema na forma
% = Fy(t,x) + eFi(t,x) + 2 Fy(t,x, €), (3.6)

onde ¢ # 0 é suficientemente pequeno e as fungoes Fy, F; : R x Q — R" e F :
R x Q x (—&g,&0) — R™ sdo fungoes C2, T—periédica na primeira variavel e 2 é um

subconjunto aberto R™. Assumimos que o sistema nao perturbado
x = Fy(t,x) (3.7)
tem uma subvariedade de solucgoes periddicas de dimensao n.

Considere z(t, z,€) a solugao do sistema (3.7) tal que x(0,z,e) = z. A linearizagao

do sistema nao perturbado ao longo de uma solugao periddica x(t,z,0) é dada por

y = DiFy(t,x(t,2,0))y. (3.8)

Na sequéncia denotamos por M,(t) a matriz fundamental do sistema linearizado

(3.8) tal que M,(0) é a identidade.

Supomos que existe um conjunto aberto V' com ClI(V) C Q tal que para cada
z € CI(V), x(t,2,0) é T—periddica, onde x(t, z,0) denota a solu¢ao do sistema nao
perturbado (3.7). Denotamos Cl(V') fecho de V, temos que o conjunto CI(V) é
isdcrono para o sistema (3.7), i.e., ele é formado por apenas orbitas periédicas com

periodo T

O préximo resultado é o teorema “averaging” para estudar as bifurcagoes de solugoes
T—periddicas do sistema (3.6) a partir das solugoes periddicas x(t,z,0) contidas
Cl(V) do sistema (3.7) quando || > 0 é suficientemente pequeno. Veja a demons-

tracdo no artigo [8]. Para mais detalhes em teoria “averaging” ver [9] e o livro

[58).

Teorema 10 (Perturbagoes de um conjunto isécrono). Assumimos que existe um

conjunto aberto e limitado V' com Cl(V') C 2 tal que para cada z € CL(V), a solugao
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x(r,z,0) é T—periddica. Considere a funcao F : Cl(V) — R"
1 T
Flo) = / M () Fy (4, x(t, 2, 0))dt. (3.9)
0
Entao as sequintes afirmacoes sao verdadeiras.

(i) Se existea € V com F(a) =0 edet((0F/0z)(a)) # 0 entdo existe uma solu¢ao

T—periddica x(t,e) do sistema (3.6) tal que x(0,¢) — a quando ¢ — 0.

(ii) O tipo da estabilidade da solugdo periddica x(t,e) é dado pelo autovetor da
matriz Jacobiana ((0F /0z)(a)).

3.4 Resultados utilizados nas provas dos Teore-

mas

Considere um sistema planar

= P(z,y), v=0Q(@y), (3.10)

onde P,Q : R? — R sdo fungoes continuas. Suponha que o sistema (3.10) tem uma

familia continua de orbitas peridédicas
{Fh} C {(l’,y) : H(ZE,y) = ha hl <h< hQ}

onde H é uma integral primeira de (3.10). Considere as seguintes perturbagoes do

sistema (3.10)

i = P(z,y) +ep(z,y), v=Q(,y)+eq(x,y), (3.11)
onde p,q : R? — R sao funcoes continuas.

O préximo teorema (veja o Teorema 5.2 de [9] para uma prova) fornece uma ferra-
menta para transformar o sistema perturbado (3.11) na forma padrao da teoria do

“averaging” dada no Teorema 7.



47

Teorema 11. Considere o sistema (3.10) e sua integral primeira H. Assuma que
xQ(z,y)—yP(x,y) # 0 para todo (x,y) pertencente as orbitas periddicas {I'y,}. Seja
p: (Vhi,Vhe) x [0,21) — [0,00) uma fungdo continua tal que

H(p(R, ¢) cos ¢, p(R, p) sinp) = R?, (3.12)

para todo R € (vVhi,Vh2) e todo ¢ € [0,2m). Entao a equagao diferencial que
descreve a dependéncia entre a raiz quadrada da energia R = v'h e o dangulo ¢ para
o sistema (3.11) é

dR _ _p(@® +y7)(Qp — Pq)
dp ~° 2R(Qz - Py)

+ 0(e?), (3.13)

onde 1 = p(x,y) € o fator integrante do sistema (3.10), correspondente a integral

primeira H, x = p(R, @) cosp ey = p(R,p)sin p.

Lembramos que p é o fator integrante correspondente a integral primeira H do
sistema (3.10) se

OH _0H

Seja I um intervalo da reta e sejam fo, ..., f, : [ — R fungoes. Dizemos que fy, ..., f,,

sao funcoes linearmente independentes se, e somente se,
Vsel, Y Nfi(s)=0 = A=M=.=X)=0
i=0
O proéximo resultado é bem conhecido e pode ser encontrado na Proposicao 1 de
[48].

Proposicao 2. Se fy, ..., f, sdo linearmente independentes, entao existem sq, S, ..., S, €

I eX,..,\n € R, tal que para todo j € {1,...,n} temos
i=0

As fungoes (fo, f1, ..., fn) definidas em I formam um sistema de Chebyshev Estendido
ou um sistema-ET em [ se, e somente se, qualquer combinagao linear nao trivial

dessas funcoes tem no maximo n zeros contando suas multiplicidades e este nimero
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¢ alcangado. Dizemos que (fy, f1, ..., fn) é um sistema de Chebyshev Estendido Com-
pleto ou um sistema—ECT em [ se, e somente se, para qualquer k € {0,1,...,n},
(fo, f1, -, fx) forma um sistema—ET. Para provar que (fo, f1, ..., fx) é um sistema—
ECT em [ é necessario e suficiente provar que W (fy,..., fr)(s) # 0 em I, para
k € {0,1,...,n}. Denotamos W (fy,..., fr)(s) o Wronskiano das fungoes (fo, ..., fx)

com respeito a s. Lembramos que a definicao de Wronskiano é

W(fo, -y fr)(s) =

Para mais detalhes sobre sistemas—ECT, veja [32].

O proximo resultado é o Teorema generalizado de Descartes sobre o nimeros de

zeros de um polinomio real. Ver [5] para uma prova.

Teorema 12. Considere o polinomio real p(x) = a;, 2" + a;,x + ... + a;, " com
0 <ip <idp < ..<i ea;, # 0 constantes reais para j € {1,2,...,7}. Quando
a;;a;,,., <0, dizemos que a;; e a;,,, tem uma variagao de sinal. Se o numero de
variagoes de sinais € m, entao p(x) tem no mdzimo m raizes reais positivas. Além
disso, sempre € possivel escolher coeficientes de p(x) de tal forma que p(zx) tenha

exatamente r — 1 raizes reais positivas.



Capitulo 4

Ciclos limite para uma classe de
sistemas diferenciais polinomiais

cubicos continuos e descontinuos

4.1 Introducao e enunciados dos principais resul-

tados

Nesse capitulo, estudamos uma classe de sistemas diferenciais polinomiais de grau
3 em R? que possui um centro isécrono. Em [12] os autores estudaram algumas
classes de sistemas diferenciais polinomiais ciibicos e isécronos. Em particular eles

obtiveram a familia

i = y(-1+2ax+282%) = P(a,y),

(4.1)
gy = z+a(y?—2) +2682y° = Qz,y),

onde a € Re 8 < 0. Essa familia tem uma integral primeira racional de grau 2, veja
o sistema (iv) do Teorema 7 em [12], veja também [44, 45]. Uma questao aberta é: O
que acontece com as orbitas periddicas do sistema nao perturbado (4.1) quando ele €
perturbado dentro da classe de todos os sistemas diferenciais polinomiais continuos

e descontinuos cubicos? Mais precisamente, considere o seguinte sistema

49
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i = y(—1+2ax+282%) +epi(z,y), (4.2)
y = x+aly’—1%) + 202y +eqi(x,y),
e o sistema descontinuo
T Xi(x, se > 0,
_ 1( ?J) Y <4'3)
Y Xo(z,y) se y <O,
onde
y(=1+ 2ax + 2622) + epi(z, y)
Xl(l‘7 y) = )
x4 a(y® — 2?) + 2Bz + eqi(,y)
y(=1+ 2ax + 2622) + epa(z, y)
XQ(xa y) = )
z 4 a(y? — %) + 202y + eqa(z,y)
com
piz,y) = ax+ ay+ a3x2 + aszy + a5y2 + a6x3 + a7x2y + agxy2 + a9y3,

&
<

Y

= 1T+ cy+ 03:v2 + cqxy + c5y2 + cﬁx3 + c7332y + nggf + 09y3,

8
<

D2

(

a1 (
(,
(

)
) = bix + boy + bsx® + by + bsy® + b’ + braty + bgay® + boy?,
)
)

@(r,y) = dix+doyy+ d3x2 + dyxy + d5y2 + d6x3 + d7m2y + dgny + dgyg.

Neste capitulo estudaremos o nimero méximo de ciclos limite dos sistemas (4.2) e

(4.3) que pode ser obtido usando a teoria do “averaging” de primeira ordem.
Agora apresentaremos nossos principais resultados deste capitulo.

Teorema 13. Para |e| # 0 suficientemente pequeno, o niumero de ciclos limite
do sistema (4.2), bifurcando das solugées periddicas do centro isécrono (4.1), € no
maximo 3, usando a teoria do “averaging” de primeira ordem, e esse numero é

realizado.

O Teorema 13 esta provado na Secao 4.2.

Teorema 14. Para |e| # 0 suficientemente pequeno, o nimero mdzimo de ciclos
limite do sistema (4.3), bifurcando das solugoes periddicas do centro isécrono (4.1),

€ pelo menos 12, usando a teoria do “averaging” de primeira ordem.
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O Teorema 14 esta provado na Secao 4.3.

No Capitulo 3 apresentamos os resultados bésicos que precisamos para provar os

Teoremas 13 e 14.

4.2 Prova do Teorema 13

Note que o fator integrante

2
Hwy) == (—1 + 2ax + 2822%)?
e a integral primeira
2 + y?
H =
(z.) 1 —2z(a+ px)

do sistema (4.1) satisfazem puP = —H, e @) = H,. Assim, p é o fator integrante
correspondente a integral primeira H. A funcao p : (0,1/—1/(28))x[0,27) — [0, 00)
dada por

R <\/(oz2 +25) R?cos? 9+ 1 — aR cos gp)
2B0R? cos? ¢ + 1
satisfaz a hipétese (3.12) do Teorema 11 (p. 28). Veremos depois que xQ(z,y) —

p(R7 ‘20) =

yP(x,y) # 0 nos pontos das 6rbitas periddicas. Assim, o sistema (3.13) do Teorema
11 para nosso sistema (4.2), torna-se

11

dR o Z Ai(907a7ﬁaaa b)

— = R+ O(£?), 4.4
de ~ B(R,¢,, ) ) (44)

onde a = (al, ...,(19), b= (bl, ...,bg) (S
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ay cos® o + (ay + by) sin @ cos ¢ + by sin? @,

V(a2 +26) R2cos? ¢ + 1( (as — 3aa;) cos® ¢ + (—3aay + ay
—4daby + bz) sin p cos® o + (a5 + a(a; — 4by) + by) sin® p cos p

+ (aag + bs) sin® )

(5a1a2 — daza + ag + 10a13) cos* o + ( (5az + 8b1)a® — (4as
+5b3) a + ar + 10az3 + 83by + bg) sin ¢ cos® ¢ + ((8b2 — 3ar)a”
+ (as — 4as — 5by)a + ag + 2a1 8 + 83by + by) sin?  cos? ¢

+ (—3a2a2 + (ag — bbs)a + ag + 2a28 + bg) sin® o cos ¢

+(cvas + by) sin @,

V(a2 +26) R2cos?p + 1 ((—4a10® + 8aza® — 5agar — 24a1 fa

+ 8azf3) cos” ¢ — ((4(ay + 2b1)a® — 4(2a4 + 3bs)a® + (5ay + 6(4ay3
+4b1 8 + bg)) @ — 268(4ay + 3bs)) sin g cos* ¢ + (4(ar — 2b2)a®
—4(ag — 2a5 — 3bs)a® + (ag — Sag — 6(48by + by))a + 23(as + 4as
+3by) ) sin? p cos® ¢ + (4aza® — 4(ay — 3bs)a® + (a7 — Sag

+6bs) a + 2(as + 3bs)) sin® p cos® ¢ + (—4asa” + (as — 6by)cx

+ 2a5/3) sin®  cos ¢ + aag sin® gp) ,

(4a1a4 — 12a302 + 13ag0® + 40a1ﬁa2 — 32a3PBa + 40a162

+ 8ag/3) cos® p + (4a2a4 + 8bat — 12a40% — 20b30° + 13a,0°
+40az80” + 488b1o” + 18bsa” — 32asBcv — 308bsax + 40ay 5>

+ 8azf + 24/5%b; + 66b6) sin ¢ cos® ¢ + (—4a1a4 + 8byat + 8aza®
+12a50° — 20b40° — Baga? + 13asa® — 8ai fa? + 488bya”
+18b702 — 2asBa — 32a5a — 308bsa + 16a1 8% + 2a63 + Sasf3

+ 24/%by + 65b7) sin? o cos® ¢ + (—4a2a4 + 8aya® — 20b50
—5a70? + 13aga? — 8asfa’ + 18bga? — 2asfa — 308bscr + 16a. /5>
+ 2a78 + 8agf + 630bs) sin® % cos® w+ (8a5a3 — 5aga? + 18bgar®

— 2a5Ba + 2agf3 + 63by) sin* p cos® ¢ — ag (5042 — ZB) sin® o cos ¢,
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Az

2 cos® /(a2 + 283) R2cos? p + 1 ((4aza’ — 2(5ag + 6a18)a”

+ 24azBa” — 38(5ag + 12a1 8)a + 12a38%) cos® ¢ + (4(as
+2b3)a* — 2(5ar + 6ay3 + 88b1 + 8bg)a® + 24 (ay + bs)a?
—38(5ar + 4(3azB + 2018 + bg) ) 4+ 68%(2ay + bs) ) sin p cos*
— (4(a3 — a5 — 2by)a* — 2(3ag — Sag + 2a,3 — 88by — 8b7)a®
—248(as + by)a® + 3B(ag + 5ag + 4a, 8 + 88by + 4b7)a — 63*(as
+2a5 + by) ) sin? pcos® p — (4(ay — 2bs)a’ — 2(3ar; — 5ag + 2a,3
—8bg)a® — 248bsa” + 33(ar + Sag + 4ay3 + 4bg)a

—68%(as + bs) sin® p cos® ¢ — (4a5a4 + (16bg — 6ag)a® + 35 (as
+4bg) o — 6a5ﬁ2) sin? p cos v + 3 aay (2@2 — ﬂ) sin® cp) ,

2 cos® ¢ ((—4a3a5 + 2(Tag + 6a, 8)a* — 36asBa” + 38 (13ag
+20a,8) o — 48a3 % + 4/3* (3ag + 1Oa1ﬁ)) cos” ¢ — (4(ay
+2b3)a” — 2(7Tar + 6ay3 + 88y + 12bg)a* + 43(9ay + 10b3)a®
—3B(13a; + 4(5a3 + 4b1 B + 3bg))a® + 63%(8ay + 5bs)a — 23*(6a;
+20a2/3 4 88b; + 3bg) ) sin g cos” ¢ + (4(az — a5 — 2by)a” — 2 (5ag
—Tag + 2a18 — 83by — 12b7)a* + 45(as — 9as — 10by)a® 4 38(ag
+13ag + 4a1 8 4 168by + 12b7)a® — 65%(3as + 8as + 5by) o
+26%(3ag + 6ag + 12a13 + 88by + 3b7)) sin” ¢ cos® ¢ + (4(ay
—2b5)a”® — 2(5ar — Tag + 2a8 — 12bg)a’* + 45(ay — 10bs)a®
+38(ar + 13ag + 4asB + 12bg)a® — 6% (3ay + 5bs)a + 632(ay
+2ag + 4as 3 + bg) ) sin® g cos® p + ( dasa® + (24by — 10ag)a’
+dasBa’ + 3B(ag + 12bg)a® — 18a5 5% + 632 (ag

+bg)) sin® p cos p — ag (10a* — 3 Ba® — 64%) sin’ p) ,
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dcos’ pr/(a? +28) R2cos? o + 1 ((—4aga® + 8azBa’ — 48 (5ag
+3a13) o® + 24a3B%a® — 35%(5as + 8a1 B)cr + 8azB?) cos’

— (4(a7 + 2bg)a® — 8B(ay + b3)a* + 4B(5a7 + a3 + 26b,
+4bg)a® — 128%(2a4 + bs)a® + B*(15a7 + 24a3 + 83b; + 6bg)a
—23%(4a4 + b3) ) sin p cos* ¢ + (4(a6 — ag — 2b7)a” + 8B3(as
+by)at — 48(ag + 5ag + a1 B + 28by + 4by)a® + 128 (a3 + 2as
+by)a? — B*(9ag + 15ag + 16ay3 + 88by + 6b7)a + 23%(3as

+4as + by)) sin® ¢ cos® p + (4(a7 — ag — 2bg)a® + 83bsa’

—4B(az + 5ag + a8 + 4bg)a® + 123%(ay + bs)a® — B*(9ay

+15ag + 16as3 + 6bg)a + 23 (3ay + bs) ) sin® p cos® p + (4(ag
—2bg)a” — 4f3(ag + 4bg)a® + 12a55%a* — 35%(3ag + 2by)a

—|—6a5ﬁ3) sin? ¢ cos v + aayg (4044 —4Ba® — 952) sin® cp) ,

4 cos® o ((4a6a6 — 8asfa’ + 43(Tag + 3a18)a* — 36a33%a’

+ B%(39ag + 40a,3)a* — 32a33%a + 45°(2a¢ + 5a16)) cos® @

+ (4(a7 + 2bg)a’® — 8B(ay + bs)a® + 4B8(Tay + 3azB + 28
+6bs)at — 48%(9ay + 5bz)a® + 5%(39az + 40az3 + 168b; + 18bg)a
—283%(16ay + 5bs) o + 233 (4a7 + 1003 + 268b; + bﬁ)) sin ¢ cos?
— (4 (ag — ag — 2b7)a® 4+ 8B(as + by)a® — 45(ag + Tag + a1 8 + 28by
+6b7)a* + 4% (4az + 9as + 5by)a® — B2(21ag + 39ag + 24a, 3
+163by + 18b7)a” + 28%(11ag + 16as + 5by)a — 23°(3a6 + 4asg
+8a1 3 + 2by + br) ) sin® ¢ cos® p — (4(a7 — ag — 2bg)a’® + 8Bbsa’°
—4B(a7 + Tag + azff + 6bg)a’ + 45%(4ay + 5bs)a® — 382(Tar + 13ag
+8ayB + 6bg)a” + 23 (11ay + 5bs)a — 23%(3ay + 4ag + a3

+bg) ) sin® p cos® p — (4(&8 — 2bg)a’ — 4p(ag + 6bg)a* + 16a55%a’
— 33%(Tas + 6bg)a* + 22a58°c — 23°(3as + by)) sin* ¢ cos ¢

— ag (4@6 —4Ba* — 215%0* — 653) sin® go) ,



95

86 cos® o/ (a2 4 2B) R2cos? p + 1 ((—4asa® + 4asBa’ — 28 (5ag
+2a18) o + 8azB*a? — B*(5ag + 6a,8)a + 2a353) cos® p — (4a7a5
—4ayfa’ 4 28(5ay + 2as8)a® — 8ayf*a? + B2(5ar + 6ayB)a
—2a4/3° ) sin p cos® p — (4a8a5 — daspa’ + 10asBa® — Saz %0

+ bagBra — 2a553) sin?  cos ¢ — aayg (4044 +108a” + 5ﬁ2) sin® gp) ,
86 (042 + 25) cos’ ¢ ((4a6a4 — 4asPa® + 2B(3ag + 2a,8)a?

— 4azB*a + B*(ag + 2a1ﬁ)) cos® p + (4a7a4 — 4ayfa® + 283 (3ay
+2a23) o — day o+ 3 (a7 + 2a2ﬁ)) sin o cos® ¢ + (4a8a4

—4 a5 80> + 6agfa’ — das o+ agﬁz) sin? ¢ cos @

+ ag (4oz4 +66a® + ,62) sin® go) ,

(—25R2 cos? ¢ — 1) (2 (a2 + ﬁ) R?*cos? ¢

2
—2 aRv/(a?+ 2B) R?cos? p + 1cosp + 1) ((o*+28) R?cos” ¢

—aR\/(a2+26)R200s2g0+1cosg0+1).

Para provar que B nao se anula temos que mostrar que as equagoes

2 (oz2 + 6) R?cos’p = 2aR\/(a?+20) R2cosp + lcosg + 1,

(0> +28) R?cos’p = aRy/(a®+28) R2cos? o+ Lcosp + 1,

nao tem solugoes no intervalo (0, 1/—1/(25)). De fato, elevamos ao quadrado ambos

os lados das duas equagoes anteriores, obtemos respectivamente:

(QBRQ cos® p + 1)2 =0, (2ﬁR2 cos? © + 1) (R2 (a2 + 26) cos® p + 1) =0.

Desde que R € (0,/—1/(2f)) as duas equagdes anteriores nao tem solugoes. Assim,

xQ(z,y) —yP(z,y) # 0 nos pontos das dérbitas periddicas do centro (4.1).
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Agora, calculamos a funcao “averaging” f : (0,1/—1/23) — R definida por

2 & AZ'(QO,Oé,ﬁ,CL,b) i
= | 2 B gm0

Calculando a integral anterior, obtemos que f(R) = N(R)/D(R), onde

N(R) = pB(ag+ 3as +2a:18 + 2Bby + by — 3bg)go — 26° (2a10> + azex
+asa + ag + ag + 2a13) g1 + 20(ag + by) g2 + (ag — ag — by
+b9) g3,

D(R) = 48°R, go=R’, q1=R' ¢=R/1+2BR

gs = 1—+/1+2BR2.

Os calculos anteriores foram verificados com o auxilio do software Mathematica. Os
zeros da funcao f correspondem aos zeros da funcao N. Para encontrar o niimero
méximo de zeros de f, basta provar que (go, g1, g2, g3) é um sistema—ECT, ou seja,
W(go, ..., gx)(R) # 0, para 0 < k < 3, onde W(go, ..., gx) (R) denota os Wronskianos
das fungoes (go, ..., gx). Mais precisamente, temos

SR

W(go)(R) = R*, W(go,q1) =2R°, W(go,91,92)(R) = T 1 2BR2P2

_ 2 D6
Wi(go,...,g93)(R) = _19R [\/1 + 2BR2R 3% + 44/1 + 2BR2BR?

(1+28R2)"?
12/1+ 28R — 4 R'3? — 6 BR? — 2} .

Desde que § < 0 e R € (0,4/—1/(25)), os trés primeiros Wronskianos nao se
anulam. Agora, obter os zeros de W (go, ...g3)(R) é equivalente a resolver a seguinte

equacao:
V14 2BR2RY3% + 44/1 + 2BR2BR? +2+/1+28R?=4R'3*+65R*+ 2.

Elevando ao quadrado ambos os lados da equagao anterior e fazendo algumas sim-

plificacoes, obtemos

(1+28R*)R*B" =0,
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que ¢ impossivel porque R € (0,+/—1/(25). Assim, o Wronskiano W (g, ...g3)(R)
nao se anula em (0, /—1/(25)). Portanto, uma vez que (go, g1, g2, g3) ¢ um sistema—

ECT, f tem no maximo 3 zeros e eles sao alcancados.

O sistema (4.4) é analitico e satisfaz as hipéteses do Teorema 7. Portanto, os zeros
de f correspondem a érbitas periddicas do sistema perturbado (4.2) e o Teorema 13

esta provado.

4.3 Prova do Teorema 14

As fungoes H, p e p sao as mesmas dadas na prova do Teorema 13. Denote a =
(a17"'7a9)7 b = (b1>"'ab9)7 ¢ = (Cl,...,Cg), d = (d17"'7d9)7 1= (a>b7avﬁ> e Jjo =

(¢,d,a, ). Nés transformamos o sistema (4.3) no sistema

@+ 7)) (@p1 — Pay)
@ _ 2R(Qz — Py)
dep 6#(1‘2 + 32)(Qp2 — Pg2)
2R(Qx — Py)

+ 0% se y>0,

(4.5)

+0(e?) se y<O.

Como feito na prova do Teorema 13, temos que R(Qx — Py) # 0. Devemos estudar

os zeros da fungao “averaging”
f:(0,4/-1/(28)) — R dada por

[T u(e® +y?)(Qpy — Pgi) T u(z? + y*)(Qp2 — Pgy)
fUa‘ié SR(Qx — Py) d¢*ﬁA SR(Qe— Py) "

Calculando essas integrais, obtemos
21
f(R) = Z fiB,
=0

onde

o= (VI®2BR 1), fi=RVIT IR, f=R fi=F"



98

fi

com

([ V/1+ (a2 25)R
1+ 26R?

2
1 ) aR+ /14 (a2 +253)R? o
spt 208 o (aR—\/1+(a2+26)R2) » para ©=9,

R%—S, para i=4,...,8,

aR + \/1+ (o + 28) 2>2

1 .
—R*19(1 4+ 28R*) 1o
2 ( PR log aR—+/1+ (a2 +2B)R

para ¢ =10,...,13,

1

I sinh ™! <R\/oz2 + 25) , para 1= 14,
Rsinh™! (R\/oz2 + 2ﬂ> , para 1=15,

1
—tanh™! alt , para =16,
R V1+ (a®+28)R?

R2-33 tanh Ve 52]1 Tk ) , para ¢=17,...,21
Co(—=Po(j1) + Fo(j2)), Br = Ci(P(j1) — Pi(j2),
Co(=P2(j1) — P2(j2)), By = C3(—=PBh) — B3(j2)),

Ca(Ps(j1) — Pa(J2)), By = Cs(=Fs(1) + Ps(52)),
Co(—P5(j1) + Fo(j2)), B = Ci(P(Gh) — P2 (52)),
Cs(=Ps(j1) + Ps(j2)), By = Co(Py(s1) — Po(j2)),

Cro(—Pro(j1) + Pro(J2)), B = Cu(Pu(i) — Puli2),
Cio(—Pri2(j1) + P12(j2)), Bz = Cuis(Pi3(j1) — Pi3(2)),
Cu(=Pu() + Pu(i2),  Bis = Cis(—Pis(1) + Pis(j2)),
Cis(—Pi6(J1) + Pi6(j2)),  Bir = Cu(Pir(G) — Pir(G2)),
Cis(Pis(j1) — Pis(j2)), B = Cio(—=Pio(j1) + Pro(j2)),
Cao(P(j1) = P(j2)),  Ba = Ca(=Pul1) + Pulj)),
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Cs
Cs
Co10
Ci321

Cie,17

462 @
ﬁgm, Ch
& Cu
20451566’ Cus
Cyo

cg — cg — d7 + dy,

cg — dy,

T
25’
1
2088 (a2 +28)’
8(8—1)8
b
a? 4283
2048/@5 ’
1

9

262%(a? +2B3)3/%’
1
166(a? + 2p3)

o’

)

2501 + 2/Bd2 — Cg + 308 + d7 - 3d9,

20%¢; + acs + acs + 26¢y + ¢ + cs,

Cs

C’12

Cis

15’
1
a®(a? +20)’

2C7(a” +283),

4(a* +2f)?
ad
L
By/az+28
2

I

—2a5Bcy — 20°Bd; + abcr — aley + abdg — abds — 20° ey

—2a°Bds + 205 Bds — 320 F2cy — 3201 B2d; + 3201 Bey + 320t Bd,y

+20035%¢4 + 2003 B2ds — 2003 32 ds — 2003 Bey — 2003 Bds

+2002Bds — 9602 B3¢y — 9602 B3dy + 9602 5% ¢y — 402 BPer

+4a? %y + 9602 B%dy — 40 B2 dg + 40> B2dg + 40P Ber — 4o Bey

+40?Bdg — 40’ Bds + 4033y + 40a3ds — 40033 ds — 40033 ¢y

—40aB%dg + 40af%ds — 648%cy — 6484, + 645%c, — 8¢,

+883¢co 4+ 6453d; — 863ds + 853ds + 85%¢cr — 8% ¢y + 85%dg

_8ﬁ2d87
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P

208¢y + "¢y + 14a°Bey + 18a58dy — 8aley — aber + aley
—160°d; — aldg + abds — 200° Bes — 38a° Bds — 2a° Bds + 2405 ¢y
+40a°ds 4+ 960 B3¢y + 128a 32dy — 960t Bey + 260 fer

+100a* Beg — 1280 Bd; + 360 Bdg — 260 c; — 100ty — 36adg
—11203%¢4 — 14003 5%ds + 11203 Bey + 14003 5ds + 24002 53¢,
+2400233dy — 24002 5% ¢y + 6802 % cr + 1602 B¢y — 24002 32 d,
+84a*3%ds — 68aBer — 1602 Beg — 84a*Bdg — 1283 ¢cy
—120033d5 4+ 12805%c4 + 1200 5%d5 + 16054 ¢y + 965 dy
—1608%cy + 3233c; — 833co — 9633d;y + 2453ds — 323%cr + 83%¢y
—243%ds,

205 Bcy — Ta’ Bey — 16a° Bds + 8a’cy + 16a°ds + 240 B2 ey
+32a*5%d, — 240 Bey + 28t Ber — 320 Bd;y + 480t Bdg — 28’ c;
—48atdg — 7203 B%cy — 8003 32 ds + 7203 Bes + 800 B
+120a%B3¢y + 9602 B3dy — 12002 B3¢y + 7802 B¢ — 9602 5%d;
+720%3%dg — T8 Ber — T2a%Bds — 96a5°cy — 60a3%ds
+9603%cy + 60a5%ds + 805%cy + 3284y — 8053¢y + 2433 ¢,
—32833d; + 123ds — 243%cr — 123%ds,

4a8¢; — 8alcy — 8abdg + 8a°Bds — 40t B¢y — 4’ Ber — 240 Beg
—240Bdg + 160> 3¢y + 2003 B%ds — 240 B3¢y — 2102 B%¢r
—18023%cy — 18a%[%ds + 22033 ¢cy + 10a33ds — 1654 ¢y — 65°%¢;
—283%cy — 23°ds,

32(8 — 1)Bcy (o® + 28) (4 + 6028 + 5?)
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P

—16a'7cy — 16a'7ds + 1607 ds + 320 Bey 4 32a'°3d; + 480 ¢,
—48a%¢y + 48010 dy — 4801 %dg — 120 Bey — 120015 Bd;
+1200'°Bds + 17601 5% ¢y + 1760 B2dy + 1920 Be; — 192a Beq
+1920!8dg — 19201 Bdg — 2800 B¢y — 2803 %d
+2800'35%d5 + 31202 B3¢y + 31202 B3d, + 252012 5% ¢,
—2520'% 5% ¢y + 2520?32 dg — 252012 B%dg — 2500t ey

—250a'! B3ds + 2500 B3ds + 20000 34 cy + 20000 B4d,
+1200'83¢; — 1200M° 5%y + 1200033 dg — 120010 53 dg
—750°Brcs — 7507 By + T5a° Bids + 4008 B¢y + 40083 d,
+15a8p%¢; — 1502 By + 1508 51ds — 15086 dg + 16a°5%¢,
+16a°8%d; — 8a° %, — 8a%ds + 8a°B0d5 + 64 BTy
+640187d; — 60a*5%c; + 600! B¢y — 600 58ds + 600! B0ds
+200367¢y + 2003 87ds — 2003 B7d5 + 4802 3¢y + 4802 58d,
—60a*87c; + 60087 cy — 600 B dg + 600> ds + 323%¢, + 3237d,,
160 8¢c; — 48at ¢y — 320'8dg + 320! Bds — 160 5%¢y + 24015 Be;
—2000'%Bey — 17601 Bdg + 6405 B¢y 4+ 1600'° 82ds — 1360 3¢y
—1040M 5%c; — 248a B2 cq — 35201 32dg + 24803 3¢y
+280a!383d; — 3240?81 ¢y — 2540 B3 c; — 540’ B3 ey
—308a'?33ds + 300! B*cy + 2000t Bds — 28000 B¢y
—165a'°8%¢; + 55084y — 11000 84dg + 110a° 5%¢4 + 500°3°d;
—112028%¢y — 32a85%d; — 30a°8%¢; + 2008 35¢o — 10a85°dg
+32a7 8%, + 48a" 853 — 1607 8%d5 — 2400° 87 ¢, — 256a°57dy
+32a°5%; — 64a585¢o + 240°8%ds — 56a°5%ds + 168a°57¢y
+216a°7ds — 560°37ds — 656 B3¢y — 672018y + 1240 B7¢;
—2680' B ¢cq + 240 87dg — 168 7dg + 27203 8 ¢4 + 36003 5%d;
—80a®B%ds — 7040*%cy — 704032y + 4802 B3¢y — 21607 B3¢y
—720288ds — 9602 58dg + 208a8%¢y + 240a3°d; — 8000 ds

—320"¢y — 256519, — 485%¢; + 163%¢cy — 483%ds + 1637ds,
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Py

P15

Py

16a%cq + 640 Beg + 842 B2 + 40010 B3¢y + 5 Bey
—160a73%cs — 32a" B°ds + 4805 35¢y + 640°5%d; + 72285 ¢;
—240°3°¢cq + 96a°5°dg — 3205 3°ds — 1760° B¢y — 2240° 3%
+320° 3%d5 + 32002 87 ¢y + 32002 57dy + 25202 %¢; — 280 B8¢y
+336013%dg — 960 50dg — 4160387 ¢y — 4400337 d3 + 80057 d5
+54402 B¢y + 44802 58dy + 2760287 c7 + 31202 7dg — 720237 dg
—29603%cy — 24003%d5 + 40a3%ds + 25637 ¢, + 12853%d,
+728%¢c; — 168%cy + 483%ds — 83%ds,

4abc; — 8alcy — 8alds + 8a®Bdy — 4ot f2ey — 4t Bey — 200 Bey
—240Bdg + 1603 5%¢s + 2003 B%dy — 2402 B3¢y — 2102 5% ¢;
—1202B%cy — 18a%[%ds + 22033 ¢cy + 10a3ds — 165%c, — 65°%¢;
—5309 - 263(187

8¢y (o + 26)3 (4a* + 6028 + %),

Qe — adeg + aPdg — alds — 205% ¢, — 2a8%dy + 3aBe; — 3afey
+3aBdg — 3afds — 2B%cy — 26%ds + 28%ds,

acy — 2acg — adg — Pey + 26ds,

—160a'7¢cs — 160 7ds + 160 7ds + 320° Bes + 3216 5dy + 48a ¢,
—48a1%¢y + 4801 dy — 480 %dg — 1200 Bey — 12005 Bd;

+120a'Bds + 1760 5%cy + 17601 5%d; + 1920 Ber — 1920 Bey

+192a Bdg — 1920 Bds — 2803 B%¢y — 2800'3 52d5 + 2800 32d;

+312a'2 B3¢y + 312a'233d, + 25202 3% c; — 25202 B2y
+2520'23%dg — 25202 3% ds — 2500 B3cq — 2500t B3 d,

12500 B3d5 + 20000 B% ¢y + 20000 54d; + 12001033 ¢,
—1200'°33 ¢y + 120a°33ds — 120010 83dg — T50° Bres — T5a° A
+750° 845 + 400857 cy 4 4008 B°d; + 1405 c; — 1408 Bey

+140®51ds — 14086 dg + 160585, + 160°8%d; — 8a° 8¢y



—8a”%d5 + 8a°B5d5 + 960187 ¢y + 960 B7dy — 320t ¢y
—60013%; + 600 5%cy — 3201 B8%d; — 60 B8dg + 600 0y
1200 3%, + 200 3%ds — 200 B0ds + 800 B3¢y + 8002 B8d,
—320%37 ¢y — 560287 ¢r + 56028 o — 32a%67d; — 560287 dg
+560%37ds — 402 B5¢; + 40?5%cy — 402 B5ds + 40*5%ds + 32°%¢,
+3283%,,

Pir = 16c;0'® — 48¢cya'® — 32dga!® + 328c,a'" + 328ds3a’™ — 803%coat®
—T72Bcrar® — 1045cya’® — 645%d 0t — 968dga® — 80Bdgat®
+3043%c4a® + 2405%d50"® — 805%ds0t® — 48833 coat?
—4883%c;a! + 13682 coa* — 35233d ™ — 3843%dgat
+324%dgat* + 8083 cya’® + 5603 dsa’® — 2805%dsa’?
—9488%cya'? — 75833 crat? + 45033 coat? — 62484 d ot
—50433dga'? + 1965%dga’? 4 8003* s + 5008 dsat!
—3008*dsa't — 6803°coat® — 4058 crat 4 29554 coart?
—4008°d, ™ — 2408 dga™® + 1304 dga'® + 2603°c,0”
+1508%d30° — 1008%d50° — 1925%¢50° — 586%cra® + 4635 ¢coa®
—1126%d,0® — 308%dga® + 185°dsa® + 328%¢c,a” + 483%ds5a”
—168%d50" — 28887 coa® + 164°%co00 4 3285¢c7a® — 645%cya’
—3208"dy a8 + 328%d, 08 + 245%dga’ — 5655dga’ + 23267 c4a®
—4843%¢,0° + 31257 ds0° — 808°%d50” — T287dsa® — 94488 ¢coat
+1608" o0t + 19287 crat + 525%c;at — 40867 cya + 2085¢oa?
—9923%d 0* 4+ 19287d1a* + 728" dga* + 72%dsa* — 28837 dgat
+3608%¢csa® — 128570 + 44058d50° — 12067 dy0® — 4088d50°
—9608%c502 + 1608800 + 1368%¢cra? + 3267 c;0” — 32838¢ya”
—887cya’ — 89637d1a* + 963%d a” + 245%dsa® + 243" dga”
—2163%dga® 4 20837 cyax + 2408%dsr — 808%dsr — 3843 0¢y

—48/3%¢; + 165%¢cy — 3208°d, — 483°ds + 165%ds,
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P19

160'%c7 — 64a'®co — 32a'%dg + 3207 fds — 16a'° 3¢, + 240 e
—2960'% ey — 176018 Bdg + 640 B¢y + 1600'° 2ds — 1360 3¢y
—104a" B%c; — 4600 B%cq — 3520 B2ds + 24802 ¢y
+28001353ds — 324012 Brey — 25402 B3¢; — 262012 B3¢y
—308a'?33dg + 3000 ey 4+ 2000t B1ds — 28000 B¢,y
—165a°8%c; — 3008 — 110010 84ds + 126a° 5%y + 32a°5%d;
+50a°3°ds — 160a°5%cy — 960°%d; — 1020°B%cr + 32a° 3¢y
—96023%dg + 22a85%dg + 2567 %¢4 + 368a73%d5 — 4807 5
—16a7%¢cs — 32a7 B%dy — 7040587 ¢cy — 76805 87d; + 48a° 3% ¢y
—420083%¢; 4+ 120°3%¢o + 64a°5%d; — 600a°5%ds + 104a°5%dg
+56a°55¢; + 960°3ds + 10800° B7 ¢y + 12640° B7ds — 200a° 57 d5
—1440°8%¢4 — 1600°5%d;5 — 20800 3¢y — 19520 8,
+2400* 87 ¢y — 81204 87¢c; — 21201 87y + 19201 B7d; — 11040 37 dg
+96a*37dg + 1560 3%c; + 144 B8dg 4 15920 8¢,y + 16000 58ds
—280a°3%ds — 19203 67¢cy — 1200 B7d3 — 22080 3% ¢,
—1792a23%d; + 160a28¢; — 62402 B%¢; — 20002 38 ¢o + 6402 58d,

—768023%dg + 5602 B3ds 4+ 480 57 ¢7 + 24027 dg + 800 %¢y

+72003%ds — 16008%ds, — 8325 ¢y — 51250, — 1928%; + 483%¢y

—1443%dg + 328%ds,

16" 8¢y + 960 By + 2120 B2y + 208012 53¢ — 1600 54,
+1170' 8%y + 320108 dg — 160° 5¢cy — 320°3°ds — 32a°6°d;
+64088%¢ + 64a°85d; + 8a® B¢y + 22608 B¢y + 9605 37 d
+2240° B%ds + 160581, — 32084y — 3208 B1ds — 27207 3%¢,4
—288a73%d5 — 20807 B%ds + 3207 Bd5 + 5920° 87 ¢y + 44805574,
—160°5%¢, + 4960°5%c; + 516a°5%¢y + 528a°5%ds + 520a°5%dg
—16a°B%c; — 96a°°coy — 960°3°ds — 11760° B cy — 888a° 7 ds

—4240°57ds 4+ 640° B5¢y + 800505 + 17920 B3¢y + 10880 33d,;
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—9601 57 ¢y + 12880 B7¢r + 5320 7 ¢o + 9840t 7 dg + 48801 57 dy
—84a1%c; — 7201 8¢y — 7201 3%y — 182403 B3¢y — 112003 33 d;
—3200° B%d5 + 88a°B7cy + 400 Bds + 20480° 87 cy + 10240 B%d;
—64a2 8¢y + 10800288 4+ 20002 B3¢ + 67202 B8dg + 17602 58ds
—240*67c; — 80287 co — 8a?B7dg — 9440 B¢y — 48003 d;
—80a3%d5 + 76853"cy 4 2563'°d; + 2403%c; — 16%co + 9637 dg
+164%ds,
Pyy = 4a8c; — 1208¢q — 8alds + 8a”fds — 40 B¢y + 405 Ber — 6208 ey
—4008Bdg + 4a8cy + 16a°F%c4 + 360° B2ds — 320 B3cy — 290 B2 cr
—99a3%¢cq — 660 B%ds + 60t Beg + 5dad B3y + 50053 d;
—640a? 5%y — 4802 B3¢; — b’ FPeq — 38a2B3dg + o2 e
+44a 8%y + 20084 ds — 328°cy — 128%c; — 6% co — 454 ds,
Py = 323% (oz2 + 26)3 (4&4 + 6026 + 52) )
Afirmamos que pelo menos 15 das fungoes fo, ..., fo1 sao linearmente independentes.
Na verdade, expandimos essas fungoes até a ordem 21, na varidavel R, em torno de

R = 0, e obtemos que o posto da matriz dos coeficientes de 1, R, ..., R?* das funcoes

foy -y for € 15, Assim, a afirmacgao esta provada.

Os coeficientes

s
BO = 4—/82(((16—CLg—b7+bg)+(66—08—d7+d9)),
s
By = ﬁ((% —by) = (cs — dy)),
BQ = —%((260& + 26[)2 — ag + 3@8 + b7 — 3b9) + (2501 + 2/8d2 — Cg
+3Cg -+ d7 — Sdg)),
B; = —%((2042@1 + aas + aas + 2Ba; + ag + ag) + (2ac; + acs + acs

+2501 + Cg + Cg)),

sao mutualmente linearmente independentes e sao linearmente independentes com

os demais coeficientes, porque em By aparece o parametro b; que nao aparece nos
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coeficientes B; para j = 4, ..., 21, em B, aparece o parametro ag que nao aparece nos
coeficientes B; para j = 4, ...,21, em B, aparece o parametro a; que nao aparece nos
coeficientes B; para j = 4,...,21, e em Bs aparece o parametro as que nao aparece
nos coeficientes B; para j = 4,...,21. Reescrevemos os coeficientes By, ..., By na

seguinte forma matricial

onde v = (a27 ay4, az, Gy, b17 b37 b57 bﬁa b97 €2, Cy, C7, C9, d17 d37 d57 d67 d9) e M ¢ uma matriz
18 x 18. Devido ao tamanho da matriz M, nao a explicitaremos aqui. Os calculos
foram feitos com o manipulador algébrico Mathematica. O posto de M é 9. Assim,

existem 4 + 9 = 13 coeficientes independentes. Portanto, podemos escrever
21 2
f(R) = Z fiB; = Z [iBi. (4.6)
i=0 j=0

Agora vamos checar as hipdteses do Teorema 8. Note que h(z,y) =y, M = {(z,y) €

R?:y =0}, e o sistema (4.5) pode ser escrito da seguinte maneira

% = Z(p,R) = eF(p,R) + O(£?),

onde

F(p,R) = Fi(p, R)+sign(h(p, R))Fa(p, R),
w(@? +y*)((Qpr — Pq1) + (Qpz — Pga))

Ale R) = 4R(Qz — Py) ’
@+ ) ((Qpr — Par) — (Qpz — Pga))
Rl = \R(Qz - Py) /

com z = p(p, R)cosp e y = p(p, R)sinp. As hipéteses (i), (ii) e (iii) do Teorema
8 sao satisfeitas. De fato, a hipdtese (i) é satisfeita porque f é analitica em R €

(0, v —=1/(28)).

Observamos que um zero simples de uma fungao de uma variavel sempre tem o grau
de Brouwer diferente de zero, para mais detalhes, veja [54]. Assim, por (ii) somente

precisamos olhar para os zeros simples da funcao f dada em (4.6).
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A funcéo h(p, R) = p(p, R)sin ¢ ¢é igual a zero se, e somente se, ¢ = 0 ou ¢ = 7.
Além disso, podemos checar que (dh/dp)(0, R) = 0 se, e somente se,

(28R? + 1) (a>R* + 2bR* + 1)
VR (a®+28)+1

+aR (-26R*—1) =0.

Novamente, elevando ao quadrado ambos os lados da equagao obtida passando o
segundo membro da igualdade anterior para o lado direito, obtemos apds algumas
simplificagoes que (28R? + 1)3 = 0, e como antes isso nao ¢ possivel. De um modo

similar pode ser provado que (dh/dy)(m, R) # 0. Assim, a hipétese (iii) é satisfeita.

Desde que as hipéteses do Teorema 8 sao satisfeitas, os zeros simples da fungao (4.6)
fornecem solugdes 2m—periddicas do sistema (4.5). Finalmente, pela Proposigao 2
segue que a funcao f dada por (4.6) pode ter pelo menos 12 zeros simples. Assim,

o Teorema 14 esta provado.



Capitulo 5

Ciclos limite de sistemas
polinomiais diferenciais cuibicos
com integrais primeiras racionais

de grau 2

5.1 Introducao e enunciados dos principais resul-

tados

Nesse capitulo, estudamos algumas familias de sistemas polinomiais de grau 3, com
integrais primeiras racionais de grau 2. A classificacdo de todos os sistemas dife-
renciais polinomiais cibicos tendo um centro na origem e uma integral primeira
racional de grau 2 pode ser encontrada em [45]. Agora, resumimos essa classificagao
em seis familias de sistemas diferenciais polinomiais ciibicos que denotamos por Py,

para k=1,2,...,6.
A classe P, é representada pelo sistema

i = 2y(a®+ B+ 2ax + 2?),

g = —2((0” + Bz +az® — ay® — xy?),

68
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com < 0ea?+p#0.

A classe P, ¢é obtida transladando o outro centro de P, para a origem. Ela é descrita

pelo sistema

i = 2a %y(B* - 2afx + (B + 2?)),

g = —2(a’r —ar® —a?By* +2(B +y?)).

A classe P3 é dada pelo sistema
i = 2(1+a®+ 20+ —y?),
g = y(-1-a*=2y+a”—y?),
com « # 0.
A classe P, é representada pelo sistema
i =y(@® +a), §=a(y’+5),
com af < 0.

A classe P5 é fornecida pelo sistema

&= 2+ &+ 26+ yd)z+ (V¥ + Da? —yP),
g = y(=0 —d* =2y + (v* +1)a® — ),
comd=0oud=1. Sed=0entdo fy# 0 esed=1entao 5(fy—1) #0.

Finalmente, a classe Ps é obtida tomando =0 em P;. Assim, obtemos o seguinte

sistema

i = 2y(z+a)?

7 = —2(z+a)(ax —y?),
com « # 0.

Em [36] os autores estudaram os sistemas diferenciais polinomiais cibicos tendo

uma integral primeira racional de grau 2, cujos retratos de fase correspondem aos
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retratos de fase Py, Py e Py da Figura 5.1. Esses sistemas foram denotados em [36]
por (B), (A) e (C), respectivamente. Eles também provaram que todos os centros
desses sistemas sao reversiveis e isdcronos, veja [33, p. 314]. Seu principal resultado
fornece cotas superiores M para o nimero méaximo de ciclos limite dos sistemas P,
P e P, quando eles sao perturbados dentro da classe de todos os sistemas diferenciais
polinomiais de grau 3, usando integrais Abelianas, veja a coluna “cota superior” na
Tabela 5.1. Aqui, estudamos o ntimero méximo de ciclos limite A que bifurcam das
orbitas periddicas dos centros Py, P5, Py e Ps, quando eles sao perturbados dentro
da classe de todos os sistemas diferenciais polinomiais de grau 3, usando a teoria do
“averaging” de primeira ordem, e o nimero maximo de ciclos limite infinitesimal Z

dos centros P; e P5 usando a teoria do “averaging” de quinta ordem.

Uma questao natural é: Quantas solucoes periodicas persistem como ciclos limite,
quando perturbamos os sistemas (Py)—(Ps) dentro da classe de todos os sistemas

diferenciais polinomiais ciubicos?

Mais especificamente, considere os seguintes sistemas

i 2y(a? + B+ 2ax + 22) + ep(x, y), (5.1)
§ o= —2((a®+ B)e + aa? — ay? — ay?) + eq(x, y), |
i = 207 2y(B% — 2aBz + *(B + x2)) + ep(z, y), (5.2)
y = =2z —az®—a By’ + (B +y?)) +eq(x, y), '
T = x((1+a?) +2x+ 2% —y?) +ep(z,y), 5:3)
g o= y(—(1+02) — 2y +a2 —y?) +eqlz,y), '
i =y(@® +a) +eplz,y), ¥=z*+8)+eq(z,y), (5.4)
i = x(f®+d*+ 28 +yd)x+ (v + 1)a? — y?) + ep(x,y), (55)

y = y(=p—d=2dy+ (*+1)2* —y?) +eq(x,y),
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T = 2y(x + ) + ep(x,y), (56)
y = —2(r+a)(ax —y?) +eq(z,y),

onde

p(z,y) = @+ ay+ asz? + asxy + asy® + agr® + arxy + agry® + agy®,

q(z,y) = bz + byy + b3x® + byxy + bsy® + bex® + by + bgxy® + boy?,

Obviamente, os parametros dos sistemas nao perturbados (5.1)-(5.6) devem satisfa-

zer as condigoes dos sistemas P, — Fg.

Calculamos o nimero N para as classes Py, P», P, e Ps(ver Tabela 5.1). Na Secao
5.4, explicamos porque nao podemos calcular o nimero N para as classes P; e Ps.
Na Secao 5.5 calculamos o nimero maximo de ciclos limites infinitesimal Z, para as
classes P3 e P5, quando perturbamos as classes dentro da classe de todos os sistemas
diferenciais polinomiais cubicos até quinta ordem usando a teoria do “averaging” de
quinta ordem. Na Secao 5.6 apresentamos um exemplo de uma subfamilia da classe
Ps5 que tem no maximo 3 ciclos limites usando a teoria do “averaging” de sétima
ordem. No Apéndice apresentamos duas expressoes explicita usadas para encontrar

3 ciclos limites para a classe Ps.

No que se segue apresentamos nossos principais resultados desse capitulo.

Teorema 15. Quando perturbamos os sistemas Py, Py e Py dentro da classe de
todos os sistemas diferenciais polinomiais de grau trés, o numero mdximo de ciclos
limite que bifurcam, usando a teoria do “averaging” de primeira ordem, é N =3 e

esse numero € alcancado.

Teorema 15 esta provado na Secao 5.2.

Teorema 16. Quando perturbamos o sistema P, dentro da classe de todos os sis-
temas diferenciais polinomiais de grau trés, o numero maximo de ciclos limite que
bifurcam, usando a teoria do “averaging” de primeira ordem, é N = 3, quando

o+ B¢ (—1,0)U(0,1), e esse niimero € alcangado.
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Figura 5.1: Retrato de fase no disco de Poincaré de campos vetoriais polinomiais ciibicos com

centro na origem e com integral primeira racional de grau 2.

Teorema 16 estd provado na Secao 5.3.

Teorema 17. Quando perturbamos os sistemas Py and Ps dentro da classe de todos
os sistemas diferenciais polinomiais de grau trés, o numero mdzimo de ciclos limite
infinitesimal que bifurcam usando a teoria do “averaging” de quinta ordem € 2, e

esse numero € alcancado.

Teorema 17 esta provado na Segao 5.5.

As provas dos Teoremas 15, 16 e 17 foram obtidas com a ajuda dos manipuladores

algébricos Mathematica e Maple.

No Capitulo 3 apresentamos os resultados basicos que precisamos para provar nossos

teoremas.
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Retrato de fase | M | N 7z
Py 4 |3 —
Py 4 [3sela?+p]>1]~
P 5 |7 2
Py 4 |3 -
P - | ? 2
Ps - 13 -

Tabela 5.1: A segunda coluna representa as cotas superiores M fornecidas em [36], e a terceira
coluna representa o niimero maximo N de ciclos limites que bifurcam das drbitas periédicas dos
sistemas P, quando sao perturbados dentro da classe de todos sistemas diferenciais polinomiais
cubicos, usando a teoria do “averaging” de primeira ordem. A quarta coluna representa o niimero
maximo Z de ciclos limite infinitesimal bifurcando da origem dos sistemas P, usando a teoria

do “averaging” de quinta ordem .

5.2 Prova do Teorema 15

5.2.1 Prova para a Classe P,

Temos que
1

(a2 4 20 + B + 22)*’
é o fator integrante associado a integral primeira

w(z,y) =

2+ y?
Hzxy)=——"-"
@) = o+ 8
do sistema P;, porque eles satisfazem pP = Hy e u@) = —H,. Resolvendo implicita-

mente a equagao H(pcosf, psinf) = R?, obtemos a funcao positiva p : (0,1) — R

dada por,

R <\/4 (a2 + B) —2BR?*(2cos?6 — 1) — 2R? 4+ 2aR cos 9)

= R?(2cos?0 — 1)+ R?> — 2

Ap6s fazer a mudanga de varidvel descrita no Teorema 11, o sistema (5.1) torna-se

dR = Ai(p,, B,a,b) ; 2
% N 6; Ql(R7 8070575) . +O(€ )’ <57)
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onde a = (ay,...,aq), b = (by,...,bg) €

Ay

Ay

As

Ay

—ay (a® + 5)2 cos’ — (o + 5)2 (ag + by) sin @ cos 6
—by (oz2 + 6)2 sin? 0,

Va?— fR2cos26 + 3 ((—a2 — 6) cos® 0 (a2a3 + 3aa; + agﬁ)

— (a? + B) sin® O cos b (a5 + a’by — aay + 4abs + asf + Bby)

— (a2 + ﬁ) sin 6 cos® @ (a2a4 + b + 3aay + daby + auf + ﬁbg)

— (Oz2 + 6) sin® # (ozzb5 — qas + /Bb5)) ,

- (042 + 6)2 sin* @ (a2b9 — aas + Bbg) — (oz2 + ﬁ) sin? @ cos? 4 (oz4a8
+atb; — alas + 4a’as + 5aby — 4alay + 20agfS + 202 Bb;

+40%by — aas + daasB + 5aBbs — a1 8 + agB® + B2br — 48b,)

+ (—042 — ﬂ) cost (a4a6 +4alag + 20%agB + daas — 5a.
+a6ﬁ2) — (oz2 + ﬁ) sin @ cos® 6 (a4a7 + otbg + 4a’ay + 5a’bs
+2a%a7 8 + 202 Bbg + 4a*by + daasS + 5aBbs — asf + az >

+5%b — 48b1) — (a® + B) sin® O cos 0 (a'ag + a*bs — a’ay + 5a’bs
—4a2ay 4 202a9f + 202 Bbg — aaq B + 5aBbs — asfS + agf* + Bng) ,
Va2 — BR2cos? 6 + 3 (aag (a2 + B)Q sin® 0 + (a2

+3) sin* @ cos 6 (043a8 — 6a°by + 5a’as + aagB — 6aBby + &55)
+cos® (—5a5a6 —datas + 8a’ay — 10a3a6f + 120:a1 B — Baag 32
+4a362) + sin? 0 cos® 0 (a5a6 — 5a’ag — 6a°b; + batas — datas
—9atby + 40’ar + 203ag — 10a3agf — 1203 by + 4ab,
+602asB — 602 Pby + aagB? — baagS* — 6aB%br + 12a8by + asB?
+das 5% + 362b4) + sin® 0 cos? 0 (a5a7 — 5a’ag — 60°bg + batay
—9abs + 403as + 203a7 8 — 1003 ag B — 1203 Bbg + 60 a3
—6028bs + aar 32 — baagB? — 6af%bs + auf? + 36265)
+sinfcos* 0 (—5a5a7 — 60°bg — 4atay — 9atbs + 8alas
—1003a78 — 1203 Bbg + 40°by — 602 Bbs 4+ 120asf — Sovaq 32
—603%bg + 12a8by + 4aq8* + 36%3) ),
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As

Ag

ag (a2 + 5)2 (6a2 + B) sin® @ cos 6 + (a2 + 5) sin? 0 cos® 0 (6a4a8
—15a1bg + 903 a5 + Taagf — 122 Bby + aasf + agff* + 36269)
+sin? 6 cos? 6 (6a6a6 —9a8as — 15a°b; + 9a’as + 4a°as — 5a°b,
—4a’ta; + 13atagf — 14a’tagf — 270 Bb; + 10atby + 10aas
+200%a53 + 1003 B8by — 120%a, B + 8alas3? — o*asgf* — 9o’ 32b;
+12a%8by + cvasf? + 16aas % + 15a8%by — 4a1 5% + ag8° + 4ag >
+33%b; — 6B2b2) + cos® 6 (—9a6a6 + 40’az + 6ata; — 14atagf
+200a38 — oagff* + 16aas? — 10a, B2 + 4a653)

+sin® 0 cos® 6 (6a6a7 —9a8ag — 15a°bg + 9a’ay — 5a°bs — 4atas
+13a’az 8 — 14atagB — 270 Bbg + 1003 a4 B + 1002 fbs — 12a2as3
+8a%az % — a’agf* — 902 B%bs + aasf* + 1503%bs — dasf? + a7 3°
+day 3> + 3B3b8) + sin @ cos® 0 (—9a6a7 — 15a5bg + 40°ay — 5a’by
+6atays — 140tar B — 270 Bbg + 10atby + 2005 + 10a° Bbs
—a?a7 % — 902 8%bg + 1202 by + 16aasf* + 1503%bs — 10as 5>
+4az3* + 38°bs — 65°b1) |

Va2 — fR2cos? 6+ 3 (3cvag (o + B) (50° + ) sin® § cos® 6

+sin?H cos® 0 (15a5a6 — 5a’ag — 200°b; + 5atas + 10a’as

+5aby — 100, + 18a3agf + 1003as — 8a Bbr + 4a°b,
—6a2a3f + 12a2as 8 + 1802 Bby — 6aai 8 + 3aagB? + 15aas3?
+12a8%b; — 1208by — 3as % — 6as B> — 352194) + cos’ (—5a5a6
+10atas — 60ay + 10a3a6S + 1202a38 — 18cay 5 + 15aag 5>
—6a362) + sin® 0 cos? 0 (15a5a7 — 5a’ag — 200°bg + Satay + Hatbs
—100’ay + 18a%az 8 + 100 a8 — 8a® Bbs — 6a’ass + 1802 Bbs
—60as B + 3aar B + 15aayf* + 1205%bs — 3a43* — 3ﬁ265)

+sinf cos® 6 (—5a5a7 — 20a°bg + 10atay + 5atbs — 6aas

+10a%a78 — 8 Bbg + 4a°by + 12a%ayB + 180 Bbs — 18aay3
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As

+150a78° + 12a8%bs — 12a8b; — 6a48° — 33°b3)

+sin* @ cos® @ (15a5a8 — 200°by + 5atas 4+ 18aag S — 8a> Bby
—6a%as 3 + 3aas? + 1205%bg — 3a5ﬁ2)) ,

agy (a2 + ﬁ) (20044 — 3028 — 3ﬁ2) sin® 0 cos® 0 + sin® 6 cos® @ (20046%
+5a8ag — 15a%b; — 5alas + 4a’as + 9a°by — 4ata; + 170 agB
+32aagff + 150 Bbr — 4aby — 2203 a3 — 12a3a5 8 + 100> Bby
+602a1 8 — 60agf? + 21a’ag % + 2702 5%b; — 1602 Bby — Yavas >
—24aas 8 — 15a%by + 6a1 8% — 3agB® — 6ag® — 35°br + 45°by)
+cos® 0 (5a6a6 +4aPa; — 8atay + 32atagf — 1202a38 — 10a%a. 8
+210a68% — 24aasB? + 10a, 8* — 6a6ﬂ3) + sin® @ cos® § (20a6a7
+5a8ag — 15a%bs — 5a’ay + 9a°by — 4atas + 17aar 8 + 320t aq 3
+15a*Bbg — 2203a43 4+ 1003 Bbs + 602asf — 60 ar 5% + 2102 ay5?
+270%3%bs — 9aas8° — 15a8°bs + 628> — 378> — 6ag8* — 33°bs)
+sinf cos’ 6 (5a6a7 — 15a5bg + 40’ ay + 90°b; — 8atay + 32atas 3
+15a Bbg — 4atby — 12a3aqf + 1003 Bbs — 10a2asff + 2102 ar 3
+270%5%bg — 16028y — 24aasf? — 15a3%bs + 10as3% — 6az 5>
—333bg + 462171) +sin*f cos* 0 (20a6a8 — 15a5by — 5a’as
+17aagff + 150 Bby — 220 a5 8 — 602asB? + 2702 3%by — Yaas 3
—3asf® — 36%Dy) ,

Va2 — fR2cos? 6+ (aag (15a4 — 10025 — 9B2) sin® f cos 6

+sin% @ cos’ @ (15a5a6 +9a’ag — 6a°b; — 9atas — 4atas + Hatby
+4ada; — 1003agB + 10aag s + 20a° by — 4a®by — 60 as3
—16a%as8 — 10a2Bby + 8avay 5 — 9aag S — 15aasB? — 605%b;
+4afby + 3asf? + das % + 52b4) + cos’ 0 (9a5a6 — 4atas
+1003agf — 16a2asf + 12cay 3 — 150a3* + 4a362)

+sin® 0 cos® @ (15a5a7 +90’ag — 6a°bs — 9atay + 5atbs + 4a’as

—10a3a78 + 10a3ay B + 20a° Bbs — 60 ay s — 100’ Bbs + Saas3
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Ag

—9aas* — 15aagf® — 6a3bs + 3as8* + 5°bs)

+sin 6 cos® 6 (9a5a7 — 6a°bg — 4a’ay + 5atbs + 10aaz
+200°Bbg — 403by — 16a2ay s — 1002 Bbs + 12aasf — 150a7/3*
—6a%b + 4afby + 4ay* + Bbs) + sin? § cos® 6 (15a°as

—6a°by — 9atas — 10a3agf + 2003 Bby — 602asf — Yavag S
—6a3%bg + 3(1562)) ,

ag (6a6 — 25018 — 120257 + 3ﬁ3) sin® 0 cos® 0 + sin® 6 cos® @ (6a6a6
+5a%ag — a®b; — 5alas — 4a’as + a®by + 4atay — 25ataef
—10atagB + 150 by — by + 603asB — 4alas 8 — 1002 Bby
+402a1 8 — 1202a65% — 27a%ag % — 1502 8%b; + 602 Bby + 11avas 5>
+16aas > 4 5a3%by — 4a1 8% + 3ag8® + das5’ + by — §7b,)
+cos'® @ (5a6a6 —4aPas + 3ata; — 10atagf — 4aasf + 10a2a, 8
—2702a6* + 160asB? — 5a, B> + 4a663) + sin®# cos” @ (6a6a7
+508a9 — a®bs — 5aday + a’bs + 4atas — 250 az 8 — 10atay 3
+15aBbs + 6a3as8 — 1002 Bbs + 4a’asf — 12a2a7 3% — 270 aq3?
—150°3%bs + 11aas 3% + 5a8°bs — dasf* + a7 + 4ag5° + 37bs)
+sinf cos’ 6 (5a6a7 — a8bg — 4aPay + °bs + 3atay — 10atar 8
+1502Bbg — a'by — 4a3aqB — 1003 Bbs + 10a2asf — 270 a7 32
—150%8%bg + 60°Bby + 16aasf? + 5a°bs — 5ax8* + 4az8° + 5°bg
—Ble) + sin* 6 cos® 0 (6a6a8 — abby — 5alas — 25atasB + 150 Bbg

+6a3a5f — 1202ag3? — 15a%6%bg + 11aas 3% + 3as3> + 63179) ,

Va2 — fR2cos2 6 + 3 (aag (a4 — 10026 + 552) sin® 0 cos® 6

+sin® @ cos’ @ (a5a6 + o’ag — atas — atas + ala; — 1003ag3
—1002ag + 6a2asf + 60’as — 3aar B + baag? + SaagS? — as 3
—a552) + costto (a5a6 — otag + oda; — 10a3a68 + 6a2as

—3aa, B + baagB* — a362) + sin® 0 cos® O (a5a7 + o’ag — atay
+alay — 100’a7 8 — 10a’agf + 60 asB — 3aas + Saaz % + boag3?

—a462) + sinf cos'? 6 (a5a7 — atag + alay — 100’78 + 6a2aqf
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—3aay + 5aarB* — a462) + sin @ cos” 0 (a5a8 — atas — 10a3agf
+6a°asf + baas 8’ — az5°%))

Al = —agf (5044 — 10026 + 62) sin® 0 cos” O — Bsin® O cos'® @ (5a4a6
+5atag — 4aas — 40’as + 3a2a; — 100’agf — 10a2asf + daas s
+daasf — a1 + agf? + agﬁQ) — Bcos'?6 (5a4a6 —4daas + 30%a;
—100a¢f + daasfB — a8 + a652) — Bsin® 6 cos’ 0 (5a4a7 + 5atag
—40Pay + 302ay — 100%a7 8 — 1002ag B + daasS — asff + a7 32
—i—agBQ) — Bsinfcos't (5044a7 —40lay + 302ay — 100%a7 8 + daaqB
—asf + a752) — Bsin?fcos® 6 (5a4a8 —4aa; — 1002agfB + daas
+G852)

Q1 = 2(Rcosf —1)(Rcosf+1) (aRcose\/oﬂ—BRQcos29+ﬁ+a2

—BR?cos” 0 + 3) <2aR cosOv/a? — BR? cos? 0 + 4+ R? (o

—B)cos® 0+ a® + 5)2 :

Integrando o lado direito da equacao diferencial (5.7), obtemos a fun¢ao “averaging”

f:(0,1) — R dada por

(a?ag — 3a’ag — a®by + 3a2bg + a1 + agB — 3as3

f(R) = fo

4(a? +B)
—6()7 + 35[79 + bg)] i f [(a4a6 + a4a8 - a3a3 — 0436L5 + a2a1
1(a? + B) ! 4(a? + B)?
20%a6f3 + 2a%agf — aaz — aasB — a8 + ag8* + ag?)
+ 2
4(a*+ B)

1
+§f2(a8 —bg) + f3(ag — ag — by + by),

onde

fo=R, fi=R fr=RV1-R? e f3=v1-RR

Temos que estudar o niimero de zeros simples da funcao “averaging” f. Para isso,

devemos calcular os Wronskianos W ( fy, ..., fx), para k = 0,...,3 e provar que eles
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nao se anulam para R € (0,1). De fato,

6
W(fo) =R Wi(fy, fi) = 2R, W(fO,flafz):—ﬁy

12R* (R* +4 (V1 - R> —2) R* = 8V1 — R*> +8)
W(foa"'7f3):_ (R2—1)3 :

Obviamente os trés primeiros Wronskianos nao se anulam. O Wronskiano W ( fo, ..., f3)

¢ igual a zero se, e somente se,

R*—8R*+4vV1—R? (R*—2) +8=0.

Passando o termo 4v/1 — R%2(R? — 2) para o lado direito da igualdade anterior e
elevando ao quadrado em ambos os lados, obtemos R® = 0, que é impossivel porque
R € (0,1). Assim os Wronskianos W (fo, .., fx) # 0, para k = 0,..,3. Portanto,
desde que (fo, ..., f3) é um sistema-ECT, a fun¢do “averaging” f tem no méaximo 3
zeros simples e eles sao realizaveis. Pelo Teorema 7, esses zeros fornecem 3 ciclos

limite para o sistema (5.1).

5.2.2 Prova para a Classe P,

Suponha que o < 0 and § > 0. A funcao positiva p que satisfaz H(pcosf, psinf) =
R*¢p:(0,4/—a/B) — R, dada por

_ AR
a V/Bcos?0 —sin?0 (a + SR?)

P

O fator integrante

(z.9) :
p(e,y) = ————
(B+y?)
corresponde a integral primeira
2 2
ay” — fx
H(z,y) = ————
S TE R
porque eles satisfazem pP = H, e u@Q = —H,. Transformamos o sistema (5.4)

usando o Teorema 11, na seguinte forma padrao do “averaging”

dR ! Bi(p,a,B,a,b) ; 2
% B 6; QQ(R7 8070575) i +O(€ )’ <58)
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onde a = (ay,...,aq), b = (by,...,bg) €
By = o®bysin® 0 — a?B(a; + 2by) sin® 0 cos® § 4 a? sin® 0 cos O(ab; — ay3)

+a3%(2a; + by) sin? 0 cos* § — B2 sin O cos® O(ax B — aby),

—2aBsin® 0 cos® O(ab, — ayB) — a1 8% cos® 6

By = \/—Oz sin? 0 + B cos?f — BR2sin% 6 (—a2ﬁb5 sin® @

—B%sin’ § cos® O(—aaz — aby + asB) — B*sin O cos® O(ayB — abs)
+afsin® 0 cos® O(—abs + asB + Bbs) + aB sin® § cos 0(as B — aby)
—a3 33 cos® 0) ,

B; = [*sin®fcos®d (—a2b6 + aarf + afby — daby + 2a95 — a9ﬁ2)
—a?Bsin® §(Bbg — 3by) + B2 sin? § cos* O(aag + aby + 2a; — agf3
+by) — afB?sin 0 cos® O(aby + 2a; — agB — Bbg + 4by)

—afsin’® 6 cos (Oé/Bbg — 3aby + 2ay8 — a962) — ?sin 6 cos® O(—abg

+arf3 — by) — agf* cos’ 0,

B, = \/—a sin?@ + Bcos? 0 — fR2sin? 0 ( 5% sin® 0 cos? O(—2abs + ayf3
+8bs) + B%sin* 0 cos O(as 8 — 2aby) — 203%bs sin® 0 + 5 (as
+by) sin? 0 cos® 0 + bz sinf cos’ 6 ),
Bs = —p*sin*0cos®0(2ab; + a1 — agff — by + 2by)
—(%sin® 6 cos @ (QaBbg — 3aby; + a8 — agﬁQ)
43 sin® 0 cos® O(—2abg + a7 3 + Bbs — 2b1) — aB*sin® (28by — 3bs)

+3*(ag + by) sin® @ cos* @ + Bbg sin 6 cos® 0,

Bs = \/—a sin? 0 + B cos?f — BR2sin? 0 (—BSbg sin® @ cos? 4
—53b4 sin* @ cosh — 63175 sin® 9) ,

B; = —/*gsin® 0 cos® 0 — B*b; sin® 0 cos®  — 3% sin® 0 cos O(Bbs — by)
— 3% sin® 0(Bbg — by),

Q2 = (Bcos®d — asin® 0)2 (Bcos®d —sin* 0 (04+5R2))2.

Integrando o lado direito da equagao diferencial (5.8) obtemos a funcao f : (0, /—a/[5)
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dada por
. (30&(16 — 3Oéb7 —ay + Clgﬁ — ﬂbg — bg) \/B(—Oéb7 + Bbg — bg)
fo= ok 2—a) 3 T
—f2 (aﬁ\/—Bb'y) i f3 (aa6 — Oéb'yﬁ:-/;tgﬂ — ﬁbg)’
onde

fo= R fi=F. fo= Ry -a R o fy=Y 0"V 0"0R

R
Temos,
232 RS
Wh) =R Wk f1) =28, W0 f1.fo) = 5 =g
W(for o fa) = 1282 R*(802 + 8aBR? + 4y/—ar/—a — BR?(2a. + BR?) + B2RY)
0y--09J3) = —

(a+ pR?)?
Claramente os trés primeiros Wronskianos nao se anulam. O tultimo Wronskiano é

igual a zero se, e somente se,
8a” + 8afR? + bV’ R* + 4v/—an/—a — BR2(2a + BR?) = 0.

Passando o termo 4\/—_a\/—04—7ﬁR2(2a + BR?) para o lado direito da igualdade
anterior e elevando ambos lados ao quadrado, obtemos 3*R® = 0. Isso é impossivel
porque R € (0,y/—a/B). Assim, os Wronkianos W ( fy, .., fx), para k = 0, ..., 3 nao
se anulam para R € (0,y/—a/f). Portanto, desde que (fo, ..., f3) é um sistema—
ECT, a “fungao averaging” f tem no méaximo 3 zeros simples e eles sao realizaveis.
Pelo Teorema 7, esses zeros fornecem 3 ciclos limite para o sistema (5.4). Se o > 0

e f < 0, entao tomamos p = —p e o resultado obtido é andalogo.

5.2.3 Prova para a Classe F;

Novamente o fator integrante

1
wz,y) = m
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corresponde a integral primeira
2, .2
' +y
H(z,y) = — Y
(z.9) (o + x)?
porque P = H, e u@) = —H,. Resolvendo implicitamente a equacao H (pcos b, pcosf) =
R? obtemos a funcao positiva p: (0,1) x (0,27) — R, dada por

2R (\/@4— aR cos 0)
" R2(2cos20 — 1)+ R>— 2

p:

Transformamos o sistema (5.6) usando o Teorema 11, na seguinte forma padrao do

“averaging”
ﬁ _€N<90704757a>b)
dQO Q3(R7307O[75)
onde a = (ay,...,aq), b = (by,...,by) €

+ 0(e?), (5.9)

N = R (aR cosf + \/E>2 (aalRG cos® 0 — a?a3R% cos® 0 + alagR® cos® 0
—a\/@agR5 cos” 6+ 2 (a2)3/2 agR® cos” 6 + aas RO sin O cos” 6
—a?a,R%sinf cos” 0 4+ aa7R%sin f cos” @ — 3acay R* cos® 0
+202a3R* cos® 0 + cvag RS sin® 0 cos® 0 — a?as R% sin® 0 cos® @
—a?asR%sin? 0 cos® 0 + aagR® sin? 0 cos® 0 + aas R® sin? 6 cos® 6
—oz\/?a4R5 sin @ cos® 6 + 2 (oz2)3/2 a7 R% sin 6 cos® 6
—Va2b, R? sin 0 cos® 6 + Oé\/gbgRE) sin @ cos® 0
— (a2)3/2 beR® sin § cos® 6 + 204\/@@3[?3 cos® ) — 2 (a2)3/2 agR® cos® 0
+aas R sin® 0 cos® 0 — aay RO sin® 6 cos® 0 + o®a; R sin® 0 cos® 0
+alagR® sin® 0 cos® 6 + \/ﬁalR‘r’ sin® @ cos®  — 2a\/@a3R5 sin? 6 cos® 6
—a\/?a5R5 sin? 6 cos® 6 + 3 (a2)3/2 ag R’ sin? 0 cos® 6
+2 (a2)3/2 agR® sin® § cos® 6 — @b2R5 sin® 6 cos’® @
+aVa2byR° sin? § cos® 6 — (a2)3/2 b7 R® sin? 0 cos® 0
—3aas R sin 0 cos® 0 + 2a%a, R* sin 0 cos® 0 — ab; R* sin 6 cos® 6
+202b3 R* sin 0 cos® 0 — 3abg R* sin 0 cos® 0 — o®as R% sin* 0 cos* 0

+aag RO sin* 0 cos* 6 + Va2as R® sin® 0 cos* 6 — 2avV a2a4 R® sin® 6 cos* 6
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+3 (a2)3/2 a7 R’ sin® 0 cos* 0 + 2 (a2)3/2 agR® sin® 6 cos* 0

+a\/§b5R5 sin® 6 cos* 9 — (a2)3/2 bg R® sin® 6 cos* 0 + 3aa; R? cos* 0
—a?asR? cos* 0 — alagR? cos® 0 — 2aaq R* sin? 0 cos* 0

+202a5R* sin® 0 cos® 0 + 3a3ag R sin? 0 cos? 0 — aby R* sin® 6 cos* §
+202b, R* sin? 0 cos* 0 — 3a3b, R* sin® 0 cos* 0 + 204\/?a4R3 sin @ cos* 0
-2 (a2)3/2 a7 R?sin 0 cos® 0 + 2V a2b, R? sin 6 cos* 0

-3 (oz2)3/2 beR> sin 6 cos* 0 + alagR% sin® 6 cos® 6

—2ava2as R’ sin* 0 cos® 0 + 3 (a2)3/2 agR® sin® @ cos® 6

— (a2)3/2 by R® sin* 0 cos® 6 — 2ccas R* sin® 0 cos® 6

+30a; R* sin® 0 cos® 0 + 2a2bs R* sin® 6 cos® 0 — 3a®bg R* sin® 0 cos® 0
—2@@1}33 sin? 0 cos® 6 + 204\/@@;;}%3 sin? @ cos® 0

+2a\/?a5R3 sin? 0 cos® 0 + (042)3/2 agR? sin® 6 cos® 6

—2 (a2)3/2 agR? sin” 0 cos® 0 + 2\/@b2R3 sin? 6 cos® 0

-3 (a2)3/2 b-R3 sin® f cos® 0 — a\/@agR cos® 0 + 3aasR? sin 6 cos® 0
—a?ayR?sinf cos® 0 — ala, R? sin 6 cos® 0 + 2ab; R? sin 0 cos® 6
—2a%b3 R?sin 6 cos® 0 — abg R% sin f cos® § + 3 (042)3/2 agR® sin® 6 cos® 6
+30agR* sin? 0 cos? 0 — 3a3bg R* sin® 0 cos® § — 2\/?6121%3 sin® 0 cos? 0
+2a@a4R3 sin® 0 cos? 0 + (a2)3/2 a> R sin® 0 cos? 0

-2 (a2)3/2 agR3 sin® 6 cos? 6 — 3 (a2)3/2 bg R? sin® 6 cos® 6

+aay R? sin® 0 cos? 0 + a?as R? sin? 6 cos® 0 — o?as R? sin? 0 cos® 0
—a’agR? sin® 0 cos? 6 + 2aby R% sin? 0 cos? 6 — 2a2b, R? sin® 0 cos® 0
—ab; R? sin® 0 cos® 0 — aay cos® O — a\/ﬁa;lR sin 6 cos? 0

—Va2by Rsin 6 cos? 0 — Oé\/@bgR sin @ cos® 6 + 3aagR* sin® § cos 0
—1—204\/?@5]%3 sin* 0 cos 0 + (042)3/2 asR3sin* 0 cos 6

-3 (a2)3/2 bo R2 sin 0 cos 0 + aas R? sin® 6 cos 0 + o?a,R? sin® § cos 0
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—aagR?sin® 0 cos 6 — 2a2bs R? sin® 0 cos @ — abg R? sin® € cos 0
+\/§a1R sin? 0 cos ) — CY\/@CLE')R sin? 0 cos ) — @bgR sin? 6 cos
—a\/?luR sin? 0 cos @ — aay sin 6 cos @ — aby sin 6 cos 0

+ (a2)3/2 agR? sin® 0 + oas R? sin* 0 — a®by R? sin* 0 + \/@agR sin® 6
—a@bd% sin® 0 — aby sin® 9) ,

4
Qs = 2a(Rcost —1)(Rcosf +1) (\/@Rcos@—i—oz) :

Integrando o lado direito da equagao diferencial (5.9), obtemos a func¢ao “averaging”

f:(0,1) = R definida por

I e e
L, (a?ag + a’ag —45;3 — aas + ay) N %f2(as by)
+f3(616 - a82_b7‘|‘b9>’
onde
fo=R, fH =R fp=RVI-R* e f3=(1-R*-1)/R
Temos que
W) = R WU ) =28 Wil ) =~

(R* —8R?> +8 + 41— R2(R? - 2))

W(f07 "7f3) = _12R2 (R2 . 1)3

Os trés primeiros Wronskianos nao se anulam para R € (0,1). O tltimo Wronskiano

é igual a zero se, e somente se,
R*—8R*+8+4V1— R*(R*—2) =0.

Passando o termo 4v/1 — R? (R? —2) para o lado direito da equacdo anterior e
elevando ambos os lados ao quadrado, obtemos R® = 0. Isso ¢ impossivel porque
R € (0,1). Assim, os Wronskianos W (fq, .., fx), & = 0,...,3 ndo se anulam para
R € (0,1). Portanto, desde que ( fo, ..., f3) é um sistema—ECT, a fungao “averaging”
f tem no maximo 3 zeros simples e eles sao realizaveis. Pelo Teorema 7, esses zeros

fornecem 3 ciclos limite para o sistema (5.6).
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5.3 Prova do Teorema 16

Primeiramente, suponhamos que o>+ < 0. Como antes, obtemos a funcao positiva
p:(0,4/—a?/B) x (0,27) — R dada por

BR(a® + )
af?Rcos — \/ozzﬁz (B (a2 + B)sin® 0 — a?cos? 0 (a? + SR + f3))

p:

resolvendo implicitamente a equacio H(pcosf, psinf) = R% O fator integrante

044

(2 (8 + 22) — 208z + 32)°

w(x,y) =

corresponde a integral primeira

a?By? — a'a?

H =
)= (@ B+ 0%) — 2085+ )
porque eles satisfazem pP = H, e p@)Q = —H,. Usando o Teorema 11, o sistema
(5.2) torna-se
dR >\ Cilp, o, B,a,b)
— =c S D D 2R+ O(eY), 5.10

onde

a = (al,...,ag), b= (bl, ...,bg) e

Cr = (a4 8) sin?fcos® 0 (a®ar — 2018 — fby) + a2 (o
+8)?sinf cos” § (a2ay — Bbr) — a®B (a® + B)” sin? @ cos’ 6 (2%,
+a%by — arff — 28by) + a®B2 (a? — 28) (o + B)” sin® 6 cos’ 0 (a®ay
—Bby) + a*B* (® + B)”sin® 0 cos® 6 (aay + 20%by — Gby)
+a' Bt (o + B)sin” 0 cos 0 (aPas — Bby) — ' B (222 — ) (o2

+ﬁ)2 sin® # cos® 0 (a2a2 — ,Bbl) — a5, (042 + 6)2 sin® 6,



Oy = \/04252 (B (a?+ B)sin®0 — a2 cos? 0 (a? + BR? + B)) (a’B* (o
+8)sin” 0 (a?bs + aas + Bbs) + 8% (@ + B) cos” 0 (a’az + 3aa
+asf) — B> (a2 + 6) sin® @ cos 6 (oz4a5 + o’asf — a?Bby — aal
—2a8by — B°bs) + o B (o + B) sin® O cos® 6 (a'as + a'as
+303a; + a5 — a?Bby — doar f — 2a8by — as* — 52b4)
+a*B? (o + B) sinf cos’ 0 (a'ay + 30’as + a’asB — o?Bby
—2ab; — °b3) — *B® (o + f3) sin® O cos® 0 (atas + a’bs
+4a3ay + oayf — a?Bbs — aasS — 2a8by — B2bs — 521)5)
+a?p? (a2 + ﬁ) sin? § cos® 6 (a6a5 — atasf — a'Bby — 40y
—2a38by — a3 f? — oas B + aar B + 2a5%by + 53b4)
+a’B? (o® + B) sin® 0 cos* 6 (a’ay + 3a’as — a* by — a* Bbs
—4a’as8 — 20°Bby — &Payff* — o2 B%bs + 2a6°b; + B°b3))

Cy = a%p3 (a2 + 5) (2a1a4 — agfat — 2a36a® — 2a¢5%0® — 3a16a’
—2a36%a — aGB?’) cos® 0 + o33 (a2 + B) (2a2a6 — a7Ba®
—2a400° — 2a78%a* — 3asfat — Bbiat + fPbgat — 2a46%a3
+5%b30® — a7 820 + B2bia® + 2B%bga’ + Pbsa
+B4b6) sinf cos” 0 + o33 (a2 + B) (2a1a6 — agfa’ — agfa’
—2a380° — 2a5B0° — agBat — 2ag%at — 6a1 Bat — Bbyat
+6%b;0* 4 as o’ — 2a58%a® + b0’ + agBPad — agFPa’
+5a1 8202 + 2baa® + 283b70% + 3asfPa + b + ag B
+ﬁ4b7) sin? 6 cos® 6 + o233 (Oz2 + ,3) (2a2a8 — azfa® — agfa®
—2a480" — a7 8208 — 2a93%a® — 6asBa’ — Bbia’ + B2bgal
+3%bga® + ay32a” + [2bsa’ + [2bsa’ + azBPat — agFPat
+5as8%at 4+ 28%b10t + BPogat + 28%bsat + 3au 320 + B3bsa®
+azB'a? — B3b1a? — Boga’ + Brosa® — Blbsa — 5566) sin® 0 cos® @

—a?pt (a2 + B) (a8a8 + 2asa” + 3a10° — agBal + asBa’ + bya®
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Cy

—Bb7a8 — Bbya’® — 3azfa’ — asBa’ — b’ — 2a63%at — agfra’
—6a1fa’ — 28bat — B2brat — 26%bgat — 2a35%0® — 3as 5%’
—agBa? — agPa’ 4 2a,82a* + B2bra® + B2bra? — Phya’ + asBia
+8%bacr + B*b7) sin O cos* 6 — o?B* (o + B) (aga® + 3a20° — azBa’
+agfab — Bbga’ — 3ayfa’ — Bbsa® — 2a75%at — agf2at — 6ayBat
—Bbia’* + BPbgat — fPbsat — 2a48°0° + [Pb30” — ar°0” — ag e
+2as8%0? + B2b1a? + 28°bga® + BPbsa® + ayfPa + BPhsa + BPhsa
+3%bg + B4b8) sin® 0 cos® 0 + o 3° (Oz2 + 5) (a8a6 + bya® + 3asa”
+arat + 2agfat + brat — Bbr;at + Bbyat — aszfa + 2a5L0°

—Bbso® + agfra® — 2a1 602 — Bbya® — 26%b7a0° — BPbea® — asfia
—asfo — by — by — Bbg) sin® B cos® 0 + o 5° (a” + B) (aga®
+asat + 2a9B0t — Bbgat — ayBa’ — Bbsad + agfia? — 2as50”
—23%bg0® — ayffPor — fPbsor — 5368) sin” 6 cos 0

—a?p8 (042 + 5)2 (b9a2 + asa + Bbg) sin® 6,

\/Oz2ﬁ2 (B (a2 + B)sin®* 0 — a?cos? 0 (a® + BR? + fB)) (cagB’® (o
+5)2 sin” § — af? (a2 + ﬁ) sin® # cos 6 (a3a5 — o?agff — aasf — aSBQ)

—af*sin® 0 cos? 4 (a6a9 + a’ay + 3atas — atarf + atagB — o’ayB
—202a78% — agf? — aasf? — a7 32 — a9ﬁ3) + 333 cos” O (a5a3
+3ata; — atagh — a’ai f — 202ag 87 — aas B — a663)

+a3 33 sin 6 cos® 6 (a5a4 + 3atay — atarf — a’asf — 20 ar 32
—aasf? — a753) + af®sin? 0 cos® 0 (a7a3 + a’as + 3aa;

—abagB — alagf — a’asB — 4atai f — atagB? — 20tagf? — adas B
—a’as 5 + a’a1 f7 + oPagf — a’asB’ + aasB’ + a6ﬁ4)

+a33sin? 0 cos® 6 (a7a5 —abagf — aPasf — aPasf — 3atal
+atagf? — atagf? — Pas S + a1 B + 20%ae P + oas B + aas P
+aasB + aght + a854) + a3 sin® 0 cos* 0 (a7a4 +3a%ay — abaz B
—abagf — aPayf — 4atasf — atar B2 — 2atag — alay S + oayf?

+ataz 3’ — o’agf’ + aasf’ + az8Y))
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Cs = o'f° (& + B) sin’® 0 cos® 0 (a’as + 2aas + asf) + a'agB® (o
—I—B)z sin” 0 cos 6 + o 31 sin® 0 cos® 6 (a6a2 —abaz 8 — abayB
—2a°a4f — 4atasf — atar B2 — 20tae 8 + 302 as 5% + olar 3
—aag 4 20ay3° + a7ﬁ4) +a5p%cos® o (a4a1 — atagB — 2aasp
—3a%a, 8 — 202a¢3? — 2aas 8% — a653) — a'B%sin® 6 cos® 0 (a6a9
+atay — a'ar B+ alagf — 203asB — 3alasf — 20%ar 5% — oagB?
—2aa43? — a7 5% — a963) + a8 sinf cos” 0 (a4a2 —otazp
—20%a4fB — 30asf — 20%a7 8% — 20a4 3% — a7ﬁ3)

—a*B% sin* 6 cos* 0 (a6a8 + 2a°a5 + a'a; — a’agf + atasf
—2a3a38 — 30w B — 202ag3* — alagf? — 2aasf* — 20532
—agf® — a863) + a*B*sin? 0 cos® 4 (a6a1 — alagf — abagfB
—2a°a3f — 20°a5 8 — 4atar B — atagf? — 20tagf? — 203a5 5>

+3a%a1 5% + o’ag B2 — alasB> + 2a0as P + a664) ,

Qs = 2 (042 —1—6)2 (a2 cos? § — Bsin® 9)35 (S — ozﬁQRCOSQ) ,

com

S = \/aZBQ (B (a2 + B)sin* 0 — a2 cos®§ (a2 + BR? + 3)).

Integrando o lado direito da equacdo diferencial (5.10), obtemos a fungao “avera-
ging”, f:(0,y/—a?/B) — R, dada por
HR) = B (3atag — 3atby + a?a; + alagf + 3atagB — o Bby
" da(=P)¥ (a? + B)
—30&2ﬁb9 + 062[?2 + &6ﬁ2 — 52b7)
T (a2 + )
L8, {(aﬁag + abas + ota; — atagf + 20tasB — olasf
4a(=B)*2 (a? + B)°
aBasf — a?ay B — 2a%ae* + alagB? — aazf? — agB?)
1a(=B)*/? (o2 + )’
B(a®+ ﬁ)2 (ag — by) ny (a’ag — a*bg + a3 — Bbr)
2(=B)" ’ 2(=B) |
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onde

f0:R7 7f1:R37 f2:R\/042+5R27
fy=(a = (a*+ B o>+ BR?).

Os Wronskianos W ( fy, ..., fx), para k = 0, .., 3 sd@o dados por

W) = B Wi £i) = 2R W(fo fus fa) = —— 2210
(a2 + BR?)*?
Wl fi) = — el ((0*+8)° Vo + BR? (80" + 8a*BR?
(a2 + 5R2)7/2
+52RY) —da(a® + BR?)(20° + SR?)) .
Obviamente, os trés primeiros Wronskianos nao se anulam porque R € (0, v/ —a?/f3).

O ultimo Wronskiano é igual a zero se, e somente se,
(0® + 8)° Va2 + BR2(8a* + 8aAR? + B2 R*) — 4a(a® + BR?)(20% + BR?) = 0.

Passando o termo [(a? + 8)° /o2 + BR2(8a* 4 8a2BR? + $2R*) para o lado direito

da equacao anterior e elevando ambos os lados ao quadrado, obtemos

(—a® — BR?) (640’ + 128" BR* + 25603 + 80a'*B°R*

+512a"2 3% R? + 38402 5% 4 160" R® + 3200'° B° R + 7680'° 3° R?

+2560'°5% + a®BAR® + 640 B R® + 480085 R + 512058 R? + 6402 3"
—640® + 40°B°R® + 96a°5° R® + 3200°3°R* + 128a°5° R? — 1280°BR?
+6aB°R® + 6401 O R® + 800 B R* — 80 B2 R* + 40* 5" R® + 1602 3" RS

—160°3*R® + B*R®) = 0.

O fator (—a? — fR?) nao se anula. Fazendo a mudanga de varidvel h = R?, no
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segundo fator do lado esquerdo da equacao anterior, obtemos o polinomio de grau 4

p(h) = 64a' +128aMBh + 25605 + 80a'?32h? + 512212 3%h
+384a'%6% + 1652 R3 + 3200'° 52 R% + 7680!° 53R + 25601053
+6408Bh3 + 48008 5h? + 5120° 4+ o8R! B + 640857
—640® + 40°8°h* 4+ 9605 3°h3 + 320a°5°h% + 12805 3°h
—128a°Bh + 601 8O + 640 B5h3 + 80 5°h? — 80 5% R?
+4a?BTht 4+ 1602 87R® — 1602 82R% + 2R,
Para analisar seu nimero de zeros, aplicamos o resultado dado em [64]. Reescreve-

mos esse polinomio como segue
p(h) = s4 + s3h + sh?® + s1h® + soh*.

Olhamos para as expressoes

D2 = 35% — 85052,

Ds = 16335254 — 185(2)33 — 6503334 + 1450515253 — 45035 — 33{’53 + s%s%,
2.2.2 2. .2 2.4

Dy = 256s)s; — 192s2s1535] — 128555553 + 14457595554 — 275555

—|—14480818284 680818384 805081835384 + 1880818283 + 16303384
—4508352 — 27552 + 18535983584 — 45353 — 4825354 + 325252
05253 — 154 1525354 153 15254 253)

E, = 85(2)53 — 4505159 + s‘;’.
Assim, obtemos

Dy = 128a*B%a? + B — 1)(® + B+ 1)((a® + B)* + 1)((a® + B)* — 6),

Dy = 1638408 (a? + B — 1)%(a* + B+ 1)*((a® + B)* + 1)*(17(a* + B)*
—4),

Dy = 671088640 3"2(a” + 8 — 1)*(a® + B)*(a® + B + 1)*((o® + B)? + 1)%,

B = —1024a°B(a® + B —1)(*+ B+ 1)((o® + B)* + 1)(3(a® + B)* — 4).

Relembramos que 3 <0, o’ + 8 <0e R € (0,1/—a?/3). Assim,
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(i) Se Dy =0, entao Dy = 0 e D3 = 0. Isso implica que o polinémio p tem uma
raiz real de multiplicidade 4 (veja [64]). Entretanto, Dy = 0 se, e somente se,

a? 4+ B+1=0. Temos que
p(0) = 640%(0” + B — 1)(a + 8+ 1)((a + B + 1)

Se o’ + +1 = 0, entdao p(0) = 0. Portanto, h = 0 ¢ a raiz real de p de
multiplicidade 4. Isso é impossivel, porque R € (0, /—a2/f).

(i) Se Dy > 0, entdo a? + B+ 1 < 0. Assim, Dy < 0 e o polinémio p nao tem

raizes reais (veja [64]).

(iii) Se Dy <0, i.é., —1 < a* + 8 < 0, entdo o polindémio p tem 2 raizes reais, mas

isso nao acontece porque o + 8 & (—1,0).

Portanto, o Wronskiano W ( fy, .., f3) nao se anula para R € (0,1/—a?/(). Assim,
desde que (fo, ..., f3) é um sistema—ECT, a funcao “averaging” f tem no maximo 3
zeros simples e eles sao realizaveis. Pelo Teorema 7, esses zeros fornecem 3 ciclos

limite para o sistema (5.2).

Se supormos que a? + 3 > 0, entdao repetimos os cdlculos com a funcao positiva

F*R(a” + )
Va2B2(B(a? + B)sin® 0 — a2 cos? 0(a? + BR2 + B)) + af2R cos b

p=

e asseguramos que o sistema (5.2) tem no méximo 3 ciclos limite e eles sao realizdveis

desde que o + 8 & (0,1). Assim, o Teorema 16 estd provado.

5.4 Comentarios sobre as classes P; e F;

O célculo do ntimero N para as classes P3 e P5 permanece em aberto. Para o caso
Pj, depois de transladar o centro para a origem, o novo sistema diferencial tem
integral primeira

H(x.y) a?z? — 2a’zy + o?y? + 2 4+ 2zy + o2
€T =
T a2 (ot — 202z — 202y + a2 + 22 + 2zy + y2)’
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e seu fator integrante correspondente

1
(—2+x4y)° +a2)?

p(z,y) =

Repetindo o mesmo processo feito nas provas dos Teoremas 15 e 16 encontramos

uma funcao positiva p dada por

B 4R?*a*(sinf + cosf) — 2RV'S
P = 9sin b cos 0((4R%2+1)a? — 1)+ (4R? = 1)a? — 1’

onde

S =a*((2 - 4R*)a® — 2sinfcosA(4R*a* + a* — 1) + a* + 1),

e obtemos um sistema na forma padrao do teorema do “averaging”

dR = Di(p,a, B,a,b) .
— =c S D R+ O(eY), 5.11
1o~ 2 Qg | O o1

onde o denominador ()5 é dado por
Qs = a'*((a®—1)sin20 —a® —1)*(sin20((4R* + 1)a® — 1) + (4R? — 1)a?
—1)((@® = 1)sin20((4R* — 1)a® — 1) + o*(4R*(a® — 1) + a* + 2)

—4R(sin 6

+cosfy/at(a2(—4R2 + a2 +2) — sin20(4R%2 + ot — 1) + 1)

+1)%(sin 20(4R*a”* 4+ a* — 1) + 2Rsin f)

+cos 0)y/at(a2(—4R? + a? 4 2) —sin20(4R2a2 + a* — 1) + 1)

+(2Ra — a* — 1)(2Ra + o? + 1)).

Devido a expressao do denominador (05, nao podemos calcular a integral para aplicar
a teoria do “averaging” para a equagao (5.11). O mesmo problema acontece com a
classe P5. Mas obtemos o niimero maximo de ciclos limites que bifurcam da origem

para essas classes usando a teoria do “averaging ” de quinta ordem.
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5.5 Prova do Teorema 17

5.5.1 Prova para a classe Pj

A fim de simplificar os calculos, denotamos 1 4 a? por a no sistema correspondente
a classe P3. Transladando o centro (—a/2, —a/2) da classe P; para a origem das

coordenadas, obtemos o seguinte sistema diferencial polinomial
. 1
X = PX)Y)= 5(a—QX) (X(a—X —2)—aY +Y?),

- 1
Y = QX,Y)= —E(a =2Y) (a(Y = X)+ X* - Y(Y +2)).
Perturbamos o sistema anterior até quinta ordem da seguinte forma

5
X = PX,)Y)+ ) ep(X)Y),

=1
5

Y = QX,Y)+)) fq(XY),
=1

onde
p(X,Y) = a1 X +aY +a3X? 4+ ay XY +asY? + agX? + a; XY
+a8XY2 + ang,
n(X,)Y) = X + Y +asX?+ XY + a5V + e X? 4+ ar XY

+as XY? + agY?3.

Os polinémios ps, p3, ps € ps sao dados mudando a letra a por b, ¢, d e e em p;
respectivamente e os polindmios ¢o, ¢3, ¢4 € ¢5 sao obtidos mudando a letra « por [,

v, 0 e € respectivamente.

Tomando a mudanca de variavel X = ex e Y = ey apenas para estudar as bi-
furcagoes em torno da origem e passamos o sistema obtido nas variaveis x e y para
a forma de Jordan. Devido ao tamanho do sistema obtidos na forma Jordan nao
apresentaremos explicitamente aqui. Depois passamos o sistema para as coordena-
das polares tomando x = rcosf e y = rsinf e tomamos o quociente 7/ 6 e obtemos

a equacao diferencial na forma padrao do averaging de quinta ordem
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dr >

Os coeficientes K; sao muito grandes e nao apresentaremos explicitamente aqui.
Calculando as fungoes f; do Teorema 9 obtemos

mr(a; + az)

h= (a—1)a?
Tomando oy = —ay. Assim temos f; = 0 e obtemos continuando o processo do
Teorema 9
B 7TT(b1 + 52)
fo= .
v (a—1)a?
Tomando b; = —f5. Assim f; = 0 e temos
—1)a? —1)r
5 = m(a—1)a 7”(0137; 72) n m(a—1)r - (3a%ag + 2d%ar + aoy
((a —1)a?) 4a ((a — 1)a?)

+adag + 2a3as + 3ad g + 4a’as + 4a’as + 4a’ay + 4a’ay + 4a’as
+da’as — 4a’ar — 4a’ag + 8aay + S8aas — Saas — S8acy — 1604

—16&2> .

Resolvendo na variavel a4 a equagao obtida igualando a zero o fator que multiplica

m(a—1)r3

Tal(a—Da27 7 © tomando ¢; = —7, temos f3 = 0. Seguindo o processo obtemos
Jo=Air + Agr?,
onde
Al _ 7T7’(d1 +(52) ‘
(a —1)a?

O coeficiente A3 devido ao seu tamanho nao apresentaremos explicitamente aqui,

mas sao dados pelas variaveis

a,ar, as,as,as, ag, ar, as, b27 b37 b47 b57 bﬁa b77 b87 a1, 03, Oy, 05, A7, g, g,
517 537 547 657 577 BS: BQ-

Os coeficientes A; e Az sao linearmente independente porque o parametro d; que
aparece em A; nao aparece em Az. Tomando d; = —d, e resolvendo A3 = 0 na

variavel (3, temos f; = 0. Seguindo o processo obtemos

fs = Cir + Csr® + Csr”,
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onde
(e + ¢o)

V(e —1)a?

devido ao seu tamanho nao apresentaremos explicitamente C3 mas sao dados pelas

01:

variaveis

a, ay, as,as, as, ag, ar, as, ag, b2a b37 b47 b5a b67 b77 b87 b97 C2, C3, C4, Cs, Cg, C7,
c8, (1, i3, Qug, Qs i, Ouy, O, Oy, 31, B2, Bas B Bes Brs Bss Bos Y1572, 735 V4,

V55 V7, 7V85 Y9+

O coeficiente C'5 é dado por

m((a —2)ag — a(2a6 + ay + ag + 2a9 — ag) + 2(a7 + ag — )
2a3\/(a — 1)a? .

Os coeficientes (', C5 e C5 sao mutuamente linearmente independente. De fato, o
parametro ¢o que aparece em () nao aparece em C3 e Cs e o parametro a; que

aparece em (5 nao aparece em (4 e Cs.

Portanto os ciclos limites aparecem na terceira, quarta e quinta ordem. As funcgoes
f3 e f, tem no maximo 1 zero simples e a fungao f5 tem no maximo 2 zeros simples
e eles sao alcancados. Isto significa que quando perturbamos a classe P; temos no

maximo 2 ciclos limites usando a teoria do “averaging ” de quinta ordem.

5.5.2 Prova para a classe P; com d = (

Tomando d = 0 na classe Ps. Os dois centros obtidos sao simétricos com o eixo x.
Assim, sem perda de generalidade, consideramos o centro (—f, —f7). Transladando

o centro para a origem obtemos o seguinte sistema

X = PX,Y)=(B-X)(-X (*(X —=28) + X) —287Y +Y?),

Y o= QX,Y)=(Y —89) (4 +1) X(X —28) +287Y — V?)
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Perturbamos o sistema anterior até quinta ordem da seguinte forma
5

X = PX,)Y)+) p(X)Y),

=1

Y = Q(X> Y) + ZeiQi(X’ Y),

1=1

onde

n(X,Y) = a1 X +aY +a3X? 4+ ay XY +asY? + agX® + a7 XY
+as XY? +agY?,
a(X,Y) = o X + Y + X+ XY + a3V +agX? + ar XY

+as XY? + agY?3.

Os polinomios ps, p3, ps € ps sao dados mudando a letra a por b, ¢, d e e em p;
respectivamente, e os polindmios ¢s, ¢3, ¢4 € ¢5 sao obtidos mundando a letra « por

B, v, 0 e € respectivamente

Agora, para estudar as bifurcagoes em torno da origem, tomamos as mudancas de
variaveis X = ex e Y = €y e passamos o sistema obtido nas varidveis = e y para a
forma de Jordan. Devido ao tamanho do sistema obtido na forma Jordan nao apre-
sentaremos explicitamente aqui. Depois passamos o sistema para as coordenadas
polares tomando = rcosf e y = rsinf e tomamos o quociente 7/ 6 e obtemos a

equacgao diferencial na forma padrao do averaging de quinta ordem

5
dr
=1
Os coeficientes K; sao muito grandes e nao apresentaremos explicitamente aqui.

Calculando as fungoes f; do Teorema 9 obtemos

r(a; + o)

h=""4p
Tomando as = —ay. Assim temos f; = 0 e obtemos seguindo o processo do Teorema
9
. 7T7"(b1 + ﬁQ)
fo= — AT P2,

23%y



97

Tomando By = —b;. Assim fo = 0 e temos
mr’ 3 2 3 4 2 2 2
3 = Y] (2a1 — 2027 — 2a3587° — 2a437" — 2a567" — 258" — 3ag°y
—2a7°7* — as8°y" — asf*y? — 3apB°yt — 205877 — a7 87y
mr(c; +
—3a93°y* = 205 07" — 20u7* — 203y — 20587 — 2017y) — %

Resolvendo na variavel a4 a equacgao obtida igualando a zero o fator que multiplica

% e tomando ¢; = —7, temos f3 = 0. Seguindo o processo obtemos
fo=Air + Agr®,

onde
7r(dy + 02)

232y

O coeficiente Az devido ao seu tamanho nao apresentaremos explicitamente aqui,

A=

mas sao dados nas varidveis

57 v, a1, 0as,as, ag, as, as, 01, ar, a3, 04, A5, 07,08, Ay, b37 b57 bﬁa bS) b27 b4a

577 /817 627 637 B4a 65a ﬁ'?? 587 /39'

Os coeficientes A; e Az sao linearmente independentes porque o parametro d; que
aparece em A; nao aparece em Az. Tomando d; = —d; e resolvendo A3 = 0 na

variavel 3 temos f; = 0. Seguindo o processo obtemos
f5 = CIT + 03T3 + 057’5,

onde
(el + ¢2)
2%y

Novamente nao mostraremos explicitamente C'3, mas suas varidveis sao

01:—

B, a1, a3, as, g, ag, ar, Az, 1, 3, Ay, A5, Q7, g, (g, ba, By, Ba, b3, bs,
b4764)/85ab67b87b77/877/887 BQ»CQa037047057667077087’717’727 V35 V4, V55 V75

785 7V9-
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O coeficiente C5 é dado por
7 (7 (—ag + ar + agy? + ag — ag(y? + 1)) + 2 + 2a9(7* + 1)?)
1654'72 ’

Os coeficientes C7, Cy e (3 sao mutuamente linearmente independentes. De fato,

o parametro ¢s que aparece em (] nao aparece em C3 e Cy e o parametro a; que

aparece em (5 nao aparece em C e Cs.

Assim, os ciclos limites aparecem na terceira, quarta e quinta ordem. As funcoes f3
e f4 tem no maximo 1 zero simples e a funcao f; tem no maximo 2 zeros simples e
eles sao alcancados. Isto significa que quando perturbamos a classe P5 para d = 0

temos no maximo 2 ciclos limites usando a teoria do “averaging ” de quinta ordem.

Podemos repetir o processo para d = 1 com as mesmas ferramentas e concluir que

a classe P5 tem, no maximo 2 ciclos limite e eles sao alcangados.

5.6 Exemplo com 3 ciclos para a classe P;

Agora vamos apresentar um exemplo com 3 ciclos limites para a classe Ps. Este
exemplo foi obtido para d = 0. Usando o mesmo algoritmo da secao anterior per-
turbando o sistema até sétima ordem, da seguinte forma
7
X = PX,)Y)+)) ep(XY),

i=1

7
Y = Q(X7 Y) + ZgiQi(Xv Y),

i=1

onde

p(X,Y) = e X +aY +asX?+ ay XY + asY? + agX? + a7 XY
+asXY? 4+ agY?3,
a(X,Y) = X + @Y + a3 X?+ XY +asY? +agX? + ar XY

+ag XY? + agY?3.

Os polinémios ps, p3, P4, P5, Ps € P7, sao dados mudando a letra a por b,c,d,e,i e j

em p; respectivamente, e os polindomios qs, g3, g4, G5, ¢6 € g7 sao obtidos mudando a
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letra a, 3, ,0,¢,t e p respectivamente. Fazendo igual a zero alguns coeficientes dos

polindémios p; e ¢; parai = 1,...,7. Os coeficientes zerados sao
as, as, a7, ag, g, by, bz, by, bs, bg, b7, bg, 2, c4, C5, Co, C7, Cg, dy, da, d3, dy, ds,
dr,dg, dy, €3, €4, €5, €6, €7, €3, €9, 12, 13, 14, 5, I, 17, 18, 19, J2, J35 J4, J55 165 J7»
j87j97051,a27a3,0547045,a6,a8,ﬁl7ﬁ47ﬁ5,56,57,68,’}/1;73,74,'757767777
Y8, 01, 03, 04, 05, 07, 08, 09, D1, P3, Pa, P5, P65 P7, P, P9, L1, L3, Las L5, L7, L, Lo,

P1, P3, P4, P55, L6, P17, L8, P9.

Como antes, tomando X = cx e Y = ey, passando para a forma real de Jordan e

depois passando o sistema para as coordenadas polares, obtemos

dr !

Calculando as fungoes f; do Teorema 9 temos

_ _mr
"=y
Tomando a; = 0. Assim f; = 0 seguindo o processo temos
T Bor
h=-ja
20%y

Tomando By = 0. Assim f; = 0 e temos

mr? (—2a27® — 2a487% — 3as8%v? — 3o 577* — a7 3*9% — 3 577?)

fs = 3513

r(er + 2)
202y

Tomando

—2a — 27 — 3as8* — ar* — 3agf? — 3ag 4
as =
! 28y

5 C1 = —72.

Assim f3 = 0 e obtemos

f4 = D17" -+ D3T3

onde

7T(52

D = —
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D3 = — oz (205 (7° +7) + a2 (29" = 79 — 1) (3a6 + ar)
309 (12 +1)° (2% + 1)) + B2 (96362 (72 + 1) + 6ag8* (7
+1) (a7 +3a (12 + 1) + 8 (8 (72 +1) ((ar + 305 (* + 1))’
+24897%) + 16837) + 16027°)) .
Tomando d; = 0 e resolvendo D3 na variavel f3 temos fy = 0. Na sequéncia obtemos
fs = Eir + Eyr® + Egr®

onde

m(er + ¢2) 7 (ag — a7 + ag + agy?)
26%y 1654y '

Devido ao seu tamanho nao apresentaremos explicitamente F3 mas sao dados nas

Elz— E5:—

varidveis
ﬂa v, a2, ag, 07, O, b27 597 Y2, C8, VY9
Tomando e; = —¢9, ag = 0‘1:;;6 e resolvendo F3 = 0 na variavel by temos f; = 0.

Seguindo O processo temos
f@ = FlT + 173’1“3 + F5’T‘5

onde
7T(i1 + Lg)
2062y

Novamente nao mostraremos os coeficientes F3 e F5 mas F3 é dado nas varidveis

F=—

/87 7, ag, &7, g, b2) /897 dﬁ) Y2, C8, 79

e Iy é dado pelas variaveis
/8) v, a2, Gg, O7, b97 /89-
Tomando 7; = —t5 e resolvendo F3 = 0 e F5 = 0 respectivamente nas variaveis dg e

by temos fg = 0. Finalmente obtemos

f7 = GlT + GQTQ + G37"3 + G5T5
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onde

T (as (v* 4 5) o — 166%y(20e7¢92 + 312))
19235+3

Os outros coeficientes nao apresentaremos devido ao seu tamanho, mas o coeficente

GQI

G4 é dado nas varidveis

/87 v, a2, 7, Ag, ¢27 Lo, Bga P2, 72, C8, Y9,

o coeficente G5 é dado nas varidveis

67 v, a2, ¢27 la, 7,

o coeficente G5 é dado nas variaveis

57 v, a2, &7, Ag, 597 Y2, €8, Y9, €2, ¢27

e o coeficente G5 é dado nas variaveis

57 7, az, &7, e, ﬁ97 Y2, C8,79-

Podemos notar que os coeficientes Gy, G9, G3 € G5 sao linearmente independentes.
Assim a funcao f7; tem no méximo 3 zeros simples e eles sao alcancados. Esses zeros

correspondem os ciclos limites para a classe Ps.



Capitulo 6

Ciclos limites que bifurcam do
anel periédico de centros

polinomiais homogéneos ctibicos

6.1 Introducao e enunciados dos principais resul-

tados

Em [16] os autores classificam todos os sistemas diferenciais polinomiais homogéneos
cibicos. No artigo [34] os autores provam que qualquer sistema diferencial poli-
nomial homogéneo cubico no plano com um centro, pode ser escrito da seguinte
maneira
Tt = ar®+ (b—3ap)r*y —axy®* —ay® = P(x,y), 6.1)
y = ar’+ar’y+ (b+3ap)ry? —ay® = Q(x,y),
com a € {—1,1}, a,b,u € R e p > —1/3, depois de fazer uma mudanca afim de

variaveis e um reescalonamento do tempo.

E conhecido que o nimero maximo de ciclos limites que bifurcam das orbitas
periddicas de um centro homogéneo cubico (6.1) usando perturbagoes de primeira

ordem dentro da classe de todos os sistemas diferenciais polinomiais de grau n é

102
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[(n —1)/2], veja para mais detalhes o item (c) do Teorema A de [35]. Sabendo que

[] representa a fungao parte inteira de .

O objetivo neste capitulo é mostrar um polinomio explicito cujos os zeros simples
reais positivos fornecem exatamente o numero de ciclos limites que bifurcam na
pertubacdao de primeira ordem, a partir das orbitas periddicas de qualquer centro

ctibico homogéneo (6.1), usando a teoria do “averaging” de primeira ordem.
Mais precisamente, considere o sistema.

i = ax®+ (b—3au)ry — ary? — ay® + ep(x,y), 6.2)
g = ar’+ar’y+ (b+ 3ap)ry® — ay’ + eq(w,y),
onde . .
ple,y) =Y pilx,y), qlzy) = alx,y), (6.3)
i=0 1=0

Pi, ¢; sao polindmios homogéneos de grau 7, e € é um pequeno parametro.

Defina as seguintes funcoes

f1(0) = —asin®0+acos*§+ (b — 3au + a)sind cos®
+(b 4 3o — ) sin® 0 cos 6,

91(0) = o (6usin®6cos® 0 + sin® 6 + cos* 0)

- e[ 130

Bi(0) = Q(cosf,sinf)p;(cosb,sinf) — P(cos,sinf)q;(cosh,sinb).

Na sequéncia enunciamos nosso resultado principal, onde a funcao M (0) é definida

em (6.5), nao fornecermos aqui devido ao seu tamanho.

Teorema 18. Para |e| > 0 suficientemente pequeno e para todo zero simples positivo

ry do polinomio
1 [%] 2m
TQ.F(T()) = % Z 7”(2)16/0v A2k+1<9)d¢9,
k=0

onde
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n—1

5 ], o sistema pertubado (6.2) tem um ciclo limite que bifurca da

para i = 1,2, ..., [
orbita periodica r(0,1y) = k(0)ry do anel periédico do centro (6.1) usando a teoria

do “averaging” de primeira ordem. Em particular, o sistema perturbado (6.2) tem

n—1

5 } ciclos limites.

no mdaximo [

O Teorema 18 estd provado na segao 6.2. Na secao 6.2.1 mostramos um exemplo

que ilustra o Teorema 18 com n = 5. Obtemos 2 ciclos limites.

6.2 Prova do Teorema 18

O préximo resultado segue facilmente.

Lema 1. Sejam Py(z,y) e Ps(x,y) polinémios homogéneos de grau k e 3 respecti-
vamente, onde (x,y) € R?. Assim em coordenadas polares x = rcos e y = rsinf

temos

Py(rcosf,rsin@)Psy(rcosf,rsind) = (=1 "Py(rcos(d + 7),7sin(f + )

-Ps(rcos(f + ), rsin(f + 7)).

Agora passando o sistema (6.2) para coordenadas polares tomando z = rcos#,

y = rsin#, obtemos

7 = 1r°f1(0) +e(cosf p(rcosh,rsinf) +sind q(rcosd, rsinb)),

0 = r2g1(0) + 5%(0059 q(rcos@,rsinf) —sinf p(rcosf,rsind)).

Note que g1(6) # 0 para todo 6 € [0,27]. Assim, tomamos o quociente 7/f e temos

a equacao diferencial

dr 2
i Fo(r,0) + eFy(r,0) + O(e%), (6.4)

na forma padrao para aplicar a teoria do “averaging” de primeira ordem, onde
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1(0
Rr) = 2o
Fi(r,0) = Wlw)Q(Q(TCOSG,rsin&)p(rcos@,rsin@)

—P(rcosf,rsin®)q(rcosf,rsind)).

Note que a equagao diferencial (6.4) satisfaz as hipdteses do Teorema 10. Considere
r(0,70) a solugao periédica da equagao diferencial i = r f1(0)/g1(0) tal que r(0, o) =

ro. Resolvendo essa equacgao diferencial obtemos
r(0,70) = k(0)ro = roe" @ ky(8),

onde p
t
(=34 + R — 1) tan"! (L>

ao Vau—R
2R V3 —R

(Bu+ R+ 1)tan™? (ﬂ)

V3u+ R
Vau+ R ’

+

(%-1)

=

k2(0) = Vsec?0(3u — R)% (3 + R)% (tan®6 + 3u — aR)
bt+R

- (tan®0 4+ 3u+ aR)

R = 9u?—1.

Resolvendo a equagao variacional (3.8) para a nossa equacao diferencial (6.4) temos



106

que a matriz fundamental de (3.8) é

MO) = (~2aa(-3u+ R-)yE R (2L

Vapu—R
tan 6
—2aa\/3p — R(3u+ R+ 1) tan™" (%) +ay/3u—R

3+ R(b— aR)log (tan? + 3y — R) — a/3u — R

/31 + R(b+ aR)log (tan? 0 + 3u + R) + /3 — R\/3u + R (6.5)
(R — ab)log(3p — R) + /31 — R\/3u + R(ab + R)log(3u + R)
+2R/3p — R\/3p+ Rlog (sec” 0)

FAR\/31— R\/30 + R) / <4R\/3u “R\3u+ R) .

Note que M (#) nao depende de 75. Usando os polinémios p e ¢ dado em (6.3) e o
sistema (6.1) temos o integrando da integral (3.9) para a nossa equagao diferencial

M=Y(0)F,(0,7(0, o)) = Fl(ej,\;g;ro)) _ TSgﬁé : ?4 7 (6.6)

onde
h(r,0) = Q(rcosf,rsin@)p(rcosf,rsinf) — P(rcosf,rsind)q(rcosb,rsinb).

Como p e g sdo somas de polindmios homogéneos (ver eq.(6.3)), podemos reescrever
a igualdade (6.6) da seguinte maneira
_ "L Bi(0) ,
M 0)Fi(0,7(0 = —— 1 (f,1)" 2
( ) 1( ,T‘( ’TO)) ;gl(e)gM(9>r( 7T0)

- =2 B;(0) (e Dy (6))2
i g1(0)2M (6)

1=0

= D15 A)
=0
Calculando a integral (3.9) temos

F(ro) 2W/M 0)Fy(0,7(0,70)d Z / 0)do.
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Se i é par entao pelo Lema 1 implica B;(#) = —B;(0 + 7). Assim como k;(0) =

k1(0 4+ m), ka(0) = ko(0 + ) e M(0) = M (0 + 7) facilmente obtemos

37 3n

o [ B Ohy(0))
| e = | a@ME)

_ / Bi(0 + ) (MO ky (6 + 7))i—2 "
0 910 +7))>M (0 + 7))

_ /g _BiO) (" ka(0))?
0 91(0)>M(0)

Jus

- - / " A(0)db,
2 2 ekl(e) ) i—2
/% A (0)d) = / B’W E K ((99)» A0

B /”Bzé’—i—ﬂ ) (e O Ly (0 + )2 W

0+ 7r))2M(9 + 7))
BZ k:g(e))H

0 do

" A(0)do.

I
|
W\

Portanto para ¢ par temos

2
/ A;(0)df = 0.
0

Analogamente se i é impar entao pelo Lema 1 implica B;(0) = B;(0 + ).

facilmente podemos checar que

/0’; Ai(0)do = /: A(0)do e /7r Ai(0)do = /:W A(0)d6.

2 2

3

Portanto temos

/0% A,(0)d6 = 2 /OW A,(0)d6 £ 0,

Assim

porque A; é uma funcao par m—periédica. Logo a funcao F pode ser escrita da

seguinte maneira

1 2 2k1 o
I(TO):Q_ /A2k+1

(6.7)

Note que o coeficientes Ay 1(0) em (6.7) s@o linearmentes independentes porque

os polinomios p; e ¢; sao linearmentes independentes. Assim a funcao “averaging”
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F tem no méaximo [(n — 1)/2] zeros simples que correspondem os ciclos limites do

sistema (6.2) e assim o Teorema 18 é provado.

6.2.1 Exemplo

Nesta secao apresentamos um exemplo que ilustra o Teorema 18.

Considere o centro polinomial homegéneo ctibico

e o sistema perturbado

(6.8)

&=~ +e(arr + apa® + azx®), =
Passando o sistema (6.8) para coordenadas polares temos
7 = 73(sinfcos®§ — sin® 0 cos 0) + er cos® 0 (ay + aor? cos® O + azr cos* 0),

0 = r*(sin?0 + cos? ) — esinfcosd (a; + agr? cos® O + agrt cos* 6).

Tomamos o quociente 7-/6 obtemos o seguinte sistema na forma padrao do Teorema

10 para aplicar a teoria do “averaging”

d
= Fo(r.0) + R (1,0) + O(),
onde
rsin @ cos® @ — rsin® 0 cos 6
Fy(r,0) =
o(r. ) sin? 0 + cost 0 ’
Fi(r6) — cos? O(a; + agr? cos? 0 + azr* cos* 0)

r(sin® § 4 cos? 0)2
Assim para o sistema (6.9) temos

Wo) - ——2
v/cos(46) + 3

M) = ;L(—log(cos(éw)+3)+4+10g4),

(6.9)
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e o integrando da integral (3.9) do sistema (6.9) é

A(0) + B(O)rg + C(0)rg

?

To
onde
32v/2 cost 6
A(@) = a1 3
(cos(40) + 3)7/4(—log(cos(40) + 3) + 4 + log 4)
64+/2 cos® 0
B(Q) = Qa9 R
(cos(40) + 3)9/4(—log(cos(40) + 3) + 4 + log 4)
8
c) - 128+y/2 cos® @

“ (cos(40) + 3)1/4(—log(cos(40) + 3) + 4 + log4)

Caculando numericamente a integral (3.9) para o sistema (6.9) obtemos

3.72731...a1 + 3.34745... as 7“8 + 3.10284... as ré
To '

F(ro) =

Tomando

—1 2 -0.1

= — = — d e
M= sorar T 33a745.. MY BT 3710284,

¢é simples ver que F tem dois zeros simples positivos dado por

rt =0.716357... and r{*=4.41439...

que correspondem a dois ciclos limites do sistema perturbado (6.8) com ¢ # 0

suficientemente pequeno.



Capitulo 7

Ciclos limite que bifurcam do anel
periddico de centros polinomiais
Homogéeneos—Ponderados de

grau—ponderado 2

7.1 Introducao e enunciados dos principais resul-

tados

Em [49] os autores classificaram todos os centros dos sistemas diferenciais polinomi-
ais Homogéneos—Ponderados até grau—ponderado 4. Em particular provaram que a
unica familia de sistemas diferenciais polinomiais homogéneos—ponderados com um

centro com grau—ponderado 2 é

& = aypr’*+any = P(z,y),
y = by’ +buzy = Q(z,y),
com

(bH — 2@20)2 + 8@01[)30 = —CZ2 < 0.
O expoente-ponderado desta familia (s1,s2) = (1,2).

110
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O sistema diferencial polinomial (7.1) tem um centro global na origem de coordena-
das, e seu retrato de fase no disco de Poincaré é dado na Figura (7.1). Para detalhes,
a fim de estudar o retrato de fase global de um sistema diferencial polinomial no

disco de Poincaré, veja o Capitulo 5 de [20].

Nosso principal resultado nesse capitudo é mostrar um polinomio explicito cujos
0s zeros simples reais positivos fornecem exatamente o numero de ciclos limites
que bifurcam na perturbagao de primeira ordem, a partir das orbitas periodicas de
qualquer centro de uma sistema diferencial polinomial homogéneo—ponderado (7.1),

usando a teoria do “averaging” de primeira ordem.

Mais precisamente, considere o sistema polinomial diferencial

& = anr®+any+ep(z,y), (72)
y = byox® + byay +eq(x,y),
onde
p(x, y) = (oo t+ C107 + Co1y + 620x2 + crixy + 002y2 + 030m3 + 621x2y

+c12my” + o3y’
q(z,y) = doo+ drox + dny + doo® + dyizy + dogy® + daor® + do1 2’y

+dizy® + doay?,
e £ é um pequeno parametro.

Considere a seguinte fungao

Figura 7.1: Retrato de fase do sistema diferencial polinomial (7.1) no disco de Poincaré.
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g1(0) = a® cos* 0 + (4ag; sin 0 + (2ag0 — byy) cos® 6)%

Na sequéncia apresentaremos nosso principal resultado deste capitulo, onde as fungoes
fi(9), for i =0,1,....,7, W(0) e k(0) sao definidas na sec¢ao 7.2.

Teorema 19. Seja |e| > 0 um parametro suficientemente pequeno e considere r

sendo uma raiz simples positiva do polinomio

2
0

3
1
P2 F (ro) = %;rgk / Aok (6)d6, (7.3)

onde

Entdo as sequinte afirmacoes valem:

(a) O sistema perturbado (7.2) tem um ciclo limite que bifurca da drbita periddica
r(0,ry) = k(0)ry do anel periddico do centro (7.1) usando a teoria do “avera-

ging” de primeira ordem.

(b) O polinomio (7.3) pode ter 0, 1, 2 ou 3 raizes reais positivas dependendo da

perturbagao do sistema (7.1).

A afirmagao (a) do Teorema 19 esta provado na segao 7.2, e a afirmagao (b) na segao

7.3 .

7.2 Prova da afirmagao (a) do Teorema 19

Podemos escrever o sistema (7.2) nas coordenadas polares generalizadas = = r cos 6,

y = r?sinf, e obtemos a equacao diferencial

% = Fo(T’, 9) + 8F1(T', 9) + 0(52), (74)
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na forma padrao para aplicar a teoria do “averaging” de primeira ordem descrito

na Secao 3.3, onde

ha(0)
EFy(r,0) = T,
o) 91(0)
1602 20 4 9gipn2
Fi(r,0) = 6&01(C0j 9(;_)2 sin”6) (Q(TCOSQ,T2 sin §)p(r cos §, r? sin 6)
g

—P(rcos®,r*sinf)q(r cosd, r* sin 0)) ,
hi(0) = rcosf(cos®O((a® + (b — 2az))sinf

—86L01CL20) — 8@01 (CLOl -+ b11 sin 6) sin 0) .

Note que a equagao diferencial (7.4) satisfaz as hipdteses do Teorema 10. Considere
r(6,r9) a solu¢ao periddica da equagao diferencial dr/df = rhy(0)/g1(0) tal que
r(0,79) = ro. Para resolver essa equacao diferencial tomamos z = sinf em g¢,(0), e
assim obtemos um polinomio de grau 4 em z que pode ser fatorizado da seguinte
forma

91(2) = Hi(z — 21)(z — 22)(2 — 23) (2 — 24),

onde Hy = a® + (byy — 2as)?, os coeficientes de g} (2) = (z — 21)(2 — 22) e g3(2) =

(z — 2z3)(z — z4) s@o reais, e z; sdo raizes complexas de ¢g; para i = 1,...,4 dado por

N N.
2= Hy+ (| 75 = 2H, 2= Hy+ (| 75+ 2Hy,
1 1
Hy, = _QQ&%I Hy = a01(4a20 — 2611)
H12 7 a2 + (bll - 20,20)27

Nl = CL4 + 2&2 (—2&81 + 4&01]‘.[2(()11 — 2@20) + (bu - 2(120)2)

com

+(b11 — 2as)” (4a01(a01 + 2Hy(b11 — 2as0)) + (b11 — 2a20)2) )
Ny = CL4 + 2&2 ((bll — 2&20)2 — 2&01(@01 -+ 2H2(b11 — 2@20)>)

+(b11 — 2a20)? (4aoi (ao1 + 2Hz(2as — bi1)) + (bi1 — 2as0)?) -
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Assim a equagao diferencial (7.4) com € = 0 pode ser reescrita da seguinte maneira

dr 1 [acosf+ Bsinfcosh  ~vcosh+ dsinfcosbd (75)
—_— = r— .
do Hi \Ay+ A;sinf +sin?0 By + Bysinf +sin?6 )’

onde Ag = 2120, Ay = —21 — 29, By = 2324 € By = —z3 — 24 e 0os parametros «, [3, y

e ¢ sao solucoes do sistema

aBy + Agy + 8agrag =0,

BBy + aBy + A1y + Agd — a® + 8a3, — 4a3, + 4agebyy — b2, =0,
BB 4+ a+ v+ A1 — 8agras + 8ag1bi1 =0,

B+ 8+ a® + 4as, — dagobyy + 03 =0.

A solugao da equagao diferencial (7.5) é
7(0,70) = k(0)r = roe® @ ky(8),

onde

1 [ (2a — Ap) (arctan % — arctan j—}%)

H, VR

(2y — By9) (arctan %Ssme — arctan i)

kl(e) =

NG
V'S ’
B 5

ka(0) = Ay ™ By "™ (Ag + sin0(A; + sin 0)) 27 (B,

_|_

)

+sin (B + sinf)) 271,
= 4B, — B},

Resolvendo a equacao varacional (3.8) para a nossa equagao diferencial (7.4) temos
que a matriz fundamental é M () = k(6). Observe que M () ndo depende de ry.

Usando os polinémios p e ¢ dado em (7.2) e o sistema (7.1) temos que o integrando
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da integral (3.9) para a equacao diferencial (7.5) é

M YO F(0,7(0,19)) =

onde

fo(0)
f1(0)

f2(0)

f3(9) =

f4(9) =

f:(0) =

fe(0) =

f(0) =

(6, o) 2

~ W(0)£:(0)

;91(9)2]\/[(9)

e Lo W) fi(0) (M O ky(6))
R ;TO 0:(0)2M (0)
ZTS_QAZ(Q),

= SCLgldoo sin @ —+ 8@01@20(100 COS2 6,

3 2 2 2
= COS 9(& Coo + 80,0161,206110 + 4&20000 — 4&20b11600 + bllcoo)

+8a01 sin 6 cos 0(&01d10 — bllco()),

4 2 2 2
= COS Q(CL Cio + 8(101(120(120 + 4@20010 — 4@20b11010 + b11C10>

—|—8a(2)1d01 sin? 6 4 8ayg; sin 0 cos® 0(ap1dso + azodor — bi1cio),

sin 0 cos® 0(a*co; + 8ag,dso + 8agiazndis — 8agibiican + 4azycor
—4agobiicor + bYycor) + cos® B(a*can + Sagyasdsy + 4asycao
—4ag0b11C0 + b3, C20) + Sagy sin’ 0 cos O(agydiy — biicor),

sin 0 cos” 0(a’cry + 8agrasodar — 8agibiicso + 4ajyci
—4agobyicyy + b3c1r) + c3gcos® O(a® + 4as, — dagobyy + b3))
+8a2,doz sin® § 4 8ag; sin? 0 cos? O(agiday + agodoz — bricin),
sin? @ cos® (a’cop + Sagyandia — Sagibiicar + 4a§0002
—4agb11cop + bT Co2) + o1 8in 6 cos® O(a® + dasy — dagbyy + b3))
+8a0; sin® 0 cos O(ag1dys — biicos),

crasin? @ cos® 0(a* + 4asy, — 4axbiy + b%,) + 8aj,dos sin* 0
—8ag; sin® 0 cos® 0(by1c12 — agdos),

coz sin® 0 cos® 0(a* + dady, — 4abiy + b3))

—8ag1by1¢o3 sin 0 cos 6,

—8ag1(2sin® 0 + cos® ).
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Calculando a integral (3.9) obtemos
1 2m

27 Jo

Flro) = MY(O)Fy(0,7(6,m0))d0 = -~ 2} / A;(0)as,

onde as fungoes A;(#) sdo definidas no enunciado do Teorema 19.

Se i é impar entao é facil mostrar que fj(0) = —f;(0 +7/2), para i = 0,...,7, e
6 € [0,7/2] U [m,37/2]. Sabendo que ki(0) = k(0 + 7/2), k2(0) = ko0 + 7/2),
M(@)=MO+n/2) e W(0) =W(0+n/2), para 0 € [0,7/2] U [r, 37 /2], obtemos
. VOO0
A (0)do = / df
/g ©) z 91(0)*M ()

_ %WK0+wmﬁw+wmxMWHMkw+wm»Fwe
- 91(9+7T/2))2M(9+7r/2))

:/ WOLONE Dk(6) 2
g1( )

M(9)
_ —/ A(60)do,

s = [ WORO ko 6)
A A T
_ /ﬁwyw+7V%ﬁw+WﬂM&”““ 20+ 7/
: 9i(0+ 7/2)2M (60 + 7/2))
_ /?_mewmﬂ@me4w
x 91(0)2M (0)
:_/2&@w

Portanto para ¢ impar temos

/27r A;(6)do = 0.

0

Analogamente, se i é par entdo a fungao g € {ky, ko, M, W, f;, parai = 0,...,7}
satisfaz a seguinte igualdade g(0) = ¢g(0 + 7/2) se 0 € [0,7/2] U [r,37/2]. Assim
podemos facilmente mostrar que

A?M&wzﬁZuwwe L?&@M:ﬁi&@w-
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Assim temos .
T

/027r Ai(6)d6 = 2/: Ai(6)d6 0.

Portanto a funcdo F definida em (3.9) pode ser escrita como
3

= iz 0 2/ 7rAzk:(é))dé’- (7.6)

2T

Observe que os coeficientes Ag(f) em (7.6) sdo linearmente independentes para
k=0,..,3. Assim pelo Teorema generalizado de Descartes, a funcao “averaging” F
tem no méaximo 3 zeros simples positivos que proporcionam ciclos limite do sistema

(7.2). Assim o item (a) do Teorema 19 é provado.

7.3 Prova da afirmacgao (b) do Teorema 19

Nesta segdo apresentaremos exemplos que ilustra a afirmacao (b) do Teorema 19

paral=20,1,2,3.

Considere o sistema diferencial polinomial ciibico que tem um centro na origem
3

. . x
t=a'ty, §=—"+3wy,

com a pertubacao

3

. . X
i = 22 +y, y= —Z + 3zy + €(d00 + dgol‘z + d21$2y + d03y3>. (77)

Escrevendo o sistema (7.7) nas coordenadas x = rcosf e y = r’sinf, e tomando
o quociente 7/ 0 obtemos o seguinte sistema na forma padrao do Teorema 10 para

aplicar a teoria do “averaging”

dr

gg = Po(r,0) +efi(r,0) +0(e), (7.8)
onde
rcos §(—15sin 6 + sin(360) + 16 cos(260) — 32)
FO(T7 8) - ) 4 . 2 )
4 (88111 0 4 cos* # — 4sin 6 cos 9)
16H(0) (d[)() + dosr8 sin® 0 + dogr? cos? 0 + dyyr* sin 0 cos? (9)
Fl(T’, 0) = - y

r? (8 sin? 6 + cos* 0 — 4 sin 6 cos? 0) 2
H() = (cos? +sinf)(cos®f + 2sin ).
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Assim para o sistema (7.8) temos

4sin@ )
. —4 sin 04-cos(20)+1
V/—8sinf — 8sin(360) — 28 cos(26) + cos(46) + 35’

23/% exp (—g arctan
k(0) = M(0)

e o integrando da integral (3.9) do sistema (7.8) é
A() + B0)rg + C(0)rg + D(O)rd

re ’
onde
o 2V 4 H (6) exp (1 arctan ——tsint )
~ (—8sinf — 8sin(30) — 28 cos(26) + cos(46) + 35)5/4
Bl — 237/4d20H(9) cos? f exp <g arctan 74sin3fc?32(29)+1)
) = — (—8sinf — 8sin(36) — 28 cos(26) + cos(40) + 35)7/4
o) = 243/4dy H(6) sin 6 cos? § exp (—g arctan _4singf;g(29)+l>

(—8sinf — 8sin(36) — 28 cos(26) + cos(46) + 35)9/4

249/4dy3 H () sin® 0 exp (—% arctan —— gf;g(%)H)

D0 .
(6) (—8sinf — 8sin(30) — 28 cos(26) + cos(460) + 35)11/4

Calculando numericamente a integral (3.9) para o sistema (7.8) obtemos

1
F(ro) = — ( —427527.30772.. dop — 590.65521.. d20r§
T

— 133.80248... do; 7t — 48202.93168.. dogrg) :

Tomando

B —36 g —49 . 14

T 427527.30772..0 T 590.65521..0 21 133.80248..
B -1

©48202.93168..°

dOO

d03

a fungao F torna-se
36 +49r3 + 1413 + 1§
p— 2 .
o

F(ro)

Podemos facilmente checar que F nao tem zeros simples positivos e pelo Teorema
10 o sistema perturbado (7.7) ndo tem ciclos limites para € # 0 suficientemente

pequeno. Assim a afirmagao (b) é provada para [ = 0.
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Atribuindo
o 36 o 41 o 4
0 497527.30772..0 2 590.65521..0 ' 133.80248..°
—1
d03

~ 18202.93168..°

a funcao F é dada por
—36 — 41r2 — 4rg + 18
5 .
7o

.F(To) =

Assim temos que a funcao F tem um unico zero simples positivo dado por 791 = 3
e pelo Teorema 10, fornece 1 ciclo limite do sistema perturbado (7.7) com & # 0

suficientemente pequeno. Assim mostramos a afirmagao (b) para [ = 1.

Tomando

o —36 S 2 o 12

0 497527.30772..0 T 590.65521..0 ' 133.80248..°
—1

©48202.93168..°

d03

a funcao F se transforma em
36 + 2312 — 1274 + 1§
5 .
7o

.F(’l“()) =

Podemos checar que F tem exatamente 2 zeros simples positivos dado por rg; = 2 e
r0,2 = 3 € pelo Teorema 10, que proporcionam 2 ciclos limites do sistema perturbado
(7.7) com € # 0 suficientemente pequeno. Portanto a afirmagao (b) é provada para

[=2.

Finalmente, tomando

B 36 L 49 o 14
T 42752730772, 20 590.65521..0  *' T 133.80248..°

—1
d03 = o090 0010 0
48202.93168..

dOO

a funcao F torna-se

—36 4+ 4972 — 14rd + 18
.F(To) = 0 ) 0 0 .
ro
Assim, facilmente checamos que F tem exatamente 3 zeros simples positivos dado
por o1 =1, 192 =2 e 193 = 3 e pelo Teorema 10, proporcionam 3 ciclos limites do
sistema perturbado (7.7) com € # 0 suficientemente pequeno. Portanto provamos a

afirmacao (b) do Teorema 19.



Capitulo 8

Ciclos limite que bifurcam do anel
periodico de centros polinomiais
Homogéneos—Ponderados de

grau—ponderado 3

8.1 Introducao e enunciados dos principais resul-

tados

A classificagao de todos centros de sistemas diferenciais polinomiais homogéneo—
ponderado no plano foi feita em [49] até grau—ponderado 4. Particularmente eles
fornecem duas familias de sistemas diferenciais polinomiais homogéneo—ponderado

que tem centros com grau—ponderado 3. A primeira familia pode ser escrita como

& = az®+ (b—3ap)r®y — ary® — ay’,
( )ty — axy® — ay 8.1)
y = ar®+ar’y + (b+ 3ap)ry® — ay?,
coma € {—1,1}, a,b,u € R e u > —1/3, depois de fazer uma mudanga de varidveis

afim e um redimensionamento do tempo. O expoente—ponderado dessa familia é

120
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(81, 82) = (1, 1)
A segunda familia é dada por

T = ar®+by = P(z,y),
Y (z,y) 8.2)

y = a’+di’y = Qz.y),

com bc # 0, (3a+d) =0 e 12(bc — ad) < 0. O expoente-ponderado dessa familia é
(s1,82) = (1,2).

Em [41] apresentamos um polinémio cujo os zeros simples reais positivos fornecem
exatamente o nimero de ciclos limites que bifurcam de orbitas periddicas do sis-
tema (8.1) quando é perturbado dentro da classe de todos os sistemas diferenciais
polinomiais de grau n. Em particular, o nimero maximo de ciclos limite obtidos ¢é
exatamente [(n — 1)/2], onde [z] denota a fungao parte inteira de x. Mais precisa-

mente, considere o sistema diferencial polinomial

T = azr®+by+ep(z,y), (8.3)

y = cx®+dx*y +eq(x,y),

onde

p(z.y) =Y plz,y), alz,y) qu ), (8.4)

p( chzz$ y? Qkxy deux ya

i=0
e € ¢ um pequeno parametro.

Em [35] os autores encontram uma cota superior do nimero maximo de ciclos limites
do sistema (8.3). Veja a afirmagao (c¢) do Teorema A de [35] comn =5, p =3 e
g = 1 a cota superior para o numero de ciclos limites de sistema (8.3) com ¢
suficientemente pequeno proveniente das érbitas periddicas de um centro (8.2) é 8.
Aqui demonstramos que o nimero maximo de ciclos limites que o sistema (8.3) pode

ter é exatamente 6 e é alcancado.

Na sequéncia apresentaremos nossos resultados onde a fungao M (0) e as fungoes

fi(0), para i =0,1,..., W(0) e k(#) sao dadas na Segao 8.2.
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Teorema 20. Suponha que d # 0. Seja || > 0 um parametro suficientemente

pequeno e considere 1o s sendo uma raiz simples do polinomio

7
™
k=1

1 21
F(ro) = 7 > g /O Aopy1(0)db, (8.5)

onde
oy W) fi(0)k(0)
A0 == o)

Assim, o sistema perturbado (8.3) tem um ciclo limite bifurcando da drbita periddica

r(0,705) = k(0)ros do anel periddico do centro (8.2) usando a teoria do “averaging”
de primeira ordem. Em particular, o polindmio (8.5) tem no mdzimo 6 zeros simples

reais positivos e eles sao alcancados.

Teorema 21. Suponha que d = 0. Seja |e| > 0 um parametro suficientemente

pequeno e considere 1o s sendo uma raiz simples do polinomio

5 2 2
* 1 — * *
f<m>:§(2r3” | s | A15<9>de), (8.
k=1

onde
W) ()R (0)
4O =g orrm

Assim, o sistema perturbado (8.3) tem um ciclo limite bifurcando da érbita periddica

r(0,70s) = k(0)ros do anel periddico do centro (8.2) usando a teoria do “averaging”
de primeira ordem. Em particular, o polindmio (8.6) tem no mdzimo 5 zeros simples

reais positivos e eles sao alcancgados.
O Teorema 20 esta provado na Segao 8.2 e o Teorema 21 estd provado na Secao 8.3.
Na Secao 8.4 apresentamos exemplos que ilustram os Teoremas 20 e 21.

Segue dos Teoremas 20 e 21 o nosso préximo resultado.

Corolario 22. Para || suficientemente pequeno o sistema perturbado (8.3) tem no
mdzximo 0 ciclos limites bifurcando das drbitas periddicas do centro (8.2) usando a

teoria do “averaging” de primeira ordem e eles sao alcangados.
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8.2 Prova do Teorema 20

Suponha que d # 0. Aplicando uma mudanca de varidvel afim

- o a?b - d
T = o, y:7y, tzﬁt

com « # 0 e sistema (8.2) pode ser escrito da seguinte forma

1
T = P(l’,y) = _§$3+y’

g o= Qz,y) = aa’+a’y,

onde a; = —(4+b%)/12 e b # 0. O sistema perturbado referente ao sistema anterior
¢é dado por
. 1
r = _§:U +Y, +€p($,y)
(8.7)

'g = &11’5 + ny + EQ(:Ev y)7
Escrevemos o sistema (8.7) nas coordenadas polares generalizadas x = rcosf, y =

r3sin @, e obtemos a equacao diferencial

% = Fo(r,0) + eFi(r,0) + O(c?), (8:8)

na forma padrao para aplicar a teoria do “averaging” de primeira ordem descrita

na Secao 3.3, onde

ha(0)
Fy(r,0) = T,
0( ) 7 (9)
2 2
Fi(r,0) = 144((30;; z;)?;sm f) (Q(r cos 0, 7% sin 0)p(r cos 0, r* sin §)
1

—P(rcos®,r®sinf)q(r cosd, r’ sin 6)) ,

hi(0) = cos6 ((b°+4)sinfcos*§ — 6sinf(sin(20) + 2) + 4 cos’ ) .

Note que a equagao diferencial (8.8) satisfaz as hipdteses do Teorema 10. Considere
r(6, 7o) a solugao periddica da equagao diferencial

dr . h1(9>
a9~ " 9.0

(8.9)

tal que 7(0,ry) = ro.
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Resolvendo a equacao diferencial anterior obtemos
r(0,70) = k(0)ro,

onde

95/6(4 1 p2)1/6
ko) = TS

com

A = (3(5b* —172) cos(20) + 6 (b° + 4) cos(46) + (b° + 4) cos(66) + 100>

—192sin(26) — 96 sin(46) + 616)"/°.

Resolvendo a equagao varacional (3.8) para a nossa equagcao diferencial (8.8) obtemos

que a matriz fundamental M () é igual k(6).

Usando os polinomios p e ¢ dado em (8.3) e o sistema (8.2) temos que o integrando

da integral (3.9) para a equacao diferencial (8.9) é
17

M=H0)Fy(0,7(0,1m0)) = Z %

_ N WOk
a0

(6, 7’0)2;4

1=0

17
= Z ré_4Ai(9)a
1=0

onde
fo(@) = 4d00 COS3 0 — 12d00 sin 0,
f1(0) = 4dygcos* @ — 12d,sind cos ),
f2(0) = cos” @ (—62000 — 4o + 4d20) +12(cgo — dag) sin 6 cos? 6,
fg(e) = COS6 0 (—b2010 - 4010 + 4d30) + 4sin 6 COS3 0(3610 + d01 - 3d30)

—12d; sin? 6,
f4(0) = cos’0 (—b2620 — 4ego + 4d40) + 4 sin 0 cos® 0(3cy0 + di1 — 3dy)

—12d;, sin? 6 cos 6,
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f5(0)

fe(0)

f=(0)

f5(0)

fo(0)

f10(0)

f11(0)

f12(0)

f13(0)

f14(0)
f15(0)

sin 6 cos® 0 (—b2001 — 4eoy + 12¢3¢ + 4dsy — 12d50) ,

+cos® 6 (—b2030 — 4z + 4d50) 4+ 12(co1 — day) sin? @ cos? 0
sin 0 cos® 0 (—b2c11 —4cyy + 12¢49 + 4d31) - (b2 + 4) 40 cos’ 0
+4sin?  cos® 0(3cyy + doa — 3dz;) — 12dgy sin® 6,

sin @ cos’ 0 (—62021 —4coy + 12¢50 + 4d41) - (b2 + 4) 50 cos'? 0
+4sin? § cos* 0(3cay + dia — 3dgy) — 12dy9sin® 0 cos 6,

sin® 0 cos® O (—b2002 — 4egy + 12¢31 + 4d22)

— (b2 + 4) c31 51 0 cos® 0 + 12(cop — day) sin® 6 cos? ),

sin? 6 cos® @ (—62012 —4cyo + 12¢41 + 4d32)

— (b2 + 4) c41 510 0 cos” O + 4sin® 0 cos® (31 + dos — 3dss)
—12dy3 sin 8,

— (b2 + 4) Coa8in? @ cos” O + 4(3cyy + dy3) sin® 0 cos* 6
—12d,3sin* 0 cos 0,

sin® 0 cos® 0 (—b2003 —4cos + 12¢35 + 4d23)

— (b2 + 4) c32 5107 0 cos® 0 + 12(co3 — dos) sin @ cos? 0,

— (b2 + 4) c13sin® 0 cos® O + 4(3cy3 + dog) sin 0 cos® 6
—12dy sin® 6,

— (62 + 4) Ca3sin® 0 cos” O + 4(3cgs + dyy) sin @ cos 0
—12dy4 sin® 6 cos 6,

12¢9,4 sin® 6 cos® 6 — (b2 + 4) cossint 0 cos® 6,

— (62 + 4) c145in* 0 cos® 0 + 4(3c14 + dos) sin® 0 cos® 0
—12dy5 sin® 8,

0,

12¢05 sin® 6 cos? 6 — (b2 + 4) Cos Sin® 6 cos® 0,

12 (3 sin? 6 + cos? 0) )
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Calculando a integral (3.9) obtemos

1 2

17 o2
1 X
F(TQ) - M*1(9)F1(9,r(9,7’0))d9 = % 27%4/(; Az(9>d9,
=0

T or 0
onde as fungoes A;(#) sdo definidas no enunciado do Teorema 20.

Se i é par entao e facil checar que f;(0) = —fi(0 + 7), para i = 0,...,17, e 6 €
[7,37/2] U [37/2,7]. Sabendo que ki(6) = k1(0 + ), k2(0) = ko0 + 7), M(0) =
MO+ ) e W) =W(0+mn), para § € [r,37/2] U [37/2, 7] podemos facilmente

checar

3m 3m

[Fawan - [ HOWORO,

Assim se ¢ é par concluimos que

Os coeficientes A; e A7 sao dados por

Ay = [768 2%/3dyg cos A(cos(26) — 2)(—12sin 6 + 3 cos @ + cos(360))]/L

A = [3x2% (62 + 4)2 cos sin® 0 cos® O(cos(26) — 2) M| /N
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onde,

L = (®+4)% (3 (56% — 172) cos(26) + 6 (b + 4) cos(46)

4/3
+ (b* +4) cos(660) + 10b* — 192sin(20) — 96 sin(46) + 616) :
M = (62 + 4) cos®f — 12sin#,

N = <3 (56° — 172) cos(26) + 6 (b* + 4) cos(46) + (b* + 4) cos(66)

4
+10b% — 192sin(260) — 96 sin(46) + 616) .

Calculamos as integrais dos coeficientes A; e Ay7 na varidvel 6, no intervalo [0, 27]

e obtemos que ambas sao iguais a zero

2
Afirmacgao: Parai=3,5,7,9,11,13 ou 15 temos / A;(0)do # 0.
0

Demonstracao. A prova desta Afirmagao segue pelo Exemplo 1.

[
Portanto a func¢do F definida em (3.9) pode ser escrita como
1 7 2
F(ro) = 7 ;rgk_?’ /0 Agy11(0)d6. (8.10)

Note que os coeficientes de Agy41(0) em (8.10) sdo linearmente independentes para
k=1,..,7. Assim pelo Teorema generalizado de Descartes, a fungao “averaging” F

tem no maximo 6 zeros simples positivos que proporcionam ciclos limites do sistema
(8.3).
8.3 Prova do Teorema 21

Suponha que d = 0. Tomando uma mudanca de variavel afim

=z, §=y\/—ble, t=tV—bc
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o sistema (8.2) pode ser escrito da seguinte maneira

r = —-Y,
gy = a°,
Escrevendo o sistema (8.3) nas coordenadas polares generalizadas = rcosf, y =

r3sin @, e obtemos a equacao diferencial

% = Fy(r,0) +eFy(r,0) + O(?), (8.11)

na forma padrao para aplicar a teoria do “averaging” de primeira ordem descrita

na Secao 3.3, onde

7 (sin 6 cos® § — sin 0 cos 0)

Fo(r,0) =
o(r 9) cosbf —3cos2+3
20) — 2
Fi(r,0) - cos(26) 3 (7’2 cos” 0 p (rcos B, r’ sin6)
4 (3sin® g + cost 0)

+sinf q(rcos@,fr?’sinﬁ)).

Defina g;(0) = cos® 6 — 3 cos? 0 + 3.

Note que a equacao diferencial (8.11) satisfaz as hipéteses do Teorema 10. Considere
r(6,r9) a solugao periddica da equagao diferencial 7 = Fy(r, 0) tal que (0, ry) = ro.
Para resolver essa equagao diferencial tomamos z = cos®# em g;(f), e obtemos um

polinémio de grau 3 em z que pode ser fatorado da seguinte forma

91(2) = (z = 21)(z = 22) (2 — 23),

onde os coeficientes de ¢gi(z) = (z — 21) e g3(2) = (2 — 22)(2 — 23) sdo reais e z; sao

raizes de g; para i =1, ...,3 dada por

2+ V2(3-vH)Y

= 2/3/3_\/5
e 2\3/5(13Fi\/§)+(1ii\/§)(6_2\/5)2/3

4v/3 — /5
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Assim a equagao diferencial (8.8) com ¢ = 0 pode ser reescrito da seguinte maneira

dr cosfsinf cosfsind cosfsind
do —23 + cos? 6 —2z1 + cos? 6 —29 + cos? 6
onde
C, — —1+22 o -1+ 22 |
(=21 + 23)(—22 + 23) (21 — 29)(21 — 23)
= —1+ 22

(—z1+ 29)(22 — 23)

A solugao da equacao diferencial (8.12) com condigao inicial 7(0,7¢) = r¢ é
r(0,19) = rok*(0),
onde

E*(0) = ro(1— 23)01/2(1 o 21)02/2(1 - 22)03/2 (00829 . 23)—01/2

X (cos2 0 — 21)_02/2 (cos2 0 — ZQ)_C3/2 )

Resolvendo a equagao varacional (3.8) para a nossa equagao diferencial (8.11) obte-
mos que a matriz fundamental M*(0) = k*(6). Note que M*(f) nao depende de ry.
Usando os polinomios p e ¢ dado em (8.3) e o sistema (8.2) temos que o integrando
da integral (3.9) para a equacao diferencial (8.12) é
17 (0
MY O)Fi(6,7(0,70)) = ; H (0, 79) "

_ S WO

1(0)?

=0 9

17
= D A0,
=0

)k (6)" "
M*(9)

onde

f3(0) = dposinb,

fi(0) = dypsinfcosé,

f3(0) = copcos® B + dygsinf cos® 0,

fi(0) = ci0cos® 0 + doy sin? 0 + dsg sin @ cos® 0,
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fX(0) = cyocos’ O+ dig sin® @ cosf + dygsin f cos* 6,
f2(0) = (co1+ dso)sin®cos® § + czg cos® O + dyy sin® 0 cos® 0,
fe0) = cirsinfcos® 4 cyocos’ O + dog sin® 0 + ds; sin® 6 cos® 0,
f2(0) = corsinfcos’ O 4 csocos'® O 4 dypsin® 0 cos O + dyy sin® 6 cos? 0,
f(0) = copsin®fcos® O + c3ysin 6 cos® O + dyy sin® § cos? 6,
fo(0) = cio sin? 0 cos® 6 + ¢4 sin 0 cos® @ + dys sin? 0 + dsy sin® 6 cos® 0,
fio(0) = capsin®Ocos” O+ dyzsin? @ cos,
fr(0) = cozsin® 0 cos® O 4 czpsin? 0 cos® O + dys sin® 6 cos? 6,
f5(0) = ci3sin®0cos® O + dyy sin® 6,
fi5(0) = cyzsin®fcos” O+ dyysin® O cosd,
fi(0) = cossin®@cos” 0,
fis(0) = ciysin® 0 cos® 4 dyssin® 0,
f 1*6(‘9) = 0,
fi2(0) = cossin®dcos’ b,
W*(@) = 3sin®6 + cos? 6.

Calculando as integrais (3.9) obtemos

1

27 1 17 ] 2
* _ = x—1 _ i—4 *
F() = 5- /0 W ORE O =53 /0 A:(60)d0,

onde as fungoes A;(#) sdo definidas no enunciado do Teorema 21.

Analogamente como na prova do Teorema 20 podemos mostrar que se ¢ é par entao

2w
/ AX(0)do = 0.
0
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Os coeficientes A}, Aj; e Aj; sao dados por

2% (7- 3\/3)4/9 sin(20)(cos(20) — 2)
(3—V5) i (—33 cos(260) + 6 cos(40) + cos(60) + 58)4/3’
23 (2+V5) Y 403 g cos 0(cos(260) — 2) (cas cos® 6 + dy4 sin® 6)

Al = —dyo

A = - 3 ogb 2 4/3 (g o002 69)>
(14 V5)"" (cosb 0 — 3cos26 + 3)"° (3sin’ 0 + cos 0)
. 32sin” 6 cos® O(cos(26) — 2)
A17 = —Cp5 N )
onde

N = \47+21V5 <2€/§cos49+4\3/3 (2+22/3M+ 22/3@)
xcos 0+ (2(3+ \/S))z/3 +(6- 2\/5)2/3 + 4€/§> (—2 (3- \/5)2/3
x cos' f + <2m— 2% (V5 - 3)) cos? 0+ /3075 — 50
+2(3- \/3)2/3 36— 2v5 2 22/3)2 (3sin?0 + cos6)”.

As integrais dos coeficientes A}, Aj; e A}, na varidvel 6, no intervalo [0, 27| séo

iguais a zero porque sao fungoes impares.

27
Afirmacgao: Para 1= 3,5,7,9,11 ou 15 temos / Az (6)do # 0.
0

Demonstracao. A prova desta Afirmagao segue pelo Exemplo 2.

Portanto a func¢do F definida em (3.9) pode ser escrita como

1 5 B 27 i} 21 ,
F(ro) = > (ng’f 3 /0 Abp1(0)d0 +rf /O A15(9)d0). (8.13)
k=1

Observe que os coeficientes de A3, ,(6) em (8.13) sdo linearmente independentes
para k = 1,2,3,4,5,7. Assim pelo Teorema generalizado de Descartes, a fungao
“averaging” F tem no maximo 5 zeros simples positivos que proporcionam ciclos

limites do sistema (8.3).
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8.4 Exemplos

Exemplo 1. Considere o sistema diferencial polinomial ctibico com um centro na

origem
x':—lx3—|—y y=—3x5+x2y,
3 ’ 12
com a perturbacao
1 5
I:x:—§$3+y, y:—ﬁx5+x2y+5Q(fﬁ,y), (814)

onde
q(z,y) = dopy + dnz’y + diazy® + dosy® + doaz®y® + dygzy® + dosy®.

Escrevendo o sistema (8.14) nas coordenadas = rcosf e y = r3sin6 e tomando
o quociente 7/ 0 obtemos o seguinte sistema na forma padrao do Teorema 10 para

aplicar a teoria do “averaging”

d
d_g — Fo(r,0) + e Fy(r, 0) + O(e?), (8.15)
onde
Fo(r. ) 7 cos 0 (—6 sin O(sin(20) + 2) + 4 cos® 6 + 5sin 6 cos? §)
T =
O\ 36sin? 0 + 5cost @ — 24 sin 6 cos3 0 ’
A 3 gi
Fi(r6) — —4SH(0) (0) q (rcosf,r?sinf) N
rd (36 sin? @ + 5 cos® 6 — 24 sin 6 cos? 9)
e

A(#) = cos®d — 3sind,
H(9) = cos(20) —2.

onde

B = —1925sin(26) — 96 sin(460) — 501 cos(260) + 30 cos(46) + 5 cos(660) + 626
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e o integrando da integral (3.9) do sistema (8.15) é

7

Z 7"8’“‘3A2k+1 (0),

1

onde
3072 {’/ésin 0H(0)(—12sin 6 + 3 cosf + cos(36))
A3(9) = _d()l T(9>5/3 )
48sin 6 cos® 0H (0) (cos® § — 3sin 6
As(0) = —dn—— B)( ) )27
(36:sin” 0 + 5 cost § — 24sin 6 cos? §)
A0 = —d 98304 22/3+/5 sin* § cos 0 H (0) (cos® § — 3sin 6)
7( ) — w12 T(9)7/3 )
393216+/2 5% sin® H (6) (cos®  — 3 sin 0)
Ag(e) = _d03 T(Q)S/g )
7864320 sin® 0 cos? 0 H (6) (cos® 6 — 3sin )
Apn(0) = —d
1 15728640 22/3+/5 sin" 0 cos O H (0) (cos® 6 — 3sin 6)
1 62914560+/25%/3 sin® 0 H () (cos® § — 3 sin 0)
15(9) = _d05 T(9)11/3 )
e

T(0) = —192sin(26) — 96 sin(40) — 501 cos(26) + 30 cos(46) + 5 cos(66) + 626.

Calculando numericamente a integral (3.9) para o sistema (8.15) obtemos

1
F(ro) = - ( — 4.2608.. do; — 2.0944.. dy 75 — 1.2770.. dyory — 1.2427.. dozrs

— 1.0908.. dagrs — 0.7348.. d147° — 0.5419.. d05r(1)2> :

Considere
720 1764 1624
00 42608 ' 200447 T 1.2770.°
735 T 21
037 12427 "® T 1.0908.. M 0.7348.°
doy = ———

0.5419..
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A funcao F agora é dada por

rg? = 21rd0 + 1758 — 73515 + 162414 — 1764r2 + 720 _ 1

Flro) = = § (Gt

To To -

Assim temos que F tem 6 zeros simples positivos dado por ry; = Vi, parai=1..6
pelo Teorema 10, fornecem 6 ciclos limtes do sistema perturbado (8.14) com & # 0

suficientemente pequeno.

Exemplo 2. Considere o sistema diferencial polinomial ctibico com um centro na
origem
r=-Y, Y=,

com a perturbacao
& =i=—y+eplr,y), §=21"+eq(z,y), (8.16)
onde

p(z,y) = c307” + c501” + 014553/4;

q(z,y) = dory + dosy® + d23$293-

Escrevendo o sistema (8.16) nas coordenadas = rcosf e y = r?sinf e tomando

o quociente 7/6 obtemos o seguinte sistema na forma padrao do Teorema 10 para
: : 13 : Y2l

aplicar a teoria do “averaging

= Flr.6) + Ri(r,6) + O(), (8.17)
com Fy(r,0) dado na prova do Teorema 21 e
cos(20) — 2

_7" (3 sin? @ + cosb 6

Fi(r,0) = )2 [rﬁ sin’ 0 (c147° cos® 0 + doz + dogr® cos® 0)
+r%cos® 0 (030 + ¢501° cos? 9) + dp; sin® 9} )

As fungoes k*(0) e M*(0) para o sistema (8.17) sdo dadas também na prova do

Teorema 21 e o integrando da integral (3.9) do sistema (8.17) é

5
> AL (0) + gt Ats(6),
k=1
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onde

A6 = —dy 256 (6 — 2v/5)*’° sin? f(cos(20) — 2) |
V' 7 — 3v/5(—33 cos(26) + 6 cos(46) + cos(66) + 58)5/3

A0) = —ex cos® 0(cos(26) — 22)’
(3sin*6 + cost 6)

A0(0) = —cs cos!® f(cos(20) — 2) N
Vcos® @ — 3cos? 6 + 3 (3 sin? 0 + cos® 0)

AXO) = —dog 2% sin® 6(cos(26) — 2)
(—33 cos(26) + 6 cos(46) + cos(66) + 58)8/3”

A5 (0) = —dy 2% (V5 — 1)4/3 sin @ cos? 0(cos(20) — 2) |
(3—5) 2 (—33 cos(26) + 6 cos(40) + cos(660) + 58)3

AL(0) = —cu 2% sin® () cos® §(cos(26) — 2)
(—33cos(26) + 6 cos(40) + cos(60) + 58)11/3”

Calculando numericamente a integral (3.9) para o sistema (8.17) obtemos

1
Flrg) = — (2.1033.. doy + 1.8138.. czorg + 1.6169.. c507g + 0.6310.. dozrg

To

+ 0.1512.. d237"§ + 0.0394.. 0147”(1)2> .

Considere
1800 3990 3101
0T o033 0T 18138 T 16169
1050 140 1
%= 063100 T 00394 M7 0.0394.

As fungoes F agora é dada por

7"62 — 1407’3 + 10507’8 — 31017‘61 + 39907’8 — 1800 _ 7’8 + 15 ﬁ
To To

F(ro) =

i=1
Assim temos que F tem 5 zeros simples positivos dado por ry; = Vi, fori = 1.5

pelo Teorema 10, fornece 5 ciclos limites do sistema perturbado (8.16) com ¢ # 0

suficientemente pequeno.



Perspectivas Futuras

Dentre as perspectivas futuras de continuidade deste trabalho destacamos

(a) Em [49] os autores classificaram todos os centros dos sistemas diferenciais po-
linomiais homogéneos—ponderados até grau-ponderado 4. Em particular,
provaram que a unica familia de sistemas diferenciais polinomiais homogéneos—

ponderados com um centro com grau—ponderado 4 é

i o= agprt+any = Plx,y), (8.18)
§ = bor’ +bua’y = Qz,y),
com
ao1bzo # 0
e

(4ago + b31)? + 16(bygagr — bsragg < 0.
O expoente—ponderado desta familia (s, s2) = (1,4).
A questdao em aberto que estd dentro das perspectivas de futuros estudos é
mostrar um polinomio explicito cujos os zeros simples reais positivos fornecem
exatamente o numero de ciclos limites que bifurcam na pertubacdo de primeira

ordem, a partir das orbitas periodicas de qualquer centro de um sistema dife-

rencial polinomial homogéneo—ponderado (8.18).

(b) Considere o sistema diferencial

T = Y,
y = 27 (819)
i = y+elz| —eax®,

136
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onde n € IN, estamos estudando os ntmeros de ciclos limite que aparecem

variando o valor de n.
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Os resultados do Capitulo 2 estao submetidos para publicagao, ver [55].
Os resultados do Capitulo 4 estao publicados na revista Qualitative Theory
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Os resultados do Capitulo 5 estao publicados na revista Applied Mathe-
matics and Computation, para mais detalhes ver [40].

O resultado do Capitulo 6 estda publicado na revista Electronic Journal of
Differential Equations, para mais detalhes ver [41].

O resultado do Capitulo 7 esta publicado na revista Applied Mathematics
and Computation, para mais detalhes ver [42].

Os resultados do Capitulo 8 estdo submetidos para publicagao, ver [43].
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Apéndice A
Formulas das funcoes yg e y7

Agora vamos apresentar explicitamente as fungoes yg e y; estabelecidas no
Teorema 9 que ulitizamos para obter um exemplo com 3 ciclos limites para

a classe P5 na Secao 5.6. As funcgoes yg e y7 sao dadas respectivamente por

t
ys(t,z) = / (720F6(s z) + 72088i(3 2)y1(s, z) + 36088}2 (s, 2)y1(s, 2)?
0

2

0F, 0°F3

+360—— o (s, 2)ya(s, 2) + 360—=— 97 2 (s, 2)y1(s, 2) ® ya(s, 2)
D3 F3 OF;

+120——- 53 (s, 2)yi(s, 2) + 120%(3, 2)ys(s, 2)

2

0°F,
+120——- Or2 (37 z)yl(su 2) © yg(S, Z)

82F 83F
+90 r 22(872)%(8,2) + 180 o 32(872,)%(872)2 © ya(s, 2)

O*F, OF,

Ot (S,Z>y1(S,Z>4+308—x<872>y4(872>
82F OPF

+30 97 1(5 2)y1(s, 2) © ya(s, 2) + 60— e (S,Z>y1(8,2)2 ® ys(s, 2)
O*Fy
+60 5

5

462 0, (s, 2 + 602 5L s a5, 2) © 3o,

OF;
#0525, 2)n(s,2) ) .

+30

(5,215 20° © (s, 2) + 0T L s (s, 22 O a5 2)

139
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t
yr(t,z) = /(5040F7(3,z)+5D4O?(s,z)y1(s,z)
0 x

£2520 0 T2 s 2,297 + 252000 s, (s, 2

0x?

+2520%2F (5, 2)y1(5,2) © (s, 2) +840@a}; (5, =)y (s, 2)*
4810208 s 2y, + 8002 B s s (5.9) © (s,

+63088F (5, 2)ua(s, 2)? +1260%}; (5, )1 (5, 2)2 © (s, 2)
+21o‘9;F (5, =)y (s, 2)" —|—21088i(s,z)y4(s,z)
21025 (5,9 © (s, )
44202 5 2y (5,9 © (s, )
4202 e 25,9 © (s, )
46302 o, 2,9 © (o, 2) + 420 2o, (5, °
%—4208a (s, 2)y2(s,2) ® ys(s, 2) +42%(s 2)ys(s, 2)
46302 L . 25,9 © (o, 2) + Tk (5, 2o, 2)
+105%5F (5, 2)y1(s,2)* © ya(s, 2)
+140a(3 L(s,2)y1(s, 2)° © ys(s, 2)

.

0* I
+630 a (8,2)y1(8,2)2 ®y2(872)2
3

O°F,
+105 a 1(8,Z)y1(8,2)2 ®y4(372)
0*Fy
52 (s 2)y1(s, 2) © ys(s, 2)
P F
+420w(87 2)y1(s, 2) © ya(s, 2) © ys(s, 2)
OPF 0*F
+1058731(s,z)y2(3,z) + 105 52 1(s,z)y2(s,z)®y4(s,z)
0*Fy
+70 52 (s, 2)ys(s, 2)? +7—( 2)ys(s, 2) | ds.

+42




Apéndice B

Algoritmo no Mathematica

Exemplo com 3 ciclos limites para classe P;

1]
)
1]

Xp x1 (b*2 +d*2+2 (b+cd) x1 + (¢c*2+1) x1%2-y1+2) /. d->0

1
10
1

vP yl (-b*2 -d~2-2dyl + (c*2+1)x142-y142) /. d>0

FullSimplify[Solve[{P, Q} == 0, {x1, y1}]]

ib ib
}, {yl%O, x1 > -

{{xleo, yl - 0}, {yl»O, x1 -

b

{yl>-ib, x1 >0}, {yl>1b, x1 >0}, {yl>-bc, x1 > -b}, {yl>Dbc, xle—b}}

_i+c i+c

Xp = FullSimplify[xp /. {x1 > X-b, yl > Y-bc}]
(b-%) (-X (X+c® (-2b+ X)) -2bc¥+Y?)
Yp = FullSimplify[yp /. {x1 > X-b, yl > Y-bc}]
(-bc+Y) ((1+c®) X (-2b+X) +2bcY-Y?)

Xp=Xp+ (a0+alX+a3X*+a6X’+a2Y+adXY+a7X*Y+a5Y° +a8X¥?+a9Y’) e+
(b0 +b1X+b3X* +b6X> +b2Y +b4 XY +b7 X* Y + b5 Y? + b8 X Y? + b9 Y?)
(c0+clX+c3X*+c6X°+c2Y+caXY+cTX?Y+c5Y? +c8XY?+c9Y’)
(d0+d1xX+d3%*+d6X>+d2Y+d4XY+d7X* Y +d5Y? + d8 X ¥? + d9 Y°)
(e0+elX+e3X*+e6X°+e2Y+edXY+eTX*Y+e5Y’ +e8XY? +e9Y’)
(10+11X+i3%X*+16X° +i2Y+14XY+i7X?¥Y+i5Y% +i8X¥? +19Y’)
(30+31X+33X*+36X°+32Y+3J4XY+3FTX* Y+ J5Y% + 38X Y% + j9 Y°)
(kO +k1X+k3X* +k6X> +k2Y+k4XY+k7X* Y +k5Y? + k8 X ¥? + k9 Y°)
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Yp=Yp+ (a0+Xal+Ya2+X a3 +XYad+Y a5 +X a6 +X° Yal +XY? a8+ Y a9) e +
(BO+XBL+YB2+X* B3 +XY R4 +Y? 5 +X>B6+X° Y BT +XY? B8 +Y>B9) e+
(70+X71+Y72+X273+XY74+Y275+X376+X2Y77+XY278+Y379 e+
(60 +X 61 +Y62+X*63+XYS64+Y65+X>66+X° Y67 +XY* 68+Y° 89

(60 +XPL + Y2 +X* ¢3 + XY 4 + Y* ¢5 + X> ¢6 + X° Y ¢7 + X Y ¢8 + Y° ¢9

(

(

(

)
)e +
)
LO+X L1 +Y2+X2 13 +XY14+Y2(5+X°16+X2Y7+XY?18+Y3.L 9)e +
)
)

G +

O +X Pl +Y P2 + X2 3 +XY 04 +Y2 05+ X 06 + X2 Y 07 + X Y2 98 + Y° 9
KO+XK1l+YK2+X3k3+XYKk4+Y? k5 +X° k6 +X2Y K7 +XY?x8+Y¥3x9

E +

e ;

w={X-> €ex, Yo ey},

xp = FullSimplify[Xp /€ /. W]

aO+2b2c(cx—y)+b(7(1+3c2)x2+Zny+y2>e+
€<b0+a1x+a2y+(cO+x(b1+x<a3+x+c2x)))e+y b2+adx+aby-xy) €+

(d0+x (cl+x (b3+abx b4 + a7 x b5 + a8 x 3) e?
dl +x (c3+b6x cd4 +b7 x c5+b8x

c2 + x y2+a9y +

d2 +x

+

+ + y2+b9y3 e+

il+x + (12 +x (e4d +d7 x + (e5+d8 x yz+d9y3 e’ +

( ( )

( ( )

i0+x (el +x (d3+cb6x)

( (e3 +d6 x)

(J1+x (13 +e6 x) J2+x (i4+e7x + (i5+e8x) y2+e9y’) e+
(

(
( ( )) v+ ( ) )
( ( )) v+ ( ) )
+ (e2+x (dd+c7x)) y+ (d5+c8x) y2+c9y3>64+
( ( )) v+ ( ) )
( ( )) v+ ( ) )
x (k1 +x (§J3+16x)) + T

)
)
)
)
) +
k2 (j4+i7x))y+(j5+18x)y2+i9y3>6
7

(
(
(]O+x
(
(
(

x? (k3 + 36 %) +x (kd+ 37 x) y+ (K5+ 38 x) y2+j9y3) e+ (k6x3+y(k7x2+k8xy+k9y2))€9)

yp = FullSimplify[Y¥p /e /. w]

2b2c(x+c2x—cy>+a0—b((c+c3)x2+2 (1+cz>xy—3cy2)e+

€ (va2+B0+x’€® (a6+e (B6+e (y6+€ (66+€ (p6+€ (L6+€ (€Xx6+06))))))) +
x*e (a3+€e (B3+e (y3+€ (63+€ (p3+€ (L3+€ (€x3+03)))))) +
y(1+c?+e(a7+e (BT+e (yT+e (6T+€ (¢7+€ (LT+¢€ (6K7+(p7))))))))>+
x(al+e (Bl+e (yl+e (6l+e (pl+e (Ll+e (exl+ol))))) +
v(ad+e (B4d+€ (yd+€ (64 +€ (pd+€ (Ld+e (exd+04d))))))) +
vie (a8+€ (B8+€ (y8+€ (68 +€ (p8+€ (L8 +€ (6}<8+<p8))))))))>+
€ (YO+€(50+€ (0 +€ (LO+€ (exO+¢p0)))) +
v (B2+€ (Y2+€ (62+€ (p2+€ (L2+€ (€X2+@2)))))) +
y2 (a5 +€ (BS5+€ (y5+€ (65+€ (p5+€ (L5+€ (eK5+95))))))) +

y> (-l+e (a9+€ (BI+e (yI+€ (69+€ (¢9+€ (L9+€ (€x9I+¢9))))))))))
a0 =0; a0 =0;
FullSimplify[{yp, xp} /. € » 0]
{2p’c (x+c?x-cy), 2P’ c (cx-y)}
M= {{D[xp, x], D[xp, y1}, {Dlyp, x], Dlyp, y1}} /. {x>0, y~> 0, € >0}
{{2p°c?, -2p°c}, {2b°c (1+c%), -2b% c?}}
Eigenvalues [M]
{-21ib*c, 21ib*c}
J={{o0, 2 v?*c}, {-2 b?c, 0}}
{{0, 2b2c}, {—sz c, 0}}
Eigenvalues [J]
{-2ib’c, 2iDb°c}

A= {{yl, y2}, {y¥3, v4}};

eq=A.M-J.A;

aa = Part[Solve[eq == 0, Variables[A]], 1];
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A=A/. aa;
Factor[Det [A]]

—y?>2—2cy?>y4—y42—c2 y42

Factor[Det[A]]

-1

A = FullSimplify[A]

{{-c, 1}, {1, 0}}

FullSimplify[Inverse[A].{u, v}]

{v, u+cv}

bb={x->v, y-> u+cv};

{up, vp} = Collect[A.{xp, yp} /. bb, €, FullSimplify];

FullSimplify[ ({up, vPp} /. € » 0) - J.{u, v}]

{0, 0}

up

2b2cv+(—bOc+2bcu2—a1cv—2buv—2bcv2—a2c(u+cv)+val+uo<2+cv0(2+/30>e+
(—u3—a5c3v2—c2v(b2+2a5u+v(a4—a5))+u2a5+v(va3+/31)—
c(co+b2u+asu’+v (bl+a3v-vad+u(ad+2u-20a5) -B2)) +u (v (v+ad) +B2) +y0) € +
(-c (do+ (b5+a8v) (u+cv)?+a9 (u+cv)’+v (cl+v (b3+a6v)) + (u+cv) (c2+v (bd+a7v))) +
viae+v? (u+cv)al+v (u+cv)ia8+ (u+cv)ad+ v B3+
v (u+cv) B4+(u+cv)2/35+v)/1+(u+cv) y2+50>€3+
elf (—c(k9 (u+cv)3+v(k8 (u+cv)2+v(k7u+k6v+ck7v)))+V3K6+
v (u+cv) K7+v(u+cv)2)<8+ (u+cv)3}<9) + et
(-c (e0+ (c5+b8v) (u+cv)?+b9 (u+cv)’+v (dl+v (c3+b6V)) + (u+cv) (d2+v (c4d+bTv))) +
v3 B6 + v (u+cv) B7+v(u+cv)2/38+ (u+cv)3[39+vzy3+
v (u+cv) y4+(u+cv)2‘(5+v51+(u+cv) 52+<Z)O>+€5
(—c(i0+c9 (u+cv)>+ (Uu+cv)2 (d5+c8v) +v (el +v (d3+c6V)) + (u+cv) (e2+v<d4+c7v))) +
v3)(6+v2 (u+cv) y7+v(u+cv)2\,{8+(u+cv)3y9+v263+
V(u+cv) 4+ (U+cv)? 85+ L0+ VPl + (u+cCv) d)2>+66
<fc(j0+d9 (u+cv)3+(u+CV)2 (e5+d8v) +v (il+v (e3+d6vVv)) + (u+cv) ('12+v(e4+d7v))) +
v3 56 + v (u+cv) 67+v(u+cv)268+ (u+cv)369+vl_l+
(u+cv) (2+00+v2 P3+v (Uu+cCv) ¢4 + (u+cv)2d)5) +
e® (-c (19 (u+cv)?+ (u+cv)? (35+i8v) +v (k1+v (§3+16v)) + (u+cv) (k2+v (J4+i7v))) +
v3 L6 +v? (u+cv) L7+V(U+CV)2L8+ (u+cv)3L9+v}<l+
(u+cv) K2+v2(03+v(u+cv) 04 + (u+cv)2<05> +e’
(—c(k0+e9 (u+cv)3+ (u+cv)2 (i5+e8v) +v (Jl+v (i3 +ebvVv)) + (u+cv) (j2+v(i4+e7v))) +
v? t3+v (u+cv) L4+(U+CV)2L5+KO+V(01+(U+CV) 2 +
v3 96 +v2 (u+cv) ¢7+v(u+cv)2¢8+(u+cv)3¢9)+
2

e’ (—c <j9 (u+cv)3+v (k3+j6v)+v (u+cv) (k4 +37v) + (u+cv)2 (k5+j8v)) +v2 K3+

v (u+cv) K4+ (u+cv)2}<5+v3<p6+v2 (u+cv) 7T+ v (u+cv)2(p8+ (u+cv)3(p9>
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vp

-2b%cu~+ (bO+u (a2 +bu) + (al +c (a2+4bu))v—bv2) €+

(CO+ (u+cv) (b2+adv+ (a5-v) (u+cv)) +v(b1+v (a3+v+c2v))> e?+

i9 U+CV +

do+ (b5+a8v) (u+cv)’+ad (u+cv)®+v (cl+v (b3+a6v)) + (u+cv) (c2+v (bd+aTv))) e+

el + (c5+b8v) (u+cv)2+b9 (u+cv) +v (dl+v (c3+b6vVv)) + (u+cvV) (d2+v(c4+b7v))) +

i0 +c9 u+cv)3+(u+cv)2(d5+c8v)+v(e1+v(d3+c6v))+(u+cv) (e2+v(d4+c7v)))€5+

3O +d9 ( u+cv)3+(u+cv)2(e5+d8v)+v(11+v(e3+d6v))+(u+cv) (i2+v(e4+d7v))) +
)3+(u+cv)2(i5+e8v)+v(jl+v(i3+e6v))+(u+cv) (j2+v(i4+e7v)))€7+
( (u +

u+cv)® (35+18v) +v (k1 +v (33+16v)) + (u+cv) (k2+v (J4+i7v))) €’

(

(

(

(

(k0+e9 u+cv
(3

( (u+cv) vl (k3+J6v) +v (u+cv) (k4+j7v)+(u+cv) (k5+j8v)>69+
(k9

cv 3+v<k8 (u+cv)2+v (k7u+k6v+ck7v))) elo

aa = {u-»>rCos[B®], v->rSin[6]};

rp = Collect[(uup+vvp) /r /. aa, €, Expand] /. (Cos[9]2+Sin[9]2) - 1;

6p = Collect[(uvp-vup) /r”*2 /. aa, €, Factor] /. (Cos[e]2+sin[9]2) > 1;
Expand[ép];

ép/.€e~» 0

-2b’c

b0=d0=e0=c0=%0=60=¢0 =B0=100=31i0 = jO =k0 =x0 =¢0 =0;

ép;

Calculo da expressao rp/fp
eql = Collect [Normal[Series[rp /6P, {€, 0, 7}1], €];
FullSimplify[eql /. € » 0]
0

Fl = Simplify[Coefficient[eql, €, 1]]

1

- r <a1+012+4bchos[9] +(-al-2a2c+a2) Cos[26] -2brSin[6] +
4p%c
a2 sin[26] —alcSin[286] —a2c? Sin[26] +al Sin[26] +c a2 Sin[26})

Save["/Users/brunodomicianolopes/Desktop/P5_d=0_ ordem 7/F1", {F1}];
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fl = Integrate[F1l, {6, 0, 2 7}]

mr (al +a2)

2p?c
a2 = -al;
f1
0
yl = Simplify[Integrate[TrigReduce[Fl] /. 6> s, {s, 0, 6}]]

r(-2br+4bcrsin[e] + (a2-2alc-a2c?+al) Sin[6]*-2Cos[6] (-br+ (al+a2c) Sin[6]))

4b%c
F2 = TrigReduce[Coefficient[eql, €, 2]];
Save["/Users/brunodomicianolopes/Desktop/P5_d=0_ ordem 7/F2", {F2}];
f2 = Integrate[TrigReduce[D[F1, r] yl +F2], {6, 0, 27}];
Collect[f2, r, Factor]

nr (bl +[32)
2p?c

bl = - BZ;

Simplify[£2]

0

t = TrigReduce[2D[F1l, r] yl + 2 F2]

(a4
n

Collect[t, {Sin[86], Sin[76], Sin[66], Sin[56], Sin[4 6], Sin[3 6], Sin[26], Sin[6O],
Cos[86], Cos[76], Cos[66], Cos[56], Cos[46], Cos[3 6], Cos[26], Cos[O]}];

y2 = Integrate[t /. 6> s, {s, 0, 6}];
Save["/Users/brunodomicianolopes/Desktop/P5_d=0_ ordem 7/y2", {y2}];
F3 = Coefficient[eql, €, 3];

Save["/Users/brunodomicianolopes/Desktop/P5_d=0_ ordem 7/F3", {F3}];

int£301 = TrigReduce[F3];
int£302 = TrigReduce[D[F2, r] yl1];
int£303 = TrigReduce[(1/2) D[D[F1, r], r] y1~2];

int£304 = TrigReduce[ (1/ 2) D[F1, r] y2];

£301 = Integrate[int£301, {6, 0, 27x}];
£302 = Integrate[int£302, {6, 0, 27x}];
£303 = Integrate[int£303, {6, 0, 2x}];
£304 = Integrate[int£304, {6, 0, 27w} ];

ff3 = Collect[£301 + £302 + £303 + £304, r, Factor]

1
———nr’(2al-2a3bc’-2a5bc’-3a6b’c’-a8b’c’ -
8 bt c?
2a2c*-2a4bc®-2a7pb?c®-2a5bc*-a8b’c*-2cal-2bcad-2bc? a4 -
tr (cl+vy2)
2bca5-2bc’a5-b’c?a7-2b’c’ag-3b*c®a9-3b°c*a9) - ————
2b?%c
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Save["/Users/brunodomicianolopes/Desktop/P5_d=0_ ordem 7/££3", {£f£3}];

Solve[
(2a1-2a3bc?*-2a5bc?-3a6b’c?-a8b?c?-2a2c>-2a4bc’-2a7b?c®-2a5bc -a8b’c?-2¢
al-2bca3-2bc?ad-2bca5-2bc’a5-b? c2a7—2b2c3a8—3b2c2a9-3b2c4a9) =0, a4]

1
{{a4—> . (2a1-2a3bc2—2a5bc2—3a6b2c2—a8b2c2-232c3-Za7b2c3—2a5bc4-a8b2c4—
2bc

2ca1-2bca3-2bc2a4-2bca5-2bc3a5-b2c2a7-2b2c3a8-3b2c2a9-3b2c4aﬂ}}

1
“@49 2al-2a3bc?-2a5bc?-3a6b?c?-a8b?c?-2a2c’-2a7b?c®-2a5bct-a8b?ct -
2bc?

2ca1—2bca3—2bc2a4—2bca5—2bc3a5—b2c2a7—2b2c3a8—3b2c2a9—3b2c4aﬂ}}

1
a4 = (2a1-2a3bc*-2a5bc?-3a6b’c?-a8b’c?-2a2c>-2a7b’c’-2a5bc’ -a8b?c? -
2bc3
2ca1—2bca3-2bc2a4—2bca5—2bc3a5-b2c2a7—2b2c3a8—3b2c2a9—3b2c4a9);
cl = -y2;
FullSimplify[££3]
0

tt = int£f301 /. 65 s;

Al = Integrate[ tt, {s, 0, 6}];

Al = TrigReduce[Al];
Save["/Users/brunodomicianolopes/Desktop/P5_d=0_ ordem 7/Al", {Al}];
A2 = Integrate[int£f302 /. 6> s, {s, 0, 6}]

A2 = TrigReduce[A2];
Save["/Users/brunodomicianolopes/Desktop/P5_d=0_ ordem 7/A2", {A2}];
A3 = Integrate[intf303 /. 6> s, {s, 0, 6}];

A3 = TrigReduce[A3];
Save["/Users/brunodomicianolopes/Desktop/P5_d=0_ ordem 7/A3", {A3}];
A4 = Integrate[intf304 /. 6> s, {s, 0, 6}]

A4 = TrigReduce[A4];
Save["/Users/brunodomicianolopes/Desktop/P5_d=0_ ordem 7/A4", {A4}];
y3 = 6 (Al + A2 + A3 + A4)
Save["/Users/brunodomicianolopes/Desktop/P5_d=0_ ordem 7/y3", {y3}1];
F4 = Coefficient[eql, €, 4];

Save["/Users/brunodomicianolopes/Desktop/P5_d=0_ ordem 7/F4", {F4}];
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intf401 = TrigReduce[F4];
intf402 = TrigReduce[D[F3, r] y1];
int£f403 = TrigReduce[(1/2) D[D[F2, r], r] y1*2];

intf404

TrigReduce[ (1 /2) D[F2, r] y2];

intf405 = TrigReduce[(1/ 2) D[D[F1, r], r] yly2];

intf406 = TrigReduce[(1/ 6) D[D[D[F1, r], r], r] y1+3];

int£f407 = TrigReduce[ (1 / 6) D[F1, r] y3]

£f401 = Integrate[int£f401, {6, 0, 2 7}]

Save["/Users/brunodomicianolopes/Desktop/P5_d=0_
£402 = Integrate[int£402, {6, 0, 2 7}]
Save["/Users/brunodomicianolopes/Desktop/P5_d=0_
£f403 = Integrate[int£f403, {6, 0, 2 7}]
Save|[" /Users/brunodomicianolopes/Desktop/P5_d=0_
£f404 = Integrate[int£f404, {6, 0, 2 7}]
Save["/Users/brunodomicianolopes/Desktop/P5_d=0_
£405 = Integrate[int£405, {6, 0, 2 7}]
Save["/Users/brunodomicianolopes/Desktop/P5_d=0_
£406 = Integrate[int£406, {6, 0, 2 7}]
Save["/Users/brunodomicianolopes/Desktop/P5_d=0_
£407 = Integrate[int£407, {6, 0, 2 7}]

Save["/Users/brunodomicianolopes/Desktop/P5_d=0_

f4 = £401 + £402 + £403 + £404 + £405 + £406 + £407;

ff4 = Collect[f4, r]
Save["/Users/brunodomicianolopes/Desktop/P5_d=0_

FullSimplify[Coefficient[ff4, r, 0]]

FullSimplify[Coefficient[ff4, r, 1]]

FullSimplify[Coefficient[f£f4, r, 2]]

FullSimplify[Coefficient[f£f4, r, 3]]

FullSimplify[Coefficient[ff4, r, 4]]

FullSimplify[Coefficient[ff4, r, 5]]

ordem

ordem

ordem

ordem

ordem

ordem

ordem

ordem

7/£401", {£401}];

7/£402", {£402}];

7/£403", {£403}];

7/£404", {£404}];

7/£405", {£405}];

7/£406", {£406}];

7/£407", {£407}];

7/££4", {(££4}];
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dl = —62;
1
B3 = ———
16b3 c°

(—4a12-2a1a2c-12a12c2+4a1a3bc2+4a1a5bc2+12a1a6b2c2+4a1a8b2c2-2a1a2c3+
2a2a3bc®+2a2a5bc®>+3a2a6b’c®>+8ala7b?c®+a2a8b?c®-2a22c*+4ala3bcec?+
24alaS5bc?+24ala6b?c*+2a2a7b?c?+12ala8b?c?-6a3a6b3c?-6a5a6b’c? -
2a3a8b3c?’-2a5a8b3c?-9a6°b*c*-6a6a8b*c?-a8?b?c?*+10a2a3bc’+4a2a5bc’+
21 a2a6b?c®>+8ala7b?c’+4a2a8b?c’-4a3a7b3>c®>-4a5a7b°c’®-12a6a7b*c’®-
4a7a8b?c®-2a22c’-8al1a3bc®+28ala5bcec®+12ala6b®c®+6a2a7b?c®+12ala8b?cf+
6a3a6b’cf-12a5a6bcf-6a5a8b3cf-9a62b?cé-4a7?b*c®-12a6a8b*c®-3a82b%c’-
16b°b3cf-16b>b5c®-24b"b6c®-8b*b8cé-8ala2c’+2a2a5bc’ +6a2a6b?c’ +
8ala7b?c’ +5a2a8b?c’ +4a3a7b’c’-8a5a7b’>c’-12a6a7b’*c’-8a7a8b’c’ -
16b’b2c’ -16b>b4c’ -16b*b7c’ +8ala5bc®+4a2a7b?c®+4ala8b?c®-6a5a6b’ct+
2a3a8b’c®-6a5a8b3c®-4a7?b*c®-6a6a8b*c®-3a82b?c®-16b°b5c®-8b*b8ct+
2a2a8b?c’-4a5a7b3>c’-4a7a8b*c’-2a5a8b3c'?-a8?b*c®+6alcal+2a2c®al +
8alc’al-2a3bc’®al-2a5bec’al-9a6b?c’al-3a8b?c’®al+4a2c*al-6a7b?c?al -
8alc’al+8a3bc’al-18a5bc’al-6a6b?c’al-9a8b?c’al+8a2cfal-4a7b?cal -
8a5bc’al-2a8b%c’al-2c?al?+8c?al?+8albca3+2a2bc?a3+20albc’a3-
4a3b?c®a3-4a5b?c®a3-12a6b’c*a3-4a8b>c*a3+14a2bc*a3-8a7b’c? a3 +
8albc®a3+8a3b?c®a3-12a5b%c’a3-18a6b>c’a3-10a8b3c’>a3+8a2bcfa3 -
12a7b%c®a3-8a5b?c’a3-6a8b’c’a3-6bc?ala3-4b*c?a32-8b%c?a3?+8albc?ad +
2a2bc®ad4+4albc’asd-4a3b’c’ad-4a5b’?c?ad-12a6b°c*as4-4a8b3clad+
6a2bc’ad-8a7b3c’ad+8a3b?cfas-12a5b?cbad-12a6b3>cfad-8a8b3cfad +
8a2bc’ a4 -8a7b’c’ad-8a5b%?c®ad-4a8b°cfasd-6bc’alad +8bc’al ad -
8b?c*a3a4-8b2c®a3as4-4b*c?as’?+8albca5+2a2bc?a5+20albc®a5-4a3b?cdab-
4a5b?c®a5-12a6b3c®a5-4a8b3c*a5+4a2bc’a5-8a7b°c?a5+4albcec’a5+
4a3b?c®a5-16a5b%c’a5-18a6b3>c’a5-10a8b3c’a5+10a2bcfa5-12a7b°cf a5 -
8albc’a5+8a3b’?c’a5-20a5b%?c’ a5-6a6b°c’ a5-8a8bc’ a5+8a2bcfab -
4a7b>c®a5-8a5b?’c’a5-2a8b°c’a5-6bc?ala5-10bcal a5 +16bcfal as -
8b%2c?a3a5-16b%*c* a3 a5-8b%c*ada5-8b%cad a5 + 8b%2c’ ad a5 - 4b? c? a5? -
8b%c?’a5? +4b?c®a52+8b%*cPas52+4alb?c?a7l+a2b’c®a7+8alb’c?a7-2a3b’c? a7 -
2a5b%c?a7-6a6b’c?a7-2a8b*c?a7+7a2b?c’a7-4a7b*c®a7+4a1b?cta7+
2a3b’cba7-4a5b°cfa7-6a6b*cfa’7-4a8b?*cba7+2a2b?c’a7-4a7b*c’ a7 -
2a5b3cfa7-2a8b'c®a7-3b2c®ala7’-2b2c’ala7-4b3c®a3a7-6b3c® a3 a7 -
4b°c*ad4a7-4b°c®adar-4b3cta5a7-6b3cPa5a7-2b3c’ a5a7-b?c? a7’ -b?c®a7? +
8alb’c®a8+2a2b?c?a8+8alb?c’a8-4a3b’c’a8-4a5b°c’a8-12a6b*c’> a8 -
4a8b*c’a8+6a2b?c®a8-8a7b?*c®a8+8alb’c’a8+4a3b>c’a8-8a5b°c’ a8 -
12a6b*c’a8-8a8b*c’a8+4a2b’c®a8-8a7b*c®a8-4a5b3c’a8-4a8b*c’ a8 -
6b’2c?ala8-4b2c®ala8-8b3c*a3a8-12b°cba3a8-8b3>c’ada8-8b3c’ a4 a8 -
8b3c?a5a8-12b3cta5a8-4b3cta5a8-4b*c®a7a8-4b*c’ a7 a8 -4b* c® a8%-4b* c® a8? +
12alb?c?a9+3a2b?c®a9+36alb?c?a9-6a3b3c?a9-6a5b°c?a9-18a6b?c? a9 -
6a8b'c?a9+12a2b?c’a9-12a7b?c*a9+36alb?cfa9-18a5b°cl a9 -36a6b’cta9-
18a8b*cfa9+15a2b%c’ a9-24a7b*c’a9+12a1b?c® a9+ 6a3b’c®a9-18a5b°c? a9 -
18a6b?c®a9-18a8b*cta9+6a2b?c®a9-12a7b* c®a9-6a5b3c® a9 - 6a8b? c*® a9 -
9b?clala9-27b%c®ala9-6b%c’ala9-12b3c®a3a9-30b3c®a3a9-18b°c’ a3 a9 -
12b%c*ada9-24b3cbada9-12b3ctada9-12b°c>a5a9-30b3c’a5a9-24b3c” a5 a9 -
6b°c’a5a9-6b*cta7ad9-12b*c®a7a9-6b'ctatad9-12b*c>a8a9-24b'c’ a8 a9 -
12b* c® a8 a9 - 9b* c? a9%2 - 27b* c® a9%2 - 27b* c® @92 - 9b* c'® a9% - 16 b c® B1 - 16 b% c* B2 -
16b>c®B4-16b°c®B5-16b°c’ B5-8b* c® B7-16b* c” B8 - 24 b* c® B9 - 24 b* c® BI);

FullSimplify[££4]

0
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Bl = Integrate[intf401 /. 6> s, {s, 0, 6}]

Save["/Users/brunodomicianolopes/Desktop/P5_d=0_ ordem 7/Bl1", {Bl}];
B2 = Integrate[intf402 /. 6> s, {s, 0, 6}]
Save["/Users/brunodomicianolopes/Desktop/P5_d=0_ ordem 7/B2", {B2}];
B3 = Integrate[intf403 /. 6> s, {s, 0, 6}]
Save["/Users/brunodomicianolopes/Desktop/P5_d=0_ ordem 7/B3", {B3}];
B4 = Integrate[intf404 /. 6> s, {s, 0, 6}]
Save["/Users/brunodomicianolopes/Desktop/P5_d=0_ ordem 7/B4", {B4}];
B5 = Integrate[intf405 /. 6> s, {s, 0, 6}]
Save["/Users/brunodomicianolopes/Desktop/P5_d=0_ ordem 7/B5", {B5}];
B6 = Integrate[intf406 /. 6> s, {s, 0, 6}]
Save["/Users/brunodomicianolopes/Desktop/P5_d=0_ ordem 7/B6", {B6}];
B7 = Integrate[intf407 /. 6> s, {s, 0, 6}]

Save["/Users/brunodomicianolopes/Desktop/P5_d=0_ ordem 7/B7", {B7}];

y4 = Collect[24 (Bl + B2 + B3 + B4 + B5 + B6 + B7), r]

Get ["/Users/brunodomicianolopes/Desktop/P5_d=0_ ordem 7/y4", {y4}];

F5 = Coefficient[eql, €, 5]

Save["/Users/brunodomicianolopes/Desktop/P5_d=0_ ordem 7/F5", {F5}];

int£501 = TrigReduce[F5]

Save["/Users/brunodomicianolopes/Desktop/P5_d=0_ ordem 7/intf501", {int£f501}];
int£502 = TrigReduce[D[F4, r] yl1]
Save["/Users/brunodomicianolopes/Desktop/P5_d=0_ ordem 7/intf502", {intf502}]
int£503 = TrigReduce[(1/2) D[D[F3, r], r] yl1+2]

Save["/Users/brunodomicianolopes/Desktop/P5_d=0_ ordem 7/intf503", {int£f503}]
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int£f504 = TrigReduce[ (1 / 2) D[F3, r] y2]
Save["/Users/brunodomicianolopes/Desktop/P5_d=0_ ordem
int£505 = TrigReduce[ (1 / 2) D[D[F2, r], r] yly2]
Save["/Users/brunodomicianolopes/Desktop/P5_d=0_ ordem
int£f506 = TrigReduce[(1/ 6) D[D[D[F2, r], r], r] y1+3]
Save["/Users/brunodomicianolopes/Desktop/P5_d=0_ ordem
int£507 = TrigReduce[(1/ 6) D[F2, r] y3]
Save["/Users/brunodomicianolopes/Desktop/P5_d=0_ ordem
int£508 = TrigReduce[(1/ 6) D[D[F1, r], r] yly3]
Save["/Users/brunodomicianolopes/Desktop/P5_d=0_ ordem
int£509 = TrigReduce[ (1 /8) D[D[F1, r], r] y2°2]
Save["/Users/brunodomicianolopes/Desktop/P5_d=0_ ordem

int£5010 = TrigReduce[(1/ 4) D[D[D[F1, r], r], r] y1*2 y2]

Save["/Users/brunodomicianolopes/Desktop/P5_d=0_ ordem 7/int£5010", {int£f5010}]

7/int£504", {int£504}]

7/int£505", {int£f505}]

7/int£506", {intf5061}]

7/int£507", {int£507}]

7/int£508", {int£508}]

7/int£509", {int£f509}]

int£5011 = TrigReduce[ (1 /24) D[D[D[D[F1, r], r], r], r] y1+4]

Save["/Users/brunodomicianolopes/Desktop/P5_d=0_ ordem
int£5012 = TrigReduce|[ (1 / 24) D[F1, r] y4]

Save["/Users/brunodomicianolopes/Desktop/P5_d=0_ ordem

£501 = Integrate[int£f501, {6, 0, 2 7}]

Save["/Users/brunodomicianolopes/Desktop/P5_d=0_ ordem
£502 = Integrate[int£f502, {6, 0, 2 7}]
Save["/Users/brunodomicianolopes/Desktop/P5_d=0_ ordem
£503 = Integrate[int£f503, {6, 0, 27}]
Save["/Users/brunodomicianolopes/Desktop/P5_d=0_ ordem
£504 = Integrate[int£f504, {6, 0, 2 7}]
Save["/Users/brunodomicianolopes/Desktop/P5_d=0_ ordem
£505 = Integrate[int£f505, {6, 0, 2 7}]
Save["/Users/brunodomicianolopes/Desktop/P5_d=0_ ordem
£506 = Integrate[int£f506, {6, 0, 2 7}]
Save["/Users/brunodomicianolopes/Desktop/P5_d=0_ ordem
£507 = Integrate[int£f507, {6, 0, 2 7}]

Save["/Users/brunodomicianolopes/Desktop/P5_d=0_ ordem

7/int£5011", {int£5011}]

7/int£5012", {int£5012}]

7/£501",

7/£502",

7/£503",

7/£504",

7/£505",

7/£506",

7/£507",

{£501}]

{£502}]

{£503}]

{£504}]

{£505}]

{£506} ]

{£507}]
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£508 = Integrate[int£508, {6, 0, 2 7w}]
Save["/Users/brunodomicianolopes/Desktop/P5_d=0_ ordem 7/£508", {£508}]

£509 = Integrate[int£509, {6, 0, 27}]
Save["/Users/brunodomicianolopes/Desktop/P5_d=0_ ordem 7/£509", {£509}]
£5010 = Integrate[int£5010, {6, 0, 2 x}]
Save["/Users/brunodomicianolopes/Desktop/P5_d=0_ ordem 7/£5010", {£5010}]
£5011 = Integrate[int£f5011, {6, 0, 2 x}]
Save["/Users/brunodomicianolopes/Desktop/P5_d=0_ ordem 7/£5011", {£5011}]
£5012 = Integrate[int£5012, {6, 0, 2 7}]
Save["/Users/brunodomicianolopes/Desktop/integrais save p5_d=0/£5012", {£5012}]
£5 = £501 + £502 + £503 + £504 + £505 + £506 + £507 + £508 + £509 + £5010 + £5011 + £5012;

Save["/Users/brunodomicianolopes/Desktop/P5_d=0_ ordem 7/f£5", {££5}]

CO = FullSimplify[Coefficient[£f£f5, r, 0]]
Cl = FullSimplify[Coefficient[£f£f5, r, 1]]
C2 = FullSimplify[Coefficient[f£f5, r, 2]]
C3 = FullSimplify[Coefficient[£f£f5, r, 3]]

Save["/Users/brunodomicianolopes/Desktop/integrais save p5_d=0/C3", {C3}]

C4 = FullSimplify[Coefficient[f£5, r, 4]]
C5 = FullSimplify[Coefficient[f£5, r, 5]]
C6 = FullSimplify[Coefficient[£f£f5, r, 6]]

Solve[Cl == 0, el]
el = -¢2
Solve[C3 == 0, b2]
b2 =

Solve[C5 == 0, a9]

2a9-a6c+a8c+4a9c®+a8c’+2a9c*+2a6+ca’

a9 =
c (1+c2)

FullSimplify[££5]

0

2 ciclos limites
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c5=c6=c7=c8=d2=d3=d4=d5=d6=d7=d8=64=65=6
= ¥Y1=v%2=y3=y4=y5=¥7=B1=B2=pB4=B5=al =a3 =a4
= a8 =B7=PB8=c2=c3=c4=y8=y9=061=62=63=a3=a5

= a7=b3=p86=al=a8=a2=0

y501 = Integrate[int£f501 /. 6> s, {s, 0, 6}];
Save["/Users/brunodomicianolopes/Desktop/P5_d=0_
y502 = Integrate[int£f502 /. 6> s, {s, 0, 6}];
Save["/Users/brunodomicianolopes/Desktop/P5_d=0_
y503 = Integrate[intf503 /. 6> s, {s, 0, 6}];
Save["/Users/brunodomicianolopes/Desktop/P5_d=0_
y504 = Integrate[intf504 /. 6> s, {s, 0, 6}];
Save["/Users/brunodomicianolopes/Desktop/P5_d=0_
y505 = Integrate[intf505 /. 6> s, {s, 0, 6}];
Save["/Users/brunodomicianolopes/Desktop/P5_d=0_
y506 = Integrate[intf506 /. 6> s, {s, 0, 6}];
Save["/Users/brunodomicianolopes/Desktop/P5_d=0_
y507 = Integrate[int£f507 /. 6> s, {s, 0, 6}];
Save["/Users/brunodomicianolopes/Desktop/P5_d=0_
y508 = Integrate[intf508 /. 6> s, {s, 0, 6}];
Save["/Users/brunodomicianolopes/Desktop/P5_d=0_
y509 = Integrate[int£f509 /. 6> s, {s, 0, 6}];
Save["/Users/brunodomicianolopes/Desktop/P5_d=0_
y510 = Integrate[int£f5010 /. 6> s, {s, 0, 6}];
Save["/Users/brunodomicianolopes/Desktop/P5_d=0_
y511 = Integrate[int£f5011 /. 6> s, {s, 0, 6}];
Save["/Users/brunodomicianolopes/Desktop/P5_d=0_

y512 = Integrate[int£f5012 /. 6> s, {s, 0, 6}];

ordem

ordem

ordem

ordem

ordem

ordem

ordem

ordem

ordem

ordem

ordem

n g
n
O

I oo

1]
o' Q
1]

o
o

7/y501",

7/y502",

7/y503",

7/y504",

7/y505",

7/y506",

7/y507",

7/y508",

7/y509",

7/y510",

7/y511",

©

b7

{y501}]

{y502}]

{y503}]

{y504}]

{y505}]

{y506}]

{y507}]

{y508}]

{y509}]

{y510}]

{y511}]

Save["/Users/brunodomicianolopes/Desktop/P5_d=0_ ordem 7/y512", {y512}]

y5 = Collect[120 (y501 +y502 + y503 + y504 + y505 + y506 + y507 + y508 + y509 + y510 + y511 + y512), r]

Save["/Users/brunodomicianolopes/Desktop/P5_d=0_ ordem 7/y5", {y5}]

F6 = Coefficient[eql, €, 6]

int£601 = TrigReduce[F6]

Save["/Users/brunodomicianolopes/Desktop/P5_d=0_ ordem 7/intf601", {intf601}];

int£602 = TrigReduce[D[F5, r] yl]

Save["/Users/brunodomicianolopes/Desktop/P5_d=0_ ordem 7/intf602", {intf602}]
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intf603 = TrigReduce[D[D[F4, r], r] yl1+2]

Save["/Users/brunodomicianolopes/Desktop/P5_d=0_ ordem 7/int£f603",
int£f604 = TrigReduce[D[F4, r] y2]
Save["/Users/brunodomicianolopes/Desktop/P5_d=0_ ordem 7/intf604",
int£f605 = TrigReduce[D[D[F3, r], r] yly2]
Save["/Users/brunodomicianolopes/Desktop/P5_d=0_ ordem 7/intf605",
intf606 = TrigReduce[D[D[D[F3, r], r], r] yl1+3]
Save["/Users/brunodomicianolopes/Desktop/P5_d=0_ ordem 7/intf606",
int£f607 = TrigReduce[D[F3, r] y3]
Save["/Users/brunodomicianolopes/Desktop/P5_d=0_ ordem 7/intf607",
int£f608 = TrigReduce[D[D[F2, r], r] yly3]
Save["/Users/brunodomicianolopes/Desktop/P5_d=0_ ordem 7/intf608",
int£f609 = TrigReduce[D[D[F2, r], r] y2+2]
Save["/Users/brunodomicianolopes/Desktop/P5_d=0_ ordem 7/int£f609",
int£6010 = TrigReduce[D[D[D[F2, r], r], r] y1+2 y2]
Save["/Users/brunodomicianolopes/Desktop/P5_d=0_ ordem 7/int£6010",
int£f6011 = TrigReduce[D[D[D[D[F2, r], r], r], r] yl1*4]
Save["/Users/brunodomicianolopes/Desktop/P5_d=0_ ordem 7/intf6011",
int£f6012 = TrigReduce[D[F2, r] y4]
Save["/Users/brunodomicianolopes/Desktop/P5_d=0_ ordem 7/intf6012",
int£f6013 = TrigReduce[D[D[F1, r], r] yl y4]
Save["/Users/brunodomicianolopes/Desktop/P5_d=0_ ordem 7/int£6013",
int£6014 = TrigReduce[D[D[D[F1, r], r], r] y1*2y3]
Save["/Users/brunodomicianolopes/Desktop/P5_d=0_ ordem 7/int£f6014",
int£f6015 = TrigReduce[D[D[D[D[F1l, r], r], r], r] y1*3y2]
Save["/Users/brunodomicianolopes/Desktop/P5_d=0_ ordem 7/intf6015",
int£f6016 = TrigReduce[D[D[D[F1, r], r], r] y2°2yl]
Save["/Users/brunodomicianolopes/Desktop/P5_d=0_ ordem 7/intf6016",
int£f6017 = TrigReduce[D[D[D[D[D[F1, r], r], r], r], r] y1+5]
Save["/Users/brunodomicianolopes/Desktop/P5_d=0_ ordem 7/int£f6017",
int£f6018 = TrigReduce[D[D[F1, r], r] y2y3]
Save["/Users/brunodomicianolopes/Desktop/P5_d=0_ ordem 7/intf6018",

{int£603}]

{intf604}]

{int£605}]

{int£606}]

{int£607}]

{int£608}]

{int£609}]

{int£6010}]

{int£6011}]

{int£6012}]

{int£6013}]

{int£6014}]

{int£6015}]

{int£6016}]

{int£6017}]

{int£6018}]
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intf6018 = TrigReduce[D[D[F1, r], r] y2 y3]
Save["/Users/brunodomicianolopes/Desktop/P5_d=0_
int£f6019 = TrigReduce[D[F1, r] y5]

Save["/Users/brunodomicianolopes/Desktop/P5_d=0_

y601 = Integrate[intf60l1 /. 6> s, {s, 0, 6}];

Save["/Users/brunodomicianolopes/Desktop/P5_d=0_
y602 = Integrate[intf602 /. 6> s, {s, 0, 6}];
Save["/Users/brunodomicianolopes/Desktop/P5_d=0_
y603 = Integrate[intf603 /. 6> s, {s, 0, 6}];
Save["/Users/brunodomicianolopes/Desktop/P5_d=0_
y604 = Integrate[intf604 /. 6> s, {s, 0, 6}];
Save["/Users/brunodomicianolopes/Desktop/P5_d=0_
y605 = Integrate[intf605 /. 6> s, {s, 0, 6}];
Save["/Users/brunodomicianolopes/Desktop/P5_d=0_
y606 = Integrate[intf606 /. 6> s, {s, 0, 6}];
Save["/Users/brunodomicianolopes/Desktop/P5_d=0_
y607 = Integrate[intf607 /. 6> s, {s, 0, 6}];
Save["/Users/brunodomicianolopes/Desktop/P5_d=0_
y608 = Integrate[intf608 /. 6> s, {s, 0, 6}];
Save["/Users/brunodomicianolopes/Desktop/P5_d=0_
y609 = Integrate[intf609 /. 6> s, {s, 0, 6}];
Save["/Users/brunodomicianolopes/Desktop/P5_d=0_
y6010 = Integrate[int£f6010 /. 6> s, {s, 0, 6}];
Save["/Users/brunodomicianolopes/Desktop/P5_d=0_
y6011 = Integrate[intf6011 /. 6> s, {s, 0, 6}];
Save["/Users/brunodomicianolopes/Desktop/P5_d=0_
y6012 = Integrate[intf6012 /. 6> s, {s, 0, 6}];
Save["/Users/brunodomicianolopes/Desktop/P5_d=0_
y6013 = Integrate[intf6013 /. 6> s, {s, 0, 6}];

Save["/Users/brunodomicianolopes/Desktop/P5_d=0_

ordem

ordem

ordem

ordem

ordem

ordem

ordem

ordem

ordem

ordem

ordem

ordem

ordem

ordem

ordem

7/int£6018", {intf6018}]

7/int£6019", {intf6019}]

7/y601", {y601}]

7/y602", {y602}]

7/y603", {y603}]

7/y604", {y604}]

7/y605", {y605}]

7/y606", {y606}]

7/y607", {y607}]

7/y608", {y608}]

7/y609", {y609}]

7/y6010", {y6010}]

7/y6011", {y6011}]

7/y6012", {y6012}]

7/y6013", {y6013}]
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y6014 = Integrate[intf6014 /. 6> s, {s, 0, 6}];
Save["/Users/brunodomicianolopes/Desktop/P5_d=0_
y6015 = Integrate[int£f6015 /. 6> s, {s, 0, 6}];
Save["/Users/brunodomicianolopes/Desktop/P5_d=0_
y6016 = Integrate[intf6016 /. 6> s, {s, 0, 6}];
Save["/Users/brunodomicianolopes/Desktop/P5_d=0_
y6017 = Integrate[int£f6017 /. 6> s, {s, 0, 6}];
Save["/Users/brunodomicianolopes/Desktop/P5_d=0_
y6018 = Integrate[int£f6018 /. 6> s, {s, 0, 6}];
Save["/Users/brunodomicianolopes/Desktop/P5_d=0_
y6019 = Integrate[int£f6019 /. 6> s, {s, 0, 6}];

Save["/Users/brunodomicianolopes/Desktop/P5_d=0_

ordem

ordem

ordem

ordem

ordem

ordem

7/y6014",

7/y6015",

7/y6016",

7/y6017",

7/y6018",

7/y6019",

£6 = (y601 +y602 +y603 /2 +y604/2+y605/2+y606/6+y607/6+
y608 / 6 +y609 / 8 + y6010 / 4 + y6011 / 24 + y6012 / 24 + y6013 / 24 + y6014 / 12 +
y6015 /12 + y6016 / 8 + y6017 / 120 + y6018 / 12 + y6019 /120) /. 6 » 27

ff6aux = Collect [Expand[f6], b2]
Coefficient[ff6aux, b2, 0]
Coefficient[ff6aux, b2, 1]
Coefficient [ff6aux, b2, 2]
Coefficient[ff6aux, b2, 3]

£ff6 = £f6aux

{y6014}]

{y6015}]

{y6016}]

{y6017}]

{y6018}]

{y6019}]

Save[" /Users/brunodomicianolopes/Desktop/P5_d=0_ ordem 7/£f£f6", {££6}]

CO = FullSimplify[Coefficient [ff6, r,
Cl = FullSimplify[Coefficient [ff6, r,
C2 = FullSimplify[Coefficient [ff6, r,
C3 = FullSimplify[Coefficient [ff6, r,
C4 = FullSimplify[Coefficient [ff6, r,
C5 = FullSimplify[Coefficient [ff6, r,
C6 = FullSimplify[Coefficient[ff6, r,

Variables[C1]
Variables[C3]

Variables|[C5]

01]
111
2]1]
311
411
511
61]
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bbb={b-»>2,¢>»>5,a>» 3, r-»> 0.1,al»1,a2-»1,a3-»1,a5-»>1,a6-»1, a7-»1, a8->1, a9-1,
b3-51,b4->1,b551,b6>51,b7>51,b8->1,b9>51,c251,c3>51,c4>1,c5-51,c6-1,
c?7->1,c8-51,¢c9-51,d2-51,d3-51,d4>1,d5»1,d6->1,d7->1,d8-51,d9->1,e2-51,
e3-51,e4>51,e551,e651,e7>1,e8-51,e9-51,al>1,a3»>1,a4->1,a5-> 1, a6-> 1,

a7-» 1, a8->1,80->1,81>1,82->1,B4->1,85>1,B6->1, 87> 1, 38> 1, 9> 1,

¥0- 1, y1- 1, ¥y2-5 1, ¥y3» 1, y4d-> 1, y5- 1, y6- 1, y7-> 1, ¥8-> 1,

Y9 -

601, 611, 621, 631, 641, 651, 661, 67> 1, 68— 1,

0> 1, ¢1 > 1, ¢2> 1, ¢3 > 1, ¢4> 1, ¢5> 1, ¢6> 1, ¢7 > 1, ¢8> 1,
i0» 1, i1» 1, i2» 1, i3» 1, i4>»> 1, i5-5 1, i6-»> 1, i7-» 1, i8> 1,
jo-» 1, ji1->»> 1, j2-»1, j3»1, j4-»1, j5-» 1, j6->1, j7- 1, j8-» 1,
t0» 1, ¢t1-1, 251, (351, t4>1, (65> 1, 61, (7> 1, (8- 1,
0> 1, o1l > 1, 92> 1, 3 » 1, 94> 1, ¢5>5 1, 96> 1, 07> 1, 8-> 1,

Solve[Cl == 0, il]

il =-.2
a9 =0
B9 =0

Solve[C3 = 0, b4]

FullSimplify[Solve[C5 == 0, b9]]

b8 c
b9= - ——
2 (1+¢?)
FullSimplify[££6]
0

y6 = 720 (y601 + y602 + y603 / 2 + y604 / 2 + y605 / 2 + y606 / 6 +
y607 / 6 +y608 / 6 +y609 / 8 + y6010 / 4 + y6011 / 24 + y6012 / 24 + y6013 / 24 +
y6014 /12 +y6015 /12 + y6016 / 8 + y6017 / 120 + y6018 / 12 + y6019 / 120) ;

Save[" /Users/brunodomicianolopes/Desktop/P5_d=0_ ordem 7/y6", {y6}]
F7 = Coefficient[eql, €, 7]

tt

TrigReduce [Expand[F7]]

£701 = Integrate[tt, {6, 0, 2 7}]
Save["/Users/brunodomicianolopes/Desktop/P5_d=0_ ordem 7/£701", {£701}]
£702 = Integrate[TrigReduce[D[F6, r] y1], {6, 0, 2x}]
Save["/Users/brunodomicianolopes/Desktop/P5_d=0_ ordem 7/£702", {£702}]
£703 = Integrate[TrigReduce[D[F5, {r, 2}] y1~2], {6, 0, 27}]

Save["/Users/brunodomicianolopes/Desktop/P5_d=0_ ordem 7/£703", {£703}]

¢9 >
i9 -
39 »
L9 »
9 >

1’
89 » 1,
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£704 = Integrate[TrigReduce[D[F5, r] y2], {6, 0, 27}]
Save["/Users/brunodomicianolopes/Desktop/P5_d=0_ ordem 7/£704",
£705 = Integrate[TrigReduce[D[F4, {r, 3}] y1+3], {6, 0, 27}]
Save["/Users/brunodomicianolopes/Desktop/P5_d=0_ ordem 7/£705",
£706 = Integrate[TrigReduce[D[F4, {r, 2}] yly2], {6, 0, 2m}]
Save["/Users/brunodomicianolopes/Desktop/P5_d=0_ ordem 7/£706",
£707 = Integrate[TrigReduce[D[F4, r] y3], {6, 0, 2 7}]
Save["/Users/brunodomicianolopes/Desktop/P5_d=0_ ordem 7/£707",
£708 = Integrate[TrigReduce[D[F3, {r, 4}] y1+4], {6, 0, 27}]
Save["/Users/brunodomicianolopes/Desktop/P5_d=0_ ordem 7/£708",
£709 = Integrate[TrigReduce[D[F3, {r, 3}] y1*2y2], {6, 0, 27}]
Save["/Users/brunodomicianolopes/Desktop/P5_d=0_ ordem 7/£709",
£710 = Integrate[TrigReduce[D[F3, {r, 2}] y1ly3], {6, 0, 2m}]
Save["/Users/brunodomicianolopes/Desktop/P5_d=0_ ordem 7/£710",
£711 = Integrate[TrigReduce[D[F3, {r, 2}] y2~2], {6, 0, 27}]
Save["/Users/brunodomicianolopes/Desktop/P5_d=0_ ordem 7/£711",
£712 = Integrate[TrigReduce[D[F3, r] y4], {6, 0, 27}]
Save["/Users/brunodomicianolopes/Desktop/P5_d=0_ ordem 7/£712",
£713 = Integrate[TrigReduce[D[F2, {r, 5}] y1+5], {6, 0, 27}]
Save["/Users/brunodomicianolopes/Desktop/P5_d=0_ ordem 7/£713",
£714 = Integrate[TrigReduce[D[F2, {r, 4}] y1+3y2], {6, 0, 27}]
Save["/Users/brunodomicianolopes/Desktop/P5_d=0_ ordem 7/£714",
£715 = Integrate[TrigReduce[D[F2, {r, 3}] y1*2y3], {6, 0, 27}]
Save["/Users/brunodomicianolopes/Desktop/P5_d=0_ ordem 7/£715",
£716 = Integrate[TrigReduce[D[F2, {r, 3}] yly2+2], {6, 0, 27}]
Save["/Users/brunodomicianolopes/Desktop/P5_d=0_ ordem 7/£716",
£717 = Integrate[TrigReduce[D[F2, {r, 2}] yly4], {6, 0, 27}]

Save["/Users/brunodomicianolopes/Desktop/P5_d=0_ ordem 7/£717",

{£704}]

{£705}]

{£706}]

{£707}]

{£708}]

{£709}]

{£710}]

{£711}]

(£712}]

{(£713}]

(£714}]

{£715}]

{£716}]

{£717}]
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£718 = Integrate[TrigReduce[D[F2, {r, 2}] y2y3], {6, 0, 27}]
Save["/Users/brunodomicianolopes/Desktop/P5_d=0_ ordem 7/£718", {£718}]
£719 = Integrate[TrigReduce[D[F2, r] y5], {6, 0, 2 x}]
Save["/Users/brunodomicianolopes/Desktop/P5_d=0_ ordem 7/£719", {£719}]
£720 = Integrate[TrigReduce[D[F1l, {r, 6}] y176], {6, 0, 2x}]
Save["/Users/brunodomicianolopes/Desktop/P5_d=0_ ordem 7/£720", {£720}]
£721 = Integrate[TrigReduce[D[F1, {r, 5}] yl1*4y2], {6, 0, 27}]
Save["/Users/brunodomicianolopes/Desktop/P5_d=0_ ordem 7/£721", {£721}]
£722 = Integrate[TrigReduce[D[F1, {r, 4}] y1+3y3], {6, 0, 27}]
Save["/Users/brunodomicianolopes/Desktop/P5_d=0_ ordem 7/£722", {£722}]
£723 = Integrate[TrigReduce[D[F1l, {r, 4}] yl*2y2+2], {6, 0, 27x}]
Save["/Users/brunodomicianolopes/Desktop/P5_d=0_ ordem 7/£723", {£723}]
£724 = Integrate[TrigReduce[D[F1l, {r, 3}] y1~2y4], {6, 0, 27}]
Save["/Users/brunodomicianolopes/Desktop/P5_d=0_ ordem 7/£724", {£724}]
£725 = Integrate[TrigReduce[D[F1l, {r, 2}] yly5], {6, 0, 27}]
Save["/Users/brunodomicianolopes/Desktop/P5_d=0_ ordem 7/£725", {£725}]
£726 = Integrate[TrigReduce[D[F1l, {r, 3}] yly2y3], {6, 0, 2mx}]
Save["/Users/brunodomicianolopes/Desktop/P5_d=0_ ordem 7/£726", {£726}]
£727 = Integrate[TrigReduce[D[F1l, {r, 3}] y273], {6, 0, 27}]
Save["/Users/brunodomicianolopes/Desktop/P5_d=0_ ordem 7/£727", {£727}]
£728 = Integrate[TrigReduce[D[F1l, {r, 2}] y2y4], {6, 0, 27}]
Save["/Users/brunodomicianolopes/Desktop/P5_d=0_ ordem 7/£728", {£728}]
£729 = Integrate[TrigReduce[D[F1l, {r, 2}] y3*2], {6, 0, 27}]
Save["/Users/brunodomicianolopes/Desktop/P5_d=0_ ordem 7/£729", {£729}]
£730 = Integrate[TrigReduce[D[F1l, r] y6], {6, 0, 2 7x}]
Save["/Users/brunodomicianolopes/Desktop/P5_d=0_ ordem 7/£730", {£730}]
£7 = Collect [£701 + £702 + £703 /2 +£704 /2 + £705/ 6 + £706 / 2 + £707 / 6 + £708 / 24 +
£709/4+£f710/6+£711/8+£712/ 24+ £713/120+ £714 /12 + £715/12 + £716/ 8 +

£717 /24 + £718 /12 + £719 /120 + £720 / 720 + £721 / 48 + £722 / 36 + £723 / 8 + £724 / 48 +
£725 /120 + £726 / 12 + £727 / 48 + £728 / 48 + £729 / 72 + £730 / 720, r, Factor]
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