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Resumo

Este trabalho é basicamente uma revisao de alguns aspectos de integrabilidade
em duas dimensoes discutidos no artigo “Renormalization group flows and continual
Lie algebras” do professor loannis Bakas. A idéia é estudar o fluxo do grupo de renor-
malizacao das métricas bi-dimensionais nos modelos-o usando a fungao beta a 1-loop,
e mostrar que elas fornecem analogos continuos das equacoes de campo de Toda nas
coordenadas conformemente planas do espago target. Nesta formulacao algébrica, a
escala logaritmica de comprimento da folha mundo ¢ interpretada como o parametro
de Dynkin num sistema de raizes de uma &algebra de Lie continua, denotada por
G(4:T), com um kernel de Cartan generalizado anti-simétrico K (t,t') = 8(t — t').
Usando o formalismo de curvatura zero construiremos a solugao geral do fluxo do
grupo de renormalizacao em termos das configuragoes de campo livre por meio de
transformacoes de Backlund. A validade desta solucao geral como uma expansao em
serie de poténcia serd testada com alguns exemplos especidis que incluim o modelo
“sausage”, as métricas de curvatura constante negativa e a queda de singularidades

conicas.

Palavras Chaves: Grupo de Renormalizacao; Modelo-o nao-linear ; Sistemas de
Toda; Algebras de Lie.

Areas do conhecimento: Teoria de Campos ; Fisica Matematica
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Abstract

This work is basically a review of some aspect of the integrability in two dimen-
sions discussed in the Prof. Ioannis Bakas’s paper called “Renormalization group
flows and continual Lie algebras”. The main idea is to study the renormalization
group flow of two-dimensional metrics in sigma models using the one-loop beta
function, and demonstrate that they provide a continual analogue of the Toda field
equations in conformally flat coordinates in the target space. In this algebraic frame,
the logarithm of the world-sheet length scale ¢ is interpreted as Dynkin parameter on
%; ), with a anti-symmetric
generalized Cartan kernel K (t,t') = 0(t — t'). Using the zero curvature formalism,

the root system of a continual Lie algebra, denoted by G(

we construct a general solution of the renormalization group flow in terms of the
free field configurations via Bécklund transformations. The validity of these general
solutions as a power series expansion is verified in some specials examples including
the sausage model, the constant negative curvature metrics and the decay of conical

singularities.

Key Words: Renormalization group; Non-linear sigma model; Toda systems; Lie
algebras.
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Introducao

Nesta dissertacao buscamos além de estudar as deformacoes ou transicoes induzi-
das pelo fluxo do grupo de renormalizacao dos modelos-o bi-dimensionais tomando
em conta s6 a contribuicao a 1-loop das equacoes da fungao beta, também vamos
introduzir a construcao sistematica da solugao geral usando a relagao existente com
a equacao de campo de Toda, a qual é integravel. Esta equacao surge para espagos
fundo puramente métricos ou gravitacionais, nas coordenadas conformemente planas
e fornece uma generalizacao nao-linear da equacao do calor no espago “target”. A
reformulacao algébrica é feita usando uma algebra de Lie de dimensao infinita com
um kernel de Cartan generalizado K(t,t') = §(t — t'), a qual pertence a uma classe
geral conhecida como dlgebras de Lie continuas [1, 2, 3]. A varidvel de Cartan ¢ faz
o papel da escala logaritmica de energia da folha mundo, ou seja, o parametro do
fluxo do grupo de renormalizacao. As equagoes de fluxo admitem uma formulacao
em curvatura zero como um sistema bi-dimensional integravel no espaco “target”
baseada na algebra de Lie continua.

Este trabalho tem-se organizado em quatro capitulos. No primeiro capitulo, ini-
ciamos com uma introducao aos conceitos basicos da renormalizacao. Continuando,
formulamos as equacoes do grupo de renormalizacao para espacos fundo métricos
em diferentes referenciais. Estas equacoes assumem formas simples para espacos
“target” bi-dimensiondis nas coordenadas conformemente planas, onde podem ser
formalmente descritas como sistemas de Toda. Nesta presentacao elas fornecem uma
generalizagao nao-linear da equacao do fluxo do calor, cujas propiedades basicas sao
estudadas.

No capitulo dois, introduzimos uma descrigao tanto algébrica quanto sistematica
do fluxo do grupo de renormalizacgao como um sistema integravel de Toda, identi-
ficando o parametro de Dynkin das raizes de uma algebra de Lie continua com o
“tempo” do grupo de renormalizacao. Uma definicao formal das algebras de Lie
continuas e alguns exemplos basicos sao apresentados. Neste ponto, a estrutura de
uma nova algebra de Lie continua que vamos chamar de algebra loop continua é
estudada. Apds, usando a formulacao de curvatura zero das equacoes da funcao

beta, as solugoes gerdis sao apresentadas em termos de campos livres por meio das
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transformacoes de Béacklund. A solucao geral é exprimida como uma expansao em
serie de poténcia, usando a representacao de peso mais alto da algebra, em analogia
com os sistemas de Toda usuais.

O terceiro capitulo aplica as idéias dos dois primeiros a espacos “target” bi-
dimensiondis bem simples. Primeiro, estudaremos as deformagoes do modelo-o O(3)
sob o fluxo do grupo de renormalizacao. Este exemplo mostra quanto é util a ex-
pansao formal em serie de poténcia da solucao geral da equacao de campo de Toda. A
segunda secao deste capitulo é dedicada as métricas de curvatura constante negativa.
Discutiremos as deformagoes geometricas das configuragoes hiperbélicas, parabdlicas
e elipticas. No limite infravermelho, a geometria destas configuracoes assumem a
forma de uma “cana”, exceto para o caso eliptico onde existe uma singularidade
coOnica na curvatura.

No ultimo capitulo, vamos considerar solucoes da equacao de campo de Toda
continua que descrevem a queda das singularidades conicas sob o fluxo do grupo
de renormalizacao. A transicao do cone C/Z, para C/Z,,, com m < n, e no final
para o plano bi-dimensional, serve como prototipo para estudar o comportamento
da solucao geral perto das singularidades da curvatura. O ponto final do fluxo
correspondera a regularizacao da singularidade a qual dissipa-se no plano tudo. Este
trabalho encerra-se com uma breve discussao da relagao da queda das singularidades
coOnicas com o problema da condensacao de taquions na teoria de cordas fechada.

Esperamos que esta monografia tenha cumprido com seu papel principal de abor-
dar numa forma nao trivial um assunto certamente interessante, e que possa con-

tribuir futuramente ao aprendizado de outros alunos do Instituto de Fisica Tedrica.



Capitulo 1

Grupo de Renormalizacao

1.1 Idéias Basicas da Renormalizacao

O grupo de renormalizacao representa um dos conceitos mais importantes na teo-
ria quantica dos campos (TQC) que surgiram simultaneamente tanto na area de
fisica de altas energia quanto em materia condensada nas tultimas seis décadas .
Desde as primeiras fases da teoria, o tratamento perturbativo da TQC tem encar-
ado problemas com algumas quantidades infinitas que aparecem apds o calculo de

loops internos nos diagramas de Feynman, como por exemplo na teoria A¢?*, a am-

plitude de espalhamento de dois mesons (particulas associadas com o campo escalar
@) na ordem \? [4],

1 d*k 1 1
= —(—i)\)?
M 2< Z)/(27?)4k2—m2+ie(k’1+k2—k)2—m2+ie’

(1.1)

claramente possui divergencia logaritmica, isto é, para grandes valores de k o inte-

grando tende a 1/k* e por esta razao a integral diverge como,

M k1 log(k) do k (1.2)

~ [ ———~1lo uando — 00 . .
(2m)t |1 708 1

J& que a divergencia esta associada com valores grandes de k& conhece-se como

divergéncia ultravioleta. FEm geral, as teorias de campo também apresentam di-

vergéncias para valores pequenos de k, conhecidas como divergéncias infravermel-

has, mas por enquanto nao trataremos este problema.

A forma como estas divergéncias foram direccionadas desde a década dos quarenta é
bem similar a interpretagao das quantidades obsevaveis na mécanica quantica. Isto
é, a magnitude observada das quantidades fisicas (como a carga do elétron) pode

surgir da soma de um valor nao-observavel (“bare”) mas corre¢oes quanticas. O fato
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que ambas dessas quantidades erao divergentes nao era um problema pois s6 sua
soma finita é uma quantidade observavel. Em outras palavras, para tratar as di-
vergéncias requere-se a introducao de alguns procedimentos de regularizacao os quais
basicamente “curtam” as integrais divergentes em alguma escala de momentum A,
isto é, o valor fisico de um observavel esta dado por

Of = lim [O(A)bare + AO(A)E] s (13)

A—oo

onde O; denota o valor fisico do observavel e AO(A), representa as corregoes
quanticas regularizadas.

Para entender melhor esta discusao vamos considerar as correcoes a carga elétrica
na eletodinamica quantica (QED). No processo de aniquilacao de um par elétron-
pésitron para crear um par muon-antimuon, e~ et — ptpu”, o unico diagrama que

contribui na ordem mais baixa da teoria de perturbacao é

(1.4)

Entretanto, as correcoes da ordem e? para este resultado precisa do calculo de mais

sete diagramas dados por,

TS

(1.5)

Para calcularmos a renormalizagao da carga consideraremos o primeiro diagrama o
qual representa a primeira corre¢ao ao propagador do féton virtual devido a polar-

izagao do vacuo. Comecaremos calculando o seguinte diagrama,
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_jpha _inPv
= il - il , (1.6)
Q> + e q* + i€
onde o loop entre brackets estd dado por
d*k T )V )P
(2m)*4 (k2 — m2 + i€] [(k + q)? — m2 + i€]
(1.7)

Fisicamente este diagrama inclui a correcao ao propagador devido a polarizacao do
vacuo, isto €, a criacao de um par virtual elétron-pésitron por um féton se propa-

gando. O momentum ¢ é o momentum total do par elétron-pdsitron.

Antes de avaliar este diagrama de Feynman é instrutivo considerar a sua inter-
pretacao desde o ponto de vista da teoria de perturbacao na mecanica quantica nao
relativistica. Em cada vértice a interacao consiste da aniquilagao(respectivamente
criagdo) de um féton e a criagao(respectivamente aniquilagdo) de um par elétron-

positron. Isto pode ser implementado pela interacao Hamiltoniana
Hu=e [ doirvs, (18)

Todos os campos dentro do integrando podem ser expressados em termos dos corre-
spondentes operadores de criacao e aniquilagao para os fotons, elétrons e pésitrons.
Na mecanica quantica, a mudanga na funcao de onda em primeira ordem na per-

turbacao Hiy estd dado por

o (1| Hing|7, ini)o
|, ini) = |7, ini)o + zn: B L. In) : (1.9)
e similarmente para |7, fin), onde todos os estados possiveis do par elétron-pésitron
tem sido denotados por |n). Pelo fato que estes estados s@o todos ortogonais a
|v,ini) e |, fin), na ordem e? temos que

. . ini| Hin|n) (0| Hin|y', fin)o
! fin) — ' g o7, ini] Hiny ) 49 (1.1
<7a 1H1|’7 9 Il> 0<77 1D|’7 ) Il>0 + zn: (Eini — En)(Eﬁn _ En) + 0(6 ) ( O)
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Nesta forma fica claro que o diagrama da Eq.(1.6) corresponde a corre¢ao ao propa-

gador do féton (v, ini|y, fin) na ordem e?, isto é,

AN — o{7,in|v/, fin)g

. Z o7, ini| Hing 1) (| Hine|7', fin)o

(Eini - En)(Eﬁn - En) (111)

n

Uma vez entendido o significado fisico dos diagramas de Feynman a serem calcula-
dos, pode-se comecar a sua avaliacao. Em principio nao existe problema nenhum em
calcularmos a integral na Eq. (1.7) para valores nao zero da massa do elétron, mas
aqui pode-se tomar m, = 0 pois estamos interessados em ver como a divergéncia da
integral aparece numa renormalizacao da carga dependente da escala. Entao, depois
de fazer alguns calculos usando tecnicas de matrizes-v nao é complicado mostrar que

o tensor de polarizagao II,,,(¢) definido na Eq.(1.7) pode ser escrito como

L,.,(2) = (*nw — ¢u0) () (1.12)
o Ae? [ d'k K2+ k-q
M(g") = 3¢? / (2m)* [k2 + ie] [(k + q)? + i€] (1.13)

Um simples conteo de poténcias (power counting) mostra que a anterior integral
tem divergéncia quadratica aparente, mas esta divergéncia na verdade pode ser
cancelada e s6 ficaremos com a logaritmica. Para tratar esta integral divergente
devemos encontrar algun procedimento para ela virar finita. Isto pode ser feito
de varias formas, mas aqui vamos escolher “curtar” a integral numa escala alta de
energia A, onde a nova fisica pode trabalhar para |[p| < A. Este procedimento,

conhecido como regularizagao, nos da o seguinte resultado

o2 2 '
(q%) ~ 92 log (F) + termos finitos . (1.14)

Quando o cutoff va para infinito A — oo a divergéncia colapsa, por tanto ainda tem
que se fazer alguma coisa com isto.
Para que todo isto tenha sentido, devemos voltar a questao fisica de calcularmos a

Eq.(1.7). Nosso objetivo principal é calcular as corre¢oes ao processo de aniquilac¢ao
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de dois elétrons indo para dois muons. Incluindo agora a correcao ao propagador do

féton virtual, temos que

2 2
_ (& _ _ e .
= Tap (Ue'yaue) W (Uu’)ﬂguu) + Nap (Ueryaue) Wﬂ(qz) (vuvﬁuu)
B 2 2 ¢ -
= 7ag (V7 e) {47rq2 [1 + 122 log <A2>} } (UM’}/BUH) . (1.15)

Agora, podemos imaginar que o processo ¢~ et — p~u' tem energia do centro
de massa p. A partir do resultado anterior podemos deduzir a carga efetiva das

particulas em esta escala de energia, digamos e(x), como

2

= Nag (Tey Ue) {%} (U7 u,) (1.16)

Esta carga, e(u), é a quantidade que é fisicamente medivel nos experimentos. Agora,
podemos entender o resultado divergente (1.15) assumiendo que a carga que aparece
na Lagrangiana classica da QED é justamente um valor “bare” (nao medivel) que
depende da escala na qual a teoria é “curtada”, e = e(A)pae. Para reconciliar o
resultado (1.15) com o resultado fisico (1.16), devemos assumir que a dependéncia

da carga e(A)pare n0 cutoff A estd determinada pela identidade
2 2 G(A)%are ,LL2
e(:u) - e(A)bare |:1 + W IOg F . (117)

Se ainda insistimos em remover o cutoff, A — oo devemos enviar a carga “bare” a
zero de modo que o acoplamento efetivo tenha valor finito dado pelo experimento
na escala de energia p. Isto nao representa um problema, pois a carga “bare” é bem
pequena para valores grandes do cutoff, devido a que a unica quantidade medivel é a
carga efetiva que permanece finita. Por esta razao todas as quantidades observaveis
podem ser exprimidas na teoria de perturbacao como uma serie de poténcias no

acoplamento fisico e(A)? e ndao no acoplamento “bare” e(A o qual é nao-fisico.
p p bare q
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1.2 Funcao- e Liberdade Assintotica

Vamos tratar a discussao da secao anterior desde um ponto de vista diferente, em
particular a equacao (1.17). Para resolver o problema com os infinitos foi introduzido
a forca uma dependéncia da constante de acoplamento com a escala de energia na
qual o processo trabalha. Na verdade a partir da expressao do acoplamento fisico em
termos da carga “bare” (1.17) pode-se eliminar o cutoff A, pois no final o seu valor
nao va afetar o valor da quantidade fisica. Tendo em conta que estamos trabalhando
em teoria de perturbacao em e(u)?, pode-se exprimir a carga bare e(A)Z, . em termos

bare

de e(p)? da seguinte forma

(e = 0?1+ S g (1) |+ OLet) (118)

Esta expressao permite eliminar toda a dependéncia do cutoff na expressao da carga
efetiva na escala p substituindo e(A)pae na equagao (1.17) pela que obtem-se de

(1.18) para uma escala de energia de referéncia iy,

e(10)? = (o) {1 + 61(;‘;)22 log <Z—§” . (1.19)

A partir desta equacao pode-se calcular, em esta ordem de teoria de perturbacao,
o valor efetivo da constante de acoplamento na energia u, conhegendo seu valor
para alguma energia referéncia piy. E conveniente entdo saber como é que muda a
“constante” de acoplamento com a escolha da escala de energia. Certamente isto
pode-se expressar por meio de uma equacao de fluro diferencial, dada neste caso por

L) = —
Fau™ = 1o

e(n)’ +0(e(n)) . (1.20)

Vemos que a constante de acoplamento eletromagnética aumenta com o aumento
da escala de energia, isto é, o eletromagnetismo torna-se mais forte com o aumento
da energia (ou distancias curtas). Este fendmeno pode ser entendido fisicamente
lembrando que o efeito da polarizacao do vacuo mostrado na figura da Eq. (1.6)
equivale a criacao de uma nuvem de pares elétrons-positrons ao redor da localizacao
da carga. Estes pares virtuais comportam-se como dipolos que, num meio dielétrico,
tendem a proteger esta carga e decrescer seu intensidade a distancias longas (ou
energfas baixas).

E importante notar que em TQC nem sempre é possivel eliminar a depedéncia da
constante de acoplamento no cutoff A. Aquelas teorias de campo nas quais isto é
possivel sao conhecidas como teorias renormalizdveis, e a QED é um bom exemplo

desta tipo de teorias.



Capitulo 1. Grupo de Renormalizacao 9

Em geral, em uma TQC com constante de acoplamento ¢, a informagao da variacao
desta constante de acoplamento com a energia esta dada pela Func¢ao beta definida

pela equacao diferencial de primeira ordem

dg _ dg
=pu—==-—= 1.21
onde normalmente define-se t = log(u/ug). Esta equacdo é conhecida como a

Equacao do Grupo de Renormalizacao. No caso da QED a funcao beta calculada foi
3
e

ﬁ(e)QED - 127T2

Isto significa que se comecamos em uma energia onde o acoplamento elétrico é o

(1.22)

suficientemente pequeno como para que nosso tratamento perturbativo seja valido,
a carga efetiva crescerd com a energia. Esse crescimento da constante de acopla-
mento com a energia significa que a QED esta bem definida na regiao infravemelha,
pois as aproximagoes perturbativas dao bons resultados quando vamos para energias
mais baixas. Por outro lado se acrescentamos a escala de energia, o acoplamento

e(n)®
aproximagcao perturbativa nao vale mais. Na QED isto é conhecido como o polo de

cresce até alguma escala de energia onde o acoplamento é da ordem de 1 e a

Landau.

Se em uma teoria de campo existem constantes de acoplamento g;, com?=1,..., N,

entao temos

dg;
— i P . 1.23
dt Bi(gr 9x) ( )
Pode-se pensar de g = (g1,...,9n) como as coordenadas de uma particula num
espago N-dimensional, ¢ como um tempo, e 3(gi, ..., gn) como o campo de veloci-

dade dependente da posi¢ao. Os pontos g* onde (F(g*) é zero sao conhecidos como
pontos fixos. Se o campo de velocidade ao redor de um ponto fixo g* é tal que a
particula move-se em direcao a esse ponto, o ponto fixo é chamado de atractivo ou
estdvel. Por tanto, para o estudo do comportamento assintotico das teorias quanticas
de campos em altas energias s6 precisamos encontrar os pontos fixos sob o fluxo do
grupo de renormalizacao, o qual na pratica é dificil de implementar. Em particular
g* pode ter um valor grande, associado com os pontos fixos do acoplamento forte,
sendo a teoria de perturbacao e os diagramas de Feynman nao tao uteis para esta
tarefa. Afortunadamente, para qualquer teoria de campos sabemos que g* = 0 é
um ponto fixo no qual a teoria de perturbacgao é aplicavel. Entao é possivel avaliar

perturbativamente

dg; -
= clgo+ dMgga+ (1.24)
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Por tanto, o comportamento assintotico ou a altas energias depende fortemente do

sinal da func¢ao beta em (1.23).

Agora, nem todas as teorias quanticas de campos tém esse mesmo comportamento
da QED. Precisamente, nos sessenta quando uma serie de experimentos de espal-
hamento inelastico profundo foram feitos mostrou que os quarks comportavam-se
livremente no interior dos hadrons, este aparente problema surgiu pois em aquele
momento nao existia uma teoria que descrevesse esse comportamento a distancias
curtas. Nao obstante, em 1973 David Gross e Frank Wilczek [5] e David Politzer [6]
mostraram que as teorias de gauge nao-abelianas podiam realmente apresentar esse
comportamento procurado. Eles encontraram a funcao beta para a cromodinamica

quantica QCD, a qual estd dada por [7]

- [a 2 } (1.25)

80) =~ 5 Ve 3

Em particular, para a QCD real (N, = 3, Ny = 6) obtemos que 3(g) = —17697; < 0.
Isto significa que para uma teoria fracamente acoplada em uma escala de energia py

a constante de acoplamento decresce quando a energia acrescenta-se  — oo. Este
fato explica a aparente liberdade dos quarks no interior dos hadrons. Este fenomeno

¢é conhecido como liberdade assintotica.

Em altas energias a constante de acoplamento das teorias assintoticamente livres
aproxima-se a zero, en quanto que para baixas energias tornam-se fortemente acopladas.
Em outras palavras, as teorias assintoticamente livres sao bem trataveis na regiao
ultravioleta mas na regiao infravermelha sao bem complicadas e ainda nao existe

um bom entendimento deste problema mesmo na QCD.

1.3 Modelo-0 O(N)

O interesse nas propiedades do grupo de renormalizacao dos modelos sigma bi-
dimensionais naceu com o trabalho de Polyakov sobre modelos sigma O(N) [8], cuja

acao tem a seguinte forma :
1 2 —\2

onde 77 é um vetor unitdario N-dimensional. Esta teoria é perturbativamente renor-
malizdvel e a fungao beta 3(g?) ¢ negativa para todos os grupos nao-abelianos com
N > 3, por causa da curvatura positiva da variedade fundo (“espago Target”)
SN¥=1 = SO(N)/SO(N — 1). Introduzindo um cut-off ultravioleta A, a constante
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de acoplamento muda da seguinte forma :

N-2, A
1+Tg (A) 10g <K>

N_2> gi(A) . (1.28)

47
A
1 =

a teoria é assintoticamente livre como acontece nas teorias de gauge nao abelianas

—1

7N = g'(n) : (1.27)

Blg?) = —(

Na regido ultravioleta A > A temos que
~1
~9 47

D] , (1.29)

em quatro dimensoes.

Para N = 2 a teoria é conforme e descreve a fisica de um sé campo escalar em
duas dimensoes. No estudo das equacoes do grupo de renormalizacao existem al-
gumas extensoes para métricas arbitrarias no espaco de fundo que permitem estu-
dar as consequéncias a distancias longas. Aqui vamos considerar a estrutura das
equagoes do grupo de renormalizacao distante dos pontos fixos e algumas idéias so-
bre a sua integrabilidade no espaco de fundo para o caso mais simples de variedades

bi-dimensionais.

1.4 Fluxo do Grupo de Renormalizacao dos Modelos-o Gen-

eralizados

Agora consideremos os modelos sigma bi-dimensionais generalizados, isto é, definidos
) M)
sobre um espaco “target” sendo uma veriedade riemanniana arbitraria. Classica-

mente estes modelos sao descritos pela acgao :

1 .
S=35 / PwvVhh (9,X") (8;X") G (1.30)
onde w'(i = 1,2) sdo as coordenadas da folha mundo ¥, e X*(u =1,...,n) as co-

ordenadas do espaco de fundo M. A quantizacao é feita via teoria de perturbacoes.
Quando a curvatura do “target” é bem pequena, o modelo sigma é perturbativa-
mente renormalizavel e pode ser considerado adicionando contra-termos da seguinte

forma :
B 1

Sct 9

/ d*wVhh7 (0, X") (8;X") T, (1.31)
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onde 7, é um tensor simetrico que depende da curvatura e pode ser calculado a
1-loop ou a ordens maoires. As equacoes do grupo de renormalizacao dos modelos

sigma bi-dimensionais sao [9],

~1 aGuV
OA—!

1
= _ﬁ(GMV) = _RMV - ERupUTRVpJT +... (132)

onde R, ¢ o tensor de Ricci do “target” e da a contribuigao a 1-loop de 7, (aqui
ora = 1). Os termos quadraticos dao as contribuigoes a 2-loops e estao determi-
nados pelo tensor de Riemann. A~! é o parametro de escala de renormalizacao da
folha mundo. Introduzindo uma escala logaritmica t = log A~! a equacao do grupo

de renormalizacao na ordem mais baixa em teoria de perturbacoes toma a forma

0G,,
ot

= —R, (1.33)

de um Fluzo de Ricci'. Esta é uma equacao diferencial nao-linear de segunda or-
dem para as componentes da métrica de uma variedade riemanniana n-dimensional
(10, 11].

Uma solucao simples que ilustra as principais propiedades do fluxo de Ricci para
uma dimensao arbitraria pode ser dada considerando uma métrica inicial G, (0) de
curvatura de Ricci constante R, = aG,. Entao, a evolucao produz um reescala-

mento da métrica em todas as diregoes, como
Guw(t) = (1 —at)G,,(0) . (1.34)

A métrica tem curvatura de Ricci constante para qualquer tempo, mas a magnitude
depende do sinal de a; se a > 0 a métrica contrai-se uniformente até a formacao de
uma singularidade, enquanto que se a < 0 a métrica expande-se suavemente para
todo valor de t.

A interpretagao fisica da equagao (1.33) na teoria de renormalizacao dos modelos
sigma pode ser entendida no sentido que ela descreve como as variagoes da escala
logaritmica da folha de mundo mudam a geometria do espaco “target”. Usando esta
varidvel, o limite ultravioleta(U.V) corresponde a t — —o0, enquanto ¢t — +o00 corre-
spondera ao limite infravermelho(I.V). Em duas dimensoes este sistema de equagoes
¢é integravel, sendo possivel encontrar uma trajetoria de métricas riemannianas. A
integrabilidade do sistema fica mais clara reescrevendo as equacoes do grupo de

renormalizacao no formalismo de curvatura zero para algebras de Lie de dimensao

'Daqui em diante vamos considerar o fluxo de Ricci e o fluxo do grupo de renormalizacio dos

modelos sigma a 1-loop indeferentemente.
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infinita.

Por outro lado as equagoes do fluxo de Ricci admitem uma generalizagao natural
quando inclui-se reparametrizacoes das coordenadas do espaco “target” 06X, = —¢,,
ou seja via elementos do grupo de difeomorfismos da variedade M os quais sao gera-
dos por campos vetoriais &, que dependem das coordenadas do “target”, e também

do parametro do fluxo t. A equacao considerando s6 a métrica assume a forma :

0G .
_5(Guu) = 8: - _R;w + VM£V + Vl/gu . (135)

Para as reparametrizacoes associadas com campos de Killing temos que

V& +V,6,=0 ;

por tanto nao existem termos adiciondis. Agora, para entendermos melhor esses

termos adiciondis, consideremos o modelo sigma incluindo um dilaton,

1 g -
=3 / Vi (K90,X40,X" G (x) + RB(x)) (1.36)
Neste caso as equagoes do grupo de renormalizacao estao dadas por [12, 13],
0G,, -
8—: _R;u/ + v,ufu + vugu - QVMV,,(I)
i R ~
Frll —(V,@)(VF®) + §V ¢+ ¢, Vid (1.37)

Entao, sempre é possivel escolher uma reparametrizacao apropiada gerada pelo
campo vetorial §, = 8u<i>, de modo que o sistema de equagoes escreve-se da seguinte
forma : ~

ngi:-—Rw, : %gzz—(vuéwié) (1.38)
Sendo uma extensao simples da equacao da funcao beta para a métrica so, pode-se
observar que o efeito do dilaton é semelhante ao de uma reparametrizacao gerada

pelo campo vetorial §,.

1.5 Aspectos Topologicos

Vamos discutir alguns resultados gerais que podem ser obtidos para a acao do fluxo
do grupo de renormalizacao sobre os parametros dos modelos sigma bi-dimensionais.
Na literatura matematica é comum considerar os fluxos de Ricci normalizados como
uma variac¢ao na forma da equagao (1.33). Para motivarmos a sua defini¢ao consid-

eraremos o volume do espaco “target” M :

vz/ VdetGd"X . (1.39)
M
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A sua variacao sob o fluxo do grupo de renormalizacao esta dada pela acao de

Einstein-Hilbert do espaco “target” em qualquer dimensao n, isto é,

8_V = 1/ d"X\/detGG’“’%:—l/ d"X Vdet GG" R,
ot 2 Ju ot 2 Ju

_ _% /M "X VARG RG] . (1.40)

Desta forma, o volume de uma variedade fechada nao é presevado sob o fluxo. Este
descresce se a curvatura escalar R > 0, e cresce se & < 0, em total concordancia
com o comportamento da solugao (1.34) que descreve as deformagoes dos espagos
com curvatura constante no “tempo” t. As deformagoes que preservam o volume do

espaco “target” sao definidas considerando o fluzo de Ricci normalizado

G,
ot

1_
= _R[.LV + ER Guy 3 (141)
onde R é a curvatura escalar média da variedade M,
_ 1
R = V/ d"X vdet G R|G| , (1.42)
M

a qual é indepedente das coordenadas da variedade e pode s6 depender do tempo
t. Por esta razao, o fluxo de Ricci normalizado é geometricamente mais util, pois
as suas solucoes tém maiores chances de existir para intervalos maiores de tempo e
assim converger para métricas de curvatura constantes as quais correspondem aos

pontos fixos da equagao (1.41).

Existe porém uma relagao entre o fluxo de Ricci e o fluxo de Ricci normalizado,
a qual se obtem considerando uma reparametrizagao no tempo e um reescalamento
da métrica por uma funcao do tempo simultaneamente. O reescalamento da métrica
por uma funcao arbitraria do tempo, é/w = f(t)G, ndo muda o tensor de Ricci,

mas transforma sim o fluxo de Ricei normalizado

agg,, = R, +\O)G. (1.43)

onde a nova varidvel £ e a funcao A(f) estdao dadas por,

_rw
7200

Claramente o fluxo de Ricci normalizado (1.41) corresponde & escolha A(f) = R/n,

E:/dtf(t) : A(t) (1.44)

e desta forma obtemos que 9V/0t = 0.



Capitulo 1. Grupo de Renormalizacao 15

Para o caso simples de um espago “target” bi-dimensional, n = 2, a acao de Einstein-

Hilbert corresponde ao nimero de Euler da variedade M (a menos um fator) :

X(M):i /M PXVAKGRG] . (1.45)

Desta forma encontramos que o volume tem uma dependéncia linear com o parametro
do fluxo t :
V() = 2m(to — ) x(M) (1.46)

onde ty corresponde a escala do grupo renormalizagao para V(ty) = 0. Isto é, as
equagoes do grupo de renormalizacao dizem que a variedade M contrai-se para um
tamanho zero em um “tempo” t = t, finito, aparecendo singularidades onde a cur-
vatura é muito alta e por tanto a equagao para essa ordem de perturbacao nao vale
mais. Neste caso o fluxo estd bem definido para t € (—o0, ), 0 que é caracteristico
dos espagos compactos com y (M) > 0 como por exemplo a 2-esfera, onde x(5?) = 2,

que esta relacionado com o modelo O(3) também conhecido como modelo “Sausage”.

Para espagos compactos com (M) < 0, como por exemplo as superficies de Rie-
mann com “genus” g > 2, tem sentido considerar o grupo de renormalizacao definido
na regiao infravermelha ¢ € (t',00). En quanto que para x(M) = 0, o volume nao
muda, obtendo assim uma teoria de campo bidimensional conforme com uma métrica

que nao flui.

E importante também saber se a topologia do “target” muda sob o fluxo do Ricci.
No caso de duas dimensoes dx(M)/0t = 0, pois o tensor de curvatura de Ricci
estd dado simplesmente por R,, = G, /2. Desta forma, temos duas quantidades

conservadas sob o fluxo do grupo renormalizagao dadas por,

; L =x(M
o _ 0 com ! (M) . (1.47)

Podem existir muitas outras integrais de movimento que o autor nao conhece no
momento, mas que sem duvida sao de uma importancia relevante tanto no lado

formal matematico, quanto na sua interpretagao fisica.

1.6 Fluxo de Ricci em duas dimensoes

Nesta se¢ao vamos considerar a equacao do fluxo de Ricci num espago “target”bi-

dimensional nas coordenadas conformemente planas. A métrica sempre pode-se
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escrever localmente da seguinte forma :
ds; = 2e®C+= Dz dz_ = %€¢(2+,z,t) <(dX)2 + (dY)2> . (1.48)
As componente nao nulas do tensor de Ricci sao
R, =-0.(e %0 ¢*)=-V°® . (1.49)
As equacgoes do grupo de renormalizacao simplificam-se a seguinte equacao diferen-

cial nado linear para ®(X, Y1),

%ew’”) = V20(X,Y,t) . (1.50)

Esta equacao pode-se interpretar como uma generalizagao nao-linear da equagao do

calor no plano bi-dimensional,

00(X,Y, 1)
ot

quando ®(X,Y,t) é muito pequeno, isto é, quando a métrica do “target” é aproxi-

=VO(X,Y,t) (1.51)

madamente plana e suave,
Gy =2 0 + hy com hy <1 e 0Oh, <1 . (1.52)

[sto acontece normalmente para a regiao infravermelha (I.V.) do fluxo do grupo de

renormalizacdo, onde ©(X,Y,t) é muito pequeno e suave,
O(X,Y, 1) ~O(X,Y,t) , quando t— oo ) (1.53)

Por tanto, sob condicoes apropiadas a equacao do calor fornece uma linearizagao
da equacao do grupo de renormaliza¢ao no limite [.V., onde pequenas flutuagoes ao
redor da correspondente CEF'T estao bem definidas na aproximacao de campo fraco.
A solucao fundamental da equacao do calor numa dimensao espacial é um pulso
Gaussiano com largura \/% e comprimento v/, em quanto em duas dimensoes é dada

explicitamente por,
1 2 2
O(X,Y,t) = — e (X 1.54
(XVt)= e (1.54)

Esta comeca com uma singularidade no tempo t = 0 e depois expande-se quando
t — 00, diminuindo a sua largura. Essas sao as propiedades dissipativas da equacgao
de calor que resolve a singularidade no tempo, e podemos esperar um comporta-
mento analogo para a equacao nao -linear do campo de Toda na aproximacao de
campo fraco. O exemplo mais simples que é um analogo da solug¢ao da equagao

do calor é o cone bi-dimensional C/Z,. Esta geometria é plana em todas partes a
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menos um ponto, o vértice do cone, onde a curvatura tem uma singularidade tipo
delta. Para este caso existe uma solucao exata das equacoes do grupo de renormal-
izagao, as quais descrevem a queda da singularidade conica inicial, expandindo-se

sua curvatura no espaco.

Por outro lado, a equagao (1.50) admite uma interpretagao natural como uma teoria

de campo de Toda, isto é,
ViO(X,Y,t) = / dt’ K (t,t)e? Y0 (1.55)
onde K(t,t") é o kernel antissimétrico

K(tt) = %5@ ) (1.56)

Este fato e bem importante e constitui a ideia principal de integrabilidade neste
presente trabalho. As equacoes de Toda sao um sistema integravél de equacoes
diferenciais nao lineares em duas dimensoes. Na teoria de Toda usual considera-se
uma cole¢ao de campos nao-lineares {¢; }, os quais sao rotulados pelas raizes simples
de uma algebra de Lie dada e interagem através da matriz de Cartan da algebra de

Lie da seguinte forma,

V2i(X,Y) =) KjjenXY (1.57)
J

Os indices 7,7 sao discretos, mas existem generalizacoes para variaveis continuas
associadas a algumas algebras de Lie de dimensao infinita, as quais podem ser obtidas
substituindo a colegao de campos de Toda bi-dimensiondis {¢;} por um sé campo
“mestre” ®(zy,z_,t), a matriz de Cartan K;; por um kernel de Cartan K(t,t'), e
as somas sobre j por uma integral sobre t’. Nesta descricao, a equacao do grupo
de renormalizagao (1.50) pode ser considerada como o caso limite de um sistema de

Toda usual com matriz de Cartan
Kij = 0i11,; — 0ij41 . (1.58)

Por tanto, a solucao geral da equacao do grupo de renormalizagao para o modelo
sigma num espacgo “target” bi-dimensional nas coordenadas conformemente planas
pode-se escrever formalmente com a ajuda da interpretacao da teoria dos sistema
de Toda. Em analogia a teoria usual de Toda, as configuracoes nao lineares podem-
se construir via Transformagoes de Backlund, usando familias arbitrarias de

campos livres em duas dimensoes.
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1.7 Transformacoes de Backlund

As transformagoes de Backlund apareceram originalmente no estudo das superfi-
cies de curvatura constante negativa [14]. Elas sdo tipicamente um sistema de
equacoes diferenciais parciais de primeira ordem relacionando duas fungoes. Em

outras palavras, dada um equagao diferencial de ordem superior na variavel u(x,t),
Pu(z,t)) =0 , (1.59)

uma transformacao de Bécklund é uma transformacao numa nova varidvel v(z,t)

definida por um par de equagoes de primeira ordem

U~ Sl 1), 0(a,0) (1.60)
% = g(u(z,t),v(z,t)) : (1.61)

onde f e g dependem de u,v e suas derivadas de tal modo que a equacao de ordem
superior apareca como uma condigdo de integrabilidade (consisténcia) das duas
equacoes de primeira ordem.

Uma transformagao de Béacklund pode relacionar uma equacao diferencial parcial
nao-linear com uma equacao diferencial parcial linear mais simples, como no exemplo
da equacao de Liouwille

0? 0? wle

Esta equacdo pode-se reescrever nas coordenadas do cone de luz 2% = t + z, da
seguinte forma :

dp0_u(xt,z7) = e @) . (1.63)

Entao para este exemplo podemos definir a correspondente transformacao de Backlund

para a varidavel v(z™, x7) assim,

oyu = —6+v+ae%(“’”) (1.64)
2

du = +0_v+ Zezxlwt) : (1.65)
a

onde « é uma constante arbitraria. Entao, tomando a derivada de (1.64) em relacao

a x~ obtemos
@ 10y
0-0yu = —0-0.v+ 5(87u —0_v) ea(u—v)
- _678+'U + g (26%(“’4’”)) 6%(U7v)
2 \«

= —878+U -+ e” 3 (166)
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e de (1.65) em relagao a z™,
2.1 l(u+v)
84,87'11 = (9+(9J) + —(—8+u + 8+'U> ez
a o
= 0,0_v+ e (ae%(“_”)> e2(v )
a
= 0;0_v+e" . (1.67)

De modo que a condigdo de integrabilidade das equagoes (1.66) e (1.67), da as

seguintes equagcoes,

0,0_u = e, Equagao de Liouville (1.68)
0y0_v = 0, Equacao da Onda (1.69)

Por tanto, a transformacao neste caso liga as solugoes da equagao de Liouville com
as solugoes da equagao da Onda. A solugao geral da equagao da onda é uma super-

posicao de ondas movendo-se a esquerda e a direita,
vzt 7)) = fHat) + f(27). (1.70)
Substituindo na equagao (1.64), obtemos :

ou = —8+(f++f7)+ae%(“’f+’f_)
Oplu+ fH) = aex= =/ (1.71)

Esta equacao pode-se reescrever assim,
e BTG (u+ fH— ) = ae @D (1.72)

Agora, integrando na varidvel ™, obtemos,

e 2T — g P(at) 4 a(e”) , onde P(at) = —%/ dy* e /"W
(1.73)
Analogamente, a partir da equagao (1.65) obtemos,
—Llutft—f-) 2 _ + - L =)
ez =—Q(z7)+bz") , com Qx ):—5 dy~ e’ W) (1.74)
o
Igualando as expresoes temos que,
2
a(z”)=—=Q(z") , e b(zt) = aP(xt) . (1.75)
o

Finalmente, encontramos que a forma da solucao da equacao de Liouville que se

obtem a partir das solugoes da equacao da onda é |

waxt, o) = —fT (") + f(27) —2log |aP(z") + 2@(93_) . (1.76)
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No caso da equacao do grupo de renormalizagao no espago “target” bi-dimensional
(1.50), podemos considerar o sistema de Bécklund,
o_v = ¢* (1.77)
0@ = }(0&):(/}ﬁ’KXathdx+,x—,o : (1.78)

Por tanto, tomando a derivada em relacao a z~ na equagao (3.45), obtemos

&m®::/MK@w&m:/MK@w£

9 s

0D = =
88+ ate s

(1.79)

por tanto, a equacao do fluxo do grupo de renormalizacao aparece como uma
condigao de integrabilidade para a transformagao de Bécklund (1.77) e (3.45), quando
o kernel é K(t,t') = 0,0(t — t').



Capitulo 2

Estruturas algébricas

O objetivo bésico deste capitulo é revisar as propiedades mais importantes das teo-
rias de campo de Toda e destacar a descricao sistematica de suas solugoes em termos
das configuracoes de campo livre em duas dimensoes. Primeiro, iniciamos com uma
abordagem as teorias de Toda associadas com as algebras de Lie de dimensao finita
com matriz de Cartan Kj;;. Seguindo esta linha estende-se a discusao as édlgebras
de Lie de dimensao infinita com uma matriz de Cartan generalizada dada por um
kernel K (t¢,t') que depende de um parametro continuo ¢ no lugar do indice discreto
de Dynkin i. Estas algebras sao chamadas de dlgebras de Lie continuas, e fornecem
uma formulagao sistematica do fluxo de Ricci (e outros fluros geométricos [15]) como
equacoes de Toda em duas dimensoes. Aqui, vamos apresentar a definicao formal
das algebras de Lie continuas e os sistemas de Toda associados. Particularmente
vamos nos concentrar na algebra correspondente ao kernel de Cartan antissimétrico
K(t,t") = §'(t — t'), que estd relacionada com o fluxo do grupo de renormalizacao
para o fator conforme de uma métrica bi-dimensional no sistema de coordenadas
conformemente planas. Aqui, o logaritmo da escala de comprimento da folha mundo
associado com o “tempo” do fluxo é interpretado com um parametro de Dynkin
continuo no sistema de raizes dessa algebra infinita. Também, revisa-se o algoritmo
geral para obter as solugoes em termos de campos livres bi-dimensionais, usando

técnicas de teoria de grupos para as transformacoes de Backlund.

2.1 Equacoes de Toda para algebras de Lie simples

Primeiro vamos revisar alguns conceitos essencidis sobre as teorias de Toda associ-
adas com as algebra de Lie G simples. Lembremos que uma &algebra de Lie diz-se
simples se nao ¢ abeliana e nao contem nenhuma subalgebra de Lie propia invari-
ante (ideal). Entao dada uma &lgebra de Lie simples G de rank n, e uma colegao

de campos bi-dimensiondis {¢;(z4,2_)}, i = 1,...,n, os quais acoplam-se via a ma-

21
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triz de Cartan Kj, a teoria de campo de Toda ¢é descrita pelo seguinte sistema de

equagoes diferencidis nao-linear com interagoes exponenciais
n
8+8,¢i(z+, Z,) = )\QZKji€¢j(Z+’Z_) . (21)
j=1

Este sistema é integravel, isto é, admite uma formulagao de curvartura zero [16, 17,
18, 19]:
04 + Ay (24, 2-),0- + A_(24,2-)] =0 ) (2.2)

onde os A, sao formas de conexao de gauge com valores na élgebra G,

A, = i { (i K;' a+¢j> H; + ,\Xj} (2.3)

i=1 j=1
Al = X)Xy (2.4)

i=1
Os elementos { H;, Xii}, 1=1,...,n, formam os sistema de geradores de Weyl de G

e satisfazem as seguintes relacoes ,

[Hi, X] = £K;X; (2.6)
[XJ,X;} - 52']‘ Hj . (27)

Se a “constante de acoplamento” A\? # 0, pode-se reescalar os campos ¢; por uma
quantidade igual a 2log A, de modo que A = +1. Se A = 0, as equagoes de Toda
viram lineares,

0:0_¢i(24,2-) =0 : (2.8)

A estrutura completa da dlgebra G nao é descrita s6 pelo sistema de geradores de
Weyl, mas eles podem gerar o resto de elementos. Todos os outros geradores po-
dem ser obtidos tomando os comutadores sucessivos dos elementos basicos. H; gera
o subespaco Gy e os X geram os subespacos G| respectivamente, ou seja, os ger-

adores de Weyl geram a parte local da dlgebra G=G190G G-

Como um exemplo simples podemos ver como obtem-se a equacao de sinh-Gordon
como condi¢ao de integrabilidade no formalismo de curvatura zero. Em este caso

podemos escolher a seguintes formas de conexao,

{Ax = (O H + Bra+ABa 29)

A =eE_,+ %eQ“’EJra
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onde H e F., sao os geradores de Weyl da dlgebra sl(2),

[H,Eya] = +2F.,
By B ol = H . (2.10)

Da condicao de curvatura zero facilmente encontramos a equacao de sinh-Gordon,
00,p+e 2 —e* =0 . (2.11)

A invariancia de gauge da equacao de curvatura zero permite a existéncia de difer-
entes escolhas para as conexoes. Este exemplo mostra também a forte relacao entre

as estruturas algebricas e as equacgoes associadas a alguns sistemas integraveis.

Agora, para descrever a solucao geral das equacgoes de Toda introduzimos a rep-
resentagao de peso mais alto da algebra de Lie, baseada no estado |j) de peso mais

alto, de modo que,

Hilj) = o5li) ,  (JIX;i =0 (2.12)
X3y =0 : (2.13)

onde (jlj) = 1. As equacoes de Toda admitem transformagoes de Backlund que
relacionam a configuragao geral com campos livres bi-dimensiondis. Um jeito simples
de descrever a realizagao de campo livre dos ¢;(z4, z_), precisa da introducao de duas

matrizes que satisfazem as equagoes de primeira ordem,
8iMi(zi) = Mi ()\Z efii(zi) Xf) . (214)
i=1

Aqui os ff(zi) sao fungoes holomorfas e anti-holomorfas tal que os campos
O (24 2-) = i (z4) + 7 (2-) (2.15)
satisfazem a equacao de campo livre bi-dimensional
0,0_¢" =0, Vi . (2.16)

As matrizes M (z+) podem ser obtidas integrando as equagoes (2.14), tomando em

conta a ordem nas integrdis, pois os geradores Xii nao comutam, isto é,

Z4 n
My(zy) =Pexp ()\/ dz!, Zefii(zgt) Xf) . (2.17)
i=1
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Aqui usamos a ordem nas exponencidis de acordo a

P eap (/ dz' A(z ) Z/dzl/ sz.../ e Ale) - A A(z)

(2.18)

com 2, < - < 2 < 2z < 2. JAque OM = MA, temos que OM 1 = —AM™!,
entdo para todo M e A a inversa de (2.18) é definida tomando a ordem oposta nas

integrais e trocando A por —A.

De acordo com a literatura [17, 18, 19], a solugao geral das equagoes de Toda estd

dada pela formula
Bilze,2-) = 60 (e, 2 }j Jog (M ()M (=)]j) . (2.19)

a qual é uma forma bem compacta dada em termos das configuracoes de campo livre.
Esta parametrizacao permite escrever os campos nao-lineares de Toda como uma
expansao em serie de poténcia no parametro A. Os termos podem ser calculados ex-
pandindo as exponenciais e expressando os valores esperados { j|M; ' (2 )M _(2_)|j)

como uma superposicao de elementos de matriz da algebra de Lie,
{1,892ty it} ) b T o
D; 12 = (JIX; X5 ”'Xz‘mXi;n'--Xi;Xi'l 7). (2.20)

Os coeficientes dependem dos campos fii(zi). Apos calcularmos esses elementos
de matriz encontraremos polinomios dos elementos da matriz K;;. O termo mais
simples é
DI = (GIXFXG 1) = G X0 ]+ X0 X 1)
= i <.j’Hi’|j> = 5@'@"52"3' . (2-21>
{ansiz, e simiiig, )}

m

Os termos crossados D; com m # m' sdo nulos. Por exemplo :

D]{z;11,zz} _ <j|XZ+X171X172|]> = (J| <[X1+,X171} + X@ZX;_> X172|]>

b (31Hy X515} = 8y il ([ X3 | + X3 Hy ) 1)
- _(5111K1/11'2<j|X172|.]>
=0 . (2.22)
Por tanto, todos os termos da expansao podem ser determinados pela dlgebra de Lie
G e sua representacao de peso mais alto, usando os campos livres.

Os campos de Toda entao podem ser expandidos como uma serie de poténcia

iz, 22) = 00 (2, 20) + N0 (24, 20) + MO (22 ) +..., (223)
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embora nao seja uma teoria de perturbacao, pois o parametro A\? nao é pequeno
necessariamente. Por tanto, devem-se calcular todos os termos da expansao. Esse
problema é um algoritmo complicado e por tal razao é util a integrabilidade das

equacoes de Toda.

2.2 Algebras de Lie Continuas

A nocao das algebras de Lie continuas aparece naturalmente considerando um sis-
tema de geradores de Weyl { H(t), X11(t)}, que dependam de uma varidvel continua
t em vez de um indice de Dynkin discreto, e de modo que as relagoes de comutacao

da parte local da élgebra assumam a seguinte forma

H(0), H()] = 0
Xa(t), Xa(t)] = 8(t— ) H(Y) (2.24)
[H(t), X11(t)] = £K(t,t) X (t)

Aqui, K(t,t') é o analogo continuo da matriz de Cartan, e pode ser até uma dis-
tribuicao. As algebras resultantes sao de dimensao infinita e pode-se definir a sua
representagdo de peso mais alto introduzindo um estado normalizado |t ) [20], de

modo que
Xu@)t)y=0, (X (t)=0,  H@)=6t-1)t) . (225

com (t|t) = 1. Em geral, a teoria das édlgebras de Lie continuas envolve a teoria
de distribuicoes com valores na algebra de Lie, e por tanto é mais natural definir a
algebra de modo que os geradores de Weyl atuem num espaco de fungoes arbitrarias,
isto é, {H(p), X11(p)}. Por esta razdo, é conveniente dar a defini¢do formal das
algebras de Lie, devida ao Mikhail Saveliev, et. al. [1, 2, 3], para que a idéia fiquei

um pouco mais clara.

2.2.1 Fundamentos Axiomaticos

Seja E' um espaco vetorial sobre o campo F (R ou C), e K,S: E x E — FE duas
aplicagoes bilineares. Definimos a dlgebra de Lie local Q =G 19GyPBY.1 , onde cada
Gi, 1 = 0,+1, é isomorfo (como espaco vetorial) a E. Isto é, os elementos de G; sdo
parametrizados pelos vetores ¢ € E de modo que G; = {X;(¢),¢p € E,i = 0,£1}.
Alem disso existem as relacoes

[Xo(p), Xo(¥)] = 0
[(Xo(w), Xa1(¥)] = £X11(K(p, 7)) (2.26)
[(X11(p), Xaa(¥)] = Xo(S(p,v)),  paratodo ¢,y € E
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A identidade de Jacobi para G é equivalente a condicao

{K(%K(w,x)) — KW, K(p,X))
S, K(¥,x)) = SEK(@,¢),x)

Definigao 2.2.1 Seja G'(F, K, S) uma dlgebra de Lie livremente gerada pela parte
local G e J seja o maior ideal homogéneo (ideal mazimal) tendo intersec¢ao triv-
ial com Gy, isto é J NGy = {0}. Entao, G(E,K,S) = G'(E,K,S)/J é chamada

dlgebra de Lie continua com parte local G e as relagées de comutagao (2.26).

Por motivos de aplicagao podemos considerar E sendo uma algebra comutativa e

associativa sobre o campo [F e as aplicagoes K e S na seguinte forma linear,

K(p, ) =Ko-¢,  S(p,v)=S(p-v) (2.27)

onde K,S : E — E. Por tanto as relagoes (2.26) tomam a seguinte forma,

[(Xo(p), Xe1(¥)] = £Xu(Ke- 1) (2.28)
[(Xi1(p), Xa(¥)] = Xo(S(e-9))

O caso com S = I é especialmente importante e comunmente chamado de forma
padrao, e ao operador K chamase neste caso de operador de Cartan. Entao, supondo
que o S seja inversivel, a substituigdo Xo(Sy) — Xo(¢) reduz as relagoes (2.28) a

forma padrao,

[Xo(p), Xo(¥)] = 0
[Xo(p): Xaa ()] = £Xar(Kep- 1) (2.29)
[(Xi1(0), Xa(¥)] = Xolp-9) :

com o operador de Cartan K = KS.

Pode-se observar que as relagoes (2.29) sao equivalentes as relagoes (2.24) simples-

mente definindo a acao de um operador arbitrario A sobre o espaco de fungoes por,

Alg) = / QoA (2.30)
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e identificando naturalmente os elementos Xy € Gy com os geradores de Weyl H (t).

Por exemplo,
Xoal) Xea(w)) = [t [t o)0) X (0, X1(0)
= /dt/dt’¢(t)¢(t’)5(t—t’) H(t"

_ / dt o(t) () H (t)
= H(p-v) N

As élgebras de Lie continuas sao denotadas normalmente por G(K,S), e sao Z-

graduadas, no sentido que

6K S)=PG . (2.31)
nez
onde a parte local corresponde a n = 0 e 1. Os outros elementos da algebra sao

construidos tomando comutadores sucessivos, de modo que

g _ [gnfngrl} 3 v n>0
! [Gri1, G . ¥V n<0

Finalmente, um conceito importante é a dimensao dos subespacos G,, em relacao a
subalgebra de Cartan Gy , d,, = dimg, G, . Por definicao, nosso caso corresponde
a dy = dy; = 1. Quando d,, = 1 para todo n, a algebra de Lie é chamada de

crescimento constante.
2.2.2 Exemplos Principais

I. Caso Discreto

Este caso corresponde a algebra de dimensao finita £ = C" com a multiplicacao de
coordenadas padrao. Aqui o operador de Cartan concide a matriz de Cartan n x n,
e S =1. A algebra de Lie local G tem 3n elementos : os geradores h; da subalgebra

de Cartan e os geradores de Chevalley Xi;, 1 <7 < n , com as relacoes

[hi7 hj] =0 ’
[hiaX:I:j] — :l:Kﬂ X:tj 5 (232)
[XJri;ij] = 51']' hz

A condicao da algebra quociente G(E, K, S) = G'(E, K, S)/J na defini¢ao (2.2.1) é

equivalente a impormos as condigoes de Serre (ad X+;)' ™™ Xo; =0, com i # j [3)].
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1I. Algebras Corrente

Seja M uma variedade, F o espaco de fungoes C'*° sobre M, e K = 2I, S = I. Entao
a dlgebra G(F, K, S) corresponde a dlgebra corrente sl(2, C*(M)), e estd dada pelas

relagoes,

[H(p), H()] = 0 :
[H(p), Xaa(¥)] = £2Xaa(p- ) ) (2.33)
[(Xi1(p), X a()] = H(p-v)

Se E é o espacgo das funcoes vetoridis sobre M e escolhemos I x k& como operador
de Cartan, sendo k a matriz de Cartan de uma algebra simples G, entao a algebra
corrente que obtemos toma valores em G, isto é, G(E, K, S) = C*(M, G).

III. Kernel tipo-¢” e as algebras dos Brackets de Poisson

Este importante exemplo corresponde a escolha K (t,t') = —§"(t —t'), e S(t,t') =
d(t—t'), que pode ser pensado como o limite continuo mais simples da serie Ay, isto
é, o operador de Cartan corresponde ao limite N grande da matriz de Cartan da
algebra de Lie simples sl(N), com k;; = 20; j — 0,41, — 0; j+1. Por tanto o diagrama
de Dynkin de sl(co) é uma linha continua parametrizada por t. Vamos ver que esta
algebra é isoforma a algebra de difeomorfismos que preservam area de um Touro

bidimensional 72, com o seguinte teorema :

Teorema 2.2.2 A dlgebra continua G(E, K,S) com K = —i% esS = —i% ¢ iso-

morfa & dlgebra das funcoes sobre T? com o bracket de Poisson

_0fdg Ogof
{f.g = otds Ot Os . (2.34)
Demostragao. Neste caso as relagbes (2.28) tomam a seguinte forma
[Xo(@), Xaa(¥)] = FiXu(e' - ¢)
[Xi1(p), Xoa ()] = —iXo((¢-¢)) ;
onde ¢ = dp/dt. Entao G, ~ E e temos

Associando as fungoes ,,(t)e™* sobre T? aos elementos X, () € G, observamos que

as relacoes para os brackets de Poisson tomam a seguinte forma

{en()e™, Y (D)™} = i (M @y, - Y — 1y - Yf,) €T (2.36)
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e isto corresponde & élgebra G(E, —id/dt, —id/dt) = B G, . &

nez

A nocao das raizes para estas algebras depende dos operadors K e S. Por exem-
plo para K = S = —id/dt, as raizes sao nd'(t —t'), en quanto que na forma padrao,
para a dlgebra com K = —d?/dt* ¢ S =1, se tem as rafzes n " (t —t'). Esta dlgebra

esta relacionada com alguns sistemas integraveis especidis [21].

IV. Kernel tipo-0’ (Caso nao simetrizavel)

Seja K = d/dt, S = 1. Aqui o kernel do operador de Cartan é §'(t — t') e nao é
simetrizavel. Esta algebra tem crescimento lento mas nao constante. O operador de

Cartan é o limite continuo da superalgebra si(n|n + 1).

Proposicao 2.2.3 As dimensoes dos subespagos G, da dlgebra graduada G(F,d/dt, 1)

sao d,, = dimg, G,, = 2m1=2 " onde do.+1 = 1 por definigcao.

A demonstracao desta proposicao estd baseada na construcao explicita de uma base

para esta algebra usando as identidades de Jacobi [3].

V. Campo Vetorial sobre uma Variedade

Seja V € X(M) um campo vetorial sobre a variedade M, E' = C*(M) a algebra de

fungdes suaves sobre M e K = S =V nas relagdes (2.28), isto é
K,S:p(t)— V(p(t) , com pek | (2.37)
Entao a algebra continua Z-graduada estda dada pelas relagoes

[(Xn(9), X ()] = Xnpm(m eV —ngpVe) . (2.38)

Esta dlgebra ¢ equivalente & dlgebra de funcoes sobre o produto S* x M com os

brackets 9 o0
_ 9% vy 9

VI. Algebras Loop Continuas

Como um ultimo exemplo vamos considerar o analogo continuo da algebra affine a

2-loop introduzida no passado por H. Aratyn, et. al. [22],
[H™(#), H"(t")] = ki0(t —t') m im0+ ka8 (t — 1) Snino
[(XT(), X" ()] = ot —t)H™™ (') + k1 6(t — ') M Bmno + ko 0’ (t — ') Sgn0
[H" (0, X0, (#)] = £K(¢) X5 (2.40)
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Agora, definindo os geradores {H™(¢), X7'(¢)} em relagdo a fungdes arbitrarias
¢(t), via o isomorfismo usual (2.30), vamos encontrar qual é a forma que assumem

as relagoes de comutagio da parte local da algebra. Entao obtemos o seguinte,
(H0), W) = [ dtat o(e)u(e) [H" (0, V()
= / dtdt’ p(t)(t') [12:1 6t — ') M bpmpno + ka6 (t — 1) O
= mk (/dtdt o(t)(t)o (t—t)) Oman,o + -
ot ko ( / dtdt’ p(t)yp(t') 0,6(t — t’)) Smtn.0

= mk S(¢-)mino — ko ( / dtdt' (0, (t)) w(t")o(t — t’)) Sm+n.0

= m ];:1 S(¢ ' w>5m+n,0 - ];:2 S((bl : w)dern,O
= S(m E1(¢ . l[]) — ]2‘2(¢, . w))ém—i-n,ﬂ . (241)

f[XT )X W] = [t () X0, X0 ()]
= /dt dt’ qb(t)l/)(t'){é(t —t"YH™ ™ (") 4+ k1 6(t — ') M gm0
k(=) dino }
= Hm+"(¢-w)+mklémmo/dtdt’qﬁ(t)w(t’)d(t—t’)+---
e+ Fadino / dtdt’ Sy () (t — )

= H""(¢- ) + mkiOpminoS(¢ - 1) — kabpminoS(¢ )
= )+ Sk = kad) Domane - (242)

o [H™(6), X2,(0)] = / ded’ $(ey(H') [H™ (£), X2 ()]

=+ [dedt o(0u(e) K(t.0) XIFE)

= EXI(K(o0) . (2.43)
Aqui temos denotado S(¢ - 1) = ¢ - 1. Por tanto a algebra fica da seguinte forma,
] = S((mlgl - ]%2(#) ’ ¢> 5ern,O
[Hm(¢) Xil(w)} = EXI(K (6, v)) (2.44)
(X3 (0), X0 ()] = H(0-0) + S((mki6 = ka¢!) - ¥) Do
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Agora vamos usar a identidade de Jacobi e a forma da dlgebra encontrada (2.44)

para determinar as relagoes entre os coeficientes kq, ko, k1 € ko,

\[Hm«b)?[le(qﬁ)aXpl(/\)]l + [X_’ll(@/)),[Xﬁl(/\),Hm(qs)]]+...

. /

v~ '

1) (2)
+ [T, xn@) =0 . (249)

.

a"'g

®3)
Vamos calcular primeiro o termo (1),
(1) = [H"(0), X} (), X*, (V)]
= [H ) () (ki — ) - V)
- S((m k16— Fad!) - (4 - A))émmﬂ,,o . (2.46)
Para o termo (2) obtemos,
(@) = [X5L@), X200, H6))] = [X5(), X757k (6,1)]
— H"™ () K(p, ) + 5((n kg — kot') - (K (9, A)))6m+n+p,o - (247)
Para o dltimo termo (3) temos o seguinte,

(3) = [X20, [H™(0), X1 @)])| = [X2,00), X5 (K (6, )]
= —H"E(9,46) - A) = S((m A+ 1)k K (9,6) = ka(K(6,0)) - Moo -

Entao somando estes resultados e tendo em conta que ¢ - K(¢p, \) = K(¢p,7)- A, no
final vamos encontrar as seguintes duas relacoes,

kot —t) = ki K(t,t) (2.49)

ko O0i6(t —t') = —koOpK(t, 1) . (2.50)

Com estes resultados as relacoes de comutacao com os termos centrais assumem a

seguinte forma,

[Hm(t),H”(t’)_ = B K () MO0 — keOp K (£, ) 0min o
(70, X0 (0)] = K1) XE () (2.51)
X0, X)) = 0 = )™ (W) + mkad(t = ¥)omino + KadhS(t = ¥)omsn
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Para ki e ky iguais a zero esta algebra corresponde a uma algebra de loop continua,
enquanto que para k; e ko diferentes de zero esta dlgebra correponde a uma algebra
continua de 2 loops. Os coeficientes ki e ko discutidos tendo um pouco mais de
conhecimento da estrutura desta algebra, o qual ainda nao tem sido feito e pode ser

interessante de fazer nos trabalhos futuros.

2.2.3 Sistemas de Toda Associados

Para generalizar naturalmente a teoria de campo de Toda para algebras de Lie
continuas, introduzimos um campo “mestre” ®(z,,z_,¢) no lugar da cole¢ao disc-
reta de campos bidimensiondis de Toda ¢;(z4,z_). Entao o anéalogo continuo das

equagoes de Toda estd dado por [23, 24]
DL0_DB(zy, 2 1) = N2 / dt’ K (t, 1) e®Cea=t (2.52)

a qual descreve um sistema integravel em dimensoes superiores embora nao rela-
tivistica. Em analogia ao caso das algebras de dimensao finita, esta equagao segue

da condigao de curvatura zero,
[8+ +A+(Z+,Z_),a_ +A—(Z+7Z—)] =0 ) (253)

onde as conexoes de gauge AL tomam valores na parte local G 1 &Gy G, . Vamos

considerar o seguinte ansatz para as conexoes de gauge
Ap(zy,2-) = H(ug) + A X1 (f2) ; (2.54)

que depende das funcoes uy e fi. Algumas dessas funcoes podem ser eliminadas

usando a invarianc¢a de gauge da condig¢ao de curvatura zero sob as transformagoes
Ay =g (0.+A)g . A—g 'l (0-+A)g (2.55)

com elementos de grupo arbitrarios ¢ = e?(¥). Entao sempre é possivel escolher o

gauge

A(zp, 2 )= HW) XX (1), A =XX_(e*) . (2.56)

Usando as relagoes de comutagao da algebra G(K, S), obtemos o seguinte sistema

de equagoes da condicao de curvatura zero,

OV =\ S(1,e?) Oy e® = K(W,e?) . (2.57)
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Entao, podemos eliminar a variavel ¥ e usar a forma padrao, K = K S, para encon-

trar a equacao de campo de Toda continua,
D.0_d =N K(e®) . (2.58)

Escolhendo diferentes kernels de Cartan K (¢,t’) encontraremos uma serie de equagoes

integraveis, tomando S(¢,t") = §(t — t) em todos os casos :
e Equacgao de Liouville : K(t,t') =26(t—1t') .
0L0_B(zy, 2 t) = 2\ P2t (2.59)

Esta equacao esta associada com a algebra corrente sl(2). Geometricamente,
esta equacao fornece a condicao de deformacao das métricas bi-dimensionais

de curvatura constante no gauge conforme,
ds? = e+ ) dz dz_ . (2.60)

O caso A2 = —1 corresponde aos espacos de curvatura positiva e A\ = 41 aos

espagos de curvatura negativa.

e Equacao do fluxo do grupo de renormalizacao : K(t,t') =0d'(t —1t) .

0,0_®(zy,2_,1) = —\? %eq’(z+’z‘) : (2.61)

Esta equacao descreve a deformacao geométrica das métricas bi-dimensionais
sob o fluxo do grupo de renormalizacao no gauge conforme para \? = —1.
Varios exemplos de deformacoes geométricas associadas a esta equacao serao

dados no capitulo 3.

e Equacgao Celestial : K(t,t') = —-0"(t—t') .

2

0
0,0_®(zy,2_,t) = —\? @e‘b(“’z"” : (2.62)

Esta equacao estd associada com a algebra sl(00), e para A\* = 1 aparece como
uma condi¢ao de hyper-Kéalher para as métricas 4-dimensiondis com isometria
rotacional gerada por um campo vetorial d,, usando o sistema de coordenadas
25, 26, 21, 27],

ds® = aiq) (dr (0, @) dzy Fi(0_-®)dz_)* + (0,®)(e®dzydz + dt?)
t
(2.63)
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2.2.4 Solucao Formal de Leznov-Saveliev

Em analogia com a teoria usual de Toda, a solucao geral é construida introduzindo

um estado de peso mais alto normalizado |t) que dependa da varidvel continua t,
X [t)y=0, (X ()=0, HE)|t)=0t—1t)|t) , (2.64)

com (t|t) = 1. Entao, a familia uniparamétrica de campos livres bi-dimensionais

CI)O(Z-HZ—at) = f—i—(z-i-?t) + f_(Z_,t) ’ (265)

que satisfazem a equagao 0,0_Py = 0, é usada para exprimir as solugdes de campo

de Toda [1],
D(zy,2.,t) = Po(z4,2_,1) — /dt'K(t, t') log (/| M (20 ) M_(2-)|t") , (2.66)

onde My estao dados por exponencidis ordenadas(de acordo com (2.18)) dos ele-

mentos da dlgebra de Lie em G respectivamente,

24 t
My(z4,t) = Pexp ()\/ dz;/ dt’efi(z’i’tl)Xil(t')> : (2.67)

Esta formula resume as transformacoes de Backlund dos sistema de Toda continuos,
e fornece uma realizacao de campo livre da sua solucao geral. Os My podem ser
expandidos em serie de poténcia e pode-se calcular o valor esperado do seu produto
no estado de peso mais alto (pelo menos formalmente), como

+

0 Z4 FANE zZ_ Z,
(HM*M_|t) = 1+Z/ dzj.../ dz,;/ dz;.../ dz, X/Hdt
m=1
X / I1 e+ ) of (i ) plttmifietn} (2.68)
com a ordem zy > zf--- > 25 | > z& A estrutura da algebra G(K,S) pode

ser determinada completamente, calculando os elementos de matriz especidis, como

segue-se,

Dffttetitnd — (41X (1) X g () - X () X1 (8,) - X () X1 (B)]E)
(2.69)
os quais dependem da escolha do operador de Cartan K. Entao, usando as relacoes
de comutagao entre os geradores de Weyl da algebra de Lie, pode-se derivar a relagao

recursiva para os elementos de matriz,

j—1
{tlv--wtm?tlp St o {tl’ stm— 17t17 7]7 Ht }
D, Zé ( (t—t) = > K(t, ) ,
k=1

(2.70)
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com thl’tll} = 0(t —t1)0(t — t}). Aqui tA’j ¢ usado para denotar que t; tem sido
omitido pela contragao com t,, en enquanto trocamos todos os X i a direita e os
X _1 a esquerda. Embora nao é possivel iterar as relagoes recursivas para encontrar
uma expresao compacta para os elementos de matriz na expansao, mesmo nos casos
mais simples com kernels de Cartan tipo delta, os primeiros termos da expansao

podem ser obtidos explicitamente comegando com a normalizacao (t|t) = 1.

Por tanto, a extensao direta dos métodos da teoria de grupos usados para a in-
tegracao dos sistemas de Toda para as algebras de Lie simples permitem construir
a solucao geral das equacoes de campo de Toda continuo e obter uma expansao em
serie de potencia formal ao redor das configuragoes de campo livre. Nas regioes
onde a exponencial de auto-interacao chega ser insignificante, temos simplesmente
que ® = & para os correspondentes campos de Toda. Tal expansao pode ou nao
converger no sentido matematico estrito , mas nao existe uma forma geral até o

momento para decidir em cada caso.

2.3 Fluxo de Ricci

De acordo com a discusao na segao (1.6), a equagao do fluxo de Ricci em duas di-
mensoes assume a seguinte forma simples no sistema de coordenadas conformemente
plana (2, 2.),

O_0,®(z_, 2y, t) = 0P+ : (2.71)

onde ¢ é o fator conforme da métrica sob deformagoes continuas. A descricao
algébrica natural para esta equagao como um sistema de equacoes de Toda continuas
estd dada pela escolha da algebra continua com kernel de Cartan K (¢,t') = ¢'(t —t')
e S(t—1t)=4d(t—1). A parte local da algebra é descrita pelo sistema de relagoes
de Weyl,

[H(p), H(y)] = 0
[(Xaale), X)) = Hle-v) (2.72)
[H(p), Xa1(¥)] = FXu(¢' )
A élgebra Z-graduada G = @ G,, como ¢ usual serd gerada tomando comutadores

nez
sucessivos dos Xy;. Consideremos a condi¢ao de curvatura zero,

[a-i- + A+<Z+7 ) 6— + A (Z-i-a )} = 0 ) (273)
e tomamos o ansatz mais geral para as conexoes de gauge Ay (zy,2_) € Go @ Gu1,

Ai(Z+, Z_) = H(Ui) + >\X:|:1<f:|:) > (274)
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onde uy e fi sao fungdes de (z4,z_,t). Comparando os termos da dlgebra de Lie

que aparecem, encontraremos o seguinte sistema de equacgoes

0

S = —Oillogf) (2.75)
Mo~ oGsr) (2.76)
Opu_ — Ouy + N fifo =0 . (2.77)

Facilmente u4 pode ser eliminado tomando as derivadas apropiadas, obtendo entao
0:0_P(zy,2-,t) = —)\2% e®lra=t) com @ =log(fif-) , (2.78)
a equagao de campo de Toda associada com a algebra de Lie G(d/dt,I). Esta equagao
descreve o fluxo do grupo de renormalizacao dos modelos sigma bi-dimensional no
sistema conformemente plano de coordenadas no espago “target” (z,,z_), quando
A2 = —1.
O ingrediente principal nesta formulagao é o uso da algebra de Lie continua para
incorporar a variavel de deformacao t no seu sistema de raizes, embora a estrutura
completa da teoria de representacao destas algebras ainda nao é bem conhecida. A
mesma dificuldade aparece para definirmos o significado preciso da integrabilidade
para os sistemas associados com essas algebras no sentido da construcao explicita
das leis de conservacao no espaco bi-dimensional. O fato é que isto serd relevante

para a descrig¢ao algébrica de alguns problemas dinamicos.

Agora, vamos aplicar o formalismo geral a solugdes da equacao do fluxo de Ricci
em duas dimensoes em termos de uma familia uniparamétrica de campos livres
Doz, 2-,t) = fi(z4,t) + f-(2_,t). Para a édlgebra G(d/dt,I) a expressao (2.66)

fica da seguinte forma
D, 2 1) = Bglzy, 2 0) = O, (g (M (=)M_(=)|t)) . (279)

Para a expressao explicita da solucao temos de encontrar recursivamente os elemen-

titoetnitl ot . - . L -
tos Df Blzetnitybytnd partir da relagao recursiva (2.70), e substituir na expansao

em serie de poténcia (2.68). Até a ordem n = 2 esses elementos sao !

DI = St —t)s(t — 1))
Dt{tlzt%t/l’té} = 0(t—1t1)0(ty — t))0(ta — t5) [26(t — to) + 00 (t — t5)]

A convergéncia da serie (2.68) nao pode ser demonstrada facilmente no sentido

matematico estrito, e portanto poderiamos nos preguntar sobre a validade e o uso

INa referencia [28] esses elementos foram calculados até a ordem trés.
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pratico para resolvermos as equacgoes do grupo de renormalizacao. Nos préximos
capitulos vamos encontrar algumas solugoes algébricas da equacao de campo de
Toda continua quando estudemos o fluxo do Ricci das métricas de curvatura cons-
tante com simetra axial. Esses exemplos servem para testar a validade da expansao

formal em serie de poténcia.

Para nosso objetivo é conveniente estudar deformacoes geométricas axialmente si-
métricas. Entao, as solugoes podem depender somente da coordenada z, +2_ :=Y

e consideremos a configuragao de campo livre
Po(z4,2-3t) =c- (24 +2-) +d(t) = cY +d(1) , (2.80)

onde ¢ é uma constante arbitraria e d(¢) é uma funcao arbitraria de ¢. Entao va-

mos calcular os correspondentes primeiros termos da expansao em serie de poténcia
(2.68),
(UM M|ty =1+ Ty +To+ -+ : (2.81)

Entao temos que o termo T} estda dado por

Z+ zZ_ . B /
I o= / dz) / dzy / dt; / df) el + i) of-Grn) - plifl
~——

S(t—t1)6(t1—t))
/ o dzf / - dz; o+ D+ 1)

Z4 z_ L Z4 zZ_ L
/ dzf/ dzy ePotrat — / dzfr/ dzy ecCrT2) . gd®)
_ </+ dit eczf) . (/_ dor e) ) — <lecz+) . (lecz-) D)
1 1 c c

_ L e+
02

Agora, consideremos o termo 75,

/ dzt / dzy / dzy / dzy / dt, / dty / dt, / dt e+

% + (23 t2) o=t of- (25 5t5) (5(t—t1)5 t1—t )5( / 25(t_t2)+
+ éw(t—tQ)}}

15
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Calculemos primeiro as integrais nas variaveis temporais t’s,

] = /dtl /dtz / dt! /dt’Q{ef+(21+,t1)€f+(z;vt2)ef(Z1at/1)ef(zzvt§)5(t —t1)0(t; — )
8(t2 —t5)[26(t — t2) + DS (t — t)] }

- / dt2{2 §(t —to) + 0,0(t — 1) } o+ (&0 o f (2 1) pf = (21 1) pf— (23 t2)
N————
—8t25(t—t2)

— 9 e+ O O~ (o (22 )y (lf+ (T O+ -G 0] | g olfe (5 D+ F— (2 1)

J/

(1) (12)

Agora, vamos calcular as integrais em z* do termo (1),

5 Z4 zfr z— z7 n N _ B
i = / dst / det / dor / g el P 0 GO+ (25 1)
= / dzl / dZQ e’ zl 21 ] [/ dzl / dZ_ ec(zl t2g ] : 62d(t)
1
_ _/ dZ 62021 _/ dZ 62021 . 62cl()
| c c

1 2cz 1 2cz_ 2d(t)

1
= @ €2q>0 . (283)

Para o outro termo (I5) temos a integral nos z*, I,

B 24 zir Z_ zy N B N _
i, = / dzt / dzt / dar / oy el GO+ 0], g elfs(F 0+ -(7 0]
r AR zZ— + _ ZT— Zl_ + —
_ / dzt / dom et +z1>.6d<t>} ) / dzt / dzg o +53) L )
zZ_ N
_ / iz / dot st +) / do / dos e+ | L o0 0

- ﬂe 2e(r o) L D) L ged®
C
1

= ﬁe% '8156(1)0 . (284)
C

Por tanto, obtemos que o termo 75 esta dado por,
T, = I,+1, = QLN’O _|_i<1’0.a Po
2 = {1 2 = Ach € 4046 t€

L a0 ®
= At 0 [2¢® + O™ . (2.85)
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Usando a identidade log(l + z) = = — 2*/2 + 2%/3 — ... na expressao (2.79),
encontramos que a solucao da serie de poténcia toma a seguinte forma
o = (I)O + lﬁte% + Lat (e%ate%) —+ ... (286)
2 4ct ’

até a contribuicao n = 2. Isto pode-se entender como uma expansao de e® ao redor

o)

da configuracao de campo livre €®°, a qual vira muito pequena quando Y — o0

para ¢ < 0 ou ¢ > 0 , respectivamente.

Para finalizar esta secao podemos notar que existem outras solucoes da equacao
de Toda continua que tambem sao especidis, as quais podem ser construidas a par-
tir da solucao geral da equacao de Liouville,

Oy FH(z4)0_F(z-)

= , com 0,0_®p = F2e% | (2.87)

€<I>L(z+,z_)
(1£ Ft () F(2-))°

onde cada sinal corresponde aos espacos de curvatura positiva ou negativa respec-
tivamente. Para comparar com a nossa notagao usada para descrever a realizagao
de campo livre da teoria de Toda, escolhemos o par de fungoes holomorfa e anti-

holomorfa s
F*(z1) —/ 7, ef+%) : (2.88)

Entao, temos a classe especial de solugoes
et = £9(tg — t)er ) (2.89)

onde t; é uma constante arbitraria. Nos proximos capitulos veremos que estas
solugbes tém uma interpretagdo geométrica interessante. Quando +(to—¢) > 0 para
um & real, todas as trajetorias do fluxo do grupo de renormalizacao que correspon-

dem a estas solugoes sao conhecidas como linhas de Liouuville.
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Solucoes da Equacao de Toda Continua

3.1 Deformagoes do Modelo-o O(3)

Em esta secao vamos estudar a solugao da equacao de Toda continua associada
com o fluxo do grupo de renormalizacao dos espagos bi-dimensionais com topologia
esférica S?. Consideremos uma familia uni-parametrica de modelos-o axialmente
simétricos dados pela seguinte acao [29]
1 .
Si=3 / dPw e ((0,X)*+ (0,Y)*) (3.1)
onde o fator conforme da métrica do espaco “target” esta dado por,

2
2 = : 3.2
‘ a(t) + b(t)cosh2Y (3:2)

Aqui estamos trabalhando em coordenadas conformes, onde 0 < X < 27 é a coor-
denada angular que da conta da simétria axial, pois a métrica ¢ independente desta
coordenada, en quanto Y cobre o eixo real tudo, —oo < Y < oco. Para manter
a métrica suave nos pontos ¥ = +oo que parametrizam os polos norte e sul da

variedade M com topologia esférica, é necessario impor as condig¢oes de fronteira
O(Yit)~=2|Y| forY — +oo . (3.3)

Em relagao as duas fungoes a(t) e b(t) introduzidas na Eq. (3.2) pode-se observar
que a métrica deste espago target bi-dimensional é real no caso que a > —be b > 0.
Antes de calcularmos as correspondentes equagoes do fluxo de renormalizacao, vamos
ver que este espaco target é uma esfera deformada com simetria axial considerando

as seguintes duas configuragoes especidis :

(i) Quando a(t) = b(t) = 1, este modelo sigma corresponde ao modelo sigma O(3)

usual com a geometria de uma esfera associada com o fator conforme

1
oY) - - 3.4
¢ cosh?Y (3:4)

40
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Isto é evidente se consideramos a seguinte transformacao de coordenadas
cosf) = tanhY | =X |, (3.5)

de modo que 0 <0 <7 e 0 < ¢ <2r. Entao a métrica do espago “target”

toma a seguinte forma
1
ds* = 5 (d6* + sen0dyp*) | (3.6)
a qual descreve uma esfera de raio \/Li que tem uma funcao beta nao nula.

(ii) A segunda configuragao especial corresponde a a(t) = 7, onde v é uma cons-
tante positiva arbitréria, e b(t) = 0. Neste caso a métrica do espago target

toma a seguinte forma

1
ds* = — (dX* +dY?) (3.7)
v

a qual descreve um modelo com dois campos escalares Y e X tomando valores
nos espacos R e U(1), respectivamente. A teoria resultante é uma teoria de
campo conforme quantica bi-dimensional denotada RU(1),. O raio do espago
compacto é %, onde 0 < v < co. Paray = 0, a coordenada X decompactifica-
se e a geometria descreve um plano. Para v = 0o, a coordenada X contrai-se
a zero gerando uma linha uni-dimensional. Para todos os outros valores de v,

obtem-se uma geometria cilindrica.
Agora, a partir da equacao do fluxo do grupo de renormalizacao dada neste caso
por
— = R ,
ot &

encontramos o seguinte conjunto de equagoes diferenciais nao-lineares de primeira

(3.8)

ordem para as fungoes a(t) e b(t),
a(t) =20%(t) V(t) = 2a(t)b(t) (3.9)
para as quais é facil ver que a quantidade
v =a*(t) — b*(t) (3.10)

é conservada sob a acao do fluxo. Entao, escolhendo v € R como uma constante
real arbitréria de modo que a(t) > —b(t), por simples integragao obtemos a seguinte
solucao

a(t) = yeoth2y(to — 1), b(t) = Senmj(to 5 (3.11)
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Aqui pode-se escolher sem perda de generalidade v > 0, pois esta solugao é inde-
pendente do sinal de . A restrigdo b(t) > 0 implica que sinh2vy(ty —¢t) > 0 ou
equivalentemente que (top —t) > 0, o que significa que o modelo terd um limite ul-
travioleta bem definido. Este comportamento como ja tinhamos anotado é propio
dos espacos compactos com curvatura positiva. Por esta razao a regiao fisicamente

relevante para o modelo corresponde a a(t) > b(t) > 0.

Em relacao a outra constante de integracao que aparece na solucao ty, podemos
notar que nesse ponto do fluxo as duas fungoes a(t) e b(t) tendem a infinito. De fato

se consideramos o comportamento das fungoes perto de t; encontramos que ,

1 , 2(tg — t

a(t) ~b(t) ~ D) eV ~ ﬁ : (3.12)
Devido a que este limite é independente do valor de v toda trajetoria do grupo de
renormalizacdo no espaco (a,b) aproxima-se a linha diagonal a(t) = b(t) quando
t — 1, isto é, todas as solugoes tendem para a geometria da esfera S? mas com
um volume zero. Por esta razao ty ¢ uma cota superior para o “tempo” do grupo
de renormalizacao. A curvatura do espago “target” tende a infinito quando ¢ — t,
0 que nao permite a aproximacao de ordem mais baixa na funcao beta assumida

desde o comego. Por outro lado, quando ¢t — —oo temos que
alt)y=~ , b(t)=0 . (3.13)

Estes valores constantes definem a linha de pontos ultravioletas das trajetorias para
todo v > 0.

Da Eq. (3.10) podemos ver que as trajetorias do grupo de renormalizagdo no espago
(a,b) (ver fig 3.1) sao hiperbolas. Elas comecam nos pontos fixos ultravioletas
(a =7,b=0) em t = —o0, e evoluim continuamente sem ter interse¢ao entre elas,

em diregao a linha diagonal (a = b > 0) quando t — t.

A geometria do espago “target” muda ao longo das trajetorias de tal forma que
a deformacio v4 desde uma esfera S? até uma variedade axialmente simetrica com
forma parecida a uma salchicha (Sausage), dai vem seu apelido. Uma maneira de vi-
sualizar esta deformacao ¢é encaixar a superficie bi-dimensional no espaco Euclideano
3-dimensional E3. Para isto, introduz-se um campo vetorial unitario 7;, i = 1,2, 3,

en-n =1, dado por

1 = (senflcosp, senfseny, cosd) : (3.14)



Capitulo 3. Solugoes da Equacao de Toda Continua 43

b(t)

0 a(t)

Figura 3.1:  Trajetorias do fluro do modelo salchicha.

A acao em termos destas novas variéveis toma a seguinte forma

1 7)?
S, = Q_/deLL : com g¢*(t) = ycothy(ty —t) (3.15)
g2 (t) (1 _ w)
g%(t)

e descreve uma configuracao “salchicha” axialmente simetrica encaixada no espaco
Euclideano 3-dimensional gerada por ny, no e ng, sendo esta tultima a direcao na
qual a salchicha é deformada. Nos pontos ultravioletas a largura da salchicha tende
a infinito, mudando dessa maneira a sua forma para uma cilindrica R x S' com
raio % Quando ¢ flui em diregao a ¢y, a sua configuragao torna-se esférica mas
seu tamanho tende assintoticamente a zero. Para v = 0 temos a geometria esférica
usual do modelo-o O(3) para todos os valores de t, isto é, o modelo segue a trajetoria

diagonal fluindo desde uma esfera de raio infinito para uma de raio zero.

Outra forma alternativa e conveniente de visualizar esta deformacao ¢ introduzir

as coordenadas propias por meio da seguinte transformacao

) / ay
\/cosh2Y + cosh2v(ty — t)

Y = V2coshy(to —t = F(k) (3.16)

onde F (¢, k) denota a integral eliptica incompleta de primeira forma,

d

| - ¥ dX B senp T
F(y;k) = /0 \/m B /O \/(1 — 22)(1 — k22?)

com os seguintes parametros definidos por

: (3.17)

seny = tanhY , k= tanhy(to —t) . (3.18)
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Por definicao, temos que seniy) = sn(f/; k), onde sn(u;k) é a funcao eliptica de
Jacobi de modulo k£ denominada seno de amplitude. Para encontrar a forma da

métrica nas coordenadas (X,Y’) temos em conta que

2 _ 1 07\ 2 e le@(i/;t) — N gn2 .
(dY) T TN dv)? . . (Y + K(k): k) (3.19)

onde temos usado a identidade

1 — sn?(u, k)
1 — k2sn?(u; k) ’

sn?(u+ K(k); k) = (3.20)
com K (k) = F(5; k) sendo a integral eliptica completa de primeira forma. Por tanto

a métrica da configuracao deformada toma a seguinte forma
ks o~ .
ds? =~ <dY2 + sn? (Y + K (k); k:) dXz) , (3.21)
g

a qual representa a deformacao de uma esfera em uma configuracao tipo “salchicha”
para todo v # 0, com Y variando desde —K (k) até K (k).

Devido a que a mudanca de varigveis de (X, Y) para (X,Y) depende do parametro do
fluxo ¢, devemos introduzir um termo na equacao do fluxo que compensa este efeito,
como foi explicado ja no primeiro capitulo, que vem do campo vetorial §, = f)u(i).
Lembremos que neste caso a equacao do fluxo grupo de renormalizacao toma a

seguinte forma generalizada

0

57 Cm =~ Ry + 2V, V, o . (3.22)

Entao nas coordenadas propias a métrica pode ser reescrita como

ds? = L gy + (M> dx? |,
Y ©:(Y)
d(Y) = logo(Y)+ % (% - %kﬁ (1 + %)) Y2 (3.23)

onde O (u) =O(u+ K(k)) e Hi(u) = H(u+ K(k)) sao as funcoes Theta de Jacobi

e satisfazem a propiedade sn(u) = \/ng((z)) ; en quanto K (k) e E(k) sao as integrais

elipticas de primeira e segunda forma respectivamente. Na expressao (3.23) tem

se escolhido ®(Y = 0) = log ©(K (k)), e o parametro k' conhecido como o mddulo

complementario estd dado por (k')? =1 — (k).

Nesta descricao da configuracao salchicha podemos visualizar algumas propiedades

interessantes. O mddulo eliptico k& = tanhy(ty — t) toma valores desde 1 até 0
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quando t flui desde a regiao ultravioleta t — —oo até o ponto da singularidade em
t = ty. A funcao eliptica de Jacobi seno de amplitude sn(u; k) é periodica em u e
possui dois zeros separados a uma distancia de 2K (k), de modo que o comprimento
caracteristico do modelo na direcdo Y estd dada por 2v/kK (k). Perto da regido
ultravioleta k£ = 1 temos que K (1) — oo, por tanto o comprimento caracteristico

tende a infinito e a métrica toma a forma

1 .
ds? =~ ((dY)2 + (dX)2> , (3.24)
g
de um cilindro infinito com origem em Y = 0. Para examinar o que acontece nos
extremos do modelo, isto é para kK = 1, é conveniente fazer a seguinte mudanca de

variaveis
p=Y +K(k) . (3.25)

Todas as funcoes elipticas de Jacobi viram fungoes hiperbdlicas usudis no limite
k = 1, por exemplo sn(u;1) = tanh(u). Por tanto, neste limite a métrica toma a
seguinte forma

ds?

o0

1
= = (dp* + tanh?p dX?) . (3.26)
v

Esta métrica ja é conhecida na literatura e esta associada a um buraco negro bi-
dimensional Euclideano [30, 31], o qual tem a aparéncia de um “cigarro infinito” e
que assintoticamente vira um plano, R x S!, quando p — +o00. Para o outro limite
Y — —K (k) fazemos a mudanca de varidveis p = Y — K (k), mas obtemos de novo
a forma da métrica (3.24) pois sn?(u + K(k); k) = sn*(u — K(k); k). Por tanto no
outro extremo a configuracao também toma a forma de um “cigarro infinito ”.

O campo dilaton do buraco negro de Witten esta dado por [30]

®(p) = log (coshp) (3.27)

o qual anula-se para p = 0 e para p = oo ¢é infinito . Em nosso caso, a partir da

Eq.(3.23) encontramos que o campo dilaton é constante,

L~ 1 2K (k

DY) ~logO(K(k)) = §log <A) : (3.28)
T

para todo Y quando k — 1, ou quando k — 0. O segundo caso ¢ interessante pois

o campo dilaton tende a zero, fato que é consistente com a criacao de uma singu-

laridade na curvatura. Pode-se pensar nos dois buracos negros estando no comeco

afastados um do outro e depois eles comecam-se atrair formando assim uma con-

figuragao salchicha como um estado intermédio que no final colapsa em t = t.
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Para finalizar a discugao do modelo salchicha vamos estudar a realizagao de campo
livre da sua configuracao baseada na construcao algébrica das solugoes gerais das
equagoes continuas de Toda. Aqui vamos a trabalhar nas coordenadas (X,Y).
Primeiro, notamos que nas regioes assintoticas de Y, isto é Y — 400, o fator

conforme tende a zero na seguinte forma,

4
PV~ — 7 Y 400 (3.29)
b(t)
Veja que ®(Y;t) ¢ assintoticamente livre, quer dizer 92® ~ 0. Por esta razao,

podemos escolher a configuracao de campo livre sendo
4
Qo (Y;t) = =2Y +log (—senthy(to — t)) , (3.30)
fy

e vamos construir a solucao geral das equacgoes de campo de Toda continuo para
todo Y como uma serie de poténcia nos campos livres baseada na &algebra de Lie

continua G(d/dt,T). A idéia entdo é mostrar que essa expansao algébrica coincide

-2

com a expansao em Taylor de ®(Y;¢) em poténcias de e ordem a ordem.

Da forma exata da solucao (3.2), expandimos e® na vizinhaca de Y = +o0!,
QO — 2 _ 4
a(t) + b(t)cosh2Y  2a(t) + b(t)e?Y + b(t)e=2Y
B 4 1
Cb(h)e? |4 + (2;(_%)6—2}/ + 6—4Y)

e (e

2a(t) oy a’(t)

=N
—~~

4 —2Y - —4Y
e [ ()
da(t) (,a*(t) —6Y —8Y
ce— 2 —1 . 31
0 ( =0 et +0((e ™) (3.31)
Tomando o logaritmo e usando a identidade log(1 + =) ~ = — %2 + % — % + -

obtemos a seguinte expansao em serie de poténcia

O(Yit) = Po(Y;t) — 2%62Y+ (2‘;2((2 — 1) e —

2a(1) a*(t) —6Y —8Y
30 <4b2(t) - 3) e +0(Ee™) : (3.32)

1Pode-se trabalhar de forma similar em Y = —co



Capitulo 3. Solugoes da Equacao de Toda Continua 47

Agora, a familia uni-parametrica de métricas do modelo salchicha pertencem a classe
especial de solugoes da equagao de campo de Toda continua Oy (Y;t) = Y + d(t)

comc=-—2¢e
4
d(t) = log <—senh27(t0 - t))
Y

Lembremos que a expansao que encontramos para este tipo de solugoes esta dada
por (2.86)

1
@&g (e%ate%) —+ ... . (333)

Entao, para o primeiro termo aparecendo no lado direito desta expansao temos,

1
o = (I)o + —28,56(1)0 +
C

1 1 — og( £sen — 1 — 4
Zateéo — 1815 (6 2Y +1 g(ﬂ/ h2~(to t))) — Ze 2Yat (;senth(to . t))
= —2cosh2y(tg —t)e ¥
t
= -2 alt) e (3.34)

b(t)
Para o segundo termo temos,

1 1 4
4—04@ (e®0e™) = 6_46t [<§Senh27(to — t)) (—8cosh2v(ty —t))| e
1
= _Eat (senhdy(ty —t)) e=*"
= coshdy(ty —t)e™
= (2cosh®2y(ty —t) — 1) e

[222((2 = 1} e (3.35)

De forma anéloga pode-se mostrar que o coeficiente do termo O(e~®") coincide com
a expressao dada na Eq. (3.32). Temos mostrado entao que o modelo salchicha das
deformagoes axialmente simétricas do modelo sigma O(3) é um bom exemplo para
testar a validade da expansao formal em serie de poténcia (2.86) das configuracoes de
campo de Toda continuas em termos dos campos livres. Nas seguintes se¢oes vamos
apresentar mais exemplos que mostraram a efetiva relacao entre as deformagoes
geométricas sob o fluxos do grupo de renormalizagao da métricas bi-dimensionais e

a estrutura algébrica dos sistemas de Toda continuos para a algebra G(d/dt,I).
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3.2 Deformagao das Métricas de Curvatura Negativa

Nesta se¢ao vamos discutir as deformacoes geométricas das métricas de curvatura
constante negativa sob o fluxo do grupo de renormalizacao. Contrario ao caso das
métricas de curvatura constante positiva, estas métricas fluim em direcao a teo-
rias de campo livres na regiao infravermelha. Primeiro, iniciamos com uma clas-
sificacao das métricas de curvatura constante negativa em termos da monodromia
das configuragoes da teoria de Liouville. Seguindo, vamos estudar as deformagoes
geométricas sob o fluxo de grupo de renormalizacao em cada caso. Como foi feito
na sec¢ao anterior s6 consideraremos deformagoes que preservem a simetria axial das
configuragoes. Por tanto usaremos de novo fungoes a(t) e b(t) para parametrizar as

trajetorias do fluxo e encontraremos suas respectivas equacoes de evolucao.

3.2.1 Classificagao das Métricas com R < 0.

Consideremos espacos bi-dimensionais com a métrica

8 O, FT(24)0_F (2_)

d2:2 q)(z+’Z7)d dz = —
o TR A F eOF(2)

sdzydz (3.36)

onde estamos usando a solugao geral da equacao de Liouville (2.87) com constante

de acoplamento A; Entao, a curvatura escalar de Ricci estd dada por,
R=-2%0,0.®=—-A* | (3.37)

mas algumas singularidades tipo delta que podem aparecer dependendo da escolha
das fungoes F*(z1). Aqui vamos parametrizar as coordenadas complexas de modo

que

zp =N o <Y <400, 0<X<2m . (3.38)

Esta aplicacao envia um cilindro infinito a um plano. Um dos extremos do cilindro
localizado em Y = —oo é mapeado a origem z; = 0 = z_, en quanto o outro ex-

tremo Y = +o0 é mapeado a infinito no plano.

Agora, vamos considerar fatores conformes sendo fungoes independentes da coorde-

nada X, as quais classificam-se em hiperbodlicas, parabdlicas ou elipticas, dependendo

2

do comportamento de F(z,) sob uma rotacio z, — e*™z,, ou equivalentemente,

X — X + 27. Entao consideremos as trés diferentes classes de solugoes [32]:
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(i) Solugoes Hiperbdlicas

Estas solucoes tém a seguinte monodromia
Ft(z)) —» e ™ F"(zy) com (CeR | (3.39)

Escolhendo F*(zy) = 2/° e F~(2_) = 2%, temos que

2 C2 2 2
ds? = — dzidz. = ———(dX?+dY?) |, 3.40
A? 2, z_sin® (glongrz,) " A2 sinzgY( ) (3.40)

onde o fator conforme satisfaz a seguinte equacao
2

0,0_® — %eq’ =0 . (3.41)

Esta métrica descreve efetivamente um espaco de curvatura constante negativa sem
singularidades. O fator conforme é peridédico na variavel Y, e portanto nao pre-
cisamos tomar todo os reais mas sé considerar um dominio fundamental %ﬂ <Y <0.

Vamos passar agora da coordenada conforme Y para a coordenada prépia Y por meio

Y = —log (tan (—%)) : (3.42)

Derivando ambos lados, podemos obter as seguintes expressoes equivalentes

da transformacao

1 1 o _ sen(—CY) -

dy — - — oy v 3.43
¢ coshY ¢ (343)

Por tanto, obtemos a relacao

1

sen(—CY) = -
( ¢Y) coshY

(3.44)

Com estes resultados encontramos que a métrica toma a seguinte forma,

it = 2 ¢ dX)? + (dY)?
T PseDQCY(( )"+ ))

(aY)?

(ax)"+ (CcoshY)?

2 -
= ¢%cosh?Y

9 . .
= [(dY)2 + §2coshY(dX)2] . (3.45)
Esta métrica descreve um espaco bi-dimensional com curvatura constante negativa

conhecido na literatura como “plumbing fixture metric”.
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(ii) Solugoes Parabdlicas

A solugoes parabdlicas se caracterizam pela seguinte monodromia

Ft(zy) —» Ff(z) —2m : (3.46)

i

e de modo que a

Por tanto podemos escolher F*(z,) =ilogz, e F~(z_)=

métrica toma a seguinte forma
8 1 2 1
ds* = 13 dzpdz. = 5 (dX?+dY?) 3.47
T 24z (logzyz_)? T N yz( + ) (3.47)

Esta métrica descreve um espago bi-dimensional de curvatura constante negativa

—A?% mas tem uma singularidade em 2, = 0 = z_, isto é,
log(z42-) =2Y — 0

Por esta razao a equacao que satisfaz o fator conforme sera

2

A
0,0_d — 764) +276%(2) = 0 : (3.48)

Perto da singularidade, a métrica nao é plana por causa das corre¢oes que introduz
o termo log(z;z_). Aqui também vamos nos restringir ao dominio fundamental
—oo <Y <0.

Entéo, pasando para a coordenada prépia Y via a transformacio ¥ = —log(—Y),
a métrica assume a seguinte forma
2

2 _
dS—A2

(dY/? + e2?dx2) . (3.49)

Este espaco bi-dimensional tem simetria rotacional e para cada valor de Y temos
um circulo de raio varidvel, comegando desde zero em Y — —o0 e crescendo expo-

nencialmente até infinito quando Y — +oo0.

(iii) Solugoes Elipticas
As solucgoes elipticas tém a monodromia
FH(zy) — ™ F () . (3.50)

Entdo escolhendo as funcoes F*(z,) = 25 ¢ F~(2.) = 2%, onde 0 < ¢ < 1,

obtemos a métrica

8 C2 B 2 C2
P(Z+z_)1—<(1—(z+z_)<)2dz+dzf —S—5 = (dX?+dY?) . (3.51)

ds? = =
° A2 senh?CY
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Esta descreve um espaco de curvatura constante negativa —A? com uma singulari-
dade em z, = 0 = z_ onde a métrica é plana, pois senh?((Y") — oo quando Y — oo.

Neste caso o fator conforme satisfaz a seguinte equagao

2

DL0_D — %eq’ +27(1 = O)0P(2) =0 . (3.52)

Aqui vamos tomar o dominio fundamental —oco < Y < 0. Por tanto, passando para

a coordenada propia via a transformacao

Y = —log (tanh (-%)) , (3.53)

encontramos que a métrica assume a seguinte forma

2

2 __
dS—F

(dW + g2senh2ide2) , 0<V<oo . (3.54)

Este espago bi-dimensional também tem simetria rotacional e pode-se foliar por
circulos com tamanho varidvel, comegando desde zero em Y = ( e cresce exponen-

cialmente quando Y — +oc.

Para concluir a discussao sobre a classificacao das métricas de curvatura cons-
tante negativa podemos notar que elas sao de basicamente trés classe depedendo
da monodromia das funcoes F*(z+). Em geral, todas as métricas de curvatura
constante negativa sobre uma variedade diferencial M sao localmente equivalentes
mas nao globalmente [33]. Devido a esse fato, os efeitos nao perturbativos tém um
aporte significativo ao procedimento de renormalizagao, pois nao é possivel distin-
guir entre estas métricas equivalentes. Em particular em duas dimensoes as métricas
hipebdlicas e parabdlicas no limite infravermelho tem forma de uma “cana” de com-
primento e largura variaveis, mas a métrica eliptica tem uma singularidade conica

que faz diferenca no regime perturbativo.

3.2.2 Deformacao das Solucoes Hiperbdlicas

Para estudar as deformacgoes geométricas das solugoes hiperbodlicas induzidas pelo
fluxo do grupo de renormalizacao, escolheremos trabalhar no gauge conforme com

a acao

Sy = % / dw e ((0,X)* + (9,Y)?) . (3.55)
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Aqui o fator conforme esta dado por

oY) 2¢?

~ a(t) £ b(t)cos(2CY) (3.56)

(&

onde a simetria axial é preservada para todo ¢, e 0 < X < 27. Para estas solugoes
lembremos que o dominio fundamental pode ser tomado com _T“ <Y <0. No caso
que a(t) = 1 = —b(t), obtemos a solugao hiperbdlica usual com curvatura constante

negativa —A?, a qual pode ser normalizada a —1,

2 2
e®Yi) — 2 ¢ : (3.57)

1 —cos(2¢Y)  sin?(¢Y)

Agora, quando b(t) = 0 obtemos a geometria de um cilindro plano com um raio que

depende do a(t), o qual deve entdo ser positivo, isto é,

e?Yit) = 2¢ —  ds’ = _2¢ ((dX)?* + (dY)?) : (3.58)
a(t) a(t)
Em geral, a métrica é definida positiva para todos os valores na regiao a(t) > —b(t) >
0. A linha a(t) = —b(¢) sera uma fronteira dessa regido, a qual consiste de todas as
métricas com curvatura constante negativa A* = a(t).
Usando este ansatz é facil encontrar as equagoes de primeira ordem (evolu¢ao) para

as fungoes a(t) e b(t) a partir da equagao do fluxo do grupo de renormalizagao ,

ot _ ' { a(t) = —2b2(t) | (3.50)

ot oy? V(t) = —2a(t)b(t)

onde temos que v* = a*(t) — b*(t) é conservada ao longo das trajetorias do fluxo.
Essa diferenca do sinal nas equacoes em relacao ao modelo salchicha, faz neste caso o
fluxo estar bem definido na regiao infravermelha, t — +o00. Escolhendo 0 < v < 400
sendo uma constante real nao-negativa, podemos encontrar a seguinte solugao das
Eqgs.(3.59),

a(t) = vycoth2y(t —tp) : (3.60)

b(t) = —Senh%”(t_%) . (3.61)

Neste modelo as trajetorias também sao hiperbolas, mas estao definidas numa regiao
deferente do modelo salchicha (ver fig. 3.2).
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0 a(t)

b(t)

Figura 3.2:  Trajetorias do fluxo do modelo hiperbdlico.

Para esta configuracao temos dois limites especiais:

e Quando t — tS“ , obtemos o seguinte comportamento

1 :
a(t) ~ —b(t) >~ m — e(I)(Y,t) ~ Q(t — to)

<2

ST (3.62)

o qual é universal pois nao depende do parametro ~. Esta geometria comeca

com uma curvatura constante negativa A? = 2(; — 00 no ponto ty onde a

t—to)
aproximacao na ordem mais baixa nas equagcoes do grupo de renormalizacao

nao vale mais.

e Quando t — 400 as trajetorias fluim em direcao aos pontos fixos infravermel-

hos
a=7vy , b=0 : (3.63)
os quais dependen do parametro . Neste limite infravermelho a geometria
esta dada por um cilindro plano de raio \%,
2
ds* = C;(dXQ +dY?) . (3.64)
Y
Por outro lado, a trajetoria fronteira a(t) = —b(t) correspondendo a vy = 0, analogo

ao modelo salchicha, descreve um fluxo especial,

BVit) _ oy ¢?
e®(it) = o(¢ to)sen%n , (3.65)
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o qual estd associado a uma linha de Liouville do modelo hiperbdlico. A geometria
desta deformagao pode-se visualizar facilmente pois o espago permanece sempre

hiperbdlico para todo ty <t < 400, com uma curvatura constante negativa

1

A2
fi=—A 2(t —to)

Esta comeca com uma curvatura infinita em ¢ = ¢y e flui até uma curvatura zero no
limite infravermelho, onde o cilindro plano extende-se até um plano.
Agora, podemos observar que o comportamento do fator conforme perto do limite

infravermelho (v = 0) estd dado por
. 2¢2
eVt ~ 2 (1+ cos(2¢CY)e~Ht-to) 4 (9(6_47('5_“)))) para t — +oo , (3.66)
g

isto ¢, pequenas deviagoes do limite plano (R = —A? — 0). Neste caso a perturbacio

a métrica é proporcional a
O(Y;t) = cos(2CY )e " t=to) (3.67)

para todo Y. Logo, a equacao de Toda continua fica linear na regiao infravermelha

e reduz-se a equagao do calor para ©(Y;t),

oe® 2C%2 0 0?

— =V = = _—0Y:t)=—=—0(;t) . 3.68

ot v Ot (¥Y58) = oY? (Y1) ( )
O fator %= que aparece no lado esquerdo da equacao do calor normalizada vem da
normahzagao da métrica nos pontos infravermelhos e(bll_v = 252.

Agora, vamos decrever as deformagoes geométricas dos modelos hiperbdlicos mu-
dando da coordenada conforme Y para a coordenada propia Y por meio da seguinte

transformacao,

v Lrwr . (3.69)

Y = v/2cosh (t —to)
i o) V/cosh2y(t — tg) — COSQCY ¢

De novo, F(1, k) é a integral eliptica incompleta de primeira forma com parametro

1—cos2¢Y s
COSh/Y(t o to)\/cosh27(t—tg)—cosQ(Y ’ para . — 20 < Y <0

siny = , (3.70)
—cos(CY) para —

[\
'

e modulo 0 < k < 1, dado por

ke (3.71)
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Calculando do mesmo jeito que no caso do modelo salchicha, a métrica toma a

seguinte forma,

%k’z (dff2 + Lrdn?(CY; k;)dX2> . para — 2B <y <

K2 2
ds? = (3.72)
G2 [ gy2 1 2 _Ek) v« KK
7]{: (dY + de ) , para o < Y < -5
onde o médulo complementario estd dado em ambos casos por k' = 1 —k? e

dn(u; k) ¢é a funcao eliptica de Jacobi conhecida como delta de amplitude. Usando a
identidade "

dn(u — K(k); k) = ————
a métrica assume a seguinte forma

CQ

- 1 - 2K
ds? = 71{:'2 (dY2 + ﬁdHQ(CY; k‘)dXZ) com — (%)

¢

A mudanca de coordenadas (3.69) ¢ s6 valida para cosh2y(t —t) > 1, ou seja, para

<Y <0 . (3.73)

t >ty ou equivalentemente k > 1. De fato a forma da métrica resultante (3.73) nao
estd bem definida quando &' = 0, que corresponde ao tempo inicial ¢ = ¢, e onde a

mudanca de variaveis esta dada simplesmente por

ay

¥ == sen(CY) ’

dando como resultado a forma padrao da métrica hiperbdlica nas coordenadas
prépias (3.45). A métrica estd bem definida para todos os valores & < 1, e no
limite infravermelho k£ = 0 das deformagoes toma a forma da métrica de um cilindro

plano, onde dn(u; k = 0) = 1 para todo u.

A forma geral da geometria do modelo hiperbdlico perto de & = 0 é bem pare-
2K (k)

cida a uma “cana”. A distancia entre as pontas da cana é igual a , tendendo a

¢
infinito quando k£ — 1, e quando k£ = 0 toma o valor de % O ponto meio na regiao
fundamental —% <Y <0,istoé Y = —2%, corresponde ao ponto meio Y = —@

na coordenada prépia, onde a cana apresenta uma pequena “lombada”. Esta lom-
bada no limite infravermelho desaparece e a cana toma a forma de um cilindro, em

particular na regiao fundamental serd um segmento de cilindro.

Em forma analoga ao modelo salchicha, a métrica do modelo cana também pode ser

reescrito tendo em conta a presenca de um campo dilaton pois a transformacao para



Capitulo 3. Solugoes da Equacao de Toda Continua 56

a coordenada prépia depende do parametro do fluxo t. Usando a expressao para o
fluxo do grupo de renormalizacao generalizado com um campo vetorial £, que esta

dado por éx =0 e &g = 8?@, encontramos a seguinte solucao

~ 2
2 - Y
ds? = C—k:’ k’dY2+<%> ax?|,

gl O(CY)
d(Y) = logO(CY) +% (% —1+ %kQ (1 + %k:)) Y2 . (3.74)

Para finalizar a discussao sobre a deformacoes do modelo hiperbdlico vamos a discutir
a realizacao de campo livre das trajetorias do fluxo do grupo de renormalizacao.

Aqui vemos que o fator conforme tende assintoticmente a zero da seguinte forma,

e®Y5) N:(Ct) eVl Y 5 400 . (3.75)

Entao podemos escolher a configuracao de campo livre como sendo
. 4¢%
Qy(Y;t) = 2iCY + log | ———sinh2~(t — to) : (3.76)
Y

a qual pertence a classe de especial de solugoes da equacao de campo de Toda
continua (2.80) com ¢ = 2i¢. Como foi feito no caso do modelo salchicha vamos
mostrar que a expansao formal em serie de poténcia nos campos livres baseada na

algebra de Lie continua G(d/dt, ) coincide com a expansao em Taylor de ®(Y,¢) em

poténcias de e?¢Y ordem a ordem. Da forma exata da solucao (3.56), expandimos
e® na vizinhaca de Y = —o0,
20 = 2¢? AC?
= a(t) + b( )COS<2<Y> 2 _|_ ( )eQZCY T b( ) —2iCY
= 4_C2 e2iCY 11 %Y 4 4 a?( A0 _
b(t) bz

S o] o

Tomando o logaritmo e usando de novo a identidade do log(1 + =) ~ x — ‘%2 +35 -

-+ -+, obtemos a seguinte expansao
a(t) o a*(t) ‘
Y1) = Bo(V:1) — o8 2icy 9\ ) Y
( ) ) O( ) ) b(t)e + ( bQ(Zf) €

2a(?) ag(t) 6iCY 8iCY
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Vamos agora entao calcular os primeiros dois termos da expansao (2.86) para este

2CY

tipo de configuracao de campo livre. Para o termo de ordem e obtemos,

1 9 6(1)0 - 1 9 <62iCY+log<§2 senh27(tt0)>>
—0 — ,

c? (—4¢)

1

2
- T@emy@ ( ¢ senh2y(t — to))

= 2cosh 2y(t — ty) *¢Y

_ a(t) iy
— —2%6 ¢ : (3.79)

e para o segundo termo temos,

1
4ct

1

A2 )
O (€®°9,e™) = 64C4at [( ig senh2+(t — to)) (—8¢* cosh 2y(t — to))] ety

1 .
= Hat (senhdry(t — ty)) e*e

= coshdy(t —ty) e*Y
= (2cosh®2y(t — tg) — 1) e*”
2
a*(t) 4iCY
2~ — 1] ¥ : 3.80
Eeonll 50
De forma similar podemos calcular o termo O(e%¢Y) na expressao (3.78). Com
isto, podemos ver que o modelo hiperbdlico é outro bom exemplo para conferir a
validade da expansao algébrica em serie de poténcia das configuracoes de campo de
Toda continuas. Sé por complementaridade podemos estudar a forma que toma a

expansao para a linha de Liouville do modelo hiperbdlico, isto é, para v = 0. Neste

caso a configuracao de campo livre assume a simples forma,
Oo(Y;t) = 2iCY + log(—8C%(t — o)) (3.81)
obtendo desta maneira a seguinte expansao

d = log (_842(75_%)62141/) +2€21<Y+6414Y+§6614Y+m

2
— log (=8C(t — 1)) — 2log (1 — €)= log (20t — to)—— ) (3.82

o8 (~8CH(t — t0)e™ ) — 2og (1= ) = log (2t~ t0) 25 ) (382
Encontramos entao que o resultado (3.82) coincide com a forma do fator conforme
para esta linha de Liouville que j& tinhamos considerado na Eq. (3.65). Este fato
mostra igualmente que a nossa escolha da forma da configuracao de campo livre é

realmente acertada.
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3.2.3 Deformacao das Solugoes Parabdlicas

No estudo das deformagoes das solugoes parabdlicas sob o fluxo do grupo de renor-
malizacao consideraremos o seguinte ansatz para o fator conforme,

1
Q(Yit)
‘ a(t) +o(t)Y? (3:83)

Podemos ver que a familia de métricas correspondente a esta escolha do fator con-
forme descreve também deformacoes axialmente simétricas. No caso do modelo
parabdlico o dominio fundamental escolhido foi —oco <Y < 0. Quando a(t) =0 e
b(t) = 1 a métrica reduz-se a métrica usual de Poincaré (3.47) definido sobre o semi-
plano inferior para Y < 0, ou semi-plano superior para Y > 0. Para qualquer outros
valores de a(t) e b(t) a geometria deformada permanece conformemente plana, as

quais satisfazem o seguinte sistema de equacgoes de evolucao,
d(t)=2a(t)b(t) , V() =-20°(t) , (3.84)

derivadas a partir das equagoes do fluxo do grupo de renormalizacao. Aqui podemos
notar que a quantidade a(t)b(t) = 7 é conservada, a qual pode ser escolhida a ser
positiva de modo que a métrica seja definida positiva para todo valor de Y. Desta

forma encontramos a seguinte solugao,

a(t) = 292t —to) (3.85)
bt) = ﬁ : (3.86)

onde a constante de integragao ty ¢ o tempo limite inferior de modo que tanto a(t)

quanto b(t) sao positivas. A forma final do fator conforme sera [23],

s 2t~ To) . (3.87)

‘ A2t —tg)2 + Y2

Aqui as trajetorias do fluxo do modelo hiperbdlico sao hiperbolas definidas na regiao
a(t) > 0eb(t) > 0, comecando desde o ponto (0,00) em t = ¢, e fluindo até o ponto
fixo infravermelho (00, 0) para todo v # 0. No caso 7 = 0, a trajetoria é diferente

pois o modelo flui ao ponto infravermelho (0,0) (ver fig. 3.3).

A trajetoria com v = 0 é um fluxo especial,

o 20t — 1)
e‘l’W):TO : (3.88)

pois corresponde a uma linha de Liouville do modelo para todo t > t,. Esta de-

1

i) Para todos os tempos,

screve espacos de curvatura constante negativa A% =
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b(?)

0 a(t)
Figura 3.3:  Trajetorias do fluxo do modelo parabdlico.

comecando desde infinito e fluindo até zero no limite infrevermelho (0,0). Para to-
das as outras trajetorias com v # 0 encontramos que a métrica assume a seguinte

forma

1

ds? ~ — —
CT ARt — t)

(dX*+dY?) | (3.89)
no limite ¢ — +o00. Esta métrica limite descreve um cilindro degenerado com um
raio caindo a zero para todo 7 # 0. Para entender melhor esta geometria limite é

conveniente mudar para a coordenada propia,

Y = 2~(t — t)senh (\/;:—to> : (3.90)

para t > ty5. Neste caso é bem facil encontrarmos que a forma que assumida pela

métrica esta dada por,

dX?

42 (t — tO)COSh2<\/tL_—tO>

ds? = dY? + (3.91)
Esta geometria parece uma “gota”, cujo tamanho diminui quando t — +oo virando
uma linha parametrizada por Y, ou seja, no limite infravermelho a geometria assume

a forma de um cilindro de raio zero.
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As deformacoes do modelo parabdlico também podem ser estudadas usando o sis-
tema de equacgoes do grupo de renormalizagao generalizadas. Neste caso encontra-se

a seguinte solucao,

d(Y) = log (cosh :: to) - 4(;: i (3.92)

Por outro lado, o fator conforme (3.83) neste caso tende assintoticamente a zero na
seguinte forma,

o(vit) o L V2 _ 2(t —to)

Y =T Y — 00 (3.93)

(&

a qual corresponde a linha de Liouville (3.88). Aqui poderiamos estar tentados

escolher a seguinte configuracao,

como sendo a configuracao de campo livre, mas como pode ser notado estd nao
pertence a classe especial de solugoes de campo de Toda continuas (2.80), pois neste
caso nao existem as fungdes holomorfas e anti-holomorfas fi(z4;t) tal que ®q seja
efetivamente da forma (2.65), fato sobre o qual estd baseado totalmente o método

para achar as solucoes.

3.2.4 Deformacao das Solucgoes Elipticas

Para estudar as deformagoes do modelo eliptico vamos assumir que o fator conforme

com simetria axial estd dado pelo seguinte ansatz,

e®Yit) — 2C7 (3.95)

a(t) + b(t)cosh(2¢Y) ’
o qual é bem parecido ao do modelo salchicha mas aqui o fluxo esta definido para um
dominio diferente. No caso a(t) = —1 e b(t) = 1, obtemos a métrica usual do modelo
eliptico (3.51) com a curvatura constante negativa normalizada A* = —1. Por tanto
a regiao fundamental para descrever as deformagoes deste modelo corresponde a
b(t) > —a(t) > 0. Usando este ansatz encontramos que as equacoes de evolugao das

fungdes a(t) e b(t) sdo idénticas as do modelo salchicha, isto é,
a(t)=207%(t) , V() =2a(t)bt) , (3.96)

mas neste caso a quantidade conservada é v = b* — a%. Escolhendo como é usual v

sendo uma constante real positiva, encontramos a seguinte solucao geral

alt) = —yeot2y(t —ty) b(t):m . (3.97)
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No espaco dos parametros (a,b) as dérbitas do fluxo sdo periddicas no tempo com
periodo igual a ;—r Todas as trajetorias comegam em (—o0,00). para o tempo
to. Apds um tempo t = to + 3= o coeficiente a(t) é zero. Depois a(t) toma valores
positivos aproximando-se a linha de Liouville do modelo salchicha quando t = to—l—%.
Continuando o fluxo para valores além do tempo t = t5+ % encontramos que tanto
a(t) quanto b(t) tomam valores negativos, os qudis nao sao trajetorias fisicas para
nosso modelo. Esta regiao nao fisica corresponde a reflexao da regido fundamental
ao longo do eixo a(t). Apds um periodo as trajetorias repetem-se, oscilando entre
estas duas regioes. Por esta razao, as deformagoes geométricas do modelo eliptico
nao possuim um limite infravermelho neste ansatz. Este resultado pode estar ligado

a existéncia da singularidade conica na origem (ver fig. 3.4).

b(t)

0 a(t)

Figura 3.4:  Trajetorias do fluxo do modelo eliptico

Nao obstante para v = 0 temos a solugao ,

bl = —alt) = —— 1 AOD oy gy S (3.98)

2(t —to) senh®(CY)

a qual corresponde a uma linha de Liouville do modelo eliptico. Esta trajetoria
especial é basicamente a fronteira da regiao fisica e descreve a deformagao do modelo
eliptico com métricas de curvatura constante negativa R = —A? = —2(t—ito) para todo
t. Neste caso as trajetorias comecam com uma curvatura negativa infinita e fluim
até curvatura zero na regiao infravermelha ¢ — 4o00. Podemos entao descrever as

deformagoes na coordenadas propia Y, definida por,

Y = —log (tanh (-%)) : (3.99)

A métrica nesta coordenada assume a seguinte forma,

ds® = 2(t — o) [@senhQY/(dX)? n (d?)?} : (3.100)
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onde tem sido usada a relacao

1

hy = ——
setl senh(Y '

(3.101)

a qual pode-se encontrar simplesmente derivando a transformacao (3.99). Agora,

insistindo em reabsorbermos o fator do tempo por meio da redefinicao
Y =20t —t)Y (3.102)
encontramos que a métrica no limite infravermelho, ¢t — +o00, toma a seguinte forma
ds? ~ (dY')? + (Y (dX)? . (3.103)

Por tanto o ponto final desta trajetoria especial v = 0 é um cone plano bi-dimensional
com um angulo de apertura igual a 27(. A forma da métrica (3.103) mostra que
geometria deforma-se desde um cone negativamente curvado até um cone plano
bi-dimensional, mas o angulo de apertura permanece constante ao longo do fluxo.
No proxim capitulo vamos discutir um pouco mais sobre a geometria dos cones bi-

dimensionais.

Para completar a discussao do modelo eliptico vamos discutir a realizacao de campo
livre das trajetorias do grupo de renormalizacao. Com a experiéncia que ja temos é
bem facil mostrar que a expansao formal para a solugao geral da equacao de Toda
coincide com a expansao em Taylor do fator conforme. Além do mais comparando
os dois fatores conformes (3.56) e (3.95) pode-se notar que as solugoes hiperbdlicas
e elipticas estao relacionadas por uma continuagao analitica tanto no parametro ¢

quanto no tempo t. Por tanto vamos seleccionar
4¢2
Oy = 2¢CY + log | ——sen2v(t —to)| (3.104)
Y

como a configuracao de campo livre. Esta igualmente pertence a classe especial de
campos livres (2.80) com ¢ = 2¢. Entao, para esta escolha em particular obtemos a

seguinte expansao
b = Do+ 0™+ 1o (e®00,e®) + -
=TT t€ 1At e "0
= Oy + 2cos2y(t — tg) €Y + (2c08°2y(t — tg) — 1) ¥ + -

a(t) ey a*(t) 4QY
= (IDO—QWeC +<2b2(t) —1) Y (3.105)

a qual mostra que nossa escolha é realmente conveniente. Resumindo, mesmo que

neste modelo s6 existe uma trajetoria fisica que corresponde a linha de Liouville e
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que possui um limite infravermelho bem definido, encontramos que a solucao formal
de Leznov-Saveliev nos permite construir o fator conforme, ou seja, nos da todas as
métricas correspondentes as trajetorias do fluxo do grupo de renormalizacao para

nosso modelo eliptico.



Capitulo 4

Queda das Singularidades Conicas

Vamos considerar outras solucoes exatas das equagoes do grupo de renormalizagao
que descrevem a queda das singularidades conicas em espacos compactos. Como foi
ja menciondado no capitulo 1, este processo fornece uma realizacao nao-linear das
propiedades dissipativas da equacao do calor, onde a geometria possui um limite in-
fravermelho bem definido. O principal exemplo é a queda de um cone bi-dimensional
C/Z,,, com n > 2, para um espaco plano, e pode-se generalizar a uma transigao para
um outro cone C/Z,,, com m < n. O cone é a configurac¢ao singular mais simples
onde a geometria é sempre plana a menos de um ponto. Sua curvatura tem uma
singularidade tipo delta na ponta do cone de forma similar ao que acontece com
as solucao Gaussiana ja discutida. A evolugao sob o grupo de renormalizacao esta
bem descrita, mas a estrutura algébrica é bem mais complicada. Por outro lado,
esta solucao é interessante porque tem uma relacao com o problema de condensacao
dos tdquions na teoria de corda fechada, pois os modelos em “orbifolds” ( que nem o
cone) possuim estados taquionicos no seu espectro [34, 35]. Por tanto este problema
na teoria de cordas tem uma relacao com a algebra de dimensao infinita Q(%; I) que

ainda nao tem sido bem estudada.

4.1 Queda de um Cone Plano

Um cone bi-dimensional é um exemplo simples de uma “orbifold” a qual é uma es-
trutura topologica bem geral. Para nosso objetivo podemos entender uma “orbifold”
como um espago compactificado X/G, dado por uma variedade diferenciavel X e
um grupo de isometria G. A definicao da orbifold sendo um espago quociente d&
surgimento a pontos de singularidade, isto é, as teoria quanticas de campo definidas
sobre orbifolds apresentam singularidades nos pontos fixos da acao do grupo G. O

exemplo mais simples é o cone C/Zs, o qual é o resultado da isometria z — —z.

64
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A geometria do cone bi-dimensional C/Z,, em coordenadas polares esta dada por,

ds* = dr® 4+ r*d¢* (4.1)

onde 0 < ¢ < 2 o angulo de abertura é 2* e o angulo déficit é 27 (1 — l). Pode-
n n n
mos passar para as coordenadas conformemente planas por meio da seguinte trans-

formacao,
p= r" , 0= n<b y (42)

por tanto a métrica assume a seguinte forma equivalente,

ds* = 2¢®0) (dp” + p*d6*) (4.3)
com
1
O(p) =2 (— - 1) logp + constant . (4.4)
n
Usando as coordenadas complexas 2z = pe®™, a métrica do cone toma a seguinte
forma,
ds* = #dz dz (4.5)
(zp2_)1=1/n = : :

Estd métrica descreve a geometria da orbifold C/Z,, cujo ponto fixo estd na ponta
do cone em z = 0 onde a curvatura é infinita R ~ 0(z). Por tanto espera-se o
fluxo do grupo de renormalizacao regularizar a singularidade da curvatura na regiao

infravermelha e induza uma transicao para um plano bi-dimensional.

Agora, vamos estudar a solucao exata que descreve a transicao do cone para um
plano. Para isso, consideraremos o fluxo do grupo de renormalizacao puramente

gravitacional com a liberdade de difeomorfismo no target,

0G,,,
ot

e vamos escolher o ansatz de Minwalla, et. al. [35],

= _Rw/ + Vugu + VUfu ) (4'6)

1
ds® = t(f*(r)dr?* +r*d¢*) , & = érf(r) . & =0 . (4.7)
Esta é uma escolha conveniente para descrever o processo da queda do cone. Aqui a
dependéncia do tempo esta fatorizada e aparece numa forma linear. A coordenada

radial toma valores em todos os redis e a coordenada angular é periodica, 0 < ¢ < 27”
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Calculando as componentes nao nulas da conexao como é usual, encontramos o

seguinte resultado,

f'(r) 1 r 2 1 2
Fl — , F _ , F = — = F s 4.8
11 f(r> 22 f2<7”) 21 r 12 ( )
e as componentes do tensor de Ricci,
f'(r) f'(r)
R,=—=%, Rpp=r——~, Res=0 . 4.9
rf(r) T TR ’ 4

Por tanto, a equacao do grupo de renormalizacao reduz-se a seguinte equacao difer-

encial para a fungao f(r),

flry=rfr)[1=f(r)] . (4.10)
Se introduzimos umas novas variaveis x e y da seguinte forma,
1, 1
r==-r" , ylr)=——-1 , 4.11
X @)= 7 (1.11)
a Eq. (4.10) simplica-se a,
dx 1+ y(z)

A solucao desta equacgao esta dada simplesmente por,

<ﬁ - 1) exp (%x) — 1) —Ce™ (4.13)

onde C' é uma constante de integragao positiva e arbitraria que pode ser parametrizada

em termos de n > 1, da seguinte forma
C=(n-1)exp(n—1) . (4.14)

Se observamos o comportamento da funcao f, encontramos que parar =0oux =0
- 1 _ —

a fungao toma o valor de f(0) = ~, €n quanto que para r = 00 ou x = 00 temos que

f—1

Agora vamos mostrar que essa solu¢ao é a mais geral possivel com dependéncia no

tempo linear fatorizada, considerando o ansatz generalizado,

ds* = t(f*(r)dr® + g*(r)de?) ,
&G o= &), &=0, (4.15)
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Nesta caso as componentes do tensor de curvatura de Ricci sao,

g'(r)  fr)g'(r)

e = =0 T e

 ge"0) | gg () f ()
Ryp = EOBANEG (4.16)
Ry = 0 (4.17)

Desta forma as equacoes do grupo de renormalizacao que obtem-se sao,
1 (g &)Y
f(r) = — ( ) +2( ,
g(r) \ f(r) f(r)

_ L (g0 )
0 = 715 (707) 20 e

A partir dessa duas equacoes pode-se ver facilmente que a quantidade fig é indepen-

dente de r. Sem perda de generalidade podemos escolher

€)= 3 r)gr) (4.19)

o qual coincide com o ansatz (4.7) quando g(r) = r. Com isto, podemos ver que o

sistema (4.18) pode-se simplificar a equagao

rar) = (5 + 30)) (4.20)

Neste caso a solucao geral esta dada por

(oo ) -eon ()

onde C' é uma constante de integragao arbitraria. O fato que g(r) sempre pode-se es-

colher como sendo 7, simplesmente redifinindo a variavel radial, mostra que a solugao
(4.13) é mesmo a deformagao do espago conico mais geral que preserva a simetria
axial. A interpretagao fisica da solucao pode-se entender melhor introduzindo a

seguinte mudanca de variaveis,
F=rvt (4.22)
por tanto a métrica assume a seguinte forma,
ds* = f2(F)di* + #2d¢* . (4.23)

Entao, tomando 7 fixo, pode-se ver que para o limite t — 0 correspondente a r — 00,

ou seja a f = 1, a métrica toma a seguinte forma

ds? o = di* + 2d¢* (4.24)



Capitulo 4. Queda das Singularidades Conicas 68

T

a qual descreve um cone com angulo de abertura de 27 no tempo inicial. Agora,
mantendo 7 fixo, a métrica para o limite ¢ — 0o, que corresponde ar — 0 ou f = %,

toma a seguinte forma
=2 Lo 2,0

Esta descreve a geometria de um plano bi-dimensional, a menos o fator de escala n%,
no limite infravermelho do fluxo do grupo de renormalizagao. Para valores genéricos
de t, o espaco bi-dimensional é conico em infinito e suave na origem, onde a curvatura

esta dada por,

(% - 1) | (4.26)

Entao para r — 0, a curvatura esta dada por R = % (% — 1).

A solugao exata (4.13) pode ser usada para descrever a transicao do cone C/Z,

para um C/Z,,, com m < n, escolhendo a constante de integracao como,
C= (ﬁ - 1) exp (ﬁ - 1) . (4.27)
m m

Aqui 0 < ¢ < 2;”, o qual é o angulo de abertura do cone C/Z, no tempo inicial

t = 0. Tomando 7 fixo, no limite ¢ — 400 ou r — 0, obtemos

m2

ds* = — [di* +7°d0?] (4.28)

n2

a métrica do cone com um angulo de abertura igual a %’T, a menos do fator de escala

m2

F.
A solugao que descreve a transicao C/Z, — C/Z,, pode ser apresentada também

nas coordenadas conforme considerando a seguinte mudanca de variaveis,

n [T x ~n
p*(r) = exp (E/ dz M) ) ¢ = Egzﬁ : (4.29)

x
a qual deixa a métrica na seguinte forma conforme,
ds® = 2te®0) (dp2 v p2dq52) (4.30)

com o fator ®(p) dado por,

2 .2 r2)2 d
op) _ M _ ari_n
e o = O (/0 . (1 mf(@) . (4.31)
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Aqui 0 < ¢ < % e a métrica (4.30) estd relacionada conformemente com a métrica
do cone C/Z,,, a qual corresponde ao ponto final da transi¢io. A mudanga de

coordenadas altera também a forma do campo &, o qual fica da seguinte forma

& =pexp(®/2) . (4.32)

O fato que &, # 0 implica que ®(p) nao satisfaz a equacao de Liouville, pois no caso
contrario a métrica conforme (4.30) terfa uma solugao tipo linha de Liouville com a
dependéncia de t fatorizada linearmente. Agora, absorberemos a dependéncia de ¢

reescalando
p=\tp | (4.33)
por tanto a métrica fica da seguinte forma,
ds? = 2620 (dﬁ2 + 5%2) . (4.34)

Com a métrica nesta forma, podemos encontrar a solucao da equacao de campo
de Toda continua ®(p;t) expandindo em serie de poténcia na varidavel p. Primeiro,
vamos ver que se m e n sao bem grandes a equacao do fluxo do grupo de renormal-
izacao vira linear e obtemos uma equacao de fluxo do calor. Definindo m =n — k,

com k arbitrario mas finito, obtemos o seguinte,

(%-1):%{1—%}_122{14%} (4.35)

c="yo <i) . (4.36)

n n?
Por esta razao a fungao f(x) pode ser aproximada pela fungao

flr) ~1-— Ee_” : (4.37)

n

Entao usando a Eq. (4.29) obtemos

2(r) = exp (% / TQ/de@)
(1+4) [l (- gex)]

T; <%) . (4.38)

~ exp

2
|
+
Q
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A partir da Eq. (4.31) encontramos ® como func¢ao de p na ordem mais baixa em

1
n’

D(p;t) ~ kK /j/t de (1-e™)+0 (i) : (4.39)

n x n?

Para todo valor de ¢, ®(p;t) permanece pequeno e por tanto a equacao de campo de

Toda pode ser aproximada pela equacgao de calor. Entao usando a seguinte expansao,

“d — 2 !
/%(1_6—1)20+10gz+62 (1———|———3—+---), (4.40)
0

valida para z = % grande, encontramos que a solugao (4.39) interpola-se suavemente
entre a fungao ®(p;t =0) = —2 (%) log p, a qual descreve o fator conforme do cone
inicial C/Z,, no referencial do C/Z,,_, e a funcdo constante ®(p;t = +o0) = 0, a

qual corresponde ao ponto final da transicao no mesmo referencial.

Agora, considerando m,n finitos vamos estudar o comportamento infravermelho da
transigao geometrica C/Z,, — C/Z,,, expandindo a fungao f(z) ao redor de x = 0.

A partir da Eq. (4.13) encontramos que a serie fica da seguinte forma,

m m? m 1m3 m m
UL 1——) ——(1——)(2—3—) 24 44
/() n+n2< n $+2n3 n n v (4.41)
Substituindo em (4.29), obtemos

2 2 2 4
9 r m( m)r 1m< m)( m)r

=1 +—(1-—)—+-—(1—-—)(4—-5—) —+--- 4.42
p(r) 2<+n n) 2 A n n)a T , (442)

a qual pode ser invertida para encontrar a expansao em serie de poténcia de r(p),

r m m 1m? m m
—:1——(1——) 2 ——(1——)(4—3—) Ty (443
2p? n n)? + 4 n? n n)? + (4.43)
Tendo em conta o reescalamento (4.33) obtemos que o comportamento infravermelho
do fator conforme esta dado por,

~2

i 1
spt) _ M (1 _ @) o= _ 4.44
¢ n n/ t + t2 ( )

Consideraremos agora o realizacao de campo livre da solugao geral para o processo
da queda do cone plano. A partir da equacao do fluxo (4.13) podemos expandir a
fungao f(x) como a seguinte serie infinita

1
3!

1

> (BOPe™ + (UCY ™ 4o (445)

f(x)=1-Ce ™™+ —=(20)% > —
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a qual vale para todo x e C' estd dado por (4.27). Estd expansao é bastante util na
regiao infravermelha, isto é, para x — oo. Por tanto, sé considerando os primeiros

termos temos que configuragao de campo livre pode ser escolhida como,

Do(zy,2-3t) = — (1 — T) log com p° =z, . (4.46)

Depois de alguns calculos pode-se conferir que esta configuracao reproduz a solucgao
da equagao de campo de Toda continua dada por (4.31), de acordo com a expansao

em serie (2.68), onde as fungoes f*(z4;t) podem-se escolher sendo,
" k k
f (zi;t):——logzi—l—z—logt , com k=n-—m . (4.47)
n n

Resumindo, o processo da queda do cone C/Z, constitui o exemplo mais simples
da acao do grupo de renormalizac¢ao sobre um espaco nao-compacto bi-dimensional
com uma singularidade inicial, localizada na ponta do cone, e que dissipa-se apds
um tempo longo mas finito quando ocorre a transicao para o plano bi-dimensional.
Recentemente, tem-se percivido que este processo tem aplicacao na teoria de cordas
no estudo estudo da condensacao de taquions [34, 35]. A aproximacao por fluxo
do grupo de renormalizacao na teoria de cordas estd baseada na suposicao que a
evolucao dinamica da teoria de cordas pode ser bem aproximada na teoria de folha
mundo fluindo desde um ponto critico até outra solucao conforme mais estavel. As
inestabilidades no espaco target sao indicadas pela presenca de estados taquionicos
no espectro da corda. Por exemplo, podemos considerar o vacuo da corda como
sendo da forma C = CFT, + R™!, onde a parte conforme C'F'T, corresponde a uma
teoria de campo sobre C/Z,,, com carga central ¢ = 2. Este vdcuo é inestével por
causa da existéncia de estados taquionicos no setor torcido da orbifold, os quais
estao localizados na ponta do cone, e induzem transi¢oes para vacuos mais estaveis,
reduzendo assim a ordem da singularidade. A singularidade se suaviza completa-
mente apés a transicao do cone para o plano bi-dimensional como consequéncia do
fluxo do grupo de renormalizagao. Em poucas palavras, a condensagao dos taquions
¢ importante para o problema da selecao do vacuo na teoria de cordas por métodos

dinamicos, e o fluxo de Ricci pode ser um bom caminho.



Conclusao e Perspectivas

Neste trabalho mostramos que as equacoes da funcao beta dos modelos-o nao-
lineares bi-dimensiondis admitem uma formulacao de curvatura zero por meio da
algebra de Lie continua de dimensao infinita g(%;]l). Os geradores de Weyl sao
suficientes para formularmos as deformacgoes métricas bi-dimensionais dos espacos
“target” como uma equacao de campo de Toda usando o sistema de coordenadas
conformemente planas no espaco target. Construimos a solugao geral em termos
dos campos livres bi-dimensiondais por meio das transformacoes de Backlund, e de-
screvemos também a expansao em serie de poténcia das configuragoes de campo
nao-lineares usando a estrutura algébrica da teoria de campo de Toda. Alguns
exemplos dos fluxos do grupo de renormalizacao para espagos compactos e nao-
compactos foram examinados, e forneceram uma base para a validade da expansao
formal da solugao geral da equacao de Toda continua para escolhas apropiadas das

configuragoes de campo livre.

O modelo “salchicha” surgiu no estudo das deformacoes que preservam a simetria ax-
ial do modelo—o O(3) padrao, e descreve a transigao desde a geometria de um cilin-
dro infinito na regiao ultravioleta até uma superficie esférica com o raio se anulando
para um valor finito da escala de energia da folha mundo. O modelo “cana”, o qual
foi introduzido por consideracao das deformacoes que preservam simetria axial das
métricas de curvatura constante negativa, descreve a transicao desde um espago com
uma curvatura negativa infinita até uma geometria em forma de cana com largura
e comprimento variaveis na regiao infravermelha. Ambos os casos foram descritos
nas coordenadas propias, onde a deformacoes geométricas ficaram um pouco mais
facil para visualizarmos. Deve-se aqui comentar que, as trajetorias sao fisicamente
validas s6 nas regioes onde a curvatura permanece pequena, pois foi assim consid-
erado na aproximacao na ordem mais baixa na funcao beta. Finalmente, também
estudamos a transigdo desde um cone bi-dimensional C/Z, para o plano, o qual
mostrou a natureza dissipativa da equacao de campo de Toda nao-linear, a qual

regulariza a singularidade conica apds um tempo finito.
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As perpectivas de continuacao deste trabalho sao varias. Entre os assuntos que
nao foram abordados neste trabalho e que merecem atencao, primeiro podemos
citar o estudo da estrutura geral das algebras de Lie continuas, particularmente a
estrutura da &algebra Q(%;H). Apesar que, nosso caso esta estrutura toda nao é
necessaria para formularmos a equacao da funcao beta como um sistema de Toda, a
possivel utilidade das equagoes de campo de Toda de muiltiple componentes, a qual
pode ser naturalmente introduzida considerando condigoes de curvatura zero com
formas de conexao tomando valores nos subespacos G_.N ® - D Gy P - - - B Gy com
N > 1, merece um estudo com mais detalhes. Desde o ponto de vista metematico,
poderiamos estudar além da suas representagoes, as definicoes das formas bilineares
e a construcao das correntes conservadas, como também a construcao dos sistemas
de raizes e suas reflexoes de uma maneira sistematica.

Outro assunto importante é o estudo das extensoes supersimétricas das algebras
de Lie continuas. Alguns trabalhos tem sido feitos em direcdo a este problema
(36, 37]. Na referéncia [37] a nogao de superalgebra de Lie continua foi introduzida
para estabelecer a formulacao de curvatura zero do fluxo de Calabi bi-dimensional,
estendendo o parametro ¢ a um superespaco R'' com coordenadas (t,0).

Finalmente seria também importante estudar se existem formulagoes analogas
para outro tipo de fluxo, i.e. o fluxo de curvatura media, e suas relagoes com as
algebras de Lie continuas e mesmos com as teorias quanticas de campo em duas o

mais dimensoes.
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