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RESUMO

No presente trabalho é apresentado um estudo analitico sobre retas no plano, tendo em
vista a sua representatividade no significado da Geometria Analitica como um método de
abordagem de problemas geométricos. Durante o desenvolvimento desse estudo, é visto
que, a partir da escolha de um sistema de coordenadas de um plano, as retas do mesmo
podem ser representadas por equacdes lineares com duas incognitas e coeficientes reais, e
vice-versa. Também sdo abordados os topicos: equacgdo reduzida, inclinagéo, coeficientes
angular e linear, e as posi¢des relativas de duas retas. Nas orientagdes dadas pelo Curriculo
de Matematica da Secretaria da Educacédo do Estado de S&o Paulo (SEE), um estudo das
retas, com suas equacdes, propriedades e aplicagbes deve ser introduzido no ensino
basico, mais precisamente, no inicio da 32 Série do Ensino Médio. Baseados nessas
orientagdes e objetivando sempre tornar o processo de ensino-aprendizagem de matematica
mais interessante e prazeroso, sdo propostas e desenvolvidas atividades em sala de
informatica, para se explorar retas no plano com o auxilio das ferramentas do software
GeoGebra.

Palavras-chaves: Retas no plano, Equacgdo linear com duas incégnitas, Coeficiente
angular, GeoGebra.



ABSTRACT

In the present work, it is presented an analytical study on lines in the plane, bearing in mind
its representativeness in the Analytic Geometry meaning as a method of geometrical
problems approach. During the development of this study it is seen that, from

the selection of a coordinate system of a plane, the lines of the same plane

can be represented by linear equations with two unknowns and real coefficients,

and vice versa. The following topics are also discussed: reduced equation, inclination,
angular and linear coefficients, and the relative positions of two lines. At the guidelines given
by the Mathematics Curriculum of Sdo Paulo State Education (SEE), a study of the lines,
with their equations, properties and applications should be introduced in basic
education, more precisely, at the beginning of the 3rd grade of high school. Based on the
guidelines and always aiming to become the mathematic's teaching-learning process more
interesting and enjoyable, activities in computer room are proposed and

developed, to explore lines in the plane with the support of the GeoGebra software tools.

Keywords: Lines in the plane, Linear equation with two unknowns, Angular coefficient,
GeoGebra.
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INTRODUCAO

Diversas propostas curriculares costumam separar a Geometria Plana das
Geometrias Espacial e Analitica, alegando que a primeira € assunto do Ensino Fundamental
enguanto as outras sdo temas do Ensino Médio. No Curriculo do Estado de Sao Paulo, esta
interpretacdo ndo esta presente; por exemplo, a Geometria Analitica ja aparece desde a
apresentacdo do plano cartesiano na metade do Ensino Fundamental, entrelagando-se e
aproximando-se a Algebra e as outras geometrias no decorrer das séries seguintes.

Consideramos que a Geometria deve ser tratada, ao longo de todos os anos, em
abordagem espiralada, o que significa dizer que os grandes temas podem aparecer
tanto nas séries/anos do Ensino Fundamental quanto nas do Ensino Médio, sendo a
diferenca a escala do tratamento dada ao tema. (SAO PAULO (ESTADO), 2010,
p.39)

A Geometria Analitica € introduzida aos alunos das séries iniciais do Ensino
Fundamental I, através da localizacéo de pontos do plano por meio de pares ordenados, da
localizagdo em mapas e do estudo das simetrias, sendo aprofundada nas séries finais do
Ensino Médio, mais especificamente no inicio da 32 série. Com a finalidade de tratar
algebricamente muitas questbes geométricas, além de interpretar de forma geométrica
algumas situacdes algébricas, o tema das retas, aliado ao estudo de suas caracteristicas,
propriedades e aplicacbes passa a ser especialmente abordado nesta nova etapa de
desenvolvimento da Geometria Analitica.

O objetivo desse trabalho é apresentar um estudo sobre retas do plano, do ponto
de vista da Geometria Analitica. O trabalho est4 dividido em sec¢fes. Na secdo 1 €
abordado: localizacdo de pontos na reta e no plano cartesiano; distancia entre dois pontos;
condicdo de alinhamento de trés pontos; equacdo geral da reta; equacéo reduzida da reta;
coeficiente angular de uma reta; posicfes relativas de duas retas coplanares; interpretacao
geométrica de sistemas lineares com trés equagdes e duas incégnitas. As principais
referéncias utilizadas nesta secdo sdo (LIMA e CARVALHO, 2011); (IEZZI, 2002);
(DELGADO, FRENSEL, CRISSAF, 2013); (BARBOSA, 2012) e (REZENDE e QUEIROZ,
2008).

Vinculados a ideia de que a tecnologia é um grande e poderoso instrumento
para o estudo da matematica, e a fim de tornar as aulas de matemética mais interessantes,
elaboramos roteiros de atividades a serem desenvolvidas com o auxilio do software
GeoGebra, que sdo apresentados também na secdo 2. Vale ressaltar que, as atividades
propostas ndo contemplam todos os topicos abordados na se¢do 1, sendo destinadas
especialmente ao desenvolvimento e construcdo do conhecimento referente as

caracteristicas de uma reta, tais como calculo de seus coeficientes angular e linear e as
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posicOes relativas entre retas (isto €, propriedades de concorréncia, perpendicularidade e
paralelismo entre duas retas coplanares). No entanto, para que haja o resultado esperado
em cada parte dos roteiros, € extremamente necessario que os tdpicos iniciais e conceitos
introdutérios da Geometria Analitica, suas habilidades e competéncias sejam antes
desenvolvidos em sala de aula, apoiados no Livro Didatico e no Caderno do Aluno (SEE), de
modo que os estudantes compreendam o0 que estd sendo trabalhado e saibam realizar
diversos célculos presentes nas atividades. Finalizando esta se¢do, apresentamos o relato
de experiéncia sobre a aplicacdo e desenvolvimento dos roteiros de atividades com uma
turma de alunos da 32 série do Ensino Médio, da Escola Estadual da cidade de Novais,
discorrendo sobre as vantagens e dificuldades encontradas. As referéncias utilizadas na
sec¢do 2 sdo: os Cadernos do Aluno e do Professor da Secretaria de Educacao do Estado de
S&do0 Paulo (SAO PAULO (Estado), 2014); o Livro Didatico (DANTE, 2013); (SAO PAULO
(ESTADO), 2010) e (BALDIN e FURUYA, 2011).

Na secdo 3, apresentamos as consideracoes finais a respeito de nosso trabalho,
refletindo sobre os resultados obtidos, que em geral foram positivos, quando utilizamos a
tecnologia - mais precisamente o software GeoGebra - aliada ao ensino, como recurso ao
estudo das retas, tornando as aulas de Matematica mais agradaveis. Ao final, temos o

Apéndice, contendo as resolucdes detalhadas das atividades apresentadas.
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1 UM ESTUDO DE RETAS DO PLANO

Inicialmente, faremos uma breve recordacdo sobre coordenadas na reta e no
plano, ou seja, de como representar pontos da reta por meio de nimeros reais e pontos do
plano por pares ordenados de nimeros reais.

Iremos admitir que sejam conhecidos 0s axiomas e 0s principais resultados da
Geometria Euclidiana Plana, relativos a pontos, retas e planos, 0s quais podem ser
encontrados em REZENDE; QUEIROZ (2008) e BARBOSA (2012).

Apresentaremos um estudo de retas e suas propriedades procurando realizar um
estudo analitico, geométrico e algébrico, de modo que o leitor possa embasar-se nestes
temas a fim de executar as atividades que se seguem com clareza e objetividade. Escolhido
um sistema de coordenadas Oxy de um plano, as retas desse plano podem ser
representadas por equacdes. Nesse trabalho, apresentaremos apenas a equacao geral e a
equacao reduzida de uma reta, pois, em geral, a equacdo segmentaria e a equagdo

paramétrica de uma reta sdo obtidas a partir da sua equagéo geral.

1.1 Preliminares

Suporemos fixada uma unidade de comprimento. Dados dois pontos A,B
quaisquer, o comprimento do segmento de reta AB chama-se a distancia entre os pontos A
e B. Denotamos por d(4, B) essa distancia, que é um numero real.

Uma reta diz-se orientada quando sobre ela se escolheu um sentido de
percurso, chamado positivo; o sentido inverso chama-se negativo. Numa reta orientada, diz-
se que o ponto B esta a direita do ponto A quando o sentido do percurso de A para B é
positivo. Assim sendo, um eixo € uma reta orientada na qual se fixou um ponto 0, chamado
a origem.

Obtemos uma correspondéncia biunivoca entre um eixo e o conjunto dos
nameros reais R do seguinte modo: a origem O do eixo faz-se corresponder o niUmero zero;
a cada ponto X do eixo situado a direita de O corresponde o0 numero real positivo x = d(0, X)
e a cada ponto X do eixo situado a esquerda de O corresponde o numero real negativo
x =—d(0,X).

O numero real x que corresponde ao ponto X de um eixo, da maneira

mencionada anteriormente, chama-se a coordenada desse ponto.
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Figura 1: Representacdo dos pontos X e X' de um eixo e de suas coordenadas x e x', respectivamente.

Y

=2
P

Um sistema ortogonal de coordenadas (cartesianas) num plano a consiste
num par de eixos Ox e Oy, contidos em «, com a mesma origem O, tais que as retas Ox e

Oy sao perpendiculares em 0. O sistema é indicado por Oxy.

Figura 2: Sistema ortogonal de coordenadas (cartesianas).

by

y

Indicaremos por R? o conjunto dos pares ordenados (x,y) de nimeros reais.

A escolha de um sistema ortogonal de coordenadas num plano a, permite
determinar, de modo natural, uma correspondéncia biunivoca entre a« e R%. Dado um ponto
P do plano, a reta y’ paralela ao eixo 0y, passando por P, intersecta o eixo Ox no ponto P;
de coordenada x. A reta x’ paralela ao eixo Ox, passando por P, intersecta o eixo Oy no
ponto P, de coordenada y. Ao ponto P faz-se entdo corresponder o par ordenado
(x,y) € R?. Reciprocamente, a cada par ordenado (x,y) € R? associa-se um ponto P do
plano obtido pela interseccdo da paralela ao eixo Oy tracada pelo ponto do eixo Ox cuja
coordenada é x com a paralela a Ox tracada a partir do ponto do eixo Oy cuja coordenada é
y. Os ndmeros x e y sdo chamados de coordenadas cartesianas do ponto P € «a
relativamente ao sistema de eixos ortogonais fixado. Nessas condicoes, escrevemos P(x,y)

sendo x denominado de abscissa de P e y de ordenada de P.
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Figura 3: Coordenadas cartesianas de um ponto P do plano.

'

ye ¥ o

Daqui em diante admitiremos fixado um sistema ortogonal de coordenadas Oxy
em um plano a.

Sejam A e B € « tais que A(x,,y4) € B(xp, yg). Para obtermos uma expressao
para calcular a distancia entre dois pontos conhecendo suas coordenadas, temos que

considerar os seguintes casos:

1° caso: O segmento AB é paralelo ao eixo Ox.

Figura 4: Distancia entre dois pontos cujo segmento é paralelo ao eixo Ox.

by

- ————— — -®

E3

Nesse caso, as ordenadas dos pontos A e B sdo iguais, isto é, y, =y =Y.
Assim, A(x,,v) € B(xg,y), € portanto,
d(A,B) = |xg — x4].

2° caso: O segmento AB é paralelo ao eixo Oy.
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Figura 5: Distancia entre dois pontos cujo segmento é paralelo ao eixo 0y.

BN 1

A
Yap - ———— —

Aqui, as abscissas dos pontos A e B sao iguais, isto €, x4, = x5 = x. Entéo
A(x,y4) e B(x,yg). Logo,

d(A,B) = |y — yal-
3° caso: O segmento AB ndo € paralelo ao eixo Ox e nem ao eixo 0y.

Figura 6: Distancia entre dois pontos — segmentos ndo paralelos aos eixos.

y
hi:] Vg | -

Ya Ya

1
Xg X L]

Considere o ponto C(xg,y4). Os pontos A, B e C sao vértices de um triangulo

retangulo com hipotenusa AB. Aplicando o Teorema de Pitagoras no triangulo ABC,
obtemos:

d(A,B)? = (xg — x2)* + (yp — ya)*,
ou seja,

d(A,B) =/ (x5 — x2)% + (¥ — ya)%.

Em particular, a distancia de um ponto P(x,y) & origem 0(0,0) é dada por:
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d(0,P) =\/(x =02 + (y = 0)2 > d(0,P) = /x% + y2.

Exemplo 1.1: A distancia entre os pontos A(1,1) e B(5,4) é:
d(A4,B) =\(5-1)2+ (4 —1)2 = /42 + 32 =25 = 5.

1.2 Condicao para alinhamento de trés pontos

Pontos de uma mesma reta sdo chamados pontos colineares. O resultado a

seguir d4 uma condi¢do necessaria e suficiente para que trés pontos sejam colineares.

Teorema 1.1: Trés pontos A(x4,y4), B(xg,vg) € C(x¢, yc) S80 colineares se, e somente se,

Xa ya 1
Xg YB 1| = 0.
x¢c Yo 1

Demonstracao: Considere os pontos A(xy,v4), B(xg ys) € C(xcyc), a matriz

Xg ya 1 Xqg ya 1
M=|xg yg 1]|eoseudeterminante D =|xg vz 1.
Xc Yo 1 Xxc Yo 1

Note que
D = xayp + XcYa + XpYc — Xc¥VB — Xa¥c — XBYa-
Por hipétese, suponhamos que os pontos A, B e C sao colineares. Mostremos
qgue D = 0. Para isso devemos considerar 0s seguintes trés casos possiveis:
1° caso: dois dos pontos coincidem.
Entdo, D =0, pois a matriz M possui duas linhas paralelas formadas por
elementos respectivamente iguais.
2° caso: os trés pontos séo distintos e pertencem a uma reta paralela a um dos eixos.
Logo, D =0, pois a matriz M possui duas colunas paralelas formadas por
elementos respectivamente proporcionais.
3° caso: os trés pontos sdo distintos e pertencem a uma reta ndo paralela ao eixo Ox e
nem ao eixo 0y.
Considere sobre o eixo Ox 0s pontos A;(x4,0), B;(x5,0) e C;(x-,0) e sobre o

eixo Oy os pontos A,(0,y4), B2(0,y5) € C,(0,y¢).
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Figura 7: Alinhamento de trés pontos.

Aplicando o teorema de Tales as transversais AC e A, C, do feixe de paralelas

AA,, BB, e CC, e notando que se as semirretas AB e BC “concordam ou ndo em sentido” o

A1By

. —_— = AB
mesmo ocorre com as semirretas A;B; e B;(;, temosB—C = 5.
161

Analogamente, aplicando o teorema de Tales para as transversais AC e A,C, do

. AB A,B
feixe de paralelas AA,, BB, e CC,, temos - = ﬁ.
2%2

Logo,

A1By  A;B, Xp— X4 Yp—Va
= = = =
BiC;  B,G, Xc—Xp Yc—YB

= (xg —x2) ¢ —¥B) = (x¢ —x5)(Yp —ya) =
= XpYc — XpYB — XpYc t XpYp = XcYB — XcYa — XBYB T XpYa =
= XpYc — XBYB — XaYc + Xa¥p — Xc¥p + XcYa + XpYp — XpYa = 0=
= X4¥Yp + XcYa t XpYc — Xc¥p — XaYc — XpYa = 0.
Portanto, D = 0, pois o0 primeiro termo da ultima igualdade acima corresponde ao
determinante da matriz M.
Reciprocamente, suponhamos que D = 0. Mostremos que 0s pontos A, B e C
séo colineares.
Notemos que
D=0 xpyp +XxcYa+ XpYc — XcYp —XaYc —XpYa =0 =
S XpYp T XcYa T XpYe — Xc¥Yp — XaVc — XpYa t XgYp = XpYp &
S Xp¥p + XcYa + XpYc + XpYp — XcYB — XaYc — XpYa — XgYp = 0 &
= x(Vec —¥p) —xac —y8) = xc (Vs —ya) +x5(¥p —ya) =0 =
& (g —x) e —yp) — (x¢c —x5)(¥p —Ya) =0 &
& (xg —x2) e —yB) = (x¢ — x3) (Y5 — Ya) (*)
Consideremos os seguintes trés casos possiveis:
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1° caso: xo — xg = 0 (ou seja, xg = x¢).

Assim, de (*) segue que (xg—x4)(y¢c—yg) =0 e entdo, xz—x, =0 ou
yc—yp =0.

Se xg —x, =0, resulta que x4 = x5 = x € entdo A, B,C pertencem a mesma
reta paralela ao eixo 0y, isto é, A, B, C séo colineares.

Se y. —yg =0, entédo yz = y.. Assim, 0s pontos B e C coincidem, uma vez que
Xg = Xc € yg = Y¢. LOgo, existe uma reta contendo B = C e A. Portanto, os pontos 4,B,C
séo colineares.

2° caso: yp — y4 = 0 (ou seja, yo = ya).

De (*), obtemos(xg — x4)(¥c —yg) = 0 e entdo, xz — x4 = 00U y. —yz = 0.

Se x5 — x4 = 0, segue que x4 = xz. Logo, 0s pontos A e B coincidem, uma vez
que x, = xg € y4 = yg. Assim, existe uma reta contendo A =B e C. Portanto, os pontos
A, B, C sao colineares.

Se yo—yp =0, resulta y. =y =y, e entdo, A,B,C s&o colineares por
pertencerem a mesma reta paralela ao eixo Ox.

3°caso:xc—xg #0eyg—y, #0.

De (*), resulta(xg — x4)(yc —yg) # 0, 0 que implicaxg —x, #0e y. —yg #0. E
assim,

Xp — Xa _ YB — Va
Xc—Xp Yc—JYB

Consideremos o0s pontos E(xg,y4) € F(xc,yg). Assim, os triangulos ABE e BCF

(xp —x4) Ve —yB) = (x¢ —x)(¥p — Ya) =

sao triangulos retangulos em E e F, respectivamente, e tém lados proporcionais, logo sdo
semelhantes. Por isso, sendo a e f3, respectivamente, as medidas dos angulos BAE e CBF,
temos a = . E ainda, os angulos ABE e BCF s&o congruentes.

Seja ABE = BCF = y. No triangulo BCF, temos 8 +y + 90° = 180°. Logo, 8 +y =
90°.

Note que, por construcdo, EBF = 90°.

Figura 8: Alinhamento de pontos.
yi

=y
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Como, ABC =y + EBF + f8, segue que ABC = 90° + 90° = 180°.
Portanto, o angulo ABC é um angulo raso e resulta que os pontos 4,B e C sdo

colineares.

Exemplo 1.2: Os pontos A(1,3), B(3,7) e C(4,9) sé&o colineares.

De fato, temos

1 3 1
D=|3 7 1|=7+12+27-28-9-9=46—-46=0.
4 9 1

Como D = 0, segue pelo Teorema 1.1, que 0s pontos estédo alinhados.

1.3 Equacéao Geral e Equacao Reduzida

Veremos a seguir, nos préximos dois resultados, que em Geometria Analitica

Plana “dar (ou pedir) uma reta” significa dar (ou pedir) uma das equacodes da reta.

Teorema 1.2: A toda reta r do plano esta associada ao menos uma equacao da forma ax +
by +c =0 onde a, b e c sdo numeros reais, a # 0 ou b # 0 e (x,y) representa um ponto

genérico de r.

Demonstracdo: Seja r uma reta qualquer de um plano. Podemos tomar A(x,,y,) €
B(xg,yg) dois pontos distintos pertencentes a reta r.

Considere P(x,y) um ponto genérico da reta r.

Figura 9: Equacéo geral da reta a partir de dois pontos.

FK

0] Xy Xg

Assim, os pontos P, A e B s@o pontos colineares e, portanto, pelo Teorema 1.1.:

x y 1
xA yA 1 = O
xg Yp 1
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Desenvolvendo esse determinante, obtemos:
XYa + XpY + Xa¥p — XpYa — XYp — X4y = 0=
= (¥a —¥B)x + (xp — x4)y + (Xa¥p — XgYa) = 0.
Fazendoy, —yz = a,xg —x, = b € x,y5 — x5y, = c, decorre a equacao
ax+by+c=0.
Note que a,b,c € R. Além disso, a e b ndo sdo simultaneamente nulos, pois,
caso contrério, xg =x, € y, = yg € assim A = B, 0 que nao ocorre visto que A e B séo

pontos distintos.

Observacgéo 1.1: A equacdo obtida na demonstracdo do Teorema 1.2 para uma reta dada
ndo é unica, pois poderiamos ter tomado A’(x,,y,) e B'(xp ys) dois pontos distintos
pertencentes a reta r sendo A'#A e B'#B e assim obteriamos outra equacao:

a’x +b'y + c'= 0, que é equivalente a equagédo: ax + by + c = 0.

Vimos que, dada uma reta r, podemos determinar pelo menos uma equacao do
tipo
ax+by+c=0,
sendo a,b,c € R com a e b ndo simultaneamente nulos, a qual é satisfeita por todos os

pontos P(x,y) pertencentes a reta r. Essa equacgéo € denominada equagao geral da reta r.

Observacao 1.2: Uma maneira de como devemos proceder para obter uma equacéo geral
de uma reta, quando conhecemos dois pontos distintos que a determinam, é a dada na

demonstracédo do Teorema 1.2.

Exemplo 1.3: Determine uma equacdo geral da reta que passa pelos pontos A(2,3) e
B(-2,-1).
Resolucao: Seja P(x,y) um ponto genérico dessa reta. Como A,B e P pertencem a reta,

entdo eles estdo alinhados, ou seja, sdo colineares. Logo, pelo Teorema 1.1,

x y 1
2 3 1{=0=3x—-2y—-2+46+x—-2y=0=>4x—-4y+4=0.
-2 -1 1

Assim, x —y+1=0 & uma equagdo geral da reta determinada pelos pontos
A(2,3) e B(—2,-1).

Exemplo 1.4: Se tomarmos os pontos C(3,4) e D(—5,—4) pertencentes a reta do exemplo

anterior, obteremos a equacéo 8x — 8y + 8 = 0, que €é equivalente a equacdox —y + 1 = 0.
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O préximo resultado nos diz que a reciproca do Teorema 1.2 é valida.

Teorema 1.3: A toda equacgédo da forma ax + by+c =0, com a,b,ce€ R, a+0 ou b # 0,
esta associada uma Unica reta r do plano cartesiano cujos pontos P(x,y) sdo as solugdes

da equacéao dada.

Demonstracdo: Sejam A(xu, v4), B(xg,vg) € C(xc, yc) trés pontos, dois a dois distintos, que

satisfazem a equacéo dada. Ent&o:

ax, +by,+c=0=ax, = —by, —c
axg+byg+c=0= axg =—-byg—c
axc +byc+c=0=ax; = —-by.—c

Temos dois casos a considerar:
1° caso: um dentre os coeficientes a e b é ndo nulo e o outro é nulo (a # 0 e b = 0, por

exemplo).

Nesse caso, obtemos que

C c
Xqg=——, Xp=—— € Xc=——
A a B a ¢ a
Xa ya 1
Logo, a matriz M=(xg yg 1] possui duas colunas paralelas formadas por
Xc ye¢ 1

elementos respectivamente proporcionais e dai seu determinante é nulo. Portanto, pelo
Teorema 1.1, os pontos A, B e C sdo colineares.
A situacdo em que a = 0 e b # 0 € analoga.
2° caso: os coeficientes a e b sdo ambos ndo nulos (a # 0 e b # 0).
Assim

_—bys—c _—byg—c _—byc—c
e e T

Temos ainda;

(—=byp —¢) — (=bys — ) _bya—ys)ec —ys)
Ve —yp) =

(xg —x) (Ve —yB) = 2 a

(=byc —c¢) — (=byp — ) _byg —yc)(ys —ya)
(v —ya) = -

(xc —xg)(yp —ya) = a 2
Como

bGa—y8) e —y8) _ b8 — )5 — ya)
a a

entao,
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Xa Ya 1
(xp —x) e —yp) = (xc —xp) g —ya) = |xg ¥y 1| =
x¢ Yo 1

e, portanto, pelo Teorema 1.1, os pontos 4, B e C séo colineares.
Dessa forma, esta provado (em qualquer um dos casos) que todo ponto C
(variavel), que satisfaz a condicdo ax + by + ¢ = 0, pertence necessariamente a reta AB

(que existe e é Unica), a qual nomearemos de r.

Exemplo 1.5: Verifiguemos se os pontos A(—2,4), B(5,3) e C€(6,1) pertencem a reta de
equacdo 3x+8y—26=0. Para isso devemos substituir na equacdo da reta, as
coordenadas de cada ponto dado. Se a igualdade obtida for verdadeira, o ponto pertence a
reta dada; caso contrario, o ponto ndo pertence a reta. Temos:
A(=2,4):3x+8y —26=3.(=2)+8.(4) =26 = -6+ 32— 26 = 0,
B(53):3x+8y—26=35+83—-26=15+24—-26 =13 # 0,
C(6,1):3x+8y—26=3.6+81—-26=18+8—-26=0.
Logo, os pontos A e C pertencem a reta de equacgéo 3x + 8y — 26 = 0, enquanto

0 ponto B ndo pertence.

Observacgéo 1.3: O anulamento de um dos coeficientes da equacgdo geral da reta revela

uma propriedade especial da reta. Assim, temos:

e a=0y,—y5 =0y, =y & rl Ox, isto €, quando a equacao nao tem o termo

em x (exemplos: 3y —4 = 0; 7y + 11 = 0), a reta é paralela ao eixo das abscissas.

e h=0=xz3—x4 =0 x5 =x5 & 1| Oy, isto é quando a equacdo ndo tem o termo

em y (exemplos: 7x + 5 = 0; 9x — 4 = 0), a reta € paralela ao eixo das ordenadas.

o c=0sax+by =0 (00) satisfaz a equacao, pois a.0 + b.0 = 0 & (0.0) € r, isto
€, quando a equacdo ndo tem o termo independente (exemplos: 3x + 4y = 0; 2x +

13y = 0), a reta passa pela origem.
e (a=0ec=0)=((l0xe(0,0) Er)=r éoeixo Ox.
e (bh=0ec=0)=(110ye(0,0)€er)=réoeixo 0y.

Assim, x=0; 7x =0; V2.x =0 sdo equacdes do eixo Oy. E y=0; 5y =

0; —513y = 0 sdo equacdes do eixo Ox.
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Dada uma equacao geral da reta r:ax+by+c=0, se b#0 obtemos a

equacéo:

_a C
YETE T

Fazendo m = —% en= —%, decorre a equacao:

y=mx+n
a qual é denominada equacao reduzida da reta r.
Reciprocamente, seja y =mx+n uma equacdo reduzida de uma reta r.
Tomando a = m, b = —1 e ¢ = n, obtemos uma equacao equivalente e da forma
ax+by+c=0,
ou seja, uma equacéo geral de r.

Exemplo 1.6: Considere a reta r de equacao geral dada por 5x + y — 9 = 0. Uma equagéo
reduzida dessareta é y = —5x + 9.
Da mesma forma, dada a equacdo reduzida da reta r:y = —5x + 9, obtemos

5x +y —9 =0, uma equagéo geral da reta r.

1.4 Coeficiente Angular

Dada uma reta r, fixemos em r dois pontos distintos A(x4,y4) € B(xg,V5).

Se y, =yg, r € paralela ao eixo Ox; neste caso adotaremos como sentido
positivo da reta r 0 sentido positivo do eixo Ox.

Se y, # yg, entédo y, > yp OU yp > y,; neste caso, adotaremos como sentido
positivo da reta r aquele em que se parte do ponto de menor ordenada (4 ou B) e se chega

ao ponto de maior ordenada (B ou A, respectivamente).

Definigdo 1.1: O angulo de inclinacdo de uma reta r é o angulo 7x que ela forma com o
eixo Ox, assim definido:

i) Se r é paralela ao eixo Ox, 7x € nulo;

ii) Se r ndo é paralela ao eixo Ox, 7¥x € o menor angulo formado pelas semirretas Ix e Ir,

em que I é o ponto de intersecdo de r com eixo Ox.

De acordo com a definicdo anterior, a medida do angulo 7x, que denotaremos

por a, em graus é tal que 0° < a < 180° e denomina-se inclinagdo da reta r.
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Figura 10: Reta com angulo de inclinagéo nulo (a = 0°).

Y.h

Figura 11: Reta com angulo de inclinagdo agudo (0° < a < 90°).

i

¥

Figura 12: Reta com angulo de inclinagédo obtuso (90° < a < 180°).

.- v 4

><,IF
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Figura 13: Reta com angulo de inclinagéo reto (a = 90°).

y

Definicao 1.2: Diz-se que uma reta é vertical quando ela é paralela ao eixo Oy ou coincide
com ele. Analogamente, diz-se que uma reta é horizontal quando ela é paralela ao eixo Ox

ou coincide com ele.

Definicdo 1.3: Seja a a incIinagéo de uma reta r (ndo vertical). O coeficiente angular ou o
declive dessa reta r € 0 nimero real m que expressa a tangente trigopnométrica de sua

inclinagcédo a, ou seja, m = tg a.

Observacao 1.4: Determinar o coeficiente angular de uma reta equivale a dar a direcdo da
reta. E da definicdo de coeficiente angular segue que:

e Sel0°<a<90° entdom > 0;

e Se90°< a<180° entdo m < 0;

e Se a = 0°(ou seja, a reta é horizontal), entdo m = 0;

e Se a =90° (ou seja, a reta é vertical), entdo m ndo esta definido.

Exemplo 1.7: Uma reta r que tem coeficiente angular m = +/3, forma com o eixo Ox um
angulo de 60°, portanto r é qualquer reta do feixe de paralelas abaixo:

Figura 14: Feixe de retas com coeficiente angular m =

d

Vs y/

-
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Exemplo 1.8: Se o coeficiente angular de uma reta r é m = —/3, entdo a = 120°, logo, r
pode ser qualquer reta do seguinte feixe de retas paralelas:

Figura 15: Feixe de retas com coeficiente angular m = —/3.

W

AR\

Seja r uma reta com coeficiente angular m. Caso a inclinagdo a da reta r seja

conhecida, calculamos m =tg a. Veremos a seguir que também podemos obter o

coeficiente angular m quando se conhece de r dois pontos distintos ou uma equagéao geral.

Proposicado 1.1: Seja r uma reta com coeficiente angular m. Se A(x4,y4) € B(xg,yg) S&0
dois pontos distintos de r, entéo:

YB — YA
m="——
Xp — Xa

Demonstragdo: Seja a a inclinagéo da reta r.

Se areta r € horizontal, entdo a = 0 € yg = y,.

Temos
m=tg 0° = e YB—YVA — Ya—Ya — 0 -0
9 XB—XA XB—XA XB—XA )
Portanto,
YB —Ya
m=———

Xp — X4
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Figura 16: Determinacdo do coeficiente angular de uma reta horizontal por dois pontos distintos.

by
‘ A B
Ya=DYs * *
I |
I |
I |
I |
o [ [ X
X4 Xg

Vejamos agora 0 caso em que a reta r ndo € horizontal. Considere o ponto C(xg, y4)-

Entdo o triangulo ABC é um tridngulo retangulo e, portanto:

— 4(CB) _ y8=ya

= = ,se 0°<a<90° e
d(A,C) XB—XA

m=tga

_ _ o __N_ _4dCB) __  yp—Ya _ YB—Ya ° °
m=tga=—-tg(180°—a) = CAC) = xaxy — xprs S€ 90° < a < 180°.

Figura 17: Determinacéo do coeficiente angular de retas ndo verticais por dois pontos distintos.

Observacédo 1.5: Note que na proposi¢cdo anterior a ordem em que as subtracdes sao

YB=YA _ YA~YB
XB—XA xXa—xp

efetuadas néo altera o resultado, pois
Exemplo 1.9: Considere a reta s, que passa pelos pontos de coordenadas A(1,3) e
B(4,—3). O coeficiente angular de s pode ser obtido da seguinte maneira:

Yp—Ya —3—-3 —6 _
= =—>=>m=-2.
Xp — X4 4-1 3

m =



31

Proposicao 1.2: Seja ax + by + ¢ = 0 uma equacao geral de umaretar. Seb+0em é o

.. ~ a
coeficiente angular de r, entdo m = —

Demonstracdo: Sejam A(x,, v4) € B(xg, yg) dois pontos distintos de r. Na demonstracéo do
Teorema 1.2, vimos que y, —yg =a € xg — x4 = b.

Pela Proposicdo 1.1, temos m = 22=¥4,
XB—XA

Portanto,
Y8 —Ya —(a—Ys) _ —a

a
m= = —_— = ——,
Xp — X4 Xg — X4 b b

[ ]
Observacgéo 1.6: Da proposi¢gédo acima e da maneira vista anteriormente, para se obter uma
equacao reduzida de uma reta, segue que: se m é o coeficiente angular de uma reta r (ndo
vertical) e n é a ordenada do ponto de intersec¢do da reta com o eixo Oy, entdo y = mx +n
€ uma equacao reduzida de r. Esse namero real n € denominado coeficiente linear da reta r.
Reciprocamente, sempre que uma reta tiver equacdo reduzida, ao expressarmos y em

funcao de x, o coeficiente de x é o coeficiente angular da reta.

Figura 18: Coeficiente angular e linear de uma reta.

j? r

tga = m

— 0

Exemplo 1.10: Dada a equagédo reduzida da reta r:y = —3x + 6, 0s coeficientes —3 e 6,

representam respectivamente, o coeficiente angular e o coeficiente linear da reta.

Observacgéo 1.7: Seja r uma reta no plano cartesiano. Entéo:
i) se a reta r é horizontal, ela forma um &ngulo nulo com o eixo das abscissas; assim,
m = tg 0° = 0 e a equagdo reduzida da reta torna-se simplesmente y = n.
ii) se a reta r é vertical, ela forma um angulo reto com o eixo das abscissas; como nédo

existe tg 90°, & impossivel escrever a forma reduzida da equacgdo de qualquer reta

vertical.
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Exemplo 1.11: A equagéo da reta s que cruza o eixo Oy no ponto P(0,5) é dada por y =5,

jaque s é paralela ao eixo Ox, etemm = 0.

Observacéo 1.8: Para obter uma equacdo de uma reta r que, entre outras propriedades,
passa por um ponto P(x,,y,) conhecido, devemos considerar os seguintes dois casos:
1° caso: a reta r ndo é perpendicular ao eixo 0x (isto é, r ndo é vertical).
Nesse caso, seja Q(x,y) um ponto genérico pertencente a reta r. Entdo, o

coeficiente angular de r é m =222 Logo, uma equacéo da reta é dada por:

X—Xo

& —yo) = m(x — xp).

Figura 19: Equacédo de uma reta r passando por P(xg, ¥o)-

Q(x)

P (x0.%)

o / x

2° caso: a reta r € perpendicular ao eixo Ox (ou seja, r € vertical).

Nesse caso, o coeficiente angular da reta ndo esta definido. Logo, sua equacéo

S'D.\

X = Xg.
Figura 20: Equacdo de uma reta vertical r passando por P(xg, yo)-

i
)

s P (x5:¥3)
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Exemplo 1.12: Determinar uma equacdo da reta que passa pelo ponto P(2,9) e tem
coeficiente angular igual a 4.

Temos:

Y-y =mx—x) =@ -9N=4x-2)=y—-9=4x-8,
0 que nos da a equagédo reduzida y = 4x+ 1, ou a equagdo geral —4x+y—1 =0, com

ambas representando algebricamente a reta procurada.
1.5 Posigdes relativas de duas retas coplanares

Nessa secdo, consideraremos apenas retas que estdo contidas num mesmo
plano, ou seja, retas coplanares.
Dadas duas retas r e s coplanares, cujas equacdes sao:
rrax+by=c
Sstax + by =c,
elas podem ocupar apenas trés posicoes relativas no plano cartesiano. Essas posi¢cdes séao
definidas com base no niumero de pontos comuns as retas, isto é:
r € s concorrentes < um Unico ponto em comum;
r e s paralelas e distintas < nenhum ponto em comum;

r e s coincidentes < infinitos pontos comuns.

Figura 21: Possiveis posicdes relativas de duas retas coplanares.

y ! s v A r v

: vl

X5 rns=0 r=s

Com o simbolo r X s indicaremos que r e s sdo concorrentes; comrNs = @
indicaremos que r e s sao paralelas e distintas; com r = s indicaremos que r e s sdo
coincidentes (ou paralelas coincidentes).

Notemos que r || s significarNns =@ our =s.

Todo ponto de intersecdo de duas retas tem de satisfazer as equacdes de
ambas as retas. Portanto, obtemos o ponto comum P(x,,y,) a duas retas concorrentes

resolvendo o sistema formado pelas suas equacgoes:
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i ax+biy=c¢
(2) {s: a,x + b,y =c,

Multiplicando a primeira e a segunda equacao do sistema (%), respectivamente,
por b, e —b; e depois somando-as, obtemos:
(a1b; — azby)x = (¢1by—c2by). ]
Agora, multiplicando a primeira e a segunda equagdo do sistema (Z),

respectivamente, por —a, e a; € depois somando-as, obtemos:

(a;by — azby)y = (a;c;—azcq).
Fazendo:
b
a;b; —ayby = Zl bl =D,
_ _ler by|
Cle Czbl - Cz b2 - Dlp

a; G D
A16—026 = |a2 Cz| =Dy,

o sistema (X) fica reduzido a:

= Dx=D1
{50,

cuja discussao é imediata. Temos trés possiveis casos:

1° caso: D # 0 < () tem uma Unica solugdo < r x s.

D=0 _
o . 3 2 —
2° caso: D, (ou D,) # 0} < (Z) ndo tem solugdo & rns = Q.
D=0
3°caso: D, = 0} < () tem infinitas solugbes < r = s.
D2 = 0

Quando a, # 0, b, # 0 e c, # 0, temos:

a;, b a; by
D=1 YN=0s=ab,=a,b & —=—
az bz aZ b2
c; b by ¢
D;=|1' YN=0e=cgb,=ch & —=—
CZ bz b2 CZ
ar G ar G
D=| |=0(:)ac=ac o —=—
25 g, o 102 2C1 P
e a teoria pode ser simplificada para:

a; b

rXs &S —F—

a, b

a b c
rns=q)(=>—1=—1¢—1
a b, ¢

a by o
r=s&e—=—=—
a, b, ¢
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Exemplo 1.13: Dadas as retas r e s coplanares, com respectivas equacbes x +y—3=0e

—2x +y —9 = 0, determinemos a posi¢ao relativa de ambas.

Resolucdo: Com base no que foi apresentado acima, vemos que

a1_1 b1_1_1 Cl__3_
@ -2 b, 1 % 5T97%
0 que nos da
a b
—1¢—1=>r><s.
a, b,

O ponto de intersecédo das retas r e s pode ser determinado resolvendo o

sistema formado pelas suas equacgdes. Vejamos:

{x+y=3

—2x+y=9

Pelo método da adicdo, obtemos

x+y=3 (=D {—x—y:—3 o _ 3
{—2x+y=9 D l2xty=9 = 3X=b6=x=-2ey=5

Logo, as retas r e s sdo concorrentes no ponto P(—2,5).

Proposicdo 1.3: Duas retas, ndo verticais, sdo paralelas se, e somente se, seus

coeficientes angulares s&o iguais.

Demonstragdo: Considere r e s duas retas ndo verticais com coeficientes angulares m, e

mg, respectivamente.

Sejam «, e a, as inclinagdes das retas r e s, respectivamente.

Se uma das retas r ou s for paralela ao eixo Ox, entdo r e s s&o paralelas entre

si, se e somente se, ambas forem paralelas ao eixo Ox, ou seja, m, = 0 = ms.

Agora, se as retas r e s ndo sao paralelas ao eixo Ox, note que o eixo Ox é uma

transversal as retas r e s e 0s angulos de inclinagdo das retas r e s sdo angulos

correspondentes. Assim, as retas r e s sdo paralelas se, e somente se, suas inclinacdes sdo

iguais. Logo:

rilsea =a;, o tga, =tga; & m, =m;.



Figura 22: Retas paralelas distintas e ndo verticais.

s

A
y

/'
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Observacédo 1.9: Se duas retas possuem 0s mesmos coeficientes angulares e lineares,

entdo as retas sao paralelas coincidentes. Para termos duas retas paralelas distintas, elas

devem ter mesmo coeficiente angular, porém coeficientes lineares distintos.

Ainda, as equacdes reduzidas de retas paralelas coincidentes sdo exatamente

idénticas ou tém coeficientes igualmente proporcionais. O mesmo vale para as equacdes

gerais de duas retas paralelas coincidentes.

Figura 23: Retas paralelas coincidentes e n&o verticais.

=

JI-Y

/

Fa-c

Exemplo 1.14: Determinar a equacdo geral da reta s, sabendo que passa pelo ponto

A(3,—2) e é paralela a reta r, de equagédo 4x + 3y — 1 = 0.

Resolucdo: Uma equacéo reduzida parar éy = —%x + é



37

_ 4 1

Logo, m, = —zen ==
~ , 4

Como s || r, entdo mg = m,. e, dai, my = -3

A partir de (y — yo) = m(x — x,), obtemos:

4 4
(y_(_z)):_§(X—3):>y+2=—§x+4:>

4
:>§x+y—2=0=>4x+3y—6=0,

a qual é uma equacao geral da reta s.
Ainda, se observarmos também a equacdo reduzida da reta s, podemos
perceber que ng =2. Logo, como n, # ng com m, = mg, conclui-se que as retas séo

paralelas distintas.

Observacgéo 1.10: Caso uma reta r (ou s) seja perpendicular ao eixo Ox, passando pela
abscissa k, a condicdo para que r seja paralela distinta a s, ou vice-versa, € que r (ou s)
também seja perpendicular ao eixo Ox, passando pela abscissa k', com k' # k. E a condig&o
para que r seja paralela coincidente a s, ou vice-versa, € que r (ou s) também seja

perpendicular ao eixo Ox, passando pela abscissa k.

Figura 24: Retas verticais paralelas distintas.

Jt.f r s
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Figura 25: Retas verticais paralelas coincidentes.

h.,. —

|
T

Corolério 1.1: Duas retas, ndo verticais, sSdo concorrentes se, e somente se, Sseus

coeficientes angulares séo diferentes.

Demonstracdo: Sejam r e s duas retas ndo verticais com coeficientes angulares m,. e mg,
respectivamente. Temos que, duas retas coplanares ou sédo paralelas (distintas ou
coincidentes) ou sédo concorrentes. Logo, r € s séo retas concorrentes, se e somente se, r e
s ndo sao paralelas. Portanto, pela proposicéo anterior,

rXs e m, Fms.

Figura 26: Retas concorrentes.

3 jy

Observacgéo 1.11: Retas concorrentes podem ter coeficientes lineares iguais ou distintos,

conforme ilustrado nas retas das figuras a seguir:
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Figura 27: Retas concorrentes no ponto P com coeficientes lineares iguais.

Figura 28: Retas concorrentes no ponto P com coeficientes lineares distintos.

n, Fn,

\.as a?" X
o \ \

Exemplo 1.15: As retas r e s de equacdes dadas, respectivamente, por 4x —7y +4 =0 e

2x + 9y — 27 = 0 s&o concorrentes pois, ao observarmos suas equagdes reduzidas,

4 4
r:4x—7y+4=0=y=7x+7

2
s:2x+9y—27=0=>y=—§x+3
4 2 . )
vemos que m, = - em; = —, Isto e m, #+ mg.
A perpendicularidade entre duas retas coplanares € um caso particular de
concorréncia.

Teorema 1.4: Duas retas, ndo verticais, sdo perpendiculares entre si se, e somente se, 0

produtos de seus coeficientes angulares é —1.

Demonstracdo: Sejam r e s duas retas ndo verticais. Considere que a reta r tem inclinacéo

a, e coeficiente angular m,., e a reta s, inclinacdo a, e coeficiente angular m.
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Suponha que r e s sdo perpendiculares entre si. Note que nenhuma delas é
perpendicular ao eixo Ox, pois elas sdo néo verticais.

Sejam A e B os pontos de interseccdo do eixo Ox com as retas r e s,
respectivamente, e P o ponto de interseccdo da reta r com a reta s.

O angulo a, (ou ag) € um angulo externo do triangulo APB. Vide figura abaixo.

Se o0 angulo a4 € externo ao triangulo APB, entdo a; = 90° + a,.

Dai,
. sen(90° + a,.)
tg(as) =tg(90°+ a,) = tg(as) = 0s(90°F @)
.
Lt _ sen90° . cos(a;) + sen(a;).cos90°
9(as) = cos90°.cos(a,) — sen90°.sen(a,)
cos(ay) 1
=t =———" = _cot =t =—_—
g(as) Sen(ar) co g(aT‘) g(as) tg(ar)
= tg(a,) .tg(as) = —1=>m, .mg = —1.

No caso em que a, é angulo externo do triangulo APB, obtemos de modo

analogo que m,..mg = —1.

Figura 29: Retas perpendiculares.

==}

. ~ 1 . P
Reciprocamente, suponha que m,.mg = —1. Entdo m,. = - isto é, m,, # my, €,
S

portanto, as retas r e s sdo concorrentes e formam um angulo 6 tal que:

ar =0+ a;.
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Figura 30: Duas retas perpendiculares formando um angulo 6.

0] X
Temos,
L @) = tg(a,) = —cotg(a;) =
m,=—— a,) = — a,) = —cotg(a
T ms g T tg(as) g T g S
= tg(a,) = tg(90° + a;) = a, = 90° + ag

Logo, comparando [I]e[II], obtemos 6 = 90° e dai r e s séo perpendiculares

entre si.

Observacédo 1.12: No caso em que temos duas retas sendo uma delas perpendicular ao
eixo Ox (ou seja, uma reta vertical), a condicdo para que ambas sejam perpendiculares
entre si € que uma delas tenha coeficiente angular nulo e a outra ndo possua coeficiente

angular.

Figura 31: Reta r perpendicular ao eixo Ox,er L s.

A y r

Exemplo 1.16: Considere a reta r:y = —2x + 11. Vamos determinar a equagao da reta s
gue passa por A(—1,2) e é perpendicular a r.

Resolugao: Seja mg o coeficiente angular da reta s. Temos que o coeficiente angular da reta
r € —2. Pelo Teorema anterior,

rlsem,.mg=-—1
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Entéo,
1 1 1
mg = — m—r =T 5Ty
Logo, conhecidos o coeficiente angular da reta s e um ponto pelo qual ela passa,
temos:
(y—Z)=1(x+1)=>y—2=1x+1=>y=1x+E
2 2 2 2 2

que é uma equacdo reduzida da reta s.

Exemplo 1.17: Seja P(2,10) um ponto e r uma reta de equacdo geral 2x +3y —21 = 0.

Calcule a distancia d do ponto P areta r.

Resolucdo: Recordemos que a distancia de um ponto P a uma reta r € a medida do

segmento de extremidades em P e P', em que P'é a projecdo ortogonal de P sobre r, isto é,

P'é o ponto de interse¢do da reta r com a reta que é perpendicular a r passando por P.
Vamos determinar, primeiramente, a equagédo da reta s que passa pelo ponto

P dado e é perpendicular a reta r. A partir da equacdo reduzida da reta r, dada por
y= —%x + 7, obtemos que seu coeficiente angular é m, = —g.

Como r L s, segue que o coeficiente angular da reta s é
1 1 3
me=—1—m=—— = —,
s m, _%2 2
3

Uma equacao da reta s é:

3 3
(y—10)=§(x—2)$y—10=§x—3$

3 3
=>y—10—§x+3=O=>—§x+y—7=0=>3x—2y+14=0.
As retas r e s sdo perpendiculares entre si por construcdo e, portanto,
interceptam-se em um Unico ponto P’. Resolvendo o sistema linear

2x+3y =21
3x—2y=-14

obtemos que P’(0,7).
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Figura 32: Distancia do ponto P(2,10) areta r:2x+ 3y — 21 =0.

0 x / 5 -
Logo,

d=d(P,P) =(0-2)+(7=10)? = J(=2)* + (-3)* = VI3,
Portanto, a distancia do ponto P(2,10) a reta r: 2x + 3y — 21 = 0 é igual a V13,

1.6 Trés equacdes lineares com duas incognitas

Veremos a interpretacdo geométrica dos sistemas de trés equagdes lineares
com duas incognitas. Sabemos que um sistema linear pode ser classificado em: possivel
determinado (o sistema possui uma Unica solugdo); possivel indeterminado (o sistema
possui infinitas solu¢des) ou impossivel (0 sistema ndo possui nenhuma solugdo). Assim,
classificar um sistema linear com duas ou mais equagfes e com duas incognitas é 0 mesmo
gue analisar a posicdo relativa de retas coplanares que representam cada uma das
equacdes do sistema. As possibilidades que temos no caso de um sistema linear com trés

equacdes e com duas incognitas sdo:
1°) Sistema Possivel e Determinado: temos duas situagdes.

Situacdo 1: ocorre quando as trés retas se interseccionam em um unico ponto. Como por
exemplo, no sistema dado pelas equacdes:

3x+4y =18 (r)
x—2y=-—4 (s)
3x—y=3 ()

Resolvendo o sistema através do escalonamento da matriz dos coeficientes,

3 4 18 3 4 18 3 4 18 3 4 18
1 -2 —4f{———|0 10 30— |0 10 30— (0 10 30
-3.L2+L1-L2 L1-L3-L3 —2.L3+L2-L3

3 -1 3 3 -1 3 0 5 15 0 0 O
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{Sx +4y =18
10y = 30
obtemos y = 3 e x = 2, isto é, o ponto de intersec¢ao das retas concorrentes é P(2,3).

Figura 33: Intersecdo de trés retas coplanares.

Iw t

/
0 /‘ X

Situacdo 2: Quando duas retas coincidentes concorrem com uma terceira em um Unico

ponto.

Sejam r,s e t, trés retas nas seguintes condi¢cfes: r = s e r X t, com respectivas
equagoes: 2x +3y = 7,—10x — 15y = —-35e3x +y = 4.

O sistema formado pelas equacdes € dado por:

—10x — 15y = =35

{ 2x+3y=7
3x+y=4

Resolvendo-o,

2 3 7 2 3 7 2 3 7
-10 -15 -35|———|0 0 O0|———| 0 0 O
5.L1+L2-L2 —3.L3+L1-L3

3 1 4 31 4 -7 0 =5
obtemos:
{Zx +3y = 7'
—7x =-=5
deonde, x =2=071ey === 186.
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Figura 34: Duas retas coincidentes concorrendo com uma terceira.

t\ v

T\ N
Logo, o Sistema é Possivel e Determinado e sua solucdo é dada pelo ponto

5 13
P, =).

2°) Sistema Possivel e Indeterminado: as trés retas s&o coincidentes, isto €, nao
apresentam somente um ponto em comum, mas sim, infinitos pontos.

Sejam r,s e t, retas coplanares, cujas equacdes séo: 3x — 2y = 8; —15x + 10y =
—40 e —6x + 4y = —16, respectivamente. O sistema,

3x—2y=8
{—15x + 10y = —40
—6x +4y =-16

formado pelas equagfes das retas dadas ndo possui uma unica solugéo, conforme podemos

ver:
3 -2 8 3 -2 8 3 -2 8
-15 10 —40 5.L1+L2—-L2 0 0 0 2.L1+L3-L3 000
-6 4 161" -6 4 -161" 0 0 O

3
=>3x—2y=8=>y=§x—4.

Logo, a solucao do sistema é dada por todos os pontos da forma (x;%x —4),x€



Figura 35: Trés retas coplanares paralelas coincidentes.

le.

3°) Sistema Impossivel: neste caso ocorrem quatro situagdes distintas.
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Situacao 1: Quando trés retas distintas ndo se interseccionam em um Unico ponto, mas sao

concorrentes duas a duas.

Sejam as retas r,set dadas pelas equagbes x —3y =—-2; 4x—y =3 e 3x +

2y = 16, respectivamente.
Se analisarmos o sistema formado pelas trés equacdes, teremos

x—3y=-2
{4x—y=3
3x+2y =16

Escalonando a matriz dos coeficientes,
1 -3 -3 -3 -3

-2 1 -2 1 -2 1
4 -1 3 L2-4.L1-L2 o 1 i L3-3.L1-L3 0 11 11 L2-L3-L3 0 11
3 2 16 ' 3 2 16 ' 0 11 22 0 0

obtemos,

11y = 11

{x—3y=—2
0=-11

-2
11
-11

Logo, o sistema é impossivel (Sl) e as trés retas ndo sdo concorrentes em um

dnico ponto.
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Figura 36: Trés retas distintas concorrentes duas a duas.

=]

/ I\

Neste caso, observemos que os pontos de intersecdo dos pares de retas formam

0s vértices de um triangulo, bem como as retas séo suportes para os lados do mesmo.

Situacdo 2: Quando duas retas paralelas distintas sdo concorrentes a uma terceira reta.
Sejam asretas e suas equacgbesr:x+y=1,s:—x+y=-3et:—x+y=—-7.

Se analisarmos o sistema formado pelas trés equacoes, teremos

x+y=1
{—x+y=—3
—x+y=-7

Escalonando a matriz dos coeficientes,

1 1 1 1 1 1 1 1 1
-1 1 -3|——|(0 2 =-2——(0 2 -2
L1+L2-L2 L3+L1-L3

-1 1 -7 -1 1 -7 0 2 -6
obtemos:
x+y=1
{2y=—2
2y =—6

istoé,y=—-1,y=-3,x=2ex = 4. Absurdo!



48

Figura 37: Duas retas paralelas concorrentes a uma terceira.

¥

NS4

Logo, o sistema € impossivel (Sl) e as trés retas ndo sao concorrentes em um
anico ponto.

Situacdo 3: Quando ha trés retas paralelas entre si.

Consideremos r, s e t, retas distintas e coplanares e suas respectivas equacoes
dadas no sistema:

2x+3y=7
{ 4x + 6y = 23
—6x — 9y = —15

A matriz dos coeficientes do sistema de equagdes lineares acima pode ser
escalonada da seguinte forma:

2 3 7 2 3 7 2 3 7
4 6 23 —2.L1+L2-L2 0 0 9 3.L1+L3-L3 009
-6 —9 -—1517" 517

-6 -9 -1 0 0 6

Obtemos entao,

2x+3y=7
{ 0=9
0=6

Absurdo. O sistema linear ndo admite solucao e, portanto, € impossivel.
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Figura 38: Trés retas coplanares paralelas entre si.

s v

0 \\;

Situacdo 4: Quando ha duas retas coincidentes paralelas a uma terceira.
Sejamr,s e t, retas coplanarescomr = s, t || r e t || s, dadas pelas equagbes
r:2x+3y =7
s:8x + 12y = 28

t:—6x — 9y = —15
gque formam o sistema linear:

2x+3y=7
{8x+12y=28
—6x — 9y = —-15

Resolvendo o sistema por meio do escalonamento da matriz de seus

coeficientes,
2 3 7 2 3 7 2 3 7
8 12 28 —4.L1+L2-L2 0 0 0 3.L1+L3-L3 0 0 0
-6 -9 -—151 ~ -6 -9 -—1517 0 0 6

obtemos:
{Zx +3y=7

0=
O que ndo pode ocorrer.



Figura 39: Duas retas coincidentes paralelas a uma terceira.

['}

=5 ¥

0 \\f

Assim, o sistema € impossivel (SI), ou seja, ndo tem solucao.

50
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2 UMA ABORDAGEM COM O USO DO SOFTWARE GEOGEBRA

A Matematica e a lingua materna representaram desde sempre 0os componentes
basicos dos curriculos escolares, fato visivelmente claro quando se dizia que a escola devia
ser o lugar onde se aprendia a ler, escrever e contar. Atualmente, o que se espera da escola
incorpora, além da aprendizagem das letras e dos numeros, o interesse pelas multiplas
formas de linguagem, a compreensdo das ciéncias e das tecnologias, particularmente as

informaticas.

Uma razéo para o tratamento da Matematica como area especifica é a possibilidade
de tal opgdo facilitar a incorporagdo critica dos indmeros recursos tecnoldgicos
atualmente existentes para a representacdo de dados e o tratamento das
informagdes disponiveis, na busca da transformacdo de informacdo em
conhecimento. (SAO PAULO (ESTADO), 2010, p.27)

Apesar de serem considerados instrumentos extremamente necessarios para o
desenvolvimento de inimeros trabalhos e ramos profissionais, € na Matemética que 0s
computadores tornam-se instrumentos imprescindiveis quanto aos novos recursos e

possibilidades, seja na area algoritmica ou no terreno da Educacéao.

Ao respeitar a rica histéria da disciplina e al¢a-la a uma area do conhecimento,
busca-se apenas criar as condicdes para uma exploragdo mais adequada das
possibilidades de a Matemética servir as outras areas, na grande tarefa de
transformacéo da informacdo em conhecimento em sentido amplo, em todas as suas
formas de manifestacdo. (SAO PAULO (ESTADO), 2010, p.28)

Visando entrelagar o ensino da Geometria Analitica ao uso e interpretacéo
tecnolégica da Matematica, apresentaremos uma proposta para se abordar retas do plano
com o auxilio do software GeoGebra, tendo como publico alvo os alunos das terceiras
séries do Ensino Médio, com o objetivo de introduzir a realidade escolar dos mesmos, o
contato com instrumentos tecnolégicos como computadores, tablets e celulares, de modo
gue os estudantes percebam a tecnologia a servigco da aprendizagem, facilitando processos
diversos, inclusive matematicos, e tornando-os mais interessantes. Ainda, espera-se que 0s
alunos enxerguem a importancia da tecnologia ndo somente no uso das redes sociais, para
diversdo e entretenimento, mas que observem que a tecnologia e seus recursos estdo a
dispor de nosso crescimento pessoal e profissional.

Para a realizagcdo das atividades os materiais necessarios sdo computadores
contendo software GeoGebra e o roteiro de atividades elaborado para que sigam passo a

passo as instrucdes e orienta¢cdes visando a constru¢cdo do novo conhecimento.

2.1 Proposta de atividades para o ensino de retas com o uso do

software GeoGebra
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O programa GeoGebra foi desenvolvido por Markus Hohenwarter, professor da
Universidade de Salzburg, com o intuito de dinamizar o estudo da Matematica. Ele é um
software livre que pode ser encontrado com facilidade em sites de busca ou no endereco:

www.geogebra.org.

Ao abrir a area de trabalho do GeoGebra, nos deparamos com uma péagina (tela
de trabalho), nesta pagina, podemos notar a presenca de uma barra de menus (Arquivo,
Editar, Exibir, Opcbes, Ferramentas, Janela, Ajuda) e um pouco abaixo uma barra de
ferramentas (figura 40). Essas ferramentas € que permitem as construcdes e para se ter
acesso a uma delas clique na setinha localizada abaixo, a direita, em cada caixa de

ferramentas e selecione a opcéao desejada.

Figura 40: Barra de Ferramentas do GeoGebra.

A HOJOI 4N

Para iniciar um trabalho selecione a(s) janela(s) de interesse (se ndo estiverem

a

ABC ‘

habilitadas ao abrir a tela), para isso clique em Exibir, na barra do menu, e selecione a(s)
janela(s). O nosso caso de interesse seréo a Janela de Algebra e a Janela de Visualizac&o.
Também podemos representar o0s eixos coordenados: eixo x (ou eixo Ox) e eixo y (ou eixo
0y). Para exibi-los clique com o botédo direito do mouse sobre a tela, dentro da Janela de
Visualizacdo, e selecione a op¢do Eixos. Na mesma opc¢do, € possivel selecionar Malha
(caso ela ndo esteja ativada e seja conveniente).

Na secédo 1 deste trabalho, apresentamos ao leitor a equacéo reduzida de uma
reta dada pela equacdo y = mx +n, onde m e n representam os coeficientes angular e
linear, respectivamente. Ao trabalharmos com o software GeoGebra vamos observar que ele
trata a equacdo reduzida da reta através da expressao y = ax + b, com a representando

seu coeficiente angular e b representando seu coeficiente linear.

ATIVIDADE 1: Coeficiente angular e coeficiente linear de uma reta

Objetivo: Com esta atividade pretende-se que os alunos percebam a relagéo entre o valor
encontrado por eles no célculo do coeficiente angular através de dois pontos da reta, e o
escalar (coeficiente) que multiplica x na equacgéo reduzida da reta, isto €, que enxerguem
que este valor que “acompanha o x” é o proprio coeficiente angular da reta. Ao mesmo

tempo, é necessario que observem que o termo independente que aparece na equagao

reduzida de uma reta é a ordenada do ponto em que a reta intercepta o eixo 0y.


http://www.geogebra.org/
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Material necessario: Computadores com o software GeoGebra.

Tempo previsto: 1 aula de 50 minutos.

Desenvolvimento:

1- Represente o ponto A(—1,6). Para isso, insira Eixos e Malha (caso n&o estejam
ativados), depois selecione Ponto e cliqgue sobre o local da malha que representa o ponto
pedido. Utilize a ferramenta Reta para construir uma reta passando pelo ponto A. Agora,
faca 0 mesmo para pelo menos outros trés pontos. Baseado nas construcdes obtidas,
responda: marcado um ponto no plano, quantas retas existem passando por esse

ponto?

2- Agora, represente os pontos A(—1,6) e B(2,—3). Utilizando a ferramenta Reta construa

uma reta r passando pelos pontos A e B. Faca o que se pede:

i) Responda, com base na construgdo obtida: quantas retas existem passando pelos

pontos A e B?

ii) Observe na “Janela de Algebra” que a equacéo da reta r é: . Depois,

clique com o botdo direito sobre a equacdo da reta na “Janela de Algebra’ e
selecione a opc¢do “‘Equacdo: y = ax + b”, obtendo assim a equacéo:

. Qual o nome que se da a esse tipo de

equagao?

iii)Calcule, algebricamente, o coeficiente angular m da reta r, obtendo assim que m é

igual a

ivV)O que representa o valor (coeficiente) que multiplica x na equacdo obtida no item
i?

V) Observe a reta r na “Janela de Visualizagdo”. Em que ponto a reta r intercepta o eixo

0y~ . O que representa a ordenada desse ponto quando olhamos para

a equacéao reduzida da reta?

3- Repita o que foi feito no item 2 agora para os pontos €(1,3) e D(—2,—3) e anote abaixo

as suas respostas:

i) Com base na construgdo obtida: quantas retas existem passando pelos pontos C e
D?

ii) As equacdes da reta obtida séo: e

lii)Calculando algebricamente, o coeficiente angular da reta ¢é igual a

iv)O valor (coeficiente) que multiplica x na equacdo obtida no item ii representa
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V) A reta intercepta o eixo Oy no ponto . A ordenada desse ponto,

guando olhamos para a equacdo reduzida da reta, representa

Conclusao:

e Como é chamado o escalar (coeficiente) que multiplica x na equacédo reduzida de uma

reta?

¢ O que indica o termo independente na equacdo reduzida de uma

reta?

Esse termo é chamado “coeficiente linear” da reta.

ATIVIDADE 2: Construindo retas quando conhecemos os coeficientes

Objetivo: Com esta atividade espera-se que os alunos familiarizem-se com o programa

GeoGebra no que diz respeito a construcdo de retas através da equacgdo reduzida da

mesma, observando o que muda de uma reta para a outra de acordo com seus valores de

coeficientes; é interessante e muito importante também que através desta atividade os

alunos observem que o angulo de inclinacdo da reta depende diretamente do sinal do

coeficiente angular.

Material necessario: Computadores com o software GeoGebra.

Tempo previsto: 2 aulas de 50 minutos cada.

Desenvolvimento:

1- Preencha a tabela abaixo com as equacdes reduzidas das retas obtidas conhecendo-se
os coeficientes (angular e linear), em cada caso. Logo apés, proceda seguindo o0s

passos:

a) No campo “Entrada” digite a equacgao reduzida e dé Enter.

b) Selecione a ferramenta Ponto na CAIXA 2, clique sobre a reta obtida e depois sobre
0 eixo Ox, obtendo assim, dois pontos distintos. O outro ponto € o ponto de intersecao
da reta com o eixo Ox, que pode ser obtido usando a ferramenta Intersecéo de Dois
Objetos da CAIXA 2 clicando sobre a reta e o eixo Ox.

c) Selecione agora na CAIXA 8 a ferramenta Angulo e clique sobre os trés pontos
criados — primeiramente no ponto do eixo Ox, depois no ponto de intersecdo e por
tltimo no ponto pertencente a reta obtida; o valor referente a medida do angulo
aparecera entre as retas na “Janela de Visualizagdo” e também seré indicado na

“Janela de Algebra”. Complete a Tabela 1 com o angulo de inclinagéo da reta.
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OBS: Para uma melhor visualizacdo da reta e seu angulo de inclinagéo, atribua a ela uma

cor. Clique sobre a reta com o botao direito do mouse, va em “Propriedades” e depois em
“Cor”.

Ainda, afim de uma melhor visualizacdo, na “Janela de Algebra”, clique com o botao direito

do mouse sobre cada um dos pontos marcados e selecione a opc¢do “Exibir Objeto”.

Realize este processo para cada uma das retas e preencha a tabela.

Tabela 1: Equacao reduzida da reta e seu angulo de inclinacgéo.

- o ~ _ Angulo de
Coeficiente | Coeficiente | Equagédo reduzida: o
Reta _ inclinacdo da
angular linear y=ax+b
reta
r 1 0
2 2 0
I3 2 3
lq -2 4
s -1 6
l'e 05 -5
rz -0.5 4

Observe as retas obtidas e responda:

i) O que acontece com o angulo de inclinacdo formado entre cada reta construida e o

eixo Ox, nos casos que a < 0?

ii) E quando a > 0?

Selecione a ferramenta Controle Deslizante, na CAIXA 11, clique na tela e digite “a” na
caixa que aparece (deixe a variando de -5 a 5), em seguida clique em OK. Novamente,
selecione a ferramenta Controle Deslizante, clique na tela e digite b (deixe b variando de

-7 a 7), em seguida cligue em OK.

i) Digite na caixa de Entrada "r:y = a * x" e dé Enter. Selecione a ferramenta Mover na
CAIXA 1 e movimente o a no controle deslizante. Observe: 0 que ocorre com o angulo
de inclinagéo da reta quando a > 0, o0 que ocorre com 0 angulo quando a < 0 e o0 que

acontece quandoa =0 ?

ii) Digite na caixa de Entrada "s:y = axx + b" e dé Enter. Escolha um valor fixo para

a”. Selecione Mover e movimente o b no segundo controle deslizante. Observe o que

ocorre com a reta na Janela de Visualizacdo e também sua equacdo na Janela de
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Algebra a cada variagdo de b. Repita para pelo menos outros trés valores de a,

inclusive a = 0. O que vocé observa?

Conclusao:

e Quando o coeficiente angular da reta é positivo (a > 0), temos que o angulo de
inclinacao da reta obtida € maior que ____ ° e menor que ____ °; Quando o coeficiente
angular da reta é negativo (a < 0) temos que o0 angulo de inclinacdo da reta obtida é
maiorque __ °emenorque %

e Quandoa=0,aretaé ao eixo Ox;

ATIVIDADE 3: Observando a posic¢dao relativa entre duas retas

Objetivo: Esta atividade, dividida em duas partes, tem como objetivo a interpretagdo gréfica
e algébrica das retas e suas equacgdes, identificando através da observacao de dados, tais
como coeficientes e angulos, se as retas construidas sao paralelas a uma reta dada, ou néo.
Caso nao sejam paralelas, as retas chamadas concorrentes formam entre si angulos que
podem ser medidos e relacionados aos produtos dos coeficientes angulares dos pares de
retas em questdo. Aqui, damos uma introducdo ao estudo das caracteristicas de retas
perpendiculares.

Material necessario: Computadores com o software GeoGebra.

Tempo previsto: 1 aula de 50 minutos.

Desenvolvimento PARTE I:

1 - Represente a reta r de equacéo y = 2x — 6. Para isso digite “r:y = 2x — 6” no campo

Entrada. Qual o coeficiente angular da reta r?

2 - Represente cada uma das retas dadas na Tabela 2. Basta digitar a equagédo na caixa
Entrada e dar Enter. Para que as retas ja aparecam nomeadas, antes da equacédo da
reta, digite “r_1:” para a reta rq, e assim por diante. Para uma melhor visualizacdo
represente cada reta com uma cor diferente, para isso clique com o botdo direito do
mouse sobre a reta obtida, selecione “Propriedades”, em seguida “cor” e escolha uma
cor.

3 - Ap6s obter as retas, preencha a tabela abaixo comparando cada uma das retas com a

reta r de equacdoy = 2x — 6.
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Tabela 2: Retas paralelas.

o Relag&o com Posicéo Angulo de
Equacdo | Coeficiente o ) o
Reta _ o coeficiente | relativacom a | inclinacéo dareta
Reduzida angular _
angular de r retar com o0 eixo Ox

r y=2x+3

r- |y=2x-15

rs y=2x+0

r« |y=2x-—24

I's y=2x+6

4 - Agora, responda:

i) Os coeficientes angulares das retas obtidas sédo iguais ou diferentes?

i) Qual a medida do angulo de inclinagdo da reta r com o eixo 0x?

iii)Comparando os angulos de inclinagdo de cada reta com o eixo Ox, eles séo iguais, ou

diferentes?

IV)As retas dadas na tabela acima sdo concorrentes ou sdo paralelas a reta
r?

Desenvolvimento PARTE II:
Inicialmente no programa GeoGebra, va em “Arquivo” e selecione “Nova Janela”.
1 -Represente a reta r de equagéo y = 2x — 6. Para isso digite “r:y = 2x — 6” no campo

Entrada. Qual o coeficiente angular da reta r?

2 -Represente cada uma das retas dadas na Tabela 3. Basta digitar a equacdo na caixa
Entrada e dar Enter. Nomeie cada reta, e escolha cores diferentes para cada uma delas,
da mesma forma que na PARTE | desta atividade.

OBS: Nesta parte da Atividade 3, ndo mais mediremos o angulo formado entre as retas

obtidas e o eixo Ox, mas sim, mediremos o angulo formado entre cada reta da tabela e a

reta r, dada inicialmente. Para tanto, ap0s digitar a equacdo da reta no campo entrada,

selecione a ferramenta “Ponto” na CAIXA 2, clique sobre a reta r, depois sobre a reta
obtida, e também sobre a intersecdo das duas, obtendo trés pontos distintos. Selecione
entdo, na CAIXA 8 a ferramenta “Angulo” e clicando sobre os pontos demarcados, obtenha

a medida do angulo entre as retas. Para uma melhor visualizacdo, na “Janela de Algebra”,

cligue com o botéo direito do mouse sobre o0s pontos e selecione “Exibir Objeto”.

3 -Complete a tabela com as informacgdes necessarias.
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Relacdo com | Produto com | Posicéo Angulo
Equacéo Coeficiente | o coeficiente coeficiente relativa formado
Reta Reduzida angular angular da angular da com a com areta
retar retar retar T
r y=-0.5x+3
ra y=-0.5x—-1
ra y=-0.5x+0
ra y=02x—-4
s y=—-x+7

4- Agora, responda:

ATIVIDADE 4: Construindo retas paralelas e retas perpendiculares

i) O coeficiente angular de cada reta é igual ou diferente ao coeficiente angular da reta r

dada inicialmente?

i) As retas obtidas através das equacdes dadas na Tabela 3 sdo concorrentes ou

paralelas a reta r?

iii)Quando os produtos dos coeficientes angulares obtidos na tabela sdo iguais a -1, qual

a medida do angulo formado entre a reta dada e a reta r?

ocorre quando o produto dos coeficientes ndo é igual a -1?

: O mesmo

Objetivo: Nesta atividade espera-se que, através do uso das ferramentas “Reta Paralela” e

“Reta Perpendicular”, os alunos possam criar retas paralelas a uma reta dada sua equacao

(PARTE 1), e criar retas perpendiculares dada inicialmente uma equacao de reta (PARTE II).

Logo apds, com base nas observagfes de seus coeficientes, informagfes tabeladas e da

parte grafica, deseja-se que os alunos interpretem as caracteristicas e relacdes entre os

coeficientes angulares e também seus produtos, concluindo assim quando duas retas séo

paralelas e quando sdo perpendiculares.

Material necessério: Computadores com o software GeoGebra.

Tempo previsto: 1 aula de 50 minutos.

Desenvolvimento PARTE I:

1- Represente o ponto A(1,2). Para tanto, digite A = (1,2) no campo Entrada.

2- Represente a reta r de equacdo y = 3x + 8. Para isso digite “r:y = 3x + 8” no campo

Entrada.

3- Na CAIXA 4 selecione Reta Paralela, clique sobre o ponto A e depois sobre a reta r,

representando assim a reta que € paralela a reta r passando pelo ponto A. Nomeie esta




4-

5-
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reta de s (para nomear cligue com o botdo direito do mouse sobre a reta e selecione
Renomear, digite “s” e clique em “OK”).
Observe na Janela de Algebra as equacdes reduzidas das retas r e s. Responda:

i) O coeficiente angular das retas r e s séo e , respectivamente.

i) Compare os coeficientes angulares das retas r e s. O que vocé concluiu?

Iii) Sera que isso s6 acontece para a reta paralela s? Vejamos.

Movimente o ponto A e analise 0 que acontece com os coeficientes angulares das retas r
e s. Para isso, na CAIXA 1 selecione Mover e mova o ponto A. Observe que ao mover o
ponto A, a nova reta sobtida continua sendo paralela a reta r. Faca pelo menos 3

movimenta¢des com o ponto A e preencha a tabela a seguir.

Tabela 4: Construindo retas paralelas.

Equacéo Coeficiente Relacéo entre os
Movimento | reduzidadaretas | angular dareta s coeficientes angulares

obtida obtida dasretasres

Desenvolvimento PARTE II:

Inicialmente, no programa GeoGebra, va em “Arquivo” e selecione “Nova Janela”.

1-
2-

Represente o ponto B(2,—3).

Represente a reta r de equacéo y = —2x + 6. Para isso digite “r:y = —2x + 6” no campo
Entrada.

Na CAIXA 4 selecione Reta Perpendicular, clique sobre o ponto B e depois sobre a reta
r, representando assim a reta que é perpendicular a reta r passando por este ponto.
Nomeie esta reta de s (para homear clique com o botdo direito do mouse sobre a reta e
selecione Renomear, digite “s” e clique em “OK?”).

Observe na Janela de Algebra as equacdes reduzidas da reta r e s. Responda:

i) O coeficiente angular das retas r e s séo e , respectivamente.

i) Compare os coeficientes angulares das retas r e s. O que vocé concluiu?

Iii)Qual é o produto dos coeficientes angulares das retas r e s?

iv) Sera que isso s6 acontece para a reta perpendicular s ? Vejamos.
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5- Movimente o ponto B e analise o que acontece com 0s coeficientes angulares das retas r
e s. Para isso, na CAIXA 1 selecione Mover e mova o ponto B. Observe que ao mover o
ponto B, a nova reta s obtida continua sendo perpendicular a reta r. Faca pelo menos 3

movimentacdes com o ponto B e preencha a tabela a seguir.

Tabela 5: Construindo retas perpendiculares.

Relacéao entre os

Equacéo Coeficiente o Produto dos
_ _ coeficientes o
Movimento | reduzida da angular dareta coeficientes
_ _ angulares das
reta s obtida s obtida angulares
retasres
1
2
3

Concluséo: Diante das observacoes realizadas nas Atividades 3 e 4, pode-se concluir que:
¢ Duas retas distintas e ndo verticais sdo paralelas, se e somente se, seus coeficientes

angulares sao

e Duas retas distintas e ndo verticais sdo concorrentes, se e somente se, Seus

coeficientes angulares sdo

e Duas retas néo verticais e nao horizontais sdo perpendiculares (ou seja, sdo

concorrentes e o angulo formado entre elas mede 90°), se e somente se, o produto de

seus coeficientes angulares é

OBS: As retas verticais tém equacdes do tipo x = a; a € R e sdo sempre paralelas ao eixo
Oy e também sdo paralelas entre si. As retas horizontais tém equacgdes do tipo y = b; b € R,
e sdo sempre paralelas ao eixo Ox e paralelas entre si. Ainda, duas retas, sendo uma delas

vertical e a outra horizontal, sdo perpendiculares entre si.

Para refletir: Se duas retas, além de terem o mesmo coeficiente angular, tém também o

mesmo coeficiente linear, as retas sédo coincidentes (paralelas iguais).

2.2 Relato de Experiéncia

As atividades apresentadas anteriormente foram desenvolvidas no final do

primeiro bimestre do ano letivo de 2015 com uma turma da 32 Série do Ensino Médio de
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uma Escola Estadual da cidade de Novais-SP, onde atuo como professora efetiva na
disciplina de Matematica.

Antes da aplicacdo das atividades, foram trabalhados em sala de aula, com o
apoio do Caderno do Aluno e livro didatico, contetdos introdutérios da Geometria Analitica,
a saber:

e Sistema cartesiano ortogonal e a localizacdo de pontos no mesmo;

e Célculo da distancia entre dois pontos quaisquer do plano cartesiano e a deducao da
férmula geral;

¢ Inclinag&o e coeficiente angular de uma reta;

e Condigéo de alinhamento de trés pontos e o célculo da equacao geral da reta atraves
do determinante;

e Calculo da equagéo da reta pela formula y — y, = m(x — x,);

e Formas da equacao da reta;

Logo, para que os alunos pudessem participar e interagir de forma satisfatoria na
aplicacdo e desenvolvimento desta parte mais pratica do estudo de retas com o auxilio do
software GeoGebra, os mesmos deveriam trazer consigo toda bagagem matematica teérica
construida na primeira parte do estudo da Geometria Analitica realizado em sala de aula.

Para iniciar este projeto e, a fim de relacionar e apresentar alguns comandos do
software, até entdo desconhecido pelos alunos, com o auxilio do reto-projetor, foi realizada
uma aula dindmica com a turma toda, mostrando algumas caracteristicas do programa
GeoGebra, como suas ferramentas poderiam ser utilizadas e algumas de suas finalidades.

Diante da dificuldade encontrada em relagcdo a quantidade disponivel de
computadores em funcionamento na Sala de Informéatica — chamada Acessa Escola — e a
fim de tornar o melhor possivel a realizacdo das atividades, ap6s uma conversa com a
Coordenadora Pedagogica da escola, decidiu-se dividir a turma de 34 alunos em dois
grupos. Enquanto um grupo desenvolvia as atividades no computador, o outro grupo ficava
em sala de aula desenvolvendo atividades iniciais presentes no caderno do aluno.

Foram necessarias 5 aulas, na sala de informatica com cada grupo de alunos,
para a realizacdo de todas as atividades. Inicialmente, os alunos exploraram aleatoriamente
algumas das ferramentas do GeoGebra. Em cada uma das atividades foi entregue, para
cada aluno, um roteiro a ser seguido e preenchido. De um modo geral, os alunos
participaram ativamente, perguntaram, questionaram e interpretaram cada uma das
orientacBes, concluindo de forma satisfatéria 0 que era esperado em cada parte da
atividade. As colocacdes, deducdes, raciocinios e duvidas apresentados no decorrer das
atividades foram praticamente os mesmos nos dois grupos, porém os alunos de um dos

grupos se mostraram mais interessados e com maior dominio dos conteudos abordados.
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Figura 41: Fotos das atividades na sala de informatica com os alunos.

Além das aulas na sala de informatica, foram utilizadas 2 aulas em sala de aula
com a turma completa, para retomada de conclusbes e descobertas obtidas com as
atividades, realizando uma revisdo, aperfeicoamento e esclarecimento de duvidas que
restaram. Bem como, para correcdes e discussfes de todas as atividades que foram

desenvolvidas em sala de aula enquanto a outra turma estava na sala de informatica.

Figura 42: Concluséo do trabalho em sala de aula.
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A interagdo dos alunos com o software GeoGebra facilitou o entendimento da
localizacdo de pontos e da representacdo de retas no plano cartesiano; o significado dos
coeficientes angular e linear de uma reta — e 0 que eles representam geometricamente. E
ainda, possibilitou a descoberta pelos alunos da condi¢cdo necessaria e suficiente para que
duas retas sejam paralelas, concorrentes ou perpendiculares, deixando clara a relagédo
existente entre a Algebra e Geometria.

Todo novo trabalho realizado com alunos estd a mercé de dificuldades e
incertezas. De forma geral, a aceitacdo por parte dos estudantes em relagdo ao uso das
tecnologias e ao aprendizado de um software matematico, até entdo desconhecido por eles,
foi quase que total. Porém, é importante observar quais foram as maiores dificuldades e
problemas com 0s quais nos deparamos, sempre salientando que 0 SUCESSO OU INSUCESSO
do trabalho depende de muitos fatores, bem como o tempo necessario para a realizacdo do
mesmo, que pode variar de acordo com a realidade dos alunos, dos materiais disponiveis,
da infra-estrutura da escola, etc. As dificuldades encontradas pelos dois grupos, em geral,

foram as mesmas. Vejamos algumas delas:

a) Disponibilidade de recursos tecnolégicos

Apesar do incentivo por parte das escolas ao uso de recursos tecnolégicos no
desenvolvimento das aulas, a realidade ainda deixa um pouco a desejar. Como ndo ha
computadores suficientes, e nem todos os que estdo instalados tém um bom funcionamento,
nado é possivel trabalhar com a turma toda ja que faltam aparelhos. Ainda, como a sala do
acessa escola (onde ficam os computadores) esta sem monitor - aluno selecionado através
de processo seletivo para trabalhar como estagiario em periodo oposto ao de suas aulas,
monitorando e auxiliando o professor e os alunos na utilizagdo dos computadores - para que
as atividades fossem realizadas tive que recorrer a coordenacao a fim de que me auxiliasse
no que diz respeito as senhas e uso dos aparelhos. Tudo isso requer um tempo e desgaste

maior por parte do professor.

b) Falta de dominio das ferramentas do software
Podendo ser pautada como dificuldade inicial de aplicacdo, a falta de
conhecimento do software GeoGebra utilizado para a realizacdo das atividades propostas,
tornou o inicio do desenvolvimento um pouco mais trabalhoso, pois o0s alunos néo
conheciam as ferramentas e mesmo tendo o roteiro de atividades, ainda demonstravam
certa inseguranga em executa-las. Sendo assim, as primeiras atividades levaram um maior
tempo para serem efetuadas, e foram as que apresentaram maior dificuldade por parte da

turma em geral.
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c) Falha na interpretacdo das orientacdes e linguagem utilizada no roteiro de atividades

A linguagem matemética (utilizada no roteiro de atividades, e de necessaria
utilizacdo na parte de desenvolver, responder e completar o trabalho) também foi motivo de
davidas no desenvolvimento do mesmo. Durante a realizagdo das atividades foi perceptivel
a dificuldade nas interpretacfes de termos algébricos, muitas vezes confundidos pelos
alunos. Infelizmente, essa dificuldade é observada também nas aulas em sala com
atividades comuns como resolucéo de problemas e precisam ser trabalhadas pelo professor,
a fim de melhorar a interpretacdo matematica que € o primeiro passo para o entendimento e

resolucéo de problemas matematicos diversos.

d) Resisténcia por parte dos alunos em observar, interpretar e raciocinar

No processo de ensino-aprendizagem o aluno é constantemente colocado diante
de situacbes que requerem a busca por solu¢des, e em nosso caso, 0 estudante devia
utilizar ferramentas de um software, seguindo um roteiro contendo perguntas a serem
respondidas e tabelas a serem preenchidas para que, passo a passo, obtivessem um novo
conhecimento, nos deparamos com a resisténcia de alguns alunos com essa forma de
“‘ensinar e aprender”. Acostumados com a antiga realidade onde o conhecimento é langado
para eles ja pronto e sem a construcdo detalhada, sem exigir muito de seu raciocinio e
compreensdo, alguns estudantes (uma minoria) se mantiveram sem interesse para a

realizacdo de certas atividades propostas.

e) Falta de dominio com a ferramenta Controle Deslizante do software GeoGebra

Na realizacdo da “Atividade 2 — Construindo retas quando conhecemos o0s
coeficientes”, quando se fez necessario a utilizacao da ferramenta Controle Deslizante, os
alunos tiveram dificuldade em perceber a relagdo que se estabelece entre a variagdo dos
valores do coeficiente angular a e do coeficiente linear b, presentes nas equacdes das retas
rry=a*xxes:y=axx+bhb.

Foi perceptivel o fato que os alunos ainda ndo se acostumaram ter que lidar com
expressoes e equagbes compostas somente por letras, sendo a interpretacdo mateméatica
mais complexa e dificultosa por parte dos estudantes; as davidas surgiram principalmente
quando tiveram que relacionar os coeficientes com valores numéricos, a0 mesmo tempo em
que tinham os coeficientes representados por letras: “Como isso é possivel? E um numero
ou uma letra? Quem € o x? O que representa o a? O que representa 0 b?” — foram

perguntas muito comuns nesta parte da atividade.
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Isso nos mostra a defasagem matematica presente na realidade da maior parte
de nossos alunos. Neste caso, vemos estudantes da 32 Série do Ensino Médio que ainda

ndo tem o discernimento e a compreensdo matematica algébrica que se espera ter.

f) Medir angulos entre duas retas

Na parte Il da “Atividade 3 — Observando a posicao relativa entre duas retas” foi
necessario que os alunos trabalhassem com a ferramenta “Angulo” do software GeoGebra,
a fim de medir os angulos formados entre as retas construidas e uma reta r dada
inicialmente. Os alunos foram orientados para que marcassem pontos quaisquer sobre as
retas em questdo e depois, marcassem o0 ponto de intersecdo das retas com um terceiro
ponto, pois era necessario que eles obtivessem a medida do menor dos angulos formados
entre as retas. Mesmo com essas orientacdes, alguns alunos encontraram grandes

dificuldades para determinar as medidas solicitadas.

Durante a aplicacdo e desenvolvimento das atividades, assim que tornar-se
perceptivel se ha, e quais sdo as maiores dificuldades dos alunos, uma opcéo € trabalhar
simultaneamente com o reto-projetor na sala de informatica, de modo que o professor possa

exemplificar passos do roteiro orientando os alunos em sua realizagéo.
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3 CONSIDERACOES FINAIS

Apesar de termos nos deparado com algumas dificuldades na aplicacdo das
atividades propostas neste trabalho, julgo termos tido grande sucesso. As aulas de
matematica, tachadas por alguns alunos de chatas e sem novidades, ficaram diferentes com
o uso do software GeoGebra, proporcionando e faciltando o aprendizado de novos
conhecimentos. Os alunos em geral gostaram do software GeoGebra, e muitos se
interessaram em baixa-lo em casa em seu computador particular a fim de conhecer mais um
pouco das outras inUmeras ferramentas que nao foram utilizadas.

As atividades que se seguiram em sala de aula, sem a utilizacdo do software
tornaram-se visivelmente mais faceis de serem desenvolvidas, pois os préprios alunos ja
dominavam conceitos antes desconhecidos e tinham construido todos o0s novos
conhecimentos trazidos pelas atividades que serviriam de base para resolucéo de
problemas e exercicios sobre os assuntos abordados, tanto do Livro Didéatico, quanto do
Caderno do Aluno. Questionamentos saudaveis feitos pelos alunos durante o
desenvolvimento, tornaram as aulas muito mais interessantes e foram cruciais para a
orientacdo das atividades e também para a confeccdo deste trabalho.

Os proprios alunos quando questionados sobre a utilizacdo do programa
GeoGebra e da utilizacdo dessas atividades como complementagdo e apoio didatico no
processo ensino-aprendizagem da Geometria Analitica, disseram ter gostado de
desenvolver este trabalho, visto que puderam construir 0 conhecimento, visualizando a
aplicacédo, enxergando melhor cada detalhe algébrico e geométrico.

A maior parte da turma demonstrou ter aprendido com propriedade cada novo
conceito abordado nas atividades, cada novo conhecimento que o trabalho de aplicacdo
permitiu que eles construissem; pois foi isso 0 que aconteceu: a construcdo do
conhecimento, vista passo a passo, detalhe por detalhe.

Alguns alunos que ainda preferem copiar, ter tudo pronto, resistem a realizar a
atividade quando percebem que tém que “raciocinar”, “interpretar”, “observar’. Essa cultura
antiga de que para aprender matematica basta somente decorar formulas e aplica-las, ainda
esta presente na vida escolar de parte dos estudantes e dificulta a introducdo de novas
metodologias e do desenvolvimento do trabalho de atividades investigativas e de construcéo
do novo conhecimento, onde o professor atua como mediador do processo de ensino-
aprendizagem, e o aluno é a peca principal de todo o processo.

Cabe, portanto, a nés professores, profissionais preocupados com a educacdo
que procuremos utilizar de todos os recursos - tecnolégicos ou ndo - que estiverem ao
nosso alcance, de modo a tornar as aulas mais prazerosas, desenvolvendo em nossos

alunos um maior interesse pela Matematica e suas tecnologias.
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Apresentaremos a seguir a resolucao das atividades propostas neste trabalho.

1-

-7 GeoGebra
Arquivo Editar Exibir Opgdes

» Janela de Algebra
Ponto

2 GeoGebra

C-(4.28,762)
D=(2,1)
E=(0.12,3.34)
F-(2.06,5.22)
G=(0.24,86)
H=(1.66,814)
1=(3.24,6.32)
J-(4.24,3.38)
K=(0.94,3/

(-5.38,6.6)
0={4.1,836)
P-(-2.56,8.28)
Q=(-162,8.14)
R=(14,7.58)
$-(3.24,6.88)

a

ax+y=5
brA.62x+5.28y - 333
Gi5x-y=-11

: 2.66% +1.12y = 4.06

:0.78x + 3.06y = 17.58
216K +1.24y =9.6
0:-2.14x + 2,66y = 18.1
h: 0.32x + 4.2dy = 25.76
1:2.62% + 5.24y = 28.82
:2.84x +0.06y = -2.48
k:3.12x - 2.36y = -17.28

n-2.26%- 3.4y
D:-2.28% - 1.56y = -7.08

XYY YYYYY Y Y Y Y P

Entrada

Infinitas.
2-

ATIVIDADE 1: Coeficiente angular e coeficiente linear de uma reta

Figura 43: Construcéo de uma reta a partir de um ponto.

= ra—
Ferramentas Janela Ajuda Entrar.
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b _Janela de Visualizagio
n

c
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;7_[\\{\:

Ponto A
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Figura 45: Construcéo da reta dados os pontos A(—1,6) e B(2,—3).

Arquivo Editar Exibir Opgbes Feramentas Janela Ajuda Entrar

(2]

» Janela de Algebra o U » Janela de Visualizagio
Ponto

® A=(1,6)

Reta a: Reta AB
Equacioy=ax+b
Forma Paramétrica

*. | ExibirObjeto

4% Exibir Rétulo
Habilitar Rastro
Renomear

' Apagar

% Propriedades

Entrada;

i) Uma Unica reta.
i) 3x + y = 3; y = —3x + 3; equacgdao reduzida da reta.

Ya-yp _6-(=3) _ 9 _ _3

i m = =
XA—XB -1-2 -3

iv) Coeficiente angular.

v) No ponto (0,3); representa o coeficiente que ndo acompanha o x.

Figura 46: Construcéo da reta dados os pontos €(1,3) e D(—2,-3).

b Janela nemuema >< > Janela de Visualizagio
Ponto
® c=1,3
~® D=(2,3)
Reta
® ax-y=1
Reta a: Reta CD
Equagioy=ax+b
Forma Paramétrica

*. Exibir Objeto
Exibir Rtulo
Habilitar Rastro

Renomear

! Apagar

A Propriedades ..

Entrada,

i) Uma Unica reta.
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i2x—y=—-1ley=2x+1.

i) m =

Ye-yp _3-(=3) _6
Xc—Xp 1—(—2) 3

iv) O coeficiente angular.

= 2.

V) (0,1); o coeficiente que ndo acompanha o x.

Conclusao:

¢ Coeficiente angular;

e E aordenada do ponto em que a reta intercepta o eixo 0y.

ATIVIDADE 2: Construindo retas quando conhecemos os coeficientes

1-

Tabela 6: Relacionando o &ngulo de inclinacéo a equacéo da reta.
. . Equacéo Angulo de
Coeficiente | Coeficiente _ o
Reta _ reduzida: y = inclinagéo da
angular linear

ax + b reta

r 1 0 y=1x 45°
r2 2 0 y = 2x 63,43°
ra 2 3 y=2x+3 63,43°
ra -2 4 y=-2x+4 116,57°

I's -1 6 y=—-1x+6 135°
re 0.5 -5 y=05x—-5 26,57°
rz -0.5 4 y=-05x+4 153,43°
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Figura 47: Determinacdo dos angulos de inclinagéo das retas dadas na Tabela 6.

P Janela de Algenra

0=(15,0)
P=(0,0)
Q=(0,0)
R-(2,0)
$=(6,0)
T=(8,0)
U=110,0)

Reta

o EY=x

@ Y=x

® riv=2x+3

@ roy=2x+4

-@

@ TFY=05x-5

@ TFY=-05x+4

Angula

® a-45°

® p-63.43°

@ v=6343°

® 5-116.57°

® £=135°

® 7-2657°

® n-15343°

Entrada:

Entrar.

()

i) O angulo formado é maior que 90°.

ii) O &ngulo formado é menor que 90°.

Figura 48: Uso da ferramenta Controle Deslizante.

Arquivo Editar Exibir OpcBes Ferramentas Janela Ajuda Entrar.

Entrada:

> Janela deV\suaI\lagao

i) Quando a > 0, 0 angulo de inclinacédo da reta ndo ultrapassa a medida de 90°, Quando

a <0, o angulo de inclinagdo da reta torna-se maior que 90° (ficando entre 90° e

180°), e; quando a =0 a reta torna-se paralela ao eixo Ox, ficando neste caso,

exatamente sobre o eixo Ox.
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Figura 49: Ferramenta Controle Deslizante variando b.

Arquivo Editar Exibir Opgles Ferramentas Janela Ajuda

Entrar,

AL P Ole) 4 N]pwe]=2] ) =

=~
.
} Janela de Algebra [ | » Janela de Visualizagao

Numero
® a=0
® b=3
Reta

f
® sy=3

a

Entrada

a fixo; a = 2: Observa-se que a cada valor atribuido a "b”, na Janela de Visualizagao
obtemos uma nova equacéo para a reta construida, enquanto a mesma movimenta-se
verticalmente, interceptando o eixo Oy num novo ponto, de ordenada igual ao valor de
b. I1sso ocorre para qualquer que seja o valor atribuido para a, inclusive a = 0 (com a
particularidade que quando a = 0, as retas obtidas sempre serdo paralelas ao eixo
0x).

Concluséo:

Maior que 0° e menor que 90°;
Maior que 90° e menor que 180°;

Paralela ao eixo Ox.

ATIVIDADE 3: Observando a posicéo relativa entre duas retas

PARTE [:

1-
2-

O coeficiente angular daretar é 2;
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Arquivo Editar Exibir OpcBies Ferramentas Janela Ajuda

[
-
» Janela de Algebra G |+ Janela de Visualizagio

Ponta

Reta
L

[P
@ TY=2x-15

@ TEY=2X+6

Angu
~@ a
o
LI
-@ &
® «
L4

Entrada:

y-2x-6
y=2x+3

lo

=63.43°
= 63.43°
=63.43°
=63.43°
- 63.43°
=63.43°

e
5
a
a
2

f

Figura 50: Representacgdo das retas dadas na Tabela 7.
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Entrar.

==

- /B 634370
A
B

2

3-
Tabela 7: Construindo retas paralelas e analisando suas propriedades.
Relac&o com Angulo de
Reta Equacéo Coeficiente | o coeficiente Posicdao relativa inclinagdo da
Reduzida angular angular da comaretar reta com o eixo
retar Ox

ra y=2x+3 2 S&o iguais Sao paralelas 63,43°
r y =2x—15 2 S&o iguais Sao paralelas 63,43°
rs y=2x+0 2 Sao iguais Sao paralelas 63,43°
ra y = 2x — 24 2 S&o iguais Sao paralelas 63,43°
rs y=2x+6 2 S&o iguais Sao paralelas 63,43°

4- i)S&o iguais.

i) 63,43°.

iii) Sdo iguais.

Iv) Paralelas aretar.

PARTE II:

1- O coeficiente angular da reta r é 2.

2-




Figura 51: Representacgdo das retas da Tabela 8 e determinacdo dos angulos com aretar.

Arquivo Editar Exibir OpgBes Ferramentas Janela Ajuda

[
P
¥ Janela de Algebra B | » Janela de Visualizagdo

® 5-5213°
& e=7157°

Entrar.

Entrada
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3-
Tabela 8: Construindo retas concorrentes e analisando suas propriedades.
Relagdo com Produto com o Angulo
. . . Posicao
Equacéo Coeficiente | o coeficiente coeficiente ) formado
Reta _ relativa com
Reduzida angular angular da angular dareta com a
aretar
retar r reta r
r y=-0.5x+3 -0,5 | Séo diferentes -0,5.2=-1 Concorrentes | 90°
ra y=-0.5x—-1 -0,5 Sao diferentes -0,5.2=-1 Concorrentes | 90°
rs y=-0.5x+0 -0,5 | Séo diferentes -0,5.2=-1 Concorrentes | 90°
ra y=0.2x—4 0,2 Sao diferentes 02.2=04 Concorrentes | 52,13°
rs y=—-x+7 -1 Sao diferentes —-1.2= -2 Concorrentes | 71,57°

ATIVIDADE 4: Construindo retas paralelas e retas perpendiculares

4- i) Diferente.

ii) S&o todas concorrentes a reta r.

iii) 90° Nao.

PARTE I

Exercicios 1, 2 e 3:




Figura 52: Construindo uma reta e sua paralela passando por um ponto dado.

Arquivo Editar Exibir Opgbes Ferramentas Janela Ajuda

| N
1=
» Janela de Algebra =]
Ponto

» Janela de Visualizagao

Entrar.

Entrada

4-i)3e3.

i) Os coeficientes angulares séo iguais.

5-
Tabela 9: Obtencdo de retas paralelas distintas por meio da movimentag¢éao de ponto.
Equacéo Coeficiente Relagéo entre os
Movimento | reduzidadaretas | angular dareta coeficientes angulares
obtida sobtida dasretasres
1 y=3x—6 3 S&o iguais
2 y=3x+15 3 S&o iguais
3 y=3x 3 S&o iguais
PARTE II:

Exercicios 1, 2 e 3:




Figura 53: Construindo uma reta e sua perpendicular passando por um ponto dado.

Arquivo Editar Exibir OpgBes Ferramentas Janela Ajuda

[
-
» Janela de Algebra [
Ponto
® B-(2,-3)
- Refa
@ ry=2x+6
8 sy=05x-4

) Janela de Visualizagao

Entrar..

Entrada:

4-i)-2€0,5.

i) Os coeficientes angulares das retas r e s séo diferentes;
i) —2.0,5 = —1;

5-

Tabela 10: Obtencé&o de retas perpendiculares distintas por meio da movimentacéo de ponto.

. o Relacédo entre os
Equacéo Coeficiente o Produto dos
_ _ coeficientes o
Movimento | reduzida da angular dareta coeficientes
_ _ angulares das
reta s obtida s obtida angulares
retasres
1 y=05x—-2 0,5 Sao diferentes -2.0,5=-1
2 y=05x+5 0,5 Sao diferentes -2.0,5=-1
3 vy =0,5x—4,5 0,5 Sao diferentes -2.0,5=-1
Concluséo:
e iguais;

e diferentes;
o -1.
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