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RESUMO

ORTEGA JUSDAO, A.A./ FERRER JIMENEZ, J. Estudo de placas elasticas
pelo método dos elementos de contorno. 2012. 53.f. Trabalho de Graduacdo
(Graduacdo em Engenharia Civil) — Faculdade de Engenharia do Campus de

Guaratinguetd, Universidade Estadual Paulista, Guaratinguetd, 2012.

Este trabalho tem como objetivo principal oferecer uma ferramenta alternativa
para a resolucdo de placas finas, presentes em edificios, em relagdo aos métodos de
calculo fornecidos em curso de graduacdo, célculo por meio de tabelas com poucas
condi¢des de contorno. Utilizou-se o Método dos Elementos de Contorno que discretiza
o contorno da placa em partes finitas, para aproximacdo dos resultados obtidos em
valores realisticos. Neste trabalho utilizou-se o programa Placas2, em Linguagem
Fortran, baseado no Método dos elementos de contorno para a resolugdo de placas finas

com varias condicdes de contorno geométrica e de cargas.

PALAVRAS-CHAVE: Método, carga, contorno, solicitacdes, placa, esforcos.



RESUMEN

ORTEGA JUSDAO, A.A./ FERRER JIMENEZ, J. Estudo de placas elasticas
pelo método dos elementos de contorno. 2012. 53.f. Trabalho de Graduacdo
(Graduagao em Engenharia Civil) — Faculdade de Engenharia do Campus de

Guaratinguetd, Universidade Estadual Paulista, Guaratinguetd, 2012.

Este trabajo tiene como objetivo principal oferecer una herramienta alternativa
para la resolucidn de placas finas, presentes en edificios, relacionadas con los métodos
de célculo adquiridos durante la universidad, calculo a través de tablas con pocas
condiciones de controno. El método utilizado es el Método de los elementos de
contorno que discretiza la placa en partes finitas, aproximando los resultados obtenidos
a valores reales. En este trabajo se ha utilizado el programa de ordenador Placas?2.for
(TAGUTLY. 2010) basado en el Método de los elementos de contorno para la resolucion

de las placas finas con varias condiciones de contorno geométricas y de cargas.

PALABRAS CLAVE: Método, carga, contorno, solicitaciones, placa, esfuerzos.
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1. INTRODUCAO

A solugdo de problemas em engenharia passa por diversas etapas de
simplificagdo. Entre elas estd a proposi¢do do modelo matematico aproximado,
utilizando-se equagdes diferenciais. A escolha do método de solugdo destas equagdes

diferenciais € a simplificagdo numérica atraves da discretizacdo do problema.

O método dos elementos de contorno ¢ um dos métodos aproximados utilizados
em ciéncia e em engenharia. Ele ¢ aplicado na solu¢do de equagdes diferenciais, onde
estas sdo transformadas em equagdes algébricas, apds a discretizacdo, aplicadas ao
contorno do problema. Esta discretizagdo do contorno ¢ feita por elementos que podem

ser constantes, lineares, quadraticos ou cubicos.

Quase todos os problemas em ciéncias fisicas e engenharia podem ser reduzidos
a uma equacdo diferencial. Por esta razdo saber reconhecer uma equagdo diferencial
dentro de um problema especifico ¢ muito importante, para a busca de sua solu¢do. Da
mesma forma, saber classificar uma equacao diferencial é o primeiro passo na busca de
sua solucdo, pois apesar de nao existir um método Unico para se resolver todas as
equacdes diferenciais, a classificagdo delas ajuda a escolher o método mais adequando

de solugdo.

O Meétodo dos elementos de contorno (MEC), ¢ um método auxiliar para
resolver problemas de placas. Nao dé4 a solucdo exata, mas ajuda de maneira notavel a
obtencdo de uma solug¢do muito aproximada a real. Além disso este trabalho foi realizado
com base o Formulac¢do para o estudo de placas elasticas pelo método dos elementos
de contorno utilizando-se apenas a equacdo de "w”. Estes fundamentos estdo

localizados no capitulos dois.

Os exemplos encontra-se localizados no capitulo quatro deste trabalho. Por

ultimo, sdo expostas a discussdo e as conclusdes do trabalho.
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1.1 CONTEXTUALIZACAO DO PROBLEMA

Atualmente no Brasil, os problemas de placas resolvem-se mediante tabelas e
programas comerciais de computador, os quais sdo encontrados no mercado e tém um
custo muito elevado. As empresas, devido seu poder aquisitivo, sdo capazes de financiar

estes programas.

1.2 OBJETIVOS

O objetivo deste trabalho foi estudar a nova técnica para resolver placas finas e
elasticas, esta forma de resolvé-las ndo ¢ vista durante a graduacdo, pelo que nos

contribui uma nova maneira de solucionar estes problemas.

1.3 JUSTIFICATIVA

Qualquer usuario utilizando o Método dos elementos de contorno ¢ capaz de
achar as solicitagdes de uma placa sem a necessidade de dispor destes programas. Dai a

importancia deste método e seu conseguinte estudo.

1.4 METODOLOGIA

Foram utilizados artigos reitados da internet, e para auxilio, foram utilizados
livros, tudo isso indicado na referencia bibliografica. Tudo isto serviu para explicar os
Meétodo dos elementos de contorno que se encontram no capitulo trés

Foi utilizado o programa de computador Placas2.for (TAGUTLY. 2010).
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2. FUNDAMENTACAO TEORICA

2.1 TEORIA DE PRIMEIRA ORDEM DAS PLACAS

A placa ¢, em principio, uma estrutura tridimensional e, como tal, deve ser
estudado. No entanto, o seu comportamento pode ser representado por um modelo
bidimensional, pois se pode considerar que a variacdo das variaveis significativas ao
longo da espessura ¢ uma fun¢@o conhecida dos valores que as mesmas possuem no seu
plano médio da placa. Nestas condigdes seria suficiente analisar o plano médio para

encontrar uma solu¢do tensdo deformagao compativel e equilibrada.

Uma estrutura bidimensional delgada ¢ definida como uma estrutura plana em
que uma das dimensdes (espessura) é muito menor do que as outras duas. A superficie

plana equidistante das duas faces maiores ¢ chamada de plano médio da estrutura.

Figura 1. Placa fina (Fonte:UFRGS)

Define-se essa estrutura como chapa quando o carregamento aplicado estéd
contido no seu plano médio, e como placa quando as forgas externas agem apenas na

dire¢do normal a esse plano.

Esta tipologia ¢ tdo prevalente na pratica de construcdo que o seu estudo ¢
plenamente justificado. Pode-se encontrar exemplos de aplicacdo em pisos de

construg¢do, alguns tipos de fundagdo, pontes, tanques retangulares, laje, piso, etc ..
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As tensdes e deformagdes de uma placa pode ser obtidas por degeneragdo da
teoria da elasticidade tridimensional assumindo que a variagdo das quantidades
envolvidas no processo, através da espessura, ¢ uma fun¢do conhecida dos valores

obtidos no plano médio da mesma.

Para gerar a teoria classica de placa sob estas condi¢des € necessario estabelecer

as seguintes hipoteses:

- O material da placa ¢ elastico, homogéneo, e isotrdpico.

- Espessura da placa constante e pequena face as outras dimensdes.

- Todos os pontos situados numa linha perpendicular ao plano médio da placa
ndo deformada permanecem apos a deformagdo sobre uma linha (Hipootese de Navier )
normal ao plano mediano deformado. Suposi¢do de normalidade.

- A tensdo normal ao plano médio da placa é desprezivel.

- Linearidade fisica. Isto significa que as deformagdes serdo imediatas,
reversiveis, e que as relagdes entre tensoes e deformacdes (equagdes constitutivas) serdo
expressas por equagdes lineares (Lei de Hooke).

- Linearidade geométrica. Isto ¢ consequéncia de a ordem de grandeza das

rotacdes ter sido limitada a 1073, e significa, em outras palavras, que as equagdes de
equilibrio serdo escritas na geometria indeformada da placa, que as relagdes
deformacao-deslocamento serdo lineares, e ainda que as curvaturas serdo consideraradas
linearizadas.

- Nao ha cargas externas paralelas ao plano médio da placa atuando no mesmo.

- O plano médio da placa ndo se deforma, permanecendo neutro durante a
flexao.

Plano xz. B

a oo i T
espesor IIIIIL e la normal
i 5
\ et g
(Plare yz: 9,=%¥]

Figura 2. Deformagao da placa (Fonte: Losas delgadas de
Kirchoff)
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2.1.1 CAMPO DE DESLOCAMENTO

Com base nos pressupostos acima, o campo de deslocamento pode ser expresso
em termos de um unico parametro do plano médio, deslocamento transversal w(x, y),

COmo S€ seguce:

w(x,y) T Plano medio

it o deformado
:S‘/\Z tangente
& g

ow
Hormal Gx
z Hormal
Figura 3. Flecha y deformagao plano médio (Fonte:UFRGS)
u L3
_IT
b og=0 x t ¥
bw
5x
‘7 ‘7
Figura 4. Giro segundo a perpendicular (Fonte:UFRGS)
ow(xy) ow(xy)
u(xyz) = —z — v(xyz) = —z oy w(xyz) = w(xy) (2.0)

Admite-se que as rotagdes sdo pequenas e, portanto, a rotagdo ¢ produzida pela
perpendicular. O sinal negativo aparece quando se considera o eixo z na dire¢cdo para

baixo positivos e gira no sentido dos ponteiros do reldgio.
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2.1.2 CAMPO DE DEFORMACOES

Portanto o campo de deformacdo, de acordo com as expressdes e as hipdteses

apresentadas acima ¢ dado por:

( ou(xyz) )
0x
ov(xyz) ([ 0*w(xy) )
ay O0x?
£
e; ow(xy) _ 0°w(xy)
&z _ 0z _ ayZ 21
Yay [~ \ ou(xyz) N ov(xyz) ( = 9 ( (2.1)
Vxz dy ox —226 w(xy)
Yyz ow(xy) du(xyz) dxdy
+ 0
dy 0z L 0 J
ow(xy) N ov(xyz)
\  dy 0z

Este campo de tensdo também depende apenas do deslocamento transversal w(x,
y) que caracteriza o plano médio da placa, e como pode ser visto os cisalhamentoss em
planos perpendiculares ao plano médio sdo nulos (correspondente a hipotese de partida
que ndo consideram a deformacdo de cisalhamento e, por conseguinte, sé ¢ valido para

a analise de placas finas), e outros componentes variam linearmente ao longo da

espessura.

2.1.3 CAMPO DE TENSOES

O campo de tensdo de acordo com as relacdes acima , é dada por

E Ez (3*w(x,y) 0*w(x,y)

Oy = 1-2 (ex + vey) =12 ( 9x2 +v 3y? ) (2.2)
E Ez *w(x,y) 0*w(x,y)

Oy = m(vsx +ey)=- 1 — 2 (” a2 T dy? ) (2.3)
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Ez 0*°w(x,y)
1+v O0x0y

Tey = GVxy = Oy = Txz = Ty, = 0 (2.4)

Novamente tensdes normais e tangenciais ndo nulos variam linearmente ao
longo da espessura. As tensdes de corte no plano normal ao plano mediano sdo zero.
Isto significa que ndo ¢ considerado no processo o efeito da for¢a de cisalhamento

agindo verticalmente nos planos Qx(xz)er(yz), 0 que ndo implica que estes sdo

nulos.

dx dx

dy UF
12 ;

~
v eV

rw

. o a0

=

Figura 5. Tensiones normales y tangenciales

O estado de tensdo descrevem tensdes normais e tensdes de cisalhamento que
atuam nas secdes transversais da placa . Assim obtém-se um momento fletor devido as
tensdes normais e um momento torsor devido as tensdes decisalhamento. Nado estdo
seguindo este esquema o cisalhamento transversal(direcdo z), uma vez que as tensdes de

cisalhamento transversal sdo zero, mas eles existem e ndo precisam ser nulo.
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2.1.4 ESFORCOS NO PLANO MEDIO

Os momentos internos de tor¢io e flexdo sdo obtidos por meio da integragio ao

longo da espessura da placa e sdo uma fun¢@o da varidvel w (X, y) dos pontos do plano

médio da mesma.

t
2
y _f Uy = Et3 52W+ 5w )c
x—tO'xZZ— 12(1 — v2) \ 6x2 v&yz (2:5)
2
t
2
y _f Uy = Et3 62W+62W 26
y—tO'yZZ— 12(1 — v?) Vsx 5y? (2.6)
2

t
2
y _f Uy — Et3 §%w D= Et3 27
S, P02 = 710 — v2) \ 6xby “T2a—vy &7
2

O coeficiente D ¢ classico em placas e ¢ denominado moédulo de rigidez da

placa, caracterizada do ponto de vista da resisténcia e tem um significado fisico

semelhante ao IE de rigidez da viga.

Para expressar as esforgos cortantes Qx e Qy em termos da variavel w(x, y) ¢
necessario estabelecer as equacdes de equilibrio transversal porquanto a formulagdo

anteriormente levantada em deslocamentos ndo permite explicita-los.
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2.1.5 EQUACAO DIFERENCIAL DA PLACA

O equilibrio do elemento diferencial da placa da figura (dx, dy, t), com a carga
externa normal ao plano médio q = q (x, y) por unidade de area. O equilibrio tem de ser
satisfeito em termos de forcas transversais € momentos e, portanto, o comprimento deve

ser incorporado afetando cada esforgo inicial.

Figura 6. Equilibrio do elemento diferencial (Fonte:UFRGS)

Zgzo Zszo ZMy= (2.8)

Equilibrio de momentos em torno de x = 0.

Z M, =0 (2.9)

oM, M,y
M, + Way dx — Mydx + | My, + —-=0x | dy = My, dy — Qydxdy = 0 (2.10)

oM,  OM,,

5 "o & =0 (2.11)
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Equilibrio de momentos em torno de y = 0.

Z My, =0 (2.12)
OM, oM,
(Mx r ax> dy = Mydy +  Mys +5 2% 0y | dx = My — Qudydx = 0 (2.13)
oM, M,
ax "oy &=0 (2.14)

Equilibrio das forgas verticais.

> F=0 (2.15)

00y 90Qy
o dxdy + Wdydx + qdxdy =0 (2.16)

Substituindo expressdes Qx e Qy nesta ultima equacgdo fornece:

0°M,  0*Myy O°M,

dx2 axay + ayz :_Q(x;}’) (217)

E substituindo os momentos por suas expressoes em termos da varidvel do plano

médio w (X, y) obtém-se a equagdo diferencial que regula o comportamento do placa:

AAw(x,y) = q(alc), y) (2.18)
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Portanto resolvida a equagdo diferencial e obtido a expressdo de w (x, y) € facil

saber o campo de deslocamentos, deformagdes, tensdes e esfor¢cos em qualquer ponto da

placa. Os esforgos cortantes sdo dadas por:

5M,, &M, 5 (82w

Yoo bx Sy Sy \ 6x2
M, 6M,, 6 (8w

Qx = Sx Sy Sx \ 5x2

(2.19)

(2.20)
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2.2 CONDICOES DE CONTORNO

Ao resolver a equacdo diferencial da placa € necessario impor certas condi¢des
nas bordas. Isto € evidente tanto do ponto de vista fisico e matematico como a resposta
de uma placa, ou a solucdo da equacdo diferencial que representa, ¢ diferente de acordo

com o contorno suportado, apoiado, engastado ou livre.

2.2.1 CONTORNO ENGASTADO

Se a borda x = a ¢ engastada incorporado, o deslocamento transversal w(x,y) e a

rotagdo

ow(x « . - o
—((3 -Y) sdo zero. Portanto, as seguintes condi¢cdes devem ser satisfeitas pela
X

funcdo w (x, y):

T ¥

a A

I
w=10
8w _g _—-‘"‘\ W x
o 1“‘\

| A A
&
x

Figura 7. Contorno engastado (Fonte UFRGS)

Sw(x,
[w(x,y)]x=q =0 [%] =0 (2.21)
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2.2.2 CONTORNO APOIADO

Se esta aresta x = a é simplesmente apoiada, a varidvel w(x, y) € igual a zero ao
longo da borda. Como na borda da placa pode rodar liviemente 0 momento Mx ¢ zero.

Matematicamente borda simplesmente apoiada introduz as seguintes condi¢des para

w(X,y) :
& A
T+
a j x
I
_AL'
x
Figura 8. Contorno apoiado (Fonte:UFGRS)
5%w(x,y) 5%w(x,y)
W, Y)]x=a =0 [Mylyeq =0 = + x=a =0 (2.22)

6x? n dy?

Se esta aresta x = a for continuamente apoiada, a curvatura ao longo do eixo Y

ao longo da linha x = a € zero:

l&Zw(m) . . l&Zw(aay)

57 53 =0 (2.23)

X=a X=a
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2.2.3 BORDA LIVRE

Se a borda x = a € livre os momentos de flex@o e de tor¢do e o esfor¢o cortante

sao zero.

[Mx]x=a =0 [Mxy] =0 [Qx]x=a =0 (2.24)

Em principio, uma borda livre incorpora trés condi¢cdes que devem satisfazer a
equacdo diferencial que representa o comportamento da placa de estudo. No entanto
Kirchoff provou que estas trés condi¢cdes sdo excessivas e sdo suficientes para
determinar corretamente w(x, y). Kirchoff mostrou que as condigdes de binario e de

cisalhamento podem ser substituidas por uma tinica condi¢@o.

|
!

I
N

VT Ty
07 N N N

> |

1 6 Mxy
Il 8y

dy dy

Figura 9. Borde livre (Fonte:UFRGS)

As forcas que atuam sobre a placa ndo varia se o torgor Mxy dy agindo sobre um
componente diferencial comprimento da aresta do dy x = a, é substituida por duas
forgas verticais de valor Mxy e brago dy. Isto €, a distribuicdo dos torques Mxy na
borda livre x=a ¢ estaticamente equivalente a uma distribui¢cdo de forca de cisalhamento
Q'x:

Qx = [ai;/%]x:a (2.25)
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Por conseguinte, a condi¢do do torque articular e Mxy cisalhamento Qx em uma

borda livre x = a pode ser escrito como:

’“y] =0 (2.26)

condicdo ¢ expressa em termos da flecha w(x,y) toma a forma

23w d3w
—t@Z—n)

3 =0 (2.27)

2
dxdy Yea

Se o bordo livre ¢ definida por y = b condi¢des acima referidas sdo como se

segue:

oM,
Qy = [ axy ]y_b (2.28)
oM,
%], =l +al,_ =[o+ ax'y]y:b =0 (229)
oW 2 i =0 2.30
a_y3+( —H)Wyzb— (2.30)

Este fric¢do leva a qualquer borda livre ou ndo, esta condi¢ao deve ser satisfeita
conjunta de tor¢do e cisalhamento de modo que ambos esforcos sdo estaticamente
equivalente a uma forga vertical Vx ou Vy dada por:

23w 23w l

=D 0x3 +@2=n) 0x0y?

V—D63W+(2 )63w
Yy T loy3 n dyox?

(2.31)
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Se a borda estudou tem impedido o movimento vertical destas expressdes
mudadas de sinal, uma vez determinada a flecha w (x, y) com base nas limita¢des do

tipo de suporte considerado possivel obter as reacdes no elevador.

Figura 10. Movimento vertical impedido (Fonte:UFRGS)

Nos cantos, como mostrado na figura ha duas for¢as concentradas no mesmo
sentido valores Vx e Vy da Mxy (devido a sinal diferente Myx), de modo que, se a

placa é suportada na reagcdo ocorre bordas:

R=2Mxy=—21-nDd2wadxdy (2.32)

Ou seja, a placa submetida a uma carga vertical levanta-se nos cantos e, na
pratica, ¢ necessario executar o correspondente suporte de ancoragem a esse efeito. Se

nas condig¢des de apoio, o torque for zero na borda este efeito ndo aparece.
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2.3 SOLUCOES FUNDAMENTAIS DE PLACAS DE PRIMEIRA ORDEM
Solu¢do fundamental ¢ definida como a resposta a um ponto genérico “p”,
dentro de um dominio fundamental, devido a aplicagdo de uma carga unitaria em outro

[P =4]

ponto “q” no mesmo dominio.

No caso de placas , a solugdo basica € o deslocamento transversal w* em um
ponto de coordenadas [x(p),y(p)] denominado ponto de deslocamento. Isto ¢ devido a
acdo de uma forca unitaria aplicada em um ponto “q” de coordenadas [x(q),y(q)]

chamado ponto de carregamento.

Dominio infinito

n.n

Figura 11. Representagdo do dominio, pontos de carregamento "q" e pontos de deslocamentos "p" (Fonte:
IMEC Notas da aula)

A solugdo fundamental w*, ¢ obtida a partir da seguinte equagao:

_ 5(q,p)

72y
w D

(2.33)

Sendo d(q,p) a distribui¢do delta de Dirac, que tem as seguintes propriedades:
6(q,p) =0 sep+q (2.34)

6(g,p) =0 sep=q (2.35)

j ®()5(q, p)d2 = b(q) (2.36)
n
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A integral da fun¢do delta de Dirac em todo o dominio é uma forga unitaria
aplicada no ponto “q”, e corresponde a totalidade do carregamento transversal aplicado

a placa.

A solugdo fundamental w* € obtida a partir da equagdo diferencial V2V2w* =

5(q, . roe TPt}
—(qu) aplicada a todos os pontos do dominio, exceto ao ponto do carregamento “q”:

6(q,
p2p2y = 2@P) (2.37)
D
E depois de diversas operagdes com as seguintes equagdes polares:
x =r1.cosf
y =r.senf (2.38)
r? = x? +y?
y
0= tg =
arctg
A solugao fundamental pode ser reescrita como:
Viviw* = d2+1d dzw*+1dw* =0 2.39
Ve Trar ) Carr T ar )T (2:39)

Cuja solugdo ¢ conhecida e tendo a seguinte forma:

w*=Alnr+Br?lnr+Cr?+E (2.40)
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As constantes A e B s@o obtidas considerando-se a simetria em relacdo ao ponto
"q" e a condi¢do de equilibrio das forgas verticais atuante em um circulo de raio "r" ,

cujo centro é o ponto de aplicag@o da carga unitaria, e resultam em:

)I
p \£

X

Figura 12: Forca cortante equivalente num circulo de raio r devido a uma carga unitaria aplicada no ponto
q. (Fonte: IMEC Notas da aula)

(2.41)

As constantes C e E, no caso da placa fundamental, podem assumir quaisquer
valores. STERN(1979) e Bezine(1978) adotam valores nulos, mas, DANSON(1979)

adota (que serdo usadas neste trabalho):

C=—1167D (2.42)

E=0 (2.43)
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Depois de considerar essas constantes, a solu¢do fundamental é:

S (l 1) 2.44
w = 87D nr 5 (2.44)
ow_ T 2.45
5 = 2D nrcosf (2.45)

2.4 TEOREMA DE BETTI

As duas solugoes real e ficticia (fundamental) s@o relacionadas pelo Teorema de

Betti.

Por um lado, a solugdo real ¢ V*w = %, onde g ¢ a carga.

. 5(q,
Por outro, a solucdo ficticia Viw* = o@p)

na qual &(q,p) ¢ a carga que é
chamada delta de Dirac. Como no caso ficticio tem a carga, pode-se encontrar a solucio

. r? 1
que ¢ determinada pela equagio W™ = P (Inr — 5 ).

Para utilizar o método de elementos de contorno € necessario conhecer a solucao

fundamental.

Depois de ter definido as duas solugdes pode ser utilizado o Teorema de Betti.

Este teorema relaciona as duas solucdes (reais e ficticios) referidos no volume integral.

jaij*eijdV = _[O-ij sl-j*dV (246)
v

4

Onde 05" € a tensdo ficticia, que € conhecido, pois se conhece w* ¢ pode se

E
obter pelo uso da equagdo real oy = — (ex — vEy).
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g;;" ¢ a deformagdo ficticia, que ¢ também conhecida a partir da seguinte

~ ou
€quagao &, = a = _Zﬁ .

Agora sdo apenas 0s termos &;; € g;;, que sdo incognitas, porque eles so reais.

ij ij>

, €ij € O;

Apos a substituigdo das expressdes de gy , £;" , & € g5

a Unica incdgnita da

equacdo integral resultante do teorema de Betti serd a fungdo w(x,y). .

Porém, em muitos casos ndo ha solucdo analitica da fun¢do w(x,y). Desta forma
,surgiram os métodos numéricos, particularmente o Método dos Elementos de Contorno
que adota uma aproximacdo da fun¢do w(X,y), transformando a equagdo integral em
equagdo algébrica.

Note-se que cada ponto tem duas incognitas como uma fungdo, que sdo: “w” e
ow

an’

Antes de usar o MEC, temos de transformar a integral de volume em uma

integral de contorno, deixando a seguinte equacao:

W(q)+f{ ‘w— M;, }dF+ZRClWa
r

= f {V — M, —} dr +2Rawa gW *da, (2.47)
r
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Esta equacdo ¢ uma funcdo de "q", que sdo os pontos do interior da placa, e o

que nos interessa sdo os pontos de contorno deve-se usar a equacao:

w@+ |

r-r

ow
{Vn* (0. Pw(P) - M;(Q. ) 5 (P)} dr (P)

v (Q,P ; M Py
; f { (0. PYW(P) = M0, P) 5 (P} I (P)

Nc=1

+ 3" R(Q PIWei(P) + Rig-(Q, PIWer—(P) + R (Q, PYWers (P)

a *
_ f _{Vn(Q,P)W*(P) — My (P) 5~ (Q,P)}dr(P)
% P)w*(P M. (P ow' d
+L{n(a, ' (P) = My (P) 5 (Q.P)} I.(P)

Nc=1

+ 3 Ra(PIWe (@ P) + R - (PW* 1 (Q.P)

+ R (P)w™ 1 (Q,P) + | g(p)w*(Q,p)d2(p) (2.48)

Qg

Portanto, apos manipulacdes algébricas chega-se a equagao:

d Ng—1
KW@+ f {V"*(Q' PIw(P) - MZ(Q’P)%(P)}‘IF(P) + Z._ R (Q, P)wg(P)

r =1
ow’

= f {Vn(QrP)w*(P)—Mn(P)% (Q,P)}dr(P)

r
Nc.-1
+Z.= Rei(P)wg; (Q,P) + j g(P)w*(Q, P)d2(P) (2.49)

Qg
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Que ¢ a expressdo final para pontos do contorno.

Onde:

K@) =1 (2.550)

Para o caso particular de pontos no contorno com uma Unica tangente:

1
K@Q) = > (2.51)

Para a derivada rotacional que estdo diretamente no contorno ¢ usado a seguinte

equagio:

(P) dI'(P)

ot [ Lo
[

r-r
Ie

} dr(P)

N¢i—1
JdR".
* ) T
i=1
aR*CA+
am

*

= (Q, P)wi (P)
(Qi P)Wc/l"' (P)

0 [ow* ]
= [{n©@ P 5P - mP) 5[5 @ P} arcp)

r
da [ow* T

Ff V(0. P) 500, P) ~ My (P) o[ (0, P} ar(p)

N¢i-1
+ Z Rei ()2 _(Q,P)

ow* cat
+ Ry (P)——=—(Q,P) + j g(P)w*(Q, P) d(P) (2.52)
n

g
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3. APLICACAO METODO DOS ELEMENTOS DE CONTORNO

3.1 SIMPLIFICACAO DE UM PROBLEMA REAL

Na tentativa de se descrever quantitativamente um problema (fendmeno) fisico,
ou seja, de se obter uma expressdo matematica que corresponda ao fendmeno em
questdo, inicialmente o problema fisico real é substituido por um problema equivalente,

mais simples.

Hip oteses Problema

Problema Real + +

Sillll)lifi(‘ adoras mais Snnples

Figura 13. Esquema da simplificagdo

Neste novo problema sdo selecionados os parametros considerados fundamentais
e que podem ser descritos matematicamente através de um sistema de equacdes
diferenciais valida em todo o dominio do problema. A esse sistema sdo impostas

condig¢des de contorno e/ou condigdes iniciais apropriadas.

3.2 EQUACOES DIFERENCIAIS

Quase todos os problemas em ciéncias fisicas e engenharia podem ser reduzidos
a uma equagdo diferencial. Por esta razdo saber reconhecer uma equacdo diferencial
dentro de um problema especifico ¢ muito importante, para a busca de sua solug¢do. Da
mesma forma, saber classificar uma equacao diferencial é o primeiro passo na busca de
sua solucdo, pois apesar de ndo existir um método Unico para se resolver todas as
equagdes diferenciais, a classificagdo delas ajuda a escolher o método mais adequando

de solugao.
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3.3 DISCRETIZACAO DO PROBLEMA

Um sistema de equag¢des diferenciais constitui um modelo continuo, que possui
infinitos graus de liberdade, uma vez que as variaveis se distribuem continuamente em
todo o dominio do problema. Com excec¢do de alguns casos mais simples, em geral ndo
¢ possivel encontrar solugdes analiticas para o problema. Recorre-se, entdo, aos
modelos discretos (ou numéricos), obtidos dos modelos continuos através de hipdteses
simplificadoras: As varidveis que constituem infinitos graus de liberdade, sdo expressos
em termos de um numero finito de graus de liberdade. Esses graus de liberdade sdo
incognitas dos modelos discretos dos sistemas equivalentes e sdo determinados a partir

da solucdo de um sistema de equagdes algébricas.

Modelo Continuo Modelo Discreto

(Solucdo Exata) (Solugdo Aproximada)

Figura 14. Esquema do discretizagao

Resumidamente, quando o modelo continuo é substituido por um modelo
discreto, o problema matematico da solucdo de um sistema de equagdes diferenciais €

substituido pelo problema da solugdo de um sistema de equagdes algébricas.

Equagoes Transt 0|'|;1ag ves Equagoes
Diferenciais . i pac
Matematicas Algebricas

Figura 15. Esquema modelo discreto

Portanto, s6 nos resta agora estudar as equacgdes diferenciais para se poder
aplicar os métodos aproximados na solug@o de problemas fisicos reais. A cada elemento
de contorno, Gj , associam-se um ou mais pontos denominados "nds" ou "pontos

nodais" e os valores das variaveis a eles associados sdo denominados "valores nodais".
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Ao longo de cada elemento as variaveis do problema (deslocamentos e esfor¢os) sdo
aproximadas por fun¢des polinomiais ( constante, lineares e quadratica) em fung¢des dos

quais ¢ definido o nimero de pontos nodais, 1,2 e 3 , respectivamente.

Neste trabalho, serdo utilizadas apenas fungdes lineares para aproximar a
geometria e as variaveis do problema. Na figura adota-se a seguinte convengdo: nd
geométrico (extremidade do elemento) "né" ou "ponto" nodal onde sdo colocados as

variaveis do problema (incdgnitas ou valores conhecidos).

| -~ | = iy
. 1 1 T + ¢
[
Q Q
1 -+ -4 -4
S Elemento I, S Elemento T,
—A | A .\
| | L
: = -t ~ S - =]
noé i noi no )
W e
A w; [ l Wi
T X T
noi ¢ no i S no j
a) Elemento constante b) Elemento linear continuo
ol | " 4
) o s > ® ) * - * —Y
[ ]
0 (
s ol ) Q
J + e .

&

Elemento T,

- g B  EEEEEEC—
/ | | \ 4 I
)~ —- - s = XS = -
no i no j né i néj noék
e —— = N e
T ]| W |n
- T L} L =S 5 L
noi = noj né i nOJ S noé k
¢) Elemento linear descontinuo d) Elemento quadratico continuo

Figura 16. Tipos de elementos para as variaveis (ex. w) e elemento linear para a geometria . (Fonte IMEC
Notas da aula)
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O Contorno em todos os casos da Figura 16. foi aproximado por segmento de
retas, enquanto que as variaveis, como exemplificado para o deslocamento transversal
n mn 1 X 1

wi" da placa, foram aproximados em cada elemento por uma fung¢ao constante, linear e
quadratica. A geometria do elemento é aproximada por um polindmio do primeiro grau.
Portanto as coordenadas de um ponto P do elemento é dada em fungdo das coordenadas
nodais ( extremos dos elementos). Com o propdsito de facilitar os calculos das
integracdes numeéricas, expressa-se as coordenadas de cada ponto “P” de um elemento

(13541

J”’, em funcdo das coordenadas locais homogéneas e em termos de matrizes.

x(P) =T (P)XV (3.0)
Onde:
x(P) = {282} (3.1
') 0
QT(P)={ 0 gT(P)} (3.2)
Xi
Xi
=1 (33)
X3

O indice N & utilizado para indicar valores nodais Xi" é coordenada nodal do nd

(1344

“N” na diregdo “i”.

O vetor da func¢ao interpoladora é dado por:

-)
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Onde:

i

X

Figura 17. Descri¢do geométrica do elemento linear. (Fonte IMEC Notas da aula)

3.4 APROXIMACAO DAS VARIAVEIS

De maneira andloga a geometria, pode-se expressar as variaveis u(P) e p(P)
(deslocamentos e esfor¢os) sobre cada elemento, através de funcdes aproximadas ¢ e
valores nodais UN e PV,

u(P) = ¢p"(PY)U" (3.5)

p(P) = ¢7(P)PV (3.6)
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ou escrita explicitamente:

Ui

G} =[50 #5) aam) Z (37
Us
P}

Dt =128 #04 y aam) o (3.6)

P;

Assim, para um elemento qualquer “j”, os deslocamentos e esfor¢os nos pontos

nodais serio:
u,(P) =w(P) Ui =w! U:=w?

@ =@y = gl 3.9
W2 = 9x 2 on 2 on (39

pi(P) =Vo(P) P{ =V Pf=V?

p,(P) = M,(P) Py=M; P;=M;
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3.5 ELEMENTO LINEAR CONTINUO

Um elemento ¢ linear continuo quando suas varidveis assumem em seus nos
valores Unicos, ou seja, ndo ha angulosidades ou vinculagdes diferentes do contorno ou
carregamentos diferentes entre elementos vizinhos (Figura 4.2b). Embora, teoricamente,
pode-se definir elementos descontinuos mesmo entre elementos onde ndo ocorram as

irregularidades acima.

Assim, aos valores nodais UN e PN estdo situados no né correspondente a
extremidade do elemento, a aproximagao das variaveis pode ser feita por funcdes ¢

isto é:

Ly o
o,(P)=;(l—g)

Ly i
02(P)=—(1+§)

| e 2 = no6s geométricos do elemento
(extremidades do mesmo)

=X | e BT 0 AN
(_]) e (2) = Pontos nodais ( nés onde

= se definem as varidveis nodais)

Figura 18. Elemento linear continuo (Fonte: IMEC Notas da aula)
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A presenca de angulosidade e vinculag¢des diferentes no contorno de uma placa
ou até mesmo de descontinuidades de carregamento torna necessaria a descontinuidade

de variaveis nos casos praticos, podendo-se assim, definir outros tipos de elementos que
permitam expressar tal descontinuidade.

borda apoiada

L\

borda engastada \‘

)

— Pontos com

descontinuidades

borda apoiada

TN

borda engastada
borda livre

Figura 19. Exemplos de descontinuidades geométricas. (Fonte: IMEC Notas da aula)
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3.6 TRANSFORMACAO DAS EQUACOES INTEGRAIS EM EQUACOES
ALGEBRICAS

A equagdo integral do deslocamento w(Q), de um ponto “Q” qualquer

do contorno, pode ser escrita de forma genérica como:
CQu(Q) + f P'(Q,P)u(PYAT(P) + ) ", (Q, PIwe(P) = f u'(Q, P)p (P)dr(P)
r pr r

+ z ueiPei(Q, PR (P) + fﬂ 9(P)u;(Q,p)d(p) (3.10)

onde os esfor¢os e os deslocamentos sdo expressos através de variaveis

generalizadas. Assim, tem-se:

c@=1°

u(Q) = w(Q)

w(P)
u(P) = {aw }

(3.11)
p(QP) = (R(QP) ~Mi(Q.P)

. (., ow*
w@P) ={w@P) -5-P}

P;(Q,P) = R;(Q,P)
uy;(Q,P) = wy(Q,P)

Considerando-se o contorno da placa discretizado por “Ne” elementos e

substituindo-se as varidveis por suas aproximacoes fica:
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C@u(@) + ) p" (@, P (Pdr(P)UY

Ne
£ (@, Pwer(P)
i=1

Ne

= > u Q. PP’ (P)ar (PP

i=1

+ 3 Ul (Q PIR(P) + fﬂ 9@ (0, )0, () (3.12)

As integrais de contorno da equagdo (3.12) tem fungdes conhecidas, portanto,
elas podem ser calculadas. Por facilidade, definem-se abaixo as integrais sobre um

elemento genérico.

W@ = v (@PeTP)rP) (313)
g'(Q) = fr w(Q PO ()T} (P) (3.14)

J

Ap6s a soma das influencias h/(Q) e g’ (Q) de todos os elementos (Ne) nos

nos do contorno, a equagdo algébrica fica:

C(Qu(Q) + H@U + H(QW, = G(Q)P + G (QR: +T(Q) (3.15)

O deslocamento u(Q) pode ser escrito em funcao dos deslocamentos U do

elemento ao qual pertence o ponto Q.

Portanto:

C(@u(Q) = c(@Qw(Q) = C(@U (3.16)
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ou seja, considerando-se todos Nn nds, tem-se:

0 .. 0 .. 071w
c@Uu=lo 0 c@ o ofsw@ (3.17)
o .. .. .. 0 w(Ny,)
Entdo, (3.15) fica:
HQU + H (W, = G(QP + G (Q)R. + T(Q) (3.18)
onde:
UT = {Wl a_VVl WNn aWNn}
peali n
Pl ={Vl, My .. V'™ Myp"
Vl/CT — {Wcl WCZ aen WCNC}
RI ={R;y Rez - Ry}
onde:

H (Q)e G(Q) sdo as matrizes de influéncia, que dependem da geometria do
elemento e sdo formadas pelos coeficientes dos deslocamentos e das forcas do contorno;

H (Q)e G(Q) sdo as matrizes de influéncia formadas pelos coeficientes dos
deslocamentos e reagdes dos cantos da placa, respectivamente;

T(Q) ¢ o valor resultante da integracdo da regido @

Os termos correspondentes a W, e R, da equacéo (3.17), podem ser

tratados da seguinte forma:

O coeficiente de wc ,de cada canto da placa, ¢ dividido em duas partes,
obtendo-se assim a contribuicdo dos nds anterior e posterior a este canto (Figura 20).

As parcelas assim obtidas sdo adicionadas coeficientes correspondentes da matriz H
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A reagdo Rc ¢ escrita em fung¢do das rotagdes dos nos vizinhos ao canto, usando
se para isto a sua definigdo R,; = M*,;; — M,,;~, e escrevendo-se as derivadas em

termos de diferengas.

4 4
h g b d

-2 = ]

Y

Figura 20. Canto i da placa com seus nos anteriores e posteriores, necessarios para o calculo das
contribui¢des da reagdo de canto na matriz H.

Assim, a equagao (3.18) pode ser escrita como:

HQU =G6(Q@P+TQ) (3.19)

Note-se que a expressao (3.19) corresponde a uma linha, ou seja, é a equagédo
do deslocamento w(Q), apenas do ponto Q, apds a discretizagdo do contorno, da
aproximacao das variaveis e da consideragdo de (3.17).

Analogamente, pode-se obter uma expressao semelhante a (3.19) para a

derivada direcional do mesmo ponto Q,a—z Q).

Com a discretizacdo do contorno da placa, quatro varidveis sdo associadas a
. 0 . - .
cada n6 ,w(P), % (P),V,,(P)e M,,(P), das quais duas s3o conhecidas, dadas pelas

condig¢des de contorno da placa. Nos casos de vinculagdes classicas, tem-se:
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-Borda engastada

Il
2|
|
o
NN\

-Borda simplemente apoiada

w=M,=0 NE—

-Borda livre

V=M, =0

Portanto, impondo-se as condi¢des de contorno a todos os “Nn’ nés da equacio
(3.19), tem-se “2Nn” incdgnitas, o que torna necessario a utilizacdo de duas equagdes

para cada no, para definir um sistema de equacdes lineares.
HU =GP +T (3.20)

No caso da equacdo (3.18), os termos wc e Rc associados aos cantos, podem ser
considerados como variaveis, sendo que um dos quais é possivel conhecer-se nos casos
classicos de vinculagdo. Assim, tem-se “2Nn” incognitas nos nds e "Nc" incdgnitas nos
cantos, tornando-se necessario utilizar duas equa¢des para cada n6 e uma para cada

canto para a definicdo do sistema. O sistema de equacdes lineares assim definido fica:

i il =l elle)+!

onde He e Ge sdo as submatrizes formadas pelos coeficientes correspondentes a

} (3.21)

B3

we e Re respectivamente, e tém 2(Nn)x(Nc) elementosH, E, H., G, ; sdo submatrizes

semelhantes a H, G, Hc e Gc , respectivamente, provenientes das equacgodes
integrais de deslocamento aplicadas nos cantos da placa, o subvetor Tc ¢ também

semelhante a T .
As submatrizes E e E tém (Nc)x2(Nn) elementos e as submatrizes H, e G,

sdo quadradas de ordem (Nc).
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O sistema de equagdes lineares (3.21) pode ser resolvido levando-se todas as
incognitas para o primeiro membro, e todos as parcelas conhecidas para o segundo

membro, obtendo-se:

AX=B (3.22)

onde:

A ¢ a matriz formada pelos elementos das matrizes H e G, correspondentes
aos valores de U e P desconhecidos.
B ¢ o vetor obtido a partir da soma do vetor T com o vetor formado pelo
produto dos elementos das matrizes H e G pelos correspondentes valores de U e P

conhecidos.
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4. APLICACOES PRATICAS

4.1 Exemplo 1: Placa retangular apoiada em una das bordas com carga

distribuida uniformemente.

Compara-se os resultados obtidos pela realiza¢do de a placa com vinte e com

quarenta elementos.

A placa e retangular de dimensdes 500cm x 600cm, espessura h=18cm, e
simplesmente apoiada em trés cantos e engastada em o outro. E submetida a um
carregamento distribuido em toda a placa de g=0,000625 kN/cm® (Figura 20).
Considera-se o coeficiente de Poisson v = 0,30 e o0 mddulo de elasticidade longitudinal

E =1800,0 kN /cm2 .

Ny
n
n
_>600cm
n
n
2> > v
VVYVVVVYYVYY
A 500cm &
< >

Figura 21. Placa apoiada em trés de seus lados e engastada em o outro.
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A placa foi discretizada em 20 e 40 elementos. A continuacdo mostra-se as dois

tabelas para a comparacdo dos resultados obtidos. Além disso em ambos exemplos o

numero de nos internos e de 9.

Exemplo 1. Placa quadrada de 500cm x 600cm.
h=18cm; g=0,000625 kN/cm?; v=0.30; E=2.560 ,0kN/cm?

Placas 2

Numero
d e WmaX:W33 MX MY Vméx RC
elementos (cm) [KN cm] | [KN cm] [KN] [kN]
20 0.1729x102 | -7.5755 | -7.0791 | 0.939x107" | 0.3259x10
40 0.1732x102 | -7.5872 | -7.0974 | 0.966x107" | 0.2752x10

val ser mas acertada.

Este exemplo mostra que a medida que a discretizacao ¢ maior a aproximagao
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4.2 Exemplo 2: Placa quadrada pertencente a um prédio. Mostra-se dois

exemplos.

Compara-se os resultados obtidos pela realizagdo de as duas placas com

quarenta elementos e a realizacdo de as mesmas placas de maneira analitica utilizando o

livro “ROSCH”.

Uma das placas tem trés bordas engastadas e um de eles livre. Por outro lado, a
outra placa tem todos as bordas engastados. As dimensdes de as placas sdo 400cm x
600cm. A carga e distribuida com valor de g=0,000625 kN/cm® . Considera-se o
coeficiente de Poisson v = 0,17 e 0 mddulo de elasticidade longitudinal E = 1800,0 kN /

cm?2 .

12m

& m

Figura 22. Placas que formam parte de um prédio.
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Exemplo 2. Placas quadradas de 200cm x 400cm.

h=15cm; g=0,000625 kN/cm?; v=0.17; E=1800,0kN/cm?

Placas 2 | Numerode |  Wyax=Wis Mx My Vinix Rc
elementos (cm) [kN cm] | [kN cm] [KN] [kN]
Placa com
trés bordas 40 -0.8621x10* | -1.3761 | -0.4699 0.7894 0.7529
engastados
e uma livre
Tabela de ROSCH - -1.3750 -0.4750 - -
Placa com
duas . X
bordas 40 -0.8993x10° -1.4290 -0.4314 0.8924x10 0.7588
engastados
e dois livre
Tabela de ROSCH - -1.4250 -0.4250 - -

Neste segundo exemplo comparamos o resultado obtido pelo MEC com o obtido

por tabelas vendo que a diferencga € muito pequena. Portanto ratifica-se que este método

tem uma fiabilidade muito alta.
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4.3 Exemplo 3: Placa prdpria desenhada por nos com 5 lados.

Os resultados serdo de a realizagdo da placa com 38 elementos. A placa sera
mostrada na figura seguinte, tendera uma carga distribuida no domino do valor
g=0.000625kN/cm®. Considera-se o coeficiente de Poisson v = 0,30 ¢ o médulo de

elasticidade longitudinal E = 1800,0 kN / cm2 .

400 cm

VVYVVY VY

vV VWV VVVYy

600 cm
< >

NN

NN

Figura 23. Placa poligonal de cinco lados.

A discretizacao da placa e a seguinte: 38 elementos no contorno, 43 nds no

contorno e 8 pontos internos. A continuagdo mostra-se uma tabela com os resultados

obtidos.
Exemplo 3. Placa 5 lados de 400cm x 600cm
h=18cm; g=0,000625 kN/cm?; v=0.30; E=1800,0kN/cm’
Numero de Winax=Wog Mx My V méx Rc
Placas 2 elementos (cm) [KN cm] [KN cm] [KN] [kN]

38 0.495537x107 -5.7066 3.7415 0.32286 0.38935x10™
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4.4 Exemplo 4: Placa com carga distribuida e placa com carga concentrada.

Compara-se os resultados obtidos de uma placa com carga distribuida no
domino e além disso a mesma placa mas com a carga concentrada no meio.

As duas placas tem todos as bordas apoiadas , a carga distribuida tem um valor
de g=0.000625kN/cm® e a pontual um valor do G=37.5kN/cm’. Considera-se o
coeficiente de Poisson v = 0,30 e 0 modulo de elasticidade longitudinal E = 1800,0 kN /

cm2 .
G
g A
~T1T 1T 7T
I
Figura 24. Placas com carga distribuida e pontual.
Exemplo 4. Placas quadradas de 400cm x 600cm.
h=15cm; g=0,000625 kN/cm?; G=37.5kN/cm?; v=0.3; E=1800,0kN/cm?
Placas 2 Numero de W max=Wais M, My V méx Rc
elementos (cm) [KN cm] [KN cm] [KN] [kN]
Placa com 5 s
carga 40 -0.3965x10 -9.7884 -7.8215 0.1441 -0.1286x10
distribuida
Placa com > s
carga como 40 -0.9133x10 -95.1328 -92.3328 0.2047 -0.1788x10
concentrada




4.5 Exemplo 5 : Placa circular e placa quadrada.
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Compara-se os resultados obtidos de uma placa circular com uma placa

quadrada das mesmas dimensdes.

A placa quadrada tem todos os bordas apoiados e o contorno da placa circular

também e tudo apoiado. Ambas placas tem uma carga distribuida com valor de

g=0.000625kN/cm”. Considera-se o coeficiente de Poisson v =

elasticidade longitudinal E = 1800,0 kN / cm?2 .

0,30 ¢ 0 modulo de

=2
< >
4 cm
Figura 25. Placa circular e placa quadrada.
Exemplo 5. Placas circular e cuadrada.
h=15c¢m; g=0,000625 kN/cm?; v=0.3; E=1800,0kN/cm?
Placas 2 Numero de W max=Wais M, My V méx Rc
elementos (cm) [KN cm] [KN cm] [KN] [kN]
Placa 40 -0.1167x10 -4.7862 -4.7862 0.1053 -6.9733
quadrada
Placa 40 -0.2993x10 -7.5896 -6.9431 0.9849 -3.3020
circular

Um exemplo tdo singelo como uma placa quadrada e uma placa circular com a

mesma carga mostra uma diferenca bastante ampla, ainda que a priori pudesse parecer

que ndo ¢ assim.
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5. CONCLUSOES

Com o estudo da Teoria de Placas e do Método dos elementos do contorno,
verifica-se que as estruturas se comportam, de uma maneira simples. Sendo um método
de grande confiabilidade ja que com a discretizagao de aproximadamente quarenta
elementos o resultado obtido ¢ muito proximo ao obtido por tabelas. Além disso, com
este método ¢ possivel calcular placas com varias condi¢des de contorno, cujas solugdes
ndo existam tabelados ou a solugdo analitica seria muito complexa e ndo estariam

disponiveis em livros, tabelas e programas do computador.

Normalmente as placas resolvem-se com tabelas e com programas especificos de
computador, mas usando estas técnicas o usuario ndo ¢ consciente do comportamento
fisico das placas e ademais existem tipos de placas que ndo € possivel resolver.

No entanto com o método dos elementos de contorno , o usuario conhece o

comportamento da placa e € capaz de resolver qualquer tipo delas.

Nas aplicagdes praticas apresentadas no capitulo quatro observa-se que usando

as tabelas os resultados obtidos ndo sdo muito confiaveis em comparagdo com oS

obtidos pelo MEC.

Se conclui neste trabalho que o Método dos elementos do contorno tem uma
grande aplicacdo e utilidade na Engenharia estrutural. Teve uma grande importancia a
realizagdo deste projeto pois este método ndo ¢ estudado em no curso de engenharia na

Espanha.
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