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Resumo

Neste trabalho apresentamos aspectos computacionais de K-algebras que envolvem ideais
monomiais: bases de Grobner e funcoes de Hilbert; além do teorema de Macaulay que esta-
belece condicoes para que uma fungao de N em N seja a fungao de Hilbert de uma K-algebra
homogeénea.

Palavras-chave: f\lgebm Comutativa, Funcoes de Hilbert, Bases de Grobner, Teorema de
Macaulay.
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Abstract

In this work we show K-algebras computational aspects that evolve monomial ideals:
Grobner basis and Hilbert functions; furthermore, we present the Macaulay theorem which
establishes conditions to verity if a function from N to N is the Hilbert function of a homoge-
neous K-algebra.

Keywords: Commutative Algebra, Hilbert Functions, Grobner basis, Macaulay Theorem.
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Introducao

O objetivo deste trabalho é o estudo da fungao de Hilbert no caso de uma K-algebra graduada.

Grande parte dos trabalhos publicados na segunda metade do século XIX foram dedicados
ao problema de encontrar um sistema finito de geradores para ideais e algebras. Em seus
trabalhos publicados entre 1888 e 1893, Hilbert resolveu esse problema para o caso de ideais
em anéis de polinomios, apresentando entre outros resultados o que conhecemos por “Teorema
da Base” e “Teorema dos Zeros”.

No Capitulo 1, apresentamos as fungoes de Hilbert de K-algebras graduadas e sua impor-
tante aplicagao na teoria da dimensao de anéis Noetherianos.

Segundo D. Eisenbud [2] “... as ordens totais sobre conjuntos de monomios foram intro-
duzidas em 1927 por Macaulay que as usou para caracterizar as possiveis funcoes de Hilbert
de ideais graduados, por comparagao com os ideais monomiais.

Nos anos 30 do 1iltimo século, Grobner publicou aplicagoes das idéias de Macaulay que
obtivessem uma base para um anel fatorial zero dimensional e, em 1964, propos a seu estudante
Bruno Buchberger, como problema de tese de doutorado que computasse tais bases. Como
Grobner havia previsto, a tese e os trabalhos posteriores de Buchberger, publicados em 1970 e
1975, contém os critérios e algoritmo de Buchberger que resolveram o problema.”

No Capitulo 2, apresentamos um pouco desta teoria: ordens monomiais, algoritmos da
divisao, bases de Grobner e critério de Buchberger. Também compdem o Capitulo 2 a prova
do teorema da base de Hilbert, no espirito do trabalho de Gordan e processos para calcular a
funcao de Hilbert para K{z),...,z,]/I com I ideal monomial.

Compoem o Capitulo 3 a versao algébrica do teorema de Green, bom como o teorema de
Macaulay que estabelece condigoes para que uma fun¢ao de N em N seja funcao de Hilbert de
uma K-algebra graduada.

No Apeéndice, apresentamos alguns comandos utilizados no CoCoA. Entre eles, os comandos
para o calculo efetivo das bases de Grobner e fungoes de Hilbert.
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Capitulo 1

Funcoes de Hilbert

Nesta se¢ao, introduziremos algumas definigoes e resultados basicos para o que segue e que
podem ser visto com mais detalhes em [1].

1.1 Anéis e Modulos Graduados

Definicao 1.1 Um anel graduado é um anel A munido de uma familia (A,)nez de subgrupos
do grupo aditivo A, tais que A = @ A, e ApA,, C Amin para todos m,n € Z.

neZ

Observacao 1.2 Segue desta definicao que Ag € um subanel de A e cada A,, é um Ag-mddulo
(AoAo C Ag e ApA, C A, para todo n).

Salvo mencao em contrério, no que segue, trabalharemos apenas com anéis que possuem
uma graduagao positiva, isto é, aqueles para os quais A, = (0) para n < 0.

Exemplo 1.3 O modelo bdsico de anel graduado € o anel de polindmios A = K|zy,...,z,),
onde K € um corpo e x,...,z, sio indeterminadas sobre A, onde A, € o conjunto dos
polinémios homogéneos de grau n.

Definicao 1.4 Seja A um anel graduado. Um A-mddulo graduado é um A-mdédulo M munido
de uma familia (My),>0 de subgrupos aditivos de M tais que M = @ M, e Ap M, C Mpytn

n=0
para todos m,n > 0.

Observagoes 1.5

(i) Com a notagdo da Definigaol.4, cada M, é chamado componente homogénea de grau n
de M e é um Ag-mddulo. Um elemento x € M é homogéneo de grau n se x € M,.

(ii) Cada elemento y € M pode ser escrito unicamente como uma soma finita Zym onde

Yn € M,, para todo n € N e y, = 0, para quase todo n. As componentes nao nulas y,
sao chamadas de componentes homogéneas de y.
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1.2. FUNCAO DE HILBERT 11

(iii)) Se M e N sdo A-mddulos graduados, um homomorfismo de A-mdédulos graduados é um
homomorfismo de A-médulos f : M — N tal que f(My) C N,, para todon > 0.

(iv) Seja A é um anel graduado e Ay = @An. Entao A, € um ideal de A.

n>0

Proposicao 1.6 Para um anel graduado A, sio equivalentes:

(i) A é anel Noetheriano;
(i) Ay € Noetheriano e A é uma Ao-dlgebra finitamente gerada.

Demonstragao: (i) = (i) Seja Ay = @An. Como A é Noetheriano e A, é ideal de A,
n>0

A
A, é finitamente gerado. Sendo Ay =~ 7T, A é Noetheriano. Sejam z,...,z, os geradores de
+

A, que podemos tomar, sem perda de generalidade, homogéneos de graus Ky, . .., ks respectiva-
mente. No que segue mostraremos que A = Ag[z,...,z,). Por construgao Aoz, ...,z C A.
Agora, procedendo por indugao sobre n, veremos que A, C Ag[z1,...,z,) para todo n.

Para n = 0 o resultado é obviamente verdadeiro. Supondo Ay C Ag[z, ...,z para k > 1
temos:

8
YEAr=>y € AL =1 =Z:a,v:r:,-,
i=1
onde a; € Ap—k,.

Usando a hipétese de indugdo, segue que para todo i = 1,...,8, a; € Ao[z1,...,%s] €
assim, sendo Ag[z1,...,;) anel, y € Ag[z1,...,z,). Portanto A, C Ag[z),...,z,] para todo
n € N, o que completa a demonstragao.

(74) = (i) Teorema da Base de Hilbert 2.16. [J

1.2 Funcgao de Hilbert

oo
No que segue A = @ A, denotara um anel Noetheriano graduado e A sua k-ésima compo-

n=0
nente homogénea. Como acabamos de ver Ay é Noetheriano e A é gerado (como A, élgebra)

por, digamos, z1,...,Zs, que podemos tomar homogéneos de graus ki, ...,ks (ki > 0). Seja
M um A-médulo graduado finitamente gerado. Entao M é gerado por um niimero finito de
elementos homogéneos digamos my, ..., m;. Seja r; = graum; (1 < j <t).

Todo elemento y de M,, a componente homogénea de M de grau n, é, deste modo, da
forma y = Z:fj(g)mj, onde fj(z) € A = Ag[zy,-..,z,] é homogéneo de grau n — r; (zero se

J
n < r;). Segue que M, é finitamente gerado como um Ap-médulo, sendo seus geradores todos
os fj(z)m;, onde z denota (x1,...,Z,).

Definigao 1.7 Seja C uma classe de A-mddulos e seja A uma fungdo sobre C' com valores em
Z. A fung¢do )\ é aditiva se, para cada seqiiéncia exata curta 0 — M' — M — M" — 0 de
elementos de C' temos

A(M') = M(M) + A(M") = 0.
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1.2. FUNCAO DE HILBERT 12

Exemplo 1.8 Tomando A como um corpo K e C como a classe de todos os K -espagos ve-
toriats de dimensao finita , entao X : C — N dada por A(V) = dimg (V) para todo V € C, €

uma fungdo aditiva sobre C.

Exemplo 1.9 Sejam S = K|[xy,...,x,,] o anel dos polinémios com K corpo. Sabemos que S =
@D, Sn, onde S, € o K-espago vetona! gerado pelos monémios z3* - - - x%™ onde Y -, o = n.

Entdo a K-dimensdo de S,, é:
) m+n-—1
dimg S, = ( )
m—1

De fato, para sabermos a dimensdo de S, basta calcular o nimero de monémios x7* - - - 5™
tais que Y .-, a; = r, isto €, a cardinalidade do conjunto

I = {(al,...,am) EN™|) o= r}.
i=1
Faremos a prova por indugdo sobre m. Sem =1 e r qualquer temos I,; = {a € N| a =1},

logo
L r+(1-1)
prami=(TH07D)

Supondo o resultado vdlido para m — 1 (m > 1) temos que para para todo r vale

r+m— 2)

m—2

#Ir,m—l — (

onde I m—1 = {(1,...,am-1) € N*1 | 370 Ya; =r}. Agora,

 — {(alr-——,a’m € N™ | Zai=7'}-
i=l

Dado 0 < j < r, consideremos

m-—1

Ij = {(0‘1,_ --1am) = Ir.m I Q= j, Zai =r _J}

i=1

E claro que I,; = U}" ol; e, portanto, #I,,, = E:‘O#I- Mas, (aq,...,am) € I; se, e
1
somente se, Y .~ a; =T —j e a, = j, ou seja, se, e somente se, (01,...,0am-1) € Lr_jm-1 €

Q= J, assim,
r—j+m-—2
m—2 J

#Ij = #Ir—j.m—l = (

Logo,

N (r=f+m =2\ rejmivm [i+m—2 r+(m-—2)+1 r+m-—1
L- _ = v
s Z( m—92 ) ; ( m-—2 ) ( (?n‘_?) + 1 m—1

j=0
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1.2. FUNCAO DE HILBERT 13

Observagao 1.10 Na defini¢cdo mais geral de uma fun¢do aditiva, X pode assumir valores em
um grupo abeliano qualquer. Porém, nesse trabalho, X sempre assumird valores em Z, sendo

que as fungoes aditivas mais importantes que usaremos sao dimensao e comprimento.
Uma das principais defini¢oes com a qual trabalharemos no que segue é:

Definicao 1.11 Sejam A uma fung¢do aditiva sobre a classe de todos os Ag-mddulos finita-
mente gerados, A um anel graduado e M = @ M,, um A-mddulo graduado finitamente gerado.
A fungao de Hilbert de M (com respeito a \) é a sequinte fungao:

Hy(M,-):N — Z
n — Hy(M,n) = \M,)

A série de Hilbert-Poincaré de M (com respeito a \) é a série de poténcias

oo

P(M,t) =Y Hx(M,n)t" = MM)t" € Z{[t]).
n=0 n=0
Teorema 1.12 (Hilbert-Serre) Nas hipdteses da defini¢dio anterior temos que eriste uma
fungao f(t) € Z[t] tal que
f(t)

onde A = Aplzy,...,z,] € z; € Ay,.

Demonstragao: A demonstragao serd feita por indugao sobre s, o niimero de geradores

de A sobre Ay.
No caso s = 0, temos A = Ag e A,, = 0, para todo n > 0. M é um A-médulo finitamente

gerado. Entao M é Ap-médulo finitamente gerado, isto é, M = Agmy + --- + Agmy, com
m; € M,,. Logo, para n > max{r; | i = 1,...,t} segue que M, = 0 e desta forma P(M,t) é
um polinémio, como queriamos.

Suponha s > 0 e que o resultado vale para s — 1, considerando o Ay homomorfismo de

modulos
Ps - M, - ﬂfﬂi—k.

m — Ign

Temos entao para todo n a seqiiéncia exata:

0— Kp, = M, 8 My, = Loyi, =0,

onde K, = Ker @,, Lntk, = Mpsk, /ps(My).
Desta forma L, ~ M, se n < ks e Lp, = Ln—p,)4k, =~ Mn/0s(Mn-k,).

Tomando K = @ K,eL= @ L, e considerando
Vs M — M

m = Tgm
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1.2. FUNCAO DE HILBERT

temos:
meM=>m=y +-+y,, comy; €M,.

zm=0=z1 +: +zYyo = 0.

Portanto z,y; € Mgy, N Z M, = (0).

f‘_;'?£5+rj

Logo y; € K, de onde segue que m € K. Assim Ker(¢,) = K.

Além disso, L ~ M/x,M uma vez que se m € M, m = y;, + -+ + y;, + wj, + -+ + wj,
com iy < ks e ji > ks ese ¢ : M — L tem-se o(m) = y;, + -+ + yi, + W, + -+ + W,
onde w;, = wj, + T,Mj 4, ¢ é obviamente sobrejetora e Ker ¢ = x,M, de onde segue que
0—-K—->M-—> M- L— 0 éexata.

Agora, como A é Noetheriano e M finitamente gerado, entao M é Noetheriano. Logo K
e L também sao A-modulos finitamente gerados. Além disso z,K = (0) e z,L = (0) e, deste
modo, sdo Ag[zy,...,Zs—1]-médulos finitamente gerados. Aplicando A em (1.1) obtemos

AKo) — MMa) + M Mntk,) = MLnsr,) = 0, (1.2)

multiplicando por t"*** e somando sobre todos os n obtemos

D AU = S MM+ 3D = S M L ) =0

5N OAEG) =5 Y MM+ Y AM)E = 3T M La)t" — g(t) = 0,

ou seja,
(l—r"")P(}yf t) = P(L,t) — t* P(K,t) + g(t), (1.3)

onde g(t) = f;al A(M;)t +E A(L )t*. Como por hipétese de indugao o resultado é valido
para L e K, segue o requltado E]

Definigao 1.13 Nas condig¢ées do teorema anterior definimos dy(M) como sendo a ordem do
polot =1 da fung¢ao P(M,t).

Lema 1.14 Dado d € N temos que (1—t)¢ € Z[[t]] € inversivel e (1 —t)~¢ = 52 (**71) ek

Demonstragao: Mostraremos o resultado por inducao sobre d.
Sabemos que Z[[t]] = {3 r, axt® | ax € Z} e a multiplicagio em Z([t]] é definida por

oo oo o0
(Z at-ti) (ijtj) = chtk,
i=0 j=0 k=0

onde ¢; = sz 0 @ibx—i.
Sed=1entio (*) =) =1e

(1-1¢) (if’“) =

k=0

=y =1,

o0

o0
k=0 k

-0
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1.2. FUNCAO DE HILBERT

logo (1 —t) é inversivel e (1 —¢)~1 =372 ¢
Supondo o resultado valido para d > 1 temos:

o0

(1-t)7 =

oo k : A
1-8)"41-¢t)""= Zq.t"', onde ¢ = Z ' 1= (d(; ?Ji‘: 1).

k=0 i=0

Logo,

- (=1 +k+1),, =((d+1)+k-1
L8 {d“):Z( (d—1)+1 )tk_g( d+1)—1 )‘D

k=0

Corolério 1.15 Se cada k; = 1, entdo para todo n suficientemente grande, A\(M,) € um
polinomio em n (mm coeficientes racionais) de grau d — 1, onde d = dx(M). Além disso, se
d = 0 entao A(M,,) € zero para n suficientemente grande.

(Adotamos aqui a conveng¢do de que o grau do polinémio nulo é —1 e também que o coefi-
ciente binomial (") =0, para todon>0e (") =1sen=—1.)

Demonstragao: Temos que A(M,,) é o coeficiente de " em f(t)(1 —¢)~*. Cancelando as
potencias de (1 — ) que aparecem em f, podemos supor, s =d e f(1) # 0. Seja

N
flo =Y att.
k=0

Como foi visto no lema anterior, (1 —t)? é inversivel em Z[[t]] e (1—t)"% = Y 7o, (d:f )

Donde
Y AM)tt = f(r) (Z akt"‘) (Z (d:‘;f; l)z*‘) )

k=0

Assim, para n > N temos que M(M,) = Yo ax(**22F"), onde a tltima soma é um
polinonimo de grau d — 1 com coeficiente lider (3 ax)/(d —1)! # 0, pois f(1) #0. O

Observagoes 1.16

(i) O polinémio no Corolirio 1.15 é usualmente chamado de polinémio de Hilbert de M
(com respeito a \).

(i) Para um polinémio f(x) ser tal que f(n) € Z para todo n € Z, ndo € necessdrio que f
possua apenas coeficientes inteiros, como podemos ver no exemplo: 3(z + 1)x.

Proposigao 1.17 Se x € Ay nao for um divisor de zero em M, entdo

d(M/zM) = d(M) — 1.

AVA
AVAYAY

1 2 3 4 5 6 7 unespwl 12: 13 A4 15 1o .11

18



1.3. TEORIA DA DIMENSAO DE ANEIS NOETHERIANOS 16

Demonstragao: Retornando a seqiiéncia (1.1) da demonstragao do Teorema de Hilbert-
Serre 1.12, trocando x; por um elemento qualquer z € Ay que nao € um divisor de zero em M,
entdo K = 0 e a equagdo (1.2) nos dd que d(L) = d(M) — 1, onde, neste caso, L = M/zM. O

Usaremos o Teorema de Hilbert-Serre no caso em que Ay é um anel Artiniano (em particular
um corpo) e A(M) é o comprimento /(M) de um Ay-médulo finitamente gerado M. Note que
o comprimento de M ¢ finito, isto é, [(M) € N e [ é uma funcao aditiva sobre o conjunto dos
Ap-modulos finitamente gerados.

Exemplo 1.18 Sejam A = Ag[zy,...,z,| onde Ay é um anel Artiniano, x; indeterminadas
independentes sobre Ay e A a fung¢do comprimento l. Entdo A, é um Ag-mddulo livre gerado

pelos monémios z™ ---z™, onde Y m; = n. Existem (**"]') destes elementos e, assim,

P(A,t) = (1—t)=".

1.3 Teoria da Dimensao de Anéis Noetherianos

Definicao 1.19 Seja A um anel e a um tdeal de A. Definimos o anel graduado associado a
A como sendo o anel graduado

oo an

GA) =G ) =P = @ =4),

n=0
com a multiplicag¢do definida como seque: para cada x,, € a®, seja T, sua imagem em a”/a™*!;
definimos TmTn, como a imagem T;,Z,, ou seja, a imagem de Tz, em a™"/a™t"tl  FEsiq
operagdo estd bem definida uma vez que independe da escolha dos representantes pois, dados
Tm, Ty, € ™ € T, T, € A" cOM Ty, = T,, € Tn = T, temos entdo que T, — z,, € a™* ¢
T, — 1z, € a1, Agora,

TmTn — LTy = TmTp — Lpdn + T 2p + 2020 = (2 —2}) 2, + 2, (20 —2}) € a™H,
N, et o eyt e,
cam+1 €an cam can+1
Para elementos quaisquer definimos o produto de modo a valer a propriedade distributiva.
Definicao 1.20 Seja M um A-mddulo graduado e a C A um ideal.

(i) Uma cadeia descendente M = Mg D M; D --- D M, D --- onde 0s M, ’s sdo submddulos
de M ¢é chamada de filtragido de M e denotada por (M,).

(i) (M,) é uma a-filtra¢io se aM,, C M, 1, para todo n e,
(iii) (M) € uma a-filtragdo estdvel se aM,, = M, para todo n suficientemente grande.

Exemplo 1.21 Um exemplo de a-filtragdo estdvel é (a®M), também chamada de filtrag¢do
a-ddica.

Proposicao 1.22 (Lema de Artin-Rees) Seja A um anel Noetheriano, a um ideal de A, M
um A-mddulo finitamente gerado, (M,,) uma a-filtragdo estdvel de M. Se M' é um submddulo
de M, entdo (M' N M,,) é uma a-filtragao estdvel de M'.
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1.3. TEORIA DA DIMENSAO DE ANEIS NOETHERIANOS

Demonstragao: Veja [1].
Tomando M,, = a" M na proposigao anterior obtemos o seguinte:
Corolario 1.23 Exriste um inteiro k tal que
(a"M) N M' =a"*((a*M)n M),
para todo n > k.

Definigao 1.24 Se M é um A-mddulo e (M,) uma a-filtragao de M, definimos o G(A)-
modulo graduado associado como:

B
P ﬁfu+1 '

G(M) =

Neste caso G, (M) denotard M, /M, .

Exemplo 1.25 Se A = K|[xy,...,x,] € o anel dos polinomios em x,,...,x, sobre um corpo
K ea=(ry,...,2,), entdio G(A) ~ A (como anéis graduados).

Teorema 1.26 Sejam A um anel Noetheriano local, m seu ideal mazrimal, q um ideal m-
primdrio, M um A-mddulo finitamente gerado e (M,) uma q-filtragdo estdvel de M. Entao:
. M . .
(i) A tem comprimento finito, para todo n € N.
(ii) Para n suficientemente grande, esse comprimento é um polindmio g(n) de grau menor
ou tgual a s onde s é o niimero minimo de geradores de q.

(iii) O grau de g(n) depende somente de M e q e nao da filtragio escolhida.

Demonstragao: Sejam G(A) = @5, Eg’”' e G(M) =@, h—“’,‘:’t Temos que Go(A) =
A/q é anel Artiniano, pois é Noetheriano de dimensao zero.

Além disso, G(A) é Noetheriano e G(M) é um G(A)-mdédulo finitamente gerado.

Cada G,(M) = M,/M, 1 é um A-médulo finitamente gerado, anulado por q e, assim, é
um A/q-médulo finitamente gerado. Sendo A/q Artiniano, G,(M) é de comprimento finito,

para todo n.
(7) Para mostrar que M/M,, é de comprimento finito para todo n, procedemos por indugao

sobre n.
Para n = 0 nada ha para fazer, pois M/My = M/M ~ 0.
Supondo que M /M,,_, é Artiniano, mostraremos que M /M, também o é. Consideremos a

seqiiéncia exata
M, M M
—

ﬁ{n ﬁ"fn ¥ A’!u—l
Como M, _1/M, = G,_1(M) é Artiniano e, por hipétese de indugao, M/M,_, também é
Artiniano, temos que M /M, é Artiniano.

0 —0. (1.4)
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1.3. TEORIA DA DIMENSAO DE ANEIS NOETHERIANOS

Assim, M /M, também é de comprimento finito.

M ~ (M, _
Afirmacao: [, =1 (M,,) Z! ( A ), para todo n.

r=1

Novamente usaremos indugao sobre n. Para n = 0, lp = [(M/M,) = [(0) = 0. Supondo o
resultado vélido para n > 1, sendo [ uma fungao aditiva, a seqiiéncia (1.4) nos garante que

1 n
M, _, H.I - ﬁ'fr— My M, _,
= o - l .

ln in 1+£( A’fn ) ZI ﬂ,fn Tz:; ﬂyfr
(ii) Se x1,...,T, é um conjunto minimal de geradores de q, as imagens T; = z; + q/q°
geram G(A) como A/q-élgebra e cada T; tem grau 1 (G(A) = (A/q)[71,...,T5]). Sabemos
que para n suficientemente grande (M, /M,+1) = f(n) é um polinémio em n de grau menor

ou igual a s — 1.

Agora, ly41—1l, = (M, /My41) = f(n) e, assim, [, é um polinomio g(n) de grau no maximo
s para n suficientemente grande.

(#ii) Sejam (M,) outra q-filtragao estavel de M e §(n) = [(M/M,). Entao existe ng € N
tal que & )
Min, C M e Moin € M, Yoz,
Utilizando-se a seguinte seqiiéncia exata:
M , M

—*.——}0‘

Jﬂ')f:rt+m-, Av.{n

onde p(m + M1,,) = m+ M,, temos I(M/Mpin,) > [(M/M,) e, portanto, g(n +ng) > j(n).
Analogamente, g(n + ng) > g(n). Assim,
g(n + ngp) > (n) g(n + ng)
9(n) i) © g(n)

0— Ker p —

=1

nos garantem que

Por outro lado,
1 1

ﬂ) g(n+ ng)’

g(n +ng) > g(n), ou seja, -

deste modo,
o) o _gm) . g(n)

—_— =1
g(n) — gn+mng) n—oog(n+ng)

Conseqiientemente,

lim M > 1.

n—oo §(n)

g\
Logo lim % = 1, de onde segue que o grau g é igual ao grau de § e, g e § possuem o
mesmo coeficiente lider. O
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1.3. TEORIA DA DIMENSAO DE ANEIS NOETHERIANOS

Observagoes 1.27

(i) Denotaremos por xg’(n), o polinomio g(n) correspondendo a filtragao (q"M), ou seja:

x“l’(n) =Il(M/q"M) (para todo n suficientemente grande)

i y _ = . A . "4 . oA .
(it) Se M = A, denotaremos por xq(n) o polinémio xg(n) e o chamaremos de polinomio
caracteristico do ideal m-primdrio q.

Nas condigoes anteriores temos:

Corolario 1.28 Para todo n suficientemente grande, o comprimento [(A/q") é um polinémio
Xq(n) de grau menor ou igual a s, onde s € o niimero minimo de geradores de q.

Proposicao 1.29 Seja A um anel local, m seu ideal mazrimal e q um ideal m-primdrio. Entao
grau xq(n) = grau xm(n).

Demonstragao: Como A é Noetheriano, todo ideal contém uma poténcia de seu radical.
Logo, existe r tal que m” C q C m e, assim, m™ C q" C m" para todo n. Portanto,

(58 1) 21 ()- s

Xm(n) < Xq(n) < Xm(rn),
para n suficientemente grande. Assim, sendo d o grau de xm(n), temos
1< Xa(n) < Xm(™) e lim _xm(rn) =9,
an(”) Xm(ﬂ-) W= Xrn(n)

n
Portanto, 1 < lim Xq—()
n—o0 Xm(n)

< 7%, de onde segue que grau (xq(n)) = grau (xm(n)). O

Observacao 1.30 O teorema nos informa que os polindmios xq(n) possuem o mesmo grau,
independentemente da escolha do ideal m-primdrio q, ou seja, xq(n) € um invariante do anel
(A,m) sobre os ideais m-primdrios.

O grau comum de x4(n) sera denotado por d(A). Em vista do Coroldrio 1.15, isto significa
que estamos colocando d(A) = d(Gm(A)) onde d(Gm(A)) é o inteiro definido anteriormente
como o polo em t = 1 da fungdo de Hilbert de Gp,(A).

Para A um anel Noetheiano local, com m seu ideal maximal indicamos por K = A/m o
corpo de residuos do anel A. Nestas condigdes m/m? é um K-espago vetorial de modo natural
e indicamos por dimg m/m? a dimensao de m/m? como K-espaco vetorial.

Seja A um anel Noetheriano local, m seu ideal maximal. Seja §(A) o niimero minimo de
geradores de um ideal m-primaério de A. Provaremos que §(A) = d(A) = dim A, onde dim A
indica a dimensao de Krull de A, ou seja, dim A = sup{k € Z | existe po C p1 C -+ C P, pi €
Spec(A), onde a inclusao é estrita}. Conseguiremos isto mostrando §(A) > d(A) > dim A >
d(A).

O Corolario 1.28 e a Proposi¢ao 1.29 juntos nos dao:
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1.3. TEORIA DA DIMENSAO DE ANEIS NOETHERIANOS

Proposicao 1.31 §(A) > d(A).

Agora provaremos o andlogo da Proposi¢ao 1.17 para anéis locais.

Proposigao 1.32 Sejam (A, m) anel local e q um ideal m-primdrio. Sejam M um A-mddulo
finitamente gerado, x € A um nao-divisor de zero de M e M' = M/xM. Entao grau xﬁ" <
gra,u,)(l‘:ir - 1.

Demonstragao: Supondo N = zM temos N ~ M como A-médulo, tendo em vista que =
nao é um divisor de zero de M. Para cadan € N, seja N,, = NNq"M. Entao temos seqiiéncias
exatas

N M M’
00— —

N, @M @M

Assim, se g(n) = I[(N/N,), temos, para n suficientemente grande

g(n) — xf(n) RS xg‘"(n) =0.

Pela Proposigao 1.22, (N,) é uma g-filtragao estavel de N. Como N ~ M o Teorema 1.26
(iii) nos garante que g(n) e _xg‘((n] possuem o mesmo termo lider e o resultado segue. O

0.

Corolario 1.33 Se A € um anel Noetheriano local, * um nao divisor de zero de A, entdo
d(A/(z)) < d(A) - 1.

Com as hipéteses e notagoes dos paragrafos anteriores temos:
Proposicao 1.34 d(A) > dim A.

Demonstragao: Faremos a demonstrag¢ao por indugao sobre d = d(A).

Se d = 0, entdao I(A/m") é constante para todo n suficientemente grande, logo m” = m"*!
para algum n e, pelo Lema de Nakayama, m” = 0. Deste modo A é Artiniano e dim A = 0.

Supondo d > 0 e que o resultado valha para todo niimero menor do que d. Tomamos
Po C p1 C --- C p, uma cadeia de ideais primos em A. Seja x € p;, * € po. Tomando
A" = A/pg e sendo 2’ a imagem de xz em A’, entdo 2’ # 0 em A, A’ é um dominio de
integridade e, pelo Corolario 1.33, temos

d(A'/(2)) < d(A') — 1.

Além disso, se m’ é o ideal maximal de A’, A’/m'™ é a imagem homomorfica de A/m".
Deste modo, [(A/m") > [(A’/m'™) e, portanto, d(A) > d(A’). Conseqiientemente d(A’/(2")) <
d(A)—1 = d—1. Pela hipdtese de indugao, o comprimento de qualquer cadeia de ideais primos
em A’/(2') é menor ou igual a d — 1. Como as imagens de de py,...,p,, em A’/(z’), formam
uma cadeia de comprimento r — 1, temos 7 — 1 < d — 1 e, assim, r < d. Concluimos com isto
que dimA <d =d(A). O

Corolério 1.35 Se A é um anel Noetheriano local, dim A € finita.

Proposigao 1.36 Seja A um anel Noetheriano local de dimensdo d. Entdo existe um ideal
m-primdrio em A gerado por elementos xy,...,xq e, assim, dim A > §(A).
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1.3. TEORIA DA DIMENSAO DE ANEIS NOETHERIANOS 21

Demonstracao: Construiremos os elementos zy, ..., 4 indutivamente de tal modo que
todo ideal primo contendo (x,..., ;) possua altura maior ou igual a i.

Tomemos z; de forma que z; ¢ U p, onde
peP

P ={pC A| p é um ideal primo minimal de A}.

Notemos que se nao existir tal elemento, A é um anel Artiniano local e \/@ = m. Logo
0(A) =0edimA =0.

Assim, z; ¢ p para todo p ideal primo minimal de A e, portanto, se q € Spec(A) e z; € q
entao altura de q é maior ou igual a 1, pois q contém algum primo minimal de A.

Tomando 7, d > ¢ > 1, e supondo que ja tenhamos construido (zj,...,2;—1) desta forma,
sejam p; (1 < j < s) os ideais primos minimais (se existirem) de (x,...,;—;) que possuem
altura exatamente i — 1. Como i —1 < d = dim A = alturam, temos m # p, (1 < j < s)
e, deste modo, m # U;_,p;. Tomando z; € m, z; ¢ Up; e q qualquer ideal primo contendo
(z1,...,7;), entdo q contém algum ideal primo minimal p de (2y,...,7;-1). Se p = p; para
algum j, temos z; € p e z; € q. Logo q D p e, portanto, altura de q é maior ou igual a 7. Se
p # p; entdo altura de p maior que i — 1 e, assim, altura de q é maior ou igual a i. Logo todo
ideal primo contendo (z,...,z;) possui altura maior ou igual a i.

Consideremos entao (z1,...,24). Se p € um ideal primo que contenha (zy,...,24), p possui
altura maior ou igual a d e, assim, p = m (se p C m temos altura p < altura m = d). Portanto
o ideal (z4,...,24) é m-primario. O

Teorema 1.37 (Teorema da Dimensao) Para qualquer anel Noetheriano local A, os trés
inteiros sequintes sao iguais:

(i) O comprimento mdxrimo de cadeias de ideais primos em A, isto €, a dimensdo de Krull
do anel A.

(ii) O grau do polinémio caracteristico xm(n) = [(A/m™), isto é, d(A);
(iii) O niimero minimo de geradores de um ideal m-primdrio de A, isto é, §(A).

Demonstragao: A demonstragao segue das Proposigoes 1.31, 1.34 e 1.36. O

Como conseqiiéncia imediata, obtemos:

Corolario 1.38 dim A < dimy(m/m?).

Corolario 1.39 Sejam A um anel Noetheriano e xy,...,z, € A. Entdo todo ideal primo
minimal p de (x1,...,2,) possui altura menor ou igual a r.

Demonstragao: Em Aj o ideal (z4,...,2,) torna-se p®-primério (onde p® indica a ex-
tensao do ideal p) e, deste modo, r > dim A, = altura p. O

Corolario 1.40 (Teorema do Ideal Principal de Krull) Seja A um anel Noetheriano e
seja x um elemento de A que nao é um divisor de zero e nem uma unidade. Entdo, todo ideal
primo minimal p de (x) possui altura 1.

AVA
AVAYAY

1 2 3 4 5 6 7 unespwl 12: 13 A4 15 1o .11

18
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Demonstracao: Pelo Coroldrio 1.39, temos a altura do ideal p menor ou igual a 1. Se
altura p = 0, entao p é um ideal primo contido em (0) e, assim, todo elemento de p é divisor

de zero, que é uma contradigao, pois x € p. Logo a altura do ideal p é 1.0J

Corolario 1.41 Sejam A um anel Noetheriano local, x um elemento de m ndo divisor de
zero. Entdo dim A/(z) = dim A — 1.

Definigao 1.42 Seja (A,m) anel Noetheriano local. Se xy, ..., xq geram um ideal m-primdrio
ed=dim A, dizemos que x1,...,xq € um sistema de parametros.

Exemplo 1.43 Se A = K|[z1,...,2,]] € o anel das séries de poténcias formais sobre um
corpo K, entdao zq,...,x, formam um sistema de pardmetros para A, pois eles geram o ideal

mazimal.

Um sistema de parametros possui certa propriedade de independéncia, que descreveremos
a seguir:

Proposigao 1.44 Sejam z,,...,xq4 um sistema de parametros para A e q = (z1,...,%4) 0
ideal m-primdrio gerado por eles. Seja f € Alty, ..., ta] um polindmio homogéneo de grau s e
suponha que f(xq,...,zq) € q*'. Entdo, todos os coeficientes de f estdo em m.

Demonstragao: Consideremos a aplicagao:

a: (&) [t .t — Ga(4) = (4) 1.7

ft' = I

Com as hipéteses sobre f temos que f(ti,...,tq) = 0 (f imagem de f) e, portanto, f esta
no niicleo de a.

Se algum coeficiente de f for uma unidade, entdo f nio sera divisor de zero e como o é
claramente sobrejetora, temos que

G (A)"" %[fls-..std]
Tq _— . .

Ker(a)

_ %[f‘l!"'vtd] %[tl,...,td]
d(Gq(A)) =d (T(a]) <d (w—“—m—(ﬂ )

ﬁ[fl,...,fd] _ A B
d(T) _d(a[tl,...,td]) ibtlesit,

isto é, d(Gq(A)) < d — 1. Mas, também, d(Gq(A4)) = d(Gm(A)) = d(A) = d, o que é absurdo.

Logo f é divisor de zero de (A/q)[t1,...,ts]. Assim, existe @ € A/q,coma# 0eaf =0,
ou seja, ab; = 0 para todo b; coeficiente de f. Deste modo, ab; € q para todo i. Sendo @ # 0,
a ¢ q e portanto b; € \/q = m para todo i, isto é, todo coeficiente de f pertence a m. [J

Assim,

Porém,

Essa proposi¢ao tem uma forma simples se A contém um corpo K isomorfo ao corpo de
residuos A/m.
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Corolario 1.45 Se K C A é um corpo isomorfo a A/m e se xy,...,xq é um sistema de
parametros, entao xi,...,xq sao algebricamente independentes sobre K.

Demonstragao: Suponha f(z1,...,z4) = 0, onde f é um polinémio com coeficientes em
K. Se f # 0, podemos escrever f = fs+ termos de graus maiores, onde f, é homogéneo de grau
s e f, # 0. Aplicando a Proposicao 1.44 para fs segue que f,; tem todos os seus coeficientes
em m, ou seja, fs =0 (Absurdo!).

Logo f =0 e x,,...,x4 sao algebricamente independentes sobre K. [0

Definicao 1.46 Um anel local reqular é um anel que satisfaz uma das trés condigoes (equiva-
lentes) da proposi¢do a seguir:

Proposigao 1.47 Sejam (A,m) um anel Noetheriano local de dimensdo d e K = A/m seu
corpo de residuos. Entao sao equivalentes:

(i) Gm(A) =~ K[t1,...,t4], onde os t;’s sao varidveis independentes sobre K;
(ii) dimg(m/m?) = d;
(iii) m é gerado por d elementos.
00 = o0
Demonstragao: (i) = (ii) Temos que Gu(A) = @ mmn+1 o @ A Sejamm Zy;. .o gt

n=0 n=0
elementos de A;. Como

Gm(A) = P m’fil ~ P A, ~ Kltr, .., 1)

temos ¢(z1),...,¢(xa41) € Ay. Porém, dim A, = d e, assim, x,...,T441 sdo linearmente
dependentes em A; = m/m?.

Agora, pelo Corolério 1.38 dimg(m/m?) > dim A = d. Portanto, dimi(m/m?) = d.

(i1) = (#ii) Sejam my,...,mq os elementos de m cujos residuos formam uma base para
m/m?. Deste modo, m/m? = (M, ..., Mmy) e, com isto, m = (my,...,my) + m?. Pelo Lema
de Nakayama, segue que m = (my,...,mgy).

(241) = (i) Sejam m = (x;,...,x4), A/m=K e

a:h’[f],...,td] - Gm= .K[f].,...,fd] =@A,

i=1

ti — T,-:;z:t-+m2

A aplicagao a esta bem definida e é, claramente, um homomorfismo sobrejetor de anéis
graduados.

Seja f € K|t1,...,td tal que a(f) = 0. Podemos escrever f = fo+---+ f, onde f; denota
a componente de grau j de f. Como a(f) = 0 temos que a(fo) +--- + a(f,) = 0 e, assim,
a(f;) = 0 para todo j.

Mas, f; é homogeéneo de grau s e

d
fo= E apty' ---tff, com E §=8;
k=1
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Deste modo, fy(T,...,Tq) = Eﬁzl axTy ---Td, com F; € m/m? = Al. Logo T;'* € Ay
e, assim, T}'--- T € A, = m*/m*t!. Como ar € A/m = Ay, fs(T1,...,Ta) € m*/m*+! ¢
fs(T1,...,24) = 0 temos os coeficientes de f, em m e, portanto, f; = 0. Analogamente se
demonstra pra os outros f; e, com isto, f = 0, de onde segue que a é um isomorfismo. O
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Capitulo 2

Bases de Grobner

2.1 Introducgao

2.1.1 Polinémios

Inicialmente, introduziremos algumas notagoes. Um monémio em z3,...,2, é um produto da
seguinte forma z7* - .- 22", onde todos os expoentes ay, ..., @, sio inteiros nao negativos. O
grau total deste monomio é a soma a; + -+ - + a,.

Para simplificar a notacdo dos monomios, seja @ = (ai,...,a,) € N™. Denotaremos o
monoémio z7* ---z3" por z2. Quando a = (0,0,...,0), z¢ = 1. Também usaremos |a| =
ai + -+ + an, para denotar o grau total do monémio z¢ e M para o conjunto de todos os
monomios, ou seja,

M= {z2| a € N"}.

Um polinémio f em xy,...,z, com coeficientes em um corpo K é uma combinagao linear

finita de monomios. Escrevemos f na forma:

=) aa2% a,€K,
a€Nn

com a, = 0 para quase todo a € N,
O conjunto de todos os polindmios em z,...,z, com coeficientes no corpo K é denotado
por K|[zy,...,z,] ou simplesmente K|z].

Seja f = a,x% um polinémio em K|z].
a p

(i) Chamamos a, de coeficiente do monémio z2.
(i) Se aq # 0, entdo ay,z® é um termo de f.

(iii) O grau total de f denotado grau f, é o maximo dos |a/| tais que o coeficiente a, # 0.

2.1.2 Ordens Monomiais

Definigao 2.1 Uma ordem monomial sobre K|[z| é qualquer relagao > sobre o conjunto dos
mondmios M (ou, equivalentemente, sobre os vetores expoentes a € N") satisfazendo
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(i) > € uma relagao de ordem total.

(i) > €é compativel com a multiplicagio em K|z], no sentido de que se 2 > z2 e 22 é um
outro monémio qualquer, entdo x@xY = z&+2 > g8+ = 2837

(i) > ¢ uma boa ordem, ou seja, todo conjunto ndo vazio, cujos elementos sao todos moné-
mios, possui um menor elemento em relagao a >.

Lema 2.2 Uma relagdo de ordem > sobre M ¢ uma boa ordem se, e somente se, toda seqiiéncia
estritamente decrescente de elementos de M,

e > p%2 >£E1 > e

estaciona.

Demonstragao: Claro que se > é uma boa ordem, entao toda cadeia de elementos de M

estaciona.
Por outro lado, supondo que toda seqiiéncia estritamente decrescente de elementos em M

estaciona e que > nao seja uma boa ordem, teremos algum subconjunto nao vazio S C M sem
menor elemento. Tome 221 € §. Como z%' ndo é o menor elemento de S, existe z%2 € S
com z21 > 22, Novamente, 222 nao é o menor elemento de S e, por isso, existe % € S com
22 > %, Continuando desta forma, construimos uma seqiiéncia estritamente decrescente

.l.Ql >££Q‘z > £Q1 S
que nao estaciona. [J
Exemplos de Ordens Monomiais
Ordem Lexicogréafica

Sejam 22 e 22 dois monomios em K[z]. Dizemos que 22 >, 22 se na diferenca a — 3 € Z"
a entrada nao nula mais a esquerda é positiva, ou seja,se a; —f3; >0ea; — 3, =0,1<i < j.

Ordem Lexicografica Graduada

mn n
Sejam 22 e 22 dois monomios em K [z]. Dizemos que z2 > orien 22 98 E a; > E B3; ou, se
i=1 i=1

n

n
E a; = _S_ B; e 22 > 22,
i=1

Outra ordem monomial (de certa forma menos intuitiva) é a ordem lexicografica graduada
reversa:

Ordem Lexicografica Graduada Reversa

AVA
AVAYAY

1 2 3 4 5 6 7 unespwl 12: 13 A4 15 1o .11

18



2.1. INTRODUCAO 27

n n

Sejam 22 e z2 dois monomios em K[z]. Dizemos que 22 > grevter 22 se E o; > E Bi ou,
i=1 i=1

se ;= ; e na diferenca a — B € Z" a entrada nao nula mais a direita é negativa, ou
¢

i=1 =

seja,aj—ﬁj<0eai—ﬁi=0,j<i§n.
Note que grlex e grevlex nos dao a mesma ordem nas variaveis, pois

I >grle.r T2 >gr!c.r SHE >_qﬂ's.r Tn, €

T1 Z>greviex T2 Zgreviex *~° > greviex Tn-

Mas, grevlexr é realmente diferente da grlexz. Vejamos isto com mais cautela: ambas
ordenam da mesma forma, no caso de graus totais diferentes. Mas numa igualdade, grlex usa
a ordem lex e, assim, ela “olha” na varidvel mais a esquerda e “favorece” a de maior grau.
Em contraste, quando a grevlex encontra o mesmo grau total, ela “olha” na varidvel mais &
direita e “favorece” a menor poténcia!

Exemplo 2.3 Vejamos com exemplos a diferenga da grevlex e da grlex em dois casos:

3 3 -~ . [

(i) 2°yz >ger T*y2? pois ambos mondmios possuem grau total 7 e x5yz >ip x'yz? (a
poténcia da primeira varidvel em x%yz é maior que em x'yz?). Neste caso também
temos %Yz > gregier v1yz?, mas por outra razdo: a menor varidvel z, aparece com uma

poténcia menor em 2°yz.

(i) Com relagdo aos monémios x°y*z e xyz%, ambos de grau total 9, temos x°Y>z > grevier

2%y2? e 2%y2? > 0 28932

Definigao 2.4 Firando uma ordem monomial > sobre K|z consideramos os termos em

f= chig-?éo-

(i) O termo lider de f (com respeito a >) é o produto c,z2®, onde z* é o maior monémio
(com respeito a >) que ocorre em f com ¢ # 0. Usaremos a notagio LTs(f) ou,
simplesmente, LT(f), caso ndo haja confusdo sobre a ordem monomial que estd sendo
usada.

(1) O coeficiente do termo lider de f é chamado de coeficiente lider e 0 monémio deste termo
€ 0 mondmio lider, que sio denotados, respectivamente por LC(f) e LM(f).

(iii) O expoente que aparece no mondémio lider é chamado de multigrau de f e denotado por
multigrau(f).

Exemplo 2.5 Consideremos f = 2°y%z — a%y2% + 27
Como a maior poténcia em x aparece em x' f.emos

LT, . (f)=x"¢ multigrau, _ (f) = (7,0,0).
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2.2. ALGORITMO DA DIVISAO 28

Observando que |(5,3,1)| = [(6,1,2)| =9 > |(7,0,0)|, nos termos com grau total 9, a maior
poténcia em = aparece em x%yz? e a menor poténcia em z aparece em z°y*z, logo

LT}grle: (f) = _xﬁyzz e LT>greule:(f) = msysz'
Nestes dois casos temos

multigrau, . (f) = (6,1,2) e multigrau,__..(f)=(5,3,1).

2.2 Algoritmo da Divisao

Usando uma ordem sobre os monomios, podemos generalizar o conhecido algoritmo da divisao
para uma variavel.

Proposicao 2.6 (Algoritmo da Divisao em K|[z]) Firada uma ordem monomial qualquer
> em K|(z], seja F = (f1,..., fs) uma s-upla ordenada de polinémios em K[z] —0. Entdo todo
f € K|[z] pode ser escrito como

f=alfl+"'+asfs+ra

onde a;,r € K[z] er =0 our é uma K-combinagdo linear de mondémios, dos quais nenhum
€ divistvel por algum LT(f;),i=1,...,s. Chamamos r de resto da divisio de f por F' e serd
denotado por r = fF. Além disso temos que LT (a;f;) < LT(f) sempre que a; # 0.

Demonstragao: Provaremos a existéncia dos ay,...,a, e r apresentando um algoritmo
que os determina.

Entrada: f,..., fs, f
Saida: a,,...,a,,r
a1:=0;...;a,:=0;r:=0
p=f
ENQUANTO p # 0 FACA
i:=1
ocorreudivisao = falso
ENQUANTO i < s E ocorreudivisao = falso FACA
SE LT(f;) divide LT(p) ENTAO
a; ;= a; + LT(p)/LT(fi)
p:=p— (LT (p)/LT(f:))f:
ocorreudivisao := verdadeiro
SENAO
i:=1+1
SE ocorreudivisao = falso ENTAO
r:=r+ LT(p)
p:=p—LT(p)

Neste algoritmo p representa o dividendo intermedidrio em cada passo e a varidvel booleana
ocorreudivisao nos diz quando algum LT(f;) divide o termo lider do dividendo intermedidrio.
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2.2. ALGORITMO DA DIVISAO 29

Notemos que a cada passo do ENQUANTO..FACA principal, precisamente uma das duas
situagoes a seguir ocorre:

e Passo de Divisao: Se algum LT(f;) divide LT (p), entdo o algoritmo adiciona o valor
de LT (p)/LT(f;) em a,.

e Passo de Resto: Se nenhum LT(f;) divide LT (p), entéo o algoritmo adiciona LT'(p)
ao resto.

Para provar que o algoritmo funciona, inicialmente mostraremos que
f=a1fi+--asfst+p+r (2.1)

vale em todos os passos. Esta igualdade é claramente verdadeira nos valores iniciais de
ai,...,as, p e r. Supondo que em algum passo do algoritmo a igualdade (2.1) valha, se no
préximo passo temos um Passo de Divisao, entdo algum LT(f;) divide LT (p) e teremos

hitpi=a+ 2] fos [o- (28) 1]

E isto mostra que no préximo passo a; f; +p ficou inalterado. Como nenhuma outra varidvel
do algoritmo foi alterada, (2.1) continua valendo.
Agora, se o préximo passo for um Passo de Resto, entao p e r serao alteradas, mas a soma
p + r nao, pois
p+7r:=[p—LT(p)|+[r+ LT(p),

mantendo (2.1) inalterada. Observamos que o algoritmo para quando p = 0 e, neste caso,

f=a1fidt--+afs+r.

Como termos s6 serao adicionados a r se nao forem divisiveis por nenhum LT(f;), segue
que ay,...,a, e v possuem as propriedades desejadas quando o algoritmo péra.

Neste ponto, basta mostrar que o algoritmo realmente para em algum momento. Para
tanto, notemos que o grau total da varidavel p diminui toda vez que p é redefinida ou se torna
zero. Veremos isto do seguinte modo: se durante um Passo de Divisao p for redefinida como

,_J_ T(p)
® YT

LT(p) ) LT(p)
LT i ——=LT(f;) = LT(p).
(") = Ty e o) = L1
Logo pe [LT(p)/LT(f:)]f; possuem o mesmo termo lider e, conseqiientemente, sua diferenca

p’ possui grau total estritamente menor, se p’ # 0.
Se ocorrer um Passo de Resto, p sera redefinido por

vl

P =p—LT(p),

e aqui, o grau total de p’ é estritamente menor que o grau total de p, quando p’ # 0.
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2.2. ALGORITMO DA DIVISAO

Deste modo, nos dois casos, temos que o grau total de p diminui ou p se torna 0.

Se o algoritmo nunca parar, entao conseguiremos uma seqiiéncia infinita estritamente de-
crescente de monomios. A propriedade da boa ordem em >, vista no Lema 2.2, mostra que
isto nao ocorre. Assim p = 0 em algum momento, ou seja, o algoritmo para depois de um
niimero finito de passos.

Faltou estudar a relagao entre o grau total de f e o grau total de a; f;, quando a; # 0. Todo
termo de a; é da forma LT (p)/LT(f;) para algum valor da variavel p. O algoritmo comega
com p = f e, acabamos de ver que, o grau total de p vai diminuindo a cada passo. Logo
LT(p) < LT(f), para todo valor nao nulo da varidvel p.

Temos também que LT (a;) = LT (p)/LT(f;) para algum valor de p e, assim

LT (p)

LT(aif;) = LT(a;)LT(f;) = IT(f)

LT(f)) = LT(p) < LT(/),

concluindo assim a demonstracao. O

Observagao 2.7 Os polinémios a,,...,as e r obtidos na divisao ndo sdo unicamente deter-
minados. Se mudarmos a ordem de fi,..., fs podemos obter outros polinémios.

Exemplo 2.8 Para ilustrar o funcionamento do algoritmo, usaremos a ordem lex em Rz, y,z2]
e dividiremos f = xy32% + xy2? por fi=ay—1e fo =yz? — 1.

Inicialmente, teremos a; =a; =r =0e p= f = 2322 + 2y22.
) 2 I Y

e Como LT(f,) = xy divide LT(p) = zy32?, temos um passo de divisio e

LT (p)

=0+ y%2% = y%2?
LT(f)) Sk

a :=a; +

pimp= () fr= @2+ 20?) — e — 1) = 2y 4 475

e Neste passo, novamente, LT(f,) divide LT (p) = zyz>.

divisdao. Assim,

O que nos d4 outro passo de

J +‘~v
— (o2 . 1 S
p:= (zyz® +4° )—( Nzy —1) = y°2° + 2°.

e Agora, LT(f,) = xy nao divide LT (p) = ,mas LT(f,) = sim, gerando mais um
passo de divisao.
a:i=y e pi=y+2

e Agora, nem LT(f;) = zy nem LT(f2) = y2? dividem LT(p) = y. Ocorrendo um passo
de resto.
r=r+LT(p)=0+y=y,

pi=p—LT(p)=y+:2—(y) =2
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2.3. LEMA DE DICKSON E TEOREMA DA BASE DE HILBERT

e Para finalizar teremos um tltimo passo de resto.

r:=y+z2 3]

Aqui o algoritmo péara retornando os valores
a =y2z2+z2, az =Yy, r:y+z2.

Deste modo
f =@ +2%)(ay 1)+ @)y’ - 1) + (y + 2°).
Invertendo a ordem da divisdo, ou seja, dividindo f = zy32%2 + zy2% por fo = y2z2 —1e
f1 = xzy — 1, obtemos o seguinte resultado,
f=@y*+2)(y2* 1) + @)zy - 1) + (= +),

o que mostra que os polinomios encontrados pelo algoritmo da divisao nao sdo unicamente
determinados.

2.3 Lema de Dickson e Teorema da Base de Hilbert

Nesta se¢ao apresentaremos uma demonstracao do Teorema da Base de Hilbert a partir de uma
versao para ideais monomiais também conhecida como Lema de Dickson. Esta escolha se justi-
fica pelas idéias contidas nas demonstracoes que se baseiam unicamente na teoria desenvolvida
neste capitulo.

Definigao 2.9 Um ideal I C K(z] é um ideal monomial se eriste um subconjunto A C M

(possivelmente infinito) tal que I consiste de todos os polindmios da forma Z hez%, onde
T2€A

he € K[z] e, no caso de A ser infinito, h, = 0 para quase todo z* € A. Escrevemos [ = (z2 |

z2 € A).

Lema 2.10 Seja I = (22 | 22 € A) um ideal monomial de K|z]. Entdo um monémio 22 € I
se, e somente se, 2 € divisivel por algum z% € A.

Demonstragao: Se z2 ¢ um miiltiplo de z2, para algum z2 € A, entdo z2 € I.
Reciprocamente, se 72 € I, entdo 28 = Y7 h;z2, onde h; € K[z] e 2% € A. Se

i=1
expandirmos cada h; como combinacao linear de monémios, vemos que todo termo no lado
direito da igualdade é divisivel por algum z2% e, deste modo, o lado esquerdo z2 também possui

essa propriedade. [J

Lema 2.11 Sejam I um ideal monomial e f € K|z]. Entdo sdo equivalentes:

(i) fel;
(ii) Todo termo de f estd em I;
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(#ii) f € uma K-combinagao linear de monomios em I.

Demonstragao: As implicagoes (i) = (ii) = (27) sao claras.
Para mostrar a implicagao (7ii) = (i), seja I = (2% | 2® € A) e suponha que f é uma

K -combinagao linear de monomios em /. Assim, f = Zc,vggi, onde ¢; € K e 2% € I. Cada
=]

25 é escrito na forma z2 = 2222, onde 22 € A. Portanto,

8

f= Zqﬂi -2 Z(cigla )z% e I. O
i=1

i=1

Como conseqiiéncia imeditata desse lema temos:

Corolario 2.12 Dois ideais monomiais sao iguais se, e somente se, possuem 0S MeSMOS
mondémios. [

Para seguirmos o proposto no inicio desta se¢ao, apresentaremos a seguir o Lema de Dick-
son, que como ja afirmamos é uma versao do Teorema da Base de Hilbert para ideais monomiais.

Teorema 2.13 (Lema de Dickson) Um ideal monomial I = (22 | 2* € A) C K[z] =
K|zy,...,z,| pode ser escrito na forma (x®1,...,2%), onde 2*1,...,2% € A. Em particular,
I possui uma base finita.

Demonstragao: A demonstragao sera feita por indugao sobre n, onde n é o niimero de
varidveis. Se n = 1, entdo / C K|z, é gerado pelos monomios z¢, onde z§ € A C M. Seja .-r?
o menor elemento de A. Entao .-1r:’[1j divide todos os outros geradores e, assim, I = (z7).

Agora assumindo n > 1 e que o teorema seja verdadeiro para n — 1, escrevemos as variaveis
COMO Iy, ...,Tn_1,Y €, assim, os monomios de K|[zy,...,z,_1,y] séo escritos como z2y™, onde
o elemento a = (ay,...,an_;) estd em N*~! e m € N.

Supondo que I C K[xy,...,2,-1,y] seja um ideal monomial, para encontrarmos geradores
de I, consideremos J o ideal em K[xzy,...,x,_,] gerado pelos monomios z%, onde z2y™ € [
para algum m > 0. Como J é um ideal monomial em K|z,...,2,—;] nossa hipétese indutiva
nos garante que um nimero finito dos z% geram J, digamos J = (g:_ﬂm, s gﬂ{’)).

Para cada i entre 1 e s, a definicao de J nos diz que z2@y™ € I para algum m; > 0. Sejam
o maior dos m;. Entdo para cada k entre 0 e m — 1, consideremos o ideal J C K|zy,...,2,-1]
gerado pelos monomios z2 tais que z2y* € I. Novamente, usando nossa hipétese indutiva, J
é gerado por um niimero finito de monomios, digamos Ji = (gﬂk(l), . ggk("‘*‘)).

Afirmamos que o ideal I é gerado pelos seguintes monomios:

22 22 (de J)

EQO(I)! LA v&gﬂ(sﬂ}w (de JG)

zgl{l), i ‘ﬂgl{sn, (de J;)
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£Qm—l(l}‘ ,Egm—l(sm—l)_ (de J _1}

Notemos que todo monomio em [ é divisivel por um dos monomios da lista pois para
x2yP € I, se p > m, entdao z2yP é divisivel por algum z2®y™ pela construcao de J. Por outro
lado, se p < m — 1, entao z2y? é divisivel por algum g"—vmy”, pela construgao de J,. Segue,
assim, do Lema 2.10 que os monomios listados geram um ideal com os mesmos monomios de
e o Corolério 2.12 nos garante que estes dois ideais sao os mesmos, provando nossa afirmacao.

Para completar a demonstragao, mostraremos que é sempre possivel obter um conjunto
finito de geradores a partir de um conjunto dado de geradores de I. Voltemos para a notagao
com as varidveis Ij,...,Z, e nosso ideal monomial I = (22 | 22 € A) C Klz1,...,Z,).
Precisamos mostrar que / é gerado por um ntimero finito de z%’s de A.

J4 vimos, nesta demonstragao, que I = (z21,...,2%), onde z21,...,2% € I. Como 25 €
I = (22| 22 € A), o Lema 2.10, nos garante que cada 2% é divisivel por algum 2% € A e,
claramente, I = (2%1,...,2%). O

Voltamos nossa atengao, a partir deste momento, para ideais quaisquer de K|[z]. Para
I C K[z] um ideal, o conjunto dos termos lideres de elementos de I, denotado por LT (I) é

LT(1) :={LT(f) | f € I - {0}};

O ideal gerado pelos elementos de LT(I) sera denotado por (LT(I)).

Notemos que se I = (fi,..., f;), ndo é verdade que (LT(I)) = (LT(f1),-...,LT(fs)),
apesar da inclusao (LT(f1),...,LT(fs)) C (LT(I)) sempre valer, como pode ser visto no
seguinte exemplo:

Exemplo 2.14 Seja I = (f1, f2), onde f; = 23 — 2zy, fo = 2%y — 2y® + z. Usando a ordem
monomial grlex em K|z,y|, temos

2 = J’j(;]’,‘2 —_ 2y2 + .'L') — y(:n3 — Q;ny) el

e, assim, x* = LT (2*) € (LT(I)). Entretanto, 2 ndo ¢ divistvel por LT(f;) = x* e nem por
LT(f2) = 2%y, ou seja,

a? & (LT(f1), LT(f2))-
Veremos no que segue que (LT'(I)) é um ideal monomial.
Proposicao 2.15 Seja I C K|z| um ideal.
(i) (LT(I)) é um ideal monomial;
(ii) Existem gy,...,9s € I tais que (LT(I)) = (LT (¢1),...,LT(gs)).

Demonstragao: (i) Os monomios lideres LM/(g) dos elementos g € I — {0} geram o ideal
monomial (LM (g) | g € I —{0}). Como LM(g) e LT(g) diferem por uma constante nao nula,
temos (LM(g) | g € I — {0}) = (LT(I)). Assim (LT(I)) é um ideal monomial.

(47) Como (LT (I)) é gerado pelos monomios LM (g) tais que ¢ € I — {0}, o Lema de
Dickson (2.13) nos diz que (LT(I)) = (LM(g1),...,LM(g;)) para um niimero finito de ele-
mentos gi, ..., g € I. Novamente, como LM /(g;) difere de LT(g;) por uma constante nao nula,
(LT(I)) = (LT(g1),. .., LT(gr)). O
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2.4. BASES DE GROBNER 34

Finalizaremos esta segao mostrando que todo ideal de K[z] é gerado por um mimero finito
de elementos.

Teorema 2.16 (Teorema da base de Hilbert) Todo ideal I C K|z] possui um conjunto
finito de geradores.

Demonstragao: Se I = {0} tomamos nosso conjunto de geradores como sendo {0}. Se
I contém um polinémio nao nulo, entao construimos um conjunto de geradores g,...,g: €1
como segue: pela Proposigao 2.15 existem gi,...,9; € I com (LT(I)) = (LT(g1),...,LT(g:))-

Afirmamos que I = (g1,..., ).
Claro que (gi1,...,9:) C I, pois cada g; € I. Por outro lado, dado f € I, aplicando o

algoritmo da divisao para dividir f por gi,...,g; obtemos uma expressao da forma
f=ag+ - -+ag+r,

onde todo termo de r nao é divisivel por nenhum dos LT(g),...,LT(g:). Neste ponto, falta
apenas mostrar que 7 = (. Para vermos que isto realmente ocorre notemos que

r=f—-ag1—---—ag €1.

Se r # 0, entdo LT(r) € (LT(I)) = (LT(91),--.,LT(g¢)) e segue, do Lema 2.10 que LT'(r)
é divisivel por algum LT(g;), o que contradiz r ser o resto e, assim, r = 0. O

2.4 Bases de Grobner

Tendo um algoritmo de divisao em K|[z], é natural nos perguntarmos quais propriedades do
algoritmo da divisao para anéis de polinomios em uma varidvel sao preservados. Por exemplo,

na questao de quando um polinémio f € K|(z] pertence a um ideal I = (fi,..., f;), uma direcao
é clara, quando r = fF = 0 na divisdo de f por F = (fi,..., fs), teremos f € I. Agora, vale
a reciproca? Quando f € I, teremos r = fF = 0 na divisao de f por F = (f1,..., fs)?
Analisemos um exemplo:

Exemplo 2.17 Sejam f =zy* —z, fi=zy+1, fao=y*—1 e I = (fi1, f2). Dividindo f por
(f1, f2) obtemos
f=ylay+1)+0@E* - 1)+ (-2 —y),

assim o resto da divisdo de f por (f1, f2) € ndo nulo, mas
f=0@y+1)+z(’-1)€ Il

Qual foi o problema? Olhando f = y(zy + 1) + 0(y* — 1) + (—z — y) e como f € I temos
que fF é um elemento de I, mas é nao nulo, pois contém termos que nao podem ser removidos
pela divisao por estes geradores particulares de I, os termos lideres de f; = zy+1e f = y>—1
nao dividem o termo lider de fF.

Para a divisao produzir resto zero para todo elemento de I, precisamos ser capazes de
remover todos os termos lideres de elementos de I usando os termos lideres dos divisores
e como vimos, no exemplo, isso nem sempre acontece. Porém, hd uma classe especial de
elementos de I que resolve esse problema, as chamadas Bases de Grobner:
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2.4. BASES DE GROBNER 35

Defini¢ao 2.18 Firemos uma ordem monomial em K|z] e seja G = {g1,...,g:} um subcon-
junto finito de um ideal I C K[z]|. Se G possui a sequinte propriedade
(LT(I)) = (LT(91)

entao G é chamado de uma base de Grobner de I.

Proposicao 2.19 Fize uma ordem monomial em K(z|. Entdo todo ideal I C K|x| possui
uma base de Grébner com relagio a esta ordem. Além disso, uma base de Grobner para I
também é uma base de I.

Demonstragao: A primeira parte desta proposi¢ao vimos no item (ii) da Proposicao 2.15.
Para a segunda parte, observe que, se (LT(I)) = (LT(q1), ..., LT(g:)), entdo o argumento
usado na demonstracio do Teorema da Base de Hilbert (2.16) mostra que I = (g1,..., ;). O

Teorema 2.20 (Macaulay) Seja I C K(z] um ideal nao nulo qualquer e B = {monémios
que ndo pertencem a LT(I)}. Entio B = {aaz®+ I | a,2® € B} € uma K-base do K-espago
vetorial K|[z]/I.

Demonstracao: Mostraremos que B gera K|[z]/I e ¢ linearmente independente.

Observemos que B gera K[z]/I se, e somente se, K[z] = (B) + I. Suponhamos por
absurdo que (B) + I C K[z]. Deste modo, K[z] — ((B) + I) # 0 e, assim, {LT(f) | f €
Kla) - ((B) + 1)} #0.

Com isto, existe f € K[z] — ((B) + I) de tal modo que LT(f) é minimal em {LT(f) | f €
K[z] — ((B) + I)}. Como LT(f — LT(f)) < LT(f), temos f — LT(f) € (B) + I. Aqui temos
duas possibilidades para LT(f): LT(f) € (B) ou LT(f) & (B) (no segundo caso temos que
LT(f) € LT(I)).

Se LT(f) € (B), temos que f € (B) + I, o que é um absurdo. Considerando a outra
possibilidade, LT(f) € LT(I) e existe g € I tal que LT(f) = LT(g). Deste modo, LT(f—g) <
LT(f) e, assim, f —g € (B)+ I, concluindo que f € (B)+1, o que é, novamente, um absurdo.

Portanto, K(z]/I = (B).

Falta verificar que B é linearmente independente. Para tanto, consideremos ay, ...,as € K
eu,...,us € B. Suponha a7y + - - - + a,w; = 0 ou, equivalentemente, aju; + - - - + asus € I.
Se algum a; # 0 temos aju; + - -- + azu, # 0 e, assim, LT (aju; + - -- + asus) € LT(I). Seja
LT(ajuy + - - + asu,) = aju;, para algum j € {1,...,8}. Como e; # 0 e aju; +---+a,u, €

1
I temos Z(alul +---4asu,) € I elLT (aij(alul + - +a,us)) = u; € LT(I), que é um

b
absurdo! Logg_, ap=10;1= L,5.:,8:
Portanto B é uma base para o K-espago K[z|/I. O

2.4.1 Unicidade do Resto

Fixando uma ordem monomial qualquer > em K|z, seja I C K[z] um ideal. A divisdo de
f € K[z] por uma base de Grobner de I produz uma expressao f = g+, onde g € I e nenhum
termo de r é divisivel por algum elemento de LT(I) e, além disso, r é tinico em relagdo a G.
Formalizaremos este resultado na seguinte proposigao:
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Proposicao 2.21 Seja G = {g1,...,g:} uma base de Grobner para um ideal I C K[z] e seja
f € K[z]. Entao existe um tinico r € K[z] com as duas sequintes propriedades:

(i) Nenhum termo de r € divistvel por algum elemento de LT(I).
(ii) Ezxite g € I tal que f = g+ .

Em particular, r € o resto da divisao de f por G, nao importando como os elementos de G
sejam listados para efetuar o algoritmo da divisao.

Demonstragao: O algoritmo da divisao nos da a existéncia de 7 nas condigoes exigidas.

Para provarmos a unicidade, suponhamos f = g+ r = ¢’ + 1/, r e v’ satisfazendo (i) e (ii).
Entaor' —r=g—g €le,ser’ —r#0,temos LT(r' —r) € LT(I) = (LT(g1),---,LT(g¢))-
Absurdo, pois nenhum termo de 7 ou ' é divisivel por algum LT(g;). Portanto v’ —r =0e a
unicidade esta provada.

A parte final da proposigao segue da unicidade do resto. OJ

Em outras palavras, o resto da divisao de f por uma base de Grobner para I é unicamente
determinado e é chamado forma normal de f médulo I Ele depende somente da escolha da
ordem monomial e nao de como a divisao é efetuada. Essa unicidade do resto nos da outra
caracterizagao das Bases de Grobner.

Como corolario, da proposi¢ao anterior, obtemos o seguinte critério para determinar se um
polinomio pertence ou nao a um ideal.

Corolario 2.22 Seja G = {g1,...,9:} uma base de Grébner para um ideal I C K[z| e seja
f € K[z]. Entdo f € I se, e somente se, TG =1

2.4.2 Critério de Buchberger

Em termos praticos, mais 1itil que a demonstracao da existéncia de uma base de Grobner é um
algoritmo, devido a Buchberger, que toma um conjunto arbitrario de geradores { fy,..., fs} de
I e produz uma base de Grébner {g,,..., g} para I.

Definicao 2.23 Sejam f,g € K[z] ndo nulos. Firada uma ordem monomial, sejam LT(f) =
cx® e LT(g) = d22, onde ¢,d € K. Seja 22 0 menor miltiplo comum de z2 e 2. Entdo, o
S-polinémio de f e g denotado por S(f,g) € o polinémio:

o o

()’

S(f,9) = 9"

~LT(g
Note que, pela defini¢ao, obviamente S(f,g) € (f, g).

t
Lema 2.24 Consideremos uma soma da forma Z ciz®g;, com cy,...,c; constantes e a; +

i=1
t

multigrau(g;) = § € N*, sempre que ¢; # 0. Se o multigrau de Z c;x%g; € estritamente menor
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que 0, entdao existem constantes cj. tais que

Zc, 2%g; = Zc I “2ikS(g5, 9x),

onde x%i* = MMC(LM(g;), LM (g))-
Além disso, cada ;ré_li*S(gj,gk) possui multigrau estritamente menor que 4.

Demonstragao: Seja d; = LC(g;), assim ¢;d; é o coeficiente lider de c;2%ig;. Como c;z%ig;
i

possui multigrau § e, sua soma possui multigrau estritamente menor, segue que E c;d; = 0.
i=1
Definamos p; = 2%g;/d; e note que LC(p;) = 1. Consideremos a soma:

t ¢
Z cizg; = Z cidip; =
= :

i=1
= c1di(pr — p2) + (c1dy + c2d2)(p2 — p3) +
+ (c1dy + -+ - + co—1ds—1) (Pe—1 — Do)+
+(crdy + - - - + cedy) py.

Agora, ‘;eja LT(g;) = d;z%. Por hipStese temos a; + B, =4, para todo i, 1 <i < t. Entao

LM (g:) = 22 divide 2¢ e, conseqiientemente z2ik = MMC(LM(QJ) LM (gx)) também divide

“i-
2%, Assim z*”Zi* ¢ um monomio e

J'Qk

=g; — =gk = P; — Pk
k

» t k ’
Usando esta equacao e o fato que ), ¢;d; = 0, a soma 2.2 acima pode ser escrita como

Y cix®gi= a1diz¥228(gy, g2) + (c1dy + c2da)z® 228 (g, 93) +

+(ady +--- + Ct—ldz—l)ﬁé—l'_"s(gt—lvgt)s

que é uma soma na forma desejada. Como p; e pi possuem multigrau § e coeficiente lider 1,

a diferenga p; — pi possui multigrau estritamente menor que §. Pela Equagao (2.3), o mesmo
8-y ;

vale para z° 2*S(g;, gx) e o lema est4 provado. O

Usando este lema, podemos provar o critério de Buchberger que, conforme afirmamos antes
nos da uma caracterizacao das bases de Grobner de um ideal I, bem como permite obter um
processo bastante simples para produzirmos uma base de Grobner de um ideal dado.

Teorema 2.25 (Critério de Buchberger) Seja I C K[z] um ideal. Entio uma base G =
{91,...,9:} de I é uma base de Grébner para I se, e somente se, para todo par i # j,

_—G
S(gi,9;) =0.
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= —_—
Demonstragao: (=) Sendo G uma base de Grobner e S(g;, g;) € I, temos S(gi,g;) =0.

(<) Seja f € I um polinomio nao nulo e mostremos que, se todos os S-polinomios possuem
resto zero na divisao por G, entao

LT(f) C(LT(q1),---, LT (g))-

Antes apresentaremos a idéia da demonstragao. Dado f € (g1, .., g¢), existem polinomios
hi € K|z] tais que

t
f=Yhig. (24)
i=1

Assim,
multigrau(f) < multigrau(h;g;). (2.5)

Se a igualdade nao ocorrer, entdo algum cancelamento ocorre entre os termos lideres
de (2.4). O Lema 2.24 nos permite, assim, reescrever esta expressio em termos dos S-

polinomios e, deste modo, nossa hipétese de que S(g;,g;) = 0, i # j , nos permite trocar

os S-polinémios por expressdes que envolvem menos cancelamentos de termos lideres. Con-

tinuando neste caminho, conseguiremos uma expressao de f na forma (2.4) onde a igualdade

em (2.5) vale. Entao multigrau(f) = multigrau(h;g;) para algum i e, segue que LT(f) é

divisivel por LT (g;). Isto mostra que LT(f) € (LT(¢1),...,LT(g:)), provando o teorema.
Vejamos os detalhes da demonstragao.

Dada uma expressao (2.4) para f, seja m; = multigrau(h;g;) e § = max{my,...,m¢}. A
inequagao (2.5) se torna, entao
multigrau(f) < 4.

Agora, consideremos todas as maneiras possiveis de escrever f na forma (2.4). Para cada
uma destas expressoes conseguimos um possivel d distinto. Como uma ordem monomial é uma
boa ordem, podemos escolher uma expressao (2.4) para f com § minimal.

Mostraremos que com esta escolha minimal, temos multigrau(f) = §. Com isto a igualdade
em (2.5) ocorre e, como foi observado,

LT(f) € (LT(g1),- .-, LT(g))-

Vejamos entao que multigrau(f) = J. Se isto nao ocorrer entao multigrau(f) < d.
Podemos escrever f na forma:

F Z higi + Z higi =
s et (2.6)
> LT(hi)gi + Y (hi — LT(h:))gi + Y higi.

m;=4 m;=4 m;<d

Os monomios que aparecem nos segundo e terceiro somatdrios possuem todos multigrau
estritamente menor que J. Assim, como assumimos multigrau(f) < 4, temos o primeiro
soméatorio também com multigrau estritamente menor que .
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Seja LT (h;) = ¢;z%. Entao, a soma

> LT(hi)gi= ) cizgi,

m; =4 m;=4

possui exatamente a forma descrita no Lema 2.24, pois ¢;z%ig; possui multigrau § e sua soma
multigrau estritamente menor que §. Portanto o Lema 2.24 implica

Z LT(hi)g; = chkr —J*S (95, 9x), (2:9)

m;=4

onde ¢ € K e xtix = MMC(LM (g;), LM (gx)).
Usando a hipétese de que o resto de S(g;, gx) na divisao por gy, . .., g é zero. Pelo Algoritmo
da Divisao, isto significa que cada S-polinomio pode ser escrito na forma

t
S(Q’js gk) = Z @ijkYi,

onde a;;x € K[z]. O algoritmo ainda nos diz que
multigrau(a;rg;) < multigrau(S(g;, gx)),

para todo 1, j, k.
Multiplicando a expressao de S(g;, gx) por ._rié_lik obtemos

I" —J*S gj,gk) Zb‘ljﬁ.g‘l.!
onde by = ﬁéqlﬂ“aijk.
Entao (2.8) e o Lema 2.24 nos garantem que
multigran(b;rg;)) < mu[tig-mu(f_likS(gj,gk)) <4.

Substituindo a expressao para f_likS'(gj,gk) na equagao (2.7), obtemos

> LT(h)g Z ez’ L S(gj, o) =
mi=48
t t
= Z Cjk (Z b,-j;;g,;) = Z (Z Cjkbijk) Yi
3k i=1 Ik

i=1

t

Escrevendo esta 1iltima soma como E hig;, segue de (2.9) que
i=1

multigrau(hlg;) < 4,

pois 0s cji sao constantes.
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Para finalizar substituindo Z LT(hi)g Z hg; na equagio (2.6) e obtemos

mi=4 i=1

f= Z g+ Y (hi — LT(h))gi + Y _ hig.

m;=4 m;<d

Assim, expressamos f como uma combinag¢ao polinomial dos g;’s onde todos os termos
possuem multigrau estritamente menor que §. Isto contradiz a minimalidade de § e completa
a demonstragao. [J

Usando este critério, obtemos um processo muito simples para produzir uma base de
Grobner de um ideal dado, o qual descrevemos a seguir:

Entrada: F = (fi,...,fs)
Saida: Uma base de Grobner G = {g1,...,9:} para I = (F),com F C G
& =F
REPITA
G :=G
PARA cada par p # q em G' FACA
;
S:=Sma.
SE S # 0 ENTAO G := GU {S}
ATEG=¢

Exemplo 2.26 Considere K(x,y] com a ordem grilex e I = (fy, f2) = (23—2zy, 2%y—2y*+2).
Note que { f1, f2} nao é uma base de Grobner de I pois,
S(f1, f2) =y(@® —2zy) —z(2® -2 +2) = -2 €I,

e LT(S(f, f2)) = —2* & (LT(f1), LT(f2)).

Usaremos o algoritmo para produzir uma base de Grobner de 1.

i E . ,
e No primeiro passo temos G’ := {f1, fo} e S(f1,f2) = —2% # 0. Assim f3 = —2? é
adicionado a G e o algoritmo continua.

e No segundo passo, determinaremos S(fl,fz) S(fl, f3) S(fg,f;;)c’ e, neste passo, G' =
{fls f?& f3}
S(f1, f2) = fz e, assim, S(f1, f2) =0

—Gf
S(f1, f3) = 1(2® = 2zy) — (—z)(—2?) = —2zy e S(f1, ) = —2ay # 0. Logo f4 = —2zy
é adicionado a G.

S(fa, fs) = 1%y — 2% + 2) — (=y)(=2?) = 22+ e S(fz, Jo). = 2P + 1 # 0.
Adicionando f5 = —2y% + z em G.

Novamente G foi alterado e continuamos o processo.
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e Neste passo, fazemos G’ = { f1, fz, f3, fa, f5}. Sabemos que

S(fl:f2)cf = S(f],f:;)cf = S(fg‘f:dc, =

ol
s

Falta verlﬁcar quanto valem S(f1, fa), S(f1.fs), S(fa, fa), S(f2, fs), S(fa, f1),

(f3,fd) S(fa, f.,) T\Tal"-} alguns célculos (podemos usar um programa de computagao
algébrica, como veremos no Apéndice A) concluimos que eles sdo todos nulos e, deste
modo,

fi=2®—2ay, fo=22y—2¢+zx, fs=—2° fi=—2xy, fs=—29°+=x

formam uma base de Grobner para [I.

2.4.3 Base de Grobner Reduzida

Lema 2.27 Seja G uma base de Grébner para o ideal I C K([z]. Se p € G € um polinémio tal
que LT(p) € (LT(G — {p})) entdo G — {p} € também uma base de Gribner para I.

Demonstragao: Sabemos que (LT(G)) = (LT(I)). Se LT( ) € (LT(G — {p})), entdo
(LT(G — {p})) = (LT(G)). Pela defini¢ao, segue que G — {p} é uma base de Grébner para I.
O

Ajustanto as contantes para que todo coeficiente lider seja 1 e removendo qualquer p tal
que LT (p) € LT(G) — {p} de G, chegamos ao que chamamos de base de Grobner minimal.

Definicao 2.28 Uma base de Grobner minimal para um ideal I C K|z] é uma base de Grébner
G que satisfaz:

(i) LC(p) =1 para todo p € G;
(ii) Para todo p € G, LT(p) & —{p})-

Aplicando o algoritmo de Buchberger e depois usando o Lema 2.27 para eliminar qualquer
gerador desnecessario que possa ter sido incluido, podemos construir uma base de Grobner
minimal para um dado ideal nao nulo. Para ilustrar o processo, voltemos ao ideal I estudado
no Exemplo 2.26:

Exemplo 2.29 Lembrando que I = (fy, f2), com f; = 23 —2zy e fo = 2%y —2y* + 2. Usando
a ordem grlex encontramos uma base de Griobner

G={fH=2>=2zy, f, =2% - 2% + 1z, fs = =22, fs = =22y, fs = —2° + z},

para I.
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Como alguns coeficientes lideres sao diferentes de 1, os polinomios serao multiplicados por
constantes adequadas para que isto ocorra, obtendo uma nova base de Grobner para I:

G = {fl =2 — 2xy, fg = ;r2y — 2y2 + z, fg = —2?, f4 = —me,f5 = —2y2 + z}.

Observando que QT(f]) = 23 = 2LT(f5) e que LT(fg] = 2% = zLT(f;), podemos
dispensar f, e f de G. Como nao ha outro caso onde o termo lider de um gerador divide o
termo lider de outro, temos que

f3 = 3’2! f4 =y, fs — 1;2 Y 5'1"

formam uma base de Grobner minimal de I.

Infelizmente, um ideal dado pode ter muitas bases de Grobner minimais. Por exemplo, no
ideal I considerado acima os elementos

fs=z*+axy, a=zy, fo=1y"— 32

2
também formam uma base de Grobner minimal, onde ¢ € K é uma constante. Portanto,
podemos produzir infinitas bases de Grobner minimais (assumindo que K é infinito). Mas,

felizmente, podemos escolher uma base de Grobner minimal que é melhor que as outras, como
veremos a seguir:

Definigao 2.30 Uma base de Grobner reduzida para um ideal I C K[z é uma base de Grébner
minimal de I tal que para todo p € G, nenhum monémio de p pertence a (LT(G — {p}))-

Exemplo 2.31 Para o nosso ideal I = (2 — 2zy, 2%y — 2y® + x) considerado anteriormente,
temos que

= g = =
fa=2% fa=uxy, f5=?}2—§-'1'

forma a base de Grébner reduzida de I.
As bases de Grobner reduzidas possuem a seguinte propriedade:

Proposicao 2.32 Firada uma ordem monomial > sobre K|z, cada ideal em K|[z| possui uma
unica base de Grobner reduzida com respeito a >.

Demonstracao: Seja G uma base de Grobner minimal para I. Dizemos que ¢ € G
é reduzido mddulo G se nenhum monémio de G estd em (LT(G — {g})). Nosso objetivo é
modificar G até que todos seus elementos sejam reduzidos.

Uma primeira observagao é que se g é reduzido médulo G, entao g é também reduzido
modulo qualquer outra base de Grébner minimal de I que contém g e possui 0 mesmo conjunto
de termos lideres, pois a definigao de elemento reduzido envolve apenas estes termos.

Agora, dado g € G seja ¢’ = g¢~{9} e definindo G’ = (G — {g}) U{¢'}. Afirmamos que G’ é
uma base de Grobner minimal para I. Notemos que LT(¢") = LT(g), pois quando dividimos g
por G—{g}, LT(g) vai para o resto por nao ser divisivel por qualquer elemento de LT(G—{g}).
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Assim (LT(G")) = (LT(G)). Como, claramente, G’ C I, temos G’ uma base de Grobner para
I que também é minimal. Finalmente, ¢’ é reduzido médulo G’ por construcao.

Repetimos o processo acima até todos os elementos de G sejam reduzidos.

Observamos que a base de Grobner pode mudar toda vez que aplicarmos o processo, mas
pelo que vimos anteriormente, uma vez que o elemento é reduzido, ele permanece reduzido, pois
nunca trocamos os termos lideres. Assim, terminamos o processo com uma base de Grobner
reduzida.

Para finalizar a demonstragao falta verificarmos a unicidade. Suponhamos G e G bases
de Grobner reduzidas para I. Entdo, em particular, G e G sao bases de Grobner minimais
e, assim, LT(G) = LT(G). Para verificarmos essa iguadade, observemos que (LT(G)) =
(LT(I)) = (LT(G)). Deste modo, dado g € G, LT(g) € (LT(G)) e, com isto, exite j € G
tal que LT(g) divide LT (g). Por outro lado, LT(§) € (LT(G)) e, com isto, existe ¢’ € G tal
que LT(g’) divide LT'(g). Se g # ¢', temos LT(g) € (LT(G — {g}) pois LT(¢') divide LT (g),
o que é um absurdo. Portanto g = ¢’ e LT (g) = LT(g). Analogamente podemos demonstrar
que para todo § € G, temos LT(j) € LT(G) e, portanto, LT(G) = LT(G).

Com isto, dado g € G, existe § € G tal que LT(g) = LT(§). Se pudermos mostrar que
g = §, mostramos que G = G e a unicidade estd provada.

Para ver que g = g, consideremos g — §. Este é um elemento de I e, como G é uma base
de Grébner, g — g~ = 0. Sabemos que LT(g) = LT(g), assim estes termos sao cancelados em
g — § e os termos restantes nio sio divisiveis pelos elementos de LT(G) = LT(G), pois G e
G sdo bases reduzidas. Isto mostra que g — §° = g — § e, entdo, g— g =0, o que completa a
demonstragao. [J

2.5 Funcao de Hilbert de S/I, com I Ideal Monomial

Nesta secao denotaremos K[z] por S e apresentaremos um processo para calcular a funcéo
de Hilbert de S/I com I ideal monomial e a fungdo A a dimensdo. Antes porém, e até
mesmo para ressaltar a importancia deste procedimento apresentaremos um resultado que é
decorréncia natural do Teorema de Macaulay 2.20.

Teorema 2.33 Seja I um ideal homogéneo. Entdo a fung¢do de Hilbert de S/I é a mesma de
S/(LT(I)).

Demonstragao: Sejam B = {monémios que nao estdao em LT(I)}, Sq o conjunto de ele-
mentos de grau d de S = K[z] e S; a imagem de S; em S/I. Temos que H(S/I,d) =
dimg Sq = #(SaN B). Pelo Teorema de Macaulay 2.20 e pelo fato de I ser homogeéneo,
H(S/(LT(I)),d) = #{m € Sq | m monémio e m & LT(I)} = #(SaN B).

Logo, H(S/1,d) = H(S/(LT(I)),d). O

Definigao 2.34 Seja I C S um ideal monomial, isto é, I = (m,...,m,), onde cada m; é um
monémio. Dizemos que o conjunto {m,,...,m,} é um conjunto minimal de geradores de I se
m; ndo divide m;, para todo i,j € {1,...,7}, 1 # j.
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2.5.1 Processo para Calcular a Funcao de Hilbert de S/I, com I
ideal monomial

Sejam I = (my,...,m,) ideal monomial de S e S; o conjunto dos elementos de grau d de S.

Procedemos por indugao sobre 7.
Se r =1 entao I = (m). Supondo grau de m = d temos, como vimos no Capitulo 1,

H ((i%-z) =dimg (%)!

Parai = 0,...,d — 1, (S/(m)); =~ §; e, assim, dimg(S;) = (”::1 ,i=0,...,d — 1.
Também, dimg(S/(m))s = dimg Sy — 1 pois grau de m é d.

Seja i > d, entao existe u € N tal que i = d + u. Como queremos calcular a dimensao de
(S/(m));, nos interessa saber o niimero de monomios de grau i de S que nao sdao miiltiplos
de m. Logo dimg(S/(m)); = dimg S; — dimg S, pois se v € S, entdo vm € S; e, portanto,

temos que eliminar todos os mondmios da forma vm, com v € S,. Assim, dim(S/{(m)); =
(") — (F41) i > d, de onde segue que

n—-1 n—1
H( S 1) { (":i‘ll), sei<d
—ot] = nti-1 i—d+n—1 ;
(?n) ( n—1 ) . ( n—1 )' sei>d
e, portanto, sabemos calcular a Funcao de Hilbert de S/(m).
Suponhamos, entao, r > 1 e que o resultado seja vélido para todo niimero menor do que 7,

isto é, se I’ é gerado por s elementos e s < 7 entdo sabemos calcular a funcao de Hilbert de I’.
Seja I = (my,...,m,), onde {my,...,m,} é um conjunto minimal de geradores e seja m um

desses geradores, que, sem perda de generalidade podemos supor seja m,. Logo I = (m,I'),
onde I’ = (my,...,m,—1). Supondo grau de m igual a d temos uma seqiiéncia exata

8 .8
0— Kerp— S(—-d) 5 = 5 raad) (2.10)

onde p(r) =3m, S(—d) =P S e S = Si_a.
Tal seqiiéncia exata é de grau zero, isto é, se z € S;, entao ¢(z) € (S/I'), pois se x € S
tem-se x € S;_4 ou ainda mx € S; e, portanto, mz € (S/I');.
Temos que
Ker ¢ = {ue€ S(—d) | p(u) = 0}
= {u € S(—d) | wm = 0}
= {u € S(—d) | um € I'}.

Como S(—d) C S e levando em consideracao a altera¢ao nos graus,
Kerpop={ueS|umel}=":m).

Mas, I’ é ideal de S e I' = (m;,...,m,_1), entao

T = ( m _ My_1 ) :

mdce(my,m)’ """ mde(m,_;, m)
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2.5. FUNCAO DE HILBERT DE S/I, COM I IDEAL MONOMIAL 45

Logo a seqiiéncia exata (2.10) induz a seguinte seqiiéncia exata, também de grau zero, da

forma
S S

S
g e R s (R
0 J( ) i 0

e, portanto, para cada i € N temos

().~ () -

Porém J e I' possuem menos geradores do que I e, por hipétese de inducao, sabemos
calcular suas fungoes de Hilbert. Logo de (2.11) temos que

(3 =n(3) 0 (51-9)

Com isto obtemos um processo recursivo para calcular a fun¢ao de Hilbert de S/1I.

Exemplo 2.35 Para ilustrar o processo, calcularemos a Fun¢do de Hilbert de

R= Klz,y, 2]

~ {zy, x2,yz)

Tomando m = yz e I' = (xy, xz) temos

Ty Tz Ty T2
= I’: — = u'z iy
J=(I:m) <MDC(;L‘?,93)’ MDC(zz,1 z)> < y' z > @)

Assim, S/J ~ K[y, z]. Pelo que vimos,

. g, & .
II(R,?)=H(F,I)—II(5,?—2)

Para calcular H(S/I',i) repetimos o processo para J' = (I"” : m;), onde m; = 2z e
I" = (zy). Agora

xy

J= (" my) = <m> = (y) e, portanto,

S . o ;
H (‘Fqi) =H (m,l) —H(I((J’, 4),1—2),
de onde segue que

n(Ea) = (Sa) - (Bim2) () -1 (Si-) - (Si-2).

onde J = (z) e J' = (y). Deste modo

() -(3)-

AVA
AVAYAY

2 3 4 5 6 7 unespwl 12: 13 A4 15 1o .11

18



2.6. ANEIS DE STANLEY-REISNER

Assim,
0<i<?2

=2

. iza

UL (i-1) d—@G-1D)(E—2)
T G-22 (GE-3)12 (i —2)!2 .

iD= =2 —-1)

=i—1,

ou seja,

Temos também que
i+ 2
g ’ 0<i<?2
H (i z) = &
—,i) = Futs :
(zy) i PR i et g
2 2
De forma similar ao que fizemos para H(S/J) obtemos que H(S/(zy),i) = 2i + 1, para
i>0.
Portanto, no caso i = 0, temos H(R,i) =2.0+1—-0—-0=1e¢,sei> 1, temos H(R,i) =
204+1—(i—1) — (i — 1), ou seja,

1, i=0

HRD={ 3 (31

2.6 Anéis de Stanley-Reisner

Os anéis de Stanley-Reisner sao objeto central de estudo da chamada Algebra Comutativa
Combinatéria criada por Hochster e Stanley em meados dos anos 70. Estes anéis estdo as-
sociados aos chamados complexos simpliciais e sdo exemplos importantes de aplicagdes em
geometria algébrica e dlgebra comutativa, onde podemos calcular a funcao de Hilbert a partir
do complexo simplicial associado ao anel.

Nesta secao veremos como o niimero de faces de um complexo simplicial esté relacionado
com a série de Hilbert do correspondente anel de Stanley-Reisner.

Definigao 2.36 Seja V = {vi,...,v,} um conjunto finito. Um complezo simplicial (finito)
A sobre V' € uma cole¢do de subconjuntos de V' tal que

(i) F € A sempre que F C G para algum G € A;
(i) {vi} € A, parai=1,...,n.
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2.6. ANEIS DE STANLEY-REISNER

Os elementos de A sdo chamados de faces.

Definigao 2.37 Sejam A um complezo simplicial sobre V = {vy,...,v,} e F € A. Chamamos
de dimensdo de F e denotamos por dim F' o nimero de elementos de F' menos um, ou seja,
dim F = #F—1. A dimensdo do complexo simplicial, dim A, € igual ao mdrimo das dimensoes
de suas faces, isto é, dim A = max{dim F' | F € A}.

Exemplo 2.38 Seja V ={z1, 29, 3,24}, considere

A= {0,{z:1}, {22}, {3}, {za}, {21, 22}, {22, 3}, {23, 74} }.
Podemos representar A graficamente da sequinte forma:

X2 ¢ ¢ X3

X; X4
Figura 2.1: Complexo Simplicial

Observagoes 2.39

(i) O conjunto O € uma face de dimensao —1 de qualquer complero simplicial nao vazio.

(i) As faces de dimensao zero sao chamadas de vértices, as de dimensdo 1 de arestas. As
faces marimais em relagdo a inclusdo sao ditas facetas do complexo simplicial.

A codificagao algébrica de um complexo simplicial pode ser feita da forma descrita a seguir:

Primeiramente, estabelecemos uma bije¢ao ordenada entre o conjunto dos vértices do com-
plexo simplicial A e um conjunto de indeterminadas z: z,,...,z, sobre um corpo (fixo) K.

Em seguida, queremos introduzir um ideal do anel K[z] que reflita propriedades do com-
plexo simplicial A. Apds vencer o primeiro impulso de fazer corresponder monomios as faces
de A, temos a seguinte definigao:

Definicao 2.40 Sejam A um complezo simplicial sobre V = {v1,...,v,} € K um anel. O
anel de Stanley-Reisner do complexo simplicial A com respeito a K € a K -dlgebra homogénea
definida por:

K|[A] := K[z]/Ia,

onde Ip € gerado por todos 0s monémios 1::3:"‘ Y

, com oy, > 0, tais que {vy,,...,v;,} € A.

is
Observagoes 2.41

(i) A escolha da letra K na definigdo indica que, salvo excegdes, sempre teremos um corpo
para o anel dos coeficientes.
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2.6. ANEIS DE STANLEY-REISNER

(ii) Lembremos que o suporte de um mondémio 2 € o conjunto

suppz? = {Ti),..., T, | a;; #0,5=1,...,s}.

Segundo a Defini¢io 2.40 I € gerado por todos os monémios x; " - -z, com a;; > 0,
tais que {vi,,...,vi,} &€ A, assim, para facilitar a leitura, indicaremos, no que seque, o
fato que {v;,,...,v;,} € A também por suppz® € A e

F(A) = {z* | sup(z®) € A}

(iii) Note que o ideal das faces I € gerado, minimamente, por monomios livres de quadrados.
Por outro lado, se I C (xy,...,7,)? € ideal gerado por monémios livres de quadrados,
entao K[z]/I ~ K[A] para algum complexo simplicial A, o que nos dd uma bije¢do entre
os complezros simpliciais e os ideais monomiais livres de quadrados. Tal bije¢ao inverte

inclusdo, isto €, se A e A’ sao dois complexos simpliciais sobre um mesmo conjunto de
vértices, entao A C A’ se, e somente se, Inr C Ia.

Um resultado que decorre do Teorema de Macaulay 2.20 é:

Proposigao 2.42 Seja A um complexo simplicial. Os residuos em K[A] dos elementos de
F(A) constituem uma K -base vetorial de K[A).

Corolario 2.43 Se A é um complexo simplicial e F € A, entdo os residuos dos vértices de F
sao algebricamente independentes sobre K.

Corolario 2.44 Se A é um complexo simplicial, vale dim K[A] = dim A + 1.

Exemplo 2.45 Para o complexo simplicial do exemplo anterior, temos Ip = (x123, 2124, ToT4)
(minimamente gerado) e K[A] é gerado pelas K -combinagaoes lineares dos residuos de

2 e w2 . i ol
L T e o 0 U0 i s B R v iy D v
ERI . cr g : oL s Wl
T129, T1X2, L1235, . . . s TITS; T3T, TaTS, - - -y T3T4, TGL4, TTY, - - -

Neste caso, temos que dim K[A]=dim A+1=1+1=2.

2.6.1 Funcao e Série de Hilbert de um Anel de Stanley-Reisner

Definigao 2.46 Dado um complero simplicial A de dimensdo d — 1, chamamos de f-vetor
(do complexo simplicial A) o vetor (fo, fi,--- , fa-1), onde f; := #{F € A | dimF = i},
-1<i<d-1.

Observacao 2.47 Note que dado o f-vetor do complexo simplicial A, (fo, f1,--+ , fa-1), sem-
pre temos f_; =1 e fo é mimero de vértices de A.

Exemplo 2.48 Para o complexo simplicial

A = {0, {z1}, {z2}, {z3}, {za}, {21, 22}, {22, 23}, {73, 24}}

sobre V = {x1, 9,23, 24}, considerado no Exemplo 2.38, temos o seguinte f-vetor: (4,3).
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2.6. ANEIS DE STANLEY-REISNER 49

Para A um complexo simplicial, a fungao de Hilbert de K[A] associada & dimensao é
H(K[A],—) : N = N, onde m — dim K[A],, e K[A],, denota o subespago vetorial de K[A]
cujos elementos sao residuos dos polinomios homogeneos de grau m e a série de Hilbert de
K[A] associada & dimensao é a série formal

F(K[A],2):= ) _ H(K[A],m)z™.

m=0

Proposicao 2.49 Seja A um complexo simplicial de dimensao d—1 e f vetor (fo, fi,- .-, fa-1),

entao
1 , m=0

H(K[A],m) = { T £(") » m21

Demonstragao: De acordo com a Proposi¢ao 2.42, uma base para K[Al, é dada pelos
residuos dos monomios cujos suportes sao faces de A. Assim, para uma face {z,,..., 2, }
fixa de dimensao i < m, devemos contar o niimero de monémios .L‘i . 1'“ de grau m tais

que r; #0, 1 < j <i+ 1. Mas este niimero é (mt. I), mostrando o resultado. 00

Corolario 2.50 Seja A um complexo com f-vetor (fo, fi,..., fn), entdo

41

f;«
Z z+l

1——]

Exemplo 2.51 Retornando ao Exemplo 2.35 vemos que o ideal I = (zy,xz,yz) € livre de
quadrados e, assim, podemos associd-lo a um complexo simplicial e calcularmos sua fun¢do de
Hilbert.

Vejamos qual é o complexo com V' = {z,y,2} e Ia = (zy,22,yz) gerado pelas nao faces.

Logo A = {0,{z},{y},{z}} e, comisto, f_; =1, fo=3, fi=0e f, =0.
Portanto a funcao de Hilbert de K[xz,y,z]/Ia é dada por

( 1

Klz,y, 2] _ 2 m-—1\ m — 1 m—1 ..
n(Ftm) =g () = (M) (7 )

=34+0+0=3
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Capitulo 3

Teorema de Macaulay

Nos dois primeiros capitulos estudamos a fungao de Hilbert. Vimos que se trata de uma funcao
numérica. Uma pergunta natural é: “Quando uma fungao numérica é a fungao de Hilbert de
algum anel ou médulo graduado?”

Neste capitulo apresentaremos o Teorema de Macaulay que estabelece condigoes para que
uma funcao de N em N seja a fungao de Hilbert de uma K-algebra homogénea.

Vejamos, inicialmente, alguns resultados preliminares que nos auxiliarao na demonstragao
do teorema principal.

Seja R = @,,5¢ Rn uma K-élgebra homogénea onde Ry = K é um corpo. Mostraremos que
R possui uma K-base constituida de monomios em uma base yy, ..., ¥, de R;. Consideraremos
no que segue: m : K([z,...,2,) — R ohomomorfismo sobrejetor de K -algebras com 7 (z;) = y;,
mas antes uma definigao.

Definicao 3.1 Um conjunto nao vazio M de monémios nas indeterminadas x,...,x,, €
chamado ideal de ordem de monémios se dado m € M e um mondémio m' que divide m,
entégo m' € M. Equivalentemente, se x{*---2%m € M e 0 < b; < a; parai = 1,...,m, entdo
b

zp---2bm e M.

Observacao 3.2 Um ideal de ordem de mondémios M ndo é uma K-base de um ideal, por
outro lado, denotando por M' o complementar de M no conjunto de todos os monémios, entdo
M' é uma K-base do ideal gerado pelos monomios m € M' = M — M, onde M representa o

conjunto de todos os mondémios.

O resultado que apresentaremos a seguir, nos mostra que R possui uma K-base formada
por monomios.

Teorema 3.3 (Macaulay) Sejam R uma K -dlgebra homogénea, K um corpo, y, ..., Ym uma
K-base para Ry e m : K(xy,...,2,,] — R o K-homomorfismo com n(x;) = y;, para i =
1,...,m. Entdo existe um ideal de ordem de monomios M tal que 7(M) é uma K -base de R.

Demonstragao: Seja M o conjunto de todos 0s monomios nas indeterminadas z,..., 2,
e consideremos a ordem lexicografica graduada reversa (grevlex) sobre M. Seja a seqiiéncia de
monomios uy, ug, . .. definida recursivamente por: u; = 1 e assumindo u,, ..., u; determinados,
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entdao u;4; € o menor elemento na grevlexr tal que m(uy),...,m(u;), 7(uiy+1) sdo linearmente
independentes sobre K. Se tal u;4 nao existir, a seqiiéncia termina em u;.

Afirmamos que M = {uy,us,...} é o ideal de ordem de monomios desejado. Por construgao
temos que 7(M) é um conjunto L.I. e gera R como um K-espaco vetorial, ou seja, é uma K-base
de R.

Vejamos entao, que M é um ideal de ordem de monomios. Assumindo que nao, existem
uj, € M eu € M — M tais que u;, = ux; para algum z;. Como u ¢ M, podemos escrever
w(u) = Nim(u;) com u; € M, u; < ue ) € K. Deste modo 7(u;,) = w(uzx;) = n(u)n(x;) =
Y Aim(uz;) e wiz; < ui, para todo i na soma. Porém m(u;z;) = Zw Bigm(ur,;), com up,; <
UiZ5.

Logo m(u;y) = 3 vsm(us), com us € M e uy < u;, 0 que é um absurdo, pela construgao de
M. O

Vimos nessa demonstracao que nossa K-base m(u;),n(up),... de R possui a seguinte pro-
priedade: u € L e escrevendo m(u) = E.\;#o Ai(u;), entdo u; < u, para todo i e, se u € M,
essas inequacgoes sao estritas.

Como conseqiiéncia imediata do Teorema 3.3 e da Observagao 3.2 temos:

Corolario 3.4 Seja J o ideal que € gerado pelos monémios em M'. Entio a K-dlgebra R e
Klzy,...,2]/J possuem a mesma fungdo de Hilbert. O

O conjunto de monomios M’ associado a R pode ser descrito de outra forma. Seja I =
Ker 7 e, desta forma, M’ = LMyeuec(I). De fato, se f € LMgreves(I), escolhendo f € I,
f =", Av; com monomios v; tais que v = LMyreptez(f) = vn. Se v, & M, entdo v, € M e,
com isto,

0 m(vn) = = Y Aahim(vy).

Cada 7(v;) € uma combinacao linear ) a;;m(u;), aij € K, u; € M, uj < v; < v,. Trocando
os 7(v;) na equagdo acima pela sua combinagao linear, obtemos a representacio como uma
combinagao linear nao nula de elementos em 7 (M) e isto contradiz o Teorema 3.3.

Por outro lado, supondo v € M’, entao w(v) = 3 A\w(w;), com u; € M, u; < v. Assim,
fazendo f = v — ) \ju; temos 7(f) = 0 e LMgreviec(f) = v.

Definigao 3.5 Tomando um mondémio u de grau d, ou seja, u € Sy, definimos
Ly :={v € Ss|vémonémio e v < u},
Ry :={v € S4|v é monémio e v > u}.
Note que R;, = {z,

Lema 3.6 Nas condi¢oes e com as notagoes dos pardgrafos anteriores, dado u € Sy, temos
W Kw =Rgr

Demonstragao: Seja v € R,, entdo z;v > zv > zju. Por outro lado, seja v € Ry, y-
Podemos assumir que x, nao divide v, entdo v > zju. Sejam u = z{' ---2%m, v = -.1:32 ---;Ei;" e
i 0 maior inteiro tal que b; > a;. Se existe j < i com b; > 0, entéo ;rj'l*v € R, caso contrario,
z7' € R,. Nos dois casos segue que v € R:;R.. O
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Lema 3.7 Dado u € S, u = xj1)Tj@)- - Tja) temos

- d
L= Ui=1 [Bys0 ‘-'rj(t')—l]imj(t'-H) o Tjd)s

onde [x,...,xiq denota o conjunto de todos os monémios de grau d nas varidveis xy,...,x;.

Demonstragao: O conjunto £, admite uma decomposi¢ao natural: seja ¢ o maior inteiro
_ s z — o, < -

tal que z; divide u. Entao podemos escrever £, = £,UL, x;,, onde x; nao divide elementos de
L,. Esta unido é disjunta visto que L, consiste de todos os monomios de grau d nas varidveis
r1,...,Ti—1 € que E::: = ‘C.r_]u‘

Usando a mesma idéia podemos decompor L! e assim por diante. Deste modo, se escrever-
mos

U = Tj)Tj(2) *** Ti(d)s
com 1 < j(1) < j(2) <--- <j(d), temos
 Tj(@)-1]dUL =1 (T j(a) =

oo s Tiy-1)aVEn, - - Tia-1)-1]a-1Zi@VUL,-1 =1 W Tid-1)Tj(d)-

Ti(d=-1)"j(d)

Continuando com este raciocinio, terminamos com uma uniao disjunta

- d
Pl Ul_:1 [21,. . ., Zji)-1]i%iG41) - - - Zjays

que é chamada de decomposiciao natural de £,. O

Vejamos um exemplo:
Exemplo 3.8 Seja S = K[y, 22, x3,24] € u = 2323. Entdo,

o iads PRy (R, P, 3 A 7
L, = {.I??,.III.I?Q.,JHJ?:Z,.Lg,.l??.ﬂg,J,l,Jf-z, .L'3},
TR ot L Eoa
Ll = {23, x3xq, 3123, o3}
L —ifpd g o
u = {.?.I,Ilj.g} — ‘C.rg

Observagao 3.9 Com a decomposi¢io natural de L, temos que

d

1Lyl = Z f[;??l.---"«??j(i)—l]i|

i=1

Hyoisy TTBES 2 a Ty (J(j)(z)—_l ;r: 1) e (J(;)(?‘;‘i; 1) " (j(a'.J +;' —2)_ T

e z“: (kgi))'

i=1

com k(i) = j(i)+i—2 e k(d) > k(d—1) > --- > k(1) > 0.
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Pelo exposto anteriormente, os nmiimeros inteiros nao negativos | C,| podem ser escritos como
um somatoério de niimeros binomiais. Este resultado é mais geral como pode ser visto no lema

a seguir.

Lema 3.10 Seja d um inteiro positivo. Todo a € N pode ser escrito unicamente na forma

e (k;d)) g (kE{d_—ll)) ot < (k(ll))‘

onde k(d) > k(d—1) > -+ > k(1) > 0.
Assumiremos que (T) =0para 0 <k <.

Demonstragao: Para mostrarmos a existéncia procederemos por indugao sobre a, para

a =1 temos que
_(d 3 d-2 SR 0
PRy) k= 1)

Suponhamos que o resultado seja valido para qualquer niimero menor do que a e escolhemos
k(d) o maior natural tal que (k{dd)) <a.Sea= (kff)), entdo a = le (k(:)), com k(i) =i—1,
i=1,...,d—1. Agorase ("9) < a entio a’ = a - (*D) > 0 e, pela hipétese de indugio,
temos a’ = f;] (kgi)), com k(d—1) > ---> k(1) > 0.

Falta mostrar que k(d) > k(d — 1).

Temos (k(d;"'l) > a, entao

P (k:s)) § (k(d)d+ 1) _ (k d)) ( (d

(;(_d)l) Sl

de onde segue que k(d) > k(d — 1).

d .
k(i
Portanto, a = E ( E?)), com k(d) > --- > k(1 >0.

i=1
Para vermos que esta forma de escrever é tinica, suponhamos que

()

i=1

2 ()

Como k(d) é o maior inteiro tal que (*') < a e (":(id)) < a tem-se k(d) < k’(d). Do
mesmo modo tem-se k(d) < k’(d). Portanto k(d) = k’(d). Procedendo com raciocinio andlogo
chegamos a k(i) = k(i) para todoi=1,...,d. O

Chamaremos a soma do Lema 3.10 de d-ésima representacao de Macaulay de a, e chamare-
mos k(d),...,k(1) de d-ésimos coeficientes de Macaulay de a. Note que para todo i < d o
coeficiente k(i) é determinado pelo fato de ser o maior inteiro j tal que

() <o- (1) ().

Os d-ésimos coeficientes de Macaulay possuem a seguinte propriedade:
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Lema 3.11 Sejam k(d),...,k(1) e k'(d),...,k'(1), respectivamente, os d-ésimos coeficientes
de Macaulay de a e a’. Entio a > a' se, e somente se, (k(d),..., k(1)) >z (K'(d),...,Ek'(1)).

Demonstragao: Mostraremos as duas implicagoes por indugao sobre d. Para d = 1
a afirmagao é clara. Agora, assumindo d > 1, se k(d) = k'(d), entao k(d — 1),...,&‘(12 e
K(d—1),..., k(1) sio, respectivamente, os d — 1-ésimos coeficientes de Macaulay de a — (*9))

ea — (k’fi‘i)). Aplicando a hipétese de indugao obtemos o resultado. Agora, se k(d) # k'(d),
a caracterizagao dos d-ésimos coeficientes de Macaulay, vista no Lema 3.10 nos assegura que
k(d) > k'(d) se, e somente se, a > a’. O

Descartando as parcelas que sao zero na d-ésima representagao de Macaulay de a, obtermos
a seguinte expansao (tinica):

(D) () 0 (9)

onde k(d) > k(d—1)>--->k(j)>j>1.0

Definigao 3.12 Dado a € N e sua representa¢io de Macaulay, como anteriormente, definimos

S (L;dit 1) ” (k(d -dl) + 1) o (Lg;lji 1)!

e 09 = 0.
Este niimero goza das seguintes propriedades:

Lema 3.13 Sejam a, a' e d inteiros positivos.
(i) Se a < a', entdo a'? < a9,

(ii) Sejam k(d),...,k(1) os d-ésimos coeficientes de Macaulay de a e j = min{i | k(i) > i}.
Entao,
@ +E1)+1, sej=1
pa_Je ) ;
\ait-d {a{‘ff‘+l, sej> 1.

Demonstragao: (i) Sejam k(d),...,k(1) e ¥'(d),..., k(1) os d-coeficientes de Macaulay
de a e a’ respectivamente. Usando a hipdtese e o Lema 3.11 temos (k(d),..., k(1)) <jer
(K'(d),...,k'(1)) e, assim, a'? < a’'D.

(71) Mostremos a igualdade para j = 1.

- ()e(4),
o () s (F)or= (D) (4)
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CAPITULO 3. TEOREMA DE MACAULAY

(64 P (k(ddlt 1) e (ngit 1) o

k(d) +1 k(j)+1 ] ()

. - 1.
(O (K1) () <
~ ~ o N e’

n(‘!) 1

Agora, para j = 1, seja i 0 maior inteiro tal que k(i) = k(1) +i — 1. Entao

. (k(dd)) NN (k&z’:ll)) i Zl (k(l) tfr— 1) I

_ (k(d)) et (kgij-ll)) i (k(llﬂ') L
) 2 (k(l)_ﬂ') s

Deste mod(;‘

e () once(410)+ ()

que é a d-ésima expansao de Macaulay de a + 1, ja que k(i + 1) > k(1) + 1.
Assim,

o 2 (BON) o (BB S ()

1

z(k&dlﬁl) (R?;I-:)Q-I-l) il:(k(l)-i;r—l)=

r=2

_ (k(d) +1 k(i+1)+1 k(1) +i+1 T
_(d+1) +( i+2 ) ( i+1 ) KL =1,
Portanto,

o (07 es (VL) () e

como queriamos. [J

Proposigao 3.14 Seja u um monémio de graud em S. Entdo |Ly,.| = |Lu|‘D.

Demonstracao: Seja £, = L'szl[:rl, e ooy Tji)=1)iTj(i+1) < - Tja) @ decomposi¢ao natural de

L,. Afirmamos que
- d

Ui=1[-51« ceey -'rj(l)—l,}i+1-'rj(t'+l) * e Tj(d)
é a decomposicao canonica de L;,,. Além disso, a decomposi¢ao natural de £, é completamente
determinada pela seqiiéncia j(1),..., j(d), relacionada a u. Sejam I(1),...,l(d+1) a seqiiéncia
correspondente a zju, entao I(1) =1el(i) = j(i — 1) parai =2,...,d + 1. Como se trata de
uniao disjunta, segue o resultado. O
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CAPITULO 3. TEOREMA DE MACAULAY 56

Definigao 3.15 Ainda usando os d-coeficientes de Macaulay de um nimero positivo a defini-

mos e (k(dzf— 1) ot (k(l)}— 1).

Este mimero também possui propriedades que nos auxiliarao nas demonstragoes que se
seguirao:

Lema 3.16 Sejam a, ', d e b mimeros naturais.

(i) Sea <a', entio awy < aj,.

(i) Se k(j) # j para j = min{i | k(i) > i}, entdo (@ — 1)g < a).
(i) Se 0 < b < a sdo tais que 0 < bigy + (a — b)(4—1y, entdo b < ay.

Demonstragao: (i) Segue do que foi observado anteriormente e do Lema 3.11.

(1) Procederemos por indugao sobre d. Sed = 1ea # 1 temos a = (}) e (“;1) =a-—1.
Logo agy > (a —1)q.

Supondo d > 1, o resultado vilido para qualquer niimero menor do que d e sejam k(d),
k(d—1),...,k(1) e K'(d),k'(d—1),...,k'(1) os d-ésimos coeficientes de Macaulay de a e de a’,
respectivamente. Temos dois casos a considerar:

(1) Se k'(d) = k(d), tomamos a’ = a — (""{dd)), temos a’ — 1 > 0, pois se a’ = 1, entdo
o= (k‘d‘ﬂ) + (j:i (absurdo pois estamos supondo k(j) # j).

Logo, a’ —1 > 0. Agora, a’ tem como (d — 1)-ésimos coeficientes de Macaulay k(d — 1),
k(d—2),...,k(1) e d’ — 1 tem como (d — 1)-coeficientes de Macaulay os niimeros k'(d — 1),
k'(d—2),...,k'(1). Porém, o’ satisfaz as condigdes do item (i) deste teorema e, por hipStese
de indugdo, (@' — 1)1y < a’(d_l), isto é,

(k’(dd—_li ~ 1) M (k’(li— 1) y (k(dd—_l)l— 1) " (k(l)l— 1)

Como ay = afy_yy + (M97!) e (a — 1)) = (@’ — 1)(a_1y + (¥97"), segue o resultado.
(2) Se k(d) > k'(d), k(d) —1 > k'(d) — 1 e, assim, (@ — 1)(gy < a(a.

(747) Temos que b pode ser escrito da seguinte forma:

b= () 4.1 (),
d J
com k(d) > --- > k(j) >j>0.

Seja ¢ = (k{djﬂ) SR o (k(‘?H). Temos que cig = b. Assim, se mostrarmos que a > c,
teremos ayy > ¢(q = b. Supondo que a < ¢,

2 (k(dg; 1) okl (k(jﬁﬂ)'
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< (3= (4) - ()= (9)- (4

Distinguimos dois casos:

s (- k(1
(1) j=1. Logoa—b < (:}(_dl)) PTG (.k(lz) ( (0))

Ny, o’
1

(@ = by < (ksid)_—l 1) Fohos (k(Q)I— 1)’

Agora, por hipétese, b < by + (@ — b)(4-1y e, portanto,

A0 o () (89 (9)-

k(dd)) B (k(;)) i (k(l)l— 1) < b. (Absurdo!)

(2) j > 1. Neste caso, (@ —b)a-1) < (kff_)fl] 7 i (L?EII) e, seguindo o mesmo raciocinio,
terfamos novamente um absurdo.
Logo a > c e, portanto, a(d) > Cldy = b. O

Desta forma

O préoximo teorema é a chave para a demonstracio do Teorema de Macaulay. Porém,
antes de enuncia-lo, apresentaremos algumas nogoes de geometria algébrica que nos ajudarao
a demostra-lo. Para maiores detalhes veja [3].

Definigao 3.17 Sejam K um corpo, S = K|[z,...,2,] e I C S ideal.

(i) O conjunto A™(K) = {(a1,...,a,) € K"} é chamado n-espago afim sobre K.

(ii) V(I) = {(a1,...,an) € A"(K) | f(as,...,a,) = 0,¥f € I} é chamado variedade do ideal
I

Temos as seguintes propriedades:
(i) Se (Ix)reqn € uma familia de ideais de S entdo NyeaV (1) = V(3. I)).
(i) Para I; € S, j = 1,...,n, Up_,V(I;) = V(N}_, I;).

Com estas propriedades A™(K) é um espago topolégico, onde os fechados sao da forma
F=V(I) com I ideal de S.

Mais ainda, para K corpo infinito, A”(K) é um espago topoldgico irredutivel, isto é,
A"(K) = ViU V,, V) e V) fechados se, e somente se, A*(K) =V, ou A™(K) = Va.

Observacoes 3.18

(i) Se R € uma K-dlgebra homogénea, com K corpo infinito, sua componente de grau 1, isto
é, Ry € irredutivel na topologia de Zariski, pois Ry é um espac¢o vetorial de dimensdo
finita gerado por y; = x; + I com I o ideal homogéneo de S que define R.
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CAPITULO 3. TEOREMA DE MACAULAY

(ii) Se Ry € espago topoldgico irredutivel, entao todo aberto é denso em R;.

(iii) Dada P uma propriedade definida nas formas lineares de R,, dizemos que h € R, €
genérico em relagdo a P se existe U C Ry, h € U tais que P vale para toda forma linear
de U.

Teorema 3.19 (Green-Forma Algébrica) Sejam R uma K -dlgebra homogénea, K um cor-
po infinito e n > 1 um inteiro. Entado

H(R/hR,n) < H(R,n)py,
para uma forma linear genérica h.

Demonstragao: Seja s = sup{dimghR,_; | h € R;}. Entdo dimg hR,_; = s para
alguma forma linear h. De fato, seja U C R; o subconjunto dos elementos h € R; tais
que dimg hR,_; = 8. Temos U # 0 e para vermos que U é aberto, escolhemos uma base
{v1,---,ym} de Ry e {uy,...,u.}, {v1,...,u} bases de R,_; e de R,, respectivamente. Se
h € Ry, entdao h = )" a;y;, considerando os a; varidveis sobre K. A aplicagio multiplicagao
por h, ¢, : R,_1 — Ry, dada por ¢n(f) = hf pode ser descrita por uma matriz [¢;] de formas
lineares em ay,...,a,,. Trocando os w; por indeterminadas, produzimos uma matriz A de
polinémios lineares com coeficientes em K. Mostraremos que U = Ry — V(I4(A), onde I5(A)
é o ideal gerado pelos determinantes dos menores s x s de A.

Observamos que se h € V(I;(A)), entdao o determinante de qualquer menor s x s de @p é
nulo e portanto dimg hR,_; < s.

U é um conjunto aberto (complementar de fechado) e todo elemento h € U é genérico.

Sejam h € U e § = R/hR. Afirmamos que H(S,n) < H(R,n)() e provaremos esta
afirmagao por indugdo sobre n e dimg R;. Se n = 1 e dimg R, é qualquer temos que
H(R/hR,1) = dimg(R/hR); = dimg R;/hRy = dimg R/Kh = dimg R, — 1, H(R,1) =
dimg Ry e H(R, 1)y = dimg Ry — 1.

Portanto H(R/hR,1) < H(R, 1) ).

Se, ainda, dimg Ry = 1 e n é qualquer, como R = K|y, ..., ym) com y; = ; + I, podemos
supor que y; gera R;. Assim, dado y; € R, i # 1 temos y; = ¢;y; e, portanto, x; — ¢;z; € 1.
Dai, substituindo R = K(y, ..., ym) por K[z, 22 — 221, ..., Zm — Cn1] temos:

Kzy,22 — Coxy, ..., Ty — 1] N Ky
I (%1)

= Ky

I,se j=0
0,se 5 <I1.
Como h € R, temos (R/hR), = 0 para todo n e, portanto, 0 = H(R/hR,n) < H(R,n) ).
Logo, se n = 1 e dimg R) é qualquer ou se dimg R; = 1 e n é qualquer o resultado vale.
Fagamos, agora, a seguinte hipétese de indugao: n > 1, dimg R; > 1 e que o resultado valha
para um niimero menor do que n e dimg Ry qualquer. Seja V C S; = R;/hRy o subconjunto
de formas lineares g nas quais dimg ¢S,,_; € maxima e denotemos por ¢ o epimorfismo canonico
¢:R— S, p(f) = f+hR = f. Consideremos o subconjunto de R,

Assim dimg R; =

W= (U-Kh)ng (V)
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CAPITULO 3. TEOREMA DE MACAULAY 59

de R;. O conjunto W é nao vazio, pois R, é irredutivel e ambos ¢~(V) e (U — Kh) sao nao
vazios. De fato, suponhamos U C Kh. Entao, como U é denso e Kh é fechado em R,, segue
que R; = Kh, contradizendo dimg R; > 1. Agora W é aberto pois ¢|g, : R — S € continua
na topologia de Zariski e, portanto, ¢~!(V') é aberto, uma vez que V é aberto (a demonstragao
deste fato é andloga aquela apresentada para U). Além disso U — K'h é também um conjunto

" aberto.

Escolhendo h* € W e consideremos a seguinte seqiiéncia exata:

0— Fsﬂ—l = Sn = -usn
h S

Entao
H(S,n) = dimg(S,/h*Sn-1) + dimg h*Sp—;

Como dimg S; < dimg Ry e h* € {p'l(V) por hipétese de indugao, temos
dim;‘-(Sﬂ/FS,,_l) < H(S,n) ).
Para obtermos uma cota superior para a segunda parcela de 3.1 notemos que

dimg " S,_; < dimg(h*Ry—1/h(h*Ry,—1)) = dimg(hR,—1/h*(hR,-2)),

uma vez que a seqiiéncia exata

h*
0 — hh*Rp—g = h*Ryy — ﬁFRn—,:‘ -

: : h~
nos da dimg h*R,,—, = dimg " "RE + dimg hh* R, _».

Agora, da seqiiéncia exata

hR,_

0 =) h,h.*Rn_g - hRn_I = 'W -
e Tedln—2

temos dimg hR,_; = dimg iﬁ’i + dimg hh*R,—o

h*Rp_y
hh*R,_o

Como h,h* € U temos que dimg hR,_; = dimgh*R,_; e, assim, dimg

hR,_

h*hR,_5
Escolhendo h* tal que h*(hR,-2) tenha dimensao maxima, consideremos J = Ann h e

P = R/Ann h. J é um ideal homogéneo,

hRo_y (5=2) P
dimg ————— = dimg ——%~ = H (—,n - 1)

hh* R e (B2 P

e, por hipétese de indugao H(P/h*P,n —1) < H(P,n — 1)(n_1).

dimg
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Porém, H(P,n—1) = dimg R,_1/Jp-1 = dimg hR,_; = dimg R, —dimg R,/hR,_,. Logo
H(P,n—1)= H(R,n) — H(S,n) e concluimos que h S,_; < (H(R,n) — H(S,n))n-1)-
Assim H(S,n) < H(S,n)m + (H(R,n) — H(S,n))n-1y e, usando Lema 3.16 (iii), segue

que
H(S,n) < H(R,n)n. O

Agora, apresentaremos o principal teorema:

Teorema 3.20 (Macaulay) Sejam K um corpo e h : N — N uma fun¢io numérica. As
sequintes condigées sao equivalentes:

(i) Eziste uma K-dlgebra homogénea R com fung¢do de Hilbert H(R,n) = h(n), para todo
n > 0.

(i) Exite uma K-dlgebra homogénea R com relagées monomiais e com fung¢dao de Hilbert
H(R,n) = h(n), para todo n > 0.

(ii) h(0) =1 e h(n+1) < [h(n)|™ paran > 1.

(iv) Seja m = h(1) e para cada n > 0 seja M, o conjunto dos primeiros h(n) monémios
de grau n nas varidveis x, ..., T, (na ordem lericogrdfica graduada reversa). Definindo
M = U,>oM,, temos que M ¢é um ideal de ordem de monémios.

Demonstragao: (i) < (ii) foi vista no Corolario 3.10.

(tv) = (iz) Trivial.

(iii) = (iv) Por hipétese h(n + 1) < [h(n)]™ para todo n > 1. Assim, se h(1) = m
entdo h(n) < (™"'). Suponhamos que h(n + 1) = (™*™), entdo h(n) = ("*7*) e, assim,

1 +1

M; = [zy,...,zy)i parai =nei=n+ 1. Logo, se u € My, e z; divide u, entdo ;r:i_l € M,.
Agora supomos que h(n+1) < (71'7), entdo existe um monomio u,4; tal que My 4y = L,,,,. Se
como antes, M,, = [T1,...,Zn|n, N30 hd nada a mostrar. De outro modo, existe um mondmio
u, tal que M,, = L,,. A condi¢do (iii) e a Proposi¢do 3.14 implicam R, R,, C R.,.,-
Portanto, se u € M, 4, e z; divide u temos z;'u € M,. Em outras palavras, M = Un>oM, é
um ideal de ordem de monomios.

Até agora vimos que (iii) = (iv) = (ii) < (i). Para fechar o ciclo mostraremos que
(i) = (ddi).

(7) = (#ii) Podemos assumir que K é infinito, pois se necessério, trocamos R por L @k R,
onde L é uma extensao infinita de K.

Sejam g uma forma linear e S = R/gR. A seqiiéncia exata

0—- gR, = Rpy1 = Sn41— 0

nos dd a inequagao H(R,n+1) < H(R,n)+H(S,n+1). Fazendoa = H(R,n)eb= H(R,n+1).
Para uma forma linear genérica g a inequagao e o Teorema de Green 3.19 nos garantem que
b < a+ bpyry. Sejam k(n+1),...,k(1) os (n + 1)-coeficientes de Macaulay de b. Entéo

k — k(1)—1
. (n+1) I (1) , €, assim,
n+1 1
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S (k(n +n1) - 1) in g (k(2)1— 1) & (k(%_ 1)_

Seja j = min{i | k(Z) > i}. Se j > 1, entao k(1) =0e

o™ > (k(n + l)) . 8 (k(?)) —b
n+1 2

e, portanto, b = H(R,n+1) = h(n+1) < H(R, n)™ = fx(n)(n} como queriamos demonstrar.
Se j = 1, entao, pelo Lema 3.13,

< (kn+DY (k@3 k2)\ | ..
o 2(n+1)+ +(3)+(2)+a(2).

Mas k(2) > k(1) e, portanto, at® > b. O

Exemplo 3.21 Seja h: N — N dada inicialmente por h(0) =1, h(1) =3, h(2) =4, h(3) =5
e h(4) = 7. h nao pode ser a func¢ao de Hilbert de uma K -dlgebra homogénea pois

5-()+()
=()+0)

o h(4) =7>6=>5%=n3)?.

Corolario 3.22 Sejam R uma K-dlgebra homogénea e K um corpo. Entao H(R,n + 1) =
H(R, n)(n) para n suficientemente grande.

Demonstragao: Tomando R = §/I, onde § = K|xy,...,Z,,], pelo item (iv) do Teorema
de Macaulay 3.20, existe um ideal de ordem de monomios M = U,5oM,, em S tal que H(R,n) =
H(S/J,n) para todo n, onde J é o ideal gerado por todos os monoémios que nio estio em
M. Além disso, a escolha de M foi tal que M consiste de todos os monomios de grau n se
I, =0e M, = L,, para um monomio u, apropriado caso contrario. Como J é finitamente
gerado, existe um inteiro r tal que R,,,, = R;,R,, para todo n > r e o resultado segue da
Proposigao 3.14. O
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Apéndice A

Exemplos Utilizando o CoCoA

Utilizaremos 0 WinCoCoA, que é a versao com interface grafica que acompanha o CoCoA 4.2,
pois facilita a utilizacdo do mesmo.

A.1 Introducgao ao CoCoA

Todos os nomes de comandos, palavras chave e varidveis no CoCoA devem comecar com letras
maiiisculas e as linhas de comando dever ser terminadas com ponto e virgula (;).

A.1.1 Ambiente Anel

Antes de fazermos calculos utilizando polinémios precisamos especificar o anel que usaremos
com o comando Use. O operador especial : := armazena, em uma variavel, um anel .

e Q[x,y,z]; — coeficientes em Q e indeterminadas z, y e z.
Z/(23) [x,y,z] ; — coeficientes em Z/23Z.

e Q[x,y,z],Lex; — ordem lexicogréfica.

O padrao é a ordem lexicografica reversa (DegRevLex), ou seja, se nenhuma ordem mono-
mial for colocada no comando, o CoCoA utilizard a ordem lexicografica reversa. Para
ordem lexicografica graduada use DegLex.

Q[x[1..8]]; - indeterminadas indexadas.

S::= Q[x,y]; — armazena o anel na varidvel S.

Use S; — usa o anel armazenado em S.

Use S::= Q[x,y]; — armazena o anel na varidvel S e o usa.
e Use Q[x,y,z]; — usa o anel que acabou de ser criado.

CurrentRing() ; — exibe o anel em uso.
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A.1.2 Estruturas de Programacao

Seguem as sintaxes das estruturas de programagao mais comuns. As palavras chave estao em
tipewriter e, em itdlico, descrevemos a classe de expressdes que ocupam seu lugar.

e If condigoes Then comandos EndIf;
e If condi¢ées Then comandos Else comandos EndIf;
e While condig¢oes Do comandos EndWhile;

e For varidvel := inicial To final Do comandos EndFor;

inicial e final sao inteiros e se inicial > final, entdo o lago de repetigao termina sem
executar o(s) comando(s) de comandos.

A.1.3 Lista de Comandos

A seguir, listamos alguns comandos do CoCoA que utilizaremos para ilustrar os exemplos do

que foi visto no Capitulo 2.
Depois do nome do comando, segue a sintaxe, uma breve descricio e exemplos de sua
utilizacao. Na sintaxe temos o comando e a descri¢ao de seus argumentos. Os argumentos sao

variaveis, cujo tipo esta indicado apds o nome da variavel. Tipos de varidveis que usaremos:
POLY (polinémios), LIST de POLY (lista de polinomios), IDEAL (ideal), INT (inteiro) e

RING (anel)
DivAlg

SINTAXE
DivAlg(X:POLY,L:LIST de POLY)

Esta funcéo aplica o algoritmo da divisao sobre X com respeito a L, retornando dois campos:
‘Quotients’ com uma lista de polinomios e ‘Remainder’ com o resto da divisao de X por L.

EXEMPLO

Use R::= Q[x,y,z];

F 1= x"2y+xy~2+y~2;

L := [xy-1,y"2-1];

DivAlg(F, [xy-1,y"2-1]);

Record[Quotients = [x + y, 1], Remainder = x + y + 1]
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GBasis
SINTAXE
GBasis(M:IDEAL)

Esta funcao retorna uma lista cujos componentes formam uma base de Grobner de M com
respeito a ordem monomial do anel corrente. Para um base de Grobner reduzida, usamos o
comando ‘ReducedGBasis’. O anel dos coeficientes necessita ser um corpo.

EXEMPLO

Use R ::= Q[t,x,y);

I := Ideal(t"3-x,t"4-y);

GBasis(I);

"3 —~x; ~tx + ¥, t°2y - x"2, ¥ 3 ~ty2]

GCD, LCM
SINTAXE

GCD(F_1:INT,...,F_n:INT)
GCD(L:LIST de INT)
LCM(F_1:INT,...,F_n:INT)
LCM(L:LIST de INT)
GCD(F_1:POLY, ...,F_n:POLY)
GCD(L:LIST de POLY)
LCM(F_1:POLY, ...,F_n:POLY)
LCM(L:LIST de POLY)

Estas fungoes retornam, respectivamente, o maximo divisor comum e o minimo divisor
comum de F_1,...,F_n ou os elementos na lista L. Para o cdlculo do MDC e do MMC de
polinomios, o anel dos coeficientes precisa ser um corpo.

EXEMPLO

Use R ::= Q[x,y];
1= X"2-y"2;

G := (x+y)~3;

GCD(F,G);

LCM(F,G);
1/4x"4 + 1/2x"3y - 1/2xy~3 - 1/4y"4
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A.1. INTRODUCAO AO COCOA

Hilbert
SINTAXE

Hilbert(R:RING)
Hilbert(R:RING,N:INT)

A primeira forma desta funcao calcula a Fungao de Hilbert de R. A segunda forma calcula
o N-ésimo valor da Fungao de Hilbert de R. O anel dos coeficientes precisa ser um corpo.

EXEMPLO

Use R ::= Q[t,x,y,2z];
Hilbert(R/Ideal (z"2-xy,xz"2+t"3));
H(0) =1
H(1) = 4

6t-3 for t >= 2

SINTAXE

Ideal(P_1:POLY,...,P_n:POLY)
Ideal(L:LIST de POLY)

A primeira forma retorna o ideal gerado por P_1,...P_n e a segunda forma o ideal gerado
pelos polinomios em L.

EXEMPLO

Use R ::= Q[x,y,z];

I := Ideal(x-y~2,xy-2z);
I,

Ideal(-y~2 + x, xy - z)
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= [xy-z,x-y"2];
:= Ideal(L);
J;

SINTAXE
LC(F:POLY)

Esta funcao retorna o coeficiente lider de F com relagdo a ordem monomial do anel que F
pertence.

EXEMPLO

Use R ::= Q[x,yl;
LC(x+3x"2-6y"2) ;

SINTAXE
LM(P:POLY)

Cuidado, esta fungao retorna, pela nossa teoria, o termo lider de P e ndo o monomio lider,
ou seja, 0 monomio e o coeficiente lideres. Para obter o monomio lider, veja o comando LT.

EXEMPLO

Use R ::= Q[x,y];
LM(3x"2y+y);

SINTAXE
LT(E:IDEAL ou POLY)

Se E é um polinomio, esta fungiao retorna o monoémio lider (e nao o termo lider!) do
polinomio E com respeito a ordem monomial do anel corrente. Se E é um ideal, esta fungao
retorna o ideal gerado pelos monomios lideres de todos os elementos de E. Para obter o termo
lider, veja o comando LM.

EXEMPLO

AVA
AVAVAY

2 3 4 5 6 7 unespwl 12: 13 A4 15 1o .11

18



A.1. INTRODUCAO AO COCOA

Use R ::= Q[x,y,z]; -- a ordem monomial padrdo & a DegRevlex
LTy "2-xz);

Use R ::= Qlx,y,2],
EX(y"2-=x2);

Use R ::= Q[x,y,z];

I := Ideal(x-y,x-z"2);
LT(I);

Ideal(x, z°2)

SINTAXE
NF(F:POLY,I:IDEAL)

Esta funcao retorna a forma normal de F com respeito a I. Também computard uma base
de Grobner de I se uma tal base ainda nao tiver sido computada. O anel dos coeficientes
precisa ser um corpo.

EXEMPLO

Use R ::= Q[x,y,2z];

I := Ideal(z);

NF (x"2+xy+xz+y~2+yz+z2~2,1);
X"2 + xy +y"2

ReducedGBasis
SINTAXE
ReducedGBasis (I:IDEAL)

Esta fungao retorna uma lista cujas componentes formam a Base de Grobner Reduzida de
I com respeito a ordem monomial do anel corrente. O anel dos coeficientes precisa ser um
corpo.

EXEMPLO

Use R ::= Q[t,x,y,2z];
ReducedGBasis(I);
%73 ~ x, &% =y, ty =8, §72 ~x=, X2 ~tz, £722 ~ xvy]
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Use

SINTAXE
Use N:RING

'Use’ é o comando usado para tornar um anel ativo. O comando
Use N ::= E;

onde E é um anel é o meio pratico para

N ::=E;
Use N;

EXEMPLO

Use S ::= Q[x,y,z];
T::= Z/(3)[a,b];
Use T;
CurrentRing() ;
Z/(3) [a,b]

A.2 Exemplos

Utilizaremos o CoCoA para computar

A.2.1 Exemplo 2.8 - Algoritmo da Divisao
Utilizando K = Q, dividiremos f = zy322 + zyz?por fi=ay—1le fo=yz* - 1:

Use S::=Q[x,y,z],Lex;
DivAlg (x*y~3%z"2+x*xy*z"2, [x*y-1,y*z"2-1]) ;
Record[Quotients = [y~2z°2 + z"2, y], Remainder = y + z"2]

Obtendo o resultado esperado. Agora mudamos a ordem da divisao, ou seja, dividiremos
f=xP2+ayz’por o=y’ —1le fi=zy—1:

Use S::=Q[x,y,z],Lex;

DivAlg(x*y~3*z"2+x*y*z~2, [y*z~2-1,x*y-1]) ;
Record[Quotients = [xy"2 + x, y], Remainder = x + y]

Novamente com o resultado esperado.
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A.2.2 Exemplo 2.26

No Exemplo 2.26 ilustramos o algoritmo de Buchberger calculando uma base de Grébner para
I = (f1, f2) = (2 — 22y, 2%y — 2y* + z). Em alguns casos, o processo para de verificacio pode
tornar-se invidvel devido o niimero de calculos que serao exigidos. No exemplo em questao,
nao tinhamos verificado que o resto da divisao de S(f;, f;), parai =1,2,3,4ej=i+1,...,5
por G' = {fi =2 — 22y, fo = 2%y — 2 + x, f» = —a?, fy = —2xy, fs = =2 + 2} é zero.
Seguem os comandos e o resultado obtido, garantindo que todos os restos sao nulos.

Use S::=Q[x,y];
F:=[x"3-2%x*y,x " 2%y-2%y~2+x,-x"2,-2%x*y, -2y "2+x] ;
I:=Ideal (x"3-2%x*y,x 2*y-2%y~2+Xx,-X"2, -2*x*y, -2y "2+X) ;
PrintLn(’ ’);
For K := 1 To 4 Do
For J := K+1 To 5 Do
A:=(LCM(LT(F[K]),LT(F[J1))/LM(F[K]))*F[K] -
(LCM(LT(F[K1) ,LT(F[J]))/LM(F[J]))*F[J];
Printlal(’S(F[’.K,* ), E[?,3,71)) = 2, A);
B:=NF(A,I);
PrintLn(’FN(S(F[’,X,’],F(’,J,’])) = ?,B);
PrintLn(’ ’);
EndFor;
EndFor;
Print(’Onde FN indica a forma normal com respeito ao ideal I.’);

S(F[1],F[2])) = -x~2
FN(S(F[1],F([2])) = 0

S(F[1],F[3])) = -2xy
FN(S(F[1],F[3])) = 0

S(F[1],F[4])) = -2xy~2
FN(S(F[1],F[4])) =0

S(F[1],F[5])) = 1/2x~4 - 2xy~3
FN(S(F[1],F[5])) = 0

S(F[2],F[3])) = -2y"2 + x
FN(S(F[2],F[3])) = 0

S(F[2],F[4])) = -2y"2 + x
FN(S(F[2],F[4])) = O

S(F[2],F[5])) = 1/2x"3 - 2y"3 + xy
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FN(S(F[2],F[5])) = O

S(F[3],F[4])) = 0
FN(S(F[3],F[4])) =0

S(F(3],F[(5])) = 1/2x"3
FN(S(F[3],F[5])) = 0

S(F[4],F[5])) = 1/2x"2
FN(S(F[4],F([5])) =0

A.2.3 Exemplos 2.35 e 2.51

K|z,y, 2]

¢ dad
(zy, zz,yz) e

Vimos nos Exemplos 2.35 e 2.51 que a fungao de Hilbert de R =

. 1, i=0
H(R‘3)={ i1,

Seguem os comandos e o resultado obtido utilizando o WinCoCoA, com K = Q:

Use S::=Q[x,y,z];
I:=Ideal (x*y,x*z,y*z);
R:=S/1;

Hilbert(R);

H(0) 1
3 for t >=1

AVA
AVAVEY

2 3 4 5 6 7 unespwl 12: s A4 15 16 JL1Jd 418



Referéncias Bibliograficas

Atiah, M. F. & MacDonald, J. G., Introduction to Commutative Algebra, Adson-Weasley,
Reading, 1969.

Eisenbud, D., Commutative Algebra with a View Toward Algebraic Geometry, Graduate
Texts in Mathematics 150, Springer-Verlang, New York, 1994.

Kunz, E., Introduction to Commutative Algebra and Algebraic Geometry , Birkhduser
Boston, 1985.

Cox, D. & Little, J. & O’Shea, D. Ideals, Varieties and Algorithms, Undergraduate Texts
in Mathematics, Springer-Verlag, 1991.

Bruns, W. & Herzog, J., Cohen-Macaulay rings, Cambridge University Press 39, 1993.

Cox, D. & Little, J. & O’Shea, D. Using Algebraic Geometry, Graduate Texts in Mathe-
matics, Springer, 1998.

Simis, A., Combinatéria Algébrica, Impa, Rio de Janeiro, 1991.

Becker, T., Weispfenning, V., Kredel, H., Grébner Bases - A Computational Approach to
Commutative Algebra, Graduate Texts in Mathematics, Springer-Verlag, New York, 1993.

AVA
AVAVAY

cm 1 2 3 4 5 6 7 unespwl 12: s A4 15 16 JL1Jd 418



Referéncias Bibliograficas

(1]

2]

3]

Atiah, M. F. & MacDonald, J. G., Introduction to Commutative Algebra, Adson-Weasley,
Reading, 1969.

Eisenbud, D., Commutative Algebra with a View Toward Algebraic Geometry, Graduate
Texts in Mathematics 150, Springer-Verlang, New York, 1994.

Kunz, E., Introduction to Commutative Algebra and Algebraic Geometry , Birkhauser
Boston, 1985.

Cox, D. & Little, J. & O’Shea, D. Ideals, Varieties and Algorithms, Undergraduate Texts
in Mathematics, Springer-Verlag, 1991.

5] Bruns, W. & Herzog, J., Cohen-Macaulay rings, Cambridge University Press 39, 1993.

Cox, D. & Little, J. & O’Shea, D. Using Algebraic Geometry, Graduate Texts in Mathe-
matics, Springer, 1998.

Simis, A., Combinatdria Algébrica, Impa, Rio de Janeiro, 1991.

Becker, T., Weispfenning, V., Kredel, H., Grébner Bases - A Computational Approach to
Commutative Algebra, Graduate Texts in Mathematics, Springer-Verlag, New York, 1993.

AVA
AVAVEY

3 4 5 6 7 unespwl 12: s A4 15 16 JL1Jd 418



Lemos, Robinson Alves.

Alguns aspectos computacionais em algebra comutativa : bases de Grobner
e fungio de Hilbert / Robinson Alves Lemos - So José do Rio Preto : [s.n.],
2005

71f ;1il;30cm.

Orientador: Aparecida Francisco da Silva
Dissertagdo (mestrado) - Universidade Estadual Paulista. Instituto de
Biociéncias, Letras e Ciéncias Exatas

1. Algebra comutativa. 2. Hilbert, Fungdes de. 3. Grobner, Bases de. 4.
Macaulay, Teorema de. 1. Silva, Aparecida Francisco da. II. Universidade
Estadual Paulista. Instituto de Biociéncias, Letras ¢ Ciéncias Exatas. 111
Titulo.

CDU - 512.71

)

AVA
AVAVEY

6 7 unespwl 12: s A4 15 16 JL1Jd 418







