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Resumo

Neste trabalho apresentamos aspectos computacionais de K­álgebras que envolvem ideais
monomiais: bases de Gróbner e funções de Hilbert; além do teorema de Macaulay que esta­
belece condições para que uma função de N em N seja a função de Hilbert de uma K­álgebra
homogênea.

Palavras­chave: Álgebra Comutativa, Funções de Hilbert, Bases de Gróbner, Teorema de
Macaulay.
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Abstract

In this work we show K­algebras computational aspects that evolve monomial ideals:
Gróbner basis and Hilbert functions; furthermore, we present the Macaulay theorem which
establishes conditions to verity if a function from N to N is the Hilbert function of a homoge­
neous K­algebra.

Keywords: Commutative Algebra, Hilbert Functions, Gróbner basis, Macaulay Theorem.
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Introdução

O objetivo deste trabalho é o estudo da função de Hilbert no caso de uma K­álgebra graduada.
Grande parte dos trabalhos publicados na segunda metade do século XIX foram dedicados

ao problema de encontrar um sistema finito de geradores para ideais e álgebras. Em seus
trabalhos publicados entre 1888 e 1893, Hilbert resolveu esse problema para o caso de ideais
em anéis de polinômios, apresentando entre outros resultados o que conhecemos por “Teorema
da Base” e “Teorema dos Zeros”.

No Capítulo 1, apresentamos as funções de Hilbert de K­álgebras graduadas e sua impor­
tante aplicação na teoria da dimensão de anéis Noetherianos.

Segundo D. Eisenbud [2] “... as ordens totais sobre conjuntos de monômios foram intro­
duzidas em 1927 por Macaulay que as usou para caracterizar as possíveis funções de Hilbert
de ideais graduados, por comparação com os ideais monomiais.

Nos anos 30 do último século, Gróbner publicou aplicações das idéias de Macaulay que
obtivessem uma base para um anel fatorial zero dimensional e, em 1964, propôs a seu estudante
Bruno Buchberger, como problema de tese de doutorado que computasse tais bases. Como
Gróbner havia previsto, a tese e os trabalhos posteriores de Buchberger, publicados em 1970 e
1975, contém os critérios e algoritmo de Buchberger que resolveram o problema.”

No Capítulo 2, apresentamos um pouco desta teoria: ordens monomiais, algoritmos da
divisão, bases de Gróbner e critério de Buchberger. Também compõem o Capitulo 2 a prova
do teorema da base de Hilbert, no espírito do trabalho de Gordan e processos para calcular a
função de Hilbert para K[r1,...,tn)/I com T ideal monomial.

Compõem o Capítulo 3 a versão algébrica do teorema de Green, bom como o teorema de
Macaulay que estabelece condições para que uma função de N em N seja função de Hilbert de
uma K­álgebra graduada.

No Apêndice, apresentamos alguns comandos utilizados no CoCoA. Entre eles, os comandos
para o cálculo efetivo das bases de Gróbner e funções de Hilbert.
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Capítulo 1

Funçoes de Hilbert

Nesta seção, introduziremos algumas definições e resultados básicos para o que segue e que
podem ser visto com mais detalhes em [1].

1.1. Anéis e Módulos Graduados

Definição 1.1 Um anel graduado é um anel A munido de uma família (An )nez de subgrupos
do grupo aditivo A, tais que À = & An € AmAn C Aman pora todos m,n € Z.

neEZ

Observação 1.2 Segue desta definição que Aq é um subanel de A e cada A, é um Ag­módulo
(AçÃo E Ao e AçAr E An para todo n).

Salvo menção em contrário, no que segue, trabalharemos apenas com anéis que possuem
uma graduação positiva, isto é, aqueles para os quais An = (0) para n < O.

Exemplo 1.3 O modelo básico de anel graduado é o anel de polinômios A = Klx1,...,Tnk,
onde K é um corpo e 11,...,Trn são indeterminadas sobre A, onde Ar é o conjunto dos
polinômios homogêneos de grau n.

Definição 1.4 Seja A um anel graduado. Um A­módulo graduado é um A­módulo M munido
co

de uma família (Mn )n>o de subgrupos aditivos de M tais que M = PM, e AnMan E Mm+n
n=0

para todos m,n > O.

Observações 1.5

(1) Com a notação da Definição1.4, cada M, é chamado componente homogênea de grau n
de M e é um Ag­módulo. Um elemento x E M é homogêneo de graun sex E M,.

(ii) Cada elemento y € M pode ser escrito unicamente como uma soma finita Sm onde
n

yn E Mn, para todo n E N ey, = O, para quase todo n. As componentes não nulas yn
são chamadas de componentes homogêneas de y.
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1.22. FUNÇÃO DE HILBERT 11

(iii) Se M e N são A­módulos graduados, um homomorfismo de A­módulos graduados é um
homomorfismo de A­módulos f : M — N tal que f(Mn) E Nn, para todo n > O.

(iv) Seja A é um anel graduado e A, = GBA, Então A, é um ideal de A.
n>0

Proposição 1.6 Para um anel graduado A, são equivalentes:
(1) A é anel Noetheriano;

(ii) Ao é Noetheriano e A é uma Açv­álgebra finitamente gerada.

Demonstração: (1) > (ii) Seja A, = &;DA,. Como AÀ é Noetheriano e A, é ideal de A,
n>0

A
A, é finitamente gerado. Sendo A" > AT Ap é Noetheriano. Sejam x1,...,T; OS geradores de

+

Ay, que podemos tomar, sem perda de generalidade, homogêneos de graus k1,..., ks respectiva­
mente. No que segue mostraremos que À = Ap[t1,...,Ts]. Por construção Aolt1,...,T1.] C A.
Agora, procedendo por indução sobre n, veremos que Ar C Aolt1,...,Ts] para todo n.

Para n = O o resultado é obviamente verdadeiro. Supondo Ax C Aolt1,...,Ts| para k> 1
temos:

:

yEADYEA,DY=) ax,
i=1

onde a; E Ân­x,­
Usando a hipótese de indução, segue que para todo é = 1,...,8, a; E Aolf1,...,Ts] €,

assim, sendo Agft1,...,T.] anel, y E Aolt1,..., Ts]. Portanto Ar C Aolti,...,Ts) para todo
n E N, o que completa a demonstração.

(11) => (1) Teorema da Base de Hilbert 2.16.

1.2 Função de Hilbert
oo

No que segue À = & An denotará um anel Noetheriano graduado e A, sua k­ésima compo­
n=0

nente homogênea. Como acabamos de ver A, é Noetheriano e A é gerado (como Ap, álgebra)
por, digamos, T£1,...,T., que podemos tomar homogêneos de graus k1,...,ks (k; > O). Seja
M um A­módulo graduado finitamente gerado. Então M é gerado por um número finito de
elementos homogêneos digamos ma, ...,m, Seja r; = graum; (1 <j <!t).

Todo elemento y de M,, a componente homogênea de M de grau n, é, deste modo, da
forma y = > Ffi(x)m;, onde fji(x) E A = Aolr1,..., rs] é homogêneo de grau n — r; (zero se

j

n <rj). Segue que M, é finitamente gerado como um Ao­módulo, sendo seus geradores todos
os f;i(x)m;, onde x denota (T1,...,Tn).
Definição 1.7 Seja C uma classe de A­módulos e seja A uma função sobre C com valores em
Z. A função À é aditiva se, para cada sequência exata curta O — M' — M — M" — O de
elementos de C temos

AIM) = A(M) + A(M”) = O.
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1.22. FUNÇÃO DE HILBERT 12

Exemplo 1.8 Tomando À como um corpo K e C como a classe de todos os K­espaços ve­
toriais de dimensão finita , então À : C — N dada por AV) = dimk(V) para todo V E C, é
uma função aditiva sobre C.

Exemplo 1.9 Sejam S = K[x1,...,tm) o anel dos polinômios com K corpo. Sabemos que S =

Do Sn, onde S, é o K­ESPOSO vetorial gerado pelos monômios x7º ­«­x&m onde VU ,a;=n.Então a K­dimensão de S,

dim S, = CEO):m—1l

De fato, para sabermos a dimensão de S,, basta calcular o número de monômios 17º ­ ­­
tais que VT, a;=r, isto é, a cardinalidade do conjunto

Irm = ((au...1ao) eNTIDTa=r).
i=1

Faremos a prova por indução sobre m. Sem =1 er qualquer temos I1r] = (ae N | a =r],
logo

—,.

(T+(1­1)

Supondo o resultado válido para m — 1 (m > 1) temos que para para todo r vale

r+m—2lime = ( )m—2

onde Irm­1=f(01,...,0m1) ENPO | DDúra17 au=r). Agora,

Irm ­fa.. amEN” | Dai­= do
Dado 0 < j <r, consideremos

m—1l

i=1

É claro que ri == U,1; e, portanto, Hlrm = DCjeo tl. Mas, (01,...,0m) E 1j se, e
somente se, Dir1 MAM =T­jean=j, ou seja, se, e somente se, (Q1,...,m­1) E Ir­jm­1 €
Am=, assim,

r­j+m—>2m—?2 )HI; = HIir­jim­1 = (

esJr (Cia) (OO):
Logo,

ar1 2 3 4 5 6 7 unesp ”“. 13 14 15 16 17 18



1.22 FUNÇÃO DE HILBERT 13

Observação 1.10 Na definição mais geral de uma função aditiva, À pode assumir valores em
um grupo abeliano qualquer. Porém, nesse trabalho, A sempre assumirá valores em Z, sendo
que as funções aditivas mais importantes que usaremos são dimensão e comprimento.

Uma das principais definições com a qual trabalharemos no que segue é:

Definição 1.11 Sejam À uma função aditiva sobre a classe de todos os Ag­módulos finita­
mente gerados, À um anel graduado e M = ED M, um A­módulo graduado finitamente gerado.
A função de Hilbert de M (com respeito a X) é a seguinte função:

H(M,—­):N o Z
n my» H(M,n)=XM*(M,)

A série de Hilbert­Poincaré de M (com respeito a X) é a série de potências

P(M,t) = > Hx(M,n)tº = > MM)? E Z[8)).
n=0 n=0

Teorema 1.12 (Hilbert­Serre) Nas hipóteses da definição anterior temos que existe uma

ft)
8 ,

Tla­t
i=1

função f(t) E Z(t] tal que

onde A = Ao[x1,...,Ts]] ET; E Ap.

Demonstração: À demonstração será feita por indução sobre s, o número de geradores
de A sobre A,.

No caso s = 0, temos À = Av e Ar = O, para todo n > 0. M é um A­módulo finitamente
gerado. Então M é Ao­módulo finitamente gerado, isto é, M = Agm, + «++ + Ag, com
m; E Mr,. Logo, para n > maxír; |i = 1,...,t) segue que M, = O e desta forma P(M,t) é
um polinômio, como queríamos.

Suponha s > O e que o resultado vale para s — 1, considerando o Ao homomorfismo de
módulos

Pa:Má > Muse,
m > rm

Temos então para todo n a seqilência exata:
P0 KM, > Mn, > Ena, PO,

onde K, = Ker ps, Ln+xe, = Mute, /Ps(Mr).
Desta forma L, = M, sen <k, e Ln = Lionk)+k = Mn/Ps(Mn­x,)­
Tomando K = & K,eL= & Lhn e considerando

UV;:M — M
mP> rm

AA
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1.22. FUNÇÃO DE HILBERT

temos:

mEM=m=y +­:<­+yn, com y; E M,,.

rm= 0 > x.) +­­­ +ryn=0.

Portanto r,y; € Ma4r,N > M,,; = (0).
rjÊés+r;

Logo y; E K,,, de onde segue que m E K. Assim Ker(y,) = K
Além disso, L = M/xz;M uma vez que sem E M, m =y, ++ uy +W, + +uW,

com ig < k; e j > k ese: M — L tem­se d(m) = y, + +Yy +W, ++ UG,
onde WwW;, = wi, + t.aM;j 4x, & é obviamente sobrejetora e Ker q = r,M, de onde segue que
0>K>­>M>­>M>­L—>­0éexata.

Agora, como À é Noetheriano e M finitamente gerado, então M é Noetheriano. Logo K
e L também são A­módulos finitamente gerados. Além disso r,K = (0) e r.L = (0) e, deste
modo, são Ag[t1, ...,ts­1)­módulos finitamente gerados. Aplicando à em (1.1) obtemos

MKn) = A(Ma) + AM na.) — A(Ln4x,) = O, (1.2)

multiplicando por t”**tº e somando sobre todos os n obtemos

>» MKA)IHE — Y» MM, )EtEs + > M(Mnax, JET — Y M(Lnan, JE =,
n n n "

tº SO(K)P — EANMM) + 2 MM)"2ML
n

Ou seja,
(1— 1º) P(M,t) = P(L,t) — tP P(K,t) + 9(), (1.3)

onde g(t) = DDiara MM) +Dir A(Lt. Como por hipótese de indução o resultado é válido
para L e K, segue o resultado. O

Definição 1.13 Nas condições do teorema anterior definimos d.(M) como sendo a ordem do
polo t = 1 da função P(M,t).

Lema 1.14 Dado d E N temos que (1 —t)º E Z[[t]] é inversível e (1 —t)º=X2, (FI).
Demonstração: Mostraremos o resultado por indução sobre d.
Sabemos que Z[[t]] = (DX axt* | ax E Z) e a multiplicação em Z[[t]] é definida por

(*a) (> so) = > exté,
i=0 j=0 k=0

onde c; = DDio tibroi­
Se d=1 então (HEM) = (5) =1le

a­o(
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1.2. FUNÇÃO DE HILBERT

logo (1 — £) é inversível e (1 —t)! = XX, tt
Supondo o resultado válido para d > 1 temos:

A­9t=D(

k=0 i=0

Logo,

amv
S/(d­DHEHN, S/(d+I)+kEAOa­gem=D (CDS) Je ane )O

k=0

Corolário 1.15 Se cada k; = 1, então para todo n suficientemente grande, AM,) é um
polinômio em nº (com coeficientes racionais) de grau d — 1, onde d = d.)(M). Além disso, se
d=0 então XM,) é zero para nº suficientemente grande.

(Adotamos aqui a convenção de que o grau do polinômio nulo é —l e também que o coefi­
ciente binomial (”,)= O, para todo n> 0 e (7)=1 sen=­1.)

Demonstração: Temos que A(M,) é o coeficiente de 1" em f(t)(1— t)“. Cancelando as
potências de (1 — t) que aparecem em f, podemos supor, s = de f(1) £0. Seja

N

ft) =X" att.
k=0

Como foi visto no lema anterior, (1 — t)º é inversível em Z[[t]] e (1—t)­º= 372, (ET).Donde a0me (oe) > (+: ') e) |
k=0

Assim, para n > N temos que A(M,)= DDRAT A (no km, onde a última soma é um
polinônimo de grau d — 1 com coeficiente líder (> ax)/(d— 1)! £ O, pois /(1) £0.

Observações 1.16

(1) O polinômio no Corolário 1.15 é usualmente chamado de polinômio de Hilbert de M
(com respeito a X).

(4) Para um polinômio f(x) ser tal que f(n) E Z para todo n E Z, não é necessário que f
possua apenas coeficientes inteiros, como podemos ver no exemplo: 3(x + 1)x.

Proposição 1.17 Ser e A, não for um divisor de zero em M, então

d(M/2M) = d(M) — 1.

ar1 2 3 4 5 6 7 unesp 1 12 13 14 15 16 17 18



1.3. TEORIA DA DIMENSÃO DE ANÉIS NOETHERIANOS 16

Demonstração: Retornando à seqiiência (1.1) da demonstração do Teorema de Hilbert­
Serre 1.12, trocando x; por um elemento qualquer x E A, que não é um divisor de zero em M,
então K = O e a equação (1.2) nos dá que d(L) = d(M) — 1, onde, neste caso, L = M/zM. O

Usaremos o Teorema de Hilbert­Serre no caso em que A, é um anel Artiniano (em particular
um corpo) e A(M) é o comprimento !|(M) de um Ao­módulo finitamente gerado M. Note que
o comprimento de M é finito, isto é, I(M) E N e | é uma função aditiva sobre o conjunto dos
Ao­módulos finitamente gerados.

Exemplo 1.18 Sejam A = Aolt1,...,T1s] onde Ao é um anel Artiniano, r; indeterminadas
independentes sobre Aq e à a função comprimento |. Então Ar é um Ao­módulo livre gerado
pelos monômios 17” ­­­x7%, onde Im; =n. Existem ("7") destes elementos e, assim,
P(A,t) = (1 =t)“*.

1.3 Teoria da Dimensão de Anéis Noetherianos

Definição 1.19 Seja À um anel e à um ideal de A. Definimos o anel graduado associado a
A como sendo o anel graduado

n

n=0

com a multiplicação definida como segue: para cada xr, € a”, seja XT, sua imagem em a”/a"+!;
definimos TmTr como a imagem Tmtn, ou seja, a imagem de mx, em a"r/am+r+l Esto
operação está bem definida uma vez que independe da escolha dos representantes pois, dados
Imtm E A" exn,X, E aº com Tm = TT, e Tn =, temos então ue rtn— x, Ea" e
xn =x! E a", Agora,

t ÁImtn — CmLn = Im£tn — Tm Tn + Ih,Xn + DX, = (tm =) mn + 0, (tn =X) e aPPH,m m mn m m nNa aaa NOCs aa
Ecam+l Ea” ea” Ear+l

Para elementos quaisquer definimos o produto de modo a valer a propriedade distributiva.

Definição 1.20 Seja M um A­módulo graduado e a C A um ideal.

(1) Uma cadeia descendente M = MO My 2 ­:­ DD M, 3 +++ onde os M,'s são submódulos
de M é chamada de filtração de M e denotada por (Mx).

(1) (Mi) é uma a­filtração se aM, C Mn41, para todo n e,

(1) (Mi) é uma a­filtração estável se aAM, = Mn4+1 para todo nº suficientemente grande.

Exemplo 1.21 Um eremplo de a­filtração estável é (a”"M), também chamada de filtração
a­ádica.

Proposição 1.22 (Lema de Artin­Rees) Seja A um anel Noetheriano, a um ideal de A, M
um A­módulo finitamente gerado, (Mr) uma a­filtração estável de M. Se M' é um submódulo
de M, então (M'N M,) é uma a­filtração estável de M".
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1.3. TEORIA DA DIMENSÃO DE ANÉIS NOETHERIANOS

Demonstração: Veja [1].

Tomando M, = a”M na proposição anterior obtemos o seguinte:

Corolário 1.23 Eriste um inteiro k tal que

(A”M)NM'=a"F((aM)NM'),

para todo nº > k.

Definição 1.24 Se M é um A­módulo e (Mr) uma a­filtração de M, definimos o G(A)­
módulo graduado associado como:

­ M,
GM) =P

n=0

Neste caso G,(M) denotará M,/Mh4+1.

Exemplo 1.25 Se A = K[11,...,1n) é o anel dos polinômios em x1,...,xn sobre um corpo
K ea=(r1,...,Tn), então G(A) = A (como anéis graduados).

Teorema 1.26 Sejam À um anel Noetheriano local, m seu ideal maximal, q um ideal m­
primário, M um A­módulo finitamente gerado e (Mr) uma q­filtração estável de M. Então:

M

(i) TA tem comprimento finito, para todo n E N.
n

(4i) Para nº suficientemente grande, esse comprimento é um polinômio g(n) de grau menor
ou igual a 8 onde s é o número mínimo de geradores de q.

(it) O grau de g(n) depende somente de M e q e não da filtração escolhida.

Demonstração: Sejam G(A) = DX, E e G(M) = PD”, ao Temos que Go(A) =
A/q é anel Artiniano, pois é Noetheriano de dimensão zero.

Além disso, G(A) é Noetheriano e G(M) é um G(A)­módulo finitamente gerado.
Cada G,(M) = M,/Mnh,, é um A­módulo finitamente gerado, anulado por q e, assim, é

um A/q­módulo finitamente gerado. Sendo A/q Artiniano, G,(M) é de comprimento finito,
para todo n.

(1) Para mostrar que M/M, é de comprimento finito para todo n, procedemos por indução
sobre n.

Para n = O nada há para fazer, pois M/Mo = M/M = O.
Supondo que M/M,­1 é Artiniano, mostraremos que M/M, também o é. Consideremos a

sequência exata
Min M M

= —=—=R—­

M, MM, Mira

Como Mn­1/M, = Gn—1(M) é Artiniano e, por hipótese de indução, M/M,­: também é
Artiniano, temos que M/M, é Artiniano.

0 = O. (1.4)
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1.3. TEORIA DA DIMENSÃO DE ANÉIS NOETHERIANOS

Assim, M/M, também é de comprimento finito.

M MrAfirmação: |, =| E )­ >! ( M. ) para todo n.
Novamente usaremos indução sobre n. Para n = 0, lp = I(M/Mo) = 1(0) = 0. Supondo o

resultado válido para n > 1, sendo ! uma função aditiva, a sequência (1.4) nos garante que

Mn­1 H.I. M,­1 Mn­1 > M,­1Lehi+1(%=) (%2) +( TA Je Ta ):
(il) Se x11,...,r, é um conjunto minimal de geradores de q, as imagens 7; = x; + q/qº?

geram G(A) como A/q­álgebra e cada T; tem grau 1 (G(A) = (A/qa)[T1,...,Ts])). Sabemos
que para n suficientemente grande I(M,/Mn41) = f(n) é um polinômio em n de grau menor
ou igual a s — 1.

Agora, ln41 = = I(M1/Mn41) = f(n) e, assim, l, é um polinômio g(n) de grau no máximo
s para n suficientemente grande.

(iii) Sejam (M,) outra q­filtração estável de M e ó(n) = I(M/M,). Então existe no E N
tal que

. .

Mn+no C M, e Mn4no C Mn, Vn>O.
Utilizando­se a seguinte sequência exata:

0 — Kerç>
M,n+no

onde p(m + Mn+nQ) = mM+ Ma, temos UM /Mau4no) > UM/M,) e, portanto, g(n+ no) > J(n).
Analogamente, g(n + no) > g(n). Assim,

gn) uu tm)
(mn) neo d(m)

(n+no)
5(n)

­

nos garantem que

lim22 <1.n0o G(n)
Por outro lado,

1

g9(n+ no) ,

1
g(n + no) > Gj(n), ou seja, — >1 = FO)

deste modo,
g(n) > g(7) e lim gm) =|].
dm) “g(nt+no) nºcog(ín+mo)

Conseqilentemente,
lim END

neco Gn)
Logo lim gm) = 1, de onde segue que o grau gq é igual ao grau de gq e, g e q possuem o

n—co G(n)
mesmo coeficiente líder.

ar1 2 3 4 5 6 7 unesp 1 12 13 14 15 16 17 18



1.3. TEORIA DA DIMENSÃO DE ANÉIS NOETHERIANOS

Observações 1.27

(1) Denotaremos por xa (n), o polinômio g(n) correspondendo à filtração (QM), ou seja:
x(n) =l(M/Q"M) (para todomn suficientemente grande)

(ii) Se M = A, denotaremos por xa(n) o polinômio xa(n) e o chamaremos de polinômio
característico do ideal m­primário q.

Nas condições anteriores temos:

Corolário 1.28 Para todo nº suficientemente grande, o comprimento I(A/Q") é um polinômio
Xa(n) de grau menor ou igual a s, onde s é o número mínimo de geradores de q.

Proposição 1.29 Seja A um anel local, m seu ideal maximal e q um ideal m­primário. Então
grau Ya(n) = grau xm(n).

Demonstração: Como A é Noetheriano, todo ideal contém uma potência de seu radical.
Logo, existe r tal que Mm" Cq C m e, assim, Mm" C q” Cc m” para todo n. Portanto,

( À ) >1(2) >1(&) isto é,
xm(n) < xa(n) < xm(rn),

para n suficientemente grande. Assim, sendo d o grau de xm(n), temos

xXm(n) Xm(n) —neoo xm(n)
Portanto, 1 < lim xa(n)

n00o Xm(7)
< rº, de onde segue que grau (xa(n)) = grau (Xm(n)).

Observação 1.30 O teorema nos informa que os polinômios xq(n) possuem o mesmo grau,
independentemente da escolha do ideal m­primário q, ou seja, xq(n) é um invariante do anel
(A, m) sobre os ideais m­primários.

O grau comum de xa(n) será denotado por d(A). Em vista do Corolário 1.15, isto significa
que estamos colocando d(A) = d(Gm(A)) onde d(Gm(A4)) é o inteiro definido anteriormente
como o polo em t = 1 da função de Hilbert de Gr(A).

Para À um anel Noetheiano local, com m seu ideal maximal indicamos por K = A/m o
corpo de resíduos do anel A. Nestas condições m/mº é um K­espaço vetorial de modo natural
e indicamos por dimx m/mº a dimensão de m/mº? como K­espaço vetorial.

Seja À um anel Noetheriano local, m seu ideal maximal. Seja ó(A) o número mínimo de
geradores de um ideal m­primário de A. Provaremos que ó(A) = d(A) = dim A, onde dimA
indica a dimensão de Krull de A, ou seja, dim A = sup(k E Z | existe po Cp; C+­­ C Pr, DP; €
Spec(A), onde a inclusão é estrita). Conseguiremos isto mostrando ó(A) > d(A) > dimA >

O Corolário 1.28 e a Proposição 1.29 juntos nos dão:
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1.3. TEORIA DA DIMENSÃO DE ANÉIS NOETHERIANOS

Proposição 1.31 ó(A) > d(A).

Agora provaremos o análogo da Proposição 1.17 para anéis locais.

Proposição 1.32 Sejam (A, m) anel local e q um ideal m­primário. Sejam M um A­módulo
finitamente gerado, x E A um não­divisor de zero de M e M'= M/ztM. Então graux <
grauxY — 1.

Demonstração: Supondo N = xM temos N = M como A­módulo, tendo em vista que r
não é um divisor de zero de M. Para cada n E N, seja N, = NNqQ"M. Então temos seqiiências
exatas

N M M'
0 9 — — — "

No TM TM
Assim, se g(n) = I(N/N,), temos, para n suficientemente grande

9(n) — x (n) +xXY'(n)=O0.
Pela Proposição 1.22, (Nr) é uma q­filtração estável de N. Como N = M o Teorema 1.26

(iii) nos garante que g(n) e xY (n) possuem o mesmo termo líder e o resultado segue.
Corolário 1.33 Se À é um anel Noetheriano local, x um não divisor de zero de A, então
d(A/(2)) < d(A) — 1.

Com as hipóteses e notações dos parágrafos anteriores temos:

Proposição 1.34 d(A) > dim A.

Demonstração: Faremos a demonstração por indução sobre d = d(A).
Se d = 0, então I(A/m”) é constante para todo n suficientemente grande, logo m" = m

para algum n e, pelo Lema de Nakayama, m” = 0. Deste modo A é Artiniano e dim A = O.
Supondo d > O e que o resultado valha para todo número menor do que d. Tomamos

Po C p1 C +++ C pr uma cadeia de ideais primos em À. Seja r E p1, 7 € po. Tomando
A' = A/po e sendo 2 a imagem de x em A, então 2' £ 0 em A/, A' é um domínio de
integridade e, pelo Corolário 1.33, temos

d(A'/(2)) < d(AN) — 1.

n+l

Além disso, se m' é o ideal maximal de A', A'/m”" é a imagem homomórfica de A/m”.
Deste modo, I(A/m") > 1I(A'//m"”") e, portanto, d(A) > d(A'). Consegilentemente d(A'/(x)) <
d(A)—1=d­—1. Pela hipótese de indução, o comprimento de qualquer cadeia de ideais primos
em A'/(x1') é menor ou igual a d — 1. Como as imagens de de p,1,...,p,r, em A4//(x), formam
uma cadeia de comprimento r — 1, temos r — 1 <d— 1 e, assim, r <d. Concluímos com isto

que dimÀ< d = d(A). OD

Corolário 1.35 Se A é um anel Noetheriano local, dimA é finita.
Proposição 1.36 Seja A um anel Noetheriano local de dimensão d. Então existe um ideal
m­primário em A gerado por elementos x1,...,Ta e, assim, dim A > ó(A).
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Demonstração: Construiremos os elementos r1,...,rag indutivamente de tal modo que
todo ideal primo contendo (r1,...,T;) possua altura maior ou igual a 1.

Tomemos rx de forma que 71 & U p, onde
peP

P=fÍpCA|péum ideal primo minimal de A).

Notemos que se não existir tal elemento, A é um anel Artiniano local e y/(0) = m. Logo
ó6(A)=OedimA4=O0.

Assim, 71 € p para todo p ideal primo minimal de A e, portanto, se q E Spec(A) e 71 E q
então altura de q é maior ou igual a 1, pois q contém algum primo minimal de A.

Tomando i, d > i > 1, e supondo que já tenhamos construído (£1,...,T;­1) desta forma,
sejam p; (1<j<s) os ideais primos minimais (se existirem) de (11,...,Ti­1) que possuem
altura exatamente 1 — 1. Como 1 — 1 < d = dimÀ = altura m, temos m É p; (1 <j<s)
e, deste modo, m É Ui pj. Tomando x; E m, 1; é Up; e q qualquer ideal primo contendo
(T1,...,T;i), então q contém algum ideal primo minimal p de (t1,...,£i­1). Se p = p; para
algum , temos r; g per; E q. Logo q OD p e, portanto, altura de q é maior ou igual a 4. Se
p É p; então altura de p maior que 1 — ] e, assim, altura de q é maior ou igual a 1. Logo todo
ideal primo contendo (r1,...,T;) possui altura maior ou igual a t.

Consideremos então (71,...,Ta). Se pé um ideal primo que contenha (r1,...,Ta), p possui
altura maior ou igual a de, assim, p = m (se p € m temos altura p < altura m = d). Portanto
o ideal (r1,...,Ta) é M­primário. O

Teorema 1.37 (Teorema da Dimensão) Para qualquer anel Noetheriano local A, os três
inteiros seguintes são iguais:

(1) O comprimento máximo de cadeias de ideais primos em A, isto é, a dimensão de Krull
do anel A.

(ii) O grau do polinômio característico xm(n) = I(A/M”), isto é, d(A);

(iii) O número mínimo de geradores de um ideal m­primário de A, isto é, (A).

Demonstração: À demonstração segue das Proposições 1.31, 1.34 e 1.36. O

Como conseqiiência imediata, obtemos:

Corolário 1.38 dimA < dimi.(m/m?º).
Corolário 1.39 Sejam A um anel Noetheriano e x1,...,x1r, E A. Então todo ideal primo
minimal p de (x1,...,x7r) possui altura menor ou igual a r.

Demonstração: Em Ap o ideal (r1,...,xr) torna­se pº­primário (onde pº indica a ex­
tensão do ideal p) e, deste modo, r > dim Ap = altura p. O

Corolário 1.40 (Teorema do Ideal Principal de Krull) Seja A um anel Noetheriano e
seja x um elemento de A que não é um divisor de zero e nem uma unidade. Então, todo ideal
primo minimal p de (x) possui altura L[.
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Demonstração: Pelo Corolário 1.39, temos a altura do ideal p menor ou igual a 1. Se
altura p = O, então p é um ideal primo contido em (0) e, assim, todo elemento de p é divisor
de zero, que é uma contradição, pois r E p. Logo a altura do ideal p é 1.0

Corolário 1.41 Sejam A um anel Noetheriano local, r um elemento de m não divisor de
zero. Então dim A/(r) = dim A— 1.

Definição 1.42 Seja (A,ym) anel Noetheriano local. Se x1,...,xa geram um ideal m­primário
ed=dim A, dizemos que x1,...,T1a é um sistema de parâmetros.

Exemplo 1.43 Se A = Kl[t1,...,Tn]]) é o anel das séries de potências formais sobre um
corpo K, então x1,...,X7 formam um sistema de parâmetros para A, pois eles geram o ideal
marximal.

Um sistema de parâmetros possui certa propriedade de independência, que descreveremos
a seguir:

Proposição 1.44 Sejam x1,...,Ta um sistema de parâmetros para À e q = (r1,...,T7d) O
ideal m­primário gerado por eles. Seja f E A[t1,..., ta)um polinômio homogêneo de graus e
suponha que f(x1,...,Ta) E Qº*. Então, todos os coeficientes de f estão em m.

Demonstração: Consideremos a aplicação:

a: (4) [tt] — Ga(A)= (2) [E1,...,Ta]
ti nm Ti

Com as hipóteses sobre f temos que f(t1,...,ta) = O (f imagem de f) e, portanto, f está
no núcleo de a.

Se algum coeficiente de f for uma unidade, então f não será divisor de zero e como a é
claramente sobrejetora, temos que

alt. ta
Ker(a)

Ga(A)»

d(G(A)=d altos tal <q alto... ta)(Ga(4)) = (E) s (E).
altvcstaly o  /A

s

isto é, d(GA(A)) <d— 1. Mas, também, d(G2(A)) = d(Gmn(A)) = d(A) = d, o que é absurdo.
Logo f é divisor de zero de (A/q)[t1,­.., tal. Assim, existe a E A/q, coma 20 e af =,

ou seja, ab; = O para todo b; coeficiente de f. Deste modo, ab; E q para todo 1. Sendo a É O,
a É q e portanto b; E /q=m para todo 1, isto é, todo coeficiente de f pertence a m. D

Essa proposição tem uma forma simples se À contém um corpo K isomorfo ao corpo de
resíduos A/m.
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Corolário 1.45 Se K C A é um corpo isomorfo a A/m e se r1,...,1a É um sistema de
parâmetros, então x1,...,Ta são algebricamente independentes sobre K.

Demonstração: Suponha f(r1,...,Ta) = O, onde f é um polinômio com coeficientes em
K. Se f É O, podemos escrever f = f,+ termos de graus maiores, onde f, é homogêneo de grau
sef;*AO. Aplicando a Proposição 1.44 para f, segue que f, tem todos os seus coeficientes
em m, ou seja, f, = O (Absurdo!).

Logo f = 0 e 11,..., rag são algebricamente independentes sobre K.

Definição 1.46 Um anel local regular é um anel que satisfaz uma das três condições (equiva­
lentes) da proposição a seguir:

Proposição 1.47 Sejam (A,m) um anel Noetheriano local de dimensão d e K = A/m seu
corpo de resíduos. Então são equivalentes:

(1) Gn(A) = K[t1,..., tal, onde os t;'s são variáveis independentes sobre K;

(ii) dimk(m/M?) = d;

(iii) m é gerado por d elementos.
oo n

oo

Demonstração: (1) > (ii) Temos que Gmn(A) = & — f & An. Sejam £11,...,Ta+1
n=0 n=0

elementos de A. Como
n

Gm(4) = DD = = PD An = Klt..tam”

temos v(tr1),...,É(tra1) E A). Porém, dim À; = d e, assim, r1,...,ra41 São linearmente
dependentes em A; = m/m?.

Agora, pelo Corolário 1.38 dim, (m/m?) > dim A = d. Portanto, dimé,(m/m?) = d.
(ii) => (iii) Sejam m,...,ma os elementos de m cujos resíduos formam uma base para

2 20 = :

—

2m/m”. Deste modo, m/m” = (mm, ...,Tna) e, com isto, m = (m1,...,ma) + mº. Pelo Lema
de Nakayama, segue que m = (mi,..., Mag).

(111) > (1) Sejam m = (r1,...,17a), A/mM=Ke

a: K[t,..., ta) — Gm = K[t1,..., Ta]

tj > Ti =X+mM?
A aplicação a está bem definida e é, claramente, um homomorfismo sobrejetor de anéis

graduados.
Seja f E K[t1,...,ta] tal que a(f) = O. Podemos escrever f = fo +­­­+/f,r, onde f; denota

a componente de grau j de f. Como a(f) = O temos que a(fo) +­­­ +a(f,) = O e, assim,
a(fj;) = O para todo j.

Mas, f, é homogêneo de grau s e

i1 iq o7 +ccti, com > ti =s.
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= sVoyYvd não sÃa = 2—­ Al aDeste modo, f.(%1,...,Ta) = DL, ak] +++ ES, com 7; E M/IMº = A'. Logo 77 E A;
e, assim, 17 ­­­T2 E A, = mº/m*!!. Como aº € A/m = Av, fs(E£1,­..,7a) E Mº/M*! e
Ís(T1,..., Ta) = O temos os coeficientes de f, em m e, portanto, f, = 0. Analogamente se
demonstra pra os outros f; e, com isto, f = 0, de onde segue que a é um isomorfismo. O
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Capítulo 2

Bases de Grobner

2.1 Introdução

2.1.1. Polinômios

Inicialmente, introduziremos algumas notações. Um monômio em r1,...,tn é um produto da
seguinte forma 77º + ­ « rº”, onde todos os expoentes a1,...,an são inteiros não negativos. O
grau total deste monômio é a soma e +++: + am.

Para simplificar a notação dos monômios, seja a = (a1,...,a0n) E Nº. Denotaremos o
monômio 17º ««« sã” por 2%. Quando a = (0,0,...,0), z* = 1. Também usaremos |a| =
a) + ­­« + an, para denotar o grau total do monômio 7º e M para o conjunto de todos os
monômios, ou seja,

M=í(z*a EN).
Um polinômio f em r1,...,rn com coeficientes em um corpo K é uma combinação linear

finita de monômios. Escrevemos f na forma:

f= > agtº, a, E K,
aeEN”

com a, = O para quase todo a E N”.
O conjunto de todos os polinômios em 71,...,tn com coeficientes no corpo K é denotado

por K|T1,..., Tn) ou simplesmente K|r|].
Seja f = > axr* um polinômio em K|z].

a

(i) Chamamos a, de coeficiente do monômio zº.

(11) Se a, É O, então a41º é um termo de f.

(ili) O grau total de f denotado grau f, é o máximo dos |a| tais que o coeficiente az É O.

2.1.2 Ordens Monomiais

Definição 2.1 Uma ordem monomial sobre K|x] é qualquer relação > sobre o conjunto dos
monômios M (ou, equivalentemente, sobre os vetores erpoentes a E Nº) satisfazendo
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(1) > é uma relação de ordem total.

(ii) > é compatível com a multiplicação em K|z], no sentido de que sext > xt extéum
outro monômio qualquer, então xºxt = 2121 > 28+1 = xa,

(iii) > é uma boa ordem, ou seja, todo conjunto não vazio, cujos elementos são todos monô­
mios, possui um menor elemento em relação a >.

Lema 2.2 Uma relação de ordem > sobre M é uma boa ordem se, e somente se, toda sequência
estritamente decrescente de elementos de M,

xº > O» > 2º >...

estaciona.

Demonstração: Claro que se > é uma boa ordem, então toda cadeia de elementos de M
estaciona.

Por outro lado, supondo que toda sequência estritamente decrescente de elementos em M
estaciona e que > não seja uma boa ordem, teremos algum subconjunto não vazio S C M sem
menor elemento. Tome 17º: E S. Como xº*! não é o menor elemento de 5, existe yº € S
com 17º! > 17%, Novamente, rº*º? não é o menor elemento de S e, por isso, existe 2º3 € S com
£xº*º > 7º, Continuando desta forma, construímos uma seqitência estritamente decrescente

xe > xzOº > 8 DD «..­

que não estaciona. LD

Exemplos de Ordens Monomiais

Ordem Lexicográfica

Sejam zº e xÉ dois monômios em K [2]. Dizemos que 2º >e7 xºÉ se na diferença a —B € 2”
a entrada não nula mais a esquerda é positiva, ou seja, se a; — 0; > 0 eam­ Bi =0,1<i<j.

Ordem Lexicográfica Graduada

n n

Sejam zº e xÔÉ dois monômios em K[x]. Dizemos que 17º > gritez xº se : a; > d É; ou, se
i=1 i=1

n n

> a; = : Bi e xº Plex xÊ,
i=)] i=1

Outra ordem monomial (de certa forma menos intuitiva) é a ordem lexicográfica graduada
reversa:

Ordem Lexicográfica Graduada Reversa
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2.1. INTRODUÇÃO 27

n n

Sejam xº e xÉ dois monômios em K[x]. Dizemos que 1º >,revlez xºÔ se > a; > > B; ou,
i=1 i=1

se > a; = >» 1; e na diferençaa — À € Z" a entrada não nula mais a direita é negativa, ou
seja,a; — Bj<0ea­ Bi=0,j<i<n.

Note que grler e grevler nos dão a mesma ordem nas variáveis, pois

T1 >grler T2 > grlex e >grler tn, €

TT] >grevler T2 >grevler *** >grevlez Tn.

Mas, grevler é realmente diferente da grler. Vejamos isto com mais cautela: ambas
ordenam da mesma forma, no caso de graus totais diferentes. Mas numa igualdade, grlex usa
a ordem ler e, assim, ela “olha” na variável mais à esquerda e “favorece” a de maior grau.
Em contraste, quando a grevler encontra o mesmo grau total, ela “olha” na variável mais à
direita e “favorece” a menor potência!

Exemplo 2.3 Vejamos com eremplos a diferença da grevler e da grler em dois casos:

(1) 2YZ >qrez 1YZ? pois ambos monômios possuem grau total 7 e X1ºYZ >1e2 YZ (a
potência da primeirovariável em xyz é maior que em x422). Neste caso tambémtemos 1ºYZ >grevlezr ÉYZº, mas por outra razão: a menor variável z, aparece com uma
potência menor em xºyz.

(ii) Com relação aos monômios xºyº*z e xºyz?, ambos de grau total 9, temos x1ºYºz >grevler
xyz? e xóY2? >orter CY.

Definição 2.4 Firando uma ordem monomial > sobre K|x] consideramos os termos em

f=>) cant ro.
(1) O termo líder de f (com respeito a >) é o produto cxxº, onde xº* é o maior monômio

(com respeito a >) que ocorre em f com c, É O. Usaremos a notação LT.(f) ou,
simplesmente, LT(f), caso não haja confusão sobre a ordem monomial que está sendo
usada.

(ii) O coeficiente do termo líder de f é chamado de coeficiente líder e o monômio deste termo

é o monômio líder, que são denotados, respectivamente por LC(f) e LM(f).

(iii) O erpoente que aparece no monômio líder é chamado de multigrau de f e denotado por
multigrau(f).

Exemplo 2.5 Consideremos f = xyz — xyzº +".
Como a maior potência em x aparece em x* temos

LT 2(fS) =x" emultigrau,, (f)=(7,0,0).
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Observando que |(5,3,1)| = |(6,1,2)| = 9 > |(7,0,0)|, nos termos com grau total 9, a maior
potência em x aparece em xºyz* e a menor potência em z aparece em xº15z, logo

LT> rtez (S) = —aóyz? ê LT previea (S) = FTA
Nestes dois casos temos

multigrau, ,,.,(fS) = (6,1,2) e multigrau, (5) =(5,3,1).

2.2 Algoritmo da Divisão
Usando uma ordem sobre os monômios, podemos generalizar o conhecido algorítmo da divisão
para uma variável.

Proposição 2.6 (Algoritmo da Divisão em K|r])) Firada uma ordem monomial qualquer
> em Klz), seja F=(f1,..., f.) uma s­upla ordenada de polinômios em K[x] —­O. Então todo
f € Klx] pode ser escrito como

Sf=nfit­­ +asfs+r,
onde ai,r € Klxr] er = 0 our é uma K­combinação linear de monômios, dos quais nenhum
é divisível por algum LT(fi, i=1,...,s. Chumamos r de resto da divisão de f por F e será
denotado por r = fF. Além disso temos que LT(a;f,) < LT(f) sempre que a; £ O.

Demonstração: Provaremos a existência dos a1,...,a, e r apresentando um algoritmo
que os determina.

Entrada: fi1,..., ff
Saída: a1,...,0.8,T
a, = 0;...;ant= 0;r = 0
p=
ENQUANTO p £ 0 FAÇA

i:=1

ocorreudivisao := falso

ENQUANTO ià < s E ocorreudivisao = falso FAÇA
SE LT(f;) divide LT(p) ENTÃO

a; = a; + LT(p)/LT(fi)
p:=p­— (LT(p)/LT(f))f
ocorreudivisao := verdadeiro

SENÃO
iz=i+l

SE ocorreudivisao = falso ENTÃO
r:=r+ LT(p)
p:i=p­— LT(p)

Neste algorítmo p representa o dividendo intermediário em cada passo e a variável booleana
ocorreudivisao nos diz quando algum LT'(f;) divide o termo líder do dividendo intermediário.
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Notemos que a cada passo do ENQUANTO..FAÇA principal, precisamente uma das duas
situações a seguir ocorre:

e Passo de Divisão: Se algum LT(f;) divide LT(p), então o algoritmo adiciona o valor
de LT(p)/LT(f;) em a;.

e Passo de Resto: Se nenhum LT(f;) divide LT(p), então o algoritmo adiciona LT(p)
ao resto.

Para provar que o algoritmo funciona, inicialmente mostraremos que

f=nfitocafi+tp+rT (2.1)

vale em todos os passos. Esta igualdade é claramente verdadeira nos valores iniciais de
a1,...,a.,p er. Supondo que em algum passo do algoritmo a igualdade (2.1) valha, se no
próximo passo temos um Passo de Divisão, então algum LT(f;) divide LT(p) e teremos

E isto mostra que no próximo passo a; f; +p ficou inalterado. Como nenhuma outra variável
do algoritmo foi alterada, (2.1) continua valendo.

Agora, se o próximo passo for um Passo de Resto, então p e r serão alteradas, mas a soma
p+r não, pois

p+r:=[p— LT(p)) + [7 + LT(P)),
mantendo (2.1) inalterada. Observamos que o algoritmo pára quando p = O e, neste caso,

f=nfit­ +asfç+r.

Como termos só serão adicionados a r se não forem divisíveis por nenhum LT(f;), segue
que a1,...,a; e 7 possuem as propriedades desejadas quando o algoritmo pára.

Neste ponto, basta mostrar que o algoritmo realmente pára em algum momento. Para
tanto, notemos que o grau total da variável p diminui toda vez que p é redefinida ou se torna
zero. Veremos isto do seguinte modo: se durante um Passo de Divisão p for redefinida como

1. LTO)=p—­ ITU)

LT(p) ) LT(p)LT == fil= LT(fi) = LT(p).(ro) * ma ro

Logo p e [LT(p)/LT(fi)]|f; possuem o mesmo termo líder e, conseqilentemente, sua diferença
7' possui grau total estritamente menor, se p' £ O.

Se ocorrer um Passo de Resto, p será redefinido por

vp =p LT),

e aqui, o grau total de 7 é estritamente menor que o grau total de p, quando p' £ O.
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Deste modo, nos dois casos, temos que o grau total de p diminui ou p se torna O.
Se o algoritmo nunca parar, então conseguiremos uma seqiiência infinita estritamente de­

crescente de monômios. A propriedade da boa ordem em >, vista no Lema 2.2, mostra que
isto não ocorre. Assim p = 0 em algum momento, ou seja, o algoritmo pára depois de um
número finito de passos.

Faltou estudar a relação entre o grau total de f e o grau total de a;f;, quando a; £ 0. Todo
termo de a; é da forma LT'(p)/LT(f;) para algum valor da variável p. O algoritmo começa
com p = f e, acabamos de ver que, o grau total de p vai diminuindo a cada passo. Logo
LT(p) < LT(f), para todo valor não nulo da variável p.

Temos também que LT(a;) = LT(p)/LT(f;) para algum valor de p e, assim

LT(p)
LT(fi) = LT(p) < LT(Í),

concluindo assim a demonstração. O

Observação 2.7 Os polinômios a,,...,a; er obtidos na divisão não são unicamente deter­
minados. Se mudarmos a ordem de fi,...,f. podemos obter outros polinômios.

Exemplo 2.8 Para ilustrar o funcionamento do algoritmo, usaremos a ordem ler em R[x,y,z]
e dividiremos f = xyº2º + ay2º por fi=xy—1lefi=y22­L1

Inicialmente, teremos a; = ag =r =0 ep=f=x4/º2º + xy2?.

e Como LT(f1) = xy divide LT(p) = x7º2º, temos um passo de divisão e

LT(p)
ENT ITS) = 0 + yºz? = Yºz?,

p:=p­ (O) fi = (92 +12) > (2) = 1) = 1y2 +72.
e Neste passo, novamente, LT(fi) divide LT(p) = xyz?º. O que nos dá outro passo de

divisão. Ássim,
22 a 2a, = yÍzÍ + az,

pi=(ty2º +92) (ty 1) =9//2+2.

e Ágora, LT(fi) = xy não divide LT(p) = yº2º, mas LT(f2) = yz?º sim, gerando mais um
passo de divisão.

a:=y e piey+za

e Agora, nem LT(f)) = xy nem LT(f3) = yzº dividem LT(p) = y. Ocorrendo um passo
de resto.

ri=r+LT(p)=0+y=y,

pi=p—­LT(p)=y+2º­(yY)=2
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e Para finalizar teremos um último passo de resto.

r=y+2º e pie2z22­2=0.

Aqui o algoritmo pára retornando os valores

2ap=y/2º +22, a=y,r=y+z2.

Deste modo

f= (2 +2)(y 1) + (9)? = 1) + (9+2).
Invertendo a ordem da divisão, ou seja, dividindo f = xyº2º + ry2º por fa = yzº—­le

fi = xy — 1, obtemos o seguinte resultado,

f=(ryº+x)(y2º — 1) + (Y)(zy — 1) + (2 +),

o que mostra que os polinômios encontrados pelo algoritmo da divisão não são unicamente
determinados.

2.3 Lema de Dickson e Teorema da Base de Hilbert

Nesta seção apresentaremos uma demonstração do Teorema da Base de Hilbert a partir de uma
versão para ideais monomiais também conhecida como Lema de Dickson. Esta escolha se justi­
fica pelas idéias contidas nas demonstrações que se baseiam unicamente na teoria desenvolvida
neste capítulo.

Definição 2.9 Um ideal I C K|x] é um ideal monomial se existe um subconjunto A C M

(possivelmente infinito) tal que I consiste de todos os polinômios da forma > haxº*, onde
Z2€A

ha E Klx] e, no caso de A ser infinito, h = O para quase todo 2º E A. Escrevemos I = (xº |
1% E A).

Lema 2.10 Seja I = (xº | 1% € A) um ideal monomial de K|x]. Então um monômio x e 1
se, e somente se, 2º é divisível por algum x% E A.

Demonstração: Se xº é um múltiplo de zº, para algum zº € A, então xÊ e [.
Reciprocamente, se xê E [, então É = NX? ,hix%, onde h; E Klrl ex% E A. Se

expandirmos cada h; como combinação linear de monômios, vemos que todo termo no lado
direito da igualdade é divisível por algum rº e, deste modo, o lado esquerdo xÉ também possui
essa propriedade. O

Lema 2.11 Sejam I um ideal monomial e f € K|x]. Então são equivalentes:

() fel;

(ii) Todo termo de f está em 1;
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(iii) f é uma K­combinação linear de monômios em FI.

Demonstração: As implicações (é) = (ii) => (iii) são claras.
Para mostrar a implicação (iii) => (1), seja 1 = (1º | 1º E A) e suponha que / é uma

K­combinação linear de monômios em IT. Assim, f = > cixêi, onde cj E K e É E 1. Cada
i=1

xÔ: é escrito na forma xÉ: = x%xº, onde 2º: E A. Portanto,

i=1 i=1

Como conseqiência imeditata desse lema temos:

Corolário 2.12 Dois ideais monomiais são iguais se, e somente se, possuem os mesmos
monômios. O

Para seguirmos o proposto no início desta seção, apresentaremos a seguir o Lema de Dick­
son, que como já afirmamos é uma versão do Teorema da Base de Hilbert para ideais monomiais.

Teorema 2.13 (Lema de Dickson) Um ideal monomial 1 = (xº | 22 e A) c Klx] =
Klr1,..., Tn) pode ser escrito na forma (xº,...,x1%), onde XA,...,9% E A. Em particular,
I possui uma base finita.

Demonstração: À demonstração será feita por indução sobre n, onde n é o número de
variáveis. Se 1 = 1, então T C K1) é gerado pelos monômios 2, onde 2? € ACM. Seja x?o menor elemento de A. Então r7 divide todos os outros geradores e, assim, 1 = (x?

Agora assumindo n > 1 e que o teorema seja verdadeiro para n — 1, escrevemos as variáveis
Como T1,...,Tn—1,4 e, assim, os monômios de K|r1,...,Tn­1,y] são escritos como x", onde
o elemento a = (a1,...,an1) está em Nº! eme N.

Supondo que 1 € K[r1,...,tTn—1,Y] seja um ideal monomial, para encontrarmos geradores
de 1, consideremos J o ideal em K[Tt1,...,tTn—1) gerado pelos monômios zº, onde xy" E 1
para algum m > 0. Como J é um ideal monomial em KÍ|r1,...,Tn—1) nossa hipótese indutiva
nos garante que um número finito dos 2º geram J, digamos J = (x20)),..., xe),

Para cada i entre 1 e s, a definição de J nos diz que 22047” € I para algum m; > 0. Seja m
o maior dos m;. Então para cada k entre O e m — 1, consideremos o ideal Jk C K[r1,...,Tn1]
gerado pelos monômios xº tais que xêv" E I. Novamente, usando nossa hipótese indutiva, Jx
é gerado por um número finito de monômios, digamos J' = (x&M),...,1x),

Afirmamos que o ideal / é gerado pelos seguintes monômios:

20 e 729 (de J)

el) e... entso), (de Jo)
2210), ee , xls). (de Ji)
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Lami) paemmlimo) (de Jo)
Notemos que todo monômio em JT é divisível por um dos monômios da lista pois para

x E I, se p > m, então 1%? é divisível por algum zº26)y", pela construção de J. Por outro
lado, se p <m — 1, então x? é divisível por algum zºrO)4?, pela construção de Jp. Segue,
assim, do Lema 2.10 que os monômios listados geram um ideal com os mesmos monômios de 1
e o Corolário 2.12 nos garante que estes dois ideais são os mesmos, provando nossa afirmação.

Para completar a demonstração, mostraremos que é sempre possível obter um conjunto
finito de geradores a partir de um conjunto dado de geradores de [. Voltemos para a notação
com as variáveis r1,...,Tn e nosso ideal monomial 1 = (2º |z1€2 € A) C Klr,...,Tn)
Precisamos mostrar que TI é gerado por um número finito de x*'s de A.

Já vimos, nesta demonstração, que 1 = (x&1,...,x2), onde x&1,...,2É: E 1. Como zÉ: E
I=(1º|x7%t E A), o Lema 2.10, nos garante que cada xº: é divisível por algum 2% € A e,
claramente, 1 = (xy%,...,1%). O

Voltamos nossa atenção, a partir deste momento, para ideais quaisquer de K|r). Para
1 c K[z] um ideal, o conjunto dos termos líderes de elementos de 1, denotado por LT(I) é

LT(1) = (LT(S) | f ET (0);

O ideal gerado pelos elementos de LT(I) será denotado por (LT(I)).
Notemos que se 1 = (fi,...,f.), não é verdade que (LT(I)) = (LT(fi),..., LT(fs)),

apesar da inclusão (LT(fi),...,LT(f.)) C (LT(I)) sempre valer, como pode ser visto no
seguinte exemplo:

Exemplo 2.14 Seja I = (fi, fo), onde fi =2*—2xy, fa =x"y—­2/º+x. Usando a ordem
monomial grler em K|x,yl, temos

1º = x(1º — Nº +21) y(6º = Ary) E 1

e, assim, xº = LT(xº) € (LT(I)). Entretanto, 2º não é divisível por LT(fi) = xº e nem por
LT(fa) = x*y, ou seja,

xº É (LT(fi), LT(fa))­

Veremos no que segue que (LT(I)) é um ideal monomial.

Proposição 2.15 Seja IT E Klr] um ideal.
(1) (LT(1I)) é um ideal monomial;

(1) Existem g1,...,9. E I tais que (LT(D)) = (LT(g1),..., LT(9s)).

Demonstração: (1) Os monômios líderes LM(9) dos elementos g € I — (0) geram o ideal
monomial (LM(g) | g E 1 — (0)). Como LM(g) e LT(g) diferem por uma constante não nula,
temos (LM(9g) | g € 1 — (0)) = (LT(I)). Assim (LT(I)) é um ideal monomial.

(it) Como (LT(I)) é gerado pelos monômios LM(g) tais que g E 1 — (0), o Lema de
Dickson (2.13) nos diz que (LT(I)) = (LM(g91),..., LM(g:)) para um número finito de ele­
mentos 91, ...,9: E |. Novamente, como LM(g;) difere de LT'(9;) por uma constante não nula,
(LT(D)) = (LT(9),­.., LT(g)). ED
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Finalizaremos esta seção mostrando que todo ideal de K[r] é gerado por um número finito
de elementos.

Teorema 2.16 (Teorema da base de Hilbert) Todo ideal IT C Klx] possui um conjunto
finito de geradores.

Demonstração: Se ! = (0) tomamos nosso conjunto de geradores como sendo (0). Se
I contém um polinômio não nulo, então construímos um conjunto de geradores g1,...,g: ET
como segue: pela Proposição 2.15 existem 91, ...,9, E 1 com (LT(I)) = (LT(g1),..., LT (g:)).
Afirmamos que 1 = (g1,..., 9).

Claro que (g1,...,9:) C 1, pois cada g;, E TI. Por outro lado, dado f E 1, aplicando o
algoritmo da divisão para dividir f por g1,...,9g, obtemos uma expressão da forma

f=ngn+t+e+tagtr,

onde todo termo de r não é divisível por nenhum dos LT(g1),..., LT(g:). Neste ponto, falta
apenas mostrar que r = O. Para vermos que isto realmente ocorre notemos que

r=f­nggocc agçEed.
Se r É O, então LT(r) E (LT(I)) = (LT(g1),..., LT(g:)) e segue, do Lema 2.10 que LT(r)

é divisível por algum LT'(g;), o que contradiz r ser o resto e, assim, r = 0. O

2.4 Bases de Gróobner

Tendo um algoritmo de divisão em K|x), é natural nos perguntarmos quais propriedades do
algoritmo da divisão para anéis de polinômios em uma variável são preservados. Por exemplo,
na questão de quando um polinômio f e K|z] pertence a um ideal 1 = (fa,...,f;), uma direção
é clara, quando r = f" = O na divisão de f por F = (fi1..., fa), teremos f E TI. Agora, vale
a recíproca? Quando f € /, teremos r = fº = O na divisão de f por F = (f1,...,f)?
Analisemos um exemplo:

Exemplo 2.17 Sejam f = x1yº—x, fi=xy+1, fo=y­1el=(fi,fa). Dividindo f por
(fa, fa) obtemos

f=y(ty+1) +06 1) +(—s—7y),
assim o resto da divisão de f por (fi, fa) é não nulo, mas

f=0(ry+1)+I(yY 1) EI.

Qual foi o problema? Olhando f = y(ry + 1) + O(yº — 1) + (—z — y) e como f E I temos
que f“" é um elemento de /, mas é não nulo, pois contém termos que não podem ser removidos
pela divisão por estes geradores particulares de 1, os termos líderes de fi = sy +l1 e fa =y"­1
não dividem o termo líder de fF.

Para a divisão produzir resto zero para todo elemento de 7, precisamos ser capazes de
remover todos os termos líderes de elementos de [ usando os termos líderes dos divisores
e como vimos, no exemplo, isso nem sempre acontece. Porém, há uma classe especial de
elementos de / que resolve esse problema, as chamadas Bases de Gróbner:
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Definição 2.18 Firemos uma ordem monomial em K|x] e seja G = (g1,.­.., gt um subcon­
junto finito de um ideal 1 C K|x]. Se G possui a seguinte propriedade

(LT(D)) = (LT(g1),..., LT(9:)),

então G é chamado de uma base de Gróôbner de [.

Proposição 2.19 Fire uma ordem monomial em K|x]. Então todo ideal 1 E K|x] possui
uma base de Grôóbner com relação a esta ordem. Além disso, uma base de Gróbner para 1
também é uma base de [.

Demonstração: A primeira parte desta proposição vimos no item (it) da Proposição 2.15.
Para a segunda parte, observe que, se (LT(I)) = (LT(g1), ..., LT(9g:)), então o argumento

usado na demonstração do Teorema da Base de Hilbert (2.16) mostra que 1 = (g1,...,9:). D

Teorema 2.20 (Macaulay) Seja 1 C K|r) um ideal não nulo qualquer e B = (monômios
que não pertencem a LT(I)). Então B = (fagxº +11 | agçzº E B) é uma K­base do K­espaço
vetorial K(x)/I.

Demonstração: Mostraremos que B gera K|r]/I e é linearmente independente.
Observemos que B gera K[x]/I se, e somente se, Klx] = (B) + |. Suponhamos por

absurdo que (B) + 1 & Klx]. Deste modo, K|x] — ((B) + 1) £ dO e, assim, (LT(f) | f €
Klz] — ((B) + D)) 60.

Com isto, existe f e K[r] — ((B) + 1) de tal modo que LT(f) é minimal em (LT(f) | fe
Klzx]) — ((B) + D)). Como LT(f — LT(f)) < LT(f), temos f — LT(f) € (B) + I. Aqui temos
duas possibilidades para LT(f): LT(f) e (B) ou LT(f) €« (B) (no segundo caso temos que
LT(f) e LT(D)).

Se LT(f) E (B), temos que f E (B) + 1, o que é um absurdo. Considerando a outra
possibilidade, LT(f) e LT(I) e existe g E I tal que LT(f) = LT(g). Deste modo, LT(f—g9) <
LT(f) e, assim, f —g € (B) +, concluindo que f E (B) +, o que é, novamente, um absurdo.

Portanto, K[x]/I = (B).
Falta verificar que B é linearmente independente. Para tanto, consideremos a1,...,a;s E K

eu,...,u; E B. Suponha at + ­+« + a,t5 = O ou, equivalentemente, au, +­­­ +aguç E 1.
Se algum a; £ O temos au, +­­­ + aus; É O e, assim, LT(ayu, + ­­­ + aus) E LT(I). Seja
LT(aju, + ­­­ + asus) = ajuz, para algum j € (1,...,8). Como a; £ 0 e au + ­­­ +asus E

1

I temos 2, (arm +­­­+au,) E Te LT ( (arm + +ast)) = u; E LT(]), que é um
absurdo! Logo, a; = 0, i =1,...,s.

Portanto B é uma base para o K­espaço Klx]/I. D

2.4.1. Unicidade do Resto

Fixando uma ordem monomial qualquer > em Klz), seja 1 C Klxr] um ideal. À divisão de
f E K|x] por uma base de Gróbner de TI produz uma expressão f = g+r, onde g E I e nenhum
termo de r é divisível por algum elemento de LT(I) e, além disso, r é único em relação a G.
Formalizaremos este resultado na seguinte proposição:
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Proposição 2.21 Seja G =(g1,...,9g:) uma base de Gróbner para um ideal I C Klx] e seja
f E Klx]. Então existe um único r € Klr] com as duas seguintes propriedades:

(1) Nenhum termo de r é divisível por algum elemento de LT(I).

(4) Erite ge 1 tal que f=9g+r.

Em particular, r é o resto da divisão de f por G, não importando como os elementos de G
sejam listados para efetuar o algoritmo da divisão.

Demonstração: O algoritmo da divisão nos dá a existência de r nas condições exigidas.
Para provarmos a unicidade, suponhamos f = g+r=9'+7',r er satisfazendo (1) e (ii).

Então '' —r = gq—9' E 1 e,ser'—r 0, temos LT(r'' —r) e LT(I) = (LT(g1),..., LT(9:)).
Absurdo, pois nenhum termo de r ou 7' é divisível por algtum LT(g;). Portanto ' —r = 0 ea
unicidade está provada.

A parte final da proposição segue da unicidade do resto.

Em outras palavras, o resto da divisão de f/ por uma base de Gróbner para 1 é unicamente
determinado e é chamado forma normal de f módulo I Ele depende somente da escolha da
ordem monomial e não de como a divisão é efetuada. Essa unicidade do resto nos dá outra

caracterização das Bases de Gróbner.
Como corolário, da proposição anterior, obtemos o seguinte critério para determinar se um

polinômio pertence ou não a um ideal.

Corolário 2.22 Seja G = (g1,...,g:) uma base de Gróbner para um ideal I C Klx] e seja
f e K|x|. Então f E I se, e somente se, To =0O.

2.4.2 Critério de Buchberger
Em termos práticos, mais útil que a demonstração da existência de uma base de Gróbner é um
algoritmo, devido a Buchberger, que toma um conjunto arbitrário de geradores ff1,...,/f.) de
TI e produz uma base de Gróbner fg1,...,g:) para .

Definição 2.23 Sejam f,g E K|x] não nulos. Firzada uma ordem monomial, sejam LT(f) =
crº e LT(9) = drê, onde c,dEe K. Seja 2º o menor múltiplo comum de xº exô. Então, o
S­polinômio de f e q denotado por S(f,9g) é o polinômio:

xl

S(S,9) = ITQ ­ITo”
Note que, pela definição, obviamente S(f,9) E (f,9).

t

Lema 2.24 Consideremos uma soma da forma : CcixrÚg;, com c1,...,C; constantes e a; +
i=1

t

multigrau(g;) = ó E Nº, sempre que c; £ 0. Se o multigrau de > cix=g, é estritamente menor
i=1
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24. BASES DE GRÓBNER

que ó, então existem constantes cj. tais que
ft

.
7.: cixtgi=X CikE jr S(9;, IE),

i=1 jk

onde xt = MMC(LM(g;), LM (gx)).
Além disso, cada 1%S(9j, 9x) possui multigrau estritamente menor que Ô.
Demonstração: Seja d; = LC(g;), assim c;d; é o coeficiente líder de c;x%g;. Como c;x%g;

t

possui multigrau ó e, sua soma possui multigrau estritamente menor, segue que > cid; = O.
i=1

Definamos p; = 1*g;/d; e note que LC(p;) = 1. Consideremos a soma:
t t

a.> cxXg; = : cidip; =
i=1 i—=]

= cdi (mm = P2) + (cid, + cada)(pa — P3) +... (2.2)
+ (ad ++ +easdedNbes = po +
+(eid] + ­­­ + cidiJ)opr

Agora, seja LT'(g;) = d;xÊ:. Por hipótese temos a; + Ê, = ó, para todo 1, 1 <i <t. Então

LM(gi) = zé: divide zºÉ e, conseqiientemente x%* = MMC(LM(g;), LM(gx)) também divide
ir AA axº, Assim 2º 2 é um monômio e

+ ( Eh a )LT(9;” LT(9)
Es Es Ss ES

= djab 9Gj dixêx Ik = d; 9j dr. Gx = Dj = DPxr­
(2.3)

” t . .Usando esta equação e o fato que 3";, cid; = O, a soma 2.2 acima pode ser escrita como
t

>. cix“g;=" edizIr S(gi, ga) + (cida + cada)EÉLas S(ga, 93) +­­­
i=)

+ (adj +++cdi JA Hu S(gros, 9),
que é uma soma na forma desejada. Como p; e p, possuem multigrau à e coeficiente líder 1,
a diferença p; — px possui multigrau estritamente menor que é. Pela Equação (2.3), o mesmo
vale para xºLS(9;, 9x) e o lema está provado. O

Usando este lema, podemos provar o critério de Buchberger que, conforme afirmamos antes
nos dá uma caracterização das bases de Gróbner de um ideal /, bem como permite obter um
processo bastante simples para produzirmos uma base de Gróbner de um ideal dado.

Teorema 2.25 (Critério de Buchberger) Seja I E Klx] um ideal. Então uma base G =
(91,...,9) de 1 é uma base de Gróbner para I se, e somente se, para todo pari É 5,
—
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24. BASES DE GRÓBNER 38

——
Demonstração: (=) Sendo G uma base de Grôbner e S(g;, 9;) E 1, temos S(91,9;) =O0.

(<) Seja f E I um polinômio não nulo e mostremos que, se todos os S­polinômios possuem
resto zero na divisão por G, então

Antes apresentaremos a idéia da demonstração. Dado f E (g1,...,g:), existem polinômios
h; E K|x] tais que

t

i=1

Assim,
multigrau(f) < multigrau(h;g;). (2.5)

Se a igualdade não ocorrer, então algum cancelamento ocorre entre os termos líderes
de (24). O Lema 2.24 nos permite, assim, reescrever esta expressão em termos dos S­
polinômios e, deste modo, nossa hipótese de que S(9;,9;) = 0,i%zj,nos permite trocar
os S­polinômios por expressões que envolvem menos cancelamentos de termos líderes. Con­
tinuando neste caminho, conseguiremos uma expressão de f na forma (2.4) onde a igualdade
em (2.5) vale. Então multigrau(f) = multigrau(h;g;) para algum i e, segue que LT(f) é
divisível por LT'(g;). Isto mostra que LT(f) e (LT(g1),..., LT(gr)), provando o teorema.

Vejamos os detalhes da demonstração.

Dada uma expressão (2.4) para f, seja m; = multigrau(h;g;) e ó = maxfmi,...,mi). À
inequação (2.5) se torna, então

multigrau(f) < é.

Agora, consideremos todas as maneiras possíveis de escrever f na forma (2.4). Para cada
uma destas expressões conseguimos um possível ó distinto. Como uma ordem monomial é uma
boa ordem, podemos escolher uma expressão (2.4) para f com ó minimal.

Mostraremos que com esta escolha minimal, temos multigrau(f) = ó. Com isto a igualdade
em (2.5) ocorre e, como foi observado,

LT(f) e (ET(g1),..., LT(9:)).
Vejamos então que multigrau(f) = ó. Se isto não ocorrer então multigrau(f) < 6.
Podemos escrever f na forma:

f =X hga+X hg=
CSA: (2.6)=X LT(h)gi+ DO (hi LT(h))oi + DO higi.
mi=ó mi=ô mi<ó

Os monômios que aparecem nos segundo e terceiro somatórios possuem todos multigrau
estritamente menor que é. Assim, como assumimos multigrau(f) < ó, temos o primeiro
somátorio também com multigrau estritamente menor que ó.
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24. BASES DE GRÓBNER

Seja LT(h;) = cix%. Então, a soma

> LT(hi)g; = > cx,
mi=ô mi=ó

possui exatamente a forma descrita no Lema 2.24, pois c;tº*g; possui multigrau ó e sua soma
multigrau estritamente menor que ó. Portanto o Lema 2.24 implica

D LT(hi)gi=X "cnxP*S(9;,9), (2.7)
mi=ó jk

onde c;, E K e x%* = MMC(LM(g;), LM (gx)).
Usando a hipótese de que o resto de S(g;, 9.) na divisão por 91, ...,g: é zero. Pelo Algoritmo

da Divisão, isto significa que cada S­polinômio pode ser escrito na forma

t

S(9j:9x) = YX jk,
i=1

onde a;;x E Kl|x]. O algoritmo ainda nos diz que

multigrau(a;x9:) < multigrau(S(9;, 9x)),

para todo i,j,k.
Multiplicando a expressão de S(9;, gx) por 2º jk obtemos

t
E.& Hr*S(9;, 9x) = > bijxgi,

i=1

onde bijk = x rasa.
Então (2.8) e o Lema 2.24 nos garantem que

multigrau(b;;x9;)) < multigrau(zÉ %*S(g;, gx)) <o.
Substituindo a expressão para 7º Lis S (9;, 9x) na equação (2.7), obtemos

SI LT(h)O: = Yy»cxLt S(9;,gx) =
mi;=ô jk

t= > Cjk ” ras) = ”» (= entra i­
jk i i

jki=1 i=1

t

Escrevendo esta última soma como Ss higi, segue de (2.9) que
i=1

multigrau(h'g;) <6,

pois os cj, são constantes.
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24. BASES DE GRÓBNER

t

Para finalizar substituindo Y” LT(hi)gi = Yy» higi na equação (2.6) e obtemos
i=1mi;=ó

f=XSX"hgt XD (hi LT(h))it D higi
i=1 mi=ó mi<ó

Assim, expressamos f como uma combinação polinomial dos g;'s onde todos os termos
possuem multigrau estritamente menor que é. Isto contradiz a minimalidade de 5 e completa
a demonstração.

Usando este critério, obtemos um processo muito simples para produzir uma base de
Gróbner de um ideal dado, o qual descrevemos a seguir:

Entrada: F =(fi,...,fs)
Saída: Uma base de Grôbner G = (g1,...,g:) para Tl= (F), com FC G
G:=F
REPITA

G=G

PARA cada par p £ q em G' FAÇA
G'

S:=S(pq)
SES 2 0ENTÃO G := GU (S)

ATÉG=G'

Exemplo 2.26 Considere K|x,y] com a ordem grlez e I=(fa, fo) = (29—2xry,1ºy—2yYº+02).

Note que (fi, fa) não é uma base de Gróbner de T pois,

S(fi,fa) =y(2º = 2xy) ­ (8º = MW +1)= PEL,
e LT(S(fi, f2)) = —z* é (LT(fi), LT(f2)).

Usaremos o algoritmo para produzir uma base de Gróbner de /.

os Tr AC ; ,e No primeiro passo temos G' := ff1,fa) e S(f1,fo) =—xrº%0. Assim fz = —x* é
adicionado a G e o algoritmo continua.

Fal
t7e No segundo passo, determinaremos S(fi, fl), S(f1,f3) , S(fo, fa)” e, neste passo, G' =

(ha, fa; fa) .

GS(fi, fa) = 1(2º —2x7y) — (<x)(—xº) = —2x1y e S(f1, fa) =­—2x17y£0. Logo fa =­—2xy
é adicionado a G.

S(fa,fa)= 1(2ºy — 24º +) — (<y)(—1º) = 24º + 1 e S(fa,fi) = ­N+1É0.
Adicionando f; = —2y/º+rem6G.
Novamente (G foi alterado e continuamos o processo.
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24. BASES DE GRÓBNER

e Neste passo, fazemos G' = (fa, fa, f3, fa, fs). Sabemos que
OT
UVSu fa) =S1fh) =S(f) =.

Falta verificar quanto valem S(f1, fa), S(fiifs), S(fa fa, S(fafs), S(fsfl),
S(f3: Ss), S(fa,fs). Mais alguns cálculos (podemos usar um programa de computação
algébrica, como veremos no Apêndice A) concluímos que eles são todos nulos e, deste
modo,

8 — 279? ol —— — 9,2
1— , = , , ,fis 2ry, fi=xy—AW +, fa= x, fa=—2r7y, fi=—"2Y"+

formam uma base de Gróbner para /.

2.4.3 Base de Gróbner Reduzida

Lema 2.27 Seja G uma base de Gróbner para o ideal IT C Klrl. Sep e G é um polinômio tal
que LT(p) E (LT(G — (p))) então G — (p) é também uma base de Gróbner para [.

Demonstração: Sabemos que (LT(G)) = (LT(I)). Se LT(p) E (LT(G — (p))), então
(LT(G — (p))) = (LT(G)). Pela definição, segue que G — (p) é uma base de Gróbner para /.
O

Ajustanto as contantes para que todo coeficiente líder seja 1 e removendo qualquer p tal
que LT'(p) E LT(G) — (p) de G, chegamos ao que chamamos de base de Grôbner minimal.

Definição 2.28 Uma base de Gróbner minimal para um ideal T C K|x] é uma base de Gróbner
G que satisfaz:

(1) LC(p) = 1 para todo pE€ G;

(à) Para todo p € G, LT(p) € (LT(G) — (p)).

Aplicando o algoritmo de Buchberger e depois usando o Lema 2.27 para eliminar qualquer
gerador desnecessário que possa ter sido incluído, podemos construir uma base de Gróbner
minimal para um dado ideal não nulo. Para ilustrar o processo, voltemos ao ideal I estudado
no Exemplo 2.26:

Exemplo 2.29 Lembrando que I = (fi, fo), com fi =xº—2x1y e fa =x2"y"—2yY"+x. Usando
a ordem grlex encontramos uma base de Gróbner

para [.
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24. BASES DE GRÓBNER 42

Como alguns coeficientes líderes são diferentes de 1, os polinômios serão multiplicados por
constantes adequadas para que isto ocorra, obtendo uma nova base de Gróôbner para !:

Observandoque LT(ff =22=xsLT(f;) e que LT(fo) = 1ºy = rLT(fa), podemos
dispensar f/, e fa de G. Como não há outro caso onde o termo líder de um gerador divide o
termo líder de outro, temos que

­ ­ ­ 1
f=x7, fi=xy, Ís=7/"­7

formam uma base de Gróbner minimal de /.

Infelizmente, um ideal dado pode ter muitas bases de Gróbner minimais. Por exemplo, no
ideal T considerado acima os elementos

fa=x2º"+axy, fi=0XY, Ís=7/"­70
também formam uma base de Gróbner minimal, onde a E K é uma constante. Portanto,
podemos produzir infinitas bases de Gróbner minimais (assumindo que K é infinito). Mas,
felizmente, podemos escolher uma base de Gróbner minimal que é melhor que as outras, como
veremos a seguir:

Definição 2.30 Uma base de Gróbner reduzida para um ideal 1 C Klx] é uma base de Gróbner
minimal de I tal que para todo p E G, nenhum monômio de p pertence a (LT(G — (p))).

Exemplo 2.31 Para o nosso ideal I = (x? — 2xy, xºy — 2Yº + x) considerado anteriormente,
temos que

­ z ” 1

fas, fi=ay, fs=Y 30
forma a base de Grôbner reduzida de [.

As bases de Gróbner reduzidas possuem a seguinte propriedade:

Proposição 2.32 Firada uma ordem monomial > sobre K|x|, cada ideal em K[x] possui uma
única base de Grôbner reduzida com respeito a >.

Demonstração: Seja G uma base de Gróbner minimal para [/. Dizemos que g € G
é reduzido módulo G se nenhum monômio de G está em (LT(G — (g))). Nosso objetivo é
modificar G até que todos seus elementos sejam reduzidos.

Uma primeira observação é que se g é reduzido módulo G, então g é também reduzido
módulo qualquer outra base de Gróbner minimal de / que contém gq e possui o mesmo conjunto
de termos líderes, pois a definição de elemento reduzido envolve apenas estes termos.

Agora, dado 9 E G seja q = 9º () e definindo G' = (G— (9))U (9). Afirmamos que G' é
uma base de Gróbner minimal para 1. Notemos que LT(9') = LT'(g), pois quando dividimos q
por G— (9), LT(g) vai para o resto por não ser divisível por qualquer elemento de LT(G—(g)).
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2.55 FUNÇÃO DE HILBERT DE 8/1, COM ! IDEAL MONOMIAL 43

Assim (LT(G')) = (LT(G)). Como, claramente, G' C 1, temos G' uma base de Gróbner para
TI que também é minimal. Finalmente, q é reduzido módulo G' por construção.

Repetimos o processo acima até todos os elementos de G& sejam reduzidos.
Observamos que a base de Gróbner pode mudar toda vez que aplicarmos o processo, mas

pelo que vimos anteriormente, uma vez que o elemento é reduzido, ele permanece reduzido, pois
nunca trocamos os termos líderes. Assim, terminamos o processo com uma base de Gróbner
reduzida.

Para finalizar a demonstração falta verificarmos a unicidade. Suponhamos G e & bases
de Gróbner reduzidas para I/. Então, em particular, G e G são bases de Gróbner minimais
e, assim, LT(G) = LT(G). Para verificarmos essa iguadade, observemos que (LT(G))=
(LT(I)) = (LT(G)). Deste modo, dado g E G, LT(g) E (LT(Ô)) e, com isto, exite 3 E &
tal que LT(g) divide LT(g). Por outro lado, LT(4) € (LT(G)) e, com isto, existe q' E G tal
que LT(g') divide LT(G). Se g £ g/, temos LT(9g9) E (LT(G — (g)) pois LT(9') divide LT(g9),
o que é um absurdo. Portanto g = 4' e LT(g9) = LT(3). Analogamente podemos demonstrar
que para todo j E G, temos LT(d) E LT(G) e, portanto, LT(G) = LT(G).

Com isto, dado g E G, existe à E G tal que LT(9) = LT(g). Se pudermos mostrar que
9 = , mostramos que G = G e a unicidade está provada.

Para ver que g = d, consideremos g — 7. Este é um elemento de I e, como G é uma base
de Gróbner, 9 —­g =0. Sabemos que LT(g)= LT(5), assim estes termos são cancelados em
g—geos termos restantes não são divisíveis pelos elementos de LT(G)= LT(Ô), pois G e
&G são bases reduzidas. Isto mostra que gg = g— ge, então, g— q =0, o que completa a
demonstração.

2.5 Função de Hilbert de S/I, com TI Ideal Monomial
Nesta seção denotaremos K|r] por S e apresentaremos um processo para calcular a função
de Hilbert de S/I com 7 ideal monomial e a função À a dimensão. Antes porém, e até
mesmo para ressaltar a importância deste procedimento apresentaremos um resultado que é
decorrência natural do Teorema de Macaulay 2.20.

Teorema 2.33 Seja I um ideal homogêneo. Então a função de Hilbert de S/I é a mesma de

Demonstração: Sejam B = (ímonômios que não estão em LT'(I)), Sa o conjunto de ele­
mentos de grau d de S = Klr] e Sa a imagem de S; em S/I. Temos que H(S/I,d)=
dimg Sa = HF(Sa IB). Pelo Teorema de Macaulay 2.20 e pelo fato de I ser homogêneo,
H(S/(LT(1)),d) = Hf(m E Sa | m monômio e m € LT(I)) = H(SaN DB).

Logo, H(S/I,d) = H(S/(LT(I)),d).O

Definição 2.34 Seja I CS um ideal monomial, isto é, 1 = (m1,..., mr), onde cada m; é um
monômio. Dizemos que o conjunto [fm,,...,mr) é um conjunto minimal de geradores de I se
m; não divide m;, para todo 1,j E (1,...,7) i É)
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2.5.1. Processo para Calcular a Função de Hilbert de S/[, com 1
ideal monomial

Sejam I = (ma,..., mr) ideal monomial de S e S7 o conjunto dos elementos de grau d de 5.
Procedemos por indução sobre r.
Ser =1 então 1 = (m). Supondo grau de m = d temos, como vimos no Capítulo 1,

Parai = 0,...,d— 1, (S/(m));: = S; e, assim, dimsx(S;)) = (HT), 1 = 0,...,d— 1.
Também, dimg (S/(m))a = dimx Sa — 1 pois grau de m é d.

Seja 1 > d, então existe u E N tal que i = d+ u. Como queremos calcular a dimensão de
(S/(m));, nos interessa saber o número de monômios de grau à de S que não são múltiplos
de m. Logo dimk(S/(m)); = dimx S; — dimx Su, pois se v E S,, então um E S; e, portanto,
temos que eliminar todos os monômios da forma um, com v E S,. Assim, dim(S/(m)); =
(PH) — (doi), i > d, de onde segue quen—1l n—l

” S Ao (HD), sei<dmm)” = (PH) " (dra), sei>dn—l nl

e, portanto, sabemos calcular a Função de Hilbert de S/(m).

Suponhamos, então, r > 1 e que o resultado seja válido para todo número menor do que r,
isto é, se I' é gerado por s elementos e s < r então sabemos calcular a função de Hilbert de !'.

Seja 1 = (mi, ..., mr), onde fm, ...,mr) é um conjunto minimal de geradores e seja m um
desses geradores, que, sem perda de generalidade podemos supor seja m,. Logo 1 = (m, 1),
onde I' = (m1,..., Mr). Supondo grau de m igual a d temos uma seqiiência exata

0 — Ker 1 = S(­d) À ã& 3 =—0O, (2.10)

onde p(r) = Sm, S(­d) = DSi e Si =S;­a
Tal seqiência exata é de grau zero, isto é, se r € 5,, então p(r) E (S/I'), pois sex € Si

tem­se r E S;—ag ou ainda mx E S; e, portanto, mx e (S/I');.
Temos que

Kery =Ífue S(—d) | p(u) = 0)
= (fu€ S(—d) | um = 0)
= fu Ee S(­d) |um € 11).

Como S(—d) C $ e levando em consideração a alteração nos graus,

Ker p= (ue S|June IY=(I':m).
Mas, T' é ideal de Se 1 = (mi,..., Mr), então

m:J=(rim=(mde(ma,m)*"
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Logo a seqilência exata (2.10) induz a seguinte seqiilência exata, também de grau zero, da
forma

SSS

e, portanto, para cada i E N temos

Porém J e I' possuem menos geradores do que / e, por hipótese de indução, sabemos
calcular suas funções de Hilbert. Logo de (2.11) temos que

Ss. Ss. Ss.

Com isto obtemos um processo recursivo para calcular a função de Hilbert de S/I.

Exemplo 2.35 Para ilustrar o processo, calcularemos a Função de Hilbert de

R= Kl|z,y, 2] |

Tomando m = y2z e I/ = (xy, rz) temos

A xy rz 2/2 ANJ=(l:im)= (DER yz)' Ene) " ( yY'z ) (e).
Assim, S/J = K[y,z]. Pelo que vimos,

H(R,i) =n(Z5) ­n(Si­2).
Para calcular H(S/I',i) repetimos o processo para J' = (I” : my), onde my = xz e

1" = (xy). Agora

To". — TY
—J=(I:m) (nDOtEAo) (y) e, portanto,

H (Fº) =H (E) — H(K(r1,2),i­2),
de onde segue que

Ss. Ss. Ss. Ss.n(7) =n (94) n (312) 2 (TS
onde J = (rx) e J' = (y). Deste modo

Ss.
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Ássim,
O, 0<i<2
1, i=2

pó i—lE)­(2) >=:
a MM d­(sNIZ2
“(i­2R (­3R (i — 2)!2 "

ou seja,

Temos também que

sal (2)(Tg) pera
2 2

De forma similar ao que fizemos para H(S/J) obtemos que H(S/(ry),i) = 2i +1, para
i>O.

Portanto, no caso à = 0, temos H(R,i) =2.0+1­0­0=1e,sei>1,temos H(R,i) =
23 +1­(1—1)—­(i—­1), ou seja,

1, i=0M(RD= z i>1.
2.6 Anéis de Stanley­Reisner
Os anéis de Stanley­Reisner são objeto central de estudo da chamada Álgebra Comutativa
Combinatória criada por Hochster e Stanley em meados dos anos 70. Estes anéis estão as­
sociados aos chamados complexos simpliciais e são exemplos importantes de aplicações em
geometria algébrica e álgebra comutativa, onde podemos calcular a função de Hilbert a partir
do complexo simplicial associado ao anel.

Nesta seção veremos como o número de faces de um complexo simplicial está relacionado
com a série de Hilbert do correspondente anel de Stanley­Reisner.

Definição 2.36 Seja V = fvi,...,vn) um conjunto finito. Um complexo simplicial (finito)
A sobre V é uma coleção de subconjuntos de V tal que

(1) FE À sempre que F CG para algum GE À;

(4) (vi) E À, para i =1,...,n.

AA
AVAVAY

2 3 4 5 6 7 unesp ”“. 12 13 14 15 16 17 18



2.6. ANÉIS DE STANLEY­REISNER

Os elementos de À são chamados de faces.

Definição 2.37 Sejam À um complexo simplicial sobre V = fvi,...,vnt e FE A. Chamamos
de dimensão de F e denotamos por dimF o número de elementos de F menos um, ou seja,
dim F = &F—1. A dimensão do complero simplicial, dim A, é igual ao márimo das dimensões
de suas faces, isto é, dimÀ = maxfdimF | FE À).

Exemplo 2.38 Seja V=4frx1,x2,T3,Ta), considere

A =1(9,fr1), (x2), (ra), (za), (21, 72), (72, 23), (£3, Za) )­

Podemos representar À graficamente da seguinte forma:

X»> ” e *3

X1 Xa

Figura 2.1: Complexo Simplicial

Observações 2.39

(1) O conjunto Àà é uma face de dimensão —1 de qualquer complexo simplicial não vazio.

(ii) As faces de dimensão zero são chamadas de vértices, as de dimensão 1 de arestas. As
faces marxrimais em relação a inclusão são ditas facetas do complexo simplicial.

A codificação algébrica de um complexo simplicial pode ser feita da forma descrita a seguir:
Primeiramente, estabelecemos uma bijeção ordenada entre o conjunto dos vértices do com­

plexo simplicial À e um conjunto de indeterminadas r: x1,...,trn sobre um corpo (fixo) K.
Em seguida, queremos introduzir um ideal do anel K[x] que reflita propriedades do com­

plexo simplicial A. Após vencer o primeiro impulso de fazer corresponder monômios às faces
de À, temos a seguinte definição:

Definição 2.40 Sejam À um complexo simplicial sobre V = (v1,...,vnh e K um anel. O
anel de Stanley­Reisner do complero simplicial À com respeito a K é a K­álgebra homogênea
definida por:

KIA] := Klz]/Ia,
a . co) i

.onde Ix é gerado por todos os monômios x; ­­­x;"*, com ax, > O, tais que (vi... vi) E A.

Observações 2.41

(i) A escolha da letra K na definição indica que, salvo erceções, sempre teremos um corpo
para o anel dos coeficientes.
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2.6. ANÉIS DE STANLEY­REISNER

(ii) Lembremos que o suporte de um monômio xº é o conjunto

suppzº= fr,...,T, | a É0, j=1...,s).

Segundo a Definição 2.40 In é gerado por todos os monômios E x o, coma; > O,
tais que fui, ...,V,H E A, assim, para facilitar a leitura, indicaremos, no que segue, o
fato que fui, ..., Vi) E À também por suppr2 E À e

F(A) = (2º | sup(º) € AJ

(iii) Note que o ideal das faces In é gerado, minimamente, por monômios livres de quadrados.
Por outro lado, se 1 C (t1,...,tn)º é ideal gerado por monômios livres de quadrados,
então Klx]/I = K[A)] para algum complexo simplicial À, o que nos dá uma bijeção entre
os compleros simpliciais e os ideais monomiais livres de quadrados. Tal bijeção inverte
inclusão, isto é, se à e N' são dois complexos simpliciais sobre um mesmo conjunto de
vértices, então À C N' se, e somente se, Inv C Ta.

Um resultado que decorre do Teorema de Macaulay 2.20 é:

Proposição 2.42 Seja À um complexo simplicial. Os resíduos em K[A] dos elementos de
F(A) constituem uma K­base vetorial de KIA).

Corolário 2.43 Se À é um complero simplicial e FE À, então os resíduos dos vértices de F
são algebricamente independentes sobre K.

Corolário 2.44 Se À é um complero simplicial, vale dim K[A] = dimÀ + 1.
Exemplo 2.45 Para o complero simplicial do eremplo anterior, temos IA = (x1r3, T1Xa, TaT4)
(minimamente gerado) e KIA] é gerado pelas K­combinações lineares dos resíduos de

2 2 2 21,71, T+ 212,2, LTD...) T3, TZ, TA Daio,
2 2 2 2 2 2T1T2, T7L29, L1X2,..., L29L3, L9L3, L2X3,..., C3XTa4, C3X4,C3X4,++.

Neste caso, temos que dim K[A]) = dim A+ 1 =1+1=2.

2.6.1. Função e Série de Hilbert de um Anel de Stanley­Reisner
Definição 2.46 Dado um complexo simplicial À de dimensão d — 1, chamamos de f­vetor
(do complexo simplicial A) o vetor (fo, fi1­­*, fai), onde fi = HÍF E À | dimF =),
—1<i<d­l.

Observação 2.47 Note que dado o f­vetor do complexo simplicial À, (fo, fi­­*, fa­1), sem­
pre temos f.1 =1 e fo é número de vértices de À.

Exemplo 2.48 Para o complexo simplicial

A = (2, fx1), (2), ts), fx), fe 2), fx, 3), (ts, Ta))
sobre V = (xr1,Tr2,T3,Ta), considerado no Exemplo 2.38, temos o seguinte f­vetor: (4,3).
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2.6. ANÉIS DE STANLEY­REISNER 49

Para À um complexo simplicial, a função de Hilbert de K[A] associada à dimensão é
H(K[A),—) : N + N, onde m 1 dim K[A], e K[A]m denota o subespaço vetorial de K[A]
cujos elementos são resíduos dos polinômios homogêneos de grau m e a série de Hilbert de
K[A)] associada à dimensão é a série formal

F(KIA],2) := 39” H(KIA,m
m>0o

Proposição 2.49 Seja À um complexo simplicial de dimensão d—1 e f vetor (fo, fi,.­­, fai),
então

m=0OH(KIAl,m) = ””52dif ! m>L.
Demonstração: De acordo com a Proposição 2.42, uma base para K[A],, é dada pelos

resíduos dos monômios cujos suportes são faces de À. Assim, para uma face fT1,...,T1.1)
fixa de dimensão é < m, devemos contar o número de monômios Eno ETA de grau m tais
que r; £ 0, 1 <j<i+1. Mas este número é ("*), mostrando o resultado.

Corolário 2.50 Seja À um complexo com f­vetor (fo, fi,..., fn), então

dl fizFIKA) = "nom
i=—1

Exemplo 2.51 Retornando ao Exemplo 2.35 vemos que o ideal I = (xy,x1z2,yz) é livre de
quadrados e, assim, podemos associá­lo a um complexo simplicial e caleularmos sua função de
Hilbert.

Vejamos qual é o complexo com V = fr,y,z) e Ia = (ty, r1z,yz) gerado pelas não faces.
Logo À = (0, (x), (4), (2)) e, com isto, f 1=1, fo=3, /i1=0efa=0.

Portanto a função de Hilbert de K|r,y,2]/Ia é dada por

( 1 m=0

=3+0+0=3
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Capítulo 3

Teorema de Macaulay

Nos dois primeiros capítulos estudamos a função de Hilbert. Vimos que se trata de uma função
numérica. Uma pergunta natural é: “Quando uma função numérica é a função de Hilbert de
algum anel ou módulo graduado?”

Neste capítulo apresentaremos o Teorema de Macaulay que estabelece condições para que
uma função de N em N seja a função de Hilbert de uma K­álgebra homogênea.

Vejamos, inicialmente, alguns resultados preliminares que nos auxiliarão na demonstração
do teorema principal.

Seja R = Dr>o Rn, uma K­álgebra homogênea onde Ro = K é um corpo. Mostraremos que
R possui uma K­base constituída de monômios em uma base y1,...,ym de R17. Consideraremos
no que segue: 7 : Klr1,...,tm] — Ro homomorfismo sobrejetor de K­álgebras com n(x;) = y:,
mas antes uma definição.

Definição 3.1 Um conjunto não vazio M de monómios nas indeterminadas x1,...,Tm É
chamado ideal de ordem de monômios se dado m E M e um monômio m' que divide m,
então m' E M. Equivalentemente, se 17º «­xtm E Me0<bi<a parai=1,...,m, então
1º ...x1tm EM,

Observação 3.2 Um ideal de ordem de monômios M não é uma K­base de um ideal, por
outro lado, denotando por M' o complementar de M no conjunto de todos os monômios, então
M' é uma K­base do ideal gerado pelos monômios m E M' = M— M, onde M representa o
conjunto de todos 08 monômios.

O resultado que apresentaremos a seguir, nos mostra que R possui uma K­base formada
por monômios.

Teorema 3.3 (Macaulay) Sejam R uma K­álgebra homogênea, K um corpo, y1,­.., Um Uma
K­base para Ry em : K|[t11,...,tm] — R o K­homomorfismo com n(x;) = yi, para i =
l,...,m. Então existe um ideal de ordem de monômios M tal que *(M) é uma K­base de R.

Demonstração: Seja M o conjunto de todos os monômios nas indeterminadas x1,..., Tm
e consideremos a ordem lexicográfica graduada reversa (grevlex) sobre M. Seja a sequência de
monômios u1, u2, ... definida recursivamente por: u, = | e assumindo u1,...,u; determinados,
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então u;4, é o menor elemento na grevler tal que n(u),...,7T(U), m(ux) são linearmente
independentes sobre K. Se tal u;x4, não existir, a seqliência termina em u;.

Afirmamos que M = fui, u2,...) é o ideal de ordem de monômios desejado. Por construção
temos que 7 (M) é um conjunto L.I. e gera R como um K­espaço vetorial, ou seja, é uma K­base
de R.

Vejamos então, que M é um ideal de ordem de monômios. Assumindo que não, existem
un EM eueM­M tais que ui, = ur; para algum 1;. Como u é M, podemos escrever
T(u) = 9 A;n(u;) com u; E M,ui <ue ); E K. Deste modo n(u,) = n(ur;) = n(u)n(x;) =
2 Nin(Uu;x;) e ui; < ui, para todo i na soma. Porém m(uit;) = X,,, BiT(Ur,,), com un, <
UJ£j.

Logo n(ui,) = > 7:T1(us), com u; E M e us; < ui, o que é um absurdo, pela construção de
M.O

Vimos nessa demonstração que nossa K­base n(u), T(u2),... de R possui a seguinte pro­
priedade: u E £ e escrevendo n(u) = 3,zo Ajm(u;), então u; < u, para todo à e, se ug M,
essas inequações são estritas.

Como conseqiiência imediata do Teorema 3.3 e da Observação 3.2 temos:

Corolário 3.4 Seja J o ideal que é gerado pelos monômios em M'. Então a K­álgebra R e
K|x1,...,tTm]/J possuem a mesma função de Hilbert.

O conjunto de monômios M' associado a R pode ser descrito de outra forma. Seja I =
Ker 7 e, desta forma, M' = LMygrevtea(]). De fato, se f E LMiarevien(]), escolhendo f E ,
f =X", Av; com monômios v; tais que v = LM, revtez(f) = vn. Se v, € M', então vv EM e,
com isto,

0 É T(vn) = — 2. AndiT(9i).
Cada n(v;) é uma combinação linear 3 a;n(u;), e; € K, u; E M, uj <v; < vn. Trocando

os T(v;) na equação acima pela sua combinação linear, obtemos a representação como uma
combinação linear não nula de elementos em 7(M) e isto contradiz o Teorema 3.3.

Por outro lado, supondo v E M', então n(v) = > A;m(u;), com u; E M, u; <v. Assim,
fazendo f = v— DX” Aju; temos 1(f) = 0 e LMyreues(f) =".

Definição 3.5 Tomando um monômio u de grau d, ou seja, u E Sa, definimos

Lu = (v E Sa | v é monômio ev < u),

Ru = fv E Sa | v é monômio ev > uk.
Note que Ra, = (X1,..., Tm).

Lema 3.6 Nas condições e com as notações dos parágrafos anteriores, dado u E Sa, temos
Ra,Ru = Raju­

Demonstração: Seja v E R,, então ru > ryv > riu. Por outro lado, seja v E Raju­
Podemos assumir que x; não divide v, então v > ru. Sejam u=z9­.­«x7êm, y=x2...x1tm e
i o maior inteiro tal que b; > a;. Se existe j <i com b; > O, então x7v E Ru, caso contrário,j

—1 :1; E Ru. Nos dois casos segue que v E R1, Ryu. À
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Lema 3.7 Dado u E Sa, u= Ti) Tj(2) “+ Lj temos
qd

Li = U. Ev ..., Pjif)=1/iZjçia+1) “CT,
onde [11,..., Tila denota o conjunto de todos os monômios de grau d nas variáveis x1,..., Ti.

Demonstração: O conjunto £L, admite uma decomposição natural: seja à o maior inteiro
tal que x; divide u. Então podemos escrever L, = LC! UL!rx;,, onde x; não divide elementos de
£L',. Esta união é disjunta visto que £!/, consiste de todos os monômios de grau d nas variáveis
T1,...,Ti1 e que 0! = Lou"

Usando a mesma idéia podemos decompor £” e assim por diante. Deste modo, se escrever­
mos

U= Li) 1 EO,

com 1 < j(1) < j(2) <­­­ < j(d), temos

La = [81­ tiD=aDLya tio =
[r1) + Tia laO[E + Dia lasPAULA ar uPi(d­1)Ej()­j(d­1)""3(d)

Continuando com este raciocínio, terminamos com uma união disjunta
­d

La = U.. [E1) ++ Pia) Tio,
que é chamada de decomposição natural de L,. O

Vejamos um exemplo:

Exemplo 3.8 Seja S = K[r1,£2,T73,74) eu=x3xr3. Então,
—S73 2 2 3,2Lu = (11, 11r2, 1115, 12, T1X3, 11, T2, T3),,

PANA AN: SEN 2 8Li, = (x3, r1x2,1175, 13)
[/ A 2

—Ly = (1, 2172) = Lag

Observação 3.9 Com a decomposição natural de L, temos que

d

Lul = > Era Tin]
i=1

Agora, |[f1,..., Tjtg1i] = (o.1 ') = (3, ') = (O + o) Logo,
PES (O),

i=1

com k(i) = j(i) +i 2 e k(d) > k(d—1)>­­>Kk(1)>O.
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Pelo exposto anteriormente, os números inteiros não negativos |Ly| podem ser escritos como
um somatório de números binomiais. Este resultado é mais geral como pode ser visto no lema
a seguir.

Lema 3.10 Seja d um inteiro positivo. Todo a E N pode ser escrito unicamente na forma

a= (O) + (ED) esa (EO),
onde k(d) > k(d— 1) >­­­ > k(1) > O.

Assumiremos que (5) = 0 para 0<k <l.
Demonstração: Para mostrarmos a existência procederemos por indução sobre a, para

a= 1 temos que
a=(94(EA 44 (0

MM d—1 1/'

Suponhamos que o resultado seja válido para qualquer número menor do que a e escolhemos
k(d) o maior natural tal que (FD) <a. Sea = (FO), então a = DD (FÓ), com k(1) =i — 1,?t

i=1,...,d—1. Agora se (FD) < a então ad = a — (EO) > O e, pela hipótese de indução,
temos a = NT! (tó), com k(d— 1) >­­­« > k(1) > O.

Falta mostrar que k(d) > k(d — 1).
> a, então

Vea (o) < (*+ ) R (o) 2 (o) Assim,
(2) >d'> A)

Temos (FI)

de onde segue que k(d) > k(d— 1).
d

KGPortanto, a = ) ( a) com k(d) > ­­­ > k(1>O.
i=1

Para vermos que esta forma de escrever é única, suponhamos que
d dKG k(1)

Como Kk(d) é o maior inteiro tal que (*O) <ae (YO) < a tem­se k(d) < K'(d). Dod

mesmo modo tem­se k(d) < k'(d). Portanto k(d) = K'(d). Procedendo com raciocínio análogo
chegamos a k(1) = Kk'/(i) para todo i =1,...,d.

Chamaremos a soma do Lema 3.10 de d­ésima representação de Macaulay de a, e chamare­
mos k(d),...,k(1) de d­ésimos coeficientes de Macaulay de a. Note que para todo í <docoeficiente k(á) é determinado pelo fato de ser o maior inteiro j tal que

Os d­ésimos coeficientes de Macaulay possuem a seguinte propriedade:
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Lema 3.11 Sejam k(d),...,k(1) e kK'(d),..., K/(1), respectivamente, os d­ésimos coeficientes
de Macaulay de a ea. Então a > a' se, e somente se, (k(d),..., k(1)) >1ez (K(d),..., K'(1)).

Demonstração: Mostraremos as duas implicações por indução sobre d. Para d = 1

a afirmação é clara. Agora, assumindo d > 1, se k(d) = Kk'(d), então k(d — 1),... E) ekK'(d—1),..., Kk(1) são, respectivamente, os d — 1­ésimos coeficientes de Macaulay de a — (FO)
ea­— (FO), Aplicando a hipótese de indução obtemos o resultado. Agora, se k(d) £ Kk'(d),
a caracterização dos d­ésimos coeficientes de Macaulay, vista no Lema 3.10 nos assegura que
k(d) > k/'(d) se, e somente se, a > a”.

Descartando as parcelas que são zero na d­ésima representação de Macaulay de a, obtermos
a seguinte expansão (única):

onde k(d) > kK(d—1)>­­­ > k(j) > j>1.O

Definição 3.12 Dadoa E N e sua representação de Macaulay, como anteriormente, definimos

e 09 =O.

Este número goza das seguintes propriedades:

Lema 3.13 Sejam a, àº e d inteiros positivos.

(i) Sea<a, então a <a,
(ii) Sejam k(d),..., k(1) os d­ésimos coeficientes de Macaulay de a e j = minfi | k(1) >).

Então,

(a+ 1)a JS aIP+E(1I)+1, sej=l,
“1 a94+1, sej>I

Demonstração: (1) Sejam k(d),...,k(1) e K'(d),...,Kk'(1) os d­coeficientes de Macaulay
de a e a/ respectivamente. Usando a hipótese e o Lema 3.11 temos (k(d),...,k(1)) <tez
(K'(d),..., K'(1)) e, assim, a9 <a,

(it) Mostremos a igualdade para j = 1.

2 3 4 5 6 7 unesp”, 13 14 15 16 17 18



CAPÍTULO 3. TEOREMA DE MACAULAY

(a+1)º = (o ') da (6) ') +12
k(d) +1 k(3) +1 ') (D)

= ... = 1.(o )+ + (99 + a +
a(o)

Agora, para j = 1, seja 1 o maior inteiro tal que k(1) = k(1) +i — 1. Então

a = (1) da (Fé+D) (Oti o
­(DD) + + (ár) + (FF),

uma ver que 15 (FO tr)a (M00+)
r=1

Deste modo,

a+1= (O) E +)++
que é a d­ésima expansão de Macaulay de a + 1, já que k(i + 1) > k(1) +.

Assim,

o (OF) Ao (EFD) +10) ­
­ (O) ea (D+)(Ot) o

r=2

k(d) +1 k(1 +1)+1 k(1) +i+1
= ... — E(1 |1)? + i+2 JT aa 1­1,

Portanto,

como queríamos.

Proposição 3.14 Seja u um monômio de grau d em S. Então |Lxjul = |Lulº

Demonstração: Seja £, = Ui [a «+ Til) liCj(G+D) o Tjia à decomposição natural de
Lu. Afirmamos que

ad

U. Ev Tia) Zi6r) cc Tia)
é a decomposição canônica de L,,u. Além disso, a decomposição natural de L, é completamente
determinada pela seqiiência j(1),...,j(d), relacionada a u. Sejam I(1),..., !I(d+1) a sequência
correspondente a ru, então 1(1) = 1 e l(1) = j(i — 1) para i =2,...,d+1. Como se trata de
união disjunta, segue o resultado. O
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Definição 3.15 Ainda usando os d­coeficientes de Macaulay de um número positivo a defini­

Este número também possui propriedades que nos auxiliarão nas demonstrações que se
seguirão:

Lema 3.16 Sejam a, a, d e b números naturais.

(1) Sea<a, então axa < ay

(ii) Se k(3) £ j paraj = minfi | k(1) > 1), então (a — V)a < a'm­
(it) Se 0<b<a são tais que O < bx + (a — b)ja­v, então b < a.

Demonstração: (1) Segue do que foi observado anteriormente e do Lema 3.11.

(ii) Procederemos por indução sobre d. Se d=1ea%1temosa=(*)e(") =a­1.
Logo a) > (a — 1.

Supondo d > 1, o resultado válido para qualquer número menor do que d e sejam Kk(d),
k(d—1),..., k(1) e (d), '(d—1),...,K'(1) os d­ésimos coeficientes de Macaulay de a e de a,
respectivamente. Temos dois casos a considerar:

(1) Se K'(d) = k(d), tomamos a = a — (68), temos a — 1 > O, pois se a = 1, então
a = (FD) + (1) (absurdo pois estamos supondo k(j) £ j).

Logo, a' — 1 > O. Agora, a/ tem como (d — 1)­ésimos coeficientes de Macaulay k(d — 1),
k(d — 2),..., k(1) e a — 1 tem como (d — 1)­coeficientes de Macaulay os números K'(d — 1),
k'(d—2),..., k'(1). Porém, a satisfaz as condições do item (ii) deste teorema e, por hipótese
de indução, (a — 1).a­y < Aq isto é,

(Fe) ­ ) ed (0) ­ à < («ezD­ À da (o­ à
Como ag = a(7.1) + (FA) e (a — Dia = (a —DNavy+ (FA), segue o resultado.
(2) Se k(d) > K'(d), k(d) — 1 > K/(d) — 1 e, assim, (a — 1),1 < am.

(111) Temos que b pode ser escrito da seguinte forma:

k(d k(je (0)4 (1),d j

com k(d) > ­­­« > k(j) > j>O.Seja c = (KO) 4 + (FO), Temos que cia = b. Assim, se mostrarmos que a > c,teremos ag > cx= b. Supondé quea<oc,
< (EO ') doa (O) ')
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a=b< k(d)+1N /(k(D) dei (8) . (C j)d—1 d j

Distinguimos dois casos:

(1) j=1. Logoa— b < (89) +... + (O) + (O).
Nes nai

1

(a bla < (o ') ++ (a '):
Agora, por hipótese, b < bn + (a — b)(a­y e, portanto,

Ko ­ Ê da (0) R (to ) dela (E) ­

Desta forma

d—1

o) ++ (O) + (Ep ) < b. (Absurdo!)
(2) j>1. Neste caso, (a — b)ja­ < (FD) ++ (7) e, seguindo o mesmo raciocínio,

teríamos novamente um absurdo.

Logo a > c e, portanto, ay > cia =b. OD

O próximo teorema é a chave para a demonstração do Teorema de Macaulay. Porém,
antes de enunciá­lo, apresentaremos algumas noções de geometria algébrica que nos ajudarão
a demostrá­lo. Para maiores detalhes veja [3].

Definição 3.17 Sejam K um corpo, S = K|11,...,tn) eT CS ideal.

(1) O conjunto A"(K) = f(a1,...,an) E K") é chamado n­espaço afim sobre K.

(ii) V(D) = ((a1,...,0n) E AP(K) | f(a1,...,an) = 0,Vf E 1) é chamado variedade do ideal
I.

Temos as seguintes propriedades:

(1) Se (f1)1en é uma família de ideais de S então N.enV(1) = VD 2).

(ii) Para 1; E S, j=1,...,n, UFV(I,) = V(NF41).
Com estas propriedades A"(K) é um espaço topológico, onde os fechados são da forma

F = V(I) com 1 ideal de S.
Mais ainda, para K corpo infinito, A"(K) é um espaço topológico irredutível, isto é,

A"(K) = V, UVa, Vi e Vi fechados se, e somente se, A"(K) = V, ou A"(K) = Va.

Observações 3.18

(1) Se R é uma K­álgebra homogênea, com K corpo infinito, sua componente de grau 1, isto
é, R; é irredutível na topologia de Zariski, pois R, é um espaço vetorial de dimensão
finita gerado por y; = x; + I com I o ideal homogêneo de S que define R.
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CAPÍTULO 3. TEOREMA DE MACAULAY

(ii) Se Ryº é espaço topológico irredutível, então todo aberto é denso em Ma.

(ii) Dada P uma propriedade definida nas formas lineares de Ra, dizemos que h € Rh É
genérico em relação a P se existe U C Rh, h EU tais que P vale para toda forma linear
de U.

Teorema 3.19 (Green­Forma Algébrica) Sejam R uma K­álgebra homogênea, K um cor­
po infinito en > 1 um inteiro. Então

H(R/hR,n) < H(R,n)m,

para uma forma linear genérica h.

Demonstração: Seja s = supfídimrhR,1 | h E Ri). Então dimkhR,; = 8 para
alguma forma linear h. De fato, seja U C R;1 o subconjunto dos elementos h € R7 tais
que dimk hRh, = s. Temos U £ () e para vermos que U é aberto, escolhemos uma base
(Y1,­­­, Um) de RR; e fui... ur), (vi,...,11) bases de Rh] e de Rh, respectivamente. Se
h E Ray, então h =X", a;yi, considerando os a; variáveis sobre K. A aplicação multiplicação
por h, rn : Rn­1 > Rn, dada por Ár(f) = hf pode ser descrita por uma matriz [rn] de formas
lineares em a1,...,úm. Trocando os w; por indeterminadas, produzimos uma matriz À de
polinômios lineares com coeficientes em K. Mostraremos que U = R; — V(Is.(A), onde 1.(A)
é o ideal gerado pelos determinantes dos menores s x s de À.

Observamos que se h € V(I.(A)), então o determinante de qualquer menor s x s de &,, é
nulo e portanto dim hRh­1 <s.

U é um conjunto aberto (complementar de fechado) e todo elemento h E U é genérico.
Sejam h E U e 5 = R/hR. Afirmamos que H(S,n) < H(R,n)'n e provaremos esta

afirmação por indução sobre n e dimk R. Sen = 1 e dim,R, é qualquer temos que
H(R/hR,1) = dimk(R/hR), = dimg R/hRo = dim, R/Kh = dimgk RR; — 1, H(R,1) =
dimx R1 e H(R, o = dim x Ri — 1

Portanto H(R/hR,1) < H(R, 1).
Se, ainda, dimx R; = 1 e n é qualquer, como R= K|[y1,­..., ym) com y; = x; + 1, podemos

supor que y, gera R17. Assim, dado uy; E R, i £ 1 temos y; = ci) e, portanto, 1; — c;it1 E [.
Daí, substituindo R = K[y1,...,ym] por K[r1, 12 — CcoT1,..., Tm — Cmt] temos:

Klx1,32 — Cat,1, Tm = ema]  Kln)
1 (41)

Kly.

1,sej=0
0, se j<1.

Como h € R7 temos (R/hR), = O para todo n e, portanto, O = H(R/hR,n) < H(R,n)m.
Logo, se n = 1 e dim Ry é qualquer ou se dim R, = 1 e n é qualquer o resultado vale.
Façamos, agora, a seguinte hipótese de indução: n > 1, dimx R1 > 1 e que o resultado valha

para um número menor do que n e dimx R17 qualquer. Seja V CS, = R/hRo o subconjunto
de formas lineares g nas quais dimx gSn­: é máxima e denotemos por 4 o epimorfismo canônico
e: RS, Á(f)= f+hR=f. Consideremos o subconjunto de R,

Assim dimx R; =

W =(U­Kh)NÇ""(V)
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CAPÍTULO 3. TEOREMA DE MACAULAY 59

de R7. O conjunto W é não vazio, pois Ry é irredutível e ambos p"!(V) e (U— Kh) são não
vazios. De fato, suponhamos U Cc Kh. Então, como U é denso e Kh é fechado em R1, segue
que R, = Kh, contradizendo dimx R1 > 1. Agora W é aberto pois pln, : R1 — S, é contínua
na topologia de Zariski e, portanto, p”!(V) é aberto, uma vez que V é aberto (a demonstração
deste fato é análoga àquela apresentada para U). Além disso U — Kh é também um conjunto

* aberto.

Escolhendo h* €E W e consideremos a seguinte seqilência exata:

— Sn
0h Sn 2 Sn > = — O,

n—1l1

Então

H(S,n) = dimke(Sn/hºSnX1) + dim RºSnoo.
Como dimax S1 < dimx R7 e h* € Pp! (V) por hipótese de indução, temos

dimk (Sn/Rh'Sn­1) < H(S,n)y­

Para obtermos uma cota superior para a segunda parcela de 3.1 notemos que

dim, ÀSh, < dimp(h* Ro, /h(h*Ro1)) = dime (hR,21/h"(hRh­2)),
uma vez que a seqiiência exata

h* Rn
————

hH*Rn—2
0 — hhº Roo O Rn, => 0

h*Rno1
hh* Rn—2

Agora, da seqilência exata

nos dá dimx hº Rh­1 = dimx + dim hh" Ro­9.

hRn­1
h*hRhn—o2 no0 > hh"Rn2 > ho, >

hRn­1
h*hRn—2

Como h,h* é U temos que dim, hRh1 = dimée hºRh) e, assim, dimx

hRn­1
h*hRn­2

Escolhendo h* tal que h"(hRhn—2) tenha dimensão máxima, consideremos J = Ann h e
P=R/Annh. Jéum ideal homogêneo,

temos dimx hR,—;1 = dimx + dimx hh" Roo.

h* Rai —
hh"Rn­2 =

dimx

e, por hipótese de indução H(P/h*P,n — 1) < H(P,n — nv.
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Porém, H(P,n— 1) = dimx Rn—1/Jn­1 = dimg hRhy1 = dimg Rh — dimg Rn/hRhn­1. Logo
H(P,n —1) = H(R,n) — H(S,n) e concluímos que h Sn1<(H(R,n)— H(S,n))wúav.

Assim H(S,n) < H(S,n)wmw + (H(R,n) — H(S,n))Jn­v e, usando Lema 3.16 (iii), segue
que

Agora, apresentaremos o principal teorema:

Teorema 3.20 (Macaulay) Sejam K um corpo e h: N— N uma função numérica. As
seguintes condições são equivalentes:

(1) Eriste uma K­álgebra homogênea R com função de Hilbert H(R,n) = h(n), para todo
n> O.

(ii) Erite uma K­álgebra homogênea R com relações monomiais e com função de Hilbert
H(R,n) = h(n), para todo n > O.

(it) h(0) =1 eh(n+1)< [h(n)] para n > 1.
(iv) Seja m = h(1) e para cada n > O seja M, o conjunto dos primeiros h(n) monômios

de grau nº nas variáveis vT1,...,Tm (na ordem lericográfica graduada reversa). Definindo
M = Un>oMp, temos que M é um ideal de ordem de monômios.

Demonstração: (1) & (ii) foi vista no Corolário 3.10.
(iv) > (ii) Trivial.
(iii) = (iv) Por hipótese h(n + 1) < [h(n)]" para todo n > 1. Assim, se h(1) = m

então h(n) < ("*2'). Suponhamos que h(n + 1) = (HT), então h(n) = (*FM*!) e, assim,
M; = [11,..., Tm: para ti =snei=n+1. Logo, seu E Mp, e x; divide u, então 17º E M,.
Agora supomos que h(n+1) < (T*), então existe um monômio un41 tal que Mn41 = Lun1­ Se
como antes, Mn, = [T11,..., Tm)n, não há nada a mostrar. De outro modo, existe um monômio
un tal que M, = Lu,. À condição (iii) e a Proposição 3.14 implicam R32, Ru, E Runas
Portanto, se u € Mh41 e r; divide u temos 7;uy € M,. Em outras palavras, M = Un>oM,n é
um ideal de ordem de monômios.

Até agora vimos que (it) => (iv) => (ii) & (1). Para fechar o ciclo mostraremos que
(1) > (iii).

(1) => (tit) Podemos assumir que K é infinito, pois se necessário, trocamos R por L&x R,
onde L é uma extensão infinita de K.

Sejam q uma forma linear e S = R/gR. À sequência exata

0 gR,> Rai > Sn 20

nos dáa inequação H(R,n+1) < H(R,n)H+H(S,n+1). Fazendoa = H(R,n)eb= H(R,n+1).
Para uma forma linear genérica q a inequação e o Teorema de Green 3.19 nos garantem que
b<a+ by. Sejam k(n+1),...,k(1) os (n + 1)­coeficientes de Macaulay de b. Então

k(n+1)—1 kE(1)—1 :b = ..e. $( n+1 )+ +( 1 , e, assim,
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a> (E +) ­ ') da (o) ') + (or ).
Sejaj= minfi | k(1) > i). Se j>1, então k(1) =0 e

a” > (o) da (O) >
e, portanto, b = H(R,n+1) = h(n+1) < H(R, nº = hn)? como queríamos demonstrar.
Sej= 1, então, pelo Lema 3.13,

a” > CC) ++ (O) + (O) + Kk(2).
Mas k(2) > k(1) e, portanto, a” > b. À

Exemplo 3.21 Seja h : N > N dada inicialmente por h(0) = 1, h(1) = 3, h(2) = 4, h(8) =5
e h(4) =7. h não pode ser a função de Hilbert de uma K­álgebra homogênea pois

e h(4) =7>6=58 = n(3)9,

Corolário 3.22 Sejam R uma K­álgebra homogênea e K um corpo. Então H(R,n+1) =
H(R, nº para nº suficientemente grande.

Demonstração: Tomando R = S/I, onde S = K|r11,..., tm), pelo item (iv) do Teorema
de Macaulay 3.20, existe um ideal de ordem de monômios M = Un>oM, em S tal que H(R,n) =
H(S/J,n) para todo n, onde J é o ideal gerado por todos os monômios que não estão em
M. Além disso, a escolha de M foi tal que M consiste de todos os monômios de grau n se
ln=0eM,=Ly, para um monômio ur, apropriado caso contrário. Como J é finitamente
gerado, existe um inteiro r tal que Ryu, = Ra, Ru, para todo n > r e o resultado segue da
Proposição 3.14. OQ
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Apêndice À

Exemplos Utilizando o CoCoA

Utilizaremos o WinCoCoA, que é a versão com interface gráfica que acompanha o CoCoA 4.2,
pois facilita a utilização do mesmo.

A.1 Introdução ao CoCoA
Todos os nomes de comandos, palavras chave e variáveis no CoCoA devem começar com letras
maiúsculas e as linhas de comando dever ser terminadas com ponto e vírgula (;).

A.1.1 Ambiente Anel

Antes de fazermos cálculos utilizando polinômios precisamos especificar o anel que usaremos
com o comando Use. O operador especial ::= armazena, em uma variável, um anel .

e Qlx,y,z] ; — coeficientes em Q e indeterminadas r, y e 2.

Z/ (23) [x,y,zZ] ; — coeficientes em Z/23Z.

Q[x,y,z] , Lex; — ordem lexicográfica.
O padrão é a ordem lexicográfica reversa (DegRevLex), ou seja, se nenhuma ordem mono­
mial for colocada no comando, o CoCoA utilizará a ordem lexicográfica reversa. Para
ordem lexicográfica graduada use DegLex.

QEx[1..8]1]; — indeterminadas indexadas.

S::= Q[x,y]; — armazena o anel na variável S.

e Use S; — usa o anel armazenado em S.

Use S::= Q[x,y] ; — armazena o anel na variável S e o usa.

e Use Q[x,y,z]; — usa o anel que acabou de ser criado.

CurrentRing(); — exibe o anel em uso.
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A.1.2 Estruturas de Programação

Seguem as sintaxes das estruturas de programação mais comuns. As palavras chave estão em
tipeuriter e, em itálico, descrevemos a classe de expressões que ocupam seu lugar.

e If condições Then comandos EndIf;

e If condições Then comandos Else comandos EndIf;

e While condições Do comandos EndWhile;

e For variável := inicial To final Do comandos EndFor;

inicial e final são inteiros e se inicial > final, então o laço de repetição termina sem
executar o(s) comando(s) de comandos.

A.1.3 Lista de Comandos

A seguir, listamos alguns comandos do CoCoA que utilizaremos para ilustrar os exemplos do
que foi visto no Capítulo 2.

Depois do nome do comando, segue a sintaxe, uma breve descrição e exemplos de sua
utilização. Na sintaxe temos o comando e a descrição de seus argumentos. Os argumentos são
variáveis, cujo tipo está indicado após o nome da variável. Tipos de variáveis que usaremos:
POLY (polinômios), LIST de POLY (lista de polinômios), IDEAL (ideal), INT (inteiro) e
RING (anel)

DivAlg

SINTAXE

DivAlg(X:POLY,L:LIST de POLY)

Esta função aplica o algoritmo da divisão sobre X com respeito a L, retornando dois campos:
“Quotients' com uma lista de polinômios e “Remainder' com o resto da divisão de X por L.

EXEMPLO

Use R::= Q[x,y,z];
F := xºQy+xy"2+yº2;
L := [xy­1,y"2­1];
DivAlg(F, [xy­1,y"2­1]);
Record[Quotients = [x + y, 1), Remainder = x + y + 1)
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GBasis

SINTAXE

GBasis(M: IDEAL)

Esta função retorna uma lista cujos componentes formam uma base de Gróbner de M com
respeito a ordem monomial do anel corrente. Para um base de Gróbner reduzida, usamos o
comando “ReducedGBasis'. O anel dos coeficientes necessita ser um corpo.

EXEMPLO

Use R ::= Q[t,x,y];
I := Ideal(tº3­x,t“4­y);
GBasis(T);
[t“3 ­ x, ­tx + y, tº2y ­ xº2, xº3 ­ ty2]

GCD, LOM

SINTAXE

GCD(F1:INT,...,Fn:INT)
GCD(L:LIST de INT)

LCM(F1:INT,...,Fn:INT)
LCM(L:LIST de INT)
GCD(F1:POLY,...,F­n:POLY)
GCD(L:LIST de POLY)
LCM(F 1:POLY,...,F n:POLY)
LCM(L:LIST de POLY)

Estas funções retornam, respectivamente, o máximo divisor comum e o mínimo divisor
comum de F.1,....,Fn ou os elementos na lista L. Para o cáleulo do MDC e do MMC de
polinômios, o anel dos coeficientes precisa ser um corpo.

EXEMPLO

Use R ::= Q[x,y];
= x 2­y02;

G := (x+y)'3;
GCD(F,G);

LCM(F,G);
1/4x"4 + 1/2x"3y ­ 1/2xy73 ­ 1/4y"4

AA
AVAVAY

cem 1 2 3 4 5 6 7 unesp ”“. 12 13 14 15 16 17 18



A.1. INTRODUÇÃO AO COCOA

GCD(3*4,3*8,6*16);

Hilbert

SINTAXE

Hilbert(R:RING)
Hilbert(R:RING,N:INT)

A primeira forma desta função calcula a Função de Hilbert de R. À segunda forma calcula
o N­ésimo valor da Função de Hilbert de R. O anel dos coeficientes precisa ser um corpo.

EXEMPLO

Use R ::= Q[t,x,y,z];
Hilbert(R/Ideal (z"2­xy,xz"2+t”3));
H(0) = 1

H(1) = 4
= 6t­3 for t >= 2

SINTAXE

Ideal(P 1:POLY,...,P.n:POLY)
Ideal(L:LIST de POLY)

A primeira forma retorna o ideal gerado por P1,...P.n e a segunda forma o ideal gerado
pelos polinômios em L.

EXEMPLO

Use R ::= Q[x,y,z];
I := Ideal(x­y"2,xy­2z);
I;
Ideal(­y"2 + x, xy ­ >)

2 3 4 5 6 7

AA
AVAVAY

unesp”* 12 13 14 15 16 17 18



A.1. INTRODUÇÃO AO COCOA

[xy­z2,x­y"2];
:= Ideal(L);

J

SINTAXE

LC(F:POLY)

Esta função retorna o coeficiente líder de F com relação a ordem monomial do anel que F
pertence.

EXEMPLO

Use R ::= Q[x,y];
LC(x+3x"2­5y"2);

SINTAXE

LM(P:POLY)

Cuidado, esta função retorna, pela nossa teoria, o termo líder de P e não o monômio líder,
ou seja, o monômio e o coeficiente líderes. Para obter o monômio líder, veja o comando LT.

EXEMPLO

Use R ::= Q[x,yl;
LM(3x"2y+y);

SINTAXE

LT(E:IDEAL ou POLY)

Se E é um polinômio, esta função retorna o monômio líder (e não o termo líder!) do
polinômio E com respeito a ordem monomial do anel corrente. Se E é um ideal, esta função
retorna o ideal gerado pelos monômios líderes de todos os elementos de E. Para obter o termo
líder, veja o comando LM.

EXEMPLO
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Use R ::= Q[x,y,2]; ­­ a ordem monomial padrão é a DegRevLex
LT(y"2­x2);

Use R ::= Q[x,y,z), ;

LT(y"2­xz);

Use R ::= Q[x,y,z];
I := Ideal(x­y,x­2“2);
LT(I);
Ideal(x, 2º2)

SINTAXE

NF(F:POLY,I:IDEAL)

Esta função retorna a forma normal de F com respeito a I. Também computará uma base
de Grôbner de [ se uma tal base ainda não tiver sido computada. O anel dos coeficientes
precisa ser um corpo.

EXEMPLO

Use R ::= Q[x,y,z];
I := Ideal(2);
NF (xº2Q+xy+xz+y"2+yz+z" 2,1);
x 2+ xy + 732

ReducedGBasis

SINTAXE

ReducedGBasis(1I:1IDEAL)

Esta função retorna uma lista cujas componentes formam a Base de Gróbner Reduzida de
I com respeito à ordem monomial do anel corrente. O anel dos coeficientes precisa ser um
corpo.

EXEMPLO

Use R ::= Q[t,x,y,z];
ReducedGBasis(1);
[t3 ­ x, tx­7y, ty­z2,/)7/2­x2,x2­ tz, tO2z ­ xy)
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Use

SINTAXE

Use N:RING

'Use' é o comando usado para tornar um anel ativo. O comando

Use N ::= E;

onde E é um anel é o meio prático para

N ::= E;
Use N;

EXEMPLO

T::= Z/(3)[a,b];
Use T;
CurrentRing();
2/(3)[a,>]

A.2 Exemplos
Utilizaremos o CoCoA para computar

A.21 Exemplo 2.8­ Algoritmo da Divisão
Utilizando K = Q, dividiremos f = xy%2º + 1y2º por fi=xy—lefi=y22­1:

Use S::=Q[x,y,z] ,Lex;
DivAlg (x*y 3x2"2Q+x*y*2"2, [x*y­1,y*x2"2­1]);
Record[Quotients = [y"22º2 + z”2, y), Remainder = y + 22]

Obtendo o resultado esperado. Agora mudamos a ordem da divisão, ou seja, dividiremos
f=xP2º+ xy2º por fi=y—­lefi=xy­—Ll:

Use S: :=Q[x,y,2z2] ,Lex;
DivAlg (x*y”3*z”2+x*y*2º2, [y*2"2­1,x*y­1]);
Record[Quotients = [xy"2 + x, y], Remainder = x + y)

Novamente com o resultado esperado.
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A.2.2 Exemplo 2.26

No Exemplo 2.26 ilustramos o algoritmo de Buchberger calculando uma base de Gróbner para
1=(f1,fo)=(19—­217y,17ºy—­2Yº +x). Em alguns casos, o processo para de verificação pode
tornar­se inviável devido o número de cálculos que serão exigidos. No exemplo em questão,
não tínhamos verificado que o resto da divisão de S(f;, f;), para i =1,2,3,4e j=i+1,...,5
por G' = (fi =2º— 2x1, fa=xr7yY­2XW+x, fg=—7º, fia =—2ry, fa = —2Yº +x) é zero.
Seguem os comandos e o resultado obtido, garantindo que todos os restos são nulos.

Use S::=Q[x,y];
F:=[x"3­2*x*y,x 2Ay­2X*y Qt+x,­x"2,­2Dx*y,­2y"2+x] ;
I:=Ideal (xº3­2X*x*y,xº2Xy­2X*y 2+x,­x"2,­2QHX*y,­2y 2x);
PrintLn(º *);
For K := 1 To 4 Do

For J := K+1 To 5 Do

A:=(LCM(LT(F[K]) ,LT(F[JI]))/LM(F[K]))*F[K] ­
(LCMCLT(F[K]),LT(F[3]))/LM(F[I]))*F[I];

PrintLn(*S(F[º,K,'],F[/,3I,/1)) = ,A);
B:=NF(A,I);
PrintLn(ºFNCS(F[,K,I),F[D,I,]1)) = ,B);
PrintLn(* *);

EndFor;
EndFor;
Print (?Onde FN indica a forma normal com respeito ao ideal I.');

S(F[1],F[21)) = —xº

FNCSCF[1],F[21)) = O

S(F[1],F[31)) = ­2xy
FN(S(F[11,F[3])) = O

S(F[1],F[4])) = ­2xy"2
FN(S(F[1],F[4))) = O

S(F[1],F[5])) = 1/2x74 ­ 2xy"3.
FN(SCF[1],F[5))) = O

S(F[2] ,F[3])) = ­2y"2+x
FN(S(F[2],F[3])) = O

S(F[2] ,F[4])) = ­2y"2+x
FN(S(F[2],F[4))) = O

S(F[2],F[5])) = 1/2x73 ­ 27/73 + xy
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FN(S(F[2]1,F[5])) = O

S(F[3] ,F[4])) = O
FN(S(F[3],F[4])) = O

S(FES) ,F[51)) = 1/2x"3
FNCS(CFISI,F[51)) = O

S(F[4],FI5])) = 1/2x"2
FN(SCF[4],F[51)) = O

A.2.3 Exemplos 2.35 e 2.51

Vimos nos Exemplos 2.35 e 2.51 que a função de Hilbert de R =
Klx,y,z]

é dada por
(xy,12,Y2)

1, i=0H(RD= 73 i>1
Seguem os comandos e o resultado obtido utilizando o WinCoCoA, com K = Q:

Use S: :=Q[x,y,2z];
T:=Ideal (x*y,x*z,y*2);
R:=S/I;
Hilbert(R);

H(0)= 1
3 for t >= 1

6 7
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