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“Nos geralmente descobrimos o que fazer percebendo aquilo que nao devemos fazer.

E provavelmente aquele que nunca cometeu um erro nunca fez uma descoberta.”

Samuel Smiles
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Resumo

Este trabalho é dedicado a descrigao de alguns métodos algébricos para obtengao de bons
reticulados. Através da teoria de ideais reticulados vimos algumas construgoes de reticulados
rotacionados, obtendo reticulados tao bons quanto os ja conhecidos. Nessas construcoes o
desempenho do reticulado estd totalmente relacionado com a estrutura do corpo de niimeros

K com o qual estamos trabalhando.

Palavras-chave: reticulados, ideais reticulados, diversidade, distancia produto minima.
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Abstract

This work is dedicated to description of some algebraic methods for attainment of good
lattices. Through the theory of ideal lattices we make some lattices constructions obtained
lattices so good how much already known. In these constructions, the performance of the

lattices one total is related with the structure of number field K with which we are working.

Keywords: lattices, ideal lattices, diversity, minimum product distance.
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Indice de Simbolos

conjunto dos nimeros naturais

conjunto dos niimeros inteiros

conjunto dos nimeros reais

N:
Z:
@: conjunto dos niimeros racionais
R:
C:

conjunto dos nimeros complexos
df: grau do polinémio f
[L : K]: grau de L sobre K
[I: produtério
Y somatdrio
det(A): determinante da matriz A
(aij): matriz
Xo(z): polindomio caracteristico de
D(ay,...,ay): discriminante de uma n-upla
Ox: anel dos inteiros de K
#X: cardinalidade do conjunto X
min(X) : minimo do conjunto X
a,b,...: ideais
¢(n): funcao de Euler para o inteiro n
A[X]: anel dos polinémios sobre A em X
K(ay,...,ay): corpo obtido pela adjungao de ¢o4,...,0, a K
&n: €M/ = cos®X + isen®, raiz n-ésima primitiva da unidade
Z: conjugado complexo do elemento z
Dy: discriminante absoluto do corpo K
Tryx: traco em relagdo a extensao L/K
Nypjk: norma em relagio a extensao L/K
A(OL|K) : diferente de L sobre K.
(A(OL|K))~! : codiferente de L sobre K.
O : codiferente de L sobre K.

Ker(f): micleo do homomorfismo f
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< aq,...,0, >: ideal gerado por oy, ..., 0,
Gal(L|K): grupo de Galois de L|K

alb: a divide b

§(A) : densidade de centro do reticulado A

div : diversidade

dp,min : distancia produto minima

E : energia da constelagao
Ey : energia por bit
Ny : poténcia do ruido

er fc : funcao erro
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Introdugao

Introducao

Em um sistema de comunicagao digital, o objetivo ¢ transmitir dados de uma fonte até
um destino. O meio usado para esta transmissao é chamado de canal e pode ser um cabo
coaxial, fibra déptica, a atmosfera (no caso de ondas de radio), CD’s, disquetes, DVD’s (no
caso de canais de armazenagem),etc.

Em um sistema tradicional, os dados gerados pela fonte sao simbolos de um alfabeto A.
Como cada simbolo tem sua probabilidade de ocorréncia, estes dados sao processados pelo
codificador de fonte, com o objetivo de eliminar redundancias e desta forma compactar a
informacao.

As sequéncias geradas pelo codificador de fonte sdo entao processadas pelo codificador
de canal, que introduz redundancias gerando sequéncias de simbolos de A que sao chamadas
de palavras cédigo. Para a transmissao, o modulador associa a cada palavra cédigo z um
conjunto de simbolos analdgico, que é entao enviado pelo canal.

A imperfei¢ao do canal gera distor¢des e o sinal recebido nem sempre coincide com o
enviado. O demodulador faz entdo a melhor estimativa, fornecendo uma sequéncia r de
simbolos de A. Devido ao ruido, é possivel que r nao seja uma palavra cédigo. Entao, o
decodificador de canal associard uma palavra codigo, que é a melhor estimativa.

Finalmente, o decodificador de fonte associara a esta palavra cddigo a suposta sequéncia

original de simbolos enviada. O diagrama abaixo ilustra o processo.

— [Codif. de Fonte\ — |Codif. de Canal|
i)
1
\

| Demodulador |

\
+— [Decodif. de Fonte|+— |[Decodif. de Canal|

Cada uma destas etapas gerou grandes dreas de pesquisa, que se desenvolveram, de certa

forma, independentemente.

A teoria dos cédigos corretores de erros nasceu em 1948, com o famoso trabalho de

Shannon (1], onde foi demonstrado o Teorema da Capacidade de Canal. Em linhas gerais, este
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Introducao

resultado diz que para transmissdo de dados abaixo de uma taxa C (simbolos por segundo),
chamada de capacidade do canal, é possivel obter probabilidade de erro tdo pequena quanto
se deseja através de codigos corretores de erros eficientes.

A Teoria Algébrica dos Numeros tem sido bastante 1til no desenvolvimento de cdédigos
corretores de erros e reticulados. Corpos finitos foram a ferramenta chave para o desenvolvi-
mento dos cédigos bindrios, estruturas que despertaram gradativamente o interesse dos pes-
quisadores em teoria das comunicagoes. Recentemente, a preocupacao de perder informagoes
nas comunicagoes sem fio forgou os pesquisadores da teoria da codificagao a trabalhar com ca-
nais com desvanecimento. Deste modo, novos critérios para a obtengao de cédigos vem sendo
consi-

derados com a finalidade de aperfeicoar o desempenho dos sistemas de transmissao sem fio.

E neste contexto que constelacoes de sinais de reticulados rotacionados tém sido propostas

para transmissao sobre o canal Rayleigh com desvanecimento. Reticulados algébricos, isto
é, reticulados construidos via o homomorfismo canonico de um corpo de nimeros algébricos,
sao providos de uma ferramenta eficiente para construgdo de tais cédigos reticulados. A
razao é que os dois principais parametros para a construgao desses cédigos, a diversidade e a
distancia produto minima do reticulado, estao diretamente relacionadas com as propriedades
do corpo de nimeros em questao.

O presente trabalho esta dividido em cinco capitulos. Os Capitulos 1, 2 e 3 sdo dedica-
dos a Teoria Algébrica dos Nimeros, onde apresentamos alguns conceitos e resultados que
serao utilizados no decorrer do trabalho. No Capitulo 4 definimos reticulados algébricos
e fornecemos o Método de Minkowiski para geracao de reticulados no R™. Ainda neste
capitulo introduzimos a teoria de ideais reticulados, descrevendo seus principais resultados.
No Capitulo 5 apresentamos cinco construcoes de Z"-reticulados rotacionados. Tais cons-
trugdes sdo: constru¢ao quadratica, construcdo ciclotémica, construgao ciclica, construgao

mista e finalmente uma construc¢ao via o método de Kriiskemper.
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Capitulo 1

Teoria algébrica dos niimeros

Neste capitulo introduzimos conceitos importantes da Teoria Algébricos dos Nimeros tais

como elementos inteiros sobre anéis, norma e trago de elementos. Enfocamos também as

principais propriedades dos anéis Noetherianos, dos anéis de Dedekind e anéis de fracoes.
O objetivo deste capitulo é introduzir conceitos que serao usados nos capitulos posteriores,

e os resultados podem ser encontrados nas referéncias (2], [3], [4], [5] e [6].

1.1 Mobdulos Noetherianos

Nesta secdo apresentamos os conceitos de médulos e médulos Noetherianos juntamente com

suas principais propriedades.

Definicao 1.1.1 Seja A um anel. Um A-médulo M é um grupo abeliano (aditivo) munido

de uma aplicacgo A x M — M, denotado por (a, m) — am, tal que, para quaisquer

a,be Aex,ye M, tem-se:
i) a(z +y) = ax + ay;

i1) (a + b)z = az + bx;

i11) (ab)z = a(bx);

w)lz =z.

Definigao 1.1.2 Sejam A um anel e M um A-mddulo. Um subconjunto N C M ndo vazio

¢ um A-submédulo de M se, com as operacées herdadas de M, também é um A-mddulo.
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CAPITULO 1. TEORIA ALGEBRICA DOS NUMEROS

Definicao 1.1.3

1. Um A-mddulo M é dito finitamente gerado se erxistem xz,,...,x, € M tais que

M = Az + --- + Az,, e neste caso, dizemos que z,,- -+ ,x, formam um sistema de

geradores de M.

2. Um conjunto de elementos x,,...,r, € M sdo linearmente independentes (sobre

A) se a igualdade Z a;x; =0, com a; € A, implicar que a; = --- = a, = 0.

i=1
3. Se além disso, x,...,x, formarem um sistema de geradores de M, entdo eles formam

uma base de M.

Observagao 1.1.1 E importante lembrar que nem todo mddulo finitamente gerado possui
uma base. Um A-mddulo que possui uma base é chamado de A-mddulo livre, e o nimero de

elementos da base é chamado de posto de A.

Definicao 1.1.4 Sejam M um A-modulo e I, C I, C --- C I, C --- uma sequéncia
crescente de A-submddulos de M. Esta é uma sequéncia estaciondria se ezistir ng € N tal

que I, = I,,, para todo n > ng. A defini¢ao é andloga para sequéncia decrescente estaciondria.

Definicao 1.1.5 Sejam A um anel e M um A-mddulo. Dizemos que M ¢é um A-mdédulo
Noetheriano se satisfaz uma das sequintes condigées:

1) Toda familia nao vazia de A-submddulos de M tem um elemento mazimal.

2) Toda sequéncia crescente de A-submddulos de M é estaciondria.

3) Todo A-submddulo de M é finitamente gerado.

Dizemos que A é um anel noetheriano se A considerado como um A-mddulo for noethe-

Tano.

Proposigao 1.1.1 Todo anel principal A é noetheriano.

Demonstragao: Considere uma sequéncia crescente de A-submédulos de M,
hchc---cl,C:

Como A ¢é principal, todos os ideais de A sao principais e como os submoédulos de A sao

exatamente os ideais de A, segue que os submddulos de A sao principais. Temos que I =

U I, é um ideal de A. Agora, notemos que I, C I = (a), para todon € N e a € I,,,, para
neN
algum ng € N, pois a € (a) =1 = U I,. Como a € I, e a € (a) segue que I = (a) C I,.

neN
Portanto, I = I,,,. Assim, existe ng € N tal que Vn > ng temos que I, = I,,. [
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CAPITULO 1. TEORIA ALGEBRICA DOS NUMEROS

Teorema 1.1.1 Sejam A um anel principal, M um A-mddulo livre de posto n, e M' um
A-submodulo de M. Entao:

i) M' € livre de posto q, 0 < q < n.

i) Se M' # (0), entdo existe uma base {ey,...,e,} de M e elementos ndo nulos ai,...,a, €

A tal que {a1ey,...,a4e,} € uma base de M' e que a; divide a4y, parai=1,2,...,q— 1.

Demonstragao: Para M = (0) o resultado é trivial. Consideremos portanto M # (0).
Seja L(M, A) o conjunto das formas bilineares sobre M. Para u € L(M, A), u(M') é um
submédulo de A, um ideal de A. Como todo ideal de A é principal, podemos escrever
u(M') = Aa,, com a, € A. Pela Proposi¢ao (1.1.1), segue que A é um anel Noetheriano,
entdo existe u € L(M, A) tal que Aa, é maximal entre todos os Aa,, v € L(M,A). Seja
{z1,22,...,7,} uma base de M, a qual o identifica com A". Seja P,, : M — A a projecdo na
i-ésima coordenada, isto é, Py, (z;) = d;;. Como M' # (0), para pelo menos um 7,1 < ¢ < n,
P..(M') # (0). Consequentemente, a, # 0. Pela nossa construgdo, existe ¢’ € M’ tal que
u(e') = a,. Mostremos que para todo v € L(M, A),a, | v(€'). Se d = mdc(ay,v(e')), existem
b,c € A tais que d = ba, + cv(e'), ou seja, d = (bu + cv)e’. Como w = bu + cv é uma forma

linear sobre M, Aa, C Ad C w(M'). Pela maximalidade de Aa, segue que Ad = Aa,, 0 que

implica que a, | v(¢'). Em particular, a, | P, (€'), entdo, P, (€') = a,b;, com b; € A. Faca

e= Z bizi, entdao ¢ = a,e. Como u(e') = a, = a,u(e), segue que u(e)=1. Mostremos que :

i=1

1. M = Ker(u) & Ae.
2. M'=(M'Nn Ker(u)) ® Ae', onde €' = aye

1. Paratodoz € M,z = u(z)e+(z—u(z)e). Observe que u(z—u(z)e) = u(z)—u(r)u(e) =
0, pois u(e) = 1, entdo z — u(z)e € Ker(u). Isto mostra que Ae+ Ker(u) = M. Além
disso, Ae N Ker(u) = (. Portanto, M = Ker(u) & Ae.

2. Para y € M,u(y) = ba,, com b € A, tal que y = ba,e+ (y — u(y)e) + be' + (y — u(y)e).
Além disso, temos que y — u(y)e € Ker(u) e y — u(y)e = y — be’ € M’, ou seja,
y—u(y)e € (M'N Ker(u)) e be’ € Ae’ C Ae, e isto conclui (2).

Finalmente vamos a demonstracao do teorema. i) Faremos por indugao sobre o posto g
de M'. Se q = 0, M = (0) e nao hé o que provar. Se ¢ > 0, M' N Ker(u) tem rank
q — 1 (de acordo com (2)) e portanto, M' N Ker(u) é livre, de acordo com a hipétese de

inducido. Como a soma em (2) é direta, obtemos uma base para M’, adicionando e’ a base
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CAPITULO 1. TEORIA ALGEBRICA DOS NUMEROS

de M' N Ker(u). Consequentemente, M’ é livre de posto ¢g. ii) Faremos indugao sobre n,
o posto de M. Novamente, se n = 0 nao hd o que provar. Suponhamos entdo n > 0.
Pelo item i), Ker(u) é livre de posto n — 1, j4 que a soma em (1) é direta. Aplicaremos
a hipdtese de indugao para o mddulo livre Ker(u) e para o submddulo M' N Ker(u): se
M'N Ker(u) # (0), existem ¢ < n, uma base {es,...,e,} de Ker(u) e elementos ay,...,q,
de A ndo nulos, tal que {ase,,...,aq.e,} é uma base para M' N Ker(u), e tal que a; | a;41,
para 2 < ¢ < ¢—1. Com as mesmas notagoes acima, seja a; = a,, e e; = e. Entdo, de acordo
com (1), {e,e2,...,€,} é uma base para M e de acordo com (2), e do fato de € = a,e,
segue que {ajey,azes,...,a.e,} ¢ uma base para M'. Falta mostrar que a; | ay. Seja v
uma forma linear sobre M definida pela relagio v(e;) = v(ep) = 1 e v(e;) = 0, para i > 3.
Entdo a; = a, = v(aye;) = v(e') € v(M'), entdo Aa, C v(M'). Pela maximalidade de Aa,,
concluimos que v(M') = Aa, = Aa;. Como a; = v(azes) € v(M'), temos que a; € Aay,

isto implica que a; | a, e isto conclui a demonstragao. a

Proposigao 1.1.2 Sejam A um anel, M um A-mddulo e N um submddulo de M. Entio M

¢ noetheriano se, e somente se, — e N sao noetherianos.

N

Demonstragao: Suponha que M é noetheriano. Seja (M;,)n>0 uma sequéncia crescente de
A-submédulos de N. Entao (M,),>o também é uma sequéncia crescente de A-submédulos de

M. Como M é noetheriano, segue que (M,),>o € estaciondria. Portanto, N é noetheriano.

M g ,
Para mostrar que N é noetheriano, sejam

M
S = { submédulos de M que contém N} e T = { submddulos de N}

L
A aplica¢do ¢ : S — T definida por ¢(L) = N para L € S, é uma bijecao de S em T'.

: i oy : M -
Assim, se (M,)n>0 é uma sequéncia crescente de A-submddulos de N entdo (¢~ (Mp))n>0
também é uma sequéncia crescente A-submddulos de M. Como M é noetheriano, segue que

(Lp‘l(Mn))nzo é estaciondria, e portanto (M,)n>o é estacionaria. Assim, N ¢ noetheriano.

_ M i , : )
Reciprocamente, suponhamos que N e N sao noetherianos. Seja (M,),>o uma sequéncia
crescente de A-submédulos de M. Assim, (N N M,),>o é uma sequéncia crescente de A-
submddulos N. Como N é noetheriano, segue que (N NAM,),>o € estaciondria, ou seja, existe

k € N tal que
M,N N = Mp41 NN, Vnzke%zMj\“;l, Vn > k.
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CAPITULO 1. TEORIA ALGEBRICA DOS NUMEROS

Sabemos, que M, C M, .1,Vn > k. Sex € M, 1, entdo existe y € M, tal que z+M; = y+N.
Assim, x —y € NN M,y = NN M,. Logo, x —y € M, e como y € M, segue que x €M,,.

Portanto, M,, = M,,;,, Vn > k e assim, M ¢é noetheriano. =

Corolario 1.1.1 Se M,,..., M, sao A-mddulos noetherianos entao o produto M, x - - - x M,

é um A-mddulo noetheriano.

Demonstragao: Faremos a prova por indugao sobre n. Para n = 2, identificamos M, ~

M, x {0} C M, x M, e definimos a fungdo ¢ : M} x My — M, tal que ¢(0,y) = y. Como ¢ é

M, x M
um homomorfismo sobrejetor, segue que SLE M3, onde ker ¢ = M; x {0}. Como M,

ker ¢
& = JM(] X ﬂfg F = o
é noetheriano, segue que m ~ M, é noetheriano e pela Proposigao (1.1.2), segue que
1
M, x M, é noetheriano. Suponhamos agora, por hipdtese de indugdo, que M = M; x - -+ X
M,,_, é noetheriano. Como M,, é noetheriano, segue do cason = 2, que M = M; x--- x M,

é um A-moddulo noetheriano. ®

Corolario 1.1.2 Se A € um anel noetheriano e M é um A-mddulo finitamente gerado, entio

M ¢é um A-mddulo noetheriano.

Demonstragao: Seja {e,...,e,} um conjunto de geradores do A-médulo M. Temos que a
aplicagao ¢ : A" — M definida por ¢(ay,...,a,) = aje; + - - - + a,e,, ¢ um homomorfismo
n

sobrejetor. Assim, pelo Teorema do Homomorfismo, temos que hern ~ M. Como A é
noetheriano, pelo Coroldrio (1.1.1), segue que A" é noetheriano. Pela Proposigao (1.1.2),

segue que M ¢é um A-moddulo noetheriano. o

Proposigao 1.1.3 Em um anel noetheriano A todo ideal contém um produto de ideais pri-

mos.

Demonstragao: Sejam A um anel noetheriano e F' o conjuntos dos ideais de A que nao
contém um produto de ideais primos. Suponhamos F # §. Como A é noetheriano, segue
que F' tem um elemento maximal M. Temos que M nao é um ideal maximal, pois caso
contrario, M seria primo e assim, M ¢ F. Assim, existem z,y € A — M tal que zy € M.
Notemos que M C (z) + M e M C (y) + M. Logo, (z) + M e (y) + M nao pertencem a F.
Assim,

pip2...Pn C (@) + M e qqz...q, C (y) + M,

onde p;, q; sao ideais primos de A, e

(p1p2---Pn)(q192..-qn) C ({(z) + M)((y) + M) C M,
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CAPITULO 1. TEORIA ALGEBRICA DOS NUMEROS

o que é um absurdo. Portanto, F = (). [ ]

Corolério 1.1.3 Em um dominio noetheriano, todo ideal nao nulo contém um produto de

ideais primos nao nulos.
Demonstragao: Analoga a Proposi¢ao (1.1.3). L

Definigao 1.1.6 Seja A um anel. Dizemos que a € A € nilpotente se a" = 0, para algum

n > 0. Dizemos que A é um anel reduzido se o inico elemento nilpotente de A € o zero.

Coroléario 1.1.4 Se A é um anel noetheriano reduzido, entdo o ideal nulo de A é uma

intersecgao finita de ideais primos nao nulos de A.

Demonstragao: Pela Proposi¢do (1.1.3), temos que o ideal nulo de um anel noetheriano

g
contém um produto de ideais primos. Portanto, (0) = pr". Vamos mostrar que (0) =
=1

g
ﬂpf‘". Temos que (0) C p;N...Np,. Por outro lado, se z € pyN...Np,, entao zTe2t+e ¢

i=1

9
p$t...pg? = (0). Como A é reduzido, segue que z = 0. Portanto, (0) = ﬂ p;t.
i=1
Lema 1.1.1 Se A;, Ay sdo ideais de um anel A e A, + Ay, = A entdo A1 A, = A N A, .

Demonstragao: Temos que A;4; C A; e A1 A; C A, e assim A1 Ay C A N Ay, Agora,
suponhamos que € A4;NA,. Por hipétese, A, +.A; = A, assim, existem elementos a; € A,,
ay; € Ay tal que 1 = ay + a. Logo, £ = a;2 + axz é a soma de dois elementos de A;.A,.

Assim, A; N A; C A, As. Portanto, A; 4, = A1 N A, . m

Lema 1.1.2 Se A € um anel e {A,,...,A,} € um conjunto finito de ideais de A, tais que
n n

Ai+ A; = A, para i # j, entio A/H.Ai ~ HA/.A,—.
=1

i=1

Demonstragao: Faremos a prova por induc¢ao sobre n. Para o caso n = 2, seja a aplicagao
@ A— 4/A1 X A/Az,

definida por ¢(a) = (a + Aj,a + Ay), com a € A. Assim ker(¢) = A; N A,, uma vez que,
¢(z) = (0,0) se, e somente se, (z+.4;, z+A4;) = (0,0) se, e somente se, z+.4; = 0 e z4+A; = 0
se, e somente se z € A e z € A, se e somente se, z € A; N A,. Quanto a sobretividade,

dados y, 2 € A, devemos encontrar x € A tal que (y + A4,z + A)=(z + A,z + A,) = ¢(z).
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CAPITULO 1. TEORIA ALGEBRICA DOS NUMEROS 11

Como A, + A, = A, existem elementos a; € A;, a; € A, tais que 1 = a; + ay. Seja,
T = a1z +azy. Como ay = 1(modulo A;) e a; = 1(modulo A;) segue que z = y(modulo A,)
e z = z(modulo A,), isto é, x + A =y + A, e v + Ay = z + A,, ou seja, ¢ é sobrejetora.
Portanto, A/A; N A, ~ A/ A; x A/ A, e pelo Lema (1.1.1), temos que

A/AIAQ o A/A]_ X A/.A.g

Agora, supomos que o resultado é verdadeiro para Yk < n. Fazendo b = A,...A,, temos

que A; + b = A, uma vez que A; + A; = A, para 7 > 2, e assim, existem elementos ¢; € A,

e a; € A; tais que ¢; + a; = 1. Logo, 1 = H(C" +a;) = c+ay...a,, onde ¢ é a soma dos
i=2
termos que contém no minimo um ¢; como fator. Logo, ¢ € A;. Como a;...a, € b, segue

que A, +b = A. Pelo caso n = 2, segue que A/ A1b~ A/ A, x A/b, e por hipétese de inducio
temos que A/ H'A" o HA/.Ae-. [
i=1 i=1

Definigao 1.1.7 Um espago vetorial V' sobre um corpo K é uma K-algebra se eziste uma

multiplicagcao em V' satisfazendo,
1. a(b+c)=ab+ac, Ya,b,c € V,
2. a(ab)=(aa)b=a(ab), Va € K ea,b eV,
3. a(be)=(ab)c, VYa,b,c €V,
4. Ay €V;aly =a=1ya,Va eV

Observagao 1.1.2 Se ab = ba, Va,b € V, dizemos que V € uma K-dlgebra comutativa.

1.2 Anel de inteiros

Nesta se¢do, apresentamos o conceito de anel de inteiros e faremos um estudo sobre as suas

principais propriedades.

Definigao 1.2.1 Sejam B anel e A um subanel de B. Dizemos que um elemento « € B
¢ inteiro sobre A, se a é raiz de um polindmio monico com coeficientes em A, ou seja,
ezistem ay, .. .,an—1 € A, ndo todos nulos, tal que o™ + ap_10™" ' +---+aja+ay = 0. Essa

equacdo é chamada de equagao de dependéncia integral de a.
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CAPITULO 1. TEORIA ALGEBRICA DOS NUMEROS 12

Exemplo 1.2.1 Se a = /5 4+ V7 € R, temos que a é inteiro sobre Z, pois « € raiz do
polinémio z* — 242* + 4 € Z[x].

Teorema 1.2.1 Sejam A C B anéis e « € B. Sdo equivalentes as sequintes afirmagoes:

i) a € inteiro sobre A.

i) O anel Ala] é um A-mddulo finitamente gerado.

i) Existe um subanel R do anel B tal que R é um A-mddulo finitamente gerado que contém

Aea.

Demonstragao: i) = ii) Temos que Ala] = {}°; a;0* : a; € A}. Por hipétese, temos que a

é inteiro sobre A, assim, existem ay,...,a,-; € A, nao todos nulos, tais que
a® +ap_10" 1+ +aja+ay=0.

Seja M = [1,a,...,a" '] um A-médulo finitamente gerado. Vamos mostrar que Afa] = M.
Temos que @™ = — (a1 ' + - + a1y + ap), ou seja, o™ € [1,,...,a"!]. Agora, vamos
provar por indugio que o’ € [1,q,.. .,a" 1], para j € N. Temos que o’ € 1,eq,...,a™1,

Vj < n. Suponhamos por hipétese de indugdo que o’ € [1,q,...,a""!] e mostremos que

ot € [1,q,...,0"']. Por hipétese de inducdo existem by,...,b,_; € A tal que o =

bp_1a™ 1+ - + by + by. Assim,

ot = dda
(bp—1@™ '+ -+ by + o)
bp10" + -+ + bia? + by
bpoi(=an10™ ' = —aja—ag) + - -+ + bia® + by
—bp_1Gn_10™ — o = b, 10100 = bpyap + ¢+ + b1a? + by

_a(]bn—l + (_bn—lal =+ bo)a g Rl o (bn—? = bn—}aﬂ—l)anmla

ou seja, &’ € [1,a,...,a"!], para j € N. Por outro lado, [1,a,...,a"!] C Ala]. Assim,
[1,e,...,a" '] = Ala]. Portanto, A[a] é um A-mddulo gerado por 1,q,...,a" !, Para ii)=
iii) como @ € A[a] e A C Ala], é suficiente tomar R = A[a]. Finalmente, para iii)= i) seja
R = (y1,...,yn) um A-médulo finitamente gerado tal que A C R C B e a € R, ou seja,

R=Ay; +---+ Ay,. Como a € R temos que ay; € R, para i=1,...,n. Assim, existem
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CAPITULO 1. TEORIA ALGEBRICA DOS NUMEROS

a;; € A, com 1 < 1,7 < n, de modo que

4
ayy = anyr + -+ Qaln

QY = QoY1 + *** + Qopln

\ QYn = An1Y1 + ** + AppYn.

(a - ail)yl —Q12Y2 — r — Qipln

—any + (@ — ax)ys — -+ — AanYn

| —Gn1¥1 — Gn2Y2 — *+* + (@ — Q)Y

Na forma matricial, temos

(a B 011) —ai2

—Qaz1 (Of Wl 022)

_(Iﬂ.l . . e s (G_aﬂn) 0

Seja D o determinante da matriz dos coeficientes do sistema linear. Pela regra de Cramer,

T
temos que Dy; = 0, para j = 1,...,n. Como 1 € R, segue que 1 = Z:cjyj, com c; € A,
i=1

mn mn
eassim, D = D1 = Dchyj:E ¢jDy; = 0. Observemos que D é uma equagao de

i=1 j=1
dependéncia integral de o uma vez que D = o™ +b,_1a" ' +---+ by = 0, onde cada b; € A.

Portanto, « é inteiro sobre A. -]

Corolério 1.2.1 Sejam A C B anéis, e sejam «y,...,a, € B. Se a; ¢ inteiro sobre A,
aq € inteiro sobre Alay], ... e ay € inteiro sobre Alay,. .., an—1], entio Ala,...,0,) € um

A-mddulo finitamente gerado.

Demonstragdo: Se a; é inteiro sobre A, entdo pelo Teorema (1.2.1), temos que Alo]
¢ um A-moédulo finitamente gerado. Assim, suponhamos que R = Alay,...,a,-1] seja
um A-médulo finitamente gerado por {v,vs,...,v,} € que a, seja inteiro sobre R =
Alay, ..., an_y]. Pelo Teorema (1.2.1), temos que R[a,] é um R-médulo finitamente gerado.

Assim, existe {wy,...,ws} C R[ay] tal que

Rl = Alay; ios 0] = iRw" = ZS: (Zn: ajvj) w; = Zajvjwi-
i=1 Jst
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CAPITULO 1. TEORIA ALGEBRICA DOS NUMEROS 14

Logo, {v;w;} parai =1,...,se j = 1,...,n, gera R[a,] como um A-médulo. Portanto,

Alay, ..., a,] é um A-médulo finitamente gerado. (]

Observagao 1.2.1 Quando B = C, o corpo dos complezos, e os coeficientes do polinomio
sao numeros racionais, dizemos simplesmente que o é um niimero algébrico. Se os coefi-

cientes do polinomio ménico sdo nimeros inteiros, « € chamado inteiro algébrico.

Exemplo 1.2.2 O elemento a = /13 é um inteiro algébrico, pois é raiz do polinémio
ménico x* — 13 € Zz]. O elemento a = /2 + /3 é um inteiro algébrico, pois é raiz do

polinémio ménico z* — 10x% + 1 € Z[x).

Corolério 1.2.2 Sejam A C B anéis. Se o, 3 € B sao inteiros sobre A, entio o + 3, af

sao inteiros sobre A.

Demonstragao: Temos que a + 3, af pertencem a Ala, §]. Pelo Corolério (1.2.1), temos
que Ala, ] é um A-mddulo finitamente gerado e pelo Teorema (1.2.1), segue que o+ 3, af3

sao inteiros sobre A. n

Teorema 1.2.2 Se « € uma raiz de um polinomio monico, onde 0s coeficientes sao inteiros

algébricos, entao o é um inteiro algébrico.

Demonstragao: Seja a™ + a,_1a" ! + -+ + aja + ag, tal que a;,para i =1,...,n—1
pertenca ao conjunto dos nimeros complexos que sao raizes de polindmios moénicos com
coeficientes em Z. Fazendo B = Z[ay, .. .,an-1, &, bp = @g,...,bp—1 = an_1 € b, = & temos,
pelo Corolério (1.2.1), que Z[by,...,b,] é um Z-mddulo finitamente gerado. Pelo Teorema

(1.2.1) segue que « é um inteiro algébrico. ®

Definigao 1.2.2 Sejam A C B anéis. Dizemos que B é inteiro sobre A se todo elemento

de B ¢ inteiro sobre A.

Exemplo 1.2.3 Dentre os anéis que salisfazem esta condigao estd o anel dos inteiros de

Gauss, Z[i], pois todo elemento a+ bi de Z[i] é raiz do polindmio z* — 2az + (a® + b*) € Zl[z].

Definigao 1.2.3 Sejam A C B anéis.
(1) Op = {a € B : « é inteiro sobre A} é chamado anel de inteiros de A em B.
(2) Se A é um dominio e B = K o corpo de fragies de A, dizemos que Op é o anel de

inteiros de A em K. Além disso, se A = Op dizemos que A € um anel integralmente

fechado.
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CAPITULO 1. TEORIA ALGEBRICA DOS NUMEROS

Proposicao 1.2.1 Sejam A C B anéis. Entio A C Og C B.

Demonstragao: Pelo Coroldrio (1.2.2), temos que Op é um subanel de B . Agora, se
a € A, entdo « € raiz do polindmio p(z) = z — @, que tem coeficientes em A. Assim,

a € Opg. Portanto, A C O C B. m

Proposigao 1.2.2 Sejam A C B C R anéis. Assim, R é inteiro sobre A se, e somente se,

R € inteiro sobre B e B é inteiro sobre A.

Demonstragao: Suponhamos que R é inteiro sobre A. Se o € R, entdo existem ag, . ..,y €

A, nao todos nulos, tal que
a"” +ap_10" 1+ -+ ap=0.

Como A C B, segue que a; € B, para i = 0,1,...,n — 1, ou seja, o é inteiro sobre B.
Portanto, R ¢ inteiro sobre B. Agora, seja @ € B. Como B C R, segue que o € R, entio,
por hipétese « é inteiro sobre A. Portanto, B é inteiro sobre A. Reciprocamente, seja o € R.

Como R é inteiro sobre B, segue que existem by, ...,b,_; € B, ndo todos nulos, tal que
a" + bﬂ_lﬂfﬂ_l Rl o bn ={).

Seja C' = Alby, ..., b,-1]. Logo, a é inteiro sobre C. Como B ¢ inteiro sobre A, segue que os

b;s sdo inteiros sobre A. Pelo Corolario (1.2.1), segue que Cla] = Albo,...,bn-1,0] é um A-

moédulo finitamente gerado. Pelo Teorema (1.2.1), temos que « é inteiro sobre A. Portanto,

R é inteiro sobre A. B

Proposigao 1.2.3 Sejam A C B anéis com B um dominio e inteiro sobre A. Entdo A é
um corpo se, e somente se, B é um corpo.

Demonstragao: Suponha que A seja um corpo. Seja a € B, a # 0. Como B é inteiro sobre
A entdo a ¢ inteiro sobre A e, portanto, pelo Teorema (1.2.1) segue que A[a] é um espago

vetorial finitamente gerado sobre A, pois A é um corpo. Seja

@ : Ala] — Ala]
b—s ba, Vbe Alal.

Temos que ¢ é A-linear e Ker(p) = {b € Ala] : ¢(b) = 0} = {0}, pois ¢(b) = 0 se, e somente
se, ba = 0 e como B é um dominio e @ # 0 segue que b=0. Deste modo, ¢ é injetora e

como estamos considerando espagos de mesma dimensao finita, segue que ¢ é sobrejetora.
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CAPITULO 1. TEORIA ALGEBRICA DOS NUMEROS 16

Portanto ¢ é bijetora. Assim, como 1 € A[a] segue que exite b’ € A[a] tal que d'a = 1, ou
seja, a € inversivel em B. Portanto B é um corpo. Reciprocamente, seja a € A, a # 0.
Como A C B entao a € B e como B é um corpo segue que a~' € B. Como B é inteiro sobre

A, e a”! € B segue que
(@) +ap1(@)" P+ +a (@) +ap =0,
com a; € A nao todos nulos. Multiplicando por a™~!, obtemos

al4+a,1+ +aa" 24 g0 =

al=—(a_1 + -+ a10" % + gpa™!) € A.
Portanto A é um corpo.
Proposicao 1.2.4 Se A é um dominio, entao Og € um anel integralmente fechado.

Demonstragao: Seja K o corpo de fragoes de A. Assim, K também é o corpo de fracoes de
Op. Seja a € K inteiro sobre Op. Como Op é inteiro sobre A segue da Proposi¢do (1.2.2)

que « ¢é inteiro sobre A e, portanto, & € Op. Assim, Op é um anel integralmente fechado.m

Proposigao 1.2.5 Se A é um anel principal, entdo A é um anel integralmente fechado.

- ; i ; ; ; a
Demonstragao: Seja K o corpo de fragoes de A. Seja a € K inteiro sobre A tal que a = B

com a,b € A e mde(a,b) = 1. Assim, existem a; € A, ¢ =0,1,...,n — 1, ndo todos nulos,

tal que

Q" +ap_10" 1+ +ap=0.

- a
Substituindo « por —, temos que
)

¢
(s (§)" v

Multiplicando por b", obtemos

" +a,_10" b+ +aph" =0,

a" = b(—a,_1a"" — -+ — apb"™).
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CAPITULO 1. TEORIA ALGEBRICA DOS NUMEROS 17

Logo b divide a™ e como mdc(a, b) = 1, segue que b divide a, o que implica que @ = be. Usando
novamente o fato de mdc(a,b) = 1, temos que existem zg,yp € A tal que axy + byy = 1.
Assim, bexg + byo = 1 o que implica que b(czg + yo) = 1. Assim, b é inversivel em A e

a = ab~! € A. Portanto, A integralmente fechado. n

Exemplo 1.2.4 O anel Z dos nimeros inteiros é integralmente fechado, pois é principal.

Todo dominio fatorial € integralmente fechado.

1.3 Norma e traco

Nesta secao, apresentamos os conceitos de norma e trago de elementos. Também provamos
que o anel de inteiros é um A-mdédulo livre, onde A é um anel principal.
Sejam A C B anéis, onde B é um A-mddulo livre de posto finito n. Seja {ey,...,en}

uma base de B sobre A e seja ¢ : B — B um homomorfismo. Assim,

O'(C]) = @161 + a12€2 + -+ - + A1n€n,

o(e2) = ag1ey + anes + - - - + axen,

0(671) = Qn1€] + an2€2 + -+ + Qppéy,

0(61) €]
com a;; € A, onde 1 <¢,j < n. Assim, : = [asj]
o(en)

n

Definigao 1.3.1 Definimos o trago de o por Trpa(o) Zaﬁ, a norma de o por
i=1
Npja(o) = det(ai;) e o polinémio caracteristico de o por xpja(z) = det(z] — o).

Assim, temos que:

TT‘B|A(J+O") = TTBIA(J)—FT?‘B]A(O")
Npja(oo') = Npja(o)Npja(o)
xB|A(T) det(z] — o) = 2" — (Trpja(o))z" " + - - + (—1)"det(0).

Definicao 1.3.2 Sejam A um anel e B um A-mddulo livre. Considere o endomorfismo
0o : B — B definido por o,(z) = ax, com o« € B. O trago de o € B ¢€ definido por
Trpa(a) = Trpa(ca), a norma de oo € B por Npja(a) = det(oq) e o polindmio caracteristico

de a por xpja(z) = det(z] — 0,).
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Vale ressaltar que quando nao houver duvidas a respeito dos anéis com os quais estamos

trabalhando, denotaremos Trpj4, Npja € Xpja(x) simplesmente por Tr, N e x(z).

Sejam Q C K C L corpos, onde K C L é uma extensio finita. Se a,a' € L e a € K,

entao valem as seguintes propriedades:
1. Tryg(a+ o) = Tryk(o) + Tru,lx(a')
2. Tryk(ea)=aTr k()
3. Tryk(a) = [L : Kla
4. Nyx(a) = albKl
5. Nyx(aa) = a“¥I Ny x (a)
6. NMK(aa’) = NL;K(a]NMK(a'),
ese K CM C L temos que
7. Nyx(a) = Nmk (Nym(a))
8. Tryk(a) = Trmk(Trum(a)).

Proposicao 1.3.1 Seja K um corpo de caracteristica zero ou um corpo finito. Sejam L uma
extensao algébrica de grau n de K, a um elemento de L e ay,...,a, as raizes do polinomio
minimal de a sobre K. Entdo Tr(a) =a; + -+ ay, N(a@) =a;...a, e x(z) = (z — ay)

(z—a) - (z— ay).

Demonstracao: Primeiramente faremos a demonstragao para o caso em que « é um ele-

mento primitivo de L sobre K, ou seja, L = K[a]. Se f(z) o polin6mio minimal de o sobre

K, entao L é K-isomorfo a %%f—% e {1,a,...,a" '} é uma base de L sobre K. Tomando

f(z) =2"+ ap_12" ' + -+ + ap, com q; € K, temos que a matriz do endomorfismo o, com

respeito a esta base é dada por
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Assim, det(z] — 0,) é o determinante da matriz

0 0 - -1 z+ay, |

Calculando o determinante da matriz acima, obtemos o polinémio caracteristico em o, que

é igual a f(z), o polindmio minimal de a. Por definicao,
x(z) = det(z] — 04(z)) = det(zl, — M) = 2" — (Tr(0q))z" ' + -+ + (=1)"det(0,).

Como a é primitivo temos que

xz)=F-a)(z—a) - (z—ay) ==z (Za,) g (-1) (H ar,-) :

i=1

n

Logo, Tr(oq) = Tr(«a Zat e N{os) = N(a) = Ha,-. Para o caso geral, seja r =
1=1

[L : K[e]]. E suficiente mostrar que o polinémio caracteristico x(z) de «, com relagdo a L

sobre K, é igual a r-ésima poténcia do polindmio minimal de « sobre K. Seja {yi,...,y,}
uma base de K[a] sobre K e seja {z1,..., 2} uma base de L sobre K[a] com n = ¢r. Seja
M = (a;,) a matriz do endomorfismo de K[a| sobre K com relagdo a base {y,...,y,}.
Assim, ay; = Z(a,-h)yh e a(yiz;) = (Z aihyh) zjzz ain(ynz;). Logo,

h h h
i ay1z; = any1z1 + a12y221 + -+ A19Yg21

QY221 = A1Y121 + A22Y221 + +** + A2qYq21

| aYqz1 = a1z + ageYy221 + -+ QgqelYg21-

Ordenamos a base {y;z;} de L sobre K, de modo que a matriz do endomorfismo seja da

seguinte forma
[ M 0

0 M

A‘A'L'
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CAPITULO 1. TEORIA ALGEBRICA DOS NUMEROS 20

isto é, M repete r-vezes na diagonal como blocos na matriz M,. A matriz zI,, — M,, consiste
de r-blocos diagonais, cada um tem a forma z/, — M, e consequentemente, det(zl, — M;) =
det(zl, — M)". Assim, x(x) = (det(zl, — M,)) e (det(zI, — M)) é o polinomio minimal de

a sobre K, de acordo com a primeira parte da demonstracao. [

Observagao 1.3.1 Segue pela Proposigao (1.3.1), que Tryx(a) = rTrygax() e Nyx(a) =

(NKIQHK(G))r € Xugg(a) = (XK[‘,”K(CE))", onde r = []L Z K[O{]]

Exemplo 1.3.1 Seja L = Q(v/-1). Sejaa=3+v/-1€Q(vV/-1) ex(z) =22 —-6x+10 0
polinémio minimal de o sobre Q. Entdo Tryg(a) = 6 e Nyg(a) = 10.

Exemplo 1.3.2 Sejam L = Q(v5,v/-1), K = Q(v/=1) e F = Q. Sejam a = 3+ v/—1
er =[L:Q(v-1)] = 2. Pelo Ezemplo (1.5.1), temos que Ngr(c) = 10 e Trxr(a) = 6.
Assim, pela Observagdo (1.3.1), temos que Nyp(a) = (Ngr(a))? = 10? = 100 e Tryp(a) =
2(Trgr(a)) =26 =12.

Proposicao 1.3.2 Se A é um dominio, K seu corpo de fragées, K C L. uma extensao finita
e a € L um elemento inteiro sobre A, entao os coeficientes do polindmio caracteristico de

sdo inteiros sobre A. Em particular, Tr(a) e N(a) sdo inteiros sobre A.

Demonstragao: Pela Proposigio (1.3.1), temos que x(z) = (z — ay)(z — aa) - - - (z — ).
Como os coeficientes de x(z) sdo somas e produtos dos ¢, ¢ suficiente mostrar que os «;
sao inteiros sobre A. Pela Teoria de Galois, existe um K-homomorfismo o; : K[a] — K[ay],

definido por o;(a) = @, parai = 1,...,n. Como a ¢ inteiro sobre A, segue que
" +ap_10" 1+ +ap =0,
com a; € A, ndo todos nulos. Aplicando o;, obtemos
oi(@)" + ap_10;()" ' + -+ +ay =0,
ou seja, a; € inteiro sobre A. B

Corolédrio 1.3.1 Se A € um anel integralmente fechado, entio os coeficientes do polinémio

caracteristico de o, Tr(c) e N(a) sdao elementos de A.

Demonstragao: Seja x(z) o polinomio caracteristico de a. Os coeficientes do polinomio
sao elementos de K e sao inteiros sobre A. Como A é integralmente fechado, segue que os

coeficientes estdao em A. Portanto, Tr(a) e N(«) sdo elementos de A. 4

A
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CAPITULO 1. TEORIA ALGEBRICA DOS NUMEROS 21

Proposicao 1.3.3 Sejam A um anel integralmente fechado, K seu corpo de fragoes, L. uma

extensio finita de K de grau n e Oy o anel dos inteiros de A em L. Sejam {ay,...,an}

uma base de . sobre K, onde det(Tr(cicy)) #0 e o € L. Se Tr(af) = 0 para todo § € L,

implica a = 0.

Demonstragao: Como a = aja; + asas + « -+ + a,,, onde a; € K, para 1 = 1,...,n,
é suficiente mostrar que Tr(acq;) = 0, para j = 1,...,n, entdo a = 0. Assim, para j =

1,...,n, temos que
0 = Tr(aq;) = aiTr(are;) + axTr(eea;) + - - + apy Tr(oma;).

Na forma matricial, temos que

Tr(ayey) Tr(aza;) -+ Tr(a,o) ]

Tr(ogas) Tr(asas) -+ Tr(oyos)

| Tr(aian) Tr(opa,) - Tr(anen) | | an 0

Como det(Tr(a;j)) # 0 segue que a; = az = - -+ = a, = 0. Portanto, o = 0.

Corolério 1.3.2 Com as mesmas hipdteses da Proposi¢io (1.8.3), seque que a aplicagdo

p: L — Homg(L,K) definida por p(a) = Sa, onde So(B) = Tr(af), é um isomorfismo.
Demonstracao: Temos que p é homomorfismo, uma vez que se o, € L, entao

plor +@2)(B) = Sartar(B) = Tr((en + @2)B)
Tr(a1p) + Tr(e2f) = Sa, (B) + Sy (8) = p(ar)(B) + plaz)(P)
plac)(B) = Saa(B) =Tr(aapB) = aTr(af) = aSa(B) = ap(a)(B),

para todo § € L.
Agora, seja a € L tal que p(a) = 0. Entdo, p(a)(8)=S.(8) = Tr(aB) = 0, VB € L.
Pela Proposigao (1.3.3) temos que o = 0, provando assim que p ¢é injetora. Finalmente, p é

sobrejetora, pois dimgL = dimg(Homg(L, K)). Portanto, p é um isomorfismo. E

Teorema 1.3.1 Se A é um anel integralmente fechado, K seu corpo de fragioes, K C L uma
extensdo finita de grau n e O, o anel dos inteiros de A em L, entdo Oy, é um A-submddulo

de um A-mddulo livre.

AV
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CAPITULO 1. TEORIA ALGEBRICA DOS NUMEROS 22

Demonstragado: Seja {«;,...,a,} uma base de L sobre K. Como toda extensdo finita
é algébrica, segue que todos os «; sao algébricos sobre K, ou seja, existem a; € A, para

1=20,1,...,n, nao todos nulos, tais que
a,of + a,t_la;‘"l +---4+ag=0.

Supondo que a, # 0 e multiplicando esta equagao por a”~!, temos que a,q; é inteiro sobre

A, uma vez que

a:“l(ana? Atk a[]) = (ana’i]n % an—l(anai)n_l ek a:_laﬂ = 0.

Seja, a,a; = 2z; € Oy, para ¢ = 1,...,n. Vamos mostrar que {zy,...,2,} é uma base de
L sobre K. Suponhamos que b;z; + bz + -+ + bp2, = 0, onde b; € A, parai=1,...,n.
Assim,

bia,aq + beayan + - - + bpaya, = 0.

Como {ay,...,a,} é uma base de L sobre K segue que b;a, = 0 e, portanto, b; = 0 para

i =1,...,n. Portanto, {2i,...,2,} é linearmente independente e como possui n elementos

segue que é uma base de LL sobre K. Pelo Coroldrio (1.3.2) existe uma base dual {yi,..., ¥}

tal que

p(zl)(yj) = Sz:(y_}) = TT(ZIUJ) = 6?:3"‘: para ?‘1.? — l) ceey T
Agora, se a € Oy, entao az; € O, para ¢ = 1,...,n. Pelo Coroldrio (1.3.1) segue que
Tryx(az;) € A,parat =1,...,n. Comoa = c1y1+:*+cp¥yn, comc; € K, parai =1,...,n,
segue Tr(az;) = ¢ € A, parat = 1,...,n. Portanto, Op é um submddulo de um A-médulo

livre gerado por {z;,...,2,}. a

Coroléario 1.3.3 Com as mesmas hipdteses do Teorema (1.8.1), se A é um dominio prin-

cipal, entao O, é um A-mddulo livre de posto n.

Demonstragao: Pelo Teorema (1.1.1) temos que um submédulo de um A-médulo livre é
livre de posto menor ou igual a n. Pelo Teorema (1.3.1), segue que Of, contém uma base de

n elementos de L sobre K. Logo, Oy, tem posto n. =

Corolério 1.3.4 Com as mesmas hipdteses do Teorema (1.3.1), se A é um dominio prin-

cipal e se A C Oy, € um ideal, entao A é um A-mddulo livre de posto n.
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CAPITULO 1. TEORIA ALGEBRICA DOS NUMEROS 23

Demonstragao: Sejam {ej,...,e,} umabase de Op e @ € A, a # 0. Assim, aey,...,ae, €
A e sdo linearmente independentes sobre A, uma vez que se ajae; + - - - + e, = 0, com
o; € A,parat=1,...,n, entdo aq;a =0 parat=1,...,n. Como A é um dominio segue que

o;=0,paract=1,...,n. [ |

Proposicao 1.3.4 Seja A um anel noetheriano e integralmente fechado. Sejam K o corpo
de fragoes de A, K C L uma extensao finita de grau n e Op o fecho inteiro de A em L.

Entao Oy, é um A-mddulo finitamente gerado e O, € um anel noetheriano.

Demonstragao: Pelo Teorema (1.3.1), Op, é um submédulo de um A-médulo livre de posto
n. Pelo Corolério (1.1.2), temos que Op é um A-mddulo noetheriano e, portanto, finitamente
gerado. Como os ideais de O, sao A- submddulos de Oy, segue que satisfazem a condicao

de maximilidade da Definigao (1.1.5). Portanto, Oy, é um anel noetheriano. [

1.4 Discriminante

Nesta se¢ao apresentamos o conceito de discriminante, enfocando suas principais proprieda-

des.

Definicao 1.4.1 Sejam B um anel e A um subanel de B tal que B é um A-mddulo livre de

posto finito n. Dado (o, ...,a,) € B", definimos seu discriminante por
Dpa(oy, ..., an) = det(Tr(osa;)).

Quando nao houver dividas denotaremos o discriminante de (ay, ..., a,) simplesmente por

D(Of],...,ﬂn).

Exemplo 1.4.1 Se K = Q(v/7) € um corpo de nimeros e {1,\/7} é uma base de K sobre

Q, entao

Tr(l) Tr(v7) | _|2 0
Tr(v7) Tr(v7T)| |0 14

Proposicao 1.4.1 Sejam A C B, anéis, tal que B é um A-mddulo livre de posto n e

D(1,/T) = = 28,

(ay,...,an) € B*. Se (Bi,...,Bn) € B™ é um conjunto de elementos de B tais que B; =
n

E aijaj, com a;; € A, entdo
Jj=1

BBy cuuiBi) = (det(aij))gD(al, N
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CAPITULO 1. TEORIA ALGEBRICA DOS NUMEROS

Demonstragao: Sejam j3, = E Apic; € By = E QqjQj, COM Gypi, Bgj € A. Assim, B0, =
i=1

n
ZamaI ZG‘UO’J Z Apitgja;j, € Tr(Bpfy) = Tr Zamawazaj Zapiaqj’fr(aiaj).

i=1 1,7=1
Na forma matncnl temos que (T'r(8,5;)) = (ay:)(Tr (a,aj))(aqj) Pela Deﬁmgao (1.4.1) te-

mos que D(By,...,0n) = dEt(TT(ﬁp.ﬁq))- Logo, D(B1,...,6n) = det((api)(TT(aiaj))(aqj) ) =
det(ay;)det(Tr(aia;))det(aq;)t = det(ai;)?D(a, . . ., an). ]

Observagao 1.4.1 A Proposi¢io (1.4.1) afirma que o discriminante de quaisquer duas bases
de B sobre A sdo associados, isto €, a matriz (a;j) que ezpressa uma base em termos da
outra, admite matriz inversa com entradas em A. Portanto, ambos det(a;;) e det(a;;)™" sdo

mversiveis em A.

Definicao 1.4.2 Sejam B um anel e A um subanel de B, tal que B é um A-mddulo livre

de posto finito n. O discriminante de B sobre A é um ideal em A, definido por,
Dp/a = (Dpja(oa,...,0n0)),
onde {ay,...,an} € uma base de B sobre A.

Proposicao 1.4.2 Sejam B um anel e A C B um subanel tal que B é um A-mddulo livre de
posto finito n. Se Dp/a contém um elemento que nao é um divisor de zero, entdo, para que
(ay,...,ap) € B™ seja uma base de B sobre A, é necessdrio e suficiente que, D(ay, ..., ay)

gere Dpa.

Demonstragao: Se {ay, az,...,a,} é uma base de B sobre A, entdo pela Proposicao (1.4.1),

segue que D(ay,...,a,) gera D4/p. Reciprocamente, suponhamos que d = D(ay,...,ay)
n

gera Dy/p. Sejam {ey,...,e,} uma base de Dy/p, d' = D(ey,...,e,) € a; = Zaijej com
=1
aij € A, 1 < i < n. Pela Proposi¢do (1.4.1), segue que d = det(a;j)*d'. Por hipétese,

Ad = Dpja = Ad'. Logo, existe um elemento b € A tal que d' = bd. Assim, d = det(a;j)*bd
e, portanto, d(1 — det(a;;)*b) = 0. Temos que d nao é um divisor de zero, pois se fosse
todo elemento de Ad = D,4/p seria um divisor de zero, contrariando a hipdtese. Logo,
1 — det(a;;)%b = 0 e, portanto, det(a;;) é inversivel. Assim, a matriz M = [a;;] é inversivel.

Portanto, {a1,...,a,} é uma base de B sobre A. =

Lema 1.4.1 (Lema de Dedekind) Se G é um grupo, K um corpo, e 01,...,0, homomor-
fismos distintos de G no grupo multiplicativo K*, entdo {oy,...,0,} € linearmente indepen-

dente sobre K.

AYAV.LY
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CAPITULO 1. TEORIA ALGEBRICA DOS NUMEROS 25

m

Demonstragao: Suponhamos que os o;’s sdo linearmente dependentes. Seja E aio; =
i=1
0, com a; € K uma combinacgéo linear com m minimo e a; # 0, para todoi =1,2,...,m.

Logo, para qualquer = € G, temos que

(110'](1‘)-1-020'2(27) +“'+amg‘m($) = 0. (11)

Como os homomorfismos sdo distintos, segue que existe ¢ € G tal que o,(c) # om(c). Agora,

como cx € (G, segue que

ay01(cx) + azoz(cx) + -+ + amom(cz) =0

a101(c)oy(x) + ax03(c)oa(x) + - - + amom(c)om(z) = 0.
Multiplicando (1.1) por o;(c), obtemos
a,01(c)oy () + azoi(c)oz(z) + - - - + amor(c)om(z) = 0.
Subtraindo (1.3) de (1.4) obtemos
a202(z)(o2(c) — 01(c)) + - -+ + amom () (om(c) — 01(c)) = 0.

Como isso vale para todo z € G e m é minimo, segue que an,(om(c) — a1(c)) = 0. Como

om # 0, segue que 0,,(c) = o1(c) para todo ¢ € G, o que é um absurdo. ]

Proposigao 1.4.3 Sejam K um corpo, L uma extensio finita de K de graun e ay,...,0,
os n K-isomorfismos distintos de L. em um corpo algebricamente fechado F contendo K. Se

{ay,...,an} € uma base de L sobre K, entdo

D(ay,...,a,) = det(oi(a;))? # 0.

Demonstragao: Temos que D(ay,...,a,) = det(Tr(aic;)). Como o trago de oy é a

soma dos seus conjugados, segue que D(ay,...,0,) = det(Tr(a;5)) = det(z ok(iey) =
k=1

det(zn: or(ci)or(a;)) = det(o(a;))det(ox(a;)) = (det(oi(a;))?, uma vez que

k=1

o1(ey) o2(ay) - 0’,1(&1)— o1(a1) o1(az) -+ o1(an)

01(02) 02(&2) Un(az) 02(a1) 02(02) Uz(an)

-

Ul(an) 0"2((111) Un(an) on(al) Un(a2) SHE O'n((l’n)_

AV
AVAYAY
AV

25 2 3 4 5 6 7 unesp' I 12 13 34 15 Te L7

18



CAPITULO 1. TEORIA ALGEBRICA DOS NUMEROS 26

n
Se det(ok(e;)) = 0, entdo existem ay,...,a, € F, nao todos nulos, tal que Zaioi(aj) =0

i=1
n

para todo j. Se a € L, entdao a = Zbiai, com b; € K, e por linearidade concluimos que

=1
T

Zaioi(a) = 0. Mas isto contradiz o Lema de Dedekind e portanto det(ox(c;)) # 0.

i=1

Coroldrio 1.4.1 Sejam K um corpo, L. uma extensao finita de K de graun e o1, 09,...,0,
0s K-isomorfismos distintos de . em um corpo algebricamente fechado F' contendo K. Entdo
a forma bilinear ¢ : L x L. — R definida por ¥ («, ) = Tr(af) é ndo degenerada, isto é,
se Tr(af) = 0 para todo B € L, entdo a = 0.

Demonstragao: Seja {ai,...,0,} uma base de L sobre K. E suficiente mostrar que se
Tr(acq;) =0, para todo j = 1,...,n, entdao a = 0. Temos que @ = a;; + axy + - - - + a0y,
coma; € K, ¢t =1,...,n. Assim, se a; Tr(o1j)+aTr(g0;)+ - o, Tr(ane;) = Tr(aw;) =

0, para todo j = 1,...,n, entdo obtemos o seguinte sistema linear homogéneo

- - - - -

-TT(ﬂlﬂl) Tr(ogas) -+ Tr(aian) a

Tr(agay) Tr(asas) --- Tr(asay) ay

_T?‘(crnal) Tr(apas) -+ Tr(anay) | [ @ 0

Da Proposigao (1.4.3), temos que det(Tr(a;aj) # 0 e, portanto, o sistema possui solugao

tinica dada por a; = a; = -+ = a, = 0. Portanto, a = 0. m

Defini¢ao 1.4.3 Sejam K uma extensio finita de Q, A = Z e Ok o anel de inteiros
algébricos de K. Temos que Og é um Z-mddulo livre de posto [K : Q], cuja base € cha-

mada de base integral, e seu discriminante é chamado de discriminante absoluto.

Observagao 1.4.2 Temos que base integral de Ok é uma Q-base de K mas nem toda Q-base

de K consistindo de inteiros algébricos é uma base integral de Ok.

Exemplo 1.4.2 Temos que {1, V/5} é uma Q-base de K = Q(\/5), mas ndo é uma base

- . 4 ’ . . . , .
integral de Ok, pois o elemento %3 é raiz de x> — x — 1 e portanto inteiro algébrico, mas

ndo é combinacdo linear, com coeficientes em Z, de 1 e \/5.

Proposigao 1.4.4 Se K é um corpo, L = K[a] uma eztensdo finita de K de grau n e f(z)

o polinomio minimal de o sobre K, entao,
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CAPITULO 1. TEORIA ALGEBRICA DOS NUMEROS

D(L,a,...,a"1) = (1)} N(f(a)),

onde f'(a) é a derivada de f(z) aplicada a a.

Demonstracao: Se aj,..., o, sdo as raizes de f(z) em alguma extensdo de K, entdo sdo
conjugados de . Pela Proposi¢io (1.4.3) temos que D(1, ,...,a™!) = (det(cr,-(mej")))2 =
det(af)Q, comi=1,....,nej=0,...,n— 1. Como det(a{) ¢ um determinante de Vander-

monde segue que

det(c?)? [ IT (ai—ak)]

1<k<i<n

IT ((es — cw)(eu — )]

1<k<i<n

-1z T (e — )

1<k<i<n,i#k

(~1)%"f“—”H[ I1 (ai—ak)}

i=1 Lk=1,k#i
(=02 T Fla)
(-1 IN(f'(a)).
n

Exemplo 1.4.3 Se K = Q, L = Q(+/3) e f(z) = 2° — 3 0 polinémio minimal de /3 sobre
Q, entdo D(1, V3) = (-1)# N(f(V3)) = ~N(2V3) = ~22N(v/3) = —4(v3)(~V3) = 12.

Lema 1.4.2 Sejam A um anel e B,,..., B, anéis contendo A, tais que sejam A-mddulos
9

livres finitamente gerados. Seja B = H B;, como um produto de anéis, entdo,

=1

q
Dpja = H Dp,/a.

i=1

Demonstragao: Faremos a prova por inducdo sobre g. Para o caso g = 2, considere
{z1,...,z,} uma base de B, sobre A e {yi,...,ym} uma base de B, sobre A. Com a identi-
ficagdo natural de By em B x{0} e B, em {0} x B;, podemos considerar {z1,...,Zn,Y1,...,Ym}
uma base de B = By X By. Como z; = (z;,0) e y; = (0,y;) segue que z;y; = 0 e assim

Tr(z;y;) = 0. Logo,

Tr(ziz;) 0

D%y v i Bns Yy o9 Wm) = deb
0 T?‘(y,;yj)
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CAPITULO 1. TEORIA ALGEBRICA DOS NUMEROS 28

= det(Tr(ziz;)) det(Tr(v:y;)) = D(x1y- -« Za)D(W1;5 - -, Ym)-

Portanto, Dp/a = Dp,/aDp,ja = HDB./A- Agora, suponhamos verdadeiro para g — 1,
i=1
g9-—1 ' 9-1
ou seja, se C' = H B;, entao D¢/ = HDB /a- Logo, B = C x By, identificando C' com

C x {0} e B, com {0} % By, Usando 0 (‘aso g = 2, temos por hipétese de inducio que
g-1

Dpja = DcjaDp,ja= H Dp,jaDp,ja = H Dg,/a. [

i=1 i=1

Observacgao 1.4.3 Com as mesmas hipdteses do Lema (1.4.2), prova-se analogamente que
g

sea € B entao xpja(a) = HXB“(A(C]{) Npja(a) = HNB ja(a) eTrpja(a) = HTrBM(a)

i=1 i=1 i=1

Lema 1.4.3 Sejam K um corpo e L uma K-dlgebra comutativa de dimensao finita. Entdo

L ¢é reduzido se, e somente se, Dyx # {0}.

Demonstragao: Se L é reduzido pelo Coroldrio (1.1.4), segue que (0) = ﬂ qi, onde os ¢;
i=1

sao ideais primos distintos de L. Assim, L/q; é um dominio e uma K-algebra de dimenséo

finita. Logo, L/q; é uma extensdo algébrica sobre K, ou seja, ./q; é inteiro sobre K. Como K

é corpo, temos pela Proposigao (1.2.3), que IL/q; é corpo. Portanto os ideais q; sdo maximais

e consequentemente q; + q; = L, para ¢ # j. Pelo Lema (1.1.2), segue que
g 9
[IL/a: =L/]]a: =L/(0) =
=1 i=1

e, pelo Lema (1.4.2), temos que Dy /g = HD(Mq-}J’K' Pela Proposicao (1.4.3), temos que

i=1
Dw/q/x # (0) o que implica que Dyx # (0). Reciprocamente, suponhamos que L nao

é reduzido. Assim, existe x € L, z # 0, z nilpotente. Seja {zy,...,z,} uma base de L
sobre K com z = z,. Entao zz; é nilpotente, para todo j = 1,...,n. Logo, se definirmos
0z, : L — L, onde 0,,,(a) = azz;, para a € L, temos que 0:z; possui os autovalores todos
nulos, e portanto Tryx(zz;) = 0. Logo, a matriz traco (Tryk(zz;)) tem uma linha nula o

que implica que D(zy,...,2,) =0 e assim Dy /g = {0}, o que é um absurdo. e

1.5 Anéis de Dedekind

Nesta se¢do apresentamos os anéis de Dedekind juntamente com suas principais propriedades.
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CAPITULO 1. TEORIA ALGEBRICA DOS NUMEROS 29

Em geral, em um anel, a fatoragao de seus elementos nao é tnica, pois se considerarmos
Z[v/—5], temos que 6 = 2-3 = (1++/—5)(1—+/—5), mas nesta secdo veremos que a fatoracao

¢é unica para ideais de um anel de Dedekind.

Definicao 1.5.1 Dizemos que um anel A é um anel de Dedekind se satisfaz as sequintes
condigoes:

1) A é integralmente fechado.

2) A € noetheriano

3) Todo ideal primo nao nulo de A é mazimal.

Proposigao 1.5.1 Se A C B sdo anéis e p C B é um ideal primo, entdo pN A € um ideal
primo de A.

Demonstracao: Considere a aplicagao ¢ : A 5 B 5 B/p, onde i é a inclusdo e 7
é a projecao. A funcdo ¢ = 7 o4 é um homomorfismo, pois 7 e 7 sao homomorfismo e
ker(¢) = ANp, pois p(z) = moi(z) =7(z) =z +p e p(z) = 0 se, e somente se, x € pN A.
Portanto, A/pN A ~ Im(p) C B/p. Como B/p é um dominio, segue que A/pN A é um

dominio. Portanto, p N A é um ideal primo de A. [ ]

Teorema 1.5.1 Sejam A um anel de Dedekind, K seu corpo de fragies, K C L uma extensdo

finita de grau n e Oy, 0o anel dos inteiros de A em L. Entao Op é um anel de Dedekind.

Demonstragao: Pelas Proposigoes (1.2.4) e (1.3.4), temos que Oy, é integralmente fechado
e noetheriano, respectivamente. Assim, falta mostrar que todo ideal primo ndo nulo de Oy,
¢ maximal. Seja p C Op um ideal primo nao nulo. Como A C Oy segue pela Proposi¢ao
(1.5.1) que pN A é um ideal primo de A. Vamos mostrar que pN A é ndo nulo. Sejaa € p e
a# 0. Como p C O, segue que o € Oy. Assim, existem a; € A, parat=0,...,n — 1, nao
todos nulos, tais que

"+ ay_10" M+ +ag =0,

e que n seja minimo. Logo, ag # 0, pois caso contrdrio, obteriamos uma equacgao de grau

menor. Assim,

G a(—a”"‘ SR . - a) €EacOLNACHPNA.

Portanto, pN A # 0. Como pN A é um ideal primo de A e A é Dedekind segue que pN A

. . ~ 1 T O
¢ um ideal maximal de A e assim bnA ¢é corpo. Seja a aplicagdao p : A — Op — TH‘,
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CAPITULO 1. TEORIA ALGEBRICA DOS NUMEROS

onde ¢ é a inclusao e m é a projecao. Assim,
A Op

pﬂ_A L Im(f,o) = —p“‘

A #1.
=1 Pela Proposicao (1.2.3),

O ; ;
temos que ey é um corpo. Portanto, p é maximal. =

ey 4, A
Como Oy, é inteiro sobre A, segue que . ¢ inteiro sobre

Definicdo 1.5.2 Sejam A um dominio e K seu corpo de fragies. Um ideal fraciondrio de
A (ou de K em relagio a A) é um A-mddulo I C K tal que eziste d € A—{0} onde dZ C A.

Em particular, os ideais inteiros de A sio ideais fraciondrios, basta considerar d=1.

Proposicio 1.5.2 Se A é um dominio noetheriano, entdo todo ideal fraciondrio I de A é

um A-mddulo finitamente gerado.

Demonstragio: Como Z é um ideal fraciondrio de A, segue que existe d € A — {0} tal
que dZ C A. Assim, T C d~'A. A aplicagio ¢ : A — d™'A, tal que p(z) =d 'z, z € A
é um isomorfismo. Assim, A ¢ isomorfo a d~'A. Como A noetheriano, temos que d~'A4 é

noetheriano. Logo, Z é um A-médulo finitamente gerado. B

Lema 1.5.1 Sejam A um anel e p um ideal primo de A. Se p contém um produto de ideais

a,...,a, de A, entdo p contém pelo menos um dos a;.

Demonstragao: Se a; Z p, Vj = 1,...,n, entdo existe a; € a; e a; ¢ p. Como p ¢é primo,
segue que a; ..., € p. Mas ay...0, € a;...a, C p, 0 que é um absurdo. Portanto, p

contém a; para algum j =1,...,n. [

Lema 1.5.2 Sejam A é um anel de Dedekind que ndo é corpo, K o seu corpo de fragies e
M um ideal mazimal de A, entdo o conjunto N' = {z € K: aM C A} é um ideal fraciondrio

de A.

Demonstragao: Seja M um ideal maximal de A. Como A nao é um corpo, segue que
M # {0}. Consideremos N' = {z € K: zM C A}. Temos que N é um ideal fracionario,
pois A" é um A-médulo tal que N C K e se ¢ € M, ¢ # 0, temos que e’ C A. Portanto, N

é um ideal fraciondrio de A. ®

Proposic¢ao 1.5.3 Sejam A um anel de Dedekind que nio é um corpo e K o seu corpo de

fragées. Entdo, todo ideal mazimal M de A € inversivel.
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CAPITULO 1. TEORIA ALGEBRICA DOS NUMEROS 31

Demonstragao: Considere o ideal fraciondrio N' = {z € K: zM C A}. Vamos mostrar
que NM = A. Pela defini¢io de N temos N M C A. Por outro lado, A C N, pois M é
um ideal de A. Assim, M = MA C MN C A. Como M é maximal, segue que M = N M
ou NM = A. Suponhamos que M = N M e consideremos o € N. Entio aM C M,
a*MCcaM C Mea"M C M, para todon € N. Sejad € M , d # 0. Entio, da™ € A.
Portanto, A[e] é um ideal fraciondrio. Como A é noetheriano, pela Proposi¢do (1.5.2), segue
que Ala] é um A-mddulo finitamente gerado. Pelo Teorema (1.2.1), segue que « é inteiro
sobre A. Sendo A integralmente fechado, segue que o € A. Assim, N C A e como A C N/
segue que N/ = A. Falta mostrar que esta igualdade é impossivel. Seja a € M. Pela
Proposi¢ao (1.1.3), temos que (a) = aA D p1ps...p,, onde os p;s sdao ideais primos nio
nulos de A, com n o menor valor possivel. Assim, M D aA D p1ps...p,. Pelo Lema (1.5.1),
M contém um dos p;, para algum i = 1,...,n. Sem perda de generalidade, digamos que

seja py, isto é, M D p;. Como A é Dedekind, segue que M = p;, pois p; é maximal. Agora,

considere p = q2...q,. Entdo, aA D Mq e aA % q, pela minimalidade de n. Assim, existe

b
beqeb¢ (a) tal que Mb C (a). Logo, EM C A e assim % € N. Como b ¢ (a) segue que

g ¢ A. Assim, n # A. Portanto, MN = A. n

Teorema 1.5.2 Se A é um anel de Dedekind, que nao é um corpo e F é o conjunto dos
ideats primos de A, entdo todo ideal fmciondm’o b nao nulo de A é um produto de ideais
primos de A, de modo unico, isto é, b = H p', onde ey,..., e, sdo inteiros positivos.
1=1

Demonstragao: Se b é um ideal fraciondrio de A, entdo existe d € A — {0} tal que db C A.
Como b = (db)(d~!A) segue que é suficiente mostrar o resultado para ideais inteiros. Seja
F' a familia dos ideais inteiros de A, ndo nulos, que nao sao um produto de ideais primos de
A. Suponhamos que F' # (). Como A é noetheriano, segue que F' tem um elemento maximal
M. Temos que M # A, pois A é o produto da cole¢ao vazia de ideais primos. Assim, M C p,
onde p é um ideal maximal de A. Pelo Lema (1.5.3), temos que q = {x € K: zp C A} é
tal que pq = A. Como M C p segue que Mq C pq = A. Além disso, como A C q, segue
que M = MA C Mq C A. Temos que M C Mq, pois se M = Mq e se a € q, entdo
aM C M, o*M C aM C M e ™M C M, para todo n € N. Assim, se d € M — {0}, entdo
da™ € M C A. Portanto, A[e] é um ideal fraciondrio de A. Como A é noetheriano, pela
Proposigao (1.5.2), segue que A[a] é um A-médulo finitamente gerado. Pelo Teorema (1.2.1),

segue que « é inteiro sobre A, e sendo A integralmente fechado, segue que o € A. Portanto,

q C A eassimq= A. Mas isto é impossivel, pois se q = A, entdo p = pA = pq = A, o que

A
AVAYAY

VA
25 2 3 4 5 6 7 unespwl 12: 13 24 15 Te L7

18



CAPITULO 1. TEORIA ALGEBRICA DOS NUMEROS 32

¢ um absurdo, pois p é um ideal primo. Pela maximilidade de M e como M C Mgq temos
que Mq & F, ou seja, Mq = p;...p,, onde p;, para i =1,...,n, sdo ideais primos de A.
Multiplicando por p em ambos os lados, temos que M = p; ... p,p, 0 que é um absurdo, pois

M € F. Portanto, F' = ().
=

Defini¢ao 1.5.3 Sejam A um dominio e K seu corpo de fracdes. Sejam b e ¢ ideais fra-

ciondrios de A. Dizemos que b divide ¢ se existe um ideal inteiro m de A tal que ¢ = bm.

Lema 1.5.3 Sejam A um dominio, K seu corpo de fragdes e b e ¢ ideais fraciondrios de A.

Entao b divide ¢ se, e somente se, ¢ C b

Demonstragao: Se b divide ¢ entdo existe um ideal m C A tal que ¢ = bm C b. Por outro

lado, se ¢ C b entdo ¢b™! C bb™! = A. Mas isto implica que ¢b~! é um ideal inteiro tal que

(¢cb~')b = ¢. Portanto, b divide c. E

Corolario 1.5.1 O conjunto dos ideais fraciondrios de A formam um grupo.

Demonstragao: Pelo Lema (1.5.3), temos que todo ideal m de A é inversivel. Além disso,

A é o elemento neutro e a multiplicacao de ideais é associativa. n

Definigao 1.5.4 Sejam A um anel de Dedekind e K seu corpo de fragées. O grupo quociente

¢ chamado grupo das classes de ideais de A, onde I(A) é o grupo dos
ideais fraciondrios nao nulos de A, e F(A) é o subgrupo dos ideais fraciondrios principais
de A.
Notagao: h = #C(A).
Observacgao 1.5.1 Se A é um dominio de Dedekind, entdo, A € principal se, e somente se,

h=1.

1.6 Norma de um ideal

Nesta segao definimos a norma de um ideal do anel de inteiros de um corpo de nimeros e
veremos algumas propriedades, dentre elas que a norma é multiplicativa. Para isso, conside-

raremos K um corpo de nimeros de grau finito n e Ok o anel de inteiros de K.

Defini¢ao 1.6.1 Seja a um ideal de Ox. A norma de a é definida como N(a) = # (9}).
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CAPITULO 1. TEORIA ALGEBRICA DOS NUMEROS 33

Observagao 1.6.1 Se a € Ok e a # 0 entao pelo Coroldrio (1.3.1), seque que N(a) € Z.

Ok

Og.ga)’ onde Oga = (a).

Proposigao 1.6.1 Se a € Ok, entio |[N(a)| = # (

Demonstragao: Pelo Coroldrio (1.3.3), temos que Ok é um Z-mdédulo livre de posto n.
Como ¢ : Ox — Oxa definido por ¢(a) = aa, onde a € Ok, é um isomorfismo, segue que
Oka é um Z-moddulo livre de posto n. Como Z é um anel principal e Og é um Z-modulo

livre, segue pelo Teorema (1.1.1) que existe uma base {e;,...,e,} de Ox e ¢1,...,¢cp € Z

CIZ CnZ

tal que {ciey,...,cne,} é base de Oga. A aplicagio ¥ : Ok — — X -+ X definida
por ¥(} 1, aie;) = (a1,d,...,d,) é um homomorfismo sobrejetor, e ker()) = Oga, pois

a € ker(v) se, e somente se, ¥(a) = 0 se, e somente se, @; = 0, parai = 1,...,n, se, e somente
n n
se, a; € ¢;Z, se, e somente se, ¢; divide a;, se, e somente se, a = E a;e; = E b;cie; € Oka.
= fe=1 1=1
Assim,

O 2L .. . Z
Oka  \Z cnZ

Ok

Assim, # (
OK(Y
u(e;) = cie;, parai = 1,...,n. Logo, u(e;) = cie1+0ex+- - -+0ey, . .., u(e,) = 0e;+- - -+cqen

) = ¢1Cy...Cp. Seja a aplicacdo Z-linear pu : Ox — Oga, definida por

e det(u) = c¢1¢y. .. cy. Por outro lado, temos que B = {cey,...,cen} e C ={aey, ..., ae,}
sao bases de Ok, e portanto existe um automorfismo v : Oxgax — Ok tal que v(c;e;) = ey,
parai = 1,...,n. Como a matriz mudancga de base é inversivel, segue que det(v) é inversivel
em Z, isto é, det(v) = 1. Também, (vou)(e;) = v(u(e;)) = v(cie;) = ae;, parai=1,...,n.
Assim, (vou)(a) = aa. Finalmente, N(a) = det(vou) = det(v)det(n) = tlecicr...cp =
+# ( Ox ) Portanto, |N(a)| = # (—-Oi) m

OKO.' OKCY '
Proposi¢ao 1.6.2 Se a é um ideal nao nulo de Ok, entdo N(a) € finita.

- ] . N Ok 4
Demonstragio: Se a € a, é um elemento nao nulo, entdo Oga C a e — pode ser visto
a

Ox
OKO!

(@)-(2)4(c%)

como um quociente de . Assim,

O O
Pela Proposigio (1.6.1), segue que # (O_ﬁir) é finito. Portanto, # (TK) é finito.
K

Proposigdo 1.6.3 Se a e b sdo ideais nao nulos de Ok, entdo N(ab) = N(a)N(b).
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CAPITULO 1. TEORIA ALGEBRICA DOS NUMEROS 34

Demonstragao: Pelo Teorema (1.5.2), temos que b = H pi*, onde os pis sdo ideais primos
i€l
nao nulos de Og e o; > 0, 7 € 1. Como Ok é um dominio de Dedekind, segue que os ideais
pi,t € I, sao maximais. Seja p; = m, para algum 7 € I. Por indugao sobre o nimero de
fatores, é suficiente provar que
N(am) = N(a)N(m). (1.6)

Segue da definicao de norma que a igualdade (1.6) se verifica se

(2)-+(2)+(%)

Ok
am O
Ker(¢) = —. Assim, pelo Teorema do Isomorfismo temos que, a_/_m ~ Ok/a. Logo,

(2)-4(%) #(2)

Das Equagodes (1.7) e (1.8), podemos concluir que (1.6) se verifica se # (g)

O ; . i
Temos que o homomorfismo ¢ : — -#K, definido por ¢(z + am) = z + a, é sobrejetor e
a

a |, 2 Ong . i
Agora, temos que — ¢é um espago vetorial sobre — mediante as operagoes
am m

a a a Ok a a
+:— X — — — Cl— X — — —
am m am am

(z + am,y + am) —> (z + y) + am (z +m,y + am) —> (azx) + am.
. [ - . b , .
Temos que os Og-submddulos de — sao ideais e sao do tipo —, onde b é um ideal tal
am am
que am C b C a. Mas, como todo ideal num dominio de Dedekind admite inverso, segue que
a~lam C a7'b C a7 !a, ou seja, m C a~!'b C Ok. Como m é maximal segue que m = a~'b
ou a~'b = Og. Assim, am = b ou b = a. Portanto, nao existe b tal que am C b C a. Assim,

, a L oa )
os Oxk-submédulos de —, ou os subespacos do espago vetorial — sao apenas os triviais.
am

m am am

, a Ok\ _ a
Portanto, dzmgga—m 1 e entdo # ( ) = (-—-—) . o

Proposigao 1.6.4 Sejam Q C K uma extensao finita e Ox o anel de inteiros de K. Entao,
i) N(a) € a, onde a C Ok € um ideal.

it) Se a é um ideal ndo nulo de Ok, entdo N(a) =1 se, e somente se, a = Ok.

o
Demonstragao: i) Como N(a) = # (%), segue que o grupo aditivo de TK tem ordem

m = N(a). Assim, m1 = 0, sendo 1 e 0, respectivamente, a unidade e o zero do anel Og/a.

Como, m = ml = 0 segue que m + a = 0 + a e, portanto, m € a. Logo, N(a) € a. Para a

OK

prova de ii) temos que N(a) = 1 se, e somente se, # (— =1 se, e somente se, a = Og.
a
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CAPITULO 1. TEORIA ALGEBRICA DOS NUMEROS

1.7 Anel de fracgoes

Nesta se¢ao veremos os conceitos dos anéis de fra¢oes enfocando suas principais propriedades,
veremos também que o anel de fracoes de um anel de Dedekind também é um anel de

Dedekind.

Definigao 1.7.1 Sejam A um dominio, K seu corpo de frag¢ées e S um subconjunto de
A — {0}, que é fechado na multiplicagdo e 1 € S. Chamamos de anel de fragoes de A ao

) N , a
congunto de todos os elementos de K que sao escritos da forma —, coma € Aes € S.
s
Notagao: S~'A

Proposigao 1.7.1 Se K é um corpo de nimeros e A € o anel de inteiros de K, entdo:
1) S7'A € um anel comutativo.

2) AcC ST'A.

3) Se S = A — {0}, entdo ST'A =K.

4) Se S = {1} ou S é formado somente pelas unidades de A, entdo S™'A = A.

-~ % = ay as
Demonstragao: 1) Se z,y € S7!A, entdio z = — e y = —, com aj,a; € A e 515, € S.
51 S2
; a1a; 10!
Assim, zy = = = yz.
5182 S98;

2) Se z € A, entdo z = E, comz € Ael€S. Assim,xz%ES”lA.
3) Temos que K = {%;a,be Ae b¢0}: {%;aEAebeA—{U}} — BRTY,
4) Se S = {1} temos que S™'A = {%;ae AebeS= {1}}-——{E;a€ A} = A. Agora, se S

é formado somente pelas unidades de A entao

S_1A={g;aeAeSES}:{as"l;aEAes_IGS}CA.

Portanto, S71A = A.

Proposigao 1.7.2 Sejam A um dominio, S um subconjunto de A — {0} fechado na multi-
plicagio com1€ S e A" = S71A.

i) Se b C A é um ideal, entdo (b' N A)A' = b e a fungdo p(b') = b' N A é uma injec¢do
crescente do conjunto dos ideais de A" no conjunto dos ideais de A, com relagdo a inclusdo.
ii) A aplicagio o(p') = p N A é uma bijegio crescente do conjunto dos ideais primos de A
no conjunto dos ideais primos p de A tal que pNS = 0 e a aplicagdo inversa é dada por

é(p) = pA'.
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CAPITULO 1. TEORIA ALGEBRICA DOS NUMEROS 36

Demonstragao: i) Primeiramente vamos mostrar que (b' N A)A" = b. Como b’ N A C b’
segue que (b' N A)A" C b'A'=b". Por outro lado, se z € b C A, entdo z = g, coma€ Ae
s €S. Como b ¢ um ideal de A" e A C A  segue que sz € b'. Assim, st =a € b NAe,
entio z = a% € (b'NA)A’, ou seja, b’ C (b' N A)A’. Portanto, b' = (6' N A)A". Também ¢

é uma injegao crescente, uma vez que se p(b;) = ¢(b,) entdo b; N A = b, N A. Assim,
(b;NA)A = (b,N A)A

e isto implica que

b?]_ = b;-

Se by C b, entdo by N A C b, N A. Portanto, ¢(b)) C ¢(b,). Para ii) temos que ¢ estd bem
definida, pois por i) ¢ é uma injegdo crescente e pelo Lema (1.5.1) se p C A" é um ideal
primo e como A C A’, segue que p' N A é ideal primo de A. Falta mostrar que pNS = 0.

Suponhamos que exista s € pNS. Entio sepes€S. ComopCp entdiosep e—€ A
s

1 L L r I ! ! - .
e portanto 1 = s; €EpA =p. Assim, p = A, o que é um absurdo, pois p é ideal primo
de A". Portanto, pNS = 0 e ¢ estd bem definida. Agora, vamos mostrar que ¢(p) = pA’
estd bem definida. Seja p C A um ideal primo tal que pNS = (). Assim, ¢(p) =pA C A"
' ?) I -
Temos que pA = {— :pEpescE S}, uma vez que se T € A, entao
S

n

a; '
:czz;o,-s—:, com p; € p,a; €EpA es; €S.
i=1

Assim,
e blpl + o+ bnpn

S

5 (1} [
Logo, x = £ comp € pes €S, oque prova nossa afirmagiao. Agora, sejamz = - € A e
S S

b [ b !
y=;€A talque$y=a—tepA. Assim,
5 s

a_b“__ga compeEpeuce€Ss.
st U
Logo, abu = pst € p. Como u € S e u & p e como p é primo segue que ab € p. Assim, a € p
a [ b ' B iz .
ou b € p e, portanto, — € pA ou 7 € pA. Portanto, pA é ideal primo. Mostremos que
s
pANA=p ComopC AepCpA segue que p C pA' N A. Por outro lado, se z € pA' N A
entio z € pA' ez € A. Assim, z = %, comp E€pes €S, ouseja, o st € p. Como
s & p, segue que = € p, pois p é ideal primo. Portanto, pA' N A = p. Finalmente, temos
que (pog)(p) = @((p)) = P(PA) = PA N A = p e ($:0)(p) = (b)) = 6(' N A) =
(p NA)A" =p'. Portanto, ¢ = ¢~ 1. [
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CAPITULO 1. TEORIA ALGEBRICA DOS NUMEROS 37

Corolério 1.7.1 Com as mesmas notagées da Proposi¢ao (1.7.2), se A é um anel noethe-

. ~ ! - "
riano, entao A € um anel noetheriano.

Demonstragdo: Considere a aplicacio ¢ : {ideais de A'} — {ideais de A} definida por
o(b') = b NA. Se (b,),>0 é uma sequéncia crescente de ideais de A’, entdao pela Proposigio
(1.7.2) segue que (¢(b,,))n>0 € sequéncia crescente de ideais em A. Como A é noetheriano,
segue que existe ng € N tal que ¢(b,,) = (b, ), Vn > ng, isto é, a sequéncia é estaciondria.
Como ¢ é injetora, temos que b;l — h;H,Vn > ng. Assim, (b;l),wo é estaciondria. Portanto,

L "
A é noetheriano. ]

Corolério 1.7.2 Se A é um dominio de Dedekind, p C A, um ideal primo, S=A—-peZl

um ideal de A tal que = pr‘, onde p;, para i =1,...,r sdo ideais primos de A, entao
i=1
a decomposi¢io de A'T em ideais primos de A’ = S~'A ¢ dado por AT = H (A'p:)*.
piNS=0
Demonstracio: Se p’ é um ideal primo nio nulo de A', entio pela Proposi¢ao (1.7.2), segue
que p N A = p é um ideal primo de A tal que pN S = . Também, p # 0, pois p' = A'p.

Assim, p é um ideal maximal de A. Pela Proposicao (1.7._2), segue que p ¢ um ideal maximal

de A". Como T = ﬁpf‘ segue que AZ = A’ (ﬁ pi) i — f[ (A’pi)ei = H (A’p,;)ei.
i=1

i=1 piNS=0
Finalmente, se p; NS # 0, entdo A'p; = A e se p; NS =, entdo A'p; é um ideal primo de

i=1

! .
A . pETE 1= 100 ]

Proposigao 1.7.3 Se T é um ideal de um anel A, entdo T = nA;I, onde A; = S;A,S; =

A —p; e p; um ideal mazimal de A.

Demonstragao: O resultado é verdadeiro quando A é um corpo, pois os tinicos ideais de A

al.
b—', coma; €I,b; € A
i

i
e b; ¢ p;, para todo i. Seja B o ideal de A gerado pelos elementos b;. Como b; ¢ p;, segue

sdo os triviais. Suponha que A nao é corpo. Se x € ﬂ AZ, entdo z =

que B Z p;, para todo ideal maximal p;. Assim, B = A, pois sabemos que todo ideal de A,

diferente de A, estd contido em um ideal maximal. Assim, 1 pode ser expresso em termos

m
dos geradores de B = A, isto é, existem elementos ¢;j,...,cim € A tal que 1 = Zc,—kbik.
k=1

m

Assim, z = Zcik(bikx) = Zcikaz-k € Z. Portanto, ﬂA;I CZ ComoZTIC ﬂA;I segue

k=1 k=1 i

que T = ﬂA;I. ]
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CAPITULO 1. TEORIA ALGEBRICA DOS NUMEROS 38

Proposicao 1.7.4 Seja B um dominio, A C B subanel e S C A um subconjunto, com1 € S
e S fechado para o produto. Se Og € o anel de inteiros de A em B, entdo Op € o anel de

. . '
inteiros de A em B.

% . b & s
Demonstragao: Se x € Op, entdo z = -~ com b € Og e s € §. Como Op é inteiro sobre
s
A, segue que

" + ap_ b1 4 -+ ap =0, (1.9)

onde a; € A, parai =0,1,...,n — 1, ndo sdo todos nulos. Dividindo (1.9) por s" obtemos

b n I b n—1
(~) +a"‘(—) +o 42 =,
S S s S

1; I - - b .. . i
Como — € A e ndo sao todos nulos, segue que x = — ¢ inteiro sobre A. Agora vamos
- s

que

s :
mostrar que todo elemento de B que é inteiro sobre A’ pertence a @p. Para isso, se z € B

s . ! -
¢ inteiro sobre A , entao

W a
il e RS o S (1.10)
Sn—1 S0

a; ' i - . .
com — € A, parai = 0,1,...,n — 1, nao todos nulos. Multiplicando (1.10) por s", com
S;
§ = $081...8n-1, Obtemos que (sz)" + ap_1(sz)" ' + -+ + by = 0, onde b; € A, para
i =0,1,...,n — 1, nao sao todos nulos. Logo, sx € Opg e assim sz = b, com b € Op.

Portanto, = = % onde b € Op e s € S. Portanto, x € Op. [}

Corolério 1.7.3 Se A é um anel integralmente fechado entio A' = S~'S ¢ integralmente

fechado.

Demonstragao: Seja K o corpo de fragoes do anel A e seja Og o anel dos inteiros de K
sobre A. Como A é integralmente fechado, temos que A = Ok, e assim pela Proposicao

(1.7.4), A' = Ok .

Teorema 1.7.1 Se A é um anel de Dedekind, entdo A" = S~1S é um anel de Dedekind.

Demonstragio: Temos pelos Coroldrios (1.7.1) e (1.7.3), que A" é um anel noetheriano
e integralmente fechado, respectivamente. Deste modo, falta mostrar que todo ideal primo
nio nulo de A" é maximal. Assim, se p C A" é um ideal primo nio nulo entdo, pelo Lema
(1.5.1), segue que p* N A é um ideal primo de A e, portanto, maximal. Pela Proposicao

(1.7.2), segue que se p € M’ C A, entdo p(p) C (M) C p(A"). Como A é Dedekind,
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CAPITULO 1. TEORIA ALGEBRICA DOS NUMEROS 39

segue que ¢(p’) é maximal e, portanto, p(p') = (M) ou (M) = p(A4’). Logo, p = M’

ou M = A'. Portanto, p’ é maximal. [ ]

Proposicao 1.7.5 Se A é um dominio de Dedekind e S C A é um subconjunto tal que
S=A-p, ondep C A é um ideal primo entao A’ é principal, ou seja, existe p € A tal que

0s ideais de A" sio da forma (p"), onde n € N.

Demonstragao: Temos que p C A é o tnico ideal primo néo nulo de A tal que pN S = 0,
pois se existisse um outro ideal primo p; C A tal que p;NS = 0, teriamos que p; C p. Como
A é Dedekind, segue que p; = p. Pela Proposi¢io (1.7.2), temos que pA = b é o tinico ideal
primo de A". Mas como A" é Dedekind, segue que todo ideal de A" é do tipo b" onde n € N.

Assim,

Se p € b — b? entdao (p) é ideal de A'. Assim, (p) = b™, para algum ny € N, e (p) ¢ b2
Logo, ny = 1 e, portanto, (p) = b. Portanto, A é principal e todos os seus ideais sao da

forma (p"), com n € N. E

Teorema 1.7.2 Seja A um dominio, S C A um subconjunto tal que 0 ¢ S, 1 € S e fechado
no produto. Se M ¢é um ideal mazimal de A tal que M NS =0, entdo A'JMA ~ A/ M.

Demonstragao: Sendo M um ideal maximal de A, segue que M também é um ideal primo
de A. Assim, pela Proposicio (1.7.2), segue que MA" é um ideal primo de A'. Considere
a aplicagao ¢ : A LA A" JMA', onde i é a inclusio e 7 é a projecdo. Temos que
ker(p) = MA' N A, pois p(z) = 0 se, e somente se, + MA" = 0 se, e somente se, 1 € MA'
e r € A. Portanto, ker(yp) = MA' N A=M, onde a tltima igualdade segue da Proposigao
1.7.2. Falta mostrar que ¢ é sobrejetora. Para isso, se Z € A’ /JMA', entdo, T = z + MA',

a ) .
comz=—,a€ Aes € S. Como MNS = (), segue que s ¢ M e como M ¢é maximal
s

segue que A/M é um corpo. Logo, 5 = s + M # 0 é inversivel, ou seja, existe b € A/ M
tal que 56 = 1. Assim, sb — 1 € M. Deste modo, ¢ —ab=%(1-sb) € MA'. Logo,
o(ab) = ab+ MA = 2+ MA' se, e somente se, z — ab € MA'. Portanto, existe ab € A tal
que @(ab) =z + MA'. Assim, A'/MA ~ A/M.
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Capitulo 2

Corpos quadraticos e ciclotomicos

Neste capitulo apresentamos os conceitos de corpos quadraticos e de corpos ciclotomicos, uti-
lizando os resultados vistos no Capitulo 1. Essas duas classes de corpos serdao muito utilizadas
nos proximos capitulos, como base para construgao de reticulados. Também apresentamos a
decomposi¢ao de um ideal primo em uma extensao através do Teorema de Kummer. Deste
modo, na Se¢ao 2.1 veremos corpos quadraticos, na Se¢ao 2.2 veremos os corpos ciclotémicos
e finalmente na Secdo 2.3 veremos a decomposi¢ao de ideais primos em uma extensdo. Os

resultados aqui relatados podem der encontrados nas referéncias (2], [3], [4], [5], [6], [7] e [8].

2.1 Corpos quadraticos

O objetivo desta secao é introduzir o conceito de corpos quadraticos, bem como a caracte-

rizagao de seu anel de inteiros, base integral e discriminante.

Definigao 2.1.1 Um corpo de nimeros é uma extensao finita de Q. Um corpo quadratico

é uma extensdo de grau 2 de Q .

Proposicdo 2.1.1 Um corpo quadritico é da forma Q(v/d), onde d é um inteiro livre de

quadrados.

Demonstragao: Se K é um corpo quadratico, entao todo elemento a € K tal que a & Q é

de grau 2 sobre Q. Pelo Teorema do Elemento Primitivo temos que K = Q[a] para algum

a € K. Seja p(z) = 22 + bz + ¢ o polindmio minimal de . Resolvendo a equacdo quadratica

a® + ba + ¢ = 0, temos que 2a = —b £ /b% — 4c. Desta maneira, K = Qo] = Q [vb? — 4c],
uv

2 . . . u
e observando que b° — 4¢ é um nimero racional da forma —=—, com %,V € Z, temos que
v v

40
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CAPITULO 2. CORPOS QUADRATICOS E CICLOTOMICOS 41

Qv — 4¢] = Q(1/uv). Como uv € Z, temos que uv é fatorado em produtos de primos.
Assim, Q(v/uv)= Q(V/d), onde d é inteiro livre de quadrados. [

Observagao 2.1.1

1. O elemento \/d é uma raiz do polinémio irredutivel z2 —d. O conjugado de /d é -/d,
ou seja, existe um automorfismo o : Q(vd) — Q(Vd), tal que o(a+bvd)= a—bVd.

2. Sed > 0, a extensio Q(v/d) ¢ dita real e se d < 0, a extensio Q(v/d) € dita imagindria.

Lema 2.1.1 Seja Ox o anel de inteiros de K = Q(\/&), com d livre de quadrados, sobre Z.
Sea=a+bV/de Ok, entio2a € Z e 2b € 7.

Demonstragao: Pela Observagdo (2.1.1), existe um automorfismo o de K tal que o(a) =
o(a+bvd)= a—bvd. Como o(a) também é raiz da mesma equacio de dependéncia integral
de a, segue que o(a) € Op. Como a e o(a) € O, pelo Coroldrio (1.2.2), segue que o +
o(a) € Op e ac(a) € Op. Além disso, @ + o(a) = (a + bVd) + (a — bV/d) = 2a € Q
e ao(a) = (a+ b/d)(a — bV/d) = o> — db* € Q. Pela Proposicio (1.2.5) temos que Z é

integralmente fechado e, portanto,
20 €Zea®—db €Z. (2.1)

Por (2.1) temos que (2a)? — d(2b)* € Z. Como 2a € Z, segue que d(2b)* € Z. Se 2b ¢ Z,
o seu denominador tem um fator primo p e este fator aparece como p? no denominador de
d(2b)%. Sendo d livre de quadrados, segue que d(2b)? & Z, o que é um absurdo. Portanto,
2b € Z. [ ]

A seguir determinamos o anel dos inteiros algébricos de um corpo quadrético K = Q(\/_),

com d livre de quadrados.

Teorema 2.1.1 Seja K = @(\/E) um corpo quadrdtico, com d € Z livre de quadrados, ou
seja, d Z 0(mod 4).

a) Se d = 2(mod 4) ou d = 3(mod 4), entio o anel de inteiros Ok de K, consiste de todos
os elementos da forma a + bV/d, com a,b € Z, ou seja, Og = Z{\/E]

b) Se d = 1(mod 4), entdo o anel de inteiros Og de K, consiste de todos os elementos da
Z[M]
s

forma %(a +bVd), com a,b € Z, e de mesma paridade, ou seja, Og =
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CAPITULO 2. CORPOS QUADRATICOS E CICLOTOMICOS

Demonstragio: Seja o = a + bv/d € Og. Pelo Lema (2.1.1) temos que
com u,v € Z.

De (2.1) temos que
u? — dv? € 4Z.

a) Se d = 2 ou d = 3(mod 4), entdo u e v sdo pares, pois se v fosse impar, teriamos
v? = 1(mod 4). Como u? — dv?® € 4Z segue que u® — d(4k + 1) € 4Z o que implica que
u? — d € 4Z, assim, u? = d(mod 4). Portanto, d = 1(mod 4) ou d = 0(mod 4), o que
contradiz a hipétese. Sendo v par, temos que v? = 0(mod 4) e, portanto u? € 4Z. Assim u
também é par. Logo a,b € Z e a = a + bV/d € Z[Vd] e, portanto, Ox C Z[/d] . Por outro

lado, tomando a € Z[v/d], temos que a ¢ raiz do polinomio
z? — 2az + o’ — db® € Z[z).

Portanto, Z[v/d] C Ok. Assim, Z[Vd] = Ok
b) Se d = 1(mod 4), entao u e v tem a mesma paridade. Se u e v sao pares entao a,b € Z, e
1 d
portanto a = a + bv/d € Z[Vd]. Se u e v sdo impares, entio a = 5 i %_ { +2\/_].
1+Vd
2

Portanto, Og C Z [ ] . Por outro lado, se

1
s ] T vd) |1+ Vd
2 2
com a,b € Z, entdo « ¢ raiz do polinémio 2% — (2a + b)z + (a2 +ab —

1+ Vd
2

M’i € Z[T],

pois d = 1(mod 4). Assim, Z [

C Ok. Portanto, Z [1 +2\/ﬂ =0k.

Exemplo 2.1.1 Considere K = Q(v/5). Como 5 = 1(mod 4), segue que Ox = Z [%] ‘

Observacao 2.1.2 Como os Q-monomorfismos de K = Q(v/d), com d € Z livre de qua-
drados, em C sdo o, e 0y, onde crl(\/(}) =Vde crg(\/t_f) = —V/d, seque que o discriminante
absoluto de um corpo quadratico é obtido do sequinte modo:

i) se d = 1(mod4), entdo
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CAPITULO 2. CORPOS QUADRATICOS E CICLOTOMICOS

= | det

ii) se d = 2 ou 3(mod4) entio

B o a(l)  oy(1) - 1 1 B
DK_D(I,\/?)_ det o = [ et i Auig sl

Exemplo 2.1.2 Se K = Q(\/7), entdo O = Z [\/ﬂ Assim, {1, \/7} é uma base in-

tegral de Ox e o discriminante absoluto de K ¢é 28. Os monomorfismos de K em C sdo

o1(a+bV7) = a+bV7 e oy(a+bV7) = a—bV/7. Logo, Tr(a+bV7) = Zoi(a—%b\ﬁ) =20
i=1

2
e N(a+b0J/7) = Hof(a + 0V7) = a® + TH.
i=1

2.2 Corpos ciclotomicos

Nesta segao apresentamos os corpos ciclotomicos juntamente com suas principais proprieda-
des. Esses corpos desempenham um papel fundamental na Teoria Algébrica dos Nimeros,
uma vez que é possivel determinar claramente seu anel de inteiros algébricos e, conseqiien-

temente, seu discriminante.

Definicao 2.2.1 Seja K um corpo. Um elemento £ € K tal que ™ = 1 é chamado uma raiz
n-ésima da unidade. Dizemos que & é uma raiz n-ésima primitiva da unidade se " =1 e

S T e Laninison

Definigao 2.2.2 Um corpo ciclotomico é um corpo gerado por uma raiz n-ésima da uni-

dade.

Segue da Definicao (2.2.1) que as raizes n-ésimas da unidade sio raizes do polinémio

a" — 1. Seja U = {€,£™,...,£™}, o conjunto de todas as raizes distintas de 2" — 1 em
iri\n infeizm nyifenNg éi “_(gi)n_(gn)‘
K. Como (661" = (€°(€)" = €)Y = 1¢ (§) = G - o

conjunto U é um grupo multiplicativo. Como todo grupo multiplicativo finito num corpo é

= 1, segue que o

ciclico, segue que U é um grupo ciclico, cujo gerador é £. Logo U = {&™ = 1,§,...,&" 1},
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CAPITULO 2. CORPOS QUADRATICOS E CICLOTOMICOS 44

Mas £ nao é o unico gerador, uma vez que as raizes n-ésimas primitivas da unidade sao
também geradores de U, isto é, os elementos £¥, com mdc(k, n)=1,parak=12..,% 0

numero das raizes n-ésimas primitivas da unidade é dado por

p(n) =#{0 <m < n:mde(m,n) =1,m,n € Z},

onde ¢ é a funcao de Euler. Dado n um inteiro positivo, definimos &, como sendo e e o

corpo Q(&,) é chamado de n-ésimo corpo ciclotémico.
n
Definigao 2.2.3 O polinomio ¢,(x) = H (x — 6;) € chamado de n-ésimo po-
j=1,mde(3,n)=1
linébmio ciclotéomico.

Lema 2.2.1 Se n € um inteiro positivo, entdo 2™ — 1 = H Pa(z).
d|n

Demonstragao: Sendo f(z) = z™ — 1, suas raizes sdo 1,w,w?,...,w" . Logo 2" — 1 =

(x —1)(z — w)...(z — w™ ). Analisando os periodos de cada raiz de f(z), e escrevendo

todas de mesmo periodo como um polinémio da forma ¢4(z) = H (z —w), segue
periodo de w=d

que z" — 1= H da(z). [

dln

Como consequéncia do Lema (2.2.1) temos que
A |
() = ———. (2.2)
¢a()

dln,d<n

. o s U _ _r-1_42-1
Assim, ¢1(7) = 2 — 1, f2($) - ¢E(fg) —)(:1:2—1)_ 5ok dy Paler) = $i(z)
5 _omt=1 (=il
Fhatl 6l) = g hE - @-De+D

nimero primo, segue que

P —1 y
dp(T) = P = (2.3)

que é chamado de p-ésimo polinémio ciclotomico. Quando n = p”, onde 7 é um nimero

= 22 4+ 1. Quando n = p, onde p é um

inteiro maior que 1 e p é um niimero primo, de acordo com o Lema (2.2.1), temos que
2 — 1= ¢1(2)p(x)dp2 () - - Bpr-1(2)pr (2) €
2 = 1= 61(2)dp(2)$p2(2) - Bpr-1 ().

Y P | pomd r— r— AT
Logo ¢, (z) = %1 = =07t (=207 4 2" 4 1. Este polindmio é chamado

de p"-ésimo polinémio ciclotémico.
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CAPITULO 2. CORPOS QUADRATICOS E CICLOTOMICOS 45

Teorema 2.2.1 Se &, € uma raiz n-ésima primitiva da unidade, entio [Q(&,) : Q)] = ¢(n).

Demonstragao: Seja f(z) o polinémio minimal de &, sobre Q. Logo, z"—1 = f(z)h(z), com
h(z) € Q[z]. Pelo Lema de Gauss, segue que f(z), h(z) € Z[z]. Se p é um nimero primo tal
que p { n, entdo, & é uma raiz n-ésima primitiva da unidade. Logo, (§2)" — 1 = f(&R)h(&R),
ou seja, 0 = f(EP)h(EP). Assim, se &2 ndo for raiz de f(z), entdo &° é raiz de h(z), e
portanto, &, é raiz de h(z?). Pela forma que tomamos f(z), segue que f(z) | h(z?). Pelo
Lema de Gauss segue que h(z?) = f(z)g(z) com g(z) € Z[z]. Como consequéncia do pequeno
Teorema de Fermat, temos que a? = a(mod p), e assim, h(z?) = h(z)?(mod p). Portanto,
f(z)g(z) = h(z)?(mod p) o que é equivalente a h(z)? = f(z)g(z)(mod p). Logo, h(&,)? =0,
pois &, é raiz de f(z). E, recursivamente, chegamos que h(&,) = 0. Portanto f e h tem
uma raiz em comum. Assim, 2" — 1 = f(z)h(z) tem uma raiz miltipla. Logo, nz"~' =0 e,
assim, para qualquer A € Z,,nA""' = 0. Como a caracteristica de Z, é p, segue que p | n,
o que contradiz o fato de termos suposto que p t n. Portanto, &P é raiz de f(z), Vptn e
mdc(p,n) = 1. Logo, 8(f(z)) > d(¢n(x)), pois toda raiz de ¢,(z) é raiz de f(z), e como
£(2) | 6a(z), segue que (g (x)) > 8(f(z)). Portanto, d(éa(z)) = A(f(x) = p(n).

Observacgao 2.2.1 Eziste um inico polinémio minimal f(z) tal que f(&,) = 0. Pelo Te-
orema (2.2.1) temos que O(f(x)) = 9(dn(x)), € que ¢p,(&x) = 0. Assim, f(z) = dn(x), e

portanto, ¢, (z) € irredutivel.

Lema 2.2.2 Se p é um niumero primo e £ é uma raiz p-ésima primitiva da unidade entdo:
1) Tr(¢3)=-1, para j=1,...,p—1.

2V Tr(l — &) =p;  porg §=1L1ap—1

JNE-1)=(-1))""p e NQ1-&=p.

4)p=01-81-8)...(1-¢&").

Demonstragio: 1) O polinémio ciclotémico de & é dado por f(z) = 2P~ ' +2P~ 2+ -+ +1.
Como &7 sdo rafzes de f(z), segue que Tr(§7) = -1, paraj=1,...,p— 1.

2) Como [Q[¢] : Q] = p—1 temos que Tr(1) = p—1. Portanto, Tr(1—-&) = Tr(1)-Tr(&) =
p—1+1l=pparaj=1,...,p—1.

1
3) Como & — 1 é uma raiz do polindémio f(y) = y*~' + Z p y’~! segue que,
a—

] 1

N(iE-1) = (-1)'p e
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CAPITULO 2. CORPOS QUADRATICOS E CICLOTOMICOS 46

N(1—4£) = N({(-DE¢-1))=NEONE~ )= (1 (-1 "p= (=1)**Yp=p.

4) Como 2P~ '+ 2P 2+ ... +ax+1=(z—€)(x—€?)...(z — €P71), temos para z = 1 que
1-8(1-¢)...a-¢") =p. =
Sejam p um nimero primo e £, uma raiz p-ésima da unidade. Como em ¢, o coeficiente

de a,_» do termo 2”72 é igual a 1, segue que

Troe)e(l) =[Q&) : Q.l=p-1, e
T’*‘"@(EP)!Q(ES,) =—apo=-1, para j=12,...,p—1.

Consequentemente,

Tro,)e(l — &) = Trag,)e(l) — Troe,)e(&) =p,paraj=1,...,p— 1.

Os elementos 1 — g}', para j = 1,...,p — 1, sdo todos os conjugados de 1 — {ﬁ, para k =
1,...,p — 1. Assim, da Defini¢do (2.2.3), segue que Ng,)o(l — Eg) = ¢p(1) = p, para
ji=1,...,p—1.

Lema 2.2.3 Se Ok € o anel dos inteiros algébricos de K = Q(&,) entdo:
i) (1-£)0xNZ = pZ.
ii) Trxe((1 - &)y) € pZ,Vy € Ok.

Demonstragao: i) O p-ésimo polinémio ciclotomico de &, é ¢,(z) = 2P '+ .-+ +1 =
(t—&)(z—€2) - (t—€"). Como Noqeo(l—€5) = (1-&)(1-€2) ... (1-&"1) = p, segue
que ¢p(1) = (1-&)1—-€2)...(1-€ 1) =p. Como1-¢ € Og,paraj=1,...,p—1,
segue que p € (1 —&,)Ok. Portanto, pZ C (1 — &,)Ox N Z. Para mostrar a outra inclusao,
vamos supor por absurdo que pZ esta contido propriamente em (1 —§£,)Ox NZ C Z. Como
pZ é um ideal maximal de Z, entdo (1—§,)OxNZ = Z. Como 1 € Z segue que 1 = (1-¢,)a,
para algum a € Ok. Logo, 1 — &, é inversivel em Ok, e assim 1 — & sdo inversiveis em O,
para j =2,...,p— 1. Assim, (1 —§&)(1 —£2)...(1 —&"") é inversivel em Ox N Z, isto é, p
é inversivel em Og N Z, o que é um absurdo. Portanto, (1 — &,)Ox NZ = pZ.

ii) Cada conjugado y;(1 — &) de y(1 — &) é um miltiplo de 1 — & em Ok, para i =

1,2,...,p—1.Como1—-§ =(1-&)(1+&+--+&71) segue que 1 — & é um muiltiplo de

1-¢&, em Ok. Sendo o trago a soma dos conjugados, segue que Trgig(y(1—-&)) = y1(1-&) +
Y2(1-E2)+ - +yp-1(1-€271) = a(1-§,), com o € Ok. Portanto, Tr(y(1-&,)) € Ox(1-§,).
Como, pela Proposi¢ao (1.2.5), Z é integralmente fechado, segue pelo Corolario (1.3.1) que

Tr(y(1—¢,)) € Z. Assim, Tr(y(1 —¢&)) € Ox(1—&,) NZ = pZ, onde a igualdade segue de
(2). "
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CAPITULO 2. CORPOS QUADRATICOS E CICLOTOMICOS 47

Teorema 2.2.2 Se p é um nimero primo e & € uma raiz p-ésima primitiva da unidade,
entdo Z [€,] € o anel dos inteiros de Q[&,) e {1,€,...,EP~2} é uma base de Z[£,] como um

Z-mdodulo.

Demonstragao: Seja Oy, o anel dos inteiros de Q[&,]. Temos que Z[¢,] C Op. Agora, vamos

provar que OpC Z[§,]. Considere a € O, C Q[&,]. Assim,
a=ay+af+ -+ a2

com a; € Q. Logo, a(1 — &) =ap(1 —&) + a1(§ — &) + -+ - + ap—o(EP~% — €P71). Assim, segue
do Lema (2.2.3) que

Tr(a(l =€) =aeTr(1 =& +a;Tr(E—€)+---+ ap_gTr(fp‘2 — &Y e pZ.

Portanto, a¢Tr(1 — &) = app € pZ e ap € Z. De modo andlogo temos que a; € Z, para

i=1,...,n, pois £~ = £P~1 € O. assim,
(@ —ao)é™' =a; +axf + -+ +a,_26P7>

Multiplicando por 1 — £ temos que (@ — ag)é (1 — &) = a;(1 — &) + ax(1 — &) + -+ +

ap—2£P73(1 — &) e assim
Tr((a— o)™ (1 =€) = a1Tr(1 — &) + a2Tr(€ — €%) + -+ - + ap2Tr (€772 — €772).

Logo, a;Tr(1 —€) = aip € pZ e a, € Z. Prosseguindo, analogamente temos que a; € Z, para

i=1,...,n. Assim, a € Z e, portanto, Z[{,] = OL. B

Proposicao 2.2.1 O discriminante absoluto de K = Q(&,) € dado por
= (p=1)(p=2)
Dx = D(1,§,....,6™ ) =(-1)" = p™
Demonstragao: Sejam p um nimero primo e &, uma raiz p-ésima da unidade. Vi-
mos que {1,&,..., 53"2} é uma base integral de Z[¢,]. Pela Proposicao (1.4.4) temos que

D(1,&p5++58 ) = (—I)MJELMN((,&;(E;,)). Vamos mostrar entdo que N(¢),(£,)) = p~2.

- e P —
Como o p-ésimo polindmio ciclotomico é dado por ¢,(z) = .

=1 =l _ (pP — 1 o
ambos os lados que ¢;}(3;) - (= )p(a; — 1)2(2: ) Substituindo = por &, temos que
_ P‘fp_l(‘fp —~1)

’ (G =1L~ [ 1) ;
¢p(£p) == (f:— 1)2 p . Como ‘f;: = 1, segue que ¢P(€P) - (fp — 1)2

1
[ segue da derivagao de

, ou seja,
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CAPITULO 2. CORPOS QUADRATICOS E CICLOTOMICOS 48

S -
(1 - gp)gp-

e isto implica que ¢,(,) = Aplicando a norma e usando

¢;(EP) = ((fp_p—l)épy

sua linearidade, obtemos que

Ve = NCD__ (et p

— -2
A BN~ Tl e

Portanto, D(1,&,, .. .,gg—?) = (_1)9“_—11112 r—zlpp_2_

2.3 Ramificacao de ideais

Nesta se¢ao veremos a decomposi¢ao de ideais primos em uma extensao juntamente com
suas principais propriedades.

Sejam A um anel de Dedekind, K seu corpo de fracoes, . uma extensao finita de K de
grau n e Op, o anel de inteiros de A em L. Pelo Teorema (1.5.1) segue que Oy, é Dedekind.

Seja p um ideal primo nio nulo de A. Pelo Teorema (1.5.2) temos que o ideal estendido pOy,
g

de O, é expresso de forma tinica como pOy= qu", onde os g; sao ideais primos de Oy, e
i=1

0s e; sao elementos de Z, parai =1,...,g9.

Proposicao 2.3.1 Os ideais primos q; de O, sdo os inicos ideais primos de Oy, tais que

e A=1, para =Y. 150

Demonstracao: Seja b um ideal primo de Op. Entao bN A = p se, e somente se, b D pOy.

De fato, se bN A = p, entao p C b e, portanto, pOp, C bO, = b. Por outro lado, se
g

bDpOL = qu‘, pelo Lema (1.5.1) segue que b D q;, para algum i. Como ¢; maximal,

i=1

pois Oy, é Dedekind, segue que q; = b. Como b C O, e A C O, pelo Lema (1.5.1), segue
que b N A é um ideal primo de A e também bN A C A, pois 1 € b. Agora, como p C b
ep C A, segue que p C ANb. Como A é Dedekind, entdao p = AN b, pois p é maximal.

Portanto, p = AN q;. Assim, b estd na fatoracao de pOQy, se, e somente se, bN A = p. (]
Definicao 2.3.1 Sep = ANb, dizemos que b estd acima de p.

Lema 2.3.1 Com as notagdes anteriores temos que

A O A . : (@)
1) — e =X sdo coTrpos e que ; pode ser identificado como um subcorpo de =L

q: qi

: . O | : : .
2) Como Oy, é um A-mddulo finitamente gerado, entdo =L gum espago vetorial de dimensao
i

A ‘
finita sobre e parai=1,...,n.
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CAPITULO 2. CORPOS QUADRATICOS E CICLOTOMICOS 49

i ~ . i A O :
Demonstragao: 1) Como A e Oy, sdo anéis de Dedekind, segue que S e "‘i!:' para i =
i

i . i T L i g . - .
1,...,9, sao corpos. Agora, considere A — O, — —, onde 7 é a inclusao e m é a

[}

- : : . A
projecao. Temos que ker(moi) = q; N A = p e assim, B ~ Im(moi). Portanto, o pode ser

oy OL
identificado como um subcorpo de —.

i
2) Considerando as operagoes

@) O O
Bk g =0 ~L
qi qi
— T4+Y

OL
qi
azr
O , ) A O . - . .

temos que ~= éum espago vetorial sobre — e ~L tem dimensio finita, pois sendo {z,...,z,}

i i
os geradores de O, sobre A, e b€ O, entao b =a12, +---+apx, coma; € A,i=1,...,n.
(@)

G m e oo o) 2 - : = L
Assim, b = a1y + -+ - + @nTp, com @; = a; + p. Portanto, {Z,,...,Z,} gera q— como um
i

: A
espaco vetorial sobre ; ™

‘% . O A
Defini¢ao 2.3.2 O grau f; = f(qi|p) da extensdo —I_L sobre — ¢é chamado de grau de
inércia de Oy, sobre A, e o ezpoente e; = e(q;|p) € cha;nado de indice de ramificagao de

q; sobre A.

Definicao 2.3.3 Dizemos que p é:

a) totalmente decomposto em L(ou em Op) quando e = f = 1, para todo ideal primo q
que estd actma de p.

b) inerte em L (ou em Oy) quando e =1 e f = n, para todo ideal primo q que estd acima
de p.

c¢) totalmente ramificado em L (ou em Oy, quando e =n e f =1, para todo ideal primo
q que estd acima de p.

d) ramificado em L (ou em Oy,) se ezistir um ideal primo q; de Oy, que estd acima de p

tal que e; > 1 para algum i.

Lema 2.3.2 Com as notagoes acima temos que
1)pOLNA=p

@)
2) Tﬁ' € um espago vetorial de dimensao finita sobre T
L

p
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Demonstracao: 1) Como p C pOp e p C A segue que p C p@p N A. Por outro lado,

9
pnOL =[] af € as,
i=1

parai=1,...,9. Logo, pO,N A C q; N A = p. Portanto, pO, N A = p.
Para 2) considere
kil OE.

A0 B N
— L—)poL

onde i é a inclusao e 7 é a projegdo. Temos que ker(moi) = pOL N A = p e assim,

A ) .
Im(m o i). Portanto, i pode ser identificado com um subcorpo de p—oﬁi- Como O, é um
L

. , O, |
A-médulo finitamente gerado, segue analogamente ao item 2) do Lema (2.3.1), que E(’T!L é
L

: . . ; A
um espaco vetorial de dimensao finita sobre —. B

Proposicao 2.3.2 Se p € um ideal primo nao nulo de Ok, entio N(p) = p/, onde f € o

grau de inércia de p.

Demonstragao: Pelo Lema (2.3.2) segue que O /p é um espaco vetorial sobre Z, de di-

mensio f. Portanto, N(p) = #(?K)pf' [
Lema 2.3.3 A sequéncia de ideais

OLD®mD4iD-Dq7' Dqf'g2 DD qf'a5? D--- D gt -+ q% = pOy,
€ mazimal.

Demonstragao: Dois elementos desta sequéncia é da forma q e qq;, onde g é um produto de
ideais q;. Se existir b tal que qq; C b C q segue, pelo Lema (1.5.3) que b divide qq;. Assim,
existe C; C O, tal que qq; = bC,. De modo andlogo, q divide b, ou seja, existe Co, C Oy, tal
que b = qC,. Logo, qq; = qC,Cs, ou seja, q; = C;C,. Como q; é primo, segue que ¢; = C; ou
q;i = Cy. Se q; = Cy, entdo b = g, e se q; = C, entdo b = qq;. Portanto, nao existe ideal nao
trivial entre qq; e q. |

g
A
Teorema 2.3.1 (Teorema da Igualdade Fundamental) E efi = [% : ;] =n.
L

i=1
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CAPITULO 2. CORPOS QUADRATICOS E CICLOTOMICOS 51

Demonstragao: Vamos provar a primeira igualdade. Pela demonstragdo do Lema (2.3.1),
temos que il ¢ um espacgo vetorial sobre —ﬂ‘, e pelo Lema (2.3.3) temos que seus sub-
: ,
s x ; O A
espagos sdo os triviais. Assim, dimey/q, A le #—L = #—9—. Como [—L : —] =
Y q9; qi aq: a P
@)
e [i : —LJ = 1 segue que [_q_ ] = f;. Dado um indice i, observemos que existem

qq: qi q9q: p
exatamente e; elementos consecutivos na sequéncia dos ideais com o quociente da forma

A A
i, ou seja, de dimensao f; sobre —. A dimensao total de [%— : E ¢ igual a soma das
' L

1
dimensoes dos quocientes, ou seja,

[Oﬂ, A g

EE] =elf1+‘“+egfg:§eéfi-

Agora vamos provar a segunda igualdade. Se A é principal, pelo Corolario (1.3.3) temos que

Oy, é um A-modulo livre de posto n. Se {zy,...,z,} é uma base de Oy, sobre A, temos que
A OL

{z; + pOr,..., 2, + pOrL} é uma base de —— sobre —. De fato, se b € —= temos que

: OL p pOL

b=>b+ pOy e, entdo

(@171 + -+ + anZp) +pOL = (@171 +pOL) + -+ + (an, + pOL)
(a1 +p)(z1 +pOL) + - - - + (an + p)(zn + pOL)

a7, + -+ 0Ty,

coma; € A/p,i=1,...,n. Agora, se @12, + - - - + G, T, = 0 entdo,

a1x1+---+a.n$n=ijpj comb; €Opepj€p, para j=1,...,s
j=1
n
Como {zy,...,z,} gera Oy, sobre A, segue que b; = Zcijx,;, come;; € A,paraj=1,...,n
1=1
Assim,

Za ey (Z ) L5 (z%) 5

i=1 i=1

7=1

5
Como {z1,...,z,} é linearmente independente, segue que a; = Z ¢ijpj € p, ou seja, a@; = 0,
j=1
para ¢ = 1,...,n. A demonstragao para o caso geral é feita por redu¢ao ao caso anterior.
Temos que A é um anel de Dedekind. Se p é um ideal primo ndo nulo de Aese S=A —p,
temos pela Proposi¢ao (1.7.5), que S~'A é um anel principal e pela Proposicao (1.7.4),
que S~'Oy, é anel dos inteiros de L sobre S7'A e S~'Oy, é um S~!A-médulo livre. Dai,
S'0, S'A
S-10pp  S-1Ap

pelo caso anterior, temos que ] = n. Considerando a fatoracdo do ideal
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CAPITULO 2. CORPOS QUADRATICOS E CICLOTOMICOS 52

9
pS~10L = H(S'IOLqi)"‘ ecomo q;NA=p,qNS=0e S 'OLq; sdo ideais primos nio
i=1
nulos de S0y, temos pela primeira parte que
S0y 84 X": S-'Op  S7'A
pS-10L pS A “ 15 10uq;  pS-14

i=1

SlAwéeﬂwou‘ Prtnt =
pSTA " p SO @ T

Porém, pelo Teorema (1.7.2), temos que

S_IOL S-14
S10uq  pS- IA] Zef‘

Proposigao 2.3.3 Com as notagoes anteriores, temos que Op/pOy, ~ ; Q:li
i=1 M

Demonstragao: Temos que q; é o unico ideal maximal de Oy, que contém q;*, pois se existir
M um outro ideal maximal, tal que M D q{*, temos, pelo Lema (1.5.1), que M D g;, para
algum i. Como g; é maximal segue que M = g;. Agora vamos mostrar que q5* + q;“' = O,
para i # j. Suponhamos que q;' + q;‘f C O. Assim, existe um ideal maximal M de O, tal
que g + g7 C M C Op. Como g C q* +q;, segue que qf* C M, ou seja, g; C M, e
como ¢; é maximal, segue que q; = M. De modo anélogo, como qj" Cqf + qjj, segue que

qjj C M, ou seja, q; C M e como q; é maximal, segue que q; = M. Assim, q; = q;, 0 que é
o _ ) O
um absurdo. Portanto, qi* + q;’ = Op. Entéo pelo Lema (1.1.2), segue que pﬁ o o
i=1 1
&

Lema 2.3.4 Seja A um dominio de Dedekind. Sejam py,...,p,, ideais primos distintos e
nao nulos de A, e sejam xy,...,x, € A e e),...,e, inteiros positivos. Entdo existe um

ei+1

elemento x € A tal que x — x; € p* em—m,e’p ,parat =1,...,7.

e;+1

Demonstragao: Para i = 1,...,r temos que p;’ 2 p; Assim, existe um elemento

a; € p¥, a; & p&*'. Pela Proposicdo (2.3.3), existe z € A tal que = — (z; + a;) € pét! para
i=1,...,7. Assim, 2 — z; = [z — (2; + a;)] + a; € p*, mas z — x; & p&™', pois a; ¢ P,

Proposigao 2.3.4 Se A é um dominio de Dedekind que possui somente um nimero finito

de ideats primos entdao A € principal.

Demonstragao: Pelo Teorema (1.5.2) temos que todo ideal ndo nulo de A é um produto

finito de ideais primos nao nulos de A. Assim, é suficiente mostrar que os ideais primos de
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A sdo principais. Sejam py,...,p, os ideais primos nao nulos de A. Pela Lema (2.3.4), para
h=1,...,r existe y, € A tal que y, € pn, Y» & s € yn & pj, para j # h, onde consideramos
ry=:-=2,=0,e, =1, ee; =0, para j # h. Assim, p, divide Ayp, pﬁ nao divide Ay, e
p; nao divide Ay, para j # h. Logo, a decomposicao de Ay, em ideais primos é Ay, = pp.

Portanto, cada ideal pj é principal.

Teorema 2.3.2 Seja K C L corpos de nimeros. Sejam Og e O os anéis dos inteiros de

. . . . L
K e L, respectivamente. Um ideal primo p de Ok ramifica se, e somente se, 50, nao é
pOL

reduzido.

Demonstracao: Suponhamos que p ramifica. Seja pOp, = f[ q;*, onde q; N Ok = p, para
t=1,...,9. Como p ramifica, existe k¥ € N tal que e; > 11=1 Temos que pOy, C q;, para
todo j = 1,...,g, pois se pOy, = q; teriamos que e; = 1 para todo j, o que é contra a
hipétese. Assim, para cada j = 1,...,9, seja a; € q; — pOy. Seja T = a;...ay + pOy, # 0.

Ser=e;...e entdo
:F:"=(a,l...ag)"+p0L=a’{...a;...a;+pOL:(—].

oL . , . :
Portanto, —— nao ¢ reduzido. Reciprocamente, como a; € q;, segue que (a;’*"“)® € q}*
OL

]
i=1 _ =1 1t &
existe T = (z1 +q{', 22+ 45, ...,7, + q¢°) # 0 nilpotente. Assim, existe jo tal que zj, ¢ o

g q
_ (@) (@)
e como pOy = Hq"' segue que Op/pOy, ~ H q—e[i‘ Sendo pFL nao reduzido temos que

L

e existe n € N tal que 2" = 0. Portanto, z? € q{', parai = 1,...,9. Se ej, = 1, entao

T}, € qj, € assim, Tj, € qj,, 0 que é uma contradigdo. Portanto, e;, > 1. m
Corolério 2.3.1 Com as hipdteses do Teorema (2.8.2), p ramifica se, e somente se,

Do, jpou)/0x/p) = {0}

Demonstrag¢ao: Temos, pelo Teorema (2.3.2), que p ramifica se, e somente se, p%
L

@) i % ;
nao é reduzido, e pelo Lema (1.4.3) temos que pFL nao ¢é reduzido se, e somente se,
L

Doy spou)/0x/p) = {0} .

Teorema 2.3.3 Sejam K C L corpos de nimeros. Sejam Ok e Op os anéis de inteiros de

K e L, respectivamente. Um ideal primo p de Og ramifica se, e somente se, p D Do, jok-
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Demonstragao: Suponhamos que p C Ok ramifica. Sejam S = Ok — p, Ok = S0k,
O =570, e p' = pOk . Pela Proposicio (1.7.5), temos que Ok é principal e assim pelo

Coroldrio (1.3.3), temos que @ é um Ok -médulo livre. Pelo Teorema (1.7.2), temos que
Ok ~ Oﬂf e O ~ ?L -. Seja {ey,...,e,} uma base de @' sobre Ok . Pelo Corolario
p pPopOL pOL
R
(2.3.1), temos que Do, /por)/(0x/p) = {0}. Assim, 0 = D(ey,...,e,) € o portanto
D(ey,...,e,) € p. Agora, se {z;,...,7,} é uma base de L sobre K contida em Oy, entdo

'

' P 4 )
T = E aijej, com a;; € Og,i = 1,...,n, pois O, C Oy . Logo, D(z1,...,2z,) € Ok €
=1

D(zy,...,T,) = det(ai;)*D(ey,...,e,) € Ok'p Cp. Assim, D(zy,...,2,) € OgNp = p.
Portanto, Do, jo, = (D(z1,...,2,)) C p. Reciprocamente, se Do, /0y C p € se {ey,...,en}
é uma base de Oy, sobre OK’, entdo para ¢t = 1,...,n, temos que ¢; = ‘y—i, com y; € Oy, e
s € S. Assim, L

Dier,...en) = det(Tr(eie;) = det (Tr (42))

1 2O ' ' [
Sﬁdet(TT(yiyj)) =5"D(y1,---,Yn) € Ox Do, jox C Ox p=p

ouseja, D(ey,...,en) € p’. Assim, D(ey,...,e,) = 0em Og/p e portanto, Doy pou) )0k /p) =
{0}. Pelo Coroldrio (2.3.1), segue que p ramifica. [

Corolario 2.3.2 Com as hipdteses do Teorema (2.3.3), temos que existe somente um nimero

finito de ideais primos de Ok que ramifica em O,.

Demonstragao: Pelo Teorema (2.3.3) temos que p ramifica se, e somente se, p O Doy /0, =

9
pr". Além disso, os p;, parai = 1,..., g, sdo os unicos ideais primos de Og que contém
1=1

9
Doy jo,, uma vez que se m é um ideal primo de Ok tal que m D Doy/0, = pr", pelo
i=1

Lema (1.5.1) segue que m D p;, para algum ¢ = 1,...,9. Como p; é ideal maximal segue que

m = p;, o que prova o Corolario. "

Exemplo 2.3.1 Sejam K = Q e L = Q(v/d), onde d é um inteiro livre de quadrados.

a) Se d = 2 ou 3(mod 4), entdo Z(/d) é o anel de inteiros de K e D(1, Vd) = 4d. Assim,
0s primos que se ramificam em K sao 2 e os divisores de d.

b) Se d = 1(mod 4), entdo Z (1+2ﬁ) é o anel de inteiros de K e D (1, ”2‘/3) =d. Assim,
0s primos que ramificam em K sao os divisores de d.
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Proposicao 2.3.5 Seja £, uma raiz n-ésima primitiva da unidade. Entdo p ramifica em

Q(&,) se, e somente se, p divide n.

Demonstragao: Suponhamos que p | n, entdo Q(&,) C Q(&,). Como p ramifica em Q(&,),
segue que p ramifica em Q(&,). Reciprocamente, seja n = Hp:"" e suponhamos por absurdo

que p { n. Entdo p nao ramifica em cada Q(§,m), ja4 que p ndo divide o discriminante

DQ(EPT"")' Agora, como Q(&,) é a composigao de Q(Cp:ns ), segue que p ndo ramifica em Q(¢,),

completando a demonstragao. @

Exemplo 2.3.2 Pela Proposi¢io (2.2.1), temos que D(1,€,...,£P7%) = &pP~2. Assim, p é

o0 unico primo que ramifica em Q(&).

Lema 2.3.5 Se n e p sao nimeros primos impares tal que p = 1(mod n), entdo existe um

corpo ciclico K de grau n tal que p € o inico primo que ramifica em K.

Demonstragao: Seja G = Gal(Q(&,)|Q), gerado por o, e H subgrupo ciclico de G, gerado
por o", de ordem %‘ Note que ’% é um nuimero inteiro, uma vez que p = 1(mod n). Seja
K o subcorpo fixo por H. Temos que a extensdo K|Q é de Galois, pois Q(&,)|Q ¢é ciclico.
Consequentemente, K herda a propriedade de Q(&,) de que p é o tinico primo que ramifica.

Teorema 2.3.4 (Kummer) Sejam A um anel de Dedekind, K seu corpo de fragées, L. uma
extensao finita separdvel de K de grau n e O o anel de inteiros de . sobre A. Assuma que

OL = Ala] para algum elemento a. Seja f(x) o polindmio irredutivel de o sobre K e p um

ideal primo nao nulo de A. Seja f(z) a redugdo de f(z) e p, e seja
f@) =g,(2) ... 7, (2)"

a fatoragio de f(x) em poténcias de fatores irredutiveis sobre A = A/p, com coeficiente
dominante 1. Entao

pOy = b*... B (2.4)
€ a fatoracdo de p em O, de modo que e; € o indice de ramificacdo de b; sobre p, e temos
que

bi = pOL + ¢i(a) Oy, (2.5)

se qi(z) € Alz]| é um polinémio com coeficiente dominante 1 cuja redu¢do mddulo p € g,(z).
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CAPITULO 2. CORPOS QUADRATICOS E CICLOTOMICOS

Demonstragdo: Sejam G(x) um fator irredutivel de f(z), @ uma raiz de g(z), e b o ideal

primo de Oy, que é o nicleo da fungao
Ala] — Ala).

Temos que pOy, + q(a) Oy, esta contido em b. Por outro lado, seja g(a) € b onde g(z) € A[z].
Entio g(z) = q(z)h(z) para algum h(z) € Az] e, portanto, g(z) — g(z)h(z), que é um
polinémio com coeficientes em A, uma vez que tem coeficientes em p. Isto prova a inclusao

contraria, provando (2.5). Para provar (2.4), seja e} o indice de ramificacdo de b;, tal que
pOL = b ... b,
e seja d; o grau de g;. Como f(«a) =0, e como
f(@) = a(@)...q:(2) € pAlal,

segue que

ql(a)““ s .qr(a«)e’ € IJO]L

Por outro lado, temos que
bf‘ C pOL + qi(a)% O,

consequentemente usando a Equagdo (2.6) temos que

B! ... e C pOL + 1(@)® ... ()" O C pOL = b7 ...

Isto prova que e; > e! para todo i. Mas sabemos que
Ee,-d,- = 8f = []L : K] = Zf’:d1

Assim e; = €} para todo i, o que prova (2.4).
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Capitulo 3

Codiferente e diferente

Neste capitulo introduzimos os conceitos de codiferente e diferente, enfocando suas principais
propriedades. Deste modo, na Segao 3.1 veremos o conceito de codiferente em uma extensao
juntamente com suas principais propriedades e na Se¢ao 3.2 veremos o diferente a partir do
anel de inteiros de uma extensdao. Os resultados aqui apresentados podem ser encontrados

em [9] e [10].

3.1 Codiferente

Sejam A um dominio de Dedekind, K seu corpo de fragoes, L. uma extensao separdvel de K
de grau n e Oy, o anel de inteiros de L sobre A. Seja L; o espaco dual de L. Pelo Corolério
(1.3.2), temos que existe um isomorfismo ¢ : L — L, tal que ¢(z) = S;, onde z € L e
S.(y) = Trux(zy), para y € L. Seja {z1,...,2,} uma K-base de L e seja {z],...,2,} um
conjunto de elementos de L tal que {¢;:,...,¥;: } seja uma base dual de {z3,...,2}}, isto
é, 0 (2;) = Tr(z}z;) = 6;j, onde d;; = 1 e &;; = 0 se 7 # j. Assim, {x},...,z};} é também

uma base de IL, chamada de base complementar de {zy,...,z,}.
Proposigao 3.1.1 Com as notagdes acima, temos que Dy(zy,...,2,)Dy(z],...,25) = 1.
Demonstragao: Sejam oy, ..., 0, os K-isomorfismos de L. Tomando

X = (0i(z5))i; € X* = (0i(2}))ij,

e denotando X! para a matriz transposta de X, temos que (X*)'X = (T'r(zjz;))i;. Assim,

det(X*)!det(X) = 1. Pela Proposicao (1.4.3), temos que

Dyi(z1,...,Z,) = det(X)? e Dy(z},...,z}) = det(X*)>
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CAPITULO 3. CODIFERENTE E DIFERENTE

Portanto, Dy, .« Bn) Dr(al; <, 2%) = L.

Definigao 3.1.1 Seja M um subconjunto de L. O conjunto M* = {z € L : Tr(zy) € A,
YV y € M} € definido como o codiferente de M sobre K, que também é chamado de dual ou

complementar de M.

Exemplo 3.1.1 Se A=2Z, K=Q, L=QW2 e M= 0y = Z[V2], entio, O} =
%OL. De fato:

Pela Definigdo (3.1.1) temos que Of = {z € Q(v/2) : Tr(zy) € Z,Vy € Z[V2]}. Sejam
r=a+bV/2, a,b€Qey=c+dV2, c,dE¢€Z, entio, Tr(zy) = 2ac+ 4bd € Z. Como vale
para todo y € Z[/2], em particular

esed=0, e c=1, entdo 2a =m € Z. Logo, a = m/2.

esed=1ec=0, entdo 4b =n € Z. Logo, b = n/4.

m n 1
Assim, T = — + —V/2, m,n € Z. Portanto, O = ——
4 L 9. /2

5 OL.

Exemplo 3.1.2 Considere A=2Z, K=Q, L=Q\7) e M= 0O =Z[V7].
O] ={z € Q(\/I;Z) : Tr(zy) € Z,VYy € Z[V7)}. Sejamz = a +b/7, a,b € Qey =
c+dV7, ¢ d € Z, entio Tr(zy) = 2ac + 14bd. Como wvale para todo y € Z[\/7), em

particular
esed=0, e c=1, entdo 2a =m € Z. Logo, a = m/2.
esed=1ec=0, entdo 14b =n € Z. Logo, b = n/14.
m n 1
—ﬁ, m,n € Z. Portanto, Of = —
L 2\/?

Assim, v = — + OL.
Proposicao 3.1.2 Sejam M um subconjunto de . e M* o codiferente de M sobre K. Entdo

2 14
1. Se Oy M C M entdo M* é um modulo sobre Oy,.
2. Se M, C M, CL entao My C My C L.
3. Oy C O
Demonstragao: 1) Assumimos que OpM C M. Se b€ Op, z € M*e y € M temos que
Tr((bx)y) = Tr(z(by)) € A,

pois by € M. Assim, bx € M*. Portanto, M* é um Op-mddulo.
2) Suponhamos que M; C M,. Se z, € M, entdo, z, € L e Tr(zoy) € A, para todo y €
M,. Como M; C M, segue que Tr(zyy) € A, para todo y € M. Logo, z, € M.
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CAPITULO 3. CODIFERENTE E DIFERENTE

Portanto, M5y C My C L.

3) Como Oy, ¢é inteiro sobre A, e integralmente fechado segue pelo Coroldrio (1.3.1) que
Tr(Oy) C A. Assim, se z,y € O, entdao Tr(zy) € A, e deste modo z € Of. Portanto,
OL C 0. ]

Proposicao 3.1.3 Com as mesmas hipdteses da Proposi¢io (3.1.2) seque que:

1. M* é um A-modulo.

2. Se M é um A-mddulo livre com base {z1,...,z,} entdo M* é um A-mddulo livre com

base {x},..:;2}} e M** = M.
Demonstragao: 1) Sejam z; e z, € M*. Se y € M, temos que
Tr((z1 + z2)y) = Tr(z1y) + Tr(zey) € A.
Assim, z; + 2o € M*. Agora,sea € Aex € M* ese y € M, temos que
Tr((ax)y) = aTr(zy) € A.
Assim, ax € M*. Portanto, M* é um A-mddulo.

2) Seja {z1,...,x,} uma base de M e seja {z},...,z}} uma base de L tal que T'r(z}z;) =0

n n
sei# j,eTr(ziz;) =1 Sex = Za,—:r:: € ZA:L‘:, entao

1=0 i=1

Tr(xz;) =Tr ((Z a,;:.'::) :r:j) = ZaiT?‘(:z:;:r:j) =@a; €A, para j=1;...,n.
i=0

i=0

n
Pela linearidade segue que T'r(zy) € A,Vy € M. Portanto, ZA:E: C M*. Reciprocamente,
i=1
n

se E a;x; € M*, com a; € K, parai=1,...,n, entao,

i=1

n n
para j = 1,...,n e deste modo M* C ZA::::. Assim, M* = ZAmg*. Portanto, M* é um
i=1 i=1

A-mddulo livre e M** = M. ]
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CAPITULO 3. CODIFERENTE E DIFERENTE 60

Teorema 3.1.1 Se L = K[a], onde a € inteiro sobre A e g(x) = 2" +cp12™ '+ -+ ¢ €
1

A[X] o polinédmio minimal de a sobre K, entdo Tr (%) =0,parat=1,...,n—2, ¢
g\«

Demonstragao: Sejam o« = «y,...,qa, os conjugados de « sobre K, onde sdo neces-

sariamente distintos e pertencem a uma extensao finita de Galois sobre K. Temos que

a . al
Tr|——=| = —* _ parai=1,---,n—1. Como g(z) é o polinémio minimal de a,
(7)) " L7t @)

segue que g(z) = H(:L‘ — ). Assim,
k=1

k=1

n

1

g(z) Ty ¥ O

e podemos expressar este produto como a soma, E
k=1

ay
, para certos elementos a,. Sendo
T —

, temos que
T

mn

1 — Z :Lf(:w)c — Zak (H(T - Oé,;)) y

k=1 k=1 i#k

parai=1,...,n. Assim, para j = 1,...,n temos que

Zak (H(ij - O:f;')) = Qy H(C&‘j - CE,;).
k=1 i#k i#]
i 1 1

= - ,para j =1,2,...,ne — =
H(Oﬁj el O:';') g (aj) g(‘T)
i#]

algoritmo da divisao longa de Euclides, temos que

1—l-f-cl-i-c1+c1-i-
g(.’l?) - o T 2xn+2 33:1’1—}'3

ol

1 "
Assim, temos que Z —,—(——~— [* + e +c¢j—— + -+ . Comparando esta
& o) L= :

Logo, a; =

i

n o n an—l
ultima igualdade, temos que ( et ) =0,parai=1,...,n—2¢e ( ‘. ) =1.m
2 2ol e
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CAPITULO 3. CODIFERENTE E DIFERENTE

a Q:n—l

(@) g (a)

Corolario 3.1.1 O conjunto B = } ¢ uma base de L sobre K.

Demonstragao: Se

-1
com a; € K, para j = 1,.. — 1, entdo 0 = Tryk(y) = ( a; ( (r))) '
C

Jj=0

-2
i+l
Tomando ya = Z ( ), temos que

(o) = Troge | 3 (S
0=Tryx(ya) =Tr a; (—) =05 n
LIK LIK : I\ g (@ 2

"":
De modo andlogo, obtemos a; = 0, para todo j = 1,...,n — 1, e assim B é uma base de L

sobre K.

O préximo Teorema nos fornece um critério para determinar Afa]*.

Teorema 3.1.2 Com as mesmas defini¢ées do Teorema (3.1.1) seque que Ala]*

n—1
Demonstracao: Tomando y = Z a;a’ € Ala] temos que
i=0

: n—1
) =2t ()
Tr | —— a;Tr = Gpepaq E A
(!I (a) 2 () '

i=0

C Ala]*. Para mos-

1
e assim, € Ala]*, para todo j =0,...,n— 1. Portanto, Ala]——
g

9( ) (@)

n—1 j

trar a outra inclusdo, seja y € Ala]*, pelo Coroldrio (3.1.1), temos que y = E a; (%),
: g (a
j=0

coma; € K para j=0,...,n— 1 forma uma base de L sobre K. Assim,

n—1
Tryx(y) = ZGJT?‘MK ( )) =an-1 € 4,

pois y € Ala]*. Analogamente,

Tryx(ya) = ZGJTTLIK (QJH))

Ap-2 + Qp— ITT]L]]]{ (
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CAPITULO 3. CODIFERENTE E DIFERENTE

= Qp-2 — an-1Cy,

pois a" = —(c;@® ! + 0™ % + -+ + ¢,), com ¢; € A. Como a,_3 — a,_ ¢, € A segue que
" ) 1
an—2 € A. De modo andlogo, a; € A, paratodoi = 1,...,n—1. Portanto, Ala]* = —— A[a],

: . _ g (a)
e isto conclui a demonstracao. [ |
Exemplo 3.1.3 Seja L = Q(v/2). O polinémio minimal de /2 sobre Q € g(z) = 2% -2 e

pelo Teorema (3.1.2) segque que Z[V/2]* = QIWZ[\/Q}

Proposicao 3.1.4 Se L = Kla], onde a € inteiro sobre K, entdo Of é um Op-mddulo

finitamente gerado.

Demonstragao: Pelo Teorema (1.2.1) temos que A[a] é um A-médulo livre de posto finito.
Pela Proposigao (3.1.3) item 2) temos que A[a]* é um A-mddulo finitamente gerado. Como
Ala] C Oy, segue que Of C Ala]*. Como A é Noetheriano, pois é Dedekind, segue pelo
Coroléario (1.1.2) que Of é um A-médulo Noetheriano e assim, O} também ¢é finitamente

gerado. Pela Proposi¢ao (1.1.2), segue que O é um Op-mdédulo finitamente gerado. =
Coroldrio 3.1.2 O] ¢ um ideal fraciondrio de L.

Demonstragao: Pela Proposicdo (3.1.3) temos que Of é um Op-médulo finitamente gerado.
Assim, dO; C O, onde d é fator comum entre os numeradores dos geradores de 01, o que

prova o Corolario. ]

3.2 Diferente

Nesta se¢ao veremos o conceito de diferente juntamente com suas principais propriedades.
Para isso, sejam A um dominio de Dedekind, K seu corpo de fragdes, L. uma extensio

separavel de K de grau n, Op, o anel de inteiros de L sobre A e Of o codiferente de Oy,.

Definigao 3.2.1 O ideal de Oy, igual ao inverso do ideal fraciondrio Of é chamado di-
ferente de Oy, sobre A (ou de L sobre K) e denotado por A(Op|A) (ou A(L|K)). Em

particular, se K = Q, o diferente de Oy, sobre Z é chamado de diferente absoluto.

Observagao 3.2.1 Como O, C O; segue que A(O|A) é um ideal inteiro de Op. Sendo
O um dominio de Dedekind, pelo Teorema (1.5.2) temos que A(Oy|A) pode ser escrito de
g

i 2

Fa . () - . ‘ . ~ . .
modo unico como A(OL|A) = H p;*, onde p;s sdo ideais primos de Oy, e s; > 0 sdo inteiros,
i=1

pefat=1,..:44.
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CAPITULO 3. CODIFERENTE E DIFERENTE 63

Proposigao 3.2.1 Se L = Kla], onde a € Oy, e se g(z) € A[x] € o polinémio minimal de
a sobre K, entio A(OL|A) = Org () se, e somente se, O = Alal.

1
Demonstragao: Se O, = Ala], temos pclo Teorema (3.1.2), que O = ——0L. As-

g'(a)
sim A(OL|A) = (Of)7! = ( = ¢ (a)OL. Reciprocamente, se z € O, entdo,
existe um polinomio h(z) € K| 1,] de grau menor que n = [L : K], tal que z = h(c). Na

demonstragao do Teorema (3.1.1), vimos que

n

T — oy
l_zg(ﬂk )(z — o) ZH o — a;’

k=1 i#k

onde a = ay, ..., ay, sdo os conjugados de a sobre K. O polinémio h(z) = h(a) H
k=1 i#k

T — oy
Qp —

Sl B ;
tem grau menor que n e hy(q;) Z h( o H * = h(«;), pois se k # j temos que
i#k

H =T, Assim, h(z) = hy(x), pois o polinémio h(z) — h;(z) tem n raizes. Mas,
O — O

2g(x) . T — Q;
e (a5t =) =T ("‘.H = ag-)

Qp — @y
i#£k

i#k

9()

pertencem a L e sao inteiros sobre A, segue que —— €
T —

. T
Como os coeficientes de M

z zg(z) )

z], € —— LY segue I = 1 T Alz]. Ass
Op[z], e como 7@ € OL" segue que h(z) LK (g'(ak)(x—a)) € Alz] ssim,
z = h(a) € Ala), e portanto, O, = Ala]. a
Exemplo 3.2.1 Sejam A = Z, K = Q e L = Q(v/2). Pelo Ezemplo (3.1.1) temos que

O = 2—:'/5%. Assim, A(OL|Z) = (Oy*)7! = 2V2Z[V2).

Exemplo 3.2.2 Sejam A =Z, K= Q e L = Q(&), onde & € raiz cibica da unidade. O
polinémio minimal de & € g(x) = 2* + 2+ 1. Pela Proposi¢do (3.2.1) temos que A(Oy|Z) =
g (6)0L = (263 + 1)Z[&3).

Observacgao 3.2.2
1. Para corpos quadrdticos L = Q(v/d), com d livre de quadrados, temos:

e Sed=2(mod 4) ou d = 3(mod 4), pelo Teorema (2.1.1), temos que O, = Z[/d]
e pela Proposi¢io (3.2.1) temos que A(OL|Z) = Z[Vd)g (Vd), onde g(z) € o

polinomio mintmal de Vd sobre Q.

AYAV.LY
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CAPITULO 3. CODIFERENTE E DIFERENTE 64

e Sed = 1(mod 4), pelo Teorema (2.1.1), temos que Oy, = Z[”’Qﬁ] e pela Proposigdo
(3.2.1) temos que A(OL|Z) = [1+‘/_] (”‘/_) onde g(z) € o polindmio minimal

de ”T‘f sobre Q.

2. Se &, € uma raiz m-ésima primitiva da unidade, entdo pela Proposi¢io (3.2.1) temos

que A(OL|Z) = Z[&n]9(Em), onde g(z) € o polindmio minimal de &, sobre Q.

Exemplo 3.2.3 Seja L = Q(v/5) = Q(HZ—‘/J) Pela Observagao (3.2.2), A(OL|Z) =

Z[%@]QI(HQJ), onde g(x) é o polindmio minimal de L5 sobre Q. Fazendo as contas

2

obtemos A(Oy|Z) = Z[*£5)V/5

Proposicao 3.2.2 Seja B um ideal fraciondrio de Op. Entio Tryx(B) C A se, e somente
se, BC Of = A(Op]|A)™!

Demonstragao: Se B C O entao Tryk(B) C A. Por outro lado, se z € O, e y € B, temos
que vy € OB = B. Como Tryk(B) C A, segue Tryk(zy) € A. Portanto, B C Oj. ®

Lema 3.2.1 Sejam A, B ideais fraciondrios de . Se para todo M ideal fraciondrio de L
tem-se que M C A se, e somente se, M C B, entio A = B.

Demonstragao: Se z € A entdo M = (z) C A. Assim, M C B, ou seja, z € B. Logo,
A C B. De modo andlogo, temos que B C A. Portanto, A = B. a

Proposicao 3.2.3 Seja N uma extensdio separdvel de L de grau finito. Se Oy e O, e A sao

0s anéis de inteiros de N, L e K, respectivamenete, entao
A(On|A) = OnA(OL|A)A(On|OL).

Demonstragao: Seja M um ideal fraciondrio de Oy tal que M C A(Oy|OL)"!. Pela
Proposigao (3.2.2), temos que Tryg(M) C O. Assim,

A(OL|A)™! 2 A(OL|A) ' T (M).
Como M = MOy segue que A(Op|A)™" D Tryw(OnA(OL|A)* M). Temos também que
A D Tryx(A(OLIA)™) 2 Tryx(Tran(OnA(OL|A) ™ Y)M) = Tryg(OnA(OL|A)IM).
Novamente, pela Proposigao (3.2.2), temos que
OnA(OL|A) "M C A(On|A)7! e que M C Ty (A (O |A)A(On|A)™!

Pelo Lema (3.2.1) segue que A(On|OL)™! = OyA(OL|A)A(On|A)~!. Portanto,
A(Ox|4) = OxA(OL|A)A(OR[OL).
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CAPITULO 3. CODIFERENTE E DIFERENTE 65

Definigao 3.2.2 Sejam K um corpo de nimeros, . uma eztensao finita de K de grau n, e
Ox e O os anéis de inteiros de K e L, respectivamente. Sejam p um ideal primo de O,
S=0x—p, Og =S50k e O, = S7'Oy. O diferente A(OL|O%) é chamado de diferente
de L|K sobre p e é denotado por A,(L|K).

Proposigao 3.2.4 Com as notagdes da Definigdo (3.2.2), temos que Oy A(OL|Ox) = A(OL|O%).

Demonstragao: Se z € O; A(O|Ok) entdo z é da forma E, comy € A(OL|Og)es€S.
s

Seja z € (OL)*, onde (Oy)* é o codiferente do Ox-médulo Of. Assim, Tryk(20;) C O.
Sendo Oy, um Og-mdédulo finitamente gerado, entdo considere {ti,...,¢,} um sistema de

. a; i
geradores. Seja Tryx(zt;) = —, coma; € Og e s; € S. Se 59 = 51...5, € S entdo
S

3

Truk(zsot;) = soTrLk(zt:) € Ok,

parai=1,2,...,n. Assim, Tryx(2500L) C Ok e portanto zsy € O}, isto é, yzsy € Oy, pois
y € A(OL|Ok). Logo,
Yz _ Y=o

’
Tz = *— € Oy,
s 580

o que implica que z € A(Op|A"). Assim, Oy A(OL|Ok) C A(OL|O). Por outro lado, seja
z € A(OL|Og). Sendo Of um ideal fracionario de Oy, segue que Of é um Og-médulo
finitamente gerado. Seja {z1,...,2,} um sistema de geradores do Og-médulo O;. Temos
que Tryx(2:0L) C Ok, parai = 1,...,n. Como S C K, segue que TTMK(sz]’L) C 0;&: ou
seja, z; € (O;L)‘. Assim,
rz; € (9;[‘, ou seja rz; = % comb;elLes; €8.

Se s = §1...5m € S, entdo szz; € OL, para todo i = 1,...,m e assim szOf C O.
Portanto sz € A(Op|Ox) e x € OLA(OL|Ox). Logo, A(O|0x) € OLA(OL|Ok). Portanto,
OLA(OL|Ok) = A(OL|O%). =

Lema 3.2.2 Sejam p um ideal primo ndo nulo de Og, S = Ox — p, O = S~'0x e
Oy = §7'0y. Se {z},...,x,} é uma base do Ox-mddulo Oy, entio Oy Dyx(z},...,T,) =

O N(A(OL|OK)).

Demonstragdo: Pelo Teorema (1.7.1) temos que Op é um dominio de Dedekind. Pela
Proposicao (1.7.2), temos que O; tem somente um nimero finito de ideais primos e pela

Proposigdo (2.3.4) temos que Oy, é um dominio de ideais principais. Se (O})* é o codiferente
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CAPITULO 3. CODIFERENTE E DIFERENTE 66

do Og-médulo Oy livre temos que (Op)* é um ideal fraciondrio de ©y. Logo, existe y € L,

y # 0, tal que (Op)* = OL'y. Assim, pela Proposicao (3.2.4), temos que
Oy~ = A(OL'|0k) = OLA(OL|Ok).

Se {z},...,2,} é uma base de Og-médulo Oy, entdo {yz,,...,yz,} é uma base de (Op)*.
Pela Proposicdo (3.1.2), temos que (O)* tem uma base complementar {(z})*,...,(z,)*}

sobre Oy. Pela Proposicao (1.1.2) e pelo Lema (1.4.2), temos que

' !

D[L;'IK((:E,]{)*! ) ("En)*) = D(OL:),{,O;‘((:L';)', ) (xn)‘)

e Dyx(yzy,...,yz,) = D((OL).Xok)(y(xl)*,...,y(x;)‘) sdo elementos associados de Oy.
Mas

D]L/K(m’l}'--! r:)DL/-ﬁ((ml) ?‘"1("1:;1)‘) =1

e Dﬂ-/fﬁ(yx"lv Tt ,yl;) = [N(y)P DMK(:EJD sy J:;z) Portanto, [N(y)]Q[DL;’K(I’D s :-T;z)]Q é
uma unidade de O. Portanto, Oy Dy k(zy,...,2,) = OxgN(y™"). Sejay = Z onde z € Ok,
a

a € S. Como Opy~' = O, A(OL|Ok) segue que
OL(OLa) = OL(OL2zA(OL|OK)).

Logo, Opa = OpzA(O|Ok). Assim, N(Opa) = N(Opz)N(A(O|A)), e portanto aOx =
OxN(2)N(A(O|Ok)). Assim, a"Oy = OgN(z)N(A(OL|Ok)) e portanto N(a)OyxN(z7})
=0x N(A(OL|Ok)). Logo, N(az")Oyx = Ox N(A(OL|Ok)), e assim,

N(y™")Og = OgN(A(OL|Ox)).
Portanto, Oy Dy/k(z, - . ., ,) = OxN(A(OL|Ok)). e

Teorema 3.2.1 Com as mesmas notagdes do Lema (3.2.2), temos que N(A(Op|Ok)) =

D]L,-"]K-

Demonstragao: Sejam {z;,...,2,} uma K-base de L contida em Oy, e {z,,...,z,} uma

base do (’)K-modulo O Assim z; = ZaU z;, com a . € O, para j = 1,...,n. Assim,
i=1
Dh g (B1y5 v+ %n) € OKD]L,;K(:BI, .. .,:r:ﬂ). Pelo Lema (3.2.2), temos que

Dy/x (a1, -, %) € OgN(A(OL|Ox)),
e isto implica que Dy jx C () OgN(A(OL|Ok)). Pela Proposigdo (1.7.3), temos que

Dyjx € N(A(OL|Ok)).
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CAPITULO 3. CODIFERENTE E DIFERENTE 67

Reciprocamente, sejam Dy = p*Ae N(A(OL|Ok)) = ps’ B, onde A, B sao ideais de Ok, nao
miiltiplos de p. Devemos mostrar que s < s , pois se é verdadeiro para todo ideal primo p # 0
de Ok, temos que Dy k divide N(A(OL|Ok)), ou seja, N(A(OL|Ok)) € Dyk. Para todo ideal
primo p # 0 de O, escolhemos uma base {z},...,z,} do Og-médulo Op. Multiplicando
por um elemento conveniente de S temos que cada '1:; € O. Seja OKDL;K(:EL, o ac;l) =971,

onde Z é um ideal Og ndao multiplo de p. Pelo Corolario (1.7.2), temos que

O Dujk (21, -+, 2,) = (Ogp)"

e pelo Lema (3.2.2), temos que Oy Dy k(2}, .. .,2,) = OxN(A(OL|0x)) = (Oiﬁp)s;. Assim,
s =r. Como Dy/x D OKDL/K(:L‘;, . ,:r;l) = ps’l' segue que Dy x divide pstl', eentio s < s.

Assim,
IV(A(O]L'OK)) = D]L_.r‘K-

Portanto, N(A(OL'OK)) = D]L.;‘K-

Proposigao 3.2.5 Se K é uma extensao ciclica de grau primon > 2 ep > n € o unico

primo que ramifica em K, entdo o discriminante de K é Dx = p"~1.

Demonstragao: Como p é totalmente ramificado em K segue que pOg = p". Como
p f n, segue que p*~! | A(O|Q), mas p" § A(Ok|Q). Agora, como A(O|Q) = p*~! e
N(A(Ok|Q)) = | Dk| segue que N(A(Ok|Q)) = |Dxk| = p™". L
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Capitulo 4

Reticulados e ideais reticulados

Intuitivamente, entende-se por reticulado um subconjunto discreto do R™ que tem a estrutura
de um Z-médulo de posto finito n. Neste capitulo apresentamos as defini¢oes de reticulado,
empacotamento esférico, densidade de empacotamento, densidade de centro e homomorfismo
candnico. Através do homomorfismo candnico obtemos um método para gerar reticulados
no R". Os reticulados obtidos desta maneira dependem diretamente do anel de inteiros do
corpo de nimeros. Apresentamos também o conceito de ideais reticulados. Usando esta
teoria, veremos formas de se obter reticulados rotacionados no R" que sdo tao bons quanto
0s j4 conhecidos. Os resultados aqui mencionados podem ser encontrados nas referéncias [8],

(9], [11], [12], [13], [14] e [15].

4.1 Reticulados

Nesta se¢do apresentamos o conceito de reticulado, enfocando suas principais propriedades.

Definicao 4.1.1 Sejam V um espago vetorial de dimensao finita n sobre um corpo K, A C K
um anel e vy, ..., v, vetores de V linearmente independentes sobre K, com m < n. Chama-se
reticulado com base 8 = {vy,...,vm} ao conjunto de elementos de V da forma
m
{:B = Zai’b‘i, com a; € A} ,
i=1

que serd denotado por Hpg.

Definigao 4.1.2 Seja Hp C R™ um reticulado, com Z-base B = {vi,...,vm}. O conjunto

Pg={.’EGR“:&I:Z)\iUhOS)\é‘(l}:

i=1

68
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CAPITULO 4. RETICULADOS E IDEAIS RETICULADOS

€ chamado de regiao fundamental de Hg, com relagio a base {vy,...,vn}.

Se Hz é um reticulado com base 8 = {vy,...,v,} eseey,...,e, sdo elementos quaisquer
m

de Hg, entao e; = Zaijvj, com a;; € Z. Uma condigao necessaria e suficiente para que

Jj=1
{e1,...,em} seja uma base de Hg é que det(a;;) seja um elemento inversivel de Z.

Exemplo 4.1.1 Hz = Z* é um reticulado gerado pelos vetores e; = (1,0) e ey = (0,1) com

regiao fundamental descrita na figura abaizo.

Z2

Definigao 4.1.3 Um subconjunto H do R" é discreto se para qualquer subconjunto com-

pacto (fechado e limitado) K do R", tivermos H N K finito.
Exemplo 4.1.2 Z" ¢ um exemplo de subconjunto discreto do R™.
Pelo préximo teorema temos que um reticulado é gerado sobre Z por uma base do R".

Teorema 4.1.1 Se H ¢ um subgrupo discreto do R", entao H € gerado como um Z-mddulo

por v vetores linearmente independentes sobre R, com r < n.

Demonstragao: Seja f = {ej,...,e,} um conjunto de vetores de H que sdo linearmente

independentes sobre R, onde r é o maior possivel, com r < n. Considere o paralelepipedo

Ps=<qz€eR":z= Zaz-ei, 0 < a; <1}, construido a partir destes vetores. Como Py é
i=1

fechado e limitado, segue que Pg é compacto. Assim, Pg N H ¢ finito, pois H ¢ discreto. Se
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CAPITULO 4. RETICULADOS E IDEAIS RETICULADOS 70

r € H, entdo pela maximalidade de r, segue que {z,e;,...,e,} é linearmente dependente.
r

Logo, existem \; € R, para i = 1,...,r, ndo todos nulos, tal que z = Z’\"e"' Para cada
=1
j € N, seja

zj=jz— Y [jhle € H, (4.1)

i=1

T T
onde [k] denota o maior inteiro menor ou igual a k. Assim, z; = jz Aie; — Z[j/\z-]e,- =
. i=1 i=1
ZU’\‘ — [jA])ei € Pe N H. Dessa forma, tomando 7 = 1 na Equacdo (4.1), temos que
=l T T
T, =T— Z[’\"]ei’ ou seja, T = I, +Z[Ai]e,-. Assim, como z; € P.NH e este é finito, segue
i=1 i=1

que H é finitamente gerado como um Z-mddulo. Por outro lado, como P.NH é finito e como

N ¢ infinito, segue que existem mtelros Jj ek, tais que z; = :nk Da Equagao (4.1), segue que

Tj =T = jT— Z[;A --kJ:—Z[k/\]ez (j— kx—-Z[J,\ —kXie: = (G—k) > Niei =
i=1

i=1

i([j/\i] — [kX]ei = (5 — k)Ai = [GM] — [kA] = A = Mj_%ki], ou seja, \; € Q. Assim,

i=1
como H é gerado como um Z-mddulo por um nimero finito de elementos, segue que sao

combinacges lineares com coeficientes racionais dos e;s. Seja d # 0 um denominador comum
T

destes coeficientes. Consideremos o conjunto dH. Temos que dH C ZZei. Dai, pelo

i=1

Teorema (1.1.1) segue que existe uma base {fi,..., fr} do Z-médulo Z Ze; e inteiros «;,

i=1

tal que {oy fi,..., 0, fr} gera dH sobre Z. Como o Z-médulo dH tem o mesmo posto de H

e como E Ze; C H, segue que o posto de dH < r. Pela maximalidade de r, decorre que o
i=1

posto de dH é r e os a}s sdo nao nulos pois, caso contrario dH nao teria posto r. Assim os

fis sdo linearmente independentes sobre R e, consequentemente, # também ¢ gerado por r

vetores linearmente independentes sobre R. ]

Observagao 4.1.1 Segue do Teorema (4.1.1) que qualquer subgrupo discreto do R € um

reticulado.

Definigao 4.1.4 Seja H C R" um reticulado, v = {vy,...,v,} uma base de H e P, a regido

fundamental. Se v; = (Vi1,...,vin) , para i = 1,...,n, definimos o volume da regiao
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CAPITULO 4. RETICULADOS E IDEAIS RETICULADOS

fundamental P, como o mddulo do determinante da matriz

que denotamos por Vol(P,).

Proposigao 4.1.1 O volume da regidgo fundamental Vol(P,) independe da base v de H.

Demonstragao: Se {fi,..., f,} é outra base de H, entdo f; = Zaij'ﬂj, com a;; € Z.
i=1
Assim, Vol(Py) = |det(c;;)| Vol(P,). Como a matriz de mudanga de base (a;;) é inversivel,

segue que det(a;;) = £1. Portanto, Vol(P;) = Vol(P,). <

Note que, sendo ' uma outra base de Hg, segue que Vol(Hg) = Vol(H, ), pois § e
8" diferem pelo produto de uma matriz inversivel com entradas inteiras. Dessa forma, faz

sentido definir o volume de Hg como sendo o volume de uma regido fundamental.

Definicao 4.1.5

1. Um empacotamento esférico, ou simplesmente um empacotamento no R", é uma
distribuicao de esferas de mesmo raio no R" de forma que a intersecao de quaisquer
duas esferas tenha no mdzimo um ponto. Pode-se descrever um empacotamento indi-

cando apenas o conjunto dos centros das esferas e o raio.

2. Um empacotamento reticulado é um empacotamento em que o conjunto dos centros

das esferas formam um reticulado Hg de R".

. Dado um empacotamento no R", associado a um reticulado Hg, com Z-base {vy, ..., v},
definimos a densidade de empacotamento como sendo a proporc¢ao do espaco R"

coberto pela uniao das esferas.

Estamos interessados no empacotamento associado a um reticulado Hg em que as esferas
tenham raio maximo. Para a determinacao deste raio, observe que fixado £ > 0, a intersecao

do conjunto compacto {z € R";|z| < k} com o reticulado Hz é um conjunto finito, de

onde segue que o nimero Hg, . = min{|Al; A € Hz, A # 0} estd bem definido e (Hg,,, )

é chamado de norma minima. Observamos que p = ——%ﬂm ¢ o maior raio para o qual é
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CAPITULO 4. RETICULADOS E IDEAIS RETICULADOS 72

possivel distribuir esferas centradas nos pontos de Hg e obter um empacotamento. Dessa
forma, estudar os empacotamentos reticulados equivale ao estudo dos reticulados.
Denotando por B(p) a esfera com centro na origem e raio p, temos que a densidade de

empacotamento de Hg é dada por

volume da regiao coberta pelas esferas  Vol(B(p)) _ Vol(B(1))p"

A(Hz) = — = —
(75) volume da regiao fundamental Vol(Hp) Vol(Hg)
Portanto, o problema se reduz ao estudo de um outro parametro, chamado densidade de
centro, que é dado por
pﬂ
d(Hp) = ———.
(Hs) Vol(#,4)

Exemplo 4.1.3 Se Hp = Z* com base (1,0) e (0,2), temos que p =1/2, Vol(B(1)) = 71 =

7, 0 volume do reticulado é Vol(Hg) =1 % 2 =2, a densidade de empacotamento é

02

A(Hg) = Vol(BO) ez =735 = 3

e a densidade de centro é §(Hz) = 1/8.

Um dos problemas de empacotamento esférico de um reticulado #z do R" é encontrar

um empacotamento com maior densidade.

4.2 Homomorfismo canonico

Nesta se¢dao apresentamos o método de Minkowiski para a geragao de reticulados via ideais
do anel de inteiros de um corpo de niimeros.

Seja K um corpo de numeros de grau n. Existem n monomorfismos distintos 0; : K —
C, uma vez que o polinomio minimal de um elemento primitivo de K sobre @ tem somente
n raizes em C. Se 0;(K) C R, diz-se que o; ¢ real, caso contrario, o; é dito imagindrio.
Quando todos os monomorfismos sao reais diz-se que K é um corpo totalmente real e
quando os monomorfismos sao todos imaginarios diz-se que K é um corpo totalmente
imaginario. Se o : C — C é a conjugacao complexa, entao para todo j = 1,...,n temos
que a0 0; = 0y, para algum 1 < k < n, e que 0; = o0} se, e somente se, 0;(K) C R.
Assim, usando r; para denotar o niimero de indices tal que ¢;(K) C R, podemos reordenar

os monomorfismos oy, ...,0, de modo que oy,...,0,, sejam os monomorfismos reais e que
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CAPITULO 4. RETICULADOS E IDEAIS RETICULADOS 73

Ori415 - -+ O 42, S€jJam 0s monomorfismos imagindrios. Assim, n = 7, + 2r, e para cada

r € K, temos que o homomorfismo ok : K — R" definido por
JK('T:) = (0'1 (‘L)s LR 107‘1+2r2($)) € R™ x R??‘z’

¢ um homomorfismo injetivo de anéis, chamado de homomorfismo canénico ou homo-
morfismo de Minkowiski, de K em R™ x R?". Geralmente identificamos R™ x R?? com

R", e este homomorfismo também pode ser visto como
0‘5&(5’)) = (gl ($)= sy Opy (I)i §RG""-“I+1(:L‘)i S‘U,.l+1($), Ly §RJ?‘1+?‘2 (I)s %Uf'l-l-f'z(x))!
onde R representa a parte real e § representa a parte imaginaria do niimero complexo.

Exemplo 4.2.1 Sejam o corpo quadrdtico K = Q(¢), onde i = /-1, e {01,029} 0 grupo
dos Q-monomorfismos de K em C, onde 0, ¢ a aplicagio identidade e o;(a + bi) = a — bi,
com a,b € Q. Neste caso, 1y =0 ery, =1. Paraxz = a+bi € K, com a,b € Q, temos

ok(z) = Roy(z), So,(z)) = (a,b).

Exemplo 4.2.2 Sejam o corpo ciclotomico K = Q(&3), onde & = e e {01, 02} 0 grupo

dos Q-monomorfismos de K em C. Como K é um corpo totalmente complezo, temos que
r1 =0 ery = 1. Os 2 monomorfismos sio dados por 01(€3) = &, 02(&3) = €2 = &', Se

T =a+ b3 €K, coma, b € Q, temos que ox(z) = (Roy(z), So,(z)).

Exemplo 4.2.3 Considere agora o corpo ciclotomico totalmente complezo K = Q(&7), onde

= e7. 0 grupo dos Q-monomorfismos de K em C ¢ dado por {0y, 02, 03, 04, 05, g},
onde 0(&7) = f‘;. Se x = ap + a1&7 + 4282 + a3€3 + a4é7 + as&3 + a6l € K, com a; € Q para
i =1,2,...,6, temos que og(z) = (Ro1(x), So1(z), Roa(z), Soa(z), Ros(z), Sos(z)), pois

ri=0ery; =3.

Uma das aplicagoes deste homomorfismo é a geragao de reticulados no R", onde os princi-
pais parametros podem ser obtidos via teoria algébrica dos nimeros, através de propriedades

herdadas de K. Isto pode ser visto de maneira formal nos resultados que seguem.

Proposicao 4.2.1 Seja K um corpo de nimeros de graun. Se M C K é um Z-mddulo livre
de posto n e se (T;)i1<j<n € uma Z-base de M, entdo ox(M) € um reticulado no R", com

volume

Vol(ox(M)) = 27"2| detyi<; k<n(0j(zk))],
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CAPITULO 4. RETICULADOS E IDEAIS RETICULADOS

onde Ty € 0 numero de pares de monomorfismos imaginarios.

Demonstragao: Para cada j fixo, as coordenadas de og(z;) com respeito a base candnica

do R" sdo dadas por
(4.2)

(Jl (:“:J‘)’ vy Opy (3:;-‘)! g?01"1-%1 ('Tj)i §0r1+1($}')! dEn ER0"-"1+1"2 (xj)a cja‘r1+r2 (I:j))'

Agora calculamos o determinante D da matriz que tem a j-ésima coluna dada pela Equacéo

(4.2) fazendo uso das seguintes formulas R(z) = 3(2+%), (z) = 5;(2—Z) para z em C e das

transformagGes elementares no determinante, a saber, pela adigdo da (r; + 2!)-ésima linha
a sua anterior e em seguida pela subtragao da (r; + 2/ — 1)-ésima coluna da sua posterior,

paral=1,...,7ry. Assim,

ai(z1)

o2(z1)

07‘1(371)
or 4+1(21) + oy 41(21)

ey +1(T1) = oy 41(21)

Try+ra (z1) + Try+ra (z1)

Ory+r2(Z1) — Ory4ra(T1)

4 5 6 7

a1(z;)

o2(z;)

0’1(3"})
o +1(25) + 07y 41(;5)

ary+1(z;) — ory +1(25)

Ory 72 (T5) + Ory4ra(z5)

al‘|+"2{$j) - G’.-l+,-2(.'l'j)

A
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Try (zn)
(J',-]+|.(-T;|) + m

Ory+1(Tn) = 0ry41(Tn)

Try4r2(Tn) + Ory4ra(Tn)

Ory4r2(Tn) = Ory4ry(Tn)
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1 T2 1 T2
(2) (%) 25

Ul(in)

a2(zn)

o1(z;)

o2(z;)

ay(z1)

o2(xy)

Ory (In)
Ory4+1(Ta) + ory +1(Tn)
ory+1(2n) = 0r +1(2n)

ar, (z;)
Ory+1(x;) + ory41(25)

or+1(25) — ory41(25)

ﬂ'rl(-rl)
orp+1(x1) + 0ry41(21)

ar+1(z1) — Ur1+1(I1)

Oy +r;(ml) + ‘Tr‘1+l"2(‘r1)

Try +rg(3~'71) e Jl'|+"2(""“l)

Try+r9(Tj) + Try4ra(T;5)

Ory+r3(Tj) — Ory4ra(Tf)

(71(.1’,'1)

O'Q(.’L'])

ofl(xl)
Ur1+l($l)

UT1+'2($1)

Ory+2rq (xl)

(2i)7" det(o; (zx)).

0'1(1?1)

0'2(.@1)

Ory (xl)
Or+1(21)

Crr]-l—l(xl)

Ory+ra (xl)

Ory+rg (Il )

o1(z;)

o2(z;)
or, (z5)
Jr1+l($j)

Jl"1+2($j)

Ori142r2 (a‘J)

unesp”

L

o1(z;)

o2(x;)

Ory (’EJ)

Or1"1+1(5“"jf)

UT1+1(xj)

Ori+rs (:Ej)

Ory+ry ($J)

a1 (:Eﬂ)

02(Zn)
0r, (Tn)
Ori+1 (3711)

Jr1+2(37n)

Ory+2rq (xn)

12: 13

Ory+ra(Tn) + Ory 4ra(Tn)

Ory+r2(Tn) = Or 415 (Tn)

01 (xn)

oo(zn)

O, (Tn)
Ory+1(Tn)

Ur1+l($ﬂ)

Ory4rq(Tn)

Ory+1a (xn)

14 15 16
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Portanto, D = (2i)7"*det(oj(xx)), para j, k = 1,...,n. Como (z;)i1<j<n ¢ uma base de
K sobre Q, segue da Proposigao (1.4.3), que det(o;(zx)) # 0, e portanto, D # 0. Assim,

os vetores og(z;) do R" sdo linearmente independentes e geram ox (M), ou seja, ox(M) é
n

um reticulado do R™. Do fato de {z,,...,z,} ser uma Z-base de M, temos m = Zaj:z:j,
j=1
n

com a; € Z, e portanto, m € M. Assim, og(m) = E ajox(z;), com a; € Z, ou seja,
i=1

O‘]g(.!‘l{) = {ZGJO'K(.'BJ:); a; € Z} Logo, VOE(O’]}Q(M)) = rDI = 2_1-2' detlg_ksn(oj(xk)ﬂ. ]

=1

Exemplo 4.2.4 Tome K = Q(\/7), e Ox = Z[V7 | o seu anel dos inteiros com Z-base

{1,V/7}. Como K ¢ totalmente real, seque que ro = 0, e portanto

a1(l) a(v7) \|_ det 7.

Vol(ox(Ok)) = |det o) oa(V7)

Assim, a imagem do homomorfismo canénico ox(Z[V/7 ]) C R? é um reticulado de posto 2

do R?, cujo volume é 2V/7.

o seu anel dos inteiros com

24
2

Exemplo 4.2.5 Tome K = Q(v/-7), e Ox = Z[
1+ \/—7}
2

Z-base {1, . Como K ¢€ totalmente imagindrio, entdo v, = 1, e portanto

1 b =7
1 1
Vol(ox(Ok)) = = |det B = VT
2 1 1—+/-7 2
2
Assim, og(Ox) C R? é um reticulado de posto 2 de R* com volume —;-\/'?

Exemplo 4.2.6 Tome K = Q(&), onde & = e e Ox = Z[&) o seu anel dos inteiros com

Z-base {1,&}. Como K é totalmente imagindrio, seque que ro = 1, e portanto

1 &
1 &

A imagem do homomorfismo canénico og(Z[&)) é um reticulado de posto 2 no R?, cujo

Vol(og(Ox)) = % det

volume é e
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CAPITULO 4. RETICULADQS E IDEAIS RETICULADOS 77

Proposicao 4.2.2 Seja K um corpo de nimeros de grau n. Se Dk € o discriminante abso-
luto de K, Ox o anel dos inteiros de K e a um ideal ndo nulo de Ok, entdo, ox(Ok) e ox(a)

sdao reticulados, com respectivos volumes,
Vol(ox(Ok)) = 27| Dk|? e Vol(og(a)) = 2-"2|Dx|2N(a),

onde ro € o nimero de pares de monomorfismos imagindrios e N(a) é a norma do ideal a.

Demonstragao: Pelo Coroldrio (1.3.4) temos que a e Ok sao Z-mddulos livres de posto
n. Assim pela Proposicao (4.2.1), temos que ox(a) e ox(Ok) sdo reticulados do R" e
que Vol(ox(Oxk)) = 27| det(oi(xx))|, onde {z1,...,2,} é uma Z-base de Ok. Pela Pro-
posicio (1.4.3) temos que Dy = det(o;(z1))?, e assim, |Dk|z = | det(o;(zk))| e, portanto,
Vol(ox(Ok)) = 2-2| Dg|2. Para a segunda férmula, temos que ox(a) é um subgrupo de
ox(Ok) de indice N(a) uma vez que —&E é isomorfo a UEK(;; . Além disso, como um
dominio fundamental de ok (a) é a unido disjunta de N(a) copias de um dominio fundamen-

tal de ox(Ox), segue que Vol(ox(a)) = 22| Dx|2 N(a).

Se {z1,23,...,2,} é uma Z-base de Ok, a matriz geradora de ox(Oxk) é dada por

oi(z1) - 0,-1(:171) Roy 41(z1) Sorypa1(z1) -0 ‘sRoh.-Hz(xl) S0y 41, (21)

oi(z2) - op(T2) ERf7r1+1(55':e) S0 41(T2) o0 Rop 4r,(22) S3“«":~1+r2(3?:e)

G:

Jl(mn) Url(i‘n) §RC"1*1—+~1(3:n) %ar1+l($n) 'SRgrl-i-rz(xn) S‘Grj-krg(xn)

Como a é um Z-mdédulo livre de posto n sobre O, existe uma base {z;,z,,...,2,} de
Ok e inteiros positivos {q1, ¢, ..., gn} tais que {z1q1,Z2¢o, . . . Tnqn} é uma base de a. Assim,

a matriz geradora de ok (a) é dada por

qoi(z1) o qop (1) @aRon () aSorpa(z) - OROry 412 (T1)  QSOry 41, (T1)

@201(x2) - @or(T2) @Ror1(z2) @Sor41(z2) 0 @ROp 4 (T2) 2S04, (22)

G, =

Qnﬂ'l(xn) QRUn(xn) QnERUn-{-l(xn) QnanH(In) Qn%0r1+rz($ﬂ) Qnggrﬁ-r:(xn)

Em consequéncia das Proposigoes (4.2.1) e (4.2.2), temos que a densidade de centro destes

reticulados é dada por
_ 2"(p(ox(a)))"
| Dx|2 N (a)

5(0’[&((1)) (43)

1
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1
onde p(og(a)) = §m?ﬁn{|aﬁg($)|, zea, 540}
Proposicao 4.2.3 Se K é um corpo de nimeros e x € K, entao

|O'[-.§($) |2 = CK.TT(:IIT),

se K for totalmente real

1,
CKg = 1
2?

se K for totalmente imagindrio.

Demonstragao: Suponhamos que K seja um corpo de grau n de forma que r; + 2ry = n.

Como ok (z) € R", segue que

lox(@)]* = (01(2))* + -+ + (0, (2))* + R(07,41(2))* + S(07,41(2))* + -+ + R(0r,4m, () >+

(07, 47 (2)) 2

R(o(z))? + S(ok(x))? = 0% parar; +1 < k < r; + 7,
segue que
lox(2)[* = (01(2))? + -+ + (04,(2))* + 07,41(2T) + -+ + + Ory 41, (2T).
Se ry = 0, entao
lox (2)[? = 01(2T) + - - + 07, (2F) = 07,41(3T) + -+ + + Ory4r, (2T),

pois sendo & a conjugagdo complexa, temos que 0,,4;(2T) = (7 o 0;)(2T) = 0;(2T), para

j=1,...,72. Logo,
2|lok(z)|? = 01(2T) + -+ + 07, (TT) + Orp41(TT) + + + + + Opyiry (2T) = Zai(miﬁ),
i=1

e como os 0;(2T) sao os conjugados de zT, segue que
2_ 1 =
lok(z)|* = ETr(x:r).

Se ro = 0, entao
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CAPITULO 4. RETICULADOS E IDEAIS RETICULADOS 79

e como 0;(z) = (7 0 0;)(z) = 0;(T) segue que 0;(zT) = 0;(2)0:(T) = 0:(x)oi(z) = (0i(z))? e

assim, |ox(z)|? = 01(2T) + - - - + 0y, (¢T). Portanto,
lok (z ZG' £F) = Tr(z%),

e isto conclui a demonstracao.

Observagao 4.2.1 Se K € um corpo de nimeros e a um tdeal nao nulo de Ok, podemos

reescrever o raio de empacotamento do reticulado ok (a) da sequinte forma:

plok(a)) = %min{[aK(:E)L T Em £ l}= %mm{ ckIr(2T), z € a, z # 0} :

Fazendo t, = min{Tr(zT), x € a, x # 0} temos que:

1. se K € totalmente real entdo

8(ow(a)) = (\/;_) = ( %) = (%)

|Dg|:N(a) |Dx|*N(a) |Dg|2N(a)

2. se K ¢é totalmente imagindrio entao

| Dk|2 N (a) " D&
t.\ 2
_ ()
|Dx|2N(a)
Portanto, a densidade de centro é a mesma para ambos os casos.
Exemplo 4.2.7 Se K = Q(i) entdo Og = Z[\/—1| e Dx = —4. Se x = a + bt € Ok, entdo
2T = (a+ bi)(a — bi) = a® — abi + abi + b = a® + b%, Triio(2T) = 2(a® + %) e to, = 2, para

a=1leb=0. Assim

d(ox(Ok)) =

A‘A'L'
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4.3 Ideais reticulados

Nesta se¢do veremos o conceito de ideais reticulados e suas principais propriedades.

Definigao 4.3.1 Um reticulado inteiro ¢ um par (L,b), onde L é um Z-mddulo livre de

poston, eb: L x L — Z é uma forma Z-bilinear simétrica.

Definigao 4.3.2 Seja {vy,va,...,v,} uma base de L. A matriz que representa a forma

bilinear b ¢é dada por (b(vi,v;))};=,. O determinante de b ¢ o determinante da matriz de b

em alguma base de L.

Sobre os niimeros reais, b pode ser diagonalizada, e é isomorfa & soma ortogonal de r

copias de (1) e s copias de (—1), para inteiros nao negativos r e s.

Definicao 4.3.3 A assinatura de b € denotada por sign(b) e é definida pelo par sign(b) =
(7,:8).
Definigao 4.3.4 Seja K um corpo de nimeros.

1. Uma involugao ¢ : K — K ¢ uma aplicacao aditiva e multiplicativa tal que ¢* é a

aplica¢ao identidade.

2. O conjunto F = {z € K| ¢(z) = z} é um corpo, chamado corpo fixo da involugao.
Proposigao 4.3.1 Com as notagdes da Defini¢io (4.3.4) temos que [K : F] > 2.

Demonstracao: Seja K um corpo de niimeros de grau n e seja G o grupo de Galois de K,

ou seja, o grupo dos automorfismos de K em C

K — {id}

| |
F — H = {id, ¢}, pois ¢* =id

Q — G

Pelo Teorema da Correspodéncia de Galois, segue que [K : F] = (H : {id}) = o(H). Temos
que H = {id, ¢}, logo o(H) = 1, se ¢ = id, ou o(H) = 2, se ¢ # id. Portanto, o(H) < 2 e

consequentemente, (K : F] < 2. o
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CAPITULO 4. RETICULADOS E IDEAIS RETICULADOS 81

Definigao 4.3.5 Dizemos que o reticulado (L,b) é par se b(z,x) é um nimero par para

todo x € L. Caso contrdrio, dizemos que ¢ impar.

Definicao 4.3.6 O reticulado (L,b) € positivo se b(z,z) > 0 para todo x € L, x # 0.
Nesse caso, o minimo de (L,b) € definido por min(L,b) = min{b(z,z) tal que x € L,

z#0 }. Owvalor b(z,x) é chamado de comprimento quadrético de z.

Definigao 4.3.7 Seja Z um ideal de K e seja o € F tal que aZp(Z) C A(Ok|Z)™t. Um
ideal reticulado é um reticulado inteiro (Z,b), onde b : T x I — Z ¢€ tal que b(z,y) =
Tr(az¢(y)). Dizemos que (I,b) é um Ok-reticulado, ou que é obtido por uma construgdo

traco escalonada.

Note que a condigdo aZ@(Z) C A(Ok|Z)~! garante que o reticulado seja inteiro e a

escolha de a € [F garante que a forma trago seja simétrica.

b(z,y) = Tr(axd(y)) = ¢(Tr(d(a)d(z)y)) = bly, ),
onde a tultima igualdade vale ja que T'r(z) € Z para todo z € K.

Defini¢ao 4.3.8 Quando a = 1, dizemos que (Z,b) é obtido por uma construg@o trago ou

que € do tipo traco.

Proposicao 4.3.2 Sejam K um corpo de nimeros, Og seu anel de inteiros e ¢ a conjugagdo

compleza. Se existe v € Ok tal que v+ ¢(v) = 1, entdo o Ok-reticulado é par.

Demonstragao: Temos que b(z,z) = Tr(azg(z)) = Tr(azz) = Tr(y + 7)(azz)
Tr(yazz) + Tr(yazz) = 2RTr(yazxz).

Proposigao 4.3.3 Sejam K um corpo de nimeros, ¢ uma involugio sobre K e F o corpo
fizo da involug¢ao. Suponha que F é totalmente real e K € totalmente imagindrio. Se I C Ok

e (I,b) é um Ok-reticulado do tipo trago, entdo min(Z,b) > [K: Q).

Demonstracao: Temos que b(z,z) = Tr(z¢(z)). Seja n = [K : Q]. Pela desigualdade

entre as médias aritmética e geométrica, temos que

n

> o(@d@)
=2 [[J o(z(@))"".

Logo,

Tr(z4(z)) > nN(zé(z))"/".

Como = € I C O, segue que N(zp(z)) > 1. Portanto min(1,b) > [K: Q).

AV
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4.4 Perturbagao do homomorfismo candnico

Nesta se¢ao apresentamos uma perturbagao do homomorfismo canénico e a geragao de reti-

culados a partir dela.
Definigao 4.4.1 O homomorfismo o,(z) : K — R" definido por

Uﬂ(m) = (\/0_10'1(.’1,'), te0y \/a_ﬂUH (T)v vV ?af1+1§R(0?‘1+1(3:))>
\/mg(gn-H(x))! * sy \/mm(gﬂ+r2($))! \/m%(anﬁv (3;)))1

onde o; = gi(a) >0, parai=1,...,n, onde n =1, + 79.
é uma perturbacao do homomorfismo canénico.

Proposigao 4.4.1 Seja L C Ox um Z-mddulo livre de rank n com Z-base {w,,...,w,}.

Entdo a imagem de 0,(L) em R™ é um reticulado cuja base é {o4(w)),...,04(wn)}.
Demonstragao: Aniloga a Proposicio (4.2.1). [ ]

Definigao 4.4.2 Se {wy,...,w,} é uma Z-base de L, entdo o reticulado o,(L) tem matriz

geradora M dada por
M=(4 B),

Vaioi(wy) Jooa(wy) - /1o (w)
Vaioy (ws) aoa(w2) - \J/ar10r1(w2)

\/05_10'1('3”11) \/a_202(wn) \/Cmgrl(wﬂ)

\£2ﬂr]+lmﬂ'r|+1{w]] \320r|+lgar1+1(wl) Vaarl +r28?0r1+r2(w1) \#20rl+r299r1+r2(w1)
B V2 f1Ror 41 (w2) 20041900 41 (w2) o0 V20r14r,ROr14r (w2) /200141, 800140, (w2)
V2 g1 p1(wn) 20041800 41(wn) o0 200140, ROp 14 (Wn) /2001453800 1405 (Wn)

Observagao 4.4.1 A matriz de Gram ¢ dada por G = MM"* = (g;;)},-,, onde

T2
gii = Z\/akak(wi)\/akak(wj)—l-
k=1

S 2/ 7 ROy 44 (03)) R (O 4k (05)) + S (04 (w3) S (011 (7))

k=1
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Z oo (ww;) + i: 20, +kR(07, 11 (wi) (01, 1) (@7))

k=1 k=1
1 r2 T2

Zﬂ’kﬂk (wiw;) + Zarﬁkor, +k(wiw;) + Z Q) 4k0r, +k (W)

k=1 k=1 k=1

Tr(aww;).
A segunda igualdade vale pois a conjugagio compleza comuta com todos o;, para todo i =
1,...,n. Como a matriz de Gram ¢é do tipo trago, temos que a matriz geradora M define

um tdeal reticulado. O determinante do reticulado A é o determinante da matriz G, ou seja,

det(A) = det(Q).

Note que o principal fator que define o homomorfismo canénico e a perturbacao do
homomorfismo de K em R" é uma Z-base de n elementos. Como todo ideal Z de Ok possui

uma Z-base de n elementos, podemos construir reticulados a partir de Z C Ok (ou Z = Ok).
Proposicao 4.4.2 Se (Z,b) € um ideal reticulado, entao |det(b)| = |Dg|N(I)?>N(«).

Demonstragao: Como Z é um Z-mddulo livre de rank n sobre Ok, pelo Teorema (1.2.1)
existe uma base {u,,...,u,} de Ok e inteiros positivos qi,...,q, tais que {u1q1,...,Ungn}

é uma base para Z. Expressando a matriz geradora de (Z,b) nesta base temos que
|det(b)| = | Dx|N(I)*N(a),

e isto conclui a demonstracao. [ ]

A concepcao de ideais reticulados tem duas vantagens. Uma delas é poder ver um reti-
culado em R" dado por uma matriz geradora, e a outra é que os pontos do reticulado sao
imagens de inteiros algébricos através do homomorfismo canoénico aplicado em Og. Deste
modo, este processo enfatiza a correspondéncia entre os pontos € A C R" e os inteiros
algébricos. Usando a matriz geradora dada na Definicdo (4.4.2), um ponto do reticulado
pode ser expresso como

(zl!”'ixr1|$f'|+l) '!xf'1+2r‘z)
T

(Z )"\/_O'I (wi), . Z Aiy/ 2ar, +1R(0r, 41 (w;)) Z Aiv/ 20, 420, S(0r, 421, (1)),

).. EZ, z—l

= \/_ﬂl(z Aiwi), .., v/ 200, 41 R(0r, 41 ( ZAUJ) s V200, 420,30, 420, (Y Aiwy)).
i=1 i=1

Portanto,

= (Varo1(y), ..., V20, 1R (07, 41 (y s V200 127, (0, 42r, (¥)) = 0a(Y),

AYAV.LY
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n

para algum inteiro algébrico y = Z Aiw; € I. Esta correspondéncia entre um vetor z € R”

e um inteiro algébrico y de Ok fa(jizlilta o calculo de algumas propriedades de reticulados que
em geral sao dificeis de se calcular.

Existem outras perturbagées do homomorfismo canénico, que podem ser definidas de
maneira andloga a esta que apresentamos e também geram reticulados em R™.

Definicao 4.4.3 Seja {w,,...,w,} uma Z—base do ideal T C Ok. Considere o homomor-
fismo o, : K — R™ definido por

U::x(:':) = (Varw, ...y Qe Wy, VO FIR(Wry 41), O 41 S (Wry 1) - oy /O F 20 R(Wry 4200 ), /81y 1272 S(Wry 42r,)),
onde @ = (a1, a9, ,a,) € K € totalmente positivo, ou seja, oi(a) = «a; € real e positivo

para todo i. Esta € uma outra perturbagdo do homomorfismo candnico.

A matriz geradora do reticulado o, (Z) ¢ dada por

M=(4 B),

vaio(w) oos(w) -+ \Joriom(w)
Voo (wy) (Jfagoa(ws) - (/om0 (w2)

\/(1_'10‘1(10,1) \/0_'202(1011) mgrl(TI}n)

mﬂr-]i—l(wl) \.-"ﬂr|+ls}ﬂ'r1+l(wl) \#nr1+‘2r2m6r1+2r2(wl) \fﬂr|+2r330r1+2r2(wl]
warl +1(11-?2) WV r+1 Q‘O’rl +l('w2) Y (5 +2r2m0‘r| +2rg (w2) vV Ory+2rg 30":"1-1—21'2 {‘U'J?)

Ror +1(wn) /O +190r +1(wn) -+ /Gy Ror 42ry (W) Va1 $2r2 30 r, 4205 (Wn)

Todas as definigoes e resultados relacionados com os reticulados obtidos por esta per-

turbacao sao andlogos aos da perturbacao descrita anteriormente.

4.5 Diversidade e distancia produto minima

Nesta se¢do veremos os conceitos de diversidade e da distancia produto de um reticulado.
Além disso, veremos que a distancia produto minima de um reticulado pode ser obtida

através do determinante do reticulado e do discriminante do corpo.

Definigao 4.5.1 Dados dois vetores z,y € R*, definimos a diversidade (ou a distincia de

Hamming) de x e y como div(z,y) = #{i,z:i #yi 1t =1,...,n}.
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Definigao 4.5.2 Dado um subconjunto S C R", a diversidade ou a distdncia minima de

Hamming de S é min{div(z,y) | = # y,z,y € S}.

Todo reticulado A é um subconjunto do R", entdo podemos estender essa defini¢do a
reticulados. Como reticulados tem estrutura de grupo, isto é, a soma de quaisquer dois
pontos de A estd em A, podemos reformular definigdo de distancia de Hamming entre dois
vetores. Assim, definimos a distancia de Hamming de z a origem, ou seja, a distancia de

Hamming de z é o nimero de coordenadas nao nulas de z.

Definicao 4.5.3 Seja A C R™ um reticulado e x = (z1,...,7,) € A.

1. A diversidade de z é definida como o nimero de x;s nao nulos.
2. A diversidade de A € definida como div(A) = min{div(z);z € A, z # 0}.
Proposigao 4.5.1 Um ideal reticulado A = (Z,b) tem diversidade div(A) = ry + 7.

Demonstragao: Seja x # 0 um ponto arbitrario de A,

z = (Varo1(y), .-, V2011 R0 41(Y), - -, V200,10, 807,41, (y)) = 0a(y), comy € T C Ok,
Como z # 0, segue que y # 0 e os primeiros r; coeficientes de = sdo nao nulos. O niimero
minimo de coeficientes nao nulos dos 2r; que restaram é 5, pois as partes real e imaginaria
de um homomorfismo complexo ndo podem se anular simultaneamente. Assim, a div(A) >
r1 + r2. Aplicando o homomorfismo candnico a y = 1 temos exatamente r; + 5 coeficientes

nao nulos. Portanto div(A) = r) + ro.

Proposicao 4.5.2 Um ideal reticulado A = (Z,b) pode ser imerso no R™, com
i) diversidade n se K € totalmente real.

n
i) diversidade 5 se K ¢ totalmente complezo.

Demonstragao: Seja A = (Z,b) um ideal reticulado. Assim, b : Z x T —» Z é definido
por b(z,y) = Tr(azd(y)), para todo z,y € Z, onde Z é um ideal fraciondrio de Ok e o;(a)
é real e positivo para todo ¢ = 1,2,...,r; + 5. Seja {w,,...,w,} uma base de Z. Seja
M = (0q(w;))i=1,..n. Assim, M é uma matriz geradora de 0,(Z) e MM* = (Tr(wio(w;)))i;,

o que implica que 64(Z) com o produto escalar usual é isomorfo a A. Pela Proposicgao (4.5.1)

. s ; . n .
temos que A tem diversidade n se K é totalmente real, e diversidade 3 se K é totalmente

complexo.
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Defini¢ao 4.5.4 Seja A um reticulado em R", com diversidadel < n e z,y € A. Definimos

1. A distancia l-produto entre x e y por d. o(T,Y) = H |z; — il

2. A distancia [-produto minima de A por d,, ..(A) = min{d'(z,y) | = # y,z,y € A}.

Definicao 4.5.5 Equivalentemente, podemos considerar a distincia l-produto de z € A a

origem.

n
1. A distancia l-produto de z é d,(z) = H EAL
i=1

2. A distancia l-produto minima de A éd,, .. (A) = min{d}(z) | z # 0,z € A}.

Definicao 4.5.6 Sejam A C R" um reticulado com diversidade n e x = (z1,...,%,) € A.

1. A distancia produto de z € definida como d,(z) = H |z;].

2. A distancia produto minima de A € definida como dpmin(A) = min{d,(z) | = €
Az # 0}

Definicao 4.5.7 Seja K = Q(6) uma eztensao de Q de graun, e D C K um anel. Dizemos
que D é uma ordem de K se é um Z-mddulo livre finitamente gerado de rank mdzimo n.

Sendo Og um anel de K tal que Ox C K e tem rank mdzimo, chamamos Ok de ordem

madzima de K.

Teorema 4.5.1 Sejam K um corpo de nimeros totalmente real com discriminante Dg, D
uma ordem de K e T um ideal principal de D. A distincia produto minima de um ideal

reticulado definido sobre I é

1 det(A)

dpmin(A) = [Ox: D]\ Dx '

onde det(A) = det(G), sendo A um reticulado em R™ e G sua matriz de Gram.

Demonstragao: Seja (Z,b) um ideal reticulado, onde b : Z x T — ¢ tal que b(z,y) =
Tr(azy), onde a é totalmente real e positivo em K. Indique por d,(b) a distancia produto
de b. Temos

dp(b) = H Z/\g\/CTjJ,;(‘U;')

i=1]i=1

A‘A'L'
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CAPITULO 4. RETICULADOS E IDEAIS RETICULADOS

[TIvas [T oD rw)
Jj=1 ji=1 i=1
VN (a) N(Z Aivi)

Como det(b) = N(a)N(Z)*disc(D), segue que /N ﬂ, onde disc(D) é o

disc(D
discriminante da ordem D.

Logo concluimos que

p mm =V -Nr m?’na‘GIN V N : der(A) .
~[Ox: D]\ Dk

Lema 4.5.1 Se I ¢ um ideal principal de Ok, entdo ming4oezN(z) = N(Z).

Demonstragao: Como Z é um ideal principal, segue que Z = (a), com a € Z, e N(I) =

|N(a)|. Se z € Z, z # 0, entdo & = ay para algum y € Og. Assim,
[N (z)| = [N(a)||N(y)| = N(T)

e a igualdade é verdadeira se, e somente se, N(y) = %1, se, e somente se, y ¢ uma unidade.

Portanto, o minimo é atingido para x = ay, onde y é uma unidade. El

Quando Z é principal, a distancia produto minima de um ideal reticulado (Z, b) pode ser

calculada conforme o seguinte resultado.

Corolério 4.5.1 Se Z ¢é um ideal principal de Og. A distancia produto minima de um ideal

reticulado definido sobre Z, é dado por

det(A)

dp,min(ﬁ*) = D]K

Demonstragao: Sejam {w,...,w,} uma base de Z e z = ZA{IU:‘ para \; € Z, com
i=1
gl n. Da matriz da Definigdo (4.4.2) temos que

yre ey

dy(z) = H Z,\ VG505 (w;)

j=1]1i=1

A‘A'L'
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CAPITULO 4. RETICULADOS E IDEAIS RETICULADOS

i3

= H \/a_jo'j (Z /\iwi)

j=l1

det(A)

m. Pelo

Pela Proposigao (4.4.2) temos que det(A) = N(a)DgN(Z)?. Assim N(a) =
Lema (4.5.1), segue que

domin(A) vV N(a)minger N(z)

det(A) mingerN(z)  [det(A)
Dg .. Ny .~ N Dg

4.6 O canal Rayleigh com desvanecimento

O rapido crescimento da comunicagdo sem fio requer um aumento na capacidade e melhoria
no desempenho dos sistemas de transmissao. Os canais de comunica¢ao mével sdo agrupados
em dois tipos: canal via satélite e canal terrestre.

O canal de comunicagao terrestre é caracterizado pelo efeito de miltiplos percursos de
propagacao. Tal efeito pode alterar de maneira significativa a amplitude do sinal, mesmo
para uma pequena variacao na distancia ou orientagdo entre o transmissor e o receptor,
comportamento que é comumente rotulado como desvanecimento. Limitacoes nas perdas de
propagacao, variagao no tempo, ruido, inferéncia e desvanecimento fazem com que, nestes
sistemas, a transmissao de dados com altas taxas de transmissdao nao seja uma tarefa facil.

Para se alcangar essas altas taxas de transmissao de dados é necessario aumentar a capa-
cidade do canal de comunicac¢oes méveis. Quando o desvanecimento compromete substanci-
almente a qualidade da transmissao, o aumento da capacidade do canal ou equivalentemente,
a diminuicao da taxa de erro é extremamente dificil.

Uma alternativa mais simples para aumentar a capacidade do canal com desvanecimento
¢ utilizar técnicas de diversidade. Estas técnicas geralmente fornecem ao receptor réplicas da
informacao transmitida que experimentam desvanecimentos descorrelacionados. Neste caso,
se uma componente do sinal estiver sobre um desvanecimento profundo, algumas das outras
componentes terao uma grande probabilidade de sofrer uma atenuacao mais leve.

A funcao densidade de probabilidade de Rayleigh caracteriza o desvanecimento percebido
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CAPITULO 4. RETICULADOS E IDEAIS RETICULADOS 89

em uma comunicagao movel onde nao ha predominancia direta entre a antena transmissora
e a receptora. Esse desvanecimento indica que existe uma maior probabilidade da amplitude
da envoltéria do sinal recebido estar abaixo de um valor médio.

Os codigos projetados para canais com desvanecimento Rayleigh levam em conta dois
parametros fundamentais: o ganho de diversidade, isto é, aumento de distancia minima,
que descreve a diminuicdo exponencial da taxa de erro na decodificacao em funcdo da
relagdo sinal-ruido na curva de desempenho e o ganho de codificagao que resulta em deslo-
camentos a esquerda dessa curva. Os melhores valores para estes parametros foram obtidos
maximizando-se, respectivamente, o posto minimo e a média geométrica minima dos autova-
lores, de um conjunto de matrizes complexas formadas pelas diferencas entre palavras-codigo
tomadas duas a duas.

A principal desvantagem destes codigos é que sao extremamente dificeis de se projetar,
pois os critérios utilizados na sua constru¢ao baseiam-se em operagdes no dominio complexo
das modulagoes em banda bésica e ndo no dominio bindrio ou discreto no qual os cédigos de
canal sao tradicionalmente projetados. Uma grande capacidade computacional é necessaria
para acompanhar a busca, codifica¢do e decodificacao destes codigos.

Vejamos algumas caracteristicas desse canal.

e A probabilidade de erro de simbolo com alta relacao sinal-ruido satisfaz,

1
PE(A)§§Z T , (4.4)
=L (32) d(z,y)°

onde onde Ej é a energia média por bit, = — ¢ a eficiéncia espectral e d,g) (z,y)? é
n

a distancia l-produto normalizada de z a y, quando esses pontos diferem em [ compo-

nentes e é dada por

(4.5)

onde E = E(||z]|?) é a energia média por ponto da constelacio S.

Constelagoes eficientes, ou seja, aquelas em que a probabilidade de erro é minima,
podem ser obtidas através de reticulados com diversidade maxima L = min(l), menor

energia média da constelagdo E e maior distancia produto minima d min = min(d}f‘] (z,y)).
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CAPITULO 4. RETICULADOS E IDEAIS RETICULADOS 90

e Usando corpos de niimeros totalmente reais e com discriminante absoluto minimo, a

grande vantagem é que eles apresentam diversidade maxima.

Isso nos leva a investigar codigos reticulados sobre corpos de niimeros totalmente reais,

que tenham discriminante minimo.

Observagao 4.6.1 Uma pergunta que pode surgir é porque os reticulados gerados desta
forma nao sao eficientes para um canal aditivo.

O canal de comunicagio via satélite é um canal AWGN (Additive White Gaussian Noise)
onde predominam fortes atenuagoes e muitas vezes grandes atrasos de propagagao do sinal.
O termo AWGN € utilizado em modulamentos matemdticos para caracterizar aqueles canais
onde o tipo de ruido responsavel por degradar a comunicagdo é um ruido branco adicionado
ao sinal. Este tipo de ruido é um dos mais “bem comportados” e a teoria acerca do desen-
volvimento de receptores étimos para a utilizagao em canais AWGN jd se tornou cldssica.

O ruido branco € um sinal aleatorio e tem um modelamento matemadtico que o considera
como possuindo larqura de faiza infinita, média nula e correlagdo nula entre suas amplitudes
tomadas a instantes de tempo distintos, ou seja, o valor da amplitude do ruido em um deter-
minado instante independe daquele observado em outro instante de tempo qualquer. O termo
gaussiano se deve ao fato desse tipo de ruido possuir uma fung¢ao densidade de probabilidade
gaussiana com média nula, com desvio padrao igual a sua tensao rms e variancia tgual a
poténcia dissipada de um resistor de 1W.

No canal gaussiano, usando esquemas convencionais de modulagdo e codificagdo de canal
apropriada, pode-se reduzir a probabilidade de erro e bit de 1072 a 10~2 por meio de um
aumento da relagao sinal-ruido de somente 1 ou 2 dB.

Para o canal Gaussiano temos:

e A probabilidade de erro de simbolo € limitada superiormente por

T d mt'n/2
P(A) < gerfe (82—\/Tu) , (4.6)

onde T € o nimero de vizinhos, erfc € a fungdo erro, Ny € a variancia gaussiana e

dgmin € a distdncia minima Euclidiana do reticulado A. O ganho de codificagio do

reticulado A € dado por

d2

E min

T= Vol(A)2/n
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CAPITULO 4. RETICULADOS E IDEAIS RETICULADOS 91

e Constelagoes eficientes podem ser obtidas através de reticulados com alta densidade

de empacotamento. Assim, constelagdes com boas propriedades de simetria podem ser

obtidas.

e Usando corpos de niumeros totalmente reais e com discriminante absoluto minimo a

grande desvantagem é que a densidade de empacotamento esférico é baiza.

e Usando corpos de nimeros totalmente complezos e com discriminante absoluto minimo
a grande vantagem € que é possivel obter reticulados com alta densidade de empacota-

mento.
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Capitulo 5

Construcoes de ideais reticulados

Na se¢ao 4.6 vimos alguns critérios para construcao de codigos reticulados para o canal Ray-
leigh com desvanecimento e neste capitulo, usando esses critérios, veremos algumas cons-
trucoes de ideais reticulados.

A diversidade da modulacao, a distancia produto minima e ter estrutura conhecida sao
parametros que podem otimizar essas construgoes. Além disso, temos que em termos de
reticulados algébricos, estes parametros sao dados por férmulas explicitas relacionadas com
a estrutura dos corpos de niimeros. A diversidade depende da assinatura do corpo, enquanto
que a distancia produto minima estd relacionada com o discriminante. Deste modo, para se

construir reticulados eficientes devemos satisfazer as seguintes condicoes:
1. Maximizar a diversidade, ou seja, considerar corpos de nimeros totalmente reais.

2. Maximizar a distancia produto minima, ou seja, procurar corpos de numeros com

discriminante minimo.
3. Garantir facil rotulamento e boa estrutura, ou seja, construir Z"-reticulados.

Dizemos que um reticulado A se realiza como Z"-reticulado se a matriz da forma trago
for a matriz identidade. Equivalentemente, dizemos que a forma traco é isomorfa a forma

unidade.

Neste capitulo apresentamos 5 algoritmos de construgoes de Z"-reticulados rotacionados

que satisfazem os critérios acima mencionados. Tais construgoes sao:

1. Construgao quadrética: usando o anel de inteiros do corpo quadréatico construimos

Z2-reticulados rotacionados.
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CAPITULO 5. CONSTRUCOES DE IDEAIS RETICULADOS 93

2. Construgao ciclotomica: usando o anel de inteiros do subcorpo maximal real de Q(&,),
construimos Z"-reticulados rotacionados em dimensao n = *‘—’;—1, p > 5 um nimero

primo.

. Construgao ciclica: usando o inverso do diferente de um corpo ciclico de grau primo

impar construimos Z"-reticulados rotacionados de dimensao prima.

. Construcao mista: combina as construcoes ciclotomica e ciclica, resultando em reticu-

lados de outras dimensoes.

. Método de Kriiskemper: usando os autovalores de uma matriz simétrica n X n cons-

truimos reticulados de dimensao n.

Os resultados aqui apresentados podem ser encontrados em [9], [12], [13], [14], [15], [16],
(17], [18], [19], [20] e [21]. Gostaria de ressaltar que os reticulados dos Exemplos (5.3.1),
(5.3.2), (5.4.2), (5.5.1), (5.5.2) e (5.6.2) foram construidos no decorrer deste trabalho.

5.1 Ideais reticulados via corpos totalmente reais

Nesta se¢ao apresentamos a matriz geradora de ideais reticulados obtidos via corpos total-

mente reais.

Para maximizar a diversidade de um reticulado devemos considerar corpos de niimeros
totalmente reais, consideramos K = Q(#) um corpo de nimeros totalmente real, Ok seu anel

de inteiros e Z um ideal de Ok.

Definigao 5.1.1 Se {wy,ws,...,w,} for uma Z-base de I, a matriz M, geradora do reti-

culado A = 04(Z) = {x = AM|) € Z"} é dada por

Vaioi(wy) (Jogoa(wy) - \Janog(wr)
Vaio(w) (fagoa(wy) -+ \Jomon(ws)

Ja
= (0:(w)))ij=1 :

\/a_lgl(wn) \/(7202(1”'?1) \/Q_non(wn)

onde aj = 0j(), para j =1,2,-+ ,n.

A matriz Gram ¢ dada por G = MM"* = (g;;)?;_,, onde

9 = Y vakor(w)yaok(w;)
k=1
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CAPITULO 5. CONSTRUCQOES DE IDEAIS RETICULADOS

= Zakok(wiwj) = Tr(awz-wj).
k=1

5.2 Construgao quadratica

Nesta se¢ao veremos a construgao de ideais reticulados via corpos quadraticos. Deste modo,
seja K = Q(v/d), onde d é livre de quadrados, um corpo quadratico.

Seja (Z,b) um ideal reticulado. Uma condigao necessdria, mas nao suficiente, para que
A seja isomorfo a (y/cZ)", uma versdo escalar de Z", é que det(A) = ¢", pois a matriz
de Gram de (/¢)Z é cI,, onde ¢ é um nimero inteiro. Pela Proposi¢do (4.4.2) temos que
N(Z)®N(a)Dg = c" e se T = Ok, entdao N(a)Dxg = ¢"*. Como nosso objetivo é encontrar
reticulados contidos em Z", devemos construir reticulados cujas matrizes de Gram sejam a
matriz identidade, ou seja, precisamos encontrar um elemento o € K que satisfaga a condigao

acima.

Exemplo 5.2.1 Seja K = Q(Vd), onde d é um inteiro positivo livre de quadrados. Seja
{1,w} uma base integral de Og. A correspondente matriz geradora do reticulado é dada por
1 1

N = ;
o1(w) o2(w)

1

e |det(N)| = /Dg. Se ezistir um inteiro « totalmente positivo tal que N(c) = et (M)’

entdo obtemos o reticulado rotacionado com a sequinte matriz geradora

Vo () 0

0 o2(a)

M=N-

O préximo lema fornece uma condigao para a existéncia do elemento a.

Lema 5.2.1 Sejam m uma dada norma algébrica em K e p € K. Se N(p) =1, entdo existe

um elemento « totalmente real e positivo com norma algébrica m.

Demonstracgao: Seja 3 um elemento de K com N(8) = m. Se 0;(8) > 0, para ¢ = 1,2,

tomamos a = 3. Se o1(8) > 0 e 09(8) < 0, tomamos o = E Se 0;(8) < 0, para i = 1,2

tomamos a = 3. Se 71(8) < 0 e g2(f) > 0, tomamos a = —. =
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CAPITULO 5. CONSTRUCOES DE IDEAIS RETICULADOS 95

Uma familia de corpos quadrdticos com tal propriedade é dada por K = Q(,/p), onde
p ¢é primo tal que p = 1(mod 4) . Mas podemos obter reticulados rotacionados via outros

corpos quadraticos.

Exemplo 5.2.2 Seja K = Q(v/5). Pelo Teorema (2.1.1), temos que Dgx = 5. Como K
¢ totalmente real, seque que as imersoes sio oy(a + bvV/5) = a + bV/5 e gy(a + bV5) =
a — b5, onde a,b € Q. Uma condicdo para obter Z* é encontrar um elemento « tal que
DgN(a)=5N(a) = ¢ ¢ € Z. Assim, uma possibilidade é encontrar um elemento a € K tal
que N(a) = 5. Sejam a = 2 + 1—_1;5 e {1, 1%@} uma Z-base de Og = Z[%@] A matriz
geradora M do reticulado 0,(Ox) é dada por

1 1 ' o1(e)
ol e B () 0
V(@) Voa(a)
Var(@)oi(258) /oy(a)o(152)

e a matriz G = MMT € dada por

M

o1(a) + 0z() o1(a(H52)) + o2(a(H52))

2
a(@(25)) + 02(a(8)) 01(a(155)?) + 05(a(15)?)

A matriz G fornece uma versdo escalar de Z*?. Assim, depois da normalizagdo, temos

que Z?* pode ser obtido a partir de Og = Z[l—%‘/-g—], com matriz geradora dada por R = VL,?M.

Pelo Coroldrio (4.5.1) a distancia produto minima deste reticulado € dada por
.
vVDx V5

Exemplo 5.2.3 Seja K = Q(v/2). Pela Teorema (2.1.1), temos que Dg = 8. Como K
é totalmente real, seque que as imersées sio oy(a + bvV/2) = a + bV/2 e ay(a + bV2) =

dp,min(A)

a — b/2, onde a,b € Q. Uma condi¢io para obter Z*? é encontrar um elemento o tal que
DxN(a)=8N(a) = ¢?,¢ € Z. Assim, uma possibilidade é encontrar um elemento « € K tal
que N(a) = 2. Sejam a = v2—2 e {1,1+/2} uma Z-base do ideal Ox = Z[\/2]. A matriz

geradora M do reticulado 0,(Ok) € dada por

o1(a) o2(a)

M=
o1(@)oi (14 v2) ou(a)or(l +v2)
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CAPITULO 5. CONSTRUCOES DE IDEAIS RETICULADOS

e a matriz G = MMT ¢ dada por

o1(a) + o(e) o1(a(l+v2)) + oz (a1l + V2)) _[40

=
o1(a(l 4+ v2)) + oa(a(l +v2)) o1(a(l + V2)?) + oa(a(1 + V2)?) 0 4

A matriz G fornece uma versdio escalar de Z*. Assim, depois da normalizagdo, temos
que Z* pode ser construido a partir de Og, com matriz geradora dada por R = M. Pelo

Coroldrio (4.5.1) seque que a distancia produto minima deste reticulado é dada por

i Ay i

vVDx V8
A seguir faremos as construgoes ciclotomica e ciclica, que sao realizagbes particulares
de Zm™-reticulados como ideais reticulados, em pequenas dimensdes. No caso ciclotomico,
I=0gea=(1-&(1-¢&"), onde £ é uma raiz primitiva da unidade. No caso ciclico,

T=A, onde A2=A(0k|Q) ' ea=1.

5.3 Construgao ciclotomica em dimensao n = %

Nesta se¢ao veremos a construgao de reticulados via o anel de inteiros do subcorpo maximal
real de um corpo ciclotomico.

Sejam Q(&,) um corpo ciclotomico e K = Q(&, + 5;1) o subcorpo real maximal de Q(¢,),
onde p > 5 é um nimero primo e §, é uma raiz p-ésima primitiva da unidade. Temos que o
grau de Q(&,) sobre Q, é p — 1 e o grau de Q(&,) sobre K é 2, cujo polinémio minimal de &,
sobre K ¢ dado por z? — (&, + fp‘l)a: + 1. Assim, o corpo K é totalmente real e é chamado de

subcorpo maximal real do corpo ciclotomico Q(&,).

( Q&)
|2
Q& +&7)
2t

\ @

p=3
2

O discriminante de K é dado por Dg = p

p=1

i-p
Proposicao 5.3.1 O conjunto {£p+§;1,§§+£;2,...,£p9 +&° } é uma base de
Z[&, + &) sobre Q.
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CAPITULO 5. CONSTRUCOES DE IDEAIS RETICULADOS 97

Demonstragao: Temos que o conjunto {Ep R o ,§p + Ep } C Z[&+£1.
Assim, falta mostrar que esse conjunto é linearmente independente e gera Z[§p+6p'l]. Seja f €
Z[§,+E, '), entdo B = ag+ay (&+E ") +ax(+E,1) 2+ - -+a,,_;_L(€p+£;1)P“_l De'senvolvendo as
poténcias de (£,+&,!), temos que 8 = bg+bl (£p+£'1)+bg(£§+€p_ )+ +b_p__ (fp +£p 5 1
Portanto, {6,, + 5;;1,63 : o .,fp + Ep } gera Z[£, + &, ']. Sejam ay, ay, .. e € Q
tais que

a(&+ &) +a(E + 67+ +ar'_(fp +§p ) =0.

1 2 al 22
al‘SJ?+al£p +a2§p+”'+a%lgp +ag_§_l£p :0

Como {1,&,...,&-2} ¢ uma base de Z[¢,] sobre Q, segue que ¢ linearmente independente e
ezl 1-p

portanto, a; = ay; = -+ = ap-1 = 0. Portanto, {E?, +§p_1,£§ + 5;2, conapy ikp? } é uma

base de Z[¢, + &,'] sobre Q. L]

Proposigdo 5.3.2 O anel de inteiros de K = Q(&, + & ") ¢ dado por O = Z[E, + &7 ).

Demonstragao: Pelo Teorema (2.2.2) temos que o anel de inteiros de Q(&,) é Z[,]. Como
&p é um inteiro , segue que fp”l também o é. Pelo Corolario (1.2.2) segue que &, + Ep‘l é um
inteiro e portanto, Z[£, + & !] € Ok. Reciprocamente, se a € Ok, entdo
i . 8 p-1 1-p
o = al(‘fp-'-‘fp ]) +a’2(£§+€p2) k. "+a%l(£p2 +£P2 ):
onde ay,ay,...,ap1 € Q.
: p-1
Multiplicando « por &,* , obtemos que

p=1 ptl pt3 p=s .
&’ a—alfp +a1§p +02§ Pt a’ +---+a&5_|§£_ g 0

P_
Assim, &% a € Q(&,) e é um inteiro algébrico. Logo, fp a € Z[&y). Assim, a; € Z, para
i=1,...,n e portanto, Og = Z[§, + &']. n

Definicao 5.3.1 Os n monomorfismos de K em C, que sao dados por

. . Ymkq
or(es) = &7 +6 ™ = 2cos(— ).

Na Secédo 5.2 vimos que uma condigao necessiria para obtencao de um Z"-ideal reticulado

é encontrar um elemento « tal que
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CAPITULO 5. CONSTRUCOES DE IDEAIS RETICULADOS

N(o)p™™ = p'T.
Precisamos encontrar entao a € K tal que N(a) = p. Temos que pZ[£,] = (1 — &,)P7'Z[¢,)
em Q(&) e Noe,)/e(1 — &) = p. Usando a transitividade da norma,

Nog)ie(l — &) = Nio(Nog)x(l —&))
Niio((1 - &)(1 - &1)).

Consequentemente, & = (1 — &,)(1 — &,7') é um elemento de Z[¢, + ¢,'] cuja norma é p.
Vimos que {e; = & + £,7}7_, é uma base de Z[¢, + £,']. Uma outra base é dada por
{e:}’,,ondee;, =e, € €;=ep+€yyparaj=1l...,n—1.

O proximo Teorema nos fornece como o reticulado é construido.

Teorema 5.3.1 Sea=(1-&)(1-§& ) =2 (& + & 1), entdo l’i":r(o:e:;e_;) = 0;j, onde
D

dij € o delta de Kronecker.

Demonstragao: Para simplificar a notagao consideremos ¢ = &,. Primeiramente, vamos
calcular a matriz (Tr(aeie;)), onde {e; =& +€7}_| é a base integral usual de K =

Q& + f,,"l). A partir dessa matriz encontramos a nova base {e }*_,, onde a matriz

=1
})(Tr(ae;e;-)) ¢ exatamente a matriz identidade. Denotemos por oy(£) e por o; = oj(a),

os conjugados de £ e « respectivamente , de acordo com a Definigao (5.3.1). Note que
Tr(c*+¢7%) = Zoj(ék +&%=-1, para k=1,...,
j=1

Usando a Equagao (5.1) temos que
Tr(a(€* +€7) Zcrj a)o;(€* +€7)

Z a;o; (" +€7F)
j=1

> (2 - 0j(€F - €7F))ay(E* +£7F)

i=1

. Zgj(£k+1 _|_£—k—l +£—k+1 +£k—1)
j=1

—-241-2n=—p, se k= =x1(mod p)

—2+4+1+1=0, caso contrério.

AYAV.LY
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CAPITULO 5. CONSTRUCOES DE IDEAIS RETICULADOS 99

Seja b(z,y) = Tr(azxy). Usando as Equagbes (5.1) e (5.2), vamos calcular b(e;, ;), para
t=j et # j. Temos que
blei,e;)) =

= Y a0 +&M+2)

Tr(ce?)

j=1

D ajoi(E*+ ) +2) 2-0i(E+€7Y)

j=1 i=1

p, se i=mn, ou seja, 2i= —1(mod p)

2p, caso contrario,

Tr(ceie;)
n n

> (o505 + £ M) 13 Y(agoy(677 + €767

ji=1 Jj=1
=D,

0, caso

se li—j|=1

contrario.

,en} é dada por

Seja B(z,y) = I%T:f‘(aa:y). Dessa forma, a matriz de B na base {ey,...

0)

(2 -1 o0
-1 2
0 -1

-1 0

. g -1 2 -1

\ 0 - - 0 -1 1)

,e,}, a matriz em (5.3) é a matriz de Gram do reticulado Z". m

Na nova base {ej,- - -

1
Em outras palavras, o ideal reticulado A = (Ok, ;_gb“)’ com a = (1-&)(1-£&71) é isomorfo
ao reticulado Z".

Como os n monomorfismos de K em C sdao dados por

: . 2rkj
o(es) = &7 + 69 = 2c0s(—

),

segue que o reticulado gerado pelo anel de inteiros de K tem N, como matriz geradora,
cujos elementos sao da forma Ni; = 2608(%‘1). O elemento « pode ser representado por

uma matriz diagonal dada por

A = diag(\/or(a)).
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CAPITULO 5. CONSTRUCOES DE IDEAIS RETICULADOS

A matriz mudanga de base de {e;} para {e;} ¢ dada por

P T e L 1N

0 - -4
\0 0 - 0 1)

Assim, o Z™-reticulado rotacionado tem como matriz geradora

1
R=—TNA
VP

Note que a matriz NA é igual a matriz M da Defini¢do (5.1.1).
Seguindo os passos desse algoritmo, pode-se construir Z"-reticulados rotacionados para
n=23,56,8,9,611, 14,15, 18, 20, 21, 23, 26, 29, 30, . . ..

Proposicao 5.3.3 Se A € um ideal reticulado de dimensdo n, ento dpmin(A) = p

Demonstragao: Pelo Corolario (4.5.1) temos que a distancia produto minima de A é dada
1

vDx

por , uma vez que det(A) = 1. Como o discriminante de K é Dg = pp%a = p"~!, segue

A Tabela 5.1 fornece a dp min(A) para a construcao ciclotémica em algumas dimensdes.
Exemplo 5.3.1 Se p =75, entdo K= Q(& +&') e Dg = 5.
( Q(&s)
|2

Q& + &)
2

\ Q

Assim, se A C R? entdo dpmin(A) = L. O Z*-reticulado rotacionado tem como matriz

geradora
1

TNA
V5

R =

2cos

2cos(%Z) 2cos(iX)
(

1) 2cos(%X) f'
A BIBLIOTECA
S
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CAPITULO 5. CONSTRUCOES DE IDEAIS RETICULADOS

2 — 2cos(%) 0

0 2 — 2cos(4F)

A=

—-0,5257 —0,85065
—0,85065 0,5257

o

Distancia Produto Minima para a Construgao Ciclotomica
D dpmin(A) | ¥/ dp,min
5 : 0,66870
T 0, 522757
11 0, 383215
13 , 0, 343444
17 0, 289520
19 0,27187
23 0, 240454
29 0, 209425
31 0,201386
37 0,181744
41 0,171367
43 . 0,166785
47 0, 158599
53 0, 148259
59 0,139670
61 0,137116

Exemplo 5.3.2 Se p =7, entio A C R? e dy pin(A) = % O Z3-reticulado rotacionado tem

como matriz geradora
1

k=7

TNA,

onde

AV
AVAYAY
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CAPITULO 5. CONSTRUCOES DE IDEAIS RETICULADOS

2m
e dtd 2cos(5) 2cos(
T=]1011/|, N=| 2cos(%) 2cos
g0 1 2cos(%) 2cos

e = 2—2(308(27“'), g = 2_"2603(%) a3 =

Assim,
—-0,32798 -0, 591 -0, 73696
R=1] -0,73696 -0,32798 0,591
—1,5636 0,73696 —0,32798

5.4 Construcao ciclica

Nesta se¢ao veremos a construgao ciclica de ideais reticulados via o ideal A de Oy tal que
A? = A(0k|Q)7".

Seja K uma extensao ciclica de Q de grau primo n > 2. Uma vez que toda extensao de
Galois de grau impar é totalmente real, veremos a construgao de Z"-reticulados rotacionados
com diversidade L = n. A construgdo dada em [17], mostra que sempre existe uma forma
traco sobre A, que é isomorfa a forma unidade por escalonamento de fatores.

Seja p um primo impar. Dependendo quais primos p ramificam em Oy, obtemos trés

classes diferentes de reticulados.
e Caso I: Quando p > n é o tinico primo que ramifica em Ok.
e Caso II: Quando p = n é o tinico primo que ramifica em Og;
e Caso III: Quando existem pelo menos dois primos p; e ps que ramificam em Og.

Essas trés construgoes resultam em reticulados de dimensao prima, e que nao sao cons-
truidos no caso ciclotémico. Para uma dada dimensao prima n, veremos que sempre podemos
selecionar um primo impar p satisfazendo as condicoes dos casos I ou II, ou dois primos p, e
p2 que satisfaca o caso III. Além disso, temos que nao é necessario conhecer explicitamente o
corpo K, e que o conhecimento de p (ou p; e p,) e n é suficiente para construir o reticulado.
Veremos também que se n e p sao dois primos impares, segue que sempre existe um corpo
ciclico K onde p se ramifica. O objetivo é obter, para uma dada dimensao, a construgao que

fornece a maior distancia produto minima.
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CAPITULO 5. CONSTRUCOES DE IDEAIS RETICULADOS

5.4.1 Caso I: Somente p > n se ramifica em Ok

Nesta subsecao veremos a construcao de ideais reticulados quando somente p > n se ramifica
em Og. Para isso, suponhamos que o primo p > n é o nico primo que ramifica em Og.
Assim, como K é ciclico, pelo Teorema de Kronecker-Weber, podemos mergulhar K no corpo
ciclotomico Q(£), onde £ = &, é uma raiz p-ésima primitiva da unidade.

Se G = Gal(Q(&)|Q), ¢ o grupo de Galois de Q(§) sobre Q, entdao, G é ciclico de ordem
p — 1, uma vez que o(G) = ¢(p) = p — 1, onde ¢ é a funcdo de Euler. Seja o o gerador
de G. Como [Q(¢) : K] = %‘, segue que o elemento o™ é o gerador do grupo ciclico
H = Gal(Q(¢)[K).

Pela Correrspondéncia de Galois temos o seguinte diagrama

Q) — {id}

|&1
n

K
In

Q

Seja 7 um elemento primitivo (mod p), ou seja, 7P~' = 1(mod p) e p — 1 é o menor
m—1

inteiro positivo com esta propriedade. Sejam « = H (1- §’k), onde m = E;—l e A tal que

k=0
A(r — 1) = 1(mod p). Assim r™ = —1(mod p), e pela defini¢cao de r temos, o(§) = £".

Lema 5.4.1 o(a) = —¢P la.

Demonstragao: Temos que

m—1

o) = o(JJ(1-€")

k=0

m—1 m—1
[[e-¢" =] o) -a(e™)
k:FOI k=0

[[a-e")=0-9"a-¢

k=0
(L=8) "1=E"J{1=¢)
(1-8)7'(1-€ e
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CAPITULO 5. CONSTRUCOES DE IDEAIS RETICULADOS

e a utima igualdade segue de
1 — gr-1

g =% bt ol ] =27,

(1-8~(1—-&") =

efP 14 P24 ... 4€64+1=0.

Lema 5.4.2 o(&*a) = —&a.

Demonstragao: Usando o Lema (5.4.1) e a definigdo de A, temos que
o(§%a) = 0(6)o(a) = & (-€7a) = ~eMPa = —£¢Pa = ~a

uma vez que &P = 1.

Lema 5.4.3 (*a)? = (=1)p.

Demonstragao: O polinomio ciclotémico de &,, é dado por

p—2

p(z) =2+ 2P 24tz 1= H(:c - a*(¢)).

k=0
Para z = 1 temos que
To-e=Tlo-¢) u-
( Na-¢Ma-£7)-
a(—)(&‘l Bfe =l ( -1)
(—1)%(1—5)5( 4 (1-gmT)ET

m 2H r«' _( 1)ma‘2£2A ( 1)”‘(0:’5'\)2.

a-er )

m=1

Ve
£N)E”

A dltima igualdade vale uma vez que

1-r™

gt gy

e A é o inverso de r — 1 mddulo p.

Lema 5.4.4 Se wqy = €%, onde d e t sio inteiros tais que t € {0,1,...,7

p—1

2n

-1
dE{l,Q,...,(p )},entdode:l{:rt:Oed:
n

A‘A'L'
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CAPITULO 5. CONSTRUQOES DE IDEAIS RETICULADOS

Demonstracgao: Temos que

wig=1 < r"+rt=0(mod p)

< 1= —r*(mod p)

nd m,.t

= " =r"r"(mod p), pois ™™ = —1(mod p)
< ™ =™ (mod p)
< nd=m+t—k(p—1), pois r* ! = 1(mod p)

< t=nd-m+k(p-1).

entdo ¢t é um miltiplo de n que pertence ao conjunto {0,1,...,n — 1}, portanto ¢t =

Considerando entao t = 0, temos que

™ = 1r™(mod p) <= nd=kym, k, impar

m
<— d=ky—
mn

S d=k2(p;1).
2n

-1

Como ky é impar, podemos tomar k; = 1 e portanto d = p2 .
n

Lema 5.4.5 Se z = £*a(l —§) ez = Troe(z ZUJ ), entdo

Trijoleo()) = (=1)*"p D (=1)° D (1P,
a,j

p—1

parga=0,1,....,.p=1,egj=1,2, ..., -

Demonstracgao:
TTK|@(:L'J"' (’I‘) )

. (Z)O_a+t+jn(z)

Z Z: O,a+cn 6 CP (‘;-)) a+t+jn(§/\a(1 _f))

aD(j'l
nln

Z Z 1)a+cn€)\ Er“*’““)( )a+¢+3n€,\ (1 _gra+f+1n)

a=0 ¢,j=1

A‘A'L'
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CAPITULO 5. CONSTRUQOES DE IDEAIS RETICULADOS

— _1 2a s cf ; A 9 _ 5.,,.(11»(‘!'1)(]‘- _ fr"“ﬂi“)

em que

p=1

n

o= S = T g
Jj=1 j
onde a quarta igualdade vale pelo Lema (5.4.2) e a onde a quarta igualdade vale pelo Lema

(5.4.2) e a tltima igualdade vale pelo Lema (5.4.3). Note que o primeiro somatério em j é

zero, pois existem tantos 1's como —1’s. Usando o mesmo pincipio, o termo £ ++/" também

desaparece no segundo somatério em j. Assim, considerando a soma em ¢ temos que

T?KI@(IJ (:C)) = .'.+mpz Z Era+cn+ra+g+J“
a,j

A seguinte proposicao fornece um método para a construcao do reticulado.
Proposigdo 5.4.1 Seja z = E*a(l —€). Se x = Troex(2) ZGJ“ , entao

T-rw@(;r:o‘ (z)) = doup®, para t=0,...,n—1,
onde do € o delta de Kronecker.

Demonstragao: Pelo Lema (5.4.5) temos que
Tryp(zot(z)) = ”mpz DT i i
a,j

Podemos verificar também que

p=1 p=1
n

z("l)c Z:(_l)jgr“+€ﬂ+ra+t+jn - Z(_l)d Z g(rnd+rt)ra+kn.

c=1 a,j d=1 ak

Trocando todos os indices de todos os termos do somatdrio, verificamos que eles percorrem

a+kn

o mesmo conjunto de expoentes de £(mod p). Note ainda que r**** paraa =0,1,...,n—1

A‘A'L'
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CAPITULO 5. CONSTRUCOES DE IDEAIS RETICULADOS 107

it d g gt
ek=1,2, ..., 2! assume os valores s = 1,2,... ,p — 1. Denotando portanto wg; = £ Tt
mn 3

temos
p=1

= p=1
n n p'_l

o b e o T W (5.4)
= d=1 s

d=1 a,k

Pelo Lema (5.4.4),
-1
p—1se t=0 e d=%—

p—1
E :wd,t =
3

Na Equacao (5.4), quando t # 0 temos

—1 caso contrario.

p=1

et p—1 5
(-1)"7p Y (-1 wi = (-1)""p Y (-1)%(-1) =0.
d=1

d=1 ]
Quando t = 0, temos

p=1
p_'l n

S S W, = ()™ ST (~1)K(=1) + (~1)p(~1)
d=1 s d=1,d#25}

p+p(p-1)=p’

A dltima igualdade vale ja que (—1)"“*“157?1 =1 (pois o expoente é sempre par) e também

p=1

< (=1)™*(-1) =1, se p=1(mod 4) (m par)
(=)™ (-1)%(-1) =
Z (__l)m—H(_l) — 1’

d=1,d#231

se p= 3(mod 4) (m impar).

Isto prova que

2‘__]
(_1)£+mp (_l)d Zg(rnd-‘-rt)rﬁh L 0, se t#0
a=1 ik p?, se t=0.

A Proposigio (5.4.1) fornece um método de encontrar o elemento z, tal que a matriz

#TTK@(J“O%I)) seja a matriz identidade. Assim, o algoritmo para obter a matriz geradora

do reticulado é dado da seguinte forma:
1. Escolha uma dimensao prima n.
2. Encontre p tal que p = 1(mod n).

3. Encontre r e A de acordo com suas definigoes.

A
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CAPITULO 5. CONSTRUCOES DE IDEAIS RETICULADOS

. Escreva a e z em relagdo a base {1,¢,...

5. Calcule z e seus conjugados usando o fato que g(§) =&" e o™(§) =€ .

,€P=2?} do corpo ciclotéomico.

n

. Calcule a matriz geradora do reticulado M, cuja a primeira coluna é dada por o*(z),

para ¢ = 0,...,n — 1, e as demais colunas sao as mudancas ciclicas da primeira, ou

seja,

o™ Yz)

Para obtermos valores numéricos de M, precisamos substituir £ por e » .

. Calcule a matriz geradora do Z"-reticulado rotacionado dada por R = %M.

Tabela 5.2: Parametros para o Caso I

n

P

r

A

3t

7

3

13

5*

11

0

31

7

29

23

67

53

Alguns parametros para o caso I sio dados na Tabela (5.2). Os reticulados marcados

com asterisco coincidem, para um certo p, com algum reticulado obtido via construgao

ciclotomica, onde K = Q(¢, + :Sp‘l). Note que o valor de p nao é tnico, e que qualquer

escolha de p satisfazendo p = 1(mod n) fornece um corpo bem definido K.

12 3 2 s & 7 UNEGSP
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CAPITULO 5. CONSTRUCOES DE IDEAIS RETICULADOS 109

Exemplo 5.4.1 Seja n = 3. Temos que 13 = 1(mod 3). Estes dois pardmetros determinam
um corpo ciclico K de Q(&3). Para simplificar a notagdo usaremos & = £;3. Nao precisamos
conhecer ezplicitamente o corpo K, mas neste caso K = Q(0), onde 0* — 02 —40—1 = 0. Seu

discriminante é 13% e portanto somente p = 13 se ramifica em K. Calculando v e ) obtemos

[

quer =2 e X = 1. Unma base de Q(&3) € {1,&,...,6"}. Calculando o = H(I - e

k=0
z=£Ea(l — &) obtemos

e e i L e e e
34+ &+ 46% 4+ 264 + 465 + 265 + 267 + 268 + 2610 4 4€,

Pela Proposi¢io (5.4.1), seja

4
= Z o’"(2) = 0'(2) + 03(2) + 0%(2) + 6°(2),

onde o*(€) = €. Fazendo os cdlculos obtemos

T=5+32+3 - - -7 - £ +3¢" + 3¢,
Calculando os conjugados de x temos que

o(x) 64+8+& +48 + 480+ 47 + 480 + 0+ M
o’(x) = 2—46 — 46— 36" — 3¢5 - 3¢" — 3¢? — 4¢10 — 4¢M

o*(z)

.
=t

Substituindo x por £ = e emos que

11,78268 —3,22712 4,44444
M= | —3,22712 4,44444 11,78268
4,44444  11,78268 —3,22712

Normalizando M por % obtemos
0,90636 —0,24824 0,34188

1
R = EM = | —0,24824 0,34188 0,90636
0,34188  0,90636 —0,24824
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CAPITULO 5. CONSTRUCOES DE IDEAIS RETICULADOS

Note que RR' = I3. Portanto, R é matriz geradora de um Z3-reticulado rotacionado.

Pelo Coroldrio (4.5.1), a distancia produto minima do reticulado € dp min(A) = %

Exemplo 5.4.2 Sejan =5. Temos que 11 = 1(mod 5). Estes dois parametros determinam
um corpo ciclico K de Q(&;1). Novamente, para simplificar a nota¢do usaremos & = &;.
Ndo precisamos conhecer explicitamente o corpo K, mas seu discriminante € 11* e portanto

somente p = 11 se ramifica em K. Calculando v e \ obtemos quer =2 e A = 1. Uma base
4

Q(€n) €{1,¢,...,€%}. Calculando o = [[(1 - €%") e 2 = €a(1 — €) obtemos

k=0

B HEE - MO HE HE R
3—36—48 —2¢" —28° — 267 — 26° — 48°.
Pela Proposi¢ao (5.4.1), seja
2
X = Zaj“(z) =0°(2) + 0'%(2),

j=1

onde o*(€) = €2, Fazendo os cdlculos obtemos

-T:_3_52_363_64+£5+£6_67_368_59'

Calculando os conjugados de x temos que

_4_62_253_264_455_466_267_258_‘69
46 + 2% + 364 + 265 + 26° + 367 + 26° +- 4¢°
—2— 2624 €3+ 264 + 267 + €8 - 28°

—2+26% — 26" + £ + €% — 267 + 26

o?(x) ) ot(z) \

o3 (z) T

o(x)
o*(z)

o*(z) )

A‘A'L'
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CAPITULO 5. CONSTRUCOES DE IDEAIS RETICULADOS

2mi
2

Substituindo x por £ = ez temos que

( -3, 58621 6,03381 -5,01310 —6,56567 —1,86881\
6,03381 -—5,01310 -6,56567 -—1,86881 -—3,58621
—-5,01310 —6,56567 —1,86881 —3,58621 6,03381
-6,56567 —1,86881 -3,58621 6,03381 -5,01310

\ -1,86881 -3,58621 6,03381 -5,01310 —6,5656?)

L

5 obtemos

Normalizando M por

[ -0,326019  0,5485278 —0,455736 —0,596878 —0,169892 \
0,548528 —0,455736 —0,596878 —0,169892 —0,326019
0,455736 —0,596878 —0,169802 —0,326019 0, 548528
_0,596878 —0,160892 —0,326019 0,548528 —0,455736
\ —0,169802 —0,326019  0,548528 —0,455736 —0,596879 |

Note que RR' = I5. Portanto, R é matriz geradora de um Z3-reticulado rotacionado.

Pelo Coroldrio (4.5.1), a distancia produto minima do reticulado € dp min(A) = #

5.4.2 Caso II: Somente p = n se ramifica em Oy

Nesta subsec¢ao veremos a construcao de ideais reticulados quando somente p = n se ramifica
em Og. Para isso, suponhamos que somente o primo p = n se ramifica em K. Assim, pelo
Teorema de Kronecker-Weber, podemos mergulhar K em Q(¢,2), onde p = £,2 é uma raiz
n?-ésima primitiva da unidade. Seja o o gerador do grupo Gal(Q(u)|Q). Se r é um elemento
tal que r™™~1Y = 1(mod n?) e n(n — 1) é o menor inteiro com esta propriedade, entdo o é

definido como o(p) = p”. Além disso, temos que

Q(én2)
|n—1
K

|n
Q

n—1
Proposicao 5.4.2 Se T = Tro)x(n) = Zo"j(,u), entdo
j=1

Trrie((1+T)o*(1+T)) = Som?, para
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CAPITULO 5. CONSTRUQOES DE IDEAIS RETICULADOS

onde 0oy € o delta de Kronecker.

Demonstracgao:

n—1

Trxie((1 + T)ot(1 + 7)) Za (14+T)o*(1+T))

nz o®(1+ T)o**(1 +T)
=

> (1+0%(T)(1+ 0™(T))
a=0

n—1

D L+ 0T + 0*(T) + 0*(T) + 0**(T))]

a=0
-1 n— n—1n-1

n+ Ja+t+n3(#)+zzo.a+nj #) +

a=0 j=1

n-1n-1 n—1

T?‘K]Q((l L T)O‘L(I - T)) N,.a+t+n; ZZ rat+nj Z prn+nj+ra+:+kn

a=0 j=1
n(n—-1)-—1

ritt Z o+nd+m:+ra+t+cn
i+ e S

5=0 a=0 d,c=1

A dltima igualdade é verdadeira pois o conjunto dos valores @ + nj para a =0,1,...,n — 1
ej=12,...,n—1sdo os mesmos para s = 0,1,...,n(n — 1). A mudanca de varidveis é
feita como na Proposigao (5.4.1). Como

n(n—1)-1 n(n—1)-1 n(n—1)—1

Treggiale) = Y. ofp)=""% =3 @ =0, para d=0, -1,

s=0 5=0 a=0

obtemos

n—1

n—1n{n-1)-1
Trr(1+T)o'(1+T) =n+Y_ > w0 =n+ 3 Trouoway),
d=1 s=0

d=1

onde wgy = p" . A expressio Trxo((1+T)o'(1+ T)) em (5.5) pode tomar trés valores

diferentes, que dependem de wg,:
1. Se wg;y = 1, entdo Trok(wae) = n(n —1);

2. Se wg, ¢ uma raiz n’-ésima primitiva da unidade, entdo Troux(wat) = 0;

A‘A'L'
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CAPITULO 5. CONSTRUCOES DE IDEAIS RETICULADOS 113

3. Se wqy é uma raiz da unidade, a qual ndo é primitiva, temos que wy; ¢ da forma p*1™,
para ky = 1,...,n — 1, a qual é uma raiz n-ésima da unidade, entdo, Trq()x(was) =

—n.

Para concluir a demonstracao,consideraremos dois casos, t = 0 e t # 0. Em cada caso
determinaremos se wg,; ¢ primitivo ou nao.
et=0

Temos que wg; = 1 somente neste caso. De fato,

4t = 0 (mod n?)

= t=nd-—n )+k2n(n—1)

(n—-1
2

— t=0.

Substituindo entao ¢ = 0, temos que
n—1
o
Quando d %, wq, ¢ uma raiz primitiva da unidade. Suponha que wgy; nao é primitiva,

r = —1 (mod n?) = d =

entao,
n—1
2

™ 4+1=0(modn?) =r"4+1=0(modn) =d=

Como d > n — 1, k3 deve ser igual a 0, e portanto wg; = 1. Assim,

n—1 n(n—l)—l

n + Z Z }.L(r“d+r'}r"’ =n+ ?l(n _ 1) = n2, para t = 0.

d=1 g=0

ot#0
Vamos determinar as raizes primitivas da unidade.
L= k,; n—1

™ 4+t =0(modn) =d= = + 5 + k4

k4 deve ser igual a t (como d > n — 1, k4 ndo pode ser igual a t + ks). Assim, existe somente

um d tal que wg; nao ¢é primitivo. Logo,

n—1n(n-1)-1

n+ Z Z Pt =y =0,

d=1 s=0
[
A Proposic¢ao (5.4.2) fornece um método de encontrar o elemento T, tal que a matriz
;};Tm@((l +T)o'(1+T)) seja isomorfa a4 matriz identidade. Assim, o algoritmo para obter

a matriz geradora do reticulado é dado da seguinte forma:

A
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CAPITULO 5. CONSTRUCOES DE IDEAIS RETICULADOS

1. Escolha uma dimensao prima n.

n(n—1)

2. Calcule r tal que 7 = 1(mod n?) e que n(n — 1) seja o menor inteiro positivo k

tal que r* = 1(mod n?).

. Calcule 1+ 7 e seus conjugados na base {1,£,£2,...,&7" " ®=1)=1} do corpo ciclotomico

n

usando o fato que o(u) = pu" e o™(u) = u" .

. Calcule a matriz geradora do reticulado M que é dada por

(1+7) oc(1+T) --- o™'(1+7)
oc(14+T) o*1+T) --- (1+7)

o '(1+T7) (Q+T) --- o"?(1+7)
. Calcule a matriz geradora do Z"-reticulado rotacionado R = %M :

Exemplo 5.4.3 Escolha n = 3. Assim, Q(u) = Q(&), cuja base é {1,&,E2,&5,63,65} =
{1, p, pi2, 123, pi*, u®}. Neste caso, K = Q(6), onde 6 — 30 — 1 = 0. Pela defini¢io de r temos
r = 2. Calculando T na base de Q(u) temos que,

2

T=) o%pu) =0o(u)+0 () =p+pd=p—p’—p
j=1

L+T L4 p—p® =1,
o(1+T) 1—p+p2—pt e
o*(1+17) 1+ p* + po.
Assim,
2,532092453 1,347299934 —0,8793924
M =] 1,347299934 —0,8793924 2,532092453
—0,8793924 2,532092453 1,347299934

Finalmente,
0,84402 -0,29312  0,44909

1
R= EM' = 0,44909  0,84402 -0,29312
-0,29312  0,44909 0, 84402

A distancia produto minima do reticulado € dpmin(A) uma vez que Dg = 3%,

=§E’
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CAPITULO 5. CONSTRUCOES DE IDEAIS RETICULADOS

Tabela 5.3: Parametros para o Caso II
n Dk | dpmin(A) | 3/ dpmin(a)

3 92 0, 480749856
5125| 58 2 0, 275945932
T 0, 188638463

5.4.3 Caso III: Pelo menos dois primos se ramificam em Ok

Nesta subse¢ao veremos uma construgao de ideais reticulados quando pelo menos dois primos
se ramificam em Og. Para isso, suponhamos que existam pelo menos dois primos que se
ramificam em K. Para obter o corpo K usaremos dois corpos, onde somente um primo se

ramifica em cada um deles.

Lema 5.4.6 Seja n um primo impar. Sejam dois primos impares distintos p; e py tais que

pi = 1(mod n), mas p; Z 1(mod n?) parai=1,2. Se K é um corpo ciclico de grau n onde

p1 € py se ramificam, entao K estd contido na composicao de dois corpos KiKs, onde K; é

um corpo ciclico de grau n que somente p; se ramifica, para i = 1, 2.

Demonstragao: Se p; e p, sdo dois primos distintos , tais que p; = 1(mod n) e
pi # 1(mod n?), para i = 1,2, entdo existem corpos K; C Q(&,) tal que [K; : Q] = n,

para ¢ = 1,2. Assim, temos o seguinte diagrama

Q(gplﬂz)

N

Q(&p.)

Seja K um corpo ciclico de grau n, onde p; e p, ramificam. Deste modo, K é uma

subextensdao de Q(&p,p,). Mostraremos que K C K;K, usando o Teorema da Corres-

Z

pondéncia de Galois. Seja G = Gal(Q(&p,,)|Q). Do fato que Gal(Q(¢,,)|Q) = = 1)Z e
—
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CAPITULO 5. CONSTRUQOES DE IDEAIS RETICULADOS

Gal(Q(&,)1Q) =

, segue que

_ &
(P2 — 1)Z

~ Z Z
G = G-z X ez

Z z
G %X Oa X =T X Tz

Temos também que G é um grupo abeliano de ordem (p; — 1)(p2 — 1). Do fato que um
grupo abeliano tem decomposi¢ao tinica em subgrupos de Sylow e, segue que G é o produto
direto de um n-subgrupo de Sylow e de p;-subgrupos de Sylow, onde mdc(p;,n) = 1, para
i=1,2. Se H = Gal(Q(&,p,)|KiKy), entdo H é um subgrupo de G de ordem (2=1)(22=1),

Como mdc(o(H),n) = 1, segue que H corresponde ao produto direto de p;-subgrupos de G,

onde mdc(p;,n) = 1, para i = 1,2. Seja I = Gal(Q(&p,p,)|K). Como I é um subgrupo de G
P =DP2=1) _ p—1p—1
n n

e como [ ter ordem

n

-1 -1 Bl : ;

(2, ) (P2 ) Usando o mesmo raciocinio, temos que J é também um produto
n

n
direto de p;-subgrupos de Sylow de G, com mde(p;,n) =1, parai =1,2. Logo H=J C1Ie

, segue que I contém um subgrupo J

de ordem

pelo Teorema da Correspondéncia de Galois segue que K C K; K. [ ]

Observagao 5.4.1 Se p, oup; € igual an 0o mesmo resultado € obtido substituindo Q(Epyp2)

por Q(épin?).

Lema 5.4.7 Se z; € K, e 23 € K, temos que Trg,x,0(2122) = Tk, k,0(T122).

Demonstracao:

n

n
Trg,k,|Q(122) = ZZoij(xlmg)

k=1 j=1

= 3 ot Y Fi)
k=1 j=1

TT]K1 K2|@($1$2).

Proposicao 5.4.3 Sejam K, e K, duas extensdes de Galois de Q, disjuntas, cujos discri-
minantes sao relativamente primos. Seja G; = Gal(K;|Q) para i = 1,2, onde G, = (0) e
Gy = (1) sdo ciclicos de ordem n. Seja K C K,K, outra extensdo ciclica de grau n. Se

existir x; € K;, para i = 1,2, satisfazendo:

1. Trg,o(z10(zy)) = doup?, parat=0,...,n—1;
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CAPITULO 5. CONSTRUQOES DE IDEAIS RETICULADOS

2. Triy(z27t(22)) = oep3, parat=0,...,n—1.

entdo eziste = Trg, g, x(7122) € K, tal que

Trxio(zy'(z)) = doepips, para

onde (y) = Gal(K|Q).

Demonstragao: Seja 1 < m < n —1 tal que (0™7) = Gal(K|K;|Q) e ¥ = 67™7 é um

gerador do Gal(K|Q). Deste modo temos o seguinte diagrama

K, K,

Assim, se

n—1

Z omb(ml)‘rb(mg) —-m:,rto.mc(xl) mt,rt,rc(m?)

ch

Z O.mb CE o™ (e—t— b( ))‘T ( t b+(:(x2))’

b,e=0

nT?‘KIQ(x’yt (2)) T?‘K.sz(‘f’}’t(x))

n—1

Y Triumaie(e™r(z10™e D) (2,)) (mare+ 4 (2,))])

b,e=0
n—1

> Trijo(z10™ 0 (21)) Triy o227 (22)). (5.6)
b,e=0

Por hipétese, temos que os termos da soma na Equacdo (5.6) sdo diferentes de zero somente

quando m(c—b—1t) =0e c+1t—b=0. Mas isto é equivalente a dizer que t = 0 e ¢ = b.
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CAPITULO 5. CONSTRUCOES DE IDEAIS RETICULADOS 118

Isto significa que na Equagdo (5.6) é ndo nulo se, e somente se, ¢t = 0, se, e somente se, (5.6)

é igual a np?p?. i

Segue da Proposi¢ao (5.4.3) que se conhecermos dois primos p; e ps que ramificam em um
corpo ciclico K de grau n, entdao podemos encontrar um elemento z € K tal que sua forma
trago é isomorfa a matriz identidade. Além disso, nao precisamos conhecer explicitamente K

para construirmos o reticulado. Assim, o algoritmo para a construgao do reticulado é dado

. Escolha uma dimensao prima n.
. Escolha p; e py satisfazendo as hipdteses.

. Calcule z;, z; e seus conjugados usando as técnicas anteriores e mergulhe K em Q(&,,,,)

se pa > n ou em Q(&p,n2) se p; = n.
. Calcule z com base em o*(z;) e 7%(x3), parat =0,...,n— 1.

. Calcule os conjugados de z em K usando o grupo Gal(K|Q). O grupo ciclico Gal(K|Q)
de ordem n deve ser cuidadosamente selecionado entre os subgrupos de ordem n do
grupo Gal(K;K;|Q).

. Calcule a matriz R.

Exemplo 5.4.4 Consideramos dois casos jd calculados anteriormente. Para isso, seja a
dimensdo prima n = 3 e 0s primos p; = 13 e ps = 3. Seja £ = E13¢32 = €117 = €. Na base

de Q(&), de grau 72, temos por ezemplo que

n = (50,0,1,0,0,0,0,0,0,0,0,-3,0,0,0,0,3,0,0,-3,0,0,
0101013}0}050?0!0!0!0501_11010101010! 110)0’03010101
9,0,0,-3,0,0,-1,0,0,0,0,0,-3,0,0,-1,0,0,0,0,0,0,0,0)

da mesma forma calculamos xo € Q().

Pela Proposig¢ao (5.4.3), temos que

T = 1129 + 0(21)7(22) + 0% (31)72(22).

Fazendo os cdlculos,

zr = (13,5,-9,0,-2,7,0,2,0,0,7,-9,0,-3,7,0,0,2,0,0,-2,0,-2, 2,
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01 "'51 3) 0) 71 _9) 01 01 01 01 _51 21 01 71 -7) 0) 5) _71 0} O: 7) 0: 2: _71
0,0,-7,0,-4,7,0,7,0,0,-2,-2,0,0,9,0,0,-3,0,0,-7,0, -5, 2)

Os conjugados de x sdo calculados a partir do gerador do Gal(K|Q) € v, definido por y(€) =
640_

Finalmente,
0,55329  0,76837 —0,32166

R=1] -0,32166 0,55329 0,76837
0,76837 -0,32166 0,55329

5.4.4 Distancia produto minima via a construgao ciclica

Nesta secao veremos uma comparagao entre os trés casos de construges via a construgao
ciclica.

Sejam K uma extensao ciclica de Q de grau primo n > 2 e A um ideal de Ok tal que

A? = A(Ok|Q)""'. Como o ideal A é principal, segue que em todos os casos e dimensdes

consideradas, podemos calcular a distancia produto minima usando o Corolério (4.5.1), que
é dado por dymin(A) = ﬁ. A Tabela (5.4) apresenta alguns valores da d,, min(A) dos

reticulados obtidos via os os casos I e II.

Exemplo 5.4.5 Através do Ezemplo (5.4.1) temos para n = 3, p = 13, K = Q(6), onde
1 1
0> — 6% — 40 — 1 = 0,que o discriminante de K é Dx = 132, Logo, dp min(A) = —

VD B
Exemplo 5.4.6 No Ezemplo(5.4.3) paran =3, N =9 e K = Q(6), onde 6> — 30 — 1 =0,

que Dg = 3*, e portanto, dpmin(A) = 3.

Para cada dimensao prima n, vimos construgoes de reticulados de diversidade maxima.
O desempenho do reticulado é avaliado pela distancia produto minima. Por exemplo, para

n = 5, podemos construir os seguintes reticulados, dependendo da escolha do primo p.
. No caso I, onde somente 11 se ramifica em K, temos que dp min(A) = 1/121;
. No caso I, onde somente 31 se ramifica em K temos que dj, min(A) = 1/961;
. No caso II, onde somente 5 se ramifica em K temos que dp min(A) = 1/625;
. No caso ITI, onde 11 e 31 se ramificam em K, temos que dp min(A) = 1/(121 x 961);

. No caso III, onde 11 e 5 se ramificam em K, temos dp min(A) = 1/(121 x 625).
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CAPITULO 5. CONSTRUGQOES DE IDEAIS RETICULADOS

Tabela 5.4: Algumas distancias produto minima para os casos I e II, onde N é tal que

K C Q(¢wn)

N | Dk | dymin(A) | ¥/ Fomini)
7| 7 0, 522757958
13 | 132 0, 425290370
11 0, 383215375
31 | 314 0,253195115
29 0, 236188093
23 0, 240454440
67 0, 147899259
53 ‘ 0, 160022248
0,112923019
0, 083082682
0, 158599211
0, 139670898

0, 480749856
0, 265945932
0,188638463

Como nosso objetivo é maximizar a distancia produto minima, neste exemplo, a melhor
escolha é a primeira construcgao, isto é, quando somente um primo se ramifica, tamando este
o menor possivel. Consideremos o seguinte resultado.

De modo geral, para maximizar a distancia produto minima devemos tomar o menor
p > n que se ramifica em K. Como vimos, no caso I, Dxg = p™~!, ja no caso III, Dx =

(p1p2)™~!. Logo o caso I é sempre melhor que o caso III.

Proposigao 5.4.4 Sen > 2 é uma dimensao prima entao a constru¢ao do Caso I, com o

menor primo possivel p, mazimiza a distancia produto minima.

Demonstracgio: Pela Proposicio (3.2.5), temos que, Dx = p"~!. Seguindo o mesmo ra-

ciocinio daquela demonstracdo, como p é totalmente ramificado em K, segue que p" |

A(Ok|Q), mas p*  A(Ok|Q), para k > n. Considerando a transitividade do diferente

A(Z[E]|Q) = A(Z[E)K)A(Ok|Q) (5.7)
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CAPITULO 5. CONSTRUCOES DE IDEAIS RETICULADOS 121

e fazendo p = (1 — &€)Z[¢], px = p N Ok. Note que pxZ[€] = p™~!, pois p é totalmente
ramificado. Isto mostra que A(Z[£]|Q) = p™?"=3) e que A(Z[€]|K) = p™~2. De (5.7) temos

que

A(Ok|Q) = p¥D" = (pr1)Hn=D) = pin=D

Entdo temos Dg = Nxm(]:l?g(n_l)) = p*"=1)_ Disto segue que quanto maior n? > p, a distancia

minima é menor que no caso onde p > n. n

5.5 Construcao mista

Nesta se¢ao veremos uma técnica de construcao de ideais reticulados que combina as cons-

trucoes ciclotomica e ciclica, resultando em Z"-reticulados rotacionados em outras dimensoes.

Proposigao 5.5.1 Seja K a composicio de N estensoes de Galois K; de grau nj, isto ¢,
K é o menor corpo que contém todos os K;. Suponhamos que mdc(Dx,, Dx;) = 1 para todo
i # j. Se existir um «; tal que a forma trago sobre K;, Tr(ajzy), € isomorfo a forma

identidade de grau nj, para j =1,..., N, entdao a forma trago sobre K,

Tr(ogzy) @ Tr(aszy) ® -+ - @ Tr(anzy)
AF
¢ isomorfo a forma unidade (1,1,...,1) de grau n = H”i'
i=1
Demonstragao: Consideremos o caso K = K;Ky. Sejam {wy,...,wn, } e {w},...,w;,} as
bases integrais de K, e Ky, respectivamente. Como K; e K, sao extensoes de Galois sobre QQ
com discriminantes coprimos, segue que {w;w;|j = 1,...,n;,k = 1,...,ny} é uma base de

Ok. Usando o fato de que
Trre(awjwicawiwy) = Trr|o(01w;ws) Tri,|g(cawiwy))

temos que existe a € K tal que Tr(azy) = Trg,g(c12y) ® Trg,j0(c2zy). Por indugio sobre

N concluimos a demonstracao. [ ]

Com base na Proposicao (5.5.1), temos que a matriz geradora do reticulado pode ser

obtida como o produto tensorial das matrizes geradoras RU) das correspondentes formas

traco, para 3 = 1,..., N, ou seja

R:R(1)®R{2)®...®R(N)_
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2xi

Coroléario 5.5.1 Sejam m = p,...py um produto de N primos distintos, §; = e’ para
J=1,...,N, e K a composi¢cio dos K; = Q(£j+€;1), para 3 = 1,...,N, isto ¢, K € o
menor corpo que contém todos os K;. Se o = (1 —§;)(1 — 537'1) entdo

1 1
—Tr(azy) ® -+ @ —Tr(anzy)
D1 DN

(p; —1)
2

N
é isomorfo a forma unidade (1,...,1) de grau n = H
j=1

Demonstragao: Segue diretamente da Proposi¢do (5.5.1). i

Observagao 5.5.1 O Coroldrio (5.5.1) genenereliza a construgdo ciclotémica para Q(&),
onde m € produto de primos e livre de quadrados. Podemos construir Z" reticulados rotaci-
onados em dimensoes, como n = 10,12,16,22,24,27,28. Para as dimensdes 4 e 25 temos

que

1. Paran = 4, podemos construir um reticulado combinando dois reticulados rotacionados

de dimensdo 2, usando o Caso III da construgao ciclica.

2. Para n = 25, podemos construir um reticulado combinando dois Z"-reticulados rotaci-

onados de dimensao 5, usando o Caso I e o Caso II da construcgao ciclica.

Proposicao 5.5.2 Se K é uma composi¢io de duas extensoes de Galois de graus ny e ny,
respectivamente, cujos discriminantes sejam primos entre si, entdo o discriminante de K é

Dg = Dy Dg?, onde m; = [K|K;] = n/n;, para j =1,2.
Demonstragao: Pela Proposigao (3.2.3) temos que

A(Ok|Q) = A(Ok,|Q)A(Ok,|Q).

N(A(Ok|Q)) = Nxo(A(Ok,|Q))Nkjo(A(Ok,|Q))
Nk, /@(A(Ok, Q)™ Nk, /Q(A(Ok, Q@)™ = Dgm Dgme

uma vez que N(A(Ok|Q)) = Dk.

Como conseqiiéncia direta temos que
1

el =
pmn( DKIDKz

Alguns valores numéricos de d,,,,m-n(f\) sao dados na Tabela 5.5
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2m

Exemplo 5.5.1 Sem =5 x 7, temos que n; =2, np =3 en =23 =6. Sejam &), = e’
paraj =1,2 e K = KKy, onde K, = Q(&+&51) e Ky = Q(6,+&7Y). A matriz geradora do
reticulado é dada por R = RM) @ R?, onde RV = —15T1N1A1 e R® = %TgNzAQ. Notemos

que a matriz R foi construida no Ezemplo (5.3.1) e é dada por

ey _ [ —0,52573 —0,8506
—0,85065 0,52573 '

Para a construcdo de R®, temos que

Assim,
-0,32798 -0, 591 -0, 73696
R® =1 —0,73696 -0,32798 0,591
—1,5636 0,73696 —0,32798
Finalmente, temos que
—-0,32798 -0,591 —0, 73696

® | —-0,73696 -0,32798 0,591
—1,5636 0,73696 —0,32798

—0.52573 —0.85065
—0.85065 0.52573

Portanto, a distancia produto minima do reticulado € dada por d, min(A) = ﬁ

Exemplo 5.5.2 Considere agora m =7 x 11. Logo, ny =3, np =5, en =3 x5 =15. Seja
K = KKy, onde K; = Q(&,, + fp'jl), para j = 1,2. Como vimos, a matriz do reticulado ¢é
dada por R = RV @ R®. A matriz RY), conforme o Ezemplo (5.5.1), é dada por

-0,32798 -0,591 -0, 73696
RW = —-0,73696 -0,32798 0,591
—1,5636 0,73696  —0,32798
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Para a construgao da matriz R® = \/%TQNQAQ, temos que

8

E]

2cos(

—
"‘|<:r:._-
3
—

2cos ;

2cos(=E

w
¥
5

2cos

—
—

—
(=1

m

A ——
b
—
'_“..’L
p—

2cos

—
[

o
3

-

2cos(

e C] ,_.|=l

=3 =3
.-t|l\.'>.—-

)
)

—2cos(
—2cos(

M) —2cos(
) 2cos(

i 1)

114
L 1
1 1
\ 0 01/ 0

-hw
15 =8
— M e e e

¥ 28 2R 218 S5

Ll & T =T

1€ SR 2 =k

oo
3 =~

|

[
[
—
—

i

a5)

0
onde ay = /2 — 2cos(f—’1’), dp = 4/2— 2003(1—’1’), a3 =4/2+ 2003(%—’1'- , 04 = /24 QCOS(%)
e as = /2 + 2cos({;). Logo,

-0, 45573
—0, 59688
—0, 54853

E, finalmente,

\ —0, 32602

5 6

7

-0, 59688
-0, 16989
0,45573
0,54853

[ —0,169891 —0,32602 —O0,45573

-0, 32602
0, 54853
0,16989

-0, 59688

P gAY ® R®.

A
AVAYAY

—0, 54853
0,16989
0, 32602

—0, 59688
0,45573

Portanto, a distincia produto minima do reticulado é dada por dy min(A) =

—0,59688 )
0, 54853
_0,45573

0, 32602
—0,16989 )

—
v 7l01112°

VA
unespwl 12: 13 24 15 Te L7

18



CAPITULO 5. CONSTRUCOES DE IDEAIS RETICULADOS

Tabela 5.5: Distancia Produto Minima para Construgoes Mistas
n | domin(8) | 3/dprmin(A)
4 ! 0,39763536
0, 34958931
0,25627156
0, 22967537
0,20032888
0,19361370
0,18068519
0, 16080157
0,15134889
0,10574672
0, 14124260
0, 14005125
0,13161332

Observacgao 5.5.2 Vimos alguns Z"-reticulados rotacionados a partir da teoria de ideais
reticulados. As construgoes foram baseadas em corpos ciclotomicos, corpos ciclicos e também
pela combinagao desses dois. Como os reticulados construidos possuem diversidade mdzima,
seque que o desempenho do reticulado € avaliado pela distancia produto minima que é dada
por formulas explicitas, relacionadas com o discriminante do corpo. Como vimos na se¢dao
5.4.4, na construgao ciclica, conseguimos melhores reticulados quando somente um primo se

ramifice em K, sendo este o menor primo possivel. A tabela (5.6) compara alguns valores

da {/dpmin(A) para construgoes ciclotomicas, ciclicas e mistas. Analizando a tabela vemos

que para uma dada dimensao nao é possivel fazer as trés construcoes, ou seja, para cada
dimensao ezxiste uma construgao (ou duas) apropriada. Além disso, quando € possivel realizar
duas construgoes nao € possivel comparar qual construgao € melhor, pois o valor da distancia
produto minima do reticulado é o mesmo. O que podemos concluir com certeza é que as
contrugoes ciclotomicas, as ciclicas e as mistas facilitam a construgao de Z"-reticulados em

todas as dimensoes.
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Tabela 5.6: Comparacao dos valores da {/d, min(A) para construcdes ciclotomicas, ciclicas

e mistas

=
-

Construgao Ciclotomica

Construgao Ciclica

Construgao Mista

0,66874030

0, 52275795

0, 52275795

0.3976536

0, 38321537

0, 38321537

0, 34344479

0, 34958931

0, 23618809

0, 28952001

O |0 (1| | | = | Wb

0,27018738

—
(o]

0, 25627156

—
-

0,24045444

0, 24045444

—
bo

0,22967537

—
[S~]

0, 16002224

—
=N

0,20942547

p—
[S2}

0,20138689

0,20032888

—
(=2}

0,19361370

—_
=]

011292301

—
co

018174408

0, 18068519

—
o

0,08308268

o
==

0,17136718

[SV]
—

0,16678534

]
[SV]

0,16080157

"]
w

0, 15859921

0, 15859921

(W)
=

0,15134889

0,10574672

0, 14825905

0, 14124260

0,14005125

0, 13967089

0, 13967089

0,13711677

0,13711677
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CAPITULO 5. CONSTRUCOES DE IDEAIS RETICULADOS

5.6 Meétodo de Kriiskemper

Kriiskemper mostrou [19] que toda forma Z-bilinear simétrica nao degenerada pode ser
compreendida como uma forma trago. Nesta secdo veremos uma construcdo de ideais reticu-

lados usando o método de Kriiskemper. Deste, veremos que todo reticulado inteiro pode ser

(?([g)’ onde f(X) € Z[X] é um polinémio

construido como um ideal reticulado sobre
monico irredutivel.

Seja L um Z-mdédulo livre finitamente gerado de rank n e seja b : L x L — Z uma forma
bilinear simétrica. Seja f(z) um polinémio ménico irredutivel de grau n e # € C uma raiz
de f(z). Entao (?(Lijﬁ = Z[#), cuja base é {1,0,...,0"'}. Seja Z um ideal de Z[f] e I* o
codiferente de 7.

Teorema 5.6.1 Se A ¢ uma matriz n X n cujo polinémio caracteristico, x 4, € irredutivel e
0 € uma raiz de x4, entdo o autovetor (vi,vq,...,v,) associado a 0 forma uma base de um

ideal de Z[0).

Demonstragao: Como todas as raizes de x4 sdo simples, os correspondentes autovetores

sao unicamente determinados. Da definicao de autovetor temos que
I TR T (TSI (5.8)

Seja v; = (—1)"*7A;;(A—01,) o cofator do i-ésimo elemento de uma coluna fixada da matriz

(A —#01,). De (5.8) segue que
0 (vy,va,...,vp) = A*(v1,09,...,v), para i=1,...,n.
Como {1,0,6%,...,6" '} forma uma base de Z[f], segue que
a vy + avs + ...+ ayvp,,a; € Z
gera um ideal de Z[6)].

Teorema 5.6.2 (Taussky) Sejab: L x L — Z uma forma bilinear simétrica e S a matriz
que representa b sobre Z. Seja A € M,(Z) uma matriz cujo polinémio caracteristico, x 4, €

irredutivel e S~'AS = At. Entdo S é a matriz de um ideal reticulado.

Demonstragao: Sejam S = (s;;)i';—; € Myp(Z) a matriz de b e A € M,(Z)uma matriz tal

que x4 ¢ irredutivel e S~'AS = A, Provemos que b é uma forma traco escalonada. Seja
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CAPITULO 5. CONSTRUCOES DE IDEAIS RETICULADOS 128

f uma raiz de x4, assim, € é um inteiro algébrico, pois x4 é moénico com coeficientes em
Z. Pelo Teorema (5.6.1), existe um autovetor vy = (v, vy, ..., v,)" de A associado a 6, com
v; € Z[0], tal que {vy,vs,...,v,} é uma Z-base de um ideal de Z[f]. Pela primeira prova
do Teorema 1 de [21], existe um autovetor vy = (v, v,,...,v,)t de At associado a 6, com
v; € Q(f) e tal que

Troe)e(vivy) = 6, Vi, j (5.9)

Como S™'AS = A, segue que A'S~'vy = S~ Avy. Assim, v, e S~'vy sdo ambos autovetores
de A associados a 6. Como x4t = x4 ¢é irredutivel sobre Q, entdo é separavel, e portanto
seus autovalores sao distintos. Desta forma, os subespagos associados a € tem dimenséo 1.
Isto implica que existe a € Q(0) tal que U; = aS vy, isto é, Sv; = avg. Denote S = (s45):;,

assim,

n

! -
E SijVj = av;, Vi
j=1

n

! .
E 8ijV;Vx = Qu;vg, Vi, k,
i=1

n
Z siiTroee)(vjvr) = Tre)e(avive).
j=1

Pela Equagao (5.9), Trqe) segue que si = Troe)e(avivk). Portanto, S é a matriz de
uma forma traco escalonada. Definindo o ideal Z = Zv, @ Zvy & ... & Zv, concluimos a

demonstragao.

Teorema 5.6.3 Seja (L,b) um reticulado inteiro. Entdo existe um inteiro algébrico 6 e um

ideal T de Z[0) e a € (Z?)* C Q(0) tal que b é isomorfa a
IxIT—1Z
(¢,5) —> Tr(azy)

Demostracao: Pelo Teorema (5.6.2), basta mostrar que sempre existe uma matriz A €
M, «n(Z) cujo polindémio caracteristico x4 € irredutivel e totalmente real e que satisfaga
S~1AS = A'. Considere a matriz N = (Xj;), onde X;; = Xj; sdo indeterminadas. Em

[19] é mostrado que o polindmio caracteristico de SN, xsn € irredutivel. Pelo Teorema da
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CAPITULO 5. CONSTRUCOES DE IDEAIS RETICULADOS 129

irredutibilidade de Hilbert, existe z;; = z;; € Q tal que xs(s,;) € irredutivel e totalmente

real. Tome A definida por A = S(z;;). Assim, S™'AS = A =

Baseado na demonstracao do Teorema (5.6.3), obtemos um algoritmo que calcula v, ..., v,

ea,tal que I = Zv) ® Zvy, ® - - - ® Zv, e o ideal reticulado

IxT —7Z

(z,y) — Troe)elazy)
é isomorfo a forma unidade (1,...,1) de grau n. Tal algoritmo pode resumido nos seguintes
passos:
1. Céculo da matriz A.
Primeiramente encontramos uma matriz simétrica A, com coeficientes em Z, tal que
seu polinémio caracteristico, x4(z), seja irredutivel sobre Z e sé possua raizes reais.

Esta matriz pode ser obtida aleatoriamente.

. Calculo do vetor wvy.

Seja 6 uma raiz de x4(z). Considere
'UJ' = (—1)i+inj(A b 9.{“).

O vetor vy é dado por

Un

onde, v; é o j-ésimo cofator em uma dada coluna da matriz (A — 61,).

. Calculo da matriz V.

V' é a matriz das coordenadas de vy,...,v, na base {1,6,...,0"'}.

4. Calculo da matriz H.

A matriz H é dada por
n

H = (Troe)e(6+™?))

1,j=1"
. Célculo do vetor v.

O vetor vy é dado por
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CAPITULO 5. CONSTRUCOES DE IDEAIS RETICULADOS

mn
onde U_; = Z an,jgi—j’ e (?nij)“ H—I(Lf't)—l_

ij=1"—
i=1

6. Calculo de a.

O elemento a é dado por a = EL, para algum i € {1,...,n}. Observamos que o calculo

de « é feito somente para um valor de 1.

7. Célculo da matriz geradora do reticulado.

A matriz geradora do reticulado é dada por

Veroi(v) cer o \fanon(vr)

M= \/C—YTﬂl(U?) L \/CY_nUn(Uz)

Vo101 (vn) 0 \/0non(vn)
Observamos que MM* = I,,.

Exemplo 5.6.1 Seja A uma matriz dada por

0

p.
0
1
0

O polinémio caracteristico de A é xa(z) = x*—62%+4, que é irredutivel sobre Z. Uma vez que
v; = (—1)"A;;(A — 01,,), e escolhendo a coluna 1, obtemos que v; = (—1)'*IA;(A - 01,).

Fazendo os cdlculos, obtemos que

—6% + 26
—26% 42
—20

~2

Vg =

Escrevendo vg na base {1,0,...,0" '}, obtemos a matriz V', dada por

0 -2
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CAPITULO 5. CONSTRUCOES DE IDEAIS RETICULADOS

Como 0 € raiz de z* — 622 + 4, seque que

6 662 — 4,
6° 66° — 40 e
0% = 320% — 24.

Da Defini¢io (1.8.2) temos que Tr(1) = 4 e Tr(0) = 0. Para calcular Tr(6?) e Tr(63)
também usaremos a Definigio (1.3.2). Como o polinémio irredutivel de 6% sobre Q é z* —

6x + 4, seque que

Tr(6%) = Troueyo(Trewyaw (6%)) = Treenie(0*.[Q(6) : Q(6%)]) = 2Trquxe(¢%) = 12.
TT(B” = TT(692 = 4) = 6TTQ(92)|Q(TT@(5)!Q(Q2)(92)) = TT(4) = 6.12 — 16 = 56.
TT‘(@G) - TT(3292 == 24) = 32T?‘Q(92)|Q(TTQ{9)|Q(92)(92)) = TT(24) = 32.12 — 96 = 288.

Como o polinémio irredutivel de 0° sobre Q é z* — 1162% + 484, seque que

Tr(6*) =0
Tr(6%) = Tr(66° — 46) = 6Tr(6%) — 4Tr(8) = 0.

Deste modo, temos as sequintes matrizes

4 0 12 0
0 12 0 56 .

H= O Hl=
12 0 56 0

0 56 0 288

Uma vez que v} = E m;;0°", temos que

i=1

Tp_ 3p3
409 309
50~ 4
11 1p3
_E9+ 209

11 1 2
—4—0'9+ ﬁﬂ
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CAPITULO 5. CONSTRUCOES DE IDEAIS RETICULADOS 132

Escolhendo por exemplo i = 4 temos a = :—:- = %6 - %9"". Além disso, temos que o conjunto

das raizes de x4 € dado por {—1iv/10 — %\/ﬁ, 1V10 -} 2,-1v10 + %\/ﬁ,% 10 — %\/ﬁ}
Logo as imersées reais de 0 sdo: 0,(0) = —2,288245611, 05(0) = 2,288245611, o3(0) =
—0, 8740320490 e 04(0) = 0,8740320490. Assim, a matriz geradora do reticulado é dada por

0,60150 —0,60150 —0,37174  0,37174
—0,68819 —0,68819  0,16245  0,16245
0,37174 —0,37174  0,60150 —0,60150
—0,16245 —0,16245  0,6881 —0,6881

Exemplo 5.6.2 Para a dimensio n = 2, seja a sequinte matriz

A=
1 0

O polinémio caracteristico de A, é dado por xa(z) = z? — 2 — 1, que é irredutivel sobre Z.

Escolhendo i = 2 e fazendo os cdlculos obtemos que

Sendo 6 uma raiz de * — x — 1, seque que 6% = 6 + 1. Assim, Tr(1) = 3 e pela definicao
(1.8.2), temos que Tr(0) = 1. Assim, Tr(6%) = Tr(f) + Tr(1) = 1+ 2 = 3. Deste modo,

obtemos as sequintes matrizes

RS o=

-1

)=
-1

2
Como v; = E m;0°", seque que

i=1
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'Ub(

Escolhendo i = 1, obtemos que o = 3—1- = % + g e que o conjunto das raizes de xa(zx) € dado

por {3 + 3v5,1 — 1V/5}. Deste modo, as imersoes reais de 6 sio o,(f) = 1,61833989 e

02(0) = —0,61833989. Assim, a matriz geradora do reticulado é dada por

M = ( —0, 850686768 —0, 525672923 )

-0, 525672923 0, 850686768
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