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“Nós geralmente descobrimos o que fazer percebendo aquilo que não devemos fazer.

E provavelmente aquele que nunca cometeu um erro nunca fez uma descoberta.”

Samuel Smiles
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Resumo

Este trabalho é dedicado a descrição de alguns métodos algébricos para obtenção de bons

reticulados. Através da teoria de ideais reticulados vimos algumas construções de reticulados

rotacionados, obtendo reticulados tão bons quanto os já conhecidos. Nessas construções o
desempenho do reticulado está totalmente relacionado com a estrutura do corpo de números

K com o qual estamos trabalhando.

Palavras­chave: reticulados, ideais reticulados, diversidade, distância produto mínima.
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Abstract

This work is dedicated to description of some algebraic methods for attainment of good
lattices. Through the theory of ideal lattices we make some lattices constructions obtained

lattices so good how much already known. In these constructions, the performance of the

lattices one total is related with the structure of number field K with which we are working.

Keywords: lattices, ideal lattices, diversity, minimum product distance.
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Introdução

Introdução
Em um sistema de comunicação digital, o objetivo é transmitir dados de uma fonte até

um destino. O meio usado para esta transmissão é chamado de canal e pode ser um cabo

coaxial, fibra óptica, a atmosfera (no caso de ondas de rádio), CD's, disquetes, DVD's (no
caso de canais de armazenagem),etc.

Em um sistema tradicional, os dados gerados pela fonte são símbolos de um alfabeto A.

Como cada símbolo tem sua probabilidade de ocorrência, estes dados são processados pelo

codificador de fonte, com o objetivo de eliminar redundâncias e desta forma compactar a

informação.

As sequências geradas pelo codificador de fonte são então processadas pelo codificador

de canal, que introduz redundâncias gerando sequências de símbolos de A que são chamadas

de palavras código. Para a transmissão, o modulador associa a cada palavra código x um

conjunto de símbolos analógico, que é então enviado pelo canal.

A imperfeição do canal gera distorções e o sinal recebido nem sempre coincide com o

enviado. O demodulador faz então a melhor estimativa, fornecendo uma sequência r de

símbolos de A. Devido ao ruído, é possível que r não seja uma palavra código. Então, o

decodificador de canal associará uma palavra código, que é a melhor estimativa.

Finalmente, o decodificador de fonte associará a esta palavra código a suposta sequência

original de símbolos enviada. O diagrama abaixo ilustra o processo.

—  |[Codif. deFonte:—  |Codif. de Canal|
Y"

"

'"

| Demodulador |
1

«+— [Decodif. de Fontele— |Decodif. de Canal|

Cada uma destas etapas gerou grandes áreas de pesquisa, que se desenvolveram, de certa

forma, independentemente.

A teoria dos códigos corretores de erros nasceu em 1948, com o famoso trabalho de

Shannon [1], onde foi demonstrado o Teorema da Capacidade de Canal. Em linhas gerais, este
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Introdução

resultado diz que para transmissão de dados abaixo de uma taxa C (símbolos por segundo),

chamada de capacidade do canal, é possível obter probabilidade de erro tão pequena quanto

se deseja através de códigos corretores de erros eficientes.

A Teoria Algébrica dos Números tem sido bastante útil no desenvolvimento de códigos

corretores de erros e reticulados. Corpos finitos foram a ferramenta chave para o desenvolvi­

mento dos códigos binários, estruturas que despertaram gradativamente o interesse dos pes­

quisadores em teoria das comunicações. Recentemente, a preocupação de perder informações

nas comunicações sem fio forçou os pesquisadores da teoria da codificação a trabalhar com ca­

nais com desvanecimento. Deste modo, novos critérios para a obtenção de códigos vem sendo

consi­

derados com a finalidade de aperfeiçoar o desempenho dos sistemas de transmissão sem fio.

E neste contexto que constelações de sinais de reticulados rotacionados têm sido propostas

para transmissão sobre o canal Rayleigh com desvanecimento. Reticulados algébricos, isto

é, reticulados construídos via o homomorfismo canônico de um corpo de números algébricos,

são providos de uma ferramenta eficiente para construção de tais códigos reticulados. À

razão é que os dois principais parâmetros para a construção desses códigos, a diversidade e a

distância produto mínima do reticulado, estão diretamente relacionadas com as propriedades

do corpo de números em questão.

O presente trabalho está dividido em cinco capítulos. Os Capítulos 1, 2 e 3 são dedica­

dos a Teoria Algébrica dos Números, onde apresentamos alguns conceitos e resultados que
serão utilizados no decorrer do trabalho. No Capítulo 4 definimos reticulados algébricos

e fornecemos o Método de Minkowiski para geração de reticulados no R". Ainda neste

capítulo introduzimos a teoria de ideais reticulados, descrevendo seus principais resultados.

No Capítulo 5 apresentamos cinco construções de Z"­reticulados rotacionados. Tais cons­

truções são: construção quadrática, construção ciclotômica, construção cíclica, construção

mista e finalmente uma construção via o método de Krúskemper.
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Capítulo 1

Teoria algébrica dos números

Neste capítulo introduzimos conceitos importantes da Teoria Algébricos dos Números tais
como elementos inteiros sobre anéis, norma e traço de elementos. Enfocamos também as

principais propriedades dos anéis Noetherianos, dos anéis de Dedekind e anéis de frações.
O objetivo deste capítulo é introduzir conceitos que serão usados nos capítulos posteriores,

e os resultados podem ser encontrados nas referências [2], [3], [4], [5] e [6].

1.1 Módulos Noetherianos

Nesta seção apresentamos os conceitos de módulos e módulos Noetherianos juntamente com

suas principais propriedades.

Definição 1.1.1 Seja A um anel. Um A­módulo M é um grupo abeliano (aditivo) munido
de uma aplicação Ax M — M, denotado por (a, m) — am, tal que, para quaisquer
a,bEeAex,yEM, tem­se:

i)OlT +y)=ar+aoy,
ii) (a + b)r = ax + bx;
iii) (ab)r = a(bx);
iv)lr=r.

Definição 1.1.2 Sejam A um anel e M um A­módulo. Um subconjunto N C M não vazio
é um A­submódulo de M se, com as operações herdadas de M, também é um A­módulo.
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CAPÍTULO 1. TEORIA ALGÉBRICA DOS NÚMEROS

Definição 1.1.3

1. Um A­módulo M é dito finitamente gerado se existem x1,...,xtr E M tais que
M = Ar, +++ + Ar,, e neste caso, dizemos que x17,::* , xr formam um sistema de

geradores de M.

2. Um conjunto de elementos x1,...,xr, E M são linearmente independentes (sobre
7

A) se a igualdade Sai = 0, coma; E A, implicar que a7 =­­­ = ar = O.
i=1

3. Se além disso, 11,...,rs formarem um sistema de geradores de M, então eles formam
uma base de M.

Observação 1.1.1 É importante lembrar que nem todo módulo finitamente gerado possui
uma base. Um A­módulo que possui uma base é chamado de A­módulo livre, e o número de

elementos da base é chamado de posto de A.

Definição 1.1.4 Sejom M um A­módulo e 1 CR CC: CIT, CC uma sequência

crescente de A­submódulos de M. Esta é uma sequência estacionária se existir np E N tal

que I”, = In, para todo n > no. A definição é análoga para sequência decrescente estacionária.

Definição 1.1.5 Sejam A um anel e M um A­módulo. Dizemos que M é um A­módulo

Noetheriano se satisfaz uma das seguintes condições:

1) Toda família não vazia de A­submódulos de M tem um elemento marimal.
2) Toda sequência crescente de A­submódulos de M é estacionária.
3) Todo A­submódulo de M é finitamente gerado.
Dizemos que À é um anel noetheriano se À considerado como um A­módulo for noethe­
riano.

Proposição 1.1.1 Todo anel principal A é noetheriano.

Demonstração: Considere uma sequência crescente de A­submódulos de M,

LhcechtBcessclhhEesss

Como AÀ é principal, todos os ideais de À são principais e como os submódulos de À são

exatamente os ideais de A, segue que os submódulos de À são principais. Temos que 1 =

U In é um ideal de A. Agora, notemos que Ir, C I = (a), para todon E Nea E Ir,, para
nEN

algum nº E N, pois a E (a) = 1 = U In. Como a E In, e a E (a) segue que I = (a) C Tn,
nEN

Portanto, 1 = In,. Ássim, existe no E N tal que Vn > nº temos que IL, = In,. =
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CAPÍTULO 1. TEORIA ALGEÉBRICA DOS NÚMEROS

Teorema 1.1.1 Sejam A um anel principal, M um A­módulo livre de posto n, e M' um
A­submódulo de M. Então:

1) M' é livre de posto q, 0<q<n.

ii) Se M' £ (0), então existe uma base fei,..., en) de M e elementos não nulos a1,...,a7 €
A tal que (me, ..., age) é uma base de M' e que a; divide a;x11, para à = 1,2,...,q­ 1.

Demonstração: Para M = (0) o resultado é trivial. Consideremos portanto M 3 (0).
Seja L(M, A) o conjunto das formas bilineares sobre M. Para u E L(M,A), u(M') é um
submódulo de A, um ideal de A. Como todo ideal de À é principal, podemos escrever

u(M') = Aa,, com a, E A. Pela Proposição (1.1.1), segue que À é um anel Noetheriano,
então existe u E L(M, A) tal que Aa, é maximal entre todos os Aa,, v E L(M,A). Seja
ÍT1,XT2,..., Tn) uma base de M, a qual o identifica com A”. Seja Pr, : M — A a projeção na
i­ésima coordenada, isto é, Pr,(x;) = ó;;. Como M' £ (0), para pelo menos um i, 1 <i<n,
P..(M') £ (0). Consequentemente, a, É O. Pela nossa construção, existe e' E M' tal que
u(e') = a,. Mostremos que para todo v E L(M, A), au | v(e'). Se d = mde(a,, v(e')), existem
bcE A tais que d = ba, + cv(e!), ou seja, d = (bu + cu)e/. Como w == bu + cu é uma forma
linear sobre M, Aa, C Ad C w(M'). Pela maximalidade de Aa, segue que Ad = Aa,, o que
implica que a, | v(e'). Em particular, a, | Pr,(e'), então, Pr,(e') = avbi, com b; E A. Faça

n

e= Ss. bir;, então e! = a,e. Como u(e') = a, = a,u(e), segue que u(e)=1. Mostremos que :
i=1l

1. M= Ker(u) & Ae.

2. M'=(M'nN Ker(u)) E Ae', onde e = ae

1. Paratodox € M,x = ulr)e+(r—­ul(xr)e). Observe que u(xr—u(x)e) = u(x)­u(xr)u(e) =
O, pois u(e) = 1, então x — u(x)e € Ker(u). Isto mostra que Ae+ Ker(u) = M. Além
disso, Ae nN Ker(u) =. Portanto, M = Ker(u) & Ae.

2. Para y € M, u(y) = ba,, com bE A, tal que y = baye + (y — u(y)e) + be! + (y — uly)e).
Além disso, temos que y — u(y)a E Ker(u) e y — u(y)Jae = y — be! E M', ou seja,
y — uly)a € (M'N Ker(u)) e be! E Ae! C Ae, e isto conclui (2).

Finalmente vamos a demonstração do teorema. i) Faremos por indução sobre o posto q

de M'. Seg=0, M' =(0) e não há o que provar. Se q > O, M'N Ker(u) tem rank
q — 1 (de acordo com (2)) e portanto, M' nN Ker(u) é livre, de acordo com a hipótese de
indução. Como a soma em (2) é direta, obtemos uma base para M', adicionando e' a base
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CAPÍTULO 1. TEORIA ALGÉBRICA DOS NÚMEROS

de M' Nn Ker(u). Consequentemente, M' é livre de posto q. ii) Faremos indução sobre n,
o posto de M. Novamente, se n = O não há o que provar. Suponhamos então n > O.

Pelo item i), Ker(u) é livre de posto n — 1, já que a soma em (1) é direta. Aplicaremos
a hipótese de indução para o módulo livre Ker(u) e para o submódulo M' n Ker(u): se
M'N Ker(u) £ (0), existem q < n, uma base feg,...,en) de Ker(u) e elementos a2,...,a,
de A não nulos, tal que fases,...,a7eQ) é uma base para M' 1 Ker(u), e tal que a; | ax,
para 2 <i <q—l. Com as mesmas notações acima, seja a, = a, e e; = e. Então, de acordo

com (1), fe1,e2,..., en) é uma base para M e de acordo com (2), e do fato de é! = mes,
segue que fajei, 4262, ...,0 6) é uma base para M'. Falta mostrar que a, | aºs. Seja v
uma forma linear sobre M definida pela relação v(ei) = v(es) = 1 e v(e;) = O, para 1 > 3.
Então a; = a, = víave,i) = v(e!) E v(M'), então Aa, CE v(M'). Pela maximalidade de Aa,,
concluímos que v(M') = Aa, == Aa. Como as = v(azes) E v(M'), temos que a, € Aa, e
isto implica que a, | a2, e isto conclui a demonstração. =

Proposição 1.1.2 Sejam À um anel, M um A­módulo e N um submódulo de M. Então M

é noetheriano se, e somente se, N e N são noetherianos.

Demonstração: Suponha que M é noetheriano. Seja (Mn)n>o uma sequência crescente de
A­submódulos de N. Então (Mn )n>o também é uma sequência crescente de A­submódulos de
M. Como M é noetheriano, segue que (Mn )n>o é estacionária. Portanto, N é noetheriano.

Para mostrar que Tv é noetheriano, sejam

S = ( submódulos de M que contém N) e T = ([ submódulos de T).
A aplicação é : 5 —> T definida por Á(L) = = para L € S, é uma bijeção de S em 7.

M
Assim, se (Mr )n>o é uma sequência crescente de A­submódulos de No então (É! (Mn))n>o
também é uma sequência crescente A­submódulos de M. Como M é noetheriano, segue que

(o (Mni))n>o é estacionária, e portanto (Mn )n>o é estacionária. Assim, Tv é noetheriano.
Reciprocamente, suponhamos que — e N são noetherianos. Seja (Mr )n>o uma sequência
crescente de A­submódulos de M. Assim, (N N Mp)n>o é uma sequência crescente de A­
submódulos N. Como N é noetheriano, segue que (NNMh)n>o é estacionária, ou seja, existe
k E N tal que

MannM,
= > — = >

Rk.M.NN=MHON,Vn2keTE ==,
Vi 2
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CAPÍTULO 1. TEORIA ALGEÉBRICA DOS NÚMEROS

Sabemos, que M, E Mh41, Vn > k. Ser E Mh41, então existe y E M, tal que HM, = y+N.

Assim, 7 — y E NN Mi = NN M,. Logo, 7 —­yE M, e como y E M, segue que x EM,.

Portanto, M, = Mn41, Von > k e assim, M é noetheriano. =

Corolário 1.1.1 Se M1,..., M, são A­módulos noetherianos então o produto My x­­­xM,
é um A­módulo noetheriano.

Demonstração: Faremos a prova por indução sobre n. Para n = 2, identificamos M7 >

Mx 10) E M; x M, e definimos a função é : Mx Ma — M, tal que p(0,y) = y. Como é
Mx M.um homomorfismo sobrejetor, segue que aRARO M,, onde ker p = M, x (0). Como M,

ker
:

M, x M.
, : o”é noetheriano, segue que Mx (0) = M, é noetheriano e pela Proposição (1.1.2), segue que1

M, x M, é noetheriano. Suponhamos agora, por hipótese de indução, que M= M xx

Mp1 é noetheriano. Como M,, é noetheriano, segue do caso n = 2, que M= M x:­:x M,
é um A­módulo noetheriano. =

Corolário 1.1.2 Se A é um anel noetheriano e M é um A­módulo finitamente gerado, então
M é um A­módulo noetheriano.

Demonstração: Seja fei,...,en) um conjunto de geradores do A­módulo M. Temos que a

aplicação é : A" — M definida por p(a,...,an) = mer +++ Inên, é um homomorfismo
sobrejetor. Assim, pelo Teorema do Homomorfismo, temos que E = M. Como A éer

noetheriano, pelo Corolário (1.1.1), segue que A” é noetheriano. Pela Proposição (1.1.2),
segue que M é um A­módulo noetheriano. =

Proposição 1.1.3 Em um anel noetheriano A todo ideal contém um produto de ideais pri­

mos.

Demonstração: Sejam À um anel noetheriano e F' o conjuntos dos ideais de À que não

contém um produto de ideais primos. Suponhamos F £ (. Como A é noetheriano, segue
que F tem um elemento maximal M. Temos que M não é um ideal maximal, pois caso

contrário, M seria primo e assim, M € F. Assim, existem x,y € A— M tal que xy E M.

Notemos que M € (x) HM e M & (y) + M. Logo, (x) + M e (y) + M não pertencem a F.
Assim,

P1h2...Pn E (x)+ M e q192..­47E (4)+ M,
onde p;, q; são ideais primos de A, e

(P1p2...Pn)(A192... An) S ((x) + M)((Y) +M) E M,
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o que é um absurdo. Portanto, F =/9. m

Corolário 1.1.3 Em um domínio noetheriano, todo ideal não nulo contém um produto de

ideais primos não nulos.

Demonstração: Análoga a Proposição (1.1.3). =

Definição 1.1.6 Seja A um anel. Dizemos que a E À é nilpotente se a” = O, para algum

n>0. Dizemos que À é um anel reduzido se o único elemento nilpotente de A é o zero.

Corolário 1.1.4 Se A é um anel noetheriano reduzido, então o ideal nulo de A é uma

intersecção finita de ideais primos não nulos de A.

Demonstração: Pela Proposição (1.1.3), temos que o ideal nulo de um anel noetheriano

contém um produto de ideais primos. Portanto, (0) = TI». Vamos mostrar que (0) =
9

pis. Temos que (0) E pi N...Np,. Por outro lado, se x E pi N...Np,, então xFtetota e
i=1

9

pã...py =(0). Como A é reduzido, segue que x = O. Portanto, (0) = n pz.

Lema 1.1.1 Se A,As são ideais de um anel A e Ay + Ag = A então MAs = AL NAs.

Demonstração: Temos que Ads C A, e A As € Às e assim Ads € A; N As. Agora,
suponhamos que x E A; NA,2. Por hipótese, A1 +A,s = A, assim, existem elementos a; E A,,

a2 E As tal que 1 = a1 + a2. Logo, x = ar + asrt é a soma de dois elementos de A,A».
Assim, A; N As € Ao. Portanto, 4 Ao = A NAs. "=

Lema 1.1.2 Se A é um anel e 02StAnkh. é um conjunto finito de ideais de A, tais que
A; +Aj= A, parai É ), então A/[] Az [144
Demonstração: Faremos a prova por indução sobre n. Para o caso n = 2, seja a aplicação

PÇ: A A/A x A/As,

definida por (a) = (a + A,a+ As), coma E A. Assim ker() = A; N| As, uma vez que,
(x) = (0,0) se, e somente se, (r­+A1, 1+A2) = (0,0) se, e somente se, z+A, = Dex+A,=0
se, e somente se x E A, e r E As, se e somente se, 7 E A; N| As. Quanto a sobretividade,

dados y, z E A, devemos encontrar x E A tal que (y + A1, 2 + Az)>=(t+A,1+Ao) = (0).

a
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CAPÍTULO 1. TEORIA ALGÉBRICA DOS NÚMEROS 11

Como A, + 437 = A, existem elementos a; E A, 2 E Às tais que 1 = a; +as. Seja,

1 =a,2+ay. Como az = l1(modulo A) e 17 = l1(modulo Az) segue que x = y(modulo A)
exr=z(modulo As), isto é Tr HA =y+ A er+A=2+ As, ou seja, v é sobrejetora.
Portanto, A/A, N As = A/A, x A/As, e pelo Lema (1.1.1), temos que

Agora, supomos que o resultado é verdadeiro para Vk < n. Fazendo b = Az... An, temos

que À, + b = A, uma vez que A, + A; = À, para 1 > 2, e assim, existem elementos c; E A)
n

e a; E A; tais que ci H+a; = 1. Logo, 1 = Ile: + aj) = c+ a2...0an, onde c é a soma dos
i=2

termos que contém no mínimo um c; como fator. Logo, c E A1. Como a2...ar E b, segue

que A, +b= A. Pelo caso n = 2, segue que A/Ab = A/A, x A/b, e por hipótese de indução

temos que AIJ A: o [1A/A:: =

i=1 i=1

Definição 1.1.7 Um espaço vetorial V sobre um corpo K é uma K­álgebra se existe uma

multiplicação em V satisfazendo,

1. a(btc)=ab+ac, Va,b,cE V,

2. a(ab)=(aa)b=a(ab), Ya EK ea,bE V,

3. a(be)=(ab)c, Va, b,cE V,

4. NyEeV;aly=a=1lvya, Va E V

Observação 1.1.2 Se ab = ba, Va,b € V, dizemos que V é uma K­álgebra comutativa.

1.2 Anel de inteiros

Nesta seção, apresentamos o conceito de anel de inteiros e faremos um estudo sobre as suas

principais propriedades.

Definição 1.2.1 Sejam B anel e A um subanel de B. Dizemos que um elemento a € B

é inteiro sobre A, se a é raiz de um polinômio mônico com coeficientes em A, ou seja,

existem ao,...,an1 E A, não todos nulos, tal que PM +an 10"! +: c+amoataç=0. Essa
equação é chamada de equação de dependência integral de a.
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CAPÍTULO 1. TEORIA ALGÉBRICA DOS NÚMEROS 12

Exemplo 1.2.1 Se a=V/5+Y7eER, temos que a é inteiro sobre Z, pois a é raiz do
polinômio x* — 24xº +4 E Z[x].

Teorema 1.2.1 Sejam AC B anéis eae B. São equivalentes as seguintes afirmações:
i) a é inteiro sobre A.
1) O anel Ala] é um A­módulo finitamente gerado.
11) Existe um subanel R do anel B tal que R é um A­módulo finitamente gerado que contém
Aea.

Demonstração: i) => ii) Temos que Ala] = ()”;a;joº : a; € A). Por hipótese, temos que a
é inteiro sobre A, assim, existem ao, ...,an—1 E À, não todos nulos, tais que

a +ansat + +ametaçaO.

Seja M = [1,0,..., 0” ] um A­módulo finitamente gerado. Vamos mostrar que Aja] = M.
Temos que a” = —(an10" !+:­­+aat+a),ouseja, º E [1,0,..., a" ]. Agora, vamos
provar por indução que aº € [1,0,...,a”!], para je N. Temos que a? E [L,a,..., a"),
Vj <n. Suponhamos por hipótese de indução que 0º E [1,0,...,a"7!] e mostremos que
at! E 1,a,...,0"']. Por hipótese de indução existem bo,...,bn—1 E À tal que o =
bi"! +... +bhiat+bo Assim,

ot! = oo

(br10" ++. +biat+bo)a
bn=10" +++ + biat + boa
bn1(Tan10 To aan a)+: + bol d+ bia
—br21 an, briaa — bao +++ +biat +boa

—açbn—1 + (—bn210) + bo)a ++ (bn=2 = bn10n21)A"L,

ou seja, à € [1,a,...,a”!], paraj € N. Por outro lado, [1,a,...,a"*] c Aja]. Assim,
[1,a,..., a”) = Ala]. Portanto, Afa] é um A­módulo gerado por 1,a,...,a”!. Para il)=
tit) como a E Ala] e A € Alfa], é suficiente tomar R = Ala]. Finalmente, para iii) i) seja
R=(y1,...,yn) um A­módulo finitamente gerado tal que AC RC BeaeE Rh, ou seja,

R= AY +:­­+ Ay, Comoate R temos que ay; E R, para i=1,...,n. Assim, existem
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a;; € À, com 1 <1,]j < n, de modo que
á

ay, = ay, + c++ adinyn

| AY2 = AaY1 + **­­ + AontUn

(| XYn = Anil +++ AnnUns

á

(a = au)y, — aAoyYy2 — ++ — Aintn
—a2ays, + (& — as2)ya — ++ dantn

L rAniY1 — ApoUyg — **c + (a = Ann)Un
Na forma matricial, temos

(a —= a11) —a12
as (a = 22)

—Ani ... ... (a — Ann) Un

Seja D o determinante da matriz dos coeficientes do sistema linear. Pela regra de Cramer,
n

temos que Dy; = O, paraj = 1,...,n. Como 1 E R, segue que 1 = Nei, com c; E À,
j=1

n n

e assim, D = D­1 = DD cjuj=)" cjiDy; = 0. Observemos que D é uma equação de
j=l j=1

dependência integral de a uma vez que D = a" +b, 10" !+­:­+b=0, onde cada b; E A.
Portanto, a é inteiro sobre A. =

Corolário 1.2.1 Sejam A € B anéis, e sejum 01,...,a07, E B. Se a é inteiro sobre A,

as é inteiro sobre Alo], ... e an é inteiro sobre Alan, ...,An—1), então Alan, ..., an) é um
A­módulo finitamente gerado.

Demonstração: Se a, é inteiro sobre À, então pelo Teorema (1.2.1), temos que Alfa]
é um A­módulo finitamente gerado. Assim, suponhamos que R = Afm,...,anX1) Seja
um A­módulo finitamente gerado por fui,v2a,...,Un) e que a, seja inteiro sobre R =
Alan, ..., QnX1). Pelo Teorema (1.2.1), temos que Rjlar,] é um R­módulo finitamente gerado.
Assim, existe fwi,...,w.;) C Rar] tal que

Ran) = Al, ..., an) = YO Ru; = > ”e Ww;i = DS ajujus.
i=1 Jii=1 Nj=1
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Logo, (vujw;) para à = 1,...,5sej=1,...,n, gera Rlan) como um A­módulo. Portanto,
Alan, ..., an) é um A­módulo finitamente gerado. =

Observação 1.2.1 Quando B = T, o corpo dos complexos, e os coeficientes do polinômio

são números racionais, dizemos simplesmente que à é um número algébrico. Se os coefi­

cientes do polinômio mônico são números inteiros, a é chamado inteiro algébrico.

Exemplo 1.2.2 O elemento a = V13 é um inteiro algébrico, pois é raiz do polinômio

mônico xº — 13 € Z|x]. O elemento a = V2+ 3 é um inteiro algébrico, pois é raiz do
polinômio mônico x* — 10xº +1 € Zlx).

Corolário 1.2.2 Sejam A € B anéis. Se a,B € B são inteiros sobre A, então a +, ab
são inteiros sobre A.

Demonstração: Temos que a + 6, af pertencem a Aja, 6]. Pelo Corolário (1.2.1), temos
que Ala, 0] é um A­módulo finitamente gerado e pelo Teorema (1.2.1), segue que a + 6, ab
são inteiros sobre A. +)

Teorema 1.2.2 Sea é uma raiz de um polinômio mônico, onde os coeficientes são inteiros

algébricos, então a é um inteiro algébrico.

Demonstração: Seja a" + an10” +: +aa+ a, tal que a;,para i=1...,n—1
pertença ao conjunto dos números complexos que são raízes de polinômios mônicos com

coeficientes em Z. Fazendo B = Z[ag, ... an—1, O], bo = ao, ..., bnX1 = an) € bi = a temos,
pelo Corolário (1.2.1), que Z[bo,..., br) é um Z­módulo finitamente gerado. Pelo Teorema
(1.2.1) segue que a é um inteiro algébrico. =

Definição 1.2.2 Sejam AC B anéis. Dizemos que B é inteiro sobre AÀ se todo elemento
de B é inteiro sobre A.

Exemplo 1.2.3 Dentre os anéis que satisfazem esta condição está o anel dos inteiros de

Gauss, Z[il, pois todo elemento a + bi de Z[i] é raiz do polinômio xº — 2ax +(aº +b?) E Z(x).

Definição 1.2.3 Sejam AC B anéis.

(1) Og=(aEeEB:a é inteiro sobre A) é chamado anel de inteiros de À em DB.
(2) Se A é um domínio e B = K o corpo de frações de A, dizemos que Op é o anel de
inteiros de A em K. Além disso, se A= Op dizemos que A é um anel integralmente
fechado.
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Proposição 1.2.1 Sejam AC B anéis. Então AC Og € B.

Demonstração: Pelo Corolário (1.2.2), temos que Og é um subanel de B . Agora, se
a E A, então a é raiz do polinômio p(t) = x — a, que tem coeficientes em A. Assim,
a E Og. Portanto, AC Og C B. =

Proposição 1.2.2 Sejam AC BC R anéis. Assim, R é inteiro sobre À se, e somente se,
R é inteiro sobre B e B é inteiro sobre A.

Demonstração: Suponhamos que R é inteiro sobre A. Se a E R, então existem ao, ..., An] E
A, não todos nulos, tal que

a tania"! +. +açãO.

Como À C B, segue que a; E B, para i = 0,1,...,n — 1, ou seja, a é inteiro sobre B.
Portanto, R é inteiro sobre B. Agora, seja a € B. Como B C R, segue que a E R, então,
por hipótese a é inteiro sobre A. Portanto, B é inteiro sobre A. Reciprocamente, seja a E R.
Como R é inteiro sobre B, segue que existem bp, ...,bn—, E B, não todos nulos, tal que

a" +bi1aº +: +bo=O0.

Seja C = Albo,..., bn—1]. Logo, a é inteiro sobre C. Como B é inteiro sobre A, segue que os
b;s são inteiros sobre A. Pelo Corolário (1.2.1), segue que Cla] = Albo, . . . bn­1,0] é um ÀA­
módulo finitamente gerado. Pelo Teorema (1.2.1), temos que a é inteiro sobre A. Portanto,
R é inteiro sobre A. an

Proposição 1.2.3 Sejam A € B anéis com B um domínio e inteiro sobre A. Então A é

um corpo se, e somente se, B é um corpo.

Demonstração: Suponha que AÀ seja um corpo. Seja a E B, a £ 0. Como B é inteiro sobre

A então a é inteiro sobre À e, portanto, pelo Teorema (1.2.1) segue que A[a] é um espaço
vetorial finitamente gerado sobre A, pois À é um corpo. Seja

4 : Ala] — Ala]
br—ba, Vbe Alal.

Temos que + é A­linear e Ker(y) = (b E Alfa] : p(b) = 0) = (0), pois v(b) = O se, e somente
se, ba = 0 e como B é um domínio e a É£ O segue que b=0. Deste modo, + é injetora e
como estamos considerando espaços de mesma dimensão finita, segue que + é sobrejetora.
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Portanto & é bijetora. Assim, como 1 E Ala] segue que exite ' E A[a] tal que a = 1, ou
seja, a é inversível em B. Portanto B é um corpo. Reciprocamente, seja a €E A, a É O.
Como A C B então a € B e como B é um corpo segue que a”! E B. Como B é inteiro sobre
A,ea' e B segue que

(a!) +ans(a t+ sc +a(o!)+a=O,

com a; E A não todos nulos. Multiplicando por a !, obtemos

alta, + o +aat +ação!=0

a =­(aa + +adM  +anth ea.

Portanto A é um corpo.

Proposição 1.2.4 Se A é um domínio, então Og é um anel integralmente fechado.

Demonstração: Seja K o corpo de frações de A. Assim, K também é o corpo de frações de

Op. Seja a E K inteiro sobre Og. Como Og é inteiro sobre À segue da Proposição (1.2.2)
que a é inteiro sobre À e, portanto, a € Og. Assim, Op é um anel integralmente fechado.m

Proposição 1.2.5 Se A é um anel principal, então A é um anel integralmente fechado.

Demonstração: Seja K o corpo de frações de A. Seja a E K inteiro sobre À tal que a = +
com a,b € A e mde(a,b) = 1. Assim, existem a; € A, i = 0,1,...,n — 1, não todos nulos,
tal que

a" tania"! +. +ag=O0.
a

b
, temos que

(5) +Aan1 (E + +ag=0.
Substituindo a por

Multiplicando por b", obtemos

a" +ansat”lbt+­+abt=O,

a” = b(canat tah).
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Logo b divide a” e como mdec(a, b) = 1, segue que b divide a, o que implica que a = bc. Usando

novamente o fato de mdec(a,b) = 1, temos que existem xro,yo E A tal que axo + by = 1.
Assim, bero + byo = 1 o que implica que b(cro + yo) = 1. Assim, b é inversívelem A e
a=ab'! e A. Portanto, À integralmente fechado. um

Exemplo 1.2.4 O anel Z dos números inteiros é integralmente fechado, pois é principal.

Todo domínio fatorial é integralmente fechado.

1.3 Norma e traço

Nesta seção, apresentamos os conceitos de norma e traço de elementos. Também provamos

que o anel de inteiros é um A­módulo livre, onde À é um anel principal.

Sejam A € B anéis, onde B é um A­módulo livre de posto finito n. Seja fen,...,en)
uma base de B sobre À e seja 0 : B — B um homomorfismo. Assim,

o0(e) = ane, + a1262 + ­­­ + Ainên,
0(€2) = ane, + Ad22€62 Fe t+ Adonên,

o(en) = an e, + An2e2 +++ Annen,

o(e) e,

com a;; E A, onde 1 <1,j <n. Assim, : = [ais]
o(en) en

n

Definição 1.3.1 Definimos o traço de o por Treja(o) = Dr a norma de o por
i=1l

Ngja(o) = det(a;;) e o polinômio característico de o por xeja(x) = det(xl — o).

Assim, temos que:

Trgalo+o) = Trea(o)+Tre(o)
Ngpja(oo ) = Npjalo)Np a(o )

xeBjA(r) = det(rl—­0o)=2"—(Trga(o))8" + +++ (—1)"det(o).

Definição 1.3.2 Sejam A um anel e B um A­módulo livre. Considere o endomorfismo

0º: B— DB definido por oa(x) = ax, coma E B. O traço de a E B é definido por
Trpja(a) = Tre 4(00), a norma de a E B por Ngja(a) = det(04) e o polinômio característico
de a por xgja(x) = det(xI — 01).
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Vale ressaltar que quando não houver dúvidas a respeito dos anéis com os quais estamos

trabalhando, denotaremos T're4, Nega € XBIA(D) simplesmente por Tr, N e x(r).
Sejam Q € K € L corpos, onde K € L é uma extensão finita. Se ,a ELeaeEK,

então valem as seguintes propriedades:

1. Trug(o0 +) =Trug(o) + Truk(o)

. Trug(oa)=aTruKk(0)

. Trug(o) = [L : Kla

. Nug(o) = altK

. Nuxg(ao) = aNyg(o)

. Nux(aa') = Nux(o)Nukg(o),

ese KCMCLtemos que

7. Nux(oa) = Nuk (Num(0))

8. Trux(a) = Trmk(Trum(0)).

Proposição 1.3.1 Seja K um corpo de característica zero ou um corpo finito. Sejam L uma

extensão algébrica de graun de K, a um elemento de L e à1,...,an as raízes do polinômio

minimal de a: sobre K. Então Tr(a) = 4 +: +an, Ní(a) = n...a07, ex(t) = (r­ a)

(x — as): (tr— an).

Demonstração: Primeiramente faremos a demonstração para o caso em que a é um ele­

mento primitivo de L sobre K, ou seja, L = K[al. Se f(x) o polinômio minimal de a sobre
K, então L é K­isomorfo a FEL e (1,0,...,0”) é uma base de L sobre K. Tomando(S(2))

f(x) =X" +an1x1" !+­­­+a, com a; E K, temos que a matriz do endomorfismo 0, com
respeito a esta base é dada por
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Assim, det(x] — 07) é o determinante da matriz

0 0 e... —l T+Aano |

Calculando o determinante da matriz acima, obtemos o polinômio característico em a, que

é igual a f(x), o polinômio minimal de a. Por definição,

x(x) = det(x! — on(x)) = det(xl, — M) =x" — (Tr(o09))16""* +. + (—1)” det(o,).

Como a é primitivo temos que

x(x) = (r ­ a)(r— a): (tra )*="­ (=) a" qo +(1) (Ho) :
n

Logo, Tr(oa)= Tr(a a e Ní(o4) = Ní(a) = IT: Para o caso geral, seja r =
i=1[L : K[a]l. É suficiente mostrar que o polinômio característico x(r) de a, com relação a L

sobre K, é igual a r­ésima potência do polinômio minimal de a sobre K. Seja fy1,...,Yq)
uma base de K[a] sobre K e seja f21,...,2r) uma base de L sobre Ka] com n = qr. Seja
M = (a) à matriz do endomorfismo de Ka] sobre K com relação a base fun, ...,yJk.

Assim, ay; = >(ain)yn e A(Yiz;) ­ (= cam) zj=2 en(ynz;). Logo,
h

,

ay = aguy1A + aaa + oc + agua

AY] = Ag1Y1Z) + Agoay2a1 + *** + AcgUIãA

(| XUYgã4 = AgaU1Za + Aga +++ + aggUçãa

Ordenamos a base (y;z;) de L sobre K, de modo que à matriz do endomorfismo seja da
seguinte forma
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isto é, M repete r­vezes na diagonal como blocos na matriz M,. A matriz xl, — Mi, consiste

de r­blocos diagonais, cada um tem a forma x, — M, e consequentemente, det(xl, — MJ) =
det(xl, — MJ)”. Assim, x(x) = (det(xIl, — M1)) e (det(xl, — M)) é o polinômio minimal de
a sobre K, de acordo com a primeira parte da demonstração. =

Observação 1.3.1 Segue pela Proposição (1.3.1), que Trukg(&) = rTreajk(o) e Nug(o) =
(Nxetajik(0))" e xuk(&) = (XKaIK(0))”, onde r = [L: K[a]).

Exemplo 1.3.1 Seja L = Q(V­1). Sejra=3+/­1 € Q(V­1) ex(r) =2º ­6r+100
polinômio minimal de a sobre Q. Então TruQ&(a) = 6 e Nuç(a) = 10.

Exemplo 1.3.2 Sejam L = Q(V5,V­D), K = Q(V­1) e F =Q. Sejumna = 3+ 1

er=[L: Q(V­D] =2. Pelo Exemplo (1.3.1), temos que NkIF(a) = 10 e TreiF(o) = 6.
Assim, pela Observação (1.3.1), temos que Nur(a) = (NxeiF(a))º = 10º = 100 e TruF(o) =
2(TreF(oa)) =2­6=12.

Proposição 1.3.2 Se A é um domínio, K seu corpo de frações, K CL uma extensão finita

eaEL um elemento inteiro sobre A, então os coeficientes do polinômio característico de a

são inteiros sobre A. Em particular, Tr(a) e N(a) são inteiros sobre A.

Demonstração: Pela Proposição (1.3.1), temos que x(r) = (xr — en)(r — 2) (tr —­ on).
Como os coeficientes de x(r) são somas e produtos dos a;, é suficiente mostrar que os a;
são inteiros sobre A. Pela Teoria de Galois, existe um K­homomorfismo 5; : Kla] — Klai],
definido por 0;(a) = a;, para à = 1,...,n. Como a é inteiro sobre A, segue que

A +aniat + +agçã=O,

com a; E A, não todos nulos. Aplicando 0;, obtemos

0;:(&)" + an1oil(a)” +. +açsO,

ou seja, a; é inteiro sobre A. =

Corolário 1.3.1 Se A é um anel integralmente fechado, então os coeficientes do polinômio

característico de a, Tr(a) e N(a) são elementos de A.

Demonstração: Seja x(r) o polinômio característico de a. Os coeficientes do polinômio
são elementos de K e são inteiros sobre A. Como A é integralmente fechado, segue que os

coeficientes estão em A. Portanto, Tr(a) e N(a) são elementos de A. =
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Proposição 1.3.3 Sejam À um anel integralmente fechado, K seu corpo de frações, L uma

extensão finita de K de grau n e Or o anel dos inteiros de A em L. Sejam fan, ..., on)
uma base de L sobre K, onde det(Tr(ama;) 0 eax EL. Se Tr(ap) =0 para todo P EL,
implica a = O.

Demonstração: Como à = aa + a202 + *+: + anam, onde a; E K, para à = l,....,n,

é suficiente mostrar que Tr(aa;) = O, paraj= 1,...,n, então a = 0. Assim, paraj =
l,...,n, temos que

0 = Tr(aa) = a Tr(aa;) + asTr(a2a;) +: +anTrí(ana;).

Na forma matricial, temos que

Tr(ano)
Tr(anaa)

Tríman) Trímman,) + Tríonon) dn 0
L. ­ L ­ L ­

Como det(Tr(a;a;)) £ O segue que a) = a =:«­ = a, = 0. Portanto, a = 0.

Corolário 1.3.2 Com as mesmas hipóteses da Proposição (1.9.3), segue que a aplicação
po: L— Homg(L, K) definida por p(a) = Sa, onde SK(B) = Tr(ab), é um isomorfismo.

Demonstração: Temos que p é homomorfismo, uma vez que se 1,02 E L, então

Pla +a2)(6) = Saro2(B)=Tr((01+02)6)
= Tr(b) +Tr(az26)=S (6) + Sa2(B) = p(o1)(6) + p(az)(6)

Plaa)(6) = Saa(B) =Tr(aap)=aTr(0b) = aSa(6) = ap(o)(6),

para todo À E L.

Agora, seja a E L tal que p(a) = 0. Então, p(a)(P)=Sa(B) = Tr(ab) = 0, V5ô E L.
Pela Proposição (1.3.3) temos que a = 0, provando assim que p é injetora. Finalmente, p é
sobrejetora, pois dimxkL = dimxk(Homxe(L, K)). Portanto, p é um isomorfismo. =

Teorema 1.3.1 Se A é um anel integralmente fechado, K seu corpo de frações, K € L uma

extensão finita de grau n e Or, o anel dos inteiros de A em L, então Or, é um A­submódulo
de um A­módulo livre.
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Demonstração: Seja fai,...,an) uma base de L sobre K. Como toda extensão finita
é algébrica, segue que todos os a; são algébricos sobre K, ou seja, existem a; E A, para

1=0,1,...,n, não todos nulos, tais que

1ANA +An1%GT + c+açãO.

Supondo que a, é O e multiplicando esta equação por a?­!, temos que ana; é inteiro sobre
A, uma vez que

an (anoz ++ ao) = (anc;)” + an—1 (ano) ++ ata, = O.

Seja, ana; = z; E Or, para é = 1,...,n. Vamos mostrar que (21,...,2n) é uma base de
L sobre K. Suponhamos que bia] + baza + «+ +br2n = O, onde b; E A, para i = L1,...,n.

Assim,

brano + boanas + ­­­ +branor, = O.

Como fa,...,an) é uma base de L sobre K segue que bjar = O e, portanto, b; = O para
i=1,...,n. Portanto, f21,...,2n) é linearmente independente e como possui n elementos
segue que é uma base de L sobre K. Pelo Corolário (1.3.2) existe uma base dual fy1,...,yn)
tal que

P(zi)(Y;3) = Sz(Yj) = Tr(ziy;) = 05, para i, j=1,...,m.

Agora, se a € Or, então az; E Or, para i = 1,...,n. Pelo Corolário (1.3.1) segue que

Trug(oz) E A, paraíi=1,...,n. Comoa = ct +: +enyn, com c; E K, parat=1,...,mn,
segue Tr(az;) = c; E A, para i = 1,...,n. Portanto, Or, é um submódulo de um A­módulo
livre gerado por f21,...,2n). =

Corolário 1.3.3 Com as mesmas hipóteses do Teorema (1.3.1), se A é um domínio prin­
cipal, então Or, é um A­módulo livre de posto n.

Demonstração: Pelo Teorema (1.1.1) temos que um submódulo de um A­módulo livre é
livre de posto menor ou igual a n. Pelo Teorema (1.3.1), segue que Or, contém uma base de
n elementos de L sobre K. Logo, Or, tem posto n. =

Corolário 1.3.4 Com as mesmas hipóteses do Teorema (1.3.1), se A é um domínio prin­
cipal e se AC Or, é um ideal, então A é um A­módulo livre de posto n.
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Demonstração: Sejam fer, ...,en) uma base de Ol ea € A, a £ O. Assim, ae, ...,aen E
A e são linearmente independentes sobre A, uma vez que se a1ae, +++: + anae, = O, com

a; € A, para i =1,...,n, então ma = 0 para i =1,...,n. Como ÀA é um domínio segue que

a; = 0, para it =1,...,n. LL

Proposição 1.3.4 Seja A um anel noetheriano e integralmente fechado. Sejam K o corpo

de frações de A, K € L uma extensão finita de grau n e On o fecho inteiro de A em L.
Então Or, é um A­módulo finitamente gerado e Or, é um anel noetheriano.

Demonstração: Pelo Teorema (1.3.1), Or, é um submódulo de um A­módulo livre de posto

n. Pelo Corolário (1.1.2), temos que Og é um A­módulo noetheriano e, portanto, finitamente
gerado. Como os ideais de Or, são A­ submódulos de Oy, segue que satisfazem a condição
de maximilidade da Definição (1.1.5). Portanto, Or, é um anel noetheriano. —

1.4 Discriminante

Nesta seção apresentamos o conceito de discriminante, enfocando suas principais proprieda­
des.

Definição 1.4.1 Sejam B um anel e A um subanel de B tal que B é um A­módulo livre de

posto finito n. Dado (m1,...,an) E B", definimos seu discriminante por

Dgp/a(0u,..., an) = det(Tr(aa;)).

Quando não houver dúvidas denotaremos o discriminante de (041,...,an) simplesmente por

D(a, e. An).

Exemplo 1.4.1 Se K = Q(V7) é um corpo de números e (1, V7) é uma base de K sobre
Q, então

Tra) Tr(Vm) | |20
Trio) Tri) | lo

Proposição 1.4.1 Sejam A C B, anéis, tal que B é um A­módulo livre de posto n e

D(1,V7) = = 28.

(an1,...,0n) E B". Se (Bi,...,Bn) E B" é um conjunto de elementos de B tais que D; =
n

d a;ja;, com a;; E A, então
j=l
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Demonstração: Sejam É, = 2 ani; € q = y agjaj, Com api, Ag; E A. Assim, 61b,=
j=1

n n n n n

3 apo)  Agja;= X  apiagoios, e Tr(6ba) = Tr(D  apagonos) = X * apiagiTr(0x0).
= = ij=1 ij ij

Na forma matricial, temos que (Tr(B1BJ)) = (api) (Tr(aa;))(a4;)". Pela Definição (1.4.1) te­
mos que D(f,..., 8n) = det(Tr(B1BJ)). Logo, D(f,..., Bn) = det((api)(Tr(cxia;))(a4;)) =
det(an;)det(Tr(a;a;))det(a4;)' = det(a;)ºD(a,..., on). =

Observação 1.4.1 À Proposição (1.4.1) afirma que o discriminante de quaisquer duas bases
de B sobre A são associados, isto é, a matriz (a;;) que expressa uma base em termos da
outra, admite matriz inversa com entradas em A. Portanto, ambos det(a;;) e det(a;;)"* são
inversíveis em A.

Definição 1.4.2 Sejam B um anel e À um subanel de B, tal que B é um A­módulo livre

de posto finito n. O discriminante de B sobre A é um ideal em A, definido por,

Dp/a = (Dr/a(01.­.,n)),

onde fm,..., an) é uma base de B sobre A.

Proposição 1.4.2 Sejam B um anel e AC B um subanel tal que B é um A­módulo livre de

posto finito n. Se Dg/a contém um elemento que não é um divisor de zero, então, para que
(a1,..., an) E DB" seja uma base de B sobre A, é necessário e suficiente que, D(0,..., On)
gere Dp/A.

Demonstração: Se fa, 2, ..., 7 ) é uma base de B sobre A, então pela Proposição (1.4.1),

segue que D(a,...,an) gera Da/g. Reciprocamente, suponhamos que d = Dia, .. sn)
gera Da/g. Sejam fei,...,en) uma base de Da/g, d' = D(e,...,6n)ea =2 com
aj; E A,1 <i < n. Pela Proposição (1.4.1), segue que d = det(a;;)ºd". Por hipótese,
Ad= Dp/a= Ad'. Logo, existe um elemento b E À tal que d'= bd. Assim, d = det(a;j)ºbd
e, portanto, d(1 — det(a;;)ºb) = O. Temos que d não é um divisor de zero, pois se fosse
todo elemento de Ad = Dag seria um divisor de zero, contrariando a hipótese. Logo,
1 — det(a;;)ºb = O e, portanto, det(a;;) é inversível. Assim, a matriz M = [a;;] é inversível.
Portanto, fai,..., an) é uma base de B sobre A. "=

Lema 1.4.1 (Lema de Dedekind) Se G é um grupo, K um corpo, e 01,...,0n homomor­
fismos distintos de G no grupo multiplicativo K*, então fo, ...,on) é linearmente indepen­
dente sobre K.

a
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m

Demonstração: Suponhamos que os 0;'s são linearmente dependentes. Seja NY ao; =
i=1

0, com a; E K uma combinação linear com m mínimo e a; £ O, para todo 1 = 1,2,...,m.

Logo, para qualquer x E GG, temos que

a1o1(x) + aso(t)+­ +amomíx)=O. (1.1)

Como os homomorfismos são distintos, segue que existe c E G tal que 01(c) £ om(c). Agora,
como cr E (7, segue que

a1o1(cr) + azo2a(cr)+: +amomícr)=O0

ao (c)ai(t) + aszoa(c)qra(x)+:­:+amomíc)am(x)=0O0.

Multiplicando (1.1) por 01(c), obtemos

ao (c)ai(x) + azo(c)aa(x) +­­­ + amo(clom(x) =0.

Subtraindo (1.3) de (1.4) obtemos

a202()(02(c) — a1(c)) +++ + amom(£)(om(c) — a1(c)) =0O. (1.5)

Como isso vale para todo x E G e m é mínimo, segue que am(om(c) — a1(c)) = O. Como
Im É O, segue que om(c) = 01(c) para todo c E G, o que é um absurdo. —

Proposição 1.4.3 Sejam K um corpo, L uma extensão finita de K de graun eo1...,On

os n K­isomorfismos distintos de L. em um corpo algebricamente fechado F' contendo K. Se
fan,..., an) é uma base de L sobre K, então

D(m,..., an) = det(o;(a;))º £ O.

Demonstração: Temos que D(a,...,&n) = det(Tr(aja;)). Como o traço de aa; é a

soma dos seus conjugados, segue que D(a,...,an) = det(Tr(aja;)) = det(d orla) =
k=1

det(d ox(a)ax(A;)) = det(ox(a;))det(ox(a;)) = (det(o:(a;))º, uma vez que
­ ­ ­ ­

aí) os(m) + on(o) aí) ní&) + níon)
01(&2) 02(%2) + on(as) 02(a1) ca(as) + oc2(an)

(tn) o(a) + onlíaa) onías)
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Se det(ox(a;)) = O, então existem az,...,an E F, não todos nulos, tal que S aioila;) =O0
i=1

n

para todo j. Se a E L, então a = YX bia, com b; E K, e por linearidade concluímos que
1=1

Ss. a;o;(a) = O. Mas isto contradiz o Lema de Dedekind e portanto det(ox(a;)) É O.
1=1

Corolário 1.4.1 Sejam K um corpo, L uma extensão finita de K de graun e 01, 02,..., On

os K­isomorfismos distintos de L. em um corpo algebricamente fechado F' contendo K. Então

a forma bilinear v : L x L — R definida por v(a,P)= Tr(ap) é não degenerada, isto é,
se Trí(ap) = O para todo À E L, então a = 0.

Demonstração: Seja fa1,...,an) uma base de L sobre K. É suficiente mostrar que se
Tr(aa;) = O, para todoj= 1,...,n, então a = 0. Temos que à = aa) + a202 +++ anOn,
coma; E K, i =1,...,n. Assim, se ar Tr(ana;)+asTr(040;)+: +anTr(ana;) = Tr(aa;) =
O, para todo j = 1,...,n, então obtemos o seguinte sistema linear homogêneo

Tríma) Tríma) «+: Tríman) a) o)

Tríaãa) Tríasa) + Tríoason) as o)

­

Tríanai) Tríanas) + Tríaonan)| | dm o |

Da Proposição (1.4.3), temos que det(Tr(aja;) £ O e, portanto, o sistema possui solução
única dada por a, = a2 = ­­« = a, = 0. Portanto, a = O. =

Definição 1.4.3 Sejam K uma extensão finita de Q A = Z e Ox o anel de inteiros

algébricos de K. Temos que Ox é um Z­módulo livre de posto [K : Q], cuja base é cha­
mada de base integral, e seu discriminante é chamado de discriminante absoluto.

Observação 1.4.2 Temos que base integral de Og é uma Q­base de K mas nem toda Q­base

de K consistindo de inteiros algébricos é uma base integral de Ox.

Exemplo 1.4.2 Temos que (1, V5) é uma Q­base de K = Q(V5), mas não é uma base
integral de Ox, pois o elemento 5, é raiz de 2º— x — 1 e portanto inteiro algébrico, mas
não é combinação linear, com coeficientes em Z, de 1 e 5.

Proposição 1.4.4 Se K é um corpo, L = K[a] uma extensão finita de K de graun e f(x)
o polinômio minimal de a sobre K, então,
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D(l,a,...,0*”!) = (1) 1") N(f'(o)),

onde f'(a) é a derivada de f(x) aplicada a a.

Demonstração: Se a1,...,an São as raízes de f(r) em alguma extensão de K, então são
conjugados de a. Pela Proposição (1.4.3) temos que D(1, à, ...,a"!) = (det(o;(al)))* =
det(od)º, com i =1,...,nej=0,...,.n— 1. Como det(ai) é um determinante de Vander­
monde segue que

det(aií)? = | 1 (a; = a)
1<k<i<n

II ai an)(a: an)
1<k<i<n

(1) 27º) (0; — ax)
1<k<i<n,izk

(1) 3767) II | TI (a; — ao)il Le=1, ha
Cy rén TI fas)
(ye NF(o)

"=

Exemplo 1.4.3 Se K= Q, L = Q(VY3) e f(x) = xº — 3 o polinômio minimal de 3 sobre
Q, então D(1, 3) = (­1)* N(S(V3)) = =N(2/3) = —2N(V3) = —4(V39)(­V3) = 12.
Lema 1.4.2 Sejam A um anel e Bi,...,B, anéis contendo A, tais que sejam A­módulos

9

livres finitamente gerados. Seja B = II; como um produto de anéis, então,
1=1

q

Dr/a = 1 Drp;/A­
i=1

Demonstração: Faremos a prova por indução sobre gq. Para o caso gq = 2, considere

(T1,..., Tn) uma base de By sobre A e (y1,...,ym) uma base de B,? sobre A. Com a identi­
ficação natural de B; em B; x(0) e Ba em (0) x Ba, podemos considerar (£1,...,Tn,Y1+++, Um)
uma base de B = B, x Ba. Como x; = (x;,0) e y: = (0,4;) segue que r;y; = O e assim
Trí(xriyi) = O. Logo,

Tr(x;x;) o)
Dir... TniY1 Um) = det

0 Tr(yiyj)
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= det(Tr(x;x;)) det(Tr(yiy;))) = Dx... tn)D(Y­+:1 Um):

Portanto, Dg/a = Dpg,/aADpr3/A = II Dz, Agora, suponhamos verdadeiro para g — 1,
1=)l

—l 9­1ou seja, se C = TB. então De/a= 11»./a­ Logo, B = C x B,, identificando C com
i=1lC x (0) e B, com (0) x B,. Usandoo caso g = 2, temos por hipótese de indução que

9­1Dra= DejaDg,/A= Il Dr,AD,ja = [Dra =

i=1 1=1

Observação 1.4.3 Com as mesmas hipóteses do Lema (1.4.2), prova­se analogamente que
sea E B então xe a(o ­TIxavs(o)); Neja(a = TI van(o)) eTre a(o =TIfran(o
Lema 1.4.3 Sejam K um corpo e L uma K­álgebra comutativa de dimensão finita. Então

L é reduzido se, e somente se, Dix É (0).

Demonstração: Se L é reduzido pelo Corolário (1.1.4), segue que (0) = n q;, onde os q;
i=1

são ideais primos distintos de L. Assim, L/q; é um domínio e uma K­álgebra de dimensão
finita. Logo, L/q; é uma extensão algébrica sobre K, ou seja, L/q; é inteiro sobre K. Como K
é corpo, temos pela Proposição (1.2.3), que L/q; é corpo. Portanto os ideais q; são maximais
e consequentemente q; + q; = L, para 1 £ 7. Pelo Lema (1.1.2), segue que

9 9

IIL/a:=L/I[qa:=1/00) =
i=1 i=1

e, pelo Lema (1.4.2), temos que Dr/k = II Duax­ Pela Proposição (1.4.3), temos que
i=l

Da/a/x É (0) o que implica que Dy/k É (0). Reciprocamente, suponhamos que L não
é reduzido. Assim, existe x E L, r £ O, x nilpotente. Seja fx1,...,Tn) uma base de L
sobre K com x = x,7. Então xx; é nilpotente, para todo j = 1,...,n. Logo, se definirmos

dxz; : L — L, onde 0,7,(a) = art;, para a E L, temos que x1; possui os autovalores todos
nulos, e portanto Trug(rr;) = O. Logo, a matriz traço (Trukg(rx;)) tem uma linha nula o
que implica que D(r1,...,t1n) =0 e assim Dr/k = (0), o que é um absurdo. =

1.5 Anéis de Dedekind

Nesta seção apresentamos os anéis de Dedekind juntamente com suas principais propriedades.

a
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Em geral, em um anel, a fatoração de seus elementos não é única, pois se considerarmos

Z|y­5), temos que 6 = 2­3 = (1+/—5)(1—/—5), mas nesta seção veremos que a fatoração
é única para ideais de um anel de Dedekind.

Definição 1.5.1 Dizemos que um anel A é um anel de Dedekind se satisfaz as seguintes

condições:

1) A é integralmente fechado.

2) A é noetheriano
3) Todo ideal primo não nulo de A é marimal.

Proposição 1.5.1 Se AC B são anéis ep C B é um ideal primo, então pr A é um ideal

primo de A.

Demonstração: Considere a aplicação € : À pb BODL B/p, onde 1 é a inclusão e m
é a projeção. À função pv = 17 oi é um homomorfismo, pois 7 e à são homomorfismo e

ker(y) = ANp, pois v(x) = 1 oilx) = n(r) =x +p e p(r) = O se, e somente se, x E pf A.

Portanto, A/pN A = Imí(y) Cc B/p. Como B/p é um domínio, segue que A/pN A é um
domínio. Portanto, pn A é um ideal primo de A. =

Teorema 1.5.1 Sejam A um anel de Dedekind, K seu corpo de frações, K € L uma extensão

finita de grau n e Or, o anel dos inteiros de A em L. Então Or, é um anel de Dedekind.

Demonstração: Pelas Proposições (1.2.4) e (1.3.4), temos que O, é integralmente fechado
e noetheriano, respectivamente. Assim, falta mostrar que todo ideal primo não nulo de Ox,

é maximal. Seja p C Og um ideal primo não nulo. Como À C Or, segue pela Proposição

(1.5.1) que pn À é um ideal primo de A. Vamos mostrar que pN) À é não nulo. Seja x E pe
a £ 0. Como p C Oy, segue que a E Or. Assim, existem a; E A, para 1 = 0,...,n— 1, não

todos nulos, tais que

A +ani0" +: +aç=O,

e que n seja mínimo. Logo, ao É O, pois caso contrário, obteríamos uma equação de grau

menor. Ássim,

ao = a(o! — ant = o a)EAOLNACINA.

Portanto, pn A £ 0. Como pN A é um ideal primo de À e À é Dedekind segue que pN À
i

L

é um ideal maximal de À e assim pr é corpo. Seja a aplicação é : A — On — re
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onde ti é a inclusão e 7 é a projeção. Assim,

ÔÕs

Õ A

Como Ox, é inteiro sobre A, segue que " é inteiro sobre DN Pela Proposição (1.2.3),
OL , , :

temos que re é um corpo. Portanto, p é maximal. E

Definição 1.5.2 Sejam A um domínio e K seu corpo de frações. Um ideal fracionário de
A (ou de K em relação a A) é um A­módulo T € K tal que existe d E A— (0) onde dT € A.

Em particular, os ideais inteiros de A são ideais fracionários, basta considerar d=1.

Proposição 1.5.2 Se A é um domínio noetheriano, então todo ideal fracionário T de À é
um A­módulo finitamente gerado.

Demonstração: Como TZ é um ideal fracionário de À, segue que existe d E A — (0) tal

que df € A. Assim, T Cd!A. A aplicação 9: A — d“!A, tal que p(x0) = dn, x €E A
é um isomorfismo. Assim, À é isomorfo a dA. Como A noetheriano, temos que dA é
noetheriano. Logo, Z é um A­módulo finitamente gerado. "=

Lema 1.5.1 Sejam A um anel e p um ideal primo de A. Se p contém um produto de ideais
a1,...,a, de A, então p contém pelo menos um dos a;.

Demonstração: Se a; £ p, Vi =1,...,n, então existe a; € a; e a; £ p. Como p é primo,
segue que m1 ...a” É p. Mas 01 ...0n E 04 ...0, C p, o que é um absurdo. Portanto, p
contém a; para algum j =1,...,n. =

Lema 1.5.2 Sejam A é um anel de Dedekind que não é corpo, K o seu corpo de frações e
M um ideal maximal de A, então o conjunto N = (xr EK: xtM C A) é um ideal fracionário
de A.

Demonstração: Seja M um ideal maximal de A. Como À não é um corpo, segue que
M 2 (0). Consideremos NV = (x € K: TM C AY). Temos que N é um ideal fracionário,
pois NV é um A­módulo tal que N € K e se c € M, c £ 0, temos que cN E A. Portanto, N
é um ideal fracionário de A. "=

Proposição 1.5.3 Sejam A um anel de Dedekind que não é um corpo e K o seu corpo de
frações. Então, todo ideal maxzimal M de A é inversível.
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Demonstração: Considere o ideal fracionário N = fr E K: TM C A). Vamos mostrar
que NM = A. Pela definição de N temos NM c A. Por outro lado, A € N/, pois M é
um ideal de A. Assim, M = MA € MN Cc A. Como M é maximal, segue que M = NM
ou NM = A. Suponhamos que M = NM e consideremos a € VN. Então aAM CC M,
PM CAM CM e APM C M, para todo n E N. Seja de M , d£0. Então, do € A.
Portanto, Aja] é um ideal fracionário. Como A é noetheriano, pela Proposição (1.5.2), segue
que A[a] é um A­módulo finitamente gerado. Pelo Teorema (1.2.1), segue que a é inteiro
sobre A. Sendo À integralmente fechado, segue que a E A. Assim, N C A e como AC N
segue que N = A. Falta mostrar que esta igualdade é impossível. Seja a E M. Pela

Proposição (1.1.3), temos que (a) = aÃ D pipao...Pn, onde os p;s são ideais primos não
nulos de A, com n o menor valor possível. Assim, M 5 aÃ D pipa... pn. Pelo Lema (1.5.1),
M contém um dos p;, para algum 1 = 1,...,n. Sem perda de generalidade, digamos que
seja p1, isto é, M 5 p7. Como A é Dedekind, segue que M = p,1, pois p, é maximal. Agora,
considere p = q2... qn. Então, aÁ DO Mq eaÃ Z q, pela minimalidade de n. Assim, existe

beqebg (a) tal que Mb C (a). Logo, M C A e assim ­ € NM. Como b & (a) segue que
é ZA. Assim, n£ A. Portanto, MN = A. =

Teorema 1.5.2 Se À é um anel de Dedekind, que não é um corpo e F é o conjunto dos

ideais primos de A, então todo ideal Ífracionário b não nulo de A é um produto de ideais
primos de A, de modo único, isto é, b = II», onde e,,...,en são inteiros positivos.

i=1

Demonstração: Se b é um ideal fracionário de A, então existe d E A— (0) tal que db C A.
Como b = (db)(d“!A) segue que é suficiente mostrar o resultado para ideais inteiros. Seja
F a família dos ideais inteiros de A, não nulos, que não são um produto de ideais primos de

A. Suponhamos que F £ (. Como A é noetheriano, segue que F tem um elemento maximal
M. Temos que M é A, pois À é o produto da coleção vazia de ideais primos. Assim, M Cp,

onde p é um ideal maximal de A. Pelo Lema (1.5.3), temos que q= (rr EK:1pC A) é
tal que pq = A. Como M C p segue que Mq CEC pq= A. Além disso, como À C q, segue

que M = MAC Mqc A Temos que M T Mq, pois se M = Mqeseate q, então
aM CM, ºMcaAM Cc Meoan"McM, para todo n E N. Assim, se d E M — (0), então
da” EMGCA. Portanto, A[a] é um ideal fracionário de A. Como A é noetheriano, pela
Proposição (1.5.2), segue que A[a] é um A­módulo finitamente gerado. Pelo Teorema (1.2.1),
segue que a é inteiro sobre A, e sendo A integralmente fechado, segue que a € A. Portanto,

qC Aeassimq= A. Mas isto é impossível, pois se q = A, então p =pA = pq = A, o que
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é um absurdo, pois p é um ideal primo. Pela maximilidade de M e como M €& Mq temos

que Mq é F, ou seja, Mg =p1...bpn, onde pi, para i=1,...,n, são ideais primos de A.

Multiplicando por p em ambos os lados, temos que M =p ...pnhp, o que é um absurdo, pois

M e F. Portanto, F =.
=

Definição 1.5.3 Sejam A um domínio e K seu corpo de frações. Sejam b e c ideais fra­

cionários de A. Dizemos que b divide c se existe um ideal inteiro m de A tal que e = bm.

Lema 1.5.3 Sejam A um domínio, K seu corpo de frações e b e c ideais fracionários de A.

Então b divide c se, e somente se, c Cb

Demonstração: Se b divide c então existe um ideal m C À tal que ce= bm C b. Por outro
lado, se c € b então cb"* C bb"! = A. Mas isto implica que cb"! é um ideal inteiro tal que
(cb!)b=c. Portanto, b divide c. =

Corolário 1.5.1 O conjunto dos ideais fracionários de A formam um grupo.

Demonstração: Pelo Lema (1.5.3), temos que todo ideal m de A é inversível. Além disso,
A é o elemento neutro e a multiplicação de ideais é associativa. =

Definição 1.5.4 Sejam A um anel de Dedekind e K seu corpo de frações. O grupo quociente

C(A) = No. é chamado grupo das classes de ideais de A, onde I(A) é o grupo dos
ideais fracionários não nulos de A, e F(A) é o subgrupo dos ideais fracionários principais
de A.

Notação: h = HC(A).

Observação 1.5.1 Se A é um domínio de Dedekind, então, A é principal se, e somente se,
h=1.

1.6 Norma de um ideal

Nesta seção definimos a norma de um ideal do anel de inteiros de um corpo de números e

veremos algumas propriedades, dentre elas que a norma é multiplicativa. Para isso, conside­

raremos K um corpo de números de grau finito n e Og o anel de inteiros de K.

ODefinição 1.6.1 Seja a um ideal de Ox. À norma de a é definida como N(a) = É (&).
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Observação 1.6.1 Se a E Ox eaZ0 então pelo Corolário (1.3.1), segue que N(a) E Z.

Proposição 1.6.1 Se a € Ox, então |N(0)| = * (5) , onde Oxa = (a).K

Demonstração: Pelo Corolário (1.3.3), temos que Ox é um Z­módulo livre de posto n.
Como é : OK — Oxa definido por (a) = aa, onde a E Ox, é um isomorfismo, segue que
Oxa é um Z­módulo livre de posto n. Como Z é um anel principal e Og é um Z­módulo

livre, segue pelo Teorema (1.1.1) que existe uma base fez,...,en) de Ox e 1,...,0 E DZ

tal que (crer, ­­., Cnên) É base de Oxa. À aplicação q : Ok — "7 NX "7 definida
por V(3,ajei) = (d1,02,..., dn) é um homomorfismo sobrejetor, e ker(y) = Oga, pois
a € ker(y) se, e somente se, v(a) == O se, e somente se, à; = O, parai= 1,...,n, se, e somente

nn

se, a; E c;Z, se, e somente se, c; divide a;, se, e somente se, a = d Aje; = ) bicie; E Oga.
.

1=1 1=]l
Assim,

Ox Z Z
— A —

Oxa —ec%Z cnZ
Ox

Assimim, 4 ( SE
ue) = cie;, parai =1,...,n. Logo, p(ei) = cre; +Oea+:­:+Oen,..., ulen) = Oert:­­+enen

) = C1C9...Cn. Seja a aplicação Z­linear pu : Ox —> Oxa, definida por
e det(u) = c102...cn. Por outro lado, temos que B = fee, ..., nen) e C=fae,...,aen)
são bases de Oga, e portanto existe um automorfismov : Oxa — Oxga tal que v(c;e;) = ae;,
para à = 1,...,n. Como a matriz mudança de base é inversível, segue que det(v) é inversível

em Z, isto é, det(v) = +1. Também, (vou)(e;) = víu(ei)) = v(ciei) = ae;, para i =1,...,n.

Assim, (vou)(a) = aa. Finalmente, Nie) = det(vou) = det(v) det(u) = leo... =
KOx

.+ (É): Portanto, |N(a)| = Oxa )' —)

Proposição 1.6.2 Sea é um ideal não nulo de Ox, então N(a) é finita.

­ ; " "
Ox

:Demonstração: Se a E a, é um elemento não nulo, então Oxa C a e — pode ser visto
a

;
Or

fcomo um quociente de ——. Assim,Ogxa

OPela Proposição (1.6.1), segue que % (5) é finito. Portanto, (&) é finito.K

Proposição 1.6.3 Sea eb são ideais não nulos de Ox, então N(ab) = N(a)N(b).
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Demonstração: Pelo Teorema (1.5.2), temos que b = IIp?, onde os p!s são ideais primos
ie!

não nulos de Ox e a; > 0, 1 E 1. Como Ox é um domínio de Dedekind, segue que os ideais
p;i,t E 1, são maximais. Seja p; = m, para algum à E 7. Por indução sobre o número de

fatores, é suficiente provar que

N(am) = N(a)N(m). (1.6)

Segue da definição de norma que a igualdade (1.6) se verifica se

O OTemos que o homomorfismo & : — — É, definido por 9(r + am) = r + a, é sobrejetor ea

:

OKer(d) = —. Assim, pelo Teorema do Isomorfismo temos que, Da = Ox/a. Logo,
Ox — Or a(E) =s( a ) t (—) (1.8)

Das Equações (1.7) e (1.8), podemos concluir que (1.6) se verifica se 7 (E)
a, :

Ox
: >Agora, temos que — é um espaço vetorial sobre — mediante as operações

am m

a a a Ox a a
+ XD — PDRXX — —

am m am am

(tr +am,y+am)—— (r+y)+<am (x +m,y + am) (ar) + am.

Temos que os Ox­submódulos de — são ideais e são do tipo — onde b é um ideal tal
que am C b C a. Mas, como todo ideal num domínio de Dedekind admite inverso, segue que

a'am Ca !b C ala, ou seja, m C ab C Og. Como m é maximal segue que m = a“!b
ou ab = Og. Assim, am = b ou b= a. Portanto, não existe b tal que am C b C a. Assim,

,
a

.
a . PAos Og­submódulos de —, ou os subespaços do espaço vetorial — são apenas os triviais.a a

a Õ aPortanto, dimog,— = 1 e então 7 (&) = * (E) : =
m am am am

Proposição 1.6.4 Sejam QC K uma extensão finita e Ox o anel de inteiros de K. Então,

i) N(a) Ea, onde a C Ox é um ideal.
ii) Se a é um ideal não nulo de Ox, então N(a) =1 se, e somente se, a = Ox.

O
us

ODemonstração: i) Como N(a) = & (&). segue que o grupo aditivo de tem ordem
m = N(a). Assim, m1 = O, sendo 1 e O, respectivamente, a unidade e o zero do anel Og/a.
Como, m = ml = Ô segue que m+a=0+a e, portanto, m E a. Logo, N(a) E a. Para a

Oprova de ii) temos que N(a) = 1 se, e somente se, 7 (& — 1 se, e somente se, a = Ox. E
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1.7 Anel de frações

Nesta seção veremos os conceitos dos anéis de frações enfocando suas principais propriedades,

veremos também que o anel de frações de um anel de Dedekind também é um anel de
Dedekind.

Definição 1.7.1 Sejam A um domínio, K seu corpo de frações e 5 um subconjunto de

A — (0), que é fechado na multiplicação e 1 E S. Chamamos de anel de frações de À ao
: ­ :

a
conjunto de todos os elementos de K que são escritos da forma —, coma E A e sE 5.

Ss

Notação: S!A

Proposição 1.7.1 Se K é um corpo de números e À é o anel de inteiros de K, então:

1) SA é um anel comutativo.
2J ACSTA.
3) Se S = A — (0), então S!'A=K,
4) Se S=(1) ou S é formado somente pelas unidades de A, então 57! A= A.

=
­

" az a?Demonstração: 1) Se 1,y € S !A, então 7 = — ey = —, coma,& E AÁe GH € 5.
S1 S2

: a 1d? azad,
Assim, 1y = —— = — .= yr

8152 82581

2) Sez E A, então rs =2,comx E AelES. Assim, x == € STA.
a3) Temos que K=(7;a,b€ A eb /£0)= (FaEAebeA­(0))=S"A.

4) Se S = (1) temos que S!'A = (3a EeAebeS= (1))=f&a € A) = A. Agora, se S
é formado somente pelas unidades de À então

s'A=(SaeAeseS)=(asacAes!'ES)CA.
Portanto, S7!A = A.

Proposição 1.7.2 Sejam A um domínio, S um subconjunto de A — (0X fechado na multi­
plicação coml E Se A = SA.

i) Seb C A é um ideal, então (6 N AJA =b ea função p(b) =b NA é uma injeção
crescente do conjunto dos ideais de A no conjunto dos ideais de A, com relação a inclusão.
ii) A aplicação Á(p) = p NA é uma bijeção crescente do conjunto dos ideais primos de A
no conjunto dos ideais primos p de A tal que pN SS = 0 e a aplicação inversa é dada por
d(p)=pA.
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Demonstração: i) Primeiramente vamos mostrar que (b Nn A)A' =b. Como bnNnACb
segue que (b N AJA CE b'A=b. Por outro lado, ser eb C A, então x = ­ comaE Ade
s ES. Como b é um ideal de A e AC A segue que sr E Db. Assim, sr =a E bN Ae,

então x = a” E (b NAJA, ou seja, b C (b'NA)A'. Portanto, b' =(b'N AJA. Também &
é uma injeção crescente, uma vez que se y(by) = (by) então bh NA =bNA. Assim,

(bhNAJA =(bNAJA

e isto implica que
, 1

Se by € b, então by 1 A EC by NA. Portanto, v(b;) & (bs). Para ii) temos que 4 está bem
definida, pois por 1) é uma injeção crescente e pelo Lema (1.5.1) se p C A é um ideal
primo e como À C A', segue que p NA é ideal primo de A. Falta mostrar que pN S =.
Suponhamos que exista s E p1 5. Então se pe se S. Como p Cp então sEp e " Es

1 1) 1 1 1 , . Foz. .e portanto 1=s­ E p A =p. Assim, p = A, oque é um absurdo, pois p é ideal primo
Ss

de A. Portanto, pN) 5 = À e à está bem definida. Agora, vamos mostrar que Á(p) = pA
está bem definida. Seja p C A um ideal primo tal que pn 5 =. Assim, é(p]) =pA C A.

PpTemos que pA = 2 :pPEpeseêE Ss), uma vez que se r E À , entãoS

F

n

a; ,=X Piz com p;Epa;EPpÃ esjES.
1=1

Assim,
— bip1 +++ + bnDn

>)

Logo, 3 = õ compEpeseEesS, oque prova nossa afirmação. Agora, sejam x = . EAeC
b ' b '

|y=7E6A tal que 14 = & EpA. Assim,S

=, compEpeu€Eo.
Logo, abu = pst € p.Como u E S e u Z p e como p é primo segue que ab € p. Assim, a E p
ou b E p e, portanto, . E pA ou 7 E pÃ. Portanto, pA é ideal primo. Mostremos que
pA'NA=p. ComopC AepCpAÃ segue que p CEpA NA. Por outro lado, sex EPA NA
então r EPA erxreEA Assim, 1 = Pp comp E pes&ES, ou seja, o sr E p. Como
s É p, segue que x E p, pois p é ideal primo. Portanto, pA N A = p. Finalmente, temos
que (og) (p) = p(d(p)) = Á(pA') = pA NA =p e (dop)(p) = d(o(p)) = é(p NA) =
(p NAJA =p. Portanto, 6 =g6". =
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Corolário 1.7.1 Com as mesmas notações da Proposição (1.7.2), se A é um anel noethe­
D es 1 rá .riano, então À é um anel noetheriano.

Demonstração: Considere a aplicação & : [ideais de A) — (ideais de A) definida por
v(b)=b' NA. Se (b,)nzo é uma sequência crescente de ideais de A', então pela Proposição
(1.7.2) segue que (v(br))»nxo é sequência crescente de ideais em A. Como A é noetheriano,
segue que existe no E N tal que 6(b,) = (b,+1),Vo > no, isto é, a sequência é estacionária.
Como é injetora, temos que b, = b,,1,Vn > no. Assim, (br )nyo é estacionária. Portanto,

to, "A é noetheriano. >

Corolário 1.7.2 Se A é um domínio de Dedekind, p C A, um ideal primo, 5S= A— pelZ
r

um ideal de A tal que T = IT» onde p;, para i=1l,...,r são ideais primos de A, então
i=1

a decomposição de AT em ideais primos de A = S­!A é dado por AT = Il (A'p;).
p:NS=0

Demonstração: Se p' é um ideal primo não nulo de A', então pela Proposição (1.7.2), segue
que p NA =pé um ideal primo de À tal que pn S = Q. Também, p £ 0, poisp = A p.
Assim, p é um ideal maximal de A. Pela Proposição (1.7.2), segue que p é um ideal maximal

tde A. Como T = TI segue que AT = A ( ") = Tl (4'pi)' = | (4) .
i=1i=1l 1=1 piNSs=0

Finalmente, se p; 1 5 é À, então Ap;= A esep;NS=(,então Ap; é um ideal primo de
1

.A, parait=Ll,...,r. "=

Proposição 1.7.3 SeT é um ideal de um anel A, então T = [|AL, onde A; = S.A, S: =
A —p; ep; um ideal maximal de A.

Demonstração: O resultado é verdadeiro quando À é um corpo, pois os únicos ideais de À
­ , 1, ­

A;

são os triviais. Suponha que À não é corpo. Ser € | | AZ, então xr = To coma; ET,b; E A
i

e b; é p;, para todo 1. Seja B o ideal de A gerado pelos elementos b;. Como b; É p;, segue
que B Z p;, para todo ideal maximal p;. Assim, B = A, pois sabemos que todo ideal de A,
diferente de A, está contido em um ideal maximal. Ássim, 1 pode ser expresso em termos

m

dos geradores de É = A, isto é, existem elementos c;1,...,cim E A tal que 1 = 3 ciubir­
k=1

Assim, 17 = 3  culbixt) = DS  cixaik E 7. Portanto, Az Cc TZ. Como T C AZ segue
k=1 k=1 i i

que TZ = [| Az. =
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Proposição 1.7.4 Seja B um domínio, A C B subanel e S C A um subconjunto, com 1 € S

e S fechado para o produto. Se Op é o anel de inteiros de A em B, então Og é o anel de
inteiros de A em B.

­ ­

b
vas

Demonstração: Se rx E Op, então 7 = " com be ÓgesES. Como Og é inteiro sobre
A, segue que

onde a; E A, para 1 = 0,1,...,n — 1, não são todos nulos. Dividindo (1.9) por s? obtemos

— + — ++.
F) Ss S

A; '
­ ­

b ,. . 1Como — E€ À e não são todos nulos, segue que xr = — é inteiro sobre A. Agora vamos
Ss

que

Ss

mostrar que todo elemento de B que é inteiro sobre A' pertence a Op. Para isso, ser € B
,. .

1
>é inteiro sobre À , então

x + ani n1 Fe + e =0O, (1.10)
Sn—1 So

Aa; 1
e q.com — € A, para i=0,1,...,n— 1, não todos nulos. Multiplicando (1.10) por s”, com

i

S$ = So9S1...Sn­1, obtemos que (st)" + anal(sr)”! +­­­+b = O, onde b; E A, para
i = O0,1,...,n — 1, não são todos nulos. Logo, srt E Op e assim st = b, com b € Org.

Portanto, x = 2 onde be OÓgesES. Portanto, x E Og. =

Corolário 1.7.3 Se A é um anel integralmente fechado então A = S!S é integralmente
fechado.

Demonstração: Seja K o corpo de frações do anel À e seja Og o anel dos inteiros de K

sobre A. Como A é integralmente fechado, temos que À = Ox, e assim pela Proposição

(1.74), A = Ox.

Teorema 1.7.1 Se A é um anel de Dedekind, então A = S!S é um anel de Dedekind.

Demonstração: Temos pelos Corolários (1.7.1) e (1.7.3), que A é um anel noetheriano
e integralmente fechado, respectivamente. Deste modo, falta mostrar que todo ideal primo
não nulo de A é maximal. Assim, se p C A é um ideal primo não nulo então, pelo Lema
(1.5.1), segue que p NA é um ideal primo de À e, portanto, maximal. Pela Proposição
(1.7.2), segue que se p C M' € A, então 6(p') E e(M') E £(A4'). Como A é Dedekind,
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segue que (p) é maximal e, portanto, e(p)= Á(M') ou £(M') = £(A). Logo, p = M
ou M' = A. Portanto, p é maximal. =

Proposição 1.7.5 Se A é um domínio de Dedekind e S C A é um subconjunto tal que

S=A—­p,ondepC A é um ideal primo então A é principal, ou seja, eristep E A tal que
os ideais de A são da forma (p”"), onde n E N.

Demonstração: Temos que p C À é o único ideal primo não nulo de A tal que pn 5 =,

pois se existisse um outro ideal primo p, C A tal que py 15 = (, teríamos que p, C p. Como

A é Dedekind, segue que p, = p. Pela Proposição (1.7.2), temos que pA = b é o único ideal
primo de A. Mas como A é Dedekind, segue que todo ideal de A' é do tipo b? onde n E N.
Assim,

Se p €E b— b? então (p) é ideal de A. Assim, (p) = b"º, para algum nº E N, e (p) é b?.
Logo, no = 1 e, portanto, (p) = b. Portanto, A é principal e todos os seus ideais são da
forma (p"), com n E N. =

Teorema 1.7.2 Seja A um domínio, S C A um subconjunto tal que OZ S, 1€ S e fechado

no produto. Se M é um ideal mazimal de A tal que MN S =, então A/MA = A/M.

Demonstração: Sendo M um ideal maximal de A, segue que M também é um ideal primo

de A. Assim, pela Proposição (1.7.2), segue que MA é um ideal primo de A. Considere
a aplicação €p : À ——s A DS AMA, onde 1: é a inclusão e 7 é a projeção. Temos que
ker() = MA NA, pois (x) = Ô se, e somente se, + MA = 0 se, e somente se, 7 E MA

ere A. Portanto, ker(Ê) = MA' NA=M, onde a última igualdade segue da Proposição
1.7.2. Falta mostrar que + é sobrejetora. Para isso, se 7 € A/MA', então, T=xX+ MA,

a
, :com x = ­,.a E Ae s ES. Como MnNS =, segue que s £ M e como M é maximal

S

segue que A/M é um corpo. Logo, 3 = s+ M & O é inversível, ou seja, existe D E A/M
tal que 55 = 1. Assim, sb — 1 € M. Deste modo, &  ­ab=*(1—sb) E MA. Logo,
(ab) = ab + MA =x+ MA se, e somente se, 7 ­ ab € MA". Portanto, existe ab E A tal
que (ab) = x + MA'. Assim, A/MA' >= A/M.
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Capítulo 2

Corpos quadráticos e ciclotômicos

Neste capítulo apresentamos os conceitos de corpos quadráticos e de corpos ciclotômicos, uti­
lizando os resultados vistos no Capítulo 1. Essas duas classes de corpos serão muito utilizadas

nos próximos capítulos, como base para construção de reticulados. Também apresentamos a

decomposição de um ideal primo em uma extensão através do Teorema de Kummer. Deste

modo, na Seção 2.1 veremos corpos quadráticos, na Seção 2.2 veremos os corpos ciclotômicos

e finalmente na Seção 2.3 veremos a decomposição de ideais primos em uma extensão. Os

resultados aqui relatados podem der encontrados nas referências [2], [3], [4], [5], [6], [7] e [8].

2.1. Corpos quadráticos

O objetivo desta seção é introduzir o conceito de corpos quadráticos, bem como a caracte­

rização de seu anel de inteiros, base integral e discriminante.

Definição 2.1.1 Um corpo de números é uma extensão finita de Q. Um corpo quadrático
é uma extensão de grau 2 de Q .

Proposição 2.1.1 Um corpo quadrático é da forma Q(Vd), onde d é um inteiro livre de
quadrados.

Demonstração: Se K é um corpo quadrático, então todo elemento a E K tal que a E Q é

de grau 2 sobre Q. Pelo Teorema do Elemento Primitivo temos que K = Q[a] para algum
a E K. Seja p(r) = xº* + br +c o polinômio minimal de a. Resolvendo a equação quadrática
aº + ba +c=0, temos que 2a = —b + y/bh?— 4c. Desta maneira, K = Qla] = Q [VD= 4,
e observando que b? — 4c é um número racional da forma —=—, com u,v € Z, temos que

v vv

40
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Q[Vb?º — 4c) = Q(y/uv). Como uv E Z, temos que uv é fatorado em produtos de primos.
Assim, Q(y/uv)= Q(vVd), onde d é inteiro livre de quadrados. =

Observação 2.1.1

1. O elemento Vd é uma raiz do polinômio irredutível xº — d. O conjugado de Vd é ­Vd,
ou seja, existe um automorfismo o : Q(Vd) — Q(vVd), tal que o(a +bvVd)=a­bVd.

2. Sed>0, a ertensão Q(Vd) é dita real e se d < 0, a extensão Q(Vd) é dita imaginária.

Lema 2.1.1 Seja Ox o anel de inteiros de K = Q(Vd), com d livre de quadrados, sobre Z.
Sea=a+bVde Ox, então 2a EZe2EZ.

Demonstração: Pela Observação (2.1.1), existe um automorfismo 50 de K tal que o(a) =
o(a+byd)=a­byVd. Como o(a) também é raiz da mesma equação de dependência integral
de a, segue que o(a) E Or. Como a e o(a) E Or, pelo Corolário (1.2.2), segue que a +
o(a) E Or e ao(a) E Or. Além disso, a + o(a) = (a + bd) + (a — b/d) = 2a E Q
e ao(a) = (a + byVd)(a — b/d) = a? — di? € Q. Pela Proposição (1.2.5) temos que Z é
integralmente fechado e, portanto,

24 ELea dr eEZ. (2.1)

Por (2.1) temos que (2a)º — d(2b)º € Z. Como 2a € Z, segue que d(2bh)? € Z. Se 2b € Z,
o seu denominador tem um fator primo p e este fator aparece como pº no denominador de
d(2b)º. Sendo d livre de quadrados, segue que d(2b)º é Z, o que é um absurdo. Portanto,
2h €EZ. "=

A seguir determinamos o anel dos inteiros algébricos de um corpo quadrático K = QRVd),
com d livre de quadrados.

Teorema 2.1.1 Seja K = QR(Vd) um corpo quadrático, com d E Z livre de quadrados, ou
seja, d É O(mod 4).
a) Se d = 2(mod 4) ou d = 3(mod 4), então o anel de inteiros Ox de K, consiste de todos
os elementos da forma a + byd, com a,b € Z, ou seja, Ox = Z|Vd).
b) Se d = l1(mod 4), então o anel de inteiros Og de K, consiste de todos os elementos da

Z[52).1
forma ae + bd), com a,b € Z, e de mesma paridade, ou seja, Ox =
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Demonstração: Seja a = a + byd é Ox. Pelo Lema (2.1.1) temos que

u v

a=27eb=>, com u,v E Z.
De (2.1) temos que

u?º — dv? E 4Z.

a)Se d=20ud = 3(mod 4), então u e vu são pares, pois se v fosse ímpar, teríamos
vº = l(mod 4). Como uº — dv? € 4Z segue que uº — d(4k + 1) E 4Z o que implica que
uº —d € 4Z, assim, uº = dímod 4). Portanto, d = l(mod 4) ou d = O(mod 4), o que
contradiz a hipótese. Sendo v par, temos que vº = O0(mod 4) e, portanto uº € 4Z. Assim u
também é par. Logo a,b E Zea=a+bVd e Z[Vd] e, portanto, Ok C Z[Vd] . Por outro
lado, tomando a E Z[Vd], temos que a é raiz do polinômio

1º — 2ar +aº — dl? E Z(1).

Portanto, Z[Vd] C Og. Assim, Z[Vd] = Og
b) Se d = l1(mod 4), então u e v tem a mesma paridade. Se u e vu são pares então a, b € Z, e

portanto a = a + bvVd € Z[Vd]. Se u e v são ímpares, então a = õ + vd 2) $ |.2

1+ Vd
Portanto, Ox C Z a . Por outro lado, se

­a+5 (25%) EZ 1+Vd2

(1­0)
n

€ Za),com a,b E Z, então a é raiz do polinômio xº — (2a + b)x + (e + ab —
Ex 1+ Vd

2
pois d = 1(mod 4). Assim, Z C Ox. Portanto, Z õ =Or.

Exemplo 2.1.1 Considere K=Q(V5). Como 5 = l(mod 4), segue que Ox = Z [126] :
Observação 2.1.2 Como os Q­monomorfismos de K = Q(Vd), com d E Z livre de qua­
drados, em C são 07 e 02, onde o(Vd) = Vd e oa(Vd) = —vVd, segue que o discriminante
absoluto de um corpo quadrático é obtido do seguinte modo:

i) se d = l(mod4), então

a
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ii) se d=2 ou 3(mod4) então

s "

a1(1) alan (2 1
sDx=D(1,Vd) = det o(a = | det PER = 4d.

Exemplo 2.1.2 Se K = Q(V7), então Ox = Z [VT]. Assim, (1, V7) é uma base in­
tegral de Ox e o discriminante absoluto de K é 28. Os monomorfismos de K em T são

a1(a+by7) = a+byV7 e o2la+bV7) = a— bV7. Logo, Tr(a+bV?) = 3 oila+bv7) = 20
2

e N(a +by7) = IT oi(a+bv7) = 0º +76.
i=1

2.2 Corpos ciclotômicos

Nesta seção apresentamos os corpos ciclotômicos juntamente com suas principais proprieda­

des. Esses corpos desempenham um papel fundamental na Teoria Algébrica dos Números,

uma vez que é possível determinar claramente seu anel de inteiros algébricos e, conseqiien­
temente, seu discriminante.

Definição 2.2.1 Seja K um corpo. Um elemento € E K tal que E” = 1 é chamado uma raiz

n­ésima da unidade. Dizemos que É é uma raiz n­ésima primitiva da unidade set" =l e

EM Al paoral <m<nmn.

Definição 2.2.2 Um corpo ciclotômico é um corpo gerado por uma raiz n­ésima da uni­
dade.

Segue da Definição (2.2.1) que as raízes n­ésimas da unidade são raízes do polinômio
1" —1. Seja U = (E71,672,...,6""), o conjunto de todas as raízes distintas de 1" — 1 em

K. Como (6'&)" = (&)"(&!)" =(&(E") =1e (S) (ET (oo)
= = (E)* = (E! = 1, segue que o

conjunto U é um grupo multiplicativo. Como todo grupo multiplicativo finito num corpo é

cíclico, segue que U é um grupo cíclico, cujo gerador é E. Logo U = [8º =1,48,...,6”).
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Mas € não é o único gerador, uma vez que as raízes n­ésimas primitivas da unidade são

também geradores de U, isto é, os elementos £&º, com mde(k,n) = 1, para k =1,2,...,n. O
número das raízes n­ésimas primitivas da unidade é dado por

ç(n) = HÍ0<m<n:mde(m,yn)=Lm,n€EZ),

onde + é a função de Euler. Dado n um inteiro positivo, definimos £, como sendo e º eo

corpo Q(£,) é chamado de n­ésimo corpo ciclotômico.
n

Definição 2.2.3 O polinômio dr(xr) = II (x — &) é chamado de n­ésimo po­
j=l1,mdc(j,n)=1

linômio ciclotômico.

Lema 2.2.1 Sen é um inteiro positivo, então 1" — 1 = TI éa(0).
din

Demonstração: Sendo f(x) = x” — 1, suas raízes são 1,w,twº,...,w""!. Logo 1º — 1 =
(x — )(r — w)...(t —w"!). Analisando os períodos de cada raiz de f(x), e escrevendo

todas de mesmo período como um polinômio da forma ga(x) = II (x — w), segue
período de w=d

que 1º — 1 = TI (2).
din

Como consequência do Lema (2.2.1) temos que

(2.2)

1­1 xº—1
Assim, d1(x7) = x — 1, d2a(x) = = dE

o — xzt­1lTº+I+l, da(o)= ESENEs
número primo, segue que

= = 1º + 1. Quando n = p, onde pé um

pla) = 5) +oct+o+l (2.3)
que é chamado de p­ésimo polinômio ciclotômico. Quando n = p”, onde r é um número

inteiro maior que 1 e p é um número primo, de acordo com o Lema (2.2.1), temos que

xP —l= di(x)óp(x)óp(X):­­ dpr1(X)Óp (x) e
1 Cl1= di1(x)dp(c)Ppa(X):­­Qpr=1(X).

” =
— Tr TrLogo Q,7­ (x) = FE = gl DP q Zlp=2)DTO 4... +? +11. Este polinômio é chamado

de p"­ésimo polinômio ciclotômico.
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Teorema 2.2.1 Se E, é uma raiz n­ésima primitiva da unidade, então [Q(E) : Q)] = e(n).

Demonstração: Seja f(x) o polinômio minimal de £, sobre Q. Logo, 1”—1 = f(r)h(x), com
h(x) E Q[r]. Pelo Lema de Gauss, segue que f(x), h(r) E Z[x]. Se p é um número primo tal
que p f n, então, 62 é uma raiz n­ésima primitiva da unidade. Logo, (6f)"” — 1 = f(EP)h(EP),
ou seja, O = f(E£P)h(EP). Assim, se €? não for raiz de f(x), então £P é raiz de h(x), e
portanto, £, é raiz de h(x?). Pela forma que tomamos f(x), segue que f(x) | h(x?). Pelo
Lema de Gauss segue que h(x?) = f(r)g(x) com g9(x) E Z[x]. Como consequência do pequeno
Teorema de Fermat, temos que a? = a(mod p), e assim, h(x?) = h(x)º(mod p). Portanto,
fír)oa(x) = h(x)º(mod p) o que é equivalente a h(x)º = f(r)g(x)(mod p). Logo, h(£)P = O,
pois £, é raiz de f(x). E, recursivamente, chegamos que h(£n) = O. Portanto f e h tem
uma raiz em comum. Assim, x? — 1 = f(x)h(x) tem uma raiz múltipla. Logo, nr! =ÕÔ e,
assim, para qualquer À € Z,,nA"”'! = O. Como a característica de Z, é p, segue que p | n,
o que contradiz o fato de termos suposto que p * n. Portanto, £2 é raiz de f(x), Votne

mde(p,n) = 1. Logo, 0(f(x)) > O(dn(x)), pois toda raiz de ón(r) é raiz de f(x), e como
f(x) | dn(z), segue que O(dn(z)) > (f(z)). Portanto, (dn (x)) = O(f(x)) = (Mn). ­

Observação 2.2.1 Existe um único polinômio minimal f(x) tal que f(&) = O. Pelo Te­
orema (2.2.1) temos que O(f(x)) = O(dn(x)), e que dn(En) = O. Assim, f(x) = Qn(D), e
portanto, $n(x) é irredutível.

Lema 2.2.2 Sep é um número primo e É é uma raiz p­ésima primitiva da unidade então:

1) Tr(&) =—1, para j=l,...,p—1.
2) Tril­&)=p, para j=l,...,p­1.
3) N(€­1)=("1)"'p e N(1­86)=p.

4) p= (1­8)(1­8)...(1­ 87).

Demonstração: 1) O polinômio ciclotômico de £ é dado por f(x) = xP! 4+xP?2+­­+x+1.
Como € são raízes de f(x), segue que Tr(6!) = —1, para j=1,...,p— 1.
2) Como [Q[E] : Q) = p—1 temos que Tr(1) = p—1. Portanto, Tr(1—­£&) = Tr(1) —Tr(&) =
p—­l+l=np,paraj=1,...,p—1.

I=Pp­

13) Como £ — 1 é uma raiz do polinômio f(y) = 4?" + > | ? ) yº*! segue que,1 |

N(E­1)
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N(1­8) = N(CI(E­1)) = N(CUN(E­1) = (1)PI (1)? p=(1)º9p=p.
4) Como x?! + xP 2º+.c+rI+1=(r—6)(r—&2)...(r—E), temos parax = 1 que
1­8)(1­8)...(1­8& )=p. "=

Sejam p um número primo e £, uma raiz p­ésima da unidade. Como em &, o coeficiente
de ap­2 do termo x?? é igual a 1, segue que

Trocgi(1) = [Q(6) : Q1 =p­1, e
Trote (ES) = —adp—2 = —l, para j = 1, 2, PDP l.

Consequentemente,

Trote IÇ(1 — E) = TrocieÇ(1) — Troca Ç(S) = p, para j=1,...,p—1.

Os elementos 1 — £), para j = 1,...,p— 1, são todos os conjugados de 1 — £f, para k =
l,...,p— 1. Assim, da Definição (2.2.3), segue que Nore,iQ(1 — &) = Q1,(1) = p, para
j=lL...,p­l

Lema 2.2.3 Se Ox é o anel dos inteiros algébricos de K = Q(£,) então:
 (1­6)OkNZ=pZ,
ii) Treo((1— 65)y) E DZ, Vy E Ox.

Demonstração: i) O p­ésimo polinômio ciclotômico de £, é d5(x) = 7?! +­­+x+1=
(tr—E)(x— E): (x— E). Como Note, jo(1­ E) = (1­ E )(1­&)...(1­&7) = p, segue
que d,(1) = (1— 6,)(1— &3) ... (1 — £7!) = p. Como 1­ & E Ox, para j=1,...,p—1,
segue que p E (1— £,)Ox. Portanto, pZ C (1— 6.)Ox N Z. Para mostrar a outra inclusão,
vamos supor por absurdo que pZ está contido propriamente em (1 — £,)JOx 1 Z C Z. Como
pZ é um ideal maximal de Z, então (1—6€,JOgKNZ = Z. Como 1 E Z segue que 1 = (1—6£,)a,
para algum a € Og. Logo, 1— £, é inversível em Ox, e assim 1 — &) são inversíveis em Ox,
paraj= 2,...,p— 1. Assim, (1— £,)(1 — &) ..(1— E!) é inversível em Ox N Z, isto é, p
é inversível em Og N Z, o que é um absurdo. Portanto, (1— 6.)Og NZ = pZ.
ii) Cada conjugado y;(1 — &) de y(1 — 6,) é um múltiplo de 1 — & em Ox, para i =
1,2,...,p— 1. Como 1— & = (1—&)(1 + E, +­­­+&!) segue que 1— £ é um múltiplo de

1—& em Ox. Sendo o traço a soma dos conjugados, segue que Treig(y(1—8,)) = (1­8) +
yY2(1­E3)+:­+yp1 (1897!) = a(1—£,), coma E Ox. Portanto, Tr(y(1­£,)) € Ox(1­6,).
Como, pela Proposição (1.2.5), Z é integralmente fechado, segue pelo Corolário (1.3.1) que
Tr(y(1­6& ) E Z. Assim, Tr(y(1­6,)) € Og(1—­ 6) NZ = pZ, onde a igualdade segue de

EV
AVAVAY

1 2 3 4 5 6 7 unesp ”. 12 13 14 15 16 17 18



CAPÍTULO 2. CORPOS QUADRÁTICOS E CICLOTÔMICOS 47

Teorema 2.2.2 Se p é um número primo e £, é uma raiz p­ésima primitiva da unidade,

então Z [&,)] é o anel dos inteiros de Q[£,] e (1,6,...,6??) é uma base de Z[£,] como um
Z­módulo.

Demonstração: Seja Oy, o anel dos inteiros de Q[E,]. Temos que Z[£&,]] C Op. Agora, vamos
provar que On C Zl£,). Considere a € Or, € QlE,). Assim,

a =a+aE++ap26??,

com a; E Q. Logo, a(1— 6) = a9(1 —­ E) Ha (E — E) +­­­+apo(6P?— E). Assim, segue
do Lema (2.2.3) que

Tr(a(1— &)) = aQTr(1 — E) Hu Tr(E — E) ++ +apaTr(&*?— E) epz.

Portanto, agTr(1— 6) = aop E pZ e aq E Z. De modo análogo temos que a; € Z, para
i=1,...,n, pois E! = €?! E Or. assim,

(a — a9)E = a +aE+: +apsê?.

Multiplicando por 1 — € temos que (a — aJE (1­6) = (1 ­ O) +at(1­ 60 +­+
ap26 (1—6)eassim

Trí(a — ao)E (1­8) = nm Tr(1­— E) HaaTr(E— E) +++ +apoTr(EP*— E?)

Logo, a)Tr(1­6) = ap E ph e a) E Z. Prosseguindo, analogamente temos que a; E Z, para
i=1,...,n. Assim, a € Z e, portanto, Z[&) = Or. "=

Proposição 2.2.1 O discriminante absoluto de K = Q(6,) é dado por

(p—1)(p—2)
) 2Dx = D(1,61,..., E?) = (1 pr.

Demonstração: Sejam p um número primo e £, uma raiz p­ésima da unidade. Vi

mos que (1,6,p,...,657º) é uma base integral de Z[£,]. Pela Proposição (1.4.4) temos que
D(1,66,...,68?) = (—1) === N(d,(£)). Vamos mostrar então que N(9L(£,)) = pr?,

—1

7: Segue da derivação deComo o p­ésimo polinômio ciclotômico é dado por g,(x) =
— Doro (xP—]E VUpz E ) Substituindo x por £,, temos que

(x — 1)?
—l —. Como £7 = 1, segue que 01(6,) =Fr, ou seja,7 =

ambos os lados que ó,(r) =
(E, — 1)péR"! — (8 —1)

(E = 1)?dr (Sp) =
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d1(Ep) = ——P——, eisto implica que g1(£,) = TEN Aplicando a norma e usando— Sp/Sp(E " 1)67
sua linearidade, obtemos que

tens NOD CoRr 6VEIA NA­ANE E o pp
Eni poPortanto, D(1,€,,..., 68?) = (—1)

2.3 Ramificação de ideais

Nesta seção veremos a decomposição de ideais primos em uma extensão juntamente com
suas principais propriedades.

Sejam À um anel de Dedekind, K seu corpo de frações, L uma extensão finita de K de

grau n e Or o anel de inteiros de À em L. Pelo Teorema (1.5.1) segue que Or, é Dedekind.
Seja p um ideal primo não nulo de A. Pelo Teorema (1.5.2) temos que o ideal estendido pO;,

9

de Or, é expresso de forma única como pOr,= 1 q:', onde os q; são ideais primos de Oy, e
i=1

os e; são elementos de Z, para i =1,...,9.

Proposição 2.3.1 Os ideais primos q; de Or, são os únicos ideais primos de Ox, tais que
qgiNAÁ=p, parai=1,...,9.

Demonstração: Seja b um ideal primo de Or. Então bn A = p se, e somente se, b 5 pOr.

De fato, se bN A = p, então p C b e, portanto, pOr, C bOr, = b. Por outro lado, se
9

b 5 pOr, = Io, pelo Lema (1.5.1) segue que b OD q;, para algum 1. Como q; maximal,
1i=1l

pois Or, é Dedekind, segue que q; = b. Como b Cc Or e À € Op, pelo Lema (1.5.1), segue
que bn À é um ideal primo de À e também bN A Ç A, pois 1 Z b. Agora, como p C b
epC A, segue que p C ANb. Como À é Dedekind, então p = AN b, pois p é maximal.

Portanto, p = AN q;. Assim, b está na fatoração de pOr, se, e somente se, br À = p. =

Definição 2.3.1 Se p= AN b, dizemos que b está acima de p.

Lema 2.3.1 Com as notações anteriores temos que
A Oz À O

1) " e — são corpos e que " pode ser identificado como um subcorpo de aGi i
O

: : .2) Como Or, é um A­módulo finitamente gerado, então —E é um espaço vetorial de dimensão
i

A

finita sobre ” para i = 1,...,m.
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­ " ” :
A O

:Demonstração: 1) Como A e Oy, são anéis de Dedekind, segue que — e E para 1 =
i

­ : i T L o « ” ,1,...,9, são corpos. Ágora, considere A — On, — —­, onde 1 é a inclusão en éa
qi

A

projeção. Temos que ker(7oi) = q; 1 A =p e assim, " & Imínoi). Portanto, " pode ser
O

identificado como um subcorpo de "i

2) Considerando as operações
Or

qi

+ tT+y
A O Õx = —

qi q:

(a, X) >> àz
Õ

:

A O
: > ; ;temos que — é um espaço vetorial sobre — e — tem dimensão finita, pois sendo fx1,...,Tn)

i i

os geradores de Or, sobre A, e b € Op, então b = at, ++ +antn coma; EA,i=Ll,...,n.
NS

A Na 2 ­ a

Or
Assim, b = a1X1 + +++ + GnZn, com à; = a; +p. Portanto, ([Z1,...,TZn) gera — como um

qi
.: A

espaço vetorial sobre —. =

Definição 2.3.2 O grau f; = f(q:lp) da extensão O sobre À é chamado de grau de
inércia de Or, sobre A, e o erpoente e; = e(q;lp) é chamado de índice de ramificação de
q; sobre A.

Definição 2.3.3 Dizemos que p é:

a) totalmente decomposto em L(ou em Or) quando e = f = 1, para todo ideal primo q
que está acima de py.

b) inerte em L (ou em Or) quando e =1 e f =n, para todo ideal primo q que está acima
de p.

c) totalmente ramificado em L (ou em Or, quando e =n e f = 1, para todo ideal primo
q que está acima de p.

d) ramificado em L (ou em Ou) se existir um ideal primo q; de Or, que está acima de p
tal que e; > 1 para algum 1.

Lema 2.3.2 Com as notações acima temos que

1) PO NA=p
A2) nO. é um espaço vetorial de dimensão finita sobre ”L
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Demonstração: 1) Como p C pOr, e p C À segue que p C pOr NA. Por outro lado,

9

pro = aca,
i=1

para à = 1,...,g. Logo, pOL N A CC q;N A =p. Portanto, pOr NA=yp.
Para 2) considere

OrAL)O, Db ZETA OOo
eo

A

onde i é a inclusão e mn é a projeção. Temos que ker(roi) = pOr, N A = p e assim, "
AImín oi). Portanto, "" pode ser identificado com um subcorpo de o Como Or é um

L

A­módulo finitamente gerado, segue analogamente ao item 2) do Lema (2.3.1), que O éL

; " :
A

um espaço vetorial de dimensão finita sobre " =

Proposição 2.3.2 Se p é um ideal primo não nulo de Ox, então N(p) = pí, onde fé o
grau de inércia de p.

Demonstração: Pelo Lema (2.3.2) segue que Ox/p é um espaço vetorial sobre Z, de di­

mensão f. Portanto, N(p) = AT) =

Lema 2.3.3 À sequência de ideais

Or. 291) q? DOS qu >D 91 qo DO qi qs”º De. > 91 :+cas = pOr,

é marimal.

Demonstração: Dois elementos desta sequência é da forma q e qq;, onde q é um produto de

ideais q;. Se existir b tal que qq; C b C q segue, pelo Lema (1.5.3) que b divide qq;. Assim,
existe C7 C Or, tal que qq; = bC7. De modo análogo, q divide b, ou seja, existe Ca C Op tal

que b = qC2o. Logo, qq; = qC1Ca2, ou seja, q; = C1Ca. Como q; é primo, segue que q; = C; ou
q; = Ca. Se q; = O, então b = q, e se q; = Ca então b = qq;. Portanto, não existe ideal não
trivial entre qq; e q. =

9 ATeorema 2.3.1 (Teorema da Igualdade Fundamental) > eifi = E : . =nL1i=1
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Demonstração: Vamos provar a primeira igualdade. Pela demonstração do Lema (2.3.1),
:

Otemos que 1 é um espaço vetorial sobre —E, e pelo Lema (2.3.3) temos que seus sub­
| |

O Aespaços são os triviais. Assim, dimo,/a; ­ = le to = tra Como | : | = ff
O A

Do ;e E : | = 1] segue que E : à = fi. Dado um índice 1, observemos que existemi i

exatamente e; elementos consecutivos na sequência dos ideais com o quociente da forma

: — | é igual a soma das
AA. ou seja, de dimensão f; sobre —. À dimensão total de [5 :] p pOL &pHÁ

dimensões dos quocientes, ou seja,

O A ã

= esfi + .«+esf, = Seis
1=1

POL 'p

Agora vamos provar a segunda igualdade. Se A é principal, pelo Corolário (1.3.3) temos que
Or é um A­módulo livre de posto n. Se (x1,...,T7n) é uma base de Or, sobre A, temos que

(17 + pOp, ­.., tn + pÔOp) é uma base de o. sobre Â De fato, se b € O temos que
Or p pOr, 1

b=0b+pO, e, então

(ar) +­­­+antn)+pOrn =(a1x) +pOpn)+­+c+ (ante +pOu)

= (a) + p)(x1 + pOu) ++++ (an + p)(tn+ pOy)
= 177 + ct dntn,

com à; € A/p, i =1,...,n. Agora, se dh + +dh£, = O então,
Ss

ati +++ +antn => bjp; com b; E Or ep; Ep, para j=1,...,5.
j=l

n

Como fT1,...,Tn) gera Or, sobre A, segue que bj; = NY cut com c;; E À, para j=1,...,n.
i=1l

»Ti > > ee Ppj = > > esp) Xi.
j=l Ni=1 i=l Nj=1

Ássim,

8

Como fx1,..., rn) é linearmente independente, segue que a; = Ciip; E p, ou seja, a; = O1) 1 Un , IP , , ,

j=1
para 1 = 1,...,n. À demonstração para o caso geral é feita por redução ao caso anterior.

Temos que A é um anel de Dedekind. Se p é um ideal primo não nulo de À ese S= A —p,

temos pela Proposição (1.7.5), que SA é um anel principal e pela Proposição (1.7.4),
que S­!Or é anel dos inteiros de L sobre SA e S!Orn, é um S­!A­módulo livre. Daí,

SO SIA
S­1O0,p S­lAp

pelo caso anterior, temos que | = n. Considerando a fatoração do ideal
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9

pS Or = TIS Og) e como q; A =p, a;:NS5S = 0 e S !'Orq; são ideais primos não
i=)1

nulos de S­!Or, temos pela primeira parte que

SO, SA >|;SO, SApSOL so'A 1STOL pSA
i=1

Porém, pelo Teorema (1.7.2), temos que mM — E TA— wm —. Portanto, n=P ( ) 1
p SOrg; qi

SOL SIA =."S!Ong; =VA VW"

SA — A SO, Or
SA

Proposição 2.3.3 Com as notações anteriores, temos que On/pOrn > ' Ox
i=1

Demonstração: Temos que q; é o único ideal maximal de Or, que contém qí', pois se existir
M um outro ideal maximal, tal que M 5 q, temos, pelo Lema (1.5.1), que M 5 q;, para

algum 1. Como q; é maximal segue que M = q;. Agora vamos mostrar que q%' + q = Or,
para 1 £ 7. Suponhamos que q + q” C Op. Assim, existe um ideal maximal M de Ox, tal
que q + q; CMC Or Como qf' C q + q”, segue que q C M, ou seja, q; C M, e
como q; é maximal, segue que q; = M. De modo análogo, como q Cc q + a”, segue que
q C M, ou seja, q; C M e como q; é maximal, segue que q; = M. Assim, q; = q;, o que é

2 O,
e”

i=1 yu
E

um absurdo. Portanto, q + q? = Or. Então pelo Lema (1.1.2), segue que O faL

Lema 2.3.4 Seja À um domínio de Dedekind. Sejam p1,..., pr, ideais primos distintos e

não nulos de A, e sejam t1,...,tr E À 6 e1,...,€r inteiros positivos. Então existe um
e;+lelementox E A tal que x — x; EP ex—x gp", parai=l,...,r.

Demonstração: Para à = 1,...,r temos que p“ D pet! Assim, existe um elemento
a; € pé, a; d pit *!. Pela Proposição (2.3.3), existe x E À tal que x — (rt; + a;) E p&*!, para
i=1,...,r. Assim, x —x;=[x — (tr; +a)] +a; E Pp, mas x — x; € pé *), pois a; g pé!

Proposição 2.3.4 Se A é um domínio de Dedekind que possui somente um número finito

de ideais primos então À é principal.

Demonstração: Pelo Teorema (1.5.2) temos que todo ideal não nulo de À é um produto
finito de ideais primos não nulos de A. Assim, é suficiente mostrar que os ideais primos de

a
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A são principais. Sejam p1,...,hpr OS ideais primos não nulos de A. Pela Lema (2.3.4), para

h=1,...,r, existe y, E A tal que y, E Pr, yn É Pá € yr É pj, paraj £ h, onde consideramos
1) ="""=x7,=0,e,=1,ee;=0,para j£h. Assim, pr, divide Ayr, p? não divide Ay, e
p; não divide Ay,, para j £ h. Logo, a decomposição de Ay, em ideais primos é Ay, = Pr.
Portanto, cada ideal p,, é principal.

Teorema 2.3.2 Seja K C L corpos de números. Sejam Ox e Or, os anéis dos inteiros de

K e L, respectivamente. Um ideal primo p de Og ramifica se, e somente se, DO, não éL
reduzido.

9

Demonstração: Suponhamos que p ramifica. Seja pOr, = Il q5', onde q; 1 Ox = p, para
1=1

1,...,9. Como p ramifica, existe k E N tal que e, > 1. Temos que pÔr, Ç q;, para

todo j = 1,...,9, pois se pOr, = q; teríamos que e; = 1 para todo 7, o que é contra a
hipótese. Assim, para cadaj = 1,...,9, seja a; € q; — pOr. Seja TZ= a1...a, + pOr, £ O.
Ser=er...e,, então

1" =(a1...09)M +pOpn=07...06...07+pOuv=0.
OL =. :

:Portanto, —— não é reduzido. Reciprocamente, como a, € q, segue que (a) e qu
pOr

Oo9 9
: Or,e como pOr, = | | “ segue que Or /pOr, > | | = Sendo —E não reduzido temos que

existe Z = (17 + qU,rT2a+qg3%,..., 7, +99) AO nilpotente. Assim, existe jo tal que x5, É qo
e existe n E N tal que 7º = O. Portanto, x? E q, para à = 1,...,g9. Se e, = 1, então
1”, E q, € assim, rj, E qjo, O que é uma contradição. Portanto, ez, > 1. "=

Corolário 2.3.1 Com as hipóteses do Teorema (2.3.2), p ramifica se, e somente se,

Dio /pou)/(ok/p) = (0):

Demonstração: Temos, pelo Teorema (2.3.2), que p ramifica se, e somente se, OL

:

Or
. , :não é reduzido, e pelo Lema (1.4.3) temos que o não é reduzido se, e somente se,

L

Do /pou)/(ox/p) = (0). ­

Teorema 2.3.3 Sejam K C L corpos de números. Sejam Ox e Or, os anéis de inteiros de

K e L, respectivamente. Um ideal primo p de Ox ramifica se, e somente se, p > Do, /ox­
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Demonstração: Suponhamos que p C Og ramifica. Sejam 5 = Og — p, Ox = S!Ox,
Or =S­!O, ep =pOrx. Pela Proposição (1.7.5), temos que Ox é principal e assim pelo
Corolário (1.3.3), temos que Or é um Ox­módulo livre. Pelo Teorema (1.7.2), temos que
Ox Ox O , O

e = ;­. Seja fei,...,en) uma base de Or, sobre Og . Pelo Corolário
" pe po pos

te ) L K

Ox
,

O O(2.3.1), temos que Do, /pou)/(ox/p) = (0). Assim, 0 = D(en,...,en) E Ps = . e portanto
D(en,...,en) E p. Agora, se (T1,­.., Tn) é uma base de L sobre K contida em Oy, então

n

T; = À aj, com a;j; E Ox ,i = 1,...,n, pois Or, C Or. Logo, Díri,...,tn) E Ox e
j=1

D(x1,...,tn) = det(a;;)ºD(es,...,en) E Oxp Cp. Assim, D(t1,...,tn) E OxkNp =».
Portanto, Do, /ox = (D(t1,...,tn)) C p. Reciprocamente, se Do, /ox € p e se fe, ..., en)
é uma base de Or, sobre Ox, então para 1 = 1,...,n, temos que e; = sn com y; E Or, e

S

Ss ES. Assim,

Die, ..., En) det(Tr(eje;)) = det (Tr (E))
1 1 , 1

an det(Tríyiy;)) = s*"D(w,. Un) E Ox Do, joK CEOx p=rp
ou seja, D(e,...,en) Ep. Assim, D(e,...,en) = Oem Ox/p e portanto, Dio/rou)/(Ox/p) =
(0). Pelo Corolário (2.3.1), segue que p ramifica. =

Corolário 2.3.2 Com as hipóteses do Teorema (2.3.3), temos que existe somente um número
finito de ideais primos de Ox que ramifica em Ox.

Demonstração: Pelo Teorema (2.3.3) temos que p ramifica se, e somente se, p > Dox/0, =

Il p;. Além disso, os p;, para é = 1,...,g, são os únicos ideais primos de Ox que contém

Dox/01, uma vez que se m é um ideal primo de Ox tal que m 5 Dog/o, = II», pelo
Lema (1.5.1) segue que m D p;, para algum i = 1,...,g. Como p; é ideal maximal segue que
m = p;, o que prova o Corolário. =

Exemplo 2.3.1 Sejam K=Q e L = Q(Vd), onde d é um inteiro livre de quadrados.
a) Se d=2 ou 3(mod 4), então Z(Vd) é o anel de inteiros de K e D(1, Vd) = 4d. Assim,
os primos que se ramificam em K são 2 e os divisores de d.

b) Se d=l1(mod 4), então Z (44) é o anel de inteiros de Ke D (1,424) =d. Assim,
os primos que ramificam em K são os divisores de d.

a
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Proposição 2.3.5 Seja E, uma raiz n­ésima primitiva da unidade. Então p ramifica em

Q(En) se, e somente se, p divide n.

Demonstração: Suponhamos que p | n, então Q(E,) E Q(En). Como p ramifica em Q(£,),
segue que p ramifica em Q(£,). Reciprocamente, seja n = Ilp;" e suponhamos por absurdo
que p f n. Então p não ramifica em cada Q(E€ mi), já que p não divide o discriminante
Date, mi) Agora, como Q(£,) é a composição de Q(Sy7:), segue que p não ramifica em Q(£,),
completando a demonstração. =

Exemplo 2.3.2 Pela Proposição (2.2.1), temos que D(1,6,...,6P?) = EpP?., Assim, p é
o único primo que ramifica em Q(E).

Lema 2.3.5 Sen ep são números primos ímpares tal que p = l(mod n), então existe um
corpo cíclico K de grau n tal que p é o único primo que ramifica em K.

Demonstração: Seja G = Gal(Q(61,)|Q), gerado por o, e H subgrupo cíclico de G, gerado
por 0”, de ordem o Note que fi é um número inteiro, uma vez que p = l(mod n). Seja
K o subcorpo fixo por H. Temos que a extensão K|JQ é de Galois, pois Q(£,)JQ é cíclico.
Consequentemente, K herda a propriedade de Q(£,) de que p é o único primo que ramifica.

Teorema 2.3.4 (Kummer) Sejam À um anel de Dedekind, K seu corpo de frações, L uma
extensão finita separável de K de graun e Or, o anel de inteiros de L sobre A. Assuma que

Or = Ala] para algum elemento a. Seja f(x) o polinômio irredutível de a sobre K ep um
ideal primo não nulo de A. Seja f(x) a redução de f(x) e p, e seja

a fatoração de f(x) em potências de fatores irredutíveis sobre À = A/p, com coeficiente
dominante 1. Então

pOr = b... bs (2.4)

é a fatoração de p em Or, de modo que e; é o índice de ramificação de b; sobre p, e temos

que

b; = pOr + g:i(a)Ox, (2.5)

se qi(x) E Alx] é um polinômio com coeficiente dominante 1 cuja redução módulo p é q,(x).
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Demonstração: Sejam qg(r) um fator irredutível de f(x), & uma raiz de g(xr), e b o ideal
primo de Or, que é o núcleo da função

Ala] — Ala).

Temos que pOr +q(a)Op está contido em b. Por outro lado, seja 9(a) E b onde g(x) E Alxl.
Então g(xr) = g(r)h(x) para algum h(r) E Alx] e, portanto, g9(x) — g(x)h(x), que é um
polinômio com coeficientes em À, uma vez que tem coeficientes em p. Isto prova a inclusão

contrária, provando (2.5). Para provar (2.4), seja ei o índice de ramificação de b;, tal que

pOr =b2...6é,

e seja d; o grau de q,. Como f(a) = O, e como

f(x) — n(x)º ...qr($)S E pÁla),

segue que

q1(a)º...qgr(0)" E pOr.

Por outro lado, temos que

bi C pOr + gi(a)“ Ox,

consequentemente usando a Equação (2.6) temos que

be. pé CpOrn+qlo)?...g (a) OL C pOr =bÉ... 6.

Isto prova que e; > e; para todo 1. Mas sabemos que

Ássim e; = ei para todo 1, o que prova (2.4).
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Capítulo 3

Codiferente e diferente

Neste capítulo introduzimos os conceitos de codiferente e diferente, enfocando suas principais

propriedades. Deste modo, na Seção 3.1 veremos o conceito de codiferente em uma extensão

juntamente com suas principais propriedades e na Seção 3.2 veremos o diferente a partir do
anel de inteiros de uma extensão. Os resultados aqui apresentados podem ser encontrados

em [9] e [10].

3.1 Codiferente

Sejam A um domínio de Dedekind, K seu corpo de frações, L. uma extensão separável de K
de grau n e Op, o anel de inteiros de L sobre A. Seja L, o espaço dual de L. Pelo Corolário
(1.3.2), temos que existe um isomorfismo é : L — L, tal que p(r) = S,., onde z E Le

S.(y) = Trukg(zy), para y E L. Seja (11,...,Tn) uma K­base de L e seja [11,...,1%) um
conjunto de elementos de L tal que (4x1, ­.., xs) Seja uma base dual de (x7,...,T7), isto
é, Pas (x) = Tr(xix;) = ij, onde 5; = 1 e di; = O se i £ j. Assim, (x71,...,17) é também
uma base de L, chamada de base complementar de fx1,..., Tn).

Proposição 3.1.1 Com as notações acima, temos que Di(x1,...,tn)Dru(zt,...,x5) =.

Demonstração: Sejam 01,...,0n 08 K­isomorfismos de L. Tomando

X = (oi(x;))i; e X* = (0:(%3))iz,

e denotando X* para a matriz transposta de X, temos que (X*)'X = (Tr(rix;));j. Assim,
det(X*)' det(X) = 1. Pela Proposição (1.4.3), temos que

Dix, ..., tn) = det(X)º e Di(xi,...,x11) = det(X*)?.

57

EV
AVAVAY

1 2 3 4 5 6 7 unesp ”. 12 13 14 15 16 17 18



CAPÍTULO 3. CODIFERENTE E DIFERENTE 98

Portanto, Dr(x1,...,tn)Drn(ti,... : =

Definição 3.1.1 Seja M um subconjunto de L. O conjunto M* = (fr E L: Tríty) E A,
VyE MY é definido como o codiferente de M sobre K, que também é chamado de dual ou
complementar de M.

Exemplo 3.1.1 Se A=Z, K=Q, L=Q(V2) e M= O, =Z[12, então, Ot =
to De fato:
Pela Definição (3.1.1) temos que Ot = (x e Q(V/2) : Tr(xy) € Z,Vy E Z[/2]). Sejam
r=a+b2, a,beQey=c+dWV, cdeZ, então, Tr(xy) = 2ac+46bd E Z. Como vale
para todo y € Z[N/2], em particular
esed=0, e c=1, então 2a=m E Z. Logo, a=m/2.
esed=1ec=0, então 4hb=neEZ. Logo, b=n/4.

+ TV, m,n E Z. Portanto, Of =m

o Or.:

1
Ássim, x = 2

Exemplo 3.1.2 Considere A=Z, K=Q, L=Q(V7) e M=On=2Z|V7.
Or = (x E QD) : Tr(xy) € Z,Wy E Z[V7]). Sejumn 7 = a + bW7, a,bEQey=
c+dVr, cde3%Z, então Tr(xy) = 2ac + 14bd. Como vale para todo y E Z[V7], em
particular

esed=0, e c=1, entio 2a = m € Z. Logo, a = m/2.
esed=1ec=0, então l4b=neEeZ. Logo, b=n/M4.

:
mM n

.Assim, x = a + TRA m,n E Z. Portanto, Or =af
Proposição 3.1.2 Sejam M um subconjunto de L e M* o codiferente de M sobre KR. Então

1. SE OJM € M então M* é um módulo sobre Ox.

2. Se M, CE Ma CL entãoM] C MIT CL.

3. OL € Or.

Demonstração: 1) Assumimos que OLM E M. Sebe On, x E M*e y E M temos que

Trí(bz)y) = Tríz(by)) € A,
pois by E M. Assim, br € M*. Portanto, M* é um Or­módulo.

2) Suponhamos que M, E Ma. Se r2 E M3, então, 12 E L e Tr(ray) E A, para todo y €
M3,. Como M, C M, segue que Tr(xa3y) E A, para todo y E Mi. Logo, 12 E Mr.
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Portanto, M3 & Mr C L.

3) Como O, é inteiro sobre A, e integralmente fechado segue pelo Corolário (1.3.1) que
Tr(Op) C A. Assim, se 7,y E Or, então Tr(xy) E A, e deste modo x E Or. Portanto,
On E Or. =

Proposição 3.1.3 Com as mesmas hipóteses da Proposição (3.1.2) segue que:

1 M' é um A­módulo.

2. Se M é um A­módulo livre com base (x1,...,Xn) então M* é um A­módulo livre com
base (x11,...,1) e M* = M.

Demonstração: 1) Sejam 77 e 12 € M*. Se y E M, temos que

Trí(x1 + x2)y) = Tr(x1y) +Tr(xay) E A.

Assim, 171 + 13 E M*. Agora, sea e AexEM* eseyE M, temos que

Trí((ar)y) = aTr(x1y) E A.

Assim, ar E M*. Portanto, M* é um A­módulo.

2) Seja Ír1,..., Tn) uma base de M e seja th x*) uma base de L tal que Tr(xix;) = Ose i £ 3, e Trítixt;)=1. Ser = DO € Ae, então
i=0 i=1

Tso nr ((3sni) 5) = Daria) =0 04 para j=1L,
i=0

n

Pela linearidade segue que Tr(xy) E A,Vy E M. Portanto, > Ari € M*. Reciprocamente,
i=l

se > air; E M*, coma; E K, para i=1,...,n, então,
i=1

r (>ax 5 E A,
i=1

n n

ara j=1,...,n e deste modo M* C Ari. Assim, M* = Ax;i. Portanto, M* é umPp J i i

i=1 i=

A­módulo livre e M** = M.
"

=

a
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Teorema 3.1.1 Se L = K[a], onde a é inteiro sobre A e g(x) =" +11" +­c+ooE
?AX] o polinômio minimal de a sobre K, então Tr ( Z ) = 0, para i = 1,...,n— 2, e

que
9 (0)

Tr(S) ="
Demonstração: Sejam à = m1,...,0a6, os conjugados de a sobre K, onde são neces­

sariamente distintos e pertencem a uma extensão finita de Galois sobre K. Temos que
n i

Tr ue= YEpara 1 = 1,­­­,n— 1. Como g(x) é o polinômio minimal de a,79) “ Too
segue que g(r ­IT— ay). Ássim,

n

eUs
k=1

n

e podemos expressar este produto como a soma d , para certos elementos az. Sendo
T— Ok

k=1

2h4d , temos queT— ar

izZk

para 1 = 1,...,n. Assim, paraj=1,...,n temos que

1= Dr? (Te — ao) =0a; TT;
k=1 izk izj

Logo, aj;= , para j =1,2,...,n
1

Ie; — O) 9'(0;j)
iÉj

algoritmo da divisão longa de Euclides, temos que

1 1 1 1

gx) ralo bm 2 1nt2 * BS nHFs

2 1 1
Assim, temos que E T+T+e Cc + ­« , Comparando esta

gl) iz
ds o av!última igualdade, temos que (7655) = 0, para i =1,...,n— (FE) =1m"& 9g(ox) — NV (ox)

Es
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n—lCorolário 3.1.1 O conjunto B = | ve é
9 9 (a) ) é uma base de L. sobre K.

Demonstração: Se

J=0

com a; E K, para j = 1,...,n— 1, então 0 = Trug(yY) = Tr (
oTomando ya = Y” aj (Es) temos quee Ng (o)

no? aji+l
0 = Truxg(ya)= Trux a; (So) = ano.e Ng)

De modo análogo, obtemos a; = O, para todo j = 1,...,n—1,e assim B é uma base de L
sobre K. =

O próximo Teorema nos fornece um critério para determinar Afa]*.

1

Teorema 3.1.2 Com as mesmas definições do Teorema (3.1.1) segue que A[a]* = 71)!g

n—1

Demonstração: Tomando y = >aja E Aa] temos que
1=0

o)>
o 1

——— € Ala)”, para todo j = 0,...,n—1. Portanto, Alal——< C Alal*. Para mos­
jtrar a outra inclusão, seja y E Ala], pelo Corolário (3.1.1), temos que y = Dr” (75):

j=0

e assim,
n—l

coma; EK para j=0,...,n— 1 forma uma base de L sobre K. Assim,

Trux(y) = etrua (zo) =a,1€EA,
pois y E A[a]*. Analogamente,

—l

Trug(ya) = » a;TTLK (o)
n

o” a

An­2 + AnTTLIK = An­2 — Ani > ciTrux | —9'(a)
­—

a
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= dn2— An,

pois a” = —(cra"! + coa”? +­­+e), com e; E A. Como an­2 — anic;i E À segue que
1

an­2 E A. De modo análogo, a; € A, paratodoi = 1,...,n—1. Portanto, Afla]* = talosg (a
e isto conclui a demonstração. "=

Exemplo 3.1.3 Seja L = Q(V2). O polinômio minimal de 2 sobre Q é gr) =x2­2e
pelo Teorema (3.1.2) segue que Z[NV/2]* = 522]
Proposição 3.1.4 Se L = Klal, onde a é inteiro sobre K, então Ot é um Or­módulo
finitamente gerado.

Demonstração: Pelo Teorema (1.2.1) temos que Alfa] é um A­módulo livre de posto finito.
Pela Proposição (3.1.3) item 2) temos que A/a]* é um A­módulo finitamente gerado. Como
Ala] E Or, segue que Ot E Alal”. Como A é Noetheriano, pois é Dedekind, segue pelo
Corolário (1.1.2) que Of é um A­módulo Noetheriano e assim, Oj também é finitamente
gerado. Pela Proposição (1.1.2), segue que Or é um Or­módulo finitamente gerado. =

Corolário 3.1.2 Or é um ideal fracionário de L.

Demonstração: Pela Proposição (3.1.3) temos que Ot é um Or,­módulo finitamente gerado.
Assim, dOgf, €C Op, onde d é fator comum entre os numeradores dos geradores de Of, o que
prova o Corolário. "=

3.2 Diferente

Nesta seção veremos o conceito de diferente juntamente com suas principais propriedades.

Para isso, sejam À um domínio de Dedekind, K seu corpo de frações, L uma extensão

separável de K de grau n, Or, o anel de inteiros de L sobre A e Of o codiferente de Ox.

Definição 3.2.1 O ideal de Or, igual ao inverso do ideal fracionário Or é chamado di­
ferente de Op, sobre A (ou de L sobre K) e denotado por A(OL|JA) (ou A(LIK)). Em
particular, se K=Q, o diferente de Or, sobre Z é chamado de diferente absoluto.

Observação 3.2.1 Como Or, E Or segue que A(OgvJA) é um ideal inteiro de Or. Sendo
Or um domínio de Dedekind, pelo Teorema (1.5.2) temos que A(Ov|JA) pode ser escrito de

9

1º
” . : 1, ne . " . P” . "modo único como A(Ox|A) = Il» onde p;s são ideais primos de Or, e s; > O são inteiros,

i=l

para i=1,...,9.
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Proposição 3.2.1 Se L = Ka], onde a € Op, e se 9(x) E Alx] é o polinômio minimal de
a sobre K, então A(OL|JA) = Org (a) se, e somente se, On, = Alo].

Demonstração: Se Or, = A[al, temos pelo Teorema (3.1.2), que Ov* = Or. As­
1

sim A(OLJA) = (Of)" = PD Or = 9(0)Or. Reciprocamente, se z € Or, então,
existe um polinômio h(x) € 2]. de grau menor que nº = [L : K], tal que z = h(a). Na
demonstração do Teorema (3.1.1), vimos que

n

L— OQ;1=X ade)(s— ox) => o
k=1 k=1 iz£k OR

onde à = a1,..., an, São os conjugados de a sobre K. O polinômio hi(x) = > h(ax) Il
k=1 iz£k

— 0;tem grau menor que n e hi(c;) ­> h(ox) | [ã" a h(a;), pois se k £ j temos quek= Uii£kIT2 = 0. Assim, h(x) = nO,pois o polinômio h(x) — hi(r) tem n raízes. Mas,
o Ok O
1i£k

TruK (EE o) = TruK (O:.Sb Dn(ax)IESa= h(x).
izk iZk

Dodo
TIpertencem a L e são inteiros sobre À, segue que E E

Ta

96)
TA

Como os coeficientes de

z
: z9(0) ) ;Orp|rl, e como —— E€ Oy” segue que h(xt) = Tr ————— | e Alrl. Assim,2) ga) é Ori segue que h(s) = Trux G ani <a) ) E 4

z = h(a) E Ala], e portanto, On = Ala]. —

Exemplo 3.2.1 Sejam A = Z, K= QeL=Q(V2). Pelo Exemplo (3.1.1) temos que

On* = 2/7301: Assim, A(Ovu/Z) = (Of*)? = 2V/2Z[x2).
Exemplo 3.2.2 Sejam A=Z,K=QeL=Q(6E), onde 63 é raiz cúbica da unidade. O
polinômio minimal de &3 é g(x) =xº"+x+1. Pela Proposição (3.2.1) temos que A(Ov/Z) =

9(3)OL = (263 + 1)Z[63].
Observação 3.2.2

1. Para corpos quadráticos L = Q(Vd), com d livre de quadrados, temos:

e Sed=2(mod 4) ou d = 3(mod 4), pelo Teorema (2.1.1), temos que On, = Z|Vd)
e pela Proposição (3.2.1) temos que A(Ou/Z) = Z[Vdlg (Vd), onde 9(x) é o
polinômio minimal de Vd sobre Q.

a
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e Sed=1l(mod4), pelo Teorema (2.1.1), temos que Or, = Z[H4] e pela Proposição
(3.2.1) temos que A(Ov|Z) = Z [2] (4), onde g(x) é o polinômio minimal
de 1/8 sobre Q.

2. Se Em É Uma raiz m­ésima primitiva da unidade, então pela Proposição (3.2.1) temos
que A(OL|Z) = Z[Em]9(Em), onde g(x) é o polinômio minimal de Em sobre Q.

Exemplo 3.2.3 Seja L = Q(V5) = QB), Pela Observação (3.2.2), A(Ov|Z) =
Z[+6]Q' (126), onde g(x) é o polinômio minimal de 4X sobre Q. Fazendo as contas
obtemos A(Or|Z) = Z[248] 5.

2

Proposição 3.2.2 Seja B um ideal fracionário de Or. Então Trug(B) € A se, e somente
se, BC Ot = A(OzLJA)".

Demonstração: Se B C Or então Truk(B) € A. Por outro lado, se x € Or ey E B, temos
que 1y € OB =B. Como Truk(B) € A, segue Trug(zy) E A. Portanto, B C Ot. =

Lema 3.2.1 Sejam A, B ideais fracionários de L. Se para todo M ideal fracionário de L

tem­se que M € A se, e somente se, M C B, então A= B.

Demonstração: Se 7 E À então M = (1) C A. Assim, M C B, ou seja, x € B. Logo,

A CB. De modo análogo, temos que B € A. Portanto, A = B. =

Proposição 3.2.3 Seja N uma extensão separável de L de grau finito. Se Ox e Or, e A são

os anéis de inteiros de N, Le K, respectivamenete, então

A(On|A) = OxA(Or|A)A(Onl|Ox).

Demonstração: Seja M um ideal fracionário de Oy tal que M € A(On/Or)!. Pela
Proposição (3.2.2), temos que TrnL(M) & Or. Assim,

A(OL|JA)! SD A(OL|JA)"Tra (M).

Como M = MOy segue que A(On JA)! 3 Trw(OxA(Oru/JA)!M). Temos também que

A 5 Trugk(A(OL/JA4)) SD True (Trae (OsA (OLA) )M) = Trwik(ONA(OLu/A)M).
Novamente, pela Proposição (3.2.2), temos que

OnA(Ou| A)! M E A(On|A)' e que M E TwIK(A(OulA)JA(On|A)*).

Pelo Lema (3.2.1) segue que A(OnJOn)"! = ONA(Orv|AJA(On|A)!. Portanto,
A(On|JA) = OxA(OgJA)A(OnlOn).
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Definição 3.2.2 Sejam K um corpo de números, L uma extensão finita de K de grau n, e

Ox e Op os anéis de inteiros de K e L, respectivamente. Sejam p um ideal primo de Ox,

S = Ogkx—­p, Og =S!Ogk e O, =S Or. O diferente A(O Ox) é chamado de diferente
de L]K sobre p e é denotado por A,(L|K).

Proposição 3.2.4 Com as notações da Definição (3.2.2), temos que O A(Ou|Og) = A(O Ox).

Demonstração: Se x € O,A(OzjOx) então x é da forma ” com y E A(On Ox) e sE S.

Seja 2 € (Op)*, onde (O)* é o codiferente do Og­módulo Or. Assim, Trugk(zOL) C Ok.
Sendo Or, um Og­módulo finitamente gerado, então considere ft1,...,tm) um sistema de

.
a;

>geradores. Seja Trujk(z2ti) = ” com a; E Ox e s; E S. Se sa = 81 ...sm E S então
i

Trug(2sot;) = soTrLIK(2ti) € Ox,

para 1 = 1,2,...,n. Assim, Trug(zsoOpu) E Og e portanto zso E Ot, isto é, yzso E Op, pois
y E A(Or/Ox). Logo,

SF 2% co
Ss SSo

o que implica que x E A(OL|JA'). Assim, O,A(Ov/JOg) E A(O JOx). Por outro lado, seja
x E A(OLJOg). Sendo Ot um ideal fracionário de Or, segue que Of é um Oxg­módulo

TZ =

finitamente gerado. Seja (21,...,2m) um sistema de geradores do Og­módulo Ort. Temos
que Trukg(zOr) E Ox, para i = 1,...,n. Como 5 € K, segue que Trukg(zOg) C Og, ou
seja, z; E (Op)*. Assim,

12; € Ox, ou seja 1%; = “ com bi ELeEes;ES.
Ses =s1...S”m E S, então srz; E Op, para todo à = 1,...,m e assim sxzOt C Or.
Portanto sx € A(Orv/JOg) e x € O,A(Or/Og). Logo, A(O JOx) E OLA(Op|Og). Portanto,
OLA(OL/Ox) = A(O JO). "

Lema 3.2.2 Sejam p um ideal primo não nulo de Og, S = Og — PD, Ox = SOg e
O, = SOr. Se fr,...,x,) é uma base do Og­módulo O, então OkDuxk(Z1,...,Tn) =
OxN(A(OL/Ox)).

Demonstração: Pelo Teorema (1.7.1) temos que Or, é um domínio de Dedekind. Pela
Proposição (1.7.2), temos que Or tem somente um número finito de ideais primos e pela
Proposição (2.3.4) temos que O, é um domínio de ideais principais. Se (Oy)* é o codiferente
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do Og­módulo Oy, livre temos que (Op)* é um ideal fracionário de Oy. Logo, existe y E L,
y * O, tal que (Of)* = Ory. Assim, pela Proposição (3.2.4), temos que

Ony"* = A(Or |Ox) = OLA(OL/Ox).

Se (x1,...,T1,) é uma base de Og­módulo Or, então (yx,,­..,yr,) é uma base de (Oj)*.
Pela Proposição (3.1.2), temos que (Or)* tem uma base complementar f(z1)",...,(x,)*)
sobre Or. Pela Proposição (1.1.2) e pelo Lema (1.4.2), temos que

1Du/x((1)*, ..., (x,)) = Dro,1/0, (1)” ..., (x,)”)
e Due(YT.YT,) = Drew: oi (va) vn”) são elementos associados de Og.
Mas

Du/x(£1, e. tn) Dru/x((r)*, o (x7)*) =1
e Dux(yx1,"co ytR) = [N()]º Due(1,:.­,Tn). Portanto, [N(y))º[Duk(£1::ta]? é
uma unidade de Ox. Portanto, OxDru/K(X1,­. Tn) = OkKN(y!). Seja y = . onde z E Ox,
a € S. Como Ojy"'! = OLA(Or|Ox) segue que

Or(Ora) = OL (OrzA(Or/Oxg)).

Logo, Ora = OnzA(Ou/Ox). Assim, N(Ona) = N(Ovz)N(A(OgJA)), e portanto a” Ox =
OxN(z)N(A(Ou|/Og)). Assim, "Og = OgN(z)N(A(Og/Og)) e portanto N(a)OKN(27!)
=OgN(A(Ogv|Og)). Logo, N(az"!)Og = OKN(A(OLjOxg)), e assim,

NY ")Ok = OKN(A(OL/Ox)).

Portanto, OkDu/K(T1,­.., Tn) = OkKN(A(OL/Ox)).

Teorema 3.2.1 Com as mesmas notações do Lema (3.2.2), temos que N(A(Ou|Ox))
Du /x­

Demonstração: Sejam fr1,...,t7n) uma K­base de L contida em Or e (11,...,1,) uma
1 , 1

.
CS 1 1

. .base do Og­módulo O,. Assim xr; = d a;;1,, com a;; € Ox, para j = 1,...,n. Ássim,
1=1

Du/e(t1, +. tn) E OgDru/kx(1,:..., 7). Pelo Lema (3.2.2), temos que

e isto implica que Du/x E [7 OkN(A(Or|Ox)). Pela Proposição (1.7.3), temos que

Dix E N(A(Ou/Oxg)).
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Reciprocamente, sejam Dng = p*A e N(A(Ou/JOg)) = pº B, onde A, B são ideais de Ox, não
múltiplos de p. Devemos mostrar que s < s , pois se é verdadeiro para todo ideal primo p £ O
de Ox, temos que Dr,/k divide N(A(Or /Og)), ou seja, N(A(OL/Og)) E Du. Para todo ideal
primo p é O de Og, escolhemos uma base fx1,...,x,) do Ox­módulo Or. Multiplicando
por um elemento conveniente de S$ temos que cada x; € Or. Seja OkDi/k(T1,..., Tn) =VW'T,
onde Z é um ideal Ox não múltiplo de p. Pelo Corolário (1.7.2), temos que

OxDi/kx(£1, Tn) = (Oxp)'"

e pelo Lema (3.2.2), temos que Og Dr /K(T1,..., Tn) = OKN(A(OL/Ox)) = (Okp). Assim,
s =r. Como Diu/x D OxDr/x(Z1, a. Tr) = pI segue que Dr /xk divide pº T, eentãos<s.
Assim,

N(A(Ou/Og)) E Du/K­

Portanto, N(A(Or/Ox)) = Du/K­

Proposição 3.2.5 Se K é uma extensão cíclica de grau primo n > 2ep>néo único

primo que ramifica em K, então o discriminante de K é Dk =p".

Demonstração: Como p é totalmente ramificado em K segue que pOr = p". Como

p | n, segue que p"”"! | A(OgIQ), mas p” t A(ORIQ). Agora, como A(OgIQ) = p"”'! e
N(A(Og|Q)) = |Dx]| segue que N(A(OglQ)) = |Dg] =p". "=
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Capítulo 4

Reticulados e ideais reticulados

Intuitivamente, entende­se por reticulado um subconjunto discreto do R" que tem a estrutura

de um Z­módulo de posto finito n. Neste capítulo apresentamos as definições de reticulado,

empacotamento esférico, densidade de empacotamento, densidade de centro e homomorfismo

canônico. Através do homomorfismo canônico obtemos um método para gerar reticulados

no R”. Os reticulados obtidos desta maneira dependem diretamente do anel de inteiros do

corpo de números. Apresentamos também o conceito de ideais reticulados. Usando esta

teoria, veremos formas de se obter reticulados rotacionados no R" que são tão bons quanto

os já conhecidos. Os resultados aqui mencionados podem ser encontrados nas referências [8],
f9l, [11], [12], [13], [14] e [15].

4.1. Reticulados

Nesta seção apresentamos o conceito de reticulado, enfocando suas principais propriedades.

Definição 4.1.1 Sejam V um espaço vetorial de dimensão finita nº sobre um corpo K, AC KR

um anel ev,,..., vm vetores de V linearmente independentes sobre K, comm <n. Chama­se

reticulado com base À = fuvi,...,vm) ao conjunto de elementos de V da forma
mE = Sai, com a; E a ;

i=1

que será denotado por Hg.

Definição 4.1.2 Seja Hg CR" um reticulado, com Z­base 8 = (v1,..., um). O conjunto

i=1

68
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CAPÍTULO 4. RETICULADOS E IDEAIS RETICULADOS

é chamado de região fundamental de Hg, com relação a base fuai,..., vm).

Se Ha é um reticulado com base À = fui,..., Um) E SE E1,..., Em São elementos quaisquer
m

de Hg, então e; = d) aiju;z, com a;; € Z. Uma condição necessária e suficiente para que
J=1

Ten... em) seja uma base de Hg é que det(a;;) seja um elemento inversível de Z.

Exemplo 4.1.1 Hg =Z" é um reticulado gerado pelos vetores e; = (1,0) e ex = (0,1) com
região fundamental descrita na figura abaixo.

Definição 4.1.3 Um subconjunto H do R" é discreto se para qualquer subconjunto com­

pacto (fechado e limitado) K do R", tivermos HNK finito.

Exemplo 4.1.2 Z" é um eremplo de subconjunto discreto do R”.

Pelo próximo teorema temos que um reticulado é gerado sobre Z por uma base do R”.

Teorema 4.1.1 Se H é um subgrupo discreto do R”, então H é gerado como um Z­módulo

por r vetores linearmente independentes sobre R, comr <n.

Demonstração: Seja À = fen,...,er) um conjunto de vetores de H que são linearmente
independentes sobre R, onde r é o maior possível, com r < n. Considere o paralelepípedo

r

Pa = 4rER":X= a;e;,0 < a; < 1), construído a partir destes vetores. Como Pg é
i=1

fechado e limitado, segue que Pg é compacto. Assim, Pa N H é finito, pois H é discreto. Se
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x E H, então pela maximalidade de r, segue que Íx,e1,...,er) é linearmente dependente.
r

Logo, existem A; E R, para 1 = 1,...,r, não todos nulos, tal que x = SO Me; Para cada
i=1

JEN, seja

1; =jr—X Na EH, (4.1)
i=l

Tr r

onde [&k] denota o maior inteiro menor ou igual a k. Assim, x; = jY Mie; — S lixe: =
1=1

r

SCG: — [jAi)e; E PeNH. Dessa forma, tomandoj = 1 na Equação (4.1), temos que
i=1

r r

n=r1­ S Dile, ou seja, 7 = T) + 2 Dl Assim, como x, E P.NH e este é finito, segue
i=1que H é finitamente gerado como um Z­módulo. Por outro lado, como P.NHé finito e como

N é infinito, segue que existem inteiros jek, tais que 1;=ER Da Equação (4.1), segue que
Tr

Tj =X, jr=S7GJe:= kr—DI,Je;> (j­k)z = Si—kA;ile;> (j—k)DBer, =
i=1i=1 1=1

i=l

como H é gerado como um Z­módulo por um número finito de elementos, segue que são
combinações lineares com coeficientes racionais dos e:s. Seja d £ O um denominador comum

r

destes coeficientes. Consideremos o conjunto dH. Temos que dH C Y Ze; Daí, pelo
int

Teorema (1.1.1) segue que existe uma base f/1,..., fr) do Z­módulo Y Ze; e inteiros a,
i=1

tal que foifi, ..., arfr) gera dH sobre Z. Como o Z­módulo dH tem o mesmo posto de H
e como ) Ze; C H, segue que o posto de dH <r. Pela maximalidade de r, decorre que o

i=1

posto de dH é r e os a;s são não nulos pois, caso contrário dH não teria posto r. Ássim os
fis são linearmente independentes sobre R e, consequentemente, H também é gerado por r
vetores linearmente independentes sobre R. =

Observação 4.1.1 Segue do Teorema (4.1.1) que qualquer subgrupo discreto do R é um
reticulado.

Definição 4.1.4 Seja H C R" um reticulado, v = fui, ..., vn) uma base de H e P, a região
fundamental. Se v; = (Vin,..., Vin) , paraà = l,...,n, definimos o volume da região

a
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fundamental P, como o módulo do determinante da matriz

Vu UVi2 *':' Um

V21 VR **: Um

que denotamos por Vol(P,).

Proposição 4.1.1 O volume da região fundamental Vol(P,) independe da base v de H.

n

Demonstração: Se (fi,...,fn) é outra base de H, então f; = ND it, com a;; E Z.
i=1

Assim, Vol(P;s) = |det(a;;)| Vol(P,). Como a matriz de mudança de base (a;;) é inversível,
segue que det(a;;) = ­k1. Portanto, Vol(P;) = Vol(P,). =

Note que, sendo 8º uma outra base de Hg, segue que Vol(Hg) = Vol(Hg'), pois PB e
8º diferem pelo produto de uma matriz inversível com entradas inteiras. Dessa forma, faz
sentido definir o volume de Hg como sendo o volume de uma região fundamental.

Definição 4.1.5

1. Um empacotamento esférico, ou simplesmente um empacotamento no R", é uma

distribuição de esferas de mesmo raio no R" de forma que a interseção de quaisquer

duas esferas tenha no márimo um ponto. Pode­se descrever um empacotamento indi­

cando apenas o conjunto dos centros das esferas e o raio.

. Um empacotamento reticulado é um empacotamento em que o conjunto dos centros

das esferas formam um reticulado Hg de R".

. Dado um empacotamento no R", associado a um reticulado Hg, com Z­base fui, ..., Un),
definimos a densidade de empacotamento como sendo a proporção do espaço R”

coberto pela união das esferas.

Estamos interessados no empacotamento associado a um reticulado Hg em que as esferas
tenham raio máximo. Para a determinação deste raio, observe que fixado k > O, a interseção

do conjunto compacto (x E R";|r] < k) com o reticulado Hg é um conjunto finito, de
onde segue que o número Hg,,, = min(|Al;A E Ha,A é 0) está bem definido e (Hg...)
é chamado de norma mínima. Observamos que p = —Âmin. é o maior raio para o qual é

Fr
AVAVAY

1 2 3 4 5 6 7 unesp ”. 12 13 14 15 16 17 18
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possível distribuir esferas centradas nos pontos de Hg e obter um empacotamento. Dessa
forma, estudar os empacotamentos reticulados equivale ao estudo dos reticulados.

Denotando por B(p) a esfera com centro na origem e raio p, temos que a densidade de

empacotamento de Hg é dada por

volume da região coberta pelas esferas — Vol(B(p)) Vol(B(1))W"
volume da região fundamental — Vol(Ha)  Vol(Hgs)

A(Hs) =

Portanto, o problema se reduz ao estudo de um outro parâmetro, chamado densidade de

centro, que é dado por
n

—A
Vol(Ha)(Hg) =

Exemplo 4.1.3 Se Hg = Z* com base (1,0) e (0,2), temos que p =1/2, VoIB(1)) =n1 =
n, o volume do reticulado é Vol(Ha) = 1 x 2=2, a densidade de empacotamento é

A(Hg) = Vol(B( DA=. =z
e a densidade de centro é (Hg) = 1/8.

Um dos problemas de empacotamento esférico de um reticulado Hg do R" é encontrar
um empacotamento com maior densidade.

4.2 Homomorfismo canônico

Nesta seção apresentamos o método de Minkowiski para a geração de reticulados via ideais

do anel de inteiros de um corpo de números.

Seja K um corpo de números de grau n. Existem nº monomorfismos distintos 0; : K —

TC, uma vez que o polinômio minimal de um elemento primitivo de K sobre Q tem somente

n raízes em C. Se o;(K) € R, diz­se que 0; é real, caso contrário, o; é dito imaginário.
Quando todos os monomorfismos são reais diz­se que K é um corpo totalmente real e

quando os monomorfismos são todos imaginários diz­se que K é um corpo totalmente

imaginário. Se a : C — C€ é a conjugação complexa, então para todo j = 1,...,n temos

que a 00; = o,, para algum 1 < k < n, e que 0; = o, se, e somente se, o;(K) Cc R.
Assim, usando r; para denotar o número de índices tal que o0;(K) C R, podemos reordenar
os monomorfismos 017, ...,o0n de modo que 01,...,0r, Sejam os monomorfismos reais e que
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Tri+1)­++, Ori+2r, Sejam os monomorfismos imaginários. Assim, n = r, + 2r7, e para cada

x E K, temos que o homomorfismo ox : K — R” definido por

ox(r) = (n(x),...,0r+2o(x)) E Rº x R”?,

é um homomorfismo injetivo de anéis, chamado de homomorfismo canônico ou homo­

morfismo de Minkowiski, de K em R" x R*?. Geralmente identificamos R"' x R*?º com
R”, e este homomorfismo também pode ser visto como

— Cx CxoxK(x) = (a (x), on (x), Ror+1(Z), STorn+1(D), e... Ror +ro (x), STri+ra (x)),

onde R representa a parte real e & representa a parte imaginária do número complexo.

Exemplo 4.2.1 Sejam o corpo quadrático K = Q(1), onde i = V/­1, e (01,02) o grupo
dos Q­monomorfismos de K em T, onde o, é a aplicação identidade e 02(a+bi)=a— bi,
com a,b € Q. Neste caso, rir = 0 er =1. Parar = a +bi E K, coma,b E Q, temos

oxg(r) = (Ro1(r), So1(x)) = (a,b).

Exemplo 4.2.2 Sejam o corpo ciclotômico K = Q(&3), onde Ez= e e fo, 02) o grupo
dos Q­monomorfismos de K em TC. Como K é um corpo totalmente complexo, temos que

rni=0er=1. Os 2 monomorfismos são dados por 01(E3) = &s, 0a(&3) = & = &!. Se
1 =a+b63z EK, coma, bEQ, temos que oxg(x) = (Ran(r), Sa1(x)).

Exemplo 4.2.3 Considere agora o corpo ciclotômico totalmente complexo K = Q(£7), onde
= e. O grupo dos Q­monomorfismos de K em T é dado por fa, 02, 03, 04, Os, O6),

onde a;(£7) = &. Sex = aq + mt + at? + az +ati+ast+açts EK, com a; E Q para
i =1,2,...,6, temos que ox(x) = (Ro1(x), So1(x), Ros(x), Soa(x), Ro3(x), Soa(x)), pois
rn=0ers=3.

Uma das aplicações deste homomorfismo é a geração de reticulados no R", onde os princi­
pais parâmetros podem ser obtidos via teoria algébrica dos números, através de propriedades

herdadas de K. Isto pode ser visto de maneira formal nos resultados que seguem.

Proposição 4.2.1 Seja K um corpo de números de graun. Se MC K é um Z­módulo livre

de posto n. e se (x;j)i<i<n é uma Z­base de M, então ox(M) é um reticulado no R", com
volume

Vollok(M)) = 2""2| deti<i e<n(o;(Tx))|,
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onde r2 é o número de pares de monomorfismos imaginários.

Demonstração: Para cada j fixo, as coordenadas de ox(r;) com respeito a base canônica
do R" são dadas por

(o (3), cs Or (;), Ror+1(Tj), Sorn+1(Tj), e... Ror +ra (23), Sor+ra (x;)). (4.2)

Agora calculamos o determinante D da matriz que tem a j­ésima coluna dada pela Equação

(4.2) fazendo uso das seguintes fórmulas R(z) = 3(z+7Z), S(2) = x(z—zZ) para z em C e das
transformações elementares no determinante, a saber, pela adição da (r, + 2/)­ésima linha

a sua anterior e em seguida pela subtração da (r, + 2! — 1)­ésima coluna da sua posterior,
para | =1,...,r27. Assim,

o1(x1)
o2(x1)

Ir) (11)

Iri+1(t1) +o0rn+1(1)
ori+1(t1) — ori+i(ti)

Tri +ra(x1) + or+ra(X1)
Iri+ra(g1) — ori+ra(gi)

4 5 6 7

g1(1;)
o2(1j)

Tri (3)
Iri+1(t;) +Or+1(Xj)
ori+il£;) — or+1(%3)

Gri+ra(£;) + Ori+ra(X;)
Tri +ra(£3) — Ori+ra(;)

Fr
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1 (tn)
o2(Tn)

97, (£n)
ri +1(tn) +or+i(Tn)
Ir +1(En) — Ori+1(Tn)

Tri +ra(Xn) + Ori+ra(Tn)
Tri +ro (Tn) — Iry+ra (Tn)
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01(x1) ... o1(tj) ... o1(tn)
o2(x1) ... oao(xrj) .. oo(tn)

ori(x1) e. orí(tj) . on (tn)
ori+1(t1) +or,+1(7T1) e. Irçq+i(t;)+or+i(t;) e. oritiltn)+or+i(tn)
orit+i(xi) — In +1(71) ... ori+1(Xj) —or+1(T;) ... ri +1(Tn) — Ori+1(Tn)

Iritrolti)+om+ro(T1) ... Ori+ra(Ti)+Ort+ro(Z) ... Orjrra(tn)+ori+ra(tn)
Tri+ra(t1) ­Or+ra(T1) ­.. Orjtro(Tj)—Oriaro(T;) ­.. Ory+ra(En)= or+ro(tn)

a(t1) ... cat) ... ant)

2 oníti) ... onílt) ... onltn)
1N”) 2 on+1(f1) ­.. Ir+1(%j)) ... Orti(Tn)2i

On+1(f1) ... On+1(£;) . Or+1(tn)

Tritra(T1) e. Oritra(Xj) ... Oritro(tn)
Tritra(X1) e... Cri+ra(Xj) ... Ori+ra(Tn)

o2(t1) ... cr;) ...  o2(tr)

Or, (T1) e. ont)
Ir+il£) .. Ort+1(%j)
Cr+alta) ... Orro(Tj)

Tri+2r2 (11) «+. Ortaro (j)

(21)? det(oj(xx)).
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Portanto, D = (21)? det(oj(tx)), para j, k = 1,...,n. Como (T;)!<j<n é uma base de
K sobre Q, segue da Proposição (1.4.3), que det(o;(rx)) £ O, e portanto, D £ O. Assim,
os vetores ox(xr;) do R" são linearmente independentes e geram ox(M), ou seja, oxK(M) é

n

um reticulado do R". Do fato de fx11,...,Tn) ser uma Z­base de M, temos m = SN aj;
j=1

n

com a; E Z, e portanto, m E M. Assim, ox(m) = X  ajox(xj), com a; E Z, ou seja,
j=1

I=1

Exemplo 4.2.4 Tome K = Q(V7), e Ox = Z|V7 ] o seu anel dos inteiros com Z­base
(1, V7). Como K é totalmente real, segue que ra = O, e portanto

Vol(ox(Ox))= |det A «a vo ) = (1 %Z) 2/7.
Assim, a imagem do homomorfismo canônico og(Z[V7 ]) € Rº é um reticulado de posto 2
do R?, cujo volume é 2/7.

Exemplo 4.2.5 Tome K = Q(V­7), e Ox =Z | o seu anel dos inteiros com

14+ 147
2

147)2

Z­base 1 k: Como K é totalmente imaginário, então r7 = 1, e portanto
1 14+ 4/71 1

Volíog(Ox)) = 2 det 1 2 = = VT.
1 AMA

2

1
Assim, ox(Oxg) C Rº é um reticulado de posto 2 de Rº com volume a.

niExemplo 4.2.6 Tome K = Q(Es), onde && =€ E eOgx=CTZ|Es] o seu anel dos inteiros com
Z­base [1,665). Como K é totalmente imaginário, segue que ra = 1, e portanto

1 1 & 1 18 1

A imagem do homomorfismo canônico og(Z[€&]) é um reticulado de posto 2 no R?, cujo

volume é TE
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Proposição 4.2.2 Seja K um corpo de números de graun. Se Dx é o discriminante abso­

luto de K, Ox o anel dos inteiros de K ea um ideal não nulo de Ox, então, ox(Ox) e ox(a)
são reticulados, com respectivos volumes,

Vol(ok(Ox)) = 2""2|Dxkl? e Volíog(a)) = 2""2/Dx|? N(a),

onde r2 é o número de pares de monomorfismos imaginários e N(a) é a norma do ideal a.

Demonstração: Pelo Corolário (1.3.4) temos que a e Og são Z­módulos livres de posto

n. Assim pela Proposição (4.2.1), temos que og(a) e ox(Ox) são reticulados do R" e
que Volíok(Ogx)) = 277º) det(o;(tx))|, onde (x1,...,T7n) é uma Z­base de Ox. Pela Pro­
posição (1.4.3) temos que Dx = det(o;(rx))?, e assim, [Dx]? = | det(o;(xx))| e, portanto,
Volíok(Og)) = 2­"2/Dx|?. Para a segunda fórmula, temos que ox(a) é um subgrupo de

oR(Ox)
OKta

domínio fundamental de ox(a) é a união disjunta de N(a) cópias de um domínio fundamen­
tal de ox(Ox), segue que Vol(ag(a)) = 2­r2| Dx]? N(a).

, . K , . rá *ox(Ox) de índice N(a) uma vez que — é isomorfo a Além disso, como um
a

Se (x1,T2,..., Tn) é uma Z­base de Ox, à matriz geradora de ox(Ong) é dada por

or, (X1) Ron +1(T1) SFJor+1(7Z1) O Ror +ra(T1) Tor +ra (1)
Or, (2) Ror +1(T2) Tor +1(T2) OU Ror+ra(T2) Tor +ra (XC2)

(tn) + onltn) Roniltn) Somnti(tn) + Ronan(tn) Sonar (Tn)

Como a é um Z­módulo livre de posto n sobre Ox, existe uma base f11,72,..., tn) de
Ox e inteiros positivos fq1, 2, .., qn) tais que [YT191, T292,­­ ­ Tnqn) é uma base de a. Assim,
a matriz geradora de ox(a) é dada por

noi(ta) + non) nRonn(t) nSoni(t1)  qnRon+r(ti) nSon+ra(x)

Ç
qaoi(xa) + qoníra) qpRonti(to) qQSIrç+i(ta) + qaROm+rn(ta) qSorara(To)

1=
: :

qnoiítn) + qnomítn) qnRomç+i(tn) qnSorai(tn) + AnRontra(tn) qnSTri+ra(Cn)

Em consequência das Proposições (4.2.1) e (4.2.2), temos que a densidade de centro destes
reticulados é dada por

— 2 (p(ox(0)))"ó(ox(a)) = DxJiN(a) ' (4.3)
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onde p(og(a)) = aminflox(0), rea rÉO).
Proposição 4.2.3 Se K é um corpo de números ex E K, então

log(x)|? = ck. Tr(xT),

se K for totalmente reall,
CK —= 1

9 se K for totalmente imaginário.

Demonstração: Suponhamos que K seja um corpo de grau n de forma que rr, +27 =n.
Como og(r) E R”, segue que

lox(z)|? = (o1(%8))?º +++ (on(0))º + R(0n+1(2))? + S(on41(2))? +++ R(0n4n2(2))?+
+S(9n +r2(2))?.

R(ox(x))º + S(on(x))º = or(r)ox(x) = 0x(XT), param +1<k<ri +,

segue que

lax(x)|? = (a1(x))º +++ + (on(2))º +on+1(8E) ++ + onara(7E).

Se r, = O, então

loxg(x)|? = o1(2X) +++ + on (1%) = on (7) ++ + onan (2),

pois sendo & a conjugação complexa, temos que gr,+4j(tXT) = (0 o o;)(1T) = oj;(TT), para
j=1,...,r2. Logo,

n

2/ox(x)|? O) (xD) +ecTon (xx) + Ora+1(TX) +++ INR (2E) = D 0i(xE),
i=1

e como os o;(xT) são os conjugados de 1Z, segue que

2
À

­logx(x)|º = 27171(4%).
Se rº = O, então

lox()|? = + (on(2)
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e como ci(x) = (5o 0;)(x)= o0;(X) segue que o;(1X) = o;(x)a;(E) = o:(r)ai(x) = (o(x))º e
assim, Jogk(x)|? = o1(1%) + ­«­ +07 (x). Portanto,

log(x) ­>oi(xx) = Tr(xmX),
e isto conclui a demonstração.

Observação 4.2.1 Se K é um corpo de números e a um ideal não nulo de Og, podemos

reescrever o raio de empacotamento do reticulado ox(a) da seguinte forma:

píog(a)) = Imintlox(0)), rEenIA0)= amin ( cexTr(1T7), 7 Ea, TÉ o) :
Fazendo t, = miníTr(xX), z E a, x £ 0) temos que:
1. se K é totalmente real então

ta E)
IDxl?N(a) |DxliN(9) |Del?N(9)

2. se K é totalmente imaginário então

­ "
E 4&

" [Dx]? N(a) 7 [Dgl2 N(a) [Dx]? N(a)

Portanto, a densidade de centro é a mesma para ambos os casos.

Exemplo 4.2.7 Se K=Q(1) então Ox = Z[V/­1]) e Dk = —4. Ser =a+bi E Ox, então
1T = (a+bi)(a— bi) = 0º — abi +abi+bº =a2+bº, Treç(rT) = 2(aº +b?) eto, = 2, para
a=leb=0. Assim

ó(ox(Og)) =

a
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4.3 Ideais reticulados

Nesta seção veremos o conceito de ideais reticulados e suas principais propriedades.

Definição 4.3.1 Um reticulado inteiro é um par (L,b), onde L é um Z­módulo livre de
posto n, eb: LX Ly Z é uma forma Z­bilinear simétrica.

Definição 4.3.2 Seja fui, v2,..., vn) uma base de L. A matriz que representa a forma

bilinear b é dada por (b(vi,v;))?;,­ O determinante de b é o determinante da matriz de b
em alguma base de L.

Sobre os números reais, b pode ser diagonalizada, e é isomorfa à soma ortogonal de r

cópias de (1) e s cópias de (—1), para inteiros não negativos r e s.

Definição 4.3.3 À assinatura de b é denotada por sign(b) e é definida pelo par sign(b) =
(r,s).

Definição 4.3.4 Seja K um corpo de números.

1. Uma involução é : K— K é uma aplicação aditiva e multiplicativa tal que 9º é a
aplicação identidade.

2. O conjunto F = (x E K| d(x) =x) é um corpo, chamado corpo fixo da involução.

Proposição 4.3.1 Com as notações da Definição (4.3.4) temos que [K: F| > 2.

Demonstração: Seja K um corpo de números de grau n e seja G o grupo de Galois de K,

ou seja, o grupo dos automorfismos de K em €

K — fd)
|
F — H=f(id,0), pois 9º =id

Q —y&G

Pelo Teorema da Correspodência de Galois, segue que [K : F] = (H : (id)) = o(H). Temos
que H = (id, é), logo o(H) = 1, se é = id, ou o(H) = 2, se É £ id. Portanto, o(H) <2 e
consequentemente, [K : F] < 2. =

Fr
AVAVAY

1 2 3 4 5 6 7 unesp ”. 12 13 14 15 16 17 18



CAPÍTULO 4. RETICULADOS E IDEAIS RETICULADOS 81

Definição 4.3.5 Dizemos que o reticulado (L,b) é par se b(x,x) é um número par para
todo x E L. Caso contrário, dizemos que é ímpar.

Definição 4.3.6 O reticulado (L,b) é positivo se b(x,x) > O para todo x E L, x É O.
Nesse caso, o mínimo de (L,b) é definido por min(L,b) = miníb(xr,x) tal que x E L,
TAO0O). O valor b(x,x) é chamado de comprimento quadrático de x.

Definição 4.3.7 Seja T um ideal de K e seja a E F tal que aTÉ(T) E A(OglZ)º. Um
ideal reticulado é um reticulado inteiro (T,b), onde b : TXI — Z é tal que b(x,yY) =
Tríarg(y)). Dizemos que (T,b) é um Og­reticulado, ou que é obtido por uma construção
traço escalonada.

Note que a condição aTéÉ(T) C A(Og|Z)' garante que o reticulado seja inteiro e a
escolha de a E F garante que a forma traço seja simétrica.

b(x,y) = Tr(aré(y)) = g(Tr(6(a)ó(x1)yY)) = b(y, x),
onde a última igualdade vale já que Tr(2z) E Z para todo z E K.

Definição 4.3.8 Quando à = 1, dizemos que (T,b) é obtido por uma construção traço ou
que é do tipo traço.

Proposição 4.3.2 Sejam K um corpo de números, Ox seu anel de inteiros e é a conjugação

complexa. Se existe 7 E Ox tal que y +Q9(7) =1, então o Og­reticulado é par.

Demonstração: Temos que b(x,x) = Tr(íarg(r)) = Tríaxx) = Tr(7 + 7)(axí)
Tr(yaxxr) + Tr(yaxrx) = 2RTr(yarz).

Proposição 4.3.3 Sejam K um corpo de números, é uma involução sobre K e F o corpo

fixo da involução. Suponha que E é totalmente real e K é totalmente imaginário. Se IC Ox

e (I,b) é um Ox­reticulado do tipo traço, então min(T,b) > [K: Q].

Demonstração: Temos que b(r,x) = Tr(ré(x)). Seja n=[K: Q]. Pela desigualdade
entre as médias aritmética e geométrica, temos que

n

Dolré(o)
2——— > [Totes(o))]".

Logo,

Tr(sg(x)) > nN(zé(x))””.
Como x E I C Ox, segue que Nírg(r)) > 1. Portanto min(1,b) > [K: Q].
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4.4 Perturbação do homomorfismo canônico

Nesta seção apresentamos uma perturbação do homomorfismo canônico e a geração de reti­

culados a partir dela.

Definição 4.4.1 O homomorfismo o4(x) : K— R"” definido por

oa(X) = (Vora, (x), .... Cri ri (x), V 207 +1R(O0r 41 (x)),
V2arn+1S(0r+1(2)), e... 207 +ra R(Or]+ro (x)), (207 +r2 S(Ir1+ro (x))),

onde a; = 0;(a) > O, para i =1,...,n, onden =r, +ro.

é uma perturbação do homomorfismo canônico.

Proposição 4.4.1 Seja L C Ox um Z­módulo livre de rank n com Z­base fun, ..., Wn).
Então a imagem de oa(L) em R" é um reticulado cuja base é faa(ws),...,ca(wn)).

Demonstração: Análoga a Proposição (4.2.1). =

Definição 4.4.2 Se fui,...,wn) é uma Z­base de L, então o reticulado o2(L) tem matriz
geradora M dada por

me(4 6),

Saoi(w) Vau) +: Varnornlui)
Vaoi(ws) Va2oa(uws) + Vanorn(ws)

. .

. .

« .

Vaici(un) Vaun) + Varorn(un)

V2arn +1iRorn+1(w1) Q20arnr+1S0nmdai(a) ++  V2arl+rafionça(W) /20r714+r2SO0ri+ra(wi)

B
vV2ar+iRor+1(w2) QV20n+1S0nçi(W) + Q/20rn+rRori+ra(wo) Q/20r71+r2SOri+ro(w2)

V/2an+iftor+i(Wn) V/20rn+1S0rdai(Wn) + V20ari+roRori+ro(wn)  V/20r1+r2SOri+ro(UWn)

Observação 4.4.1 À matriz de Gram é dada por G = MM'* = (gi) j=1, onde
T2

Lj = SS Varor(wi) /Axox(W;) +
k=1

rT2

3 2/07+elR(071+4(Wi) R(07,+4 (45) + S(07 44 (W))S (07 +4(45))]
k=1
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D asasltio;) + DO 206 e (Onsa (Wi) (rise) (73)
k=Hd

+Ar, HERO Tr +k (Wi) +Y Ar +kEOTr]+k (W;w;3)
k=1 k=1l

Tríaw;W;3).

A segunda igualdade vale pois a conjugação complexa comuta com todos o;, para todo i =
l1,...,n. Como a matriz de Gram é do tipo traço, temos que a matriz geradora M define

um ideal reticulado. O determinante do reticulado À é o determinante da matriz G, ou seja,
det(A) = det(G).

Note que o principal fator que define o homomorfismo canônico e a perturbação do
homomorfismo de K em R” é uma Z­base de n elementos. Como todo ideal Z de Ox possui

uma Z­base de n elementos, podemos construir reticulados a partir de Z € Ox (ou T = Og).

Proposição 4.4.2 Se (T,b) é um ideal reticulado, então |det(b))| = |[DkK|N(I)ºN(0a).

Demonstração: Como 7 é um Z­módulo livre de rank nº sobre Ox, pelo Teorema (1.2.1)
existe uma base (ur,...,un) de Ox e inteiros positivos q1,...,qn tais que fuigi,..., Undn)
é uma base para Z. Expressando a matriz geradora de (Z,b) nesta base temos que

Idet(b)| = [Dk|IN(I)ºN(o),

e isto conclui a demonstração. =

A concepção de ideais reticulados tem duas vantagens. Uma delas é poder ver um reti­
culado em R" dado por uma matriz geradora, e a outra é que os pontos do reticulado são
imagens de inteiros algébricos através do homomorfismo canônico aplicado em Ox. Deste
modo, este processo enfatiza a correspondência entre os pontos r E À C Rº e os inteiros
algébricos. Usando a matriz geradora dada na Definição (4.4.2), um ponto do reticulado
pode ser expresso como

Tv = (11.10) Tras Tri+liosss Trit2ro)

Do» 0101 (Wi),.E/ 207, +1R(07, 4+1(UWi)), DON/ 207+2r2a(Tri +2ra (Wi))),diE Z, i==|1,.
n= (Voo,Exa), 1 V20rn+1R(07 41 DO»Wi), 1 V/2an+2n S(Ori+2ra (DX, Aiwi)).

i=1 i=1l

Portanto,

= (Yao (y DV 207, +1R(07+1(Y o V 207 +2r9 3SI(07,+2ra (14)) = Tay),

a
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n

para algum inteiro algébrico y = Y” Aiw; E T. Esta correspondência entre um vetor x E R"
e um inteiro algébrico y de Og facilita o cálculo de algumas propriedades de reticulados que
em geral são difíceis de se calcular.

Existem outras perturbações do homomorfismo canônico, que podem ser definidas de

maneira análoga a esta que apresentamos e também geram reticulados em R”.

Definição 4.4.3 Seja fwi,...,wn) uma Z— base do ideal TC Og. Considere o homomor­
fismo o, : K — R"” definido por

oa(z) = (Vatus, +) arrun, Van FIR(Wr+11), Var FIS(Wn 41), orR(Wr +272), Von Fara S(Wr+272)),
onde a = (041,02, an) E K é totalmente positivo, ou seja, o0;(a) = a; é real e positivo

para todo à. Esta é uma outra perturbação do homomorfismo canônico.

A matriz geradora do reticulado 0.,(Z) é dada por

M=(A B),

0101 (w)) V/0202(Ww)) em V/A)
Vorn(w3) Vau) + Varnor(wo)

Vaoi(wn) Voana(un) + Vanorn(un)

Rorni+i(wi) Vamt+iSondai(Wi) + Orr horç+on(wi) VOrFiraSOri+ara(wi)
Rori+1(w2) VOrridondti(Ww) + VArçFangRortara(wa) VGr raraSOri+ara(wo)

Rori+ilWn) VOmFISOrA+I(WAn) + QoarRor+2ara(Un) VAri+2r2SO r, +2r2 (Wn)

Todas as definições e resultados relacionados com os reticulados obtidos por esta per­

turbação são análogos aos da perturbação descrita anteriormente.

4.5 Diversidade e distância produto mínima

Nesta seção veremos os conceitos de diversidade e da distância produto de um reticulado.

Além disso, veremos que a distância produto mínima de um reticulado pode ser obtida

através do determinante do reticulado e do discriminante do corpo.

Definição 4.5.1 Dados dois vetores x,y E R", definimos a diversidade (ou a distância de
Hamming) de x ey como div(xt,y) = Hlixityi=l,...,n).
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Definição 4.5.2 Dado um subconjunto S C R", a diversidade ou a distância mínima de

Hamming de S é minfdiv(xt,y) | zAy,T,yES).

Todo reticulado À é um subconjunto do R”, então podemos estender essa definição a

reticulados. Como reticulados tem estrutura de grupo, isto é, a soma de quaisquer dois

pontos de AÀ está em À, podemos reformular definição de distância de Hamming entre dois
vetores. Assim, definimos a distância de Hamming de r a origem, ou seja, a distância de

Hamming de x é o número de coordenadas não nulas de cr.

Definição 4.5.3 Seja A € Rº um reticulado er =(xr1,...,Tn)J EA.

1. A diversidade de x é definida como o número de x;s não nulos.

2. A diversidade de À é definida como div(A) = minfdiv(x); rx E A, r £ O).

Proposição 4.5.1 Um ideal reticulado À = (T,b) tem diversidade div(À) = r, + r2.

Demonstração: Seja x £ O um ponto arbitrário de A,

T= (Vara ( k .... V2arn+1 RO +1( k *... (207 +r2 SOri+ro (4Y)) = Ta(yY), com y ET CE Ox.
Como x É 0, segue que y £ 0 e os primeiros r, coeficientes de x são não nulos. O número

mínimo de coeficientes não nulos dos 2r2 que restaram é r2, pois as partes real e imaginária

de um homomorfismo complexo não podem se anular simultaneamente. Assim, a div(A) >
11 + ro. Aplicando o homomorfismo canônico a y = 1 temos exatamente r; + r2 coeficientes

não nulos. Portanto div(A) = r, + ra.

Proposição 4.5.2 Um ideal reticulado À = (T,b) pode ser imerso no R", com
1) diversidade n se K é totalmente real.

n

ii) diversidade a se K é totalmente complexo.
Demonstração: Seja À = (7,b) um ideal reticulado. Assim, b : Tx T — Z é definido

por b(r,y) = Tr(arg(y)), para todo x,y E TZ, onde 7 é um ideal fracionário de Ox e 0;:(a)
é real e positivo para todo i = 1,2,...,171 + ro. Seja fun,...,wn) uma base de 7. Seja
M = (0a(Wi))i=1,..nº Assim, M é uma matriz geradora de o4(T) e MM* = (Tr(wio(wi3)))is,
o que implica que o4(Z) com o produto escalar usual é isomorfo a A. Pela Proposição (4.5.1)

temos que À tem diversidade n se K é totalmente real, e diversidade E se K é totalmente
complexo.
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Definição 4.5.4 Seja À um reticulado em R", com diversidade Il < nex,yE À. Definimos

1. A distância l­produto entre x e y por db((x,y) ­T |; Yi
2. A distância l­produto mínima de A por di,n;n(A) = minfd'(x,y) | z Ay,T,y E À).

Definição 4.5.5 Equivalentemente, podemos considerar a distância l­produto de x E A a

origem.

1. A distância l­produto de x é dh(1) = Il li].
i=1

2. A distância l­produto mínima de À é dln;n(A) = minfdi(x) | £0,7 E A).

Definição 4.5.6 Sejam À E Rº um reticulado com diversidade n ex =(x1,...,tn)JEÁ.

1. A distância produto de x é definida como dh( ­I I£il.
2. A distância produto mínima de À é definida como damin(A) = minfd/(x) | x €

A,xÉ O).

Definição 4.5.7 Seja K=Q(9) uma extensão de Q de graun, e DC K um anel. Dizemos

que D é uma ordem de K se é um Z­módulo livre finitamente gerado de rank máximo n.
Sendo Og um anel de K tal que OK C K e tem rank máximo, chamamos Ox de ordem
márxima de K.

Teorema 4.5.1 Sejam K um corpo de números totalmente real com discriminante Dx, D
uma ordem de K e T um ideal principal de D. A distância produto mínima de um ideal

reticulado definido sobre 1 é

1 det(A)
ominlM = BEDIV Dx '

onde det(A) = det(G), sendo À um reticulado em R" e G sua matriz de Gram.

Demonstração: Seja (Z,b) um ideal reticulado, onde b : T x T — é tal que b(x,y) =

Tr(axy), onde a é totalmente real e positivo em K. Indique por d,(b) a distância produto
de b. Temos

nT Ai/0jOi(Vi)
j=1|i=1

a
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n n

II V2XjOj ) AiVi
j=1 i=l

n

j=1

n

=]

= /N(o) NO) Ajvi)|.

Como det(b) = N(a)N(T)ºdisc(D), segue que Y/N(a) = FNE! onde disc(D) é o
discriminante da ordem D.

Logo concluímos que

demin(b) = VNaminsesN(0) = NONO = go Do

Lema 4.5.1 Se T é um ideal principal de Ox, então minzzocer N(x) = N(T).

Demonstração: Como 7 é um ideal principal, segue que Z = (a), coma € 7, e N(I) =

INía)|. Ser ET, r£0O, então x = ay para algum y € Ox. Assim,

IN(z)| = |N(o)|IN(Y)| > N(Z)

e a igualdade é verdadeira se, e somente se, N(y) = 1, se, e somente se, y é uma unidade.
Portanto, o mínimo é atingido para r = ay, onde y é uma unidade. =

Quando Z é principal, a distância produto mínima de um ideal reticulado (Z,b) pode ser
calculada conforme o seguinte resultado.

Corolário 4.5.1 Se T é um ideal principal de Og. A distância produto mínima de um ideal

reticulado definido sobre 1, é dado por

Demonstração: Sejam fui,...,wn) uma base de Ter = DEBENTA para A; E Z, com
i=1

i=1,...,n. Da matriz da Definição (4.4.2) temos que
n

dá(x) = JT [|>D n/agos(wi)
j=1 /i=1
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Pela Proposição (4.4.2) temos que det(A) = N(a) .

Assi (a) = ESSA PeloK

Lema (4.5.1), segue que

dphmin(A) = VN(a)>MinzerN(0x)
det(A) minzerN(x) — fdet(A)

Dx ND) |V Dx"

4.6 O canal Rayleigh com desvanecimento

O rápido crescimento da comunicação sem fio requer um aumento na capacidade e melhoria

no desempenho dos sistemas de transmissão. Os canais de comunicação móvel são agrupados
em dois tipos: canal via satélite e canal terrestre.

O canal de comunicação terrestre é caracterizado pelo efeito de múltiplos percursos de

propagação. Tal efeito pode alterar de maneira significativa a amplitude do sinal, mesmo

para uma pequena variação na distância ou orientação entre o transmissor e o receptor,

comportamento que é comumente rotulado como desvanecimento. Limitações nas perdas de

propagação, variação no tempo, ruído, inferência e desvanecimento fazem com que, nestes

sistemas, a transmissão de dados com altas taxas de transmissão não seja uma tarefa fácil.

Para se alcançar essas altas taxas de transmissão de dados é necessário aumentar a capa­

cidade do canal de comunicações móveis. Quando o desvanecimento compromete substanci­

almente a qualidade da transmissão, o aumento da capacidade do canal ou equivalentemente,

a diminuição da taxa de erro é extremamente difícil.

Uma alternativa mais simples para aumentar a capacidade do canal com desvanecimento

é utilizar técnicas de diversidade. Estas técnicas geralmente fornecem ao receptor réplicas da

informação transmitida que experimentam desvanecimentos descorrelacionados. Neste caso,

se uma componente do sinal estiver sobre um desvanecimento profundo, algumas das outras

componentes terão uma grande probabilidade de sofrer uma atenuação mais leve.

A função densidade de probabilidade de Rayleigh caracteriza o desvanecimento percebido
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em uma comunicação móvel onde não há predominância direta entre a antena transmissora

e a receptora. Esse desvanecimento indica que existe uma maior probabilidade da amplitude
da envoltória do sinal recebido estar abaixo de um valor médio.

Os códigos projetados para canais com desvanecimento Rayleigh levam em conta dois
parâmetros fundamentais: o ganho de diversidade, isto é, aumento de distância mínima,

que descreve a diminuição exponencial da taxa de erro na decodificação em função da
relação sinal­ruído na curva de desempenho e o ganho de codificação que resulta em deslo­

camentos à esquerda dessa curva. Os melhores valores para estes parâmetros foram obtidos

maximizando­se, respectivamente, o posto mínimo e a média geométrica mínima dos autova­

lores, de um conjunto de matrizes complexas formadas pelas diferenças entre palavras­código
tomadas duas a duas.

A principal desvantagem destes códigos é que são extremamente difíceis de se projetar,

pois os critérios utilizados na sua construção baseiam­se em operações no domínio complexo

das modulações em banda básica e não no domínio binário ou discreto no qual os códigos de

canal são tradicionalmente projetados. Uma grande capacidade computacional é necessária

para acompanhar a busca, codificação e decodificação destes códigos.

Vejamos algumas características desse canal.

e À probabilidade de erro de símbolo com alta relação sinal­ruído satisfaz,

P(A) <
.<0— F—, (4.4)

ir (28) af (x,y)?

onde onde E, é a energia média por bit, n = — é a eficiência espectral e do (x, y)? é
a distância I­produto normalizada de x a y, quando esses pontos diferem em | compo­

| (r; — yi)?
1 2  TiÉWdO (a,9)º = FE (4.5)

Om
onde E = E(||x||?) é a energia média por ponto da constelação S.

nentes e é dada por

Constelações eficientes, ou seja, aquelas em que a probabilidade de erro é mínima,

podem ser obtidas através de reticulados com diversidade máxima L = min(l), menor
energia média da constelação E e maior distância produto mínima dy,min = min(a( (x,4)).
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e Usando corpos de números totalmente reais e com discriminante absoluto mínimo, a

grande vantagem é que eles apresentam diversidade máxima.

Isso nos leva a investigar códigos reticulados sobre corpos de números totalmente reais,

que tenham discriminante mínimo.

Observação 4.6.1 Uma pergunta que pode surgir é porque os reticulados gerados desta

forma não são eficientes para um canal aditivo.

O canal de comunicação via satélite é um canal AWGN (Additive White Gaussian Noise)
onde predominam fortes atenuações e muitas vezes grandes atrasos de propagação do sinal.

O termo AWGN é utilizado em modulamentos matemáticos para caracterizar aqueles canais

onde o tipo de ruído responsável por degradar a comunicação é um ruído branco adicionado

ao sinal. Este tipo de ruído é um dos mais “bem comportados” e a teoria acerca do desen­

volvimento de receptores ótimos para a utilização em canais AWGN já se tornou clássica.

O ruído branco é um sinal aleatório e tem um modelamento matemático que o considera

como possuindo largura de faixa infinita, média nula e correlação nula entre suas amplitudes

tomadas a instantes de tempo distintos, ou seja, o valor da amplitude do ruído em um deter­

minado instante independe daquele observado em outro instante de tempo qualquer. O termo

gaussiano se deve ao fato desse tipo de ruído possuir uma função densidade de probabilidade

gaussiana com média nula, com desvio padrão igual à sua tensão rms e variância igual à

potência dissipada de um resistor de 1W,

No canal gaussiano, usando esquemas convencionais de modulação e codificação de canal

apropriada, pode­se reduzir a probabilidade de erro e bit de 107º a 1073 por meio de um
aumento da relação sinal­ruído de somente 1 ou 2 dB.

Para o canal Gaussiano temos:

e À probabilidade de erro de símbolo é limitada superiormente por

Pa) <Terse (Ens), (4.6)

onde 17 é o número de vizinhos, erfc é a função erro, No é a variância gaussiana e

demin É a distância mínima Euclidiana do reticulado À. O ganho de codificação do

reticulado À é dado por

deEmin

TO Vol(a)um
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e Constelações eficientes podem ser obtidas através de reticulados com alta densidade

de empacotamento. Assim, constelações com boas propriedades de simetria podem ser
obtidas.

e Usando corpos de números totalmente reais e com discriminante absoluto mínimo a

grande desvantagem é que a densidade de empacotamento esférico é baixa.

e Usando corpos de números totalmente compleros e com discriminante absoluto mínimo

a grande vantagem é que é possível obter reticulados com alta densidade de empacota­
mento.
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Capítulo 5

Construções de ideais reticulados

Na seção 4.6 vimos alguns critérios para construção de códigos reticulados para o canal Ray­

leigh com desvanecimento e neste capítulo, usando esses critérios, veremos algumas cons­

truções de ideais reticulados.

A diversidade da modulação, a distância produto mínima e ter estrutura conhecida são

parâmetros que podem otimizar essas construções. Além disso, temos que em termos de

reticulados algébricos, estes parâmetros são dados por fórmulas explícitas relacionadas com

a estrutura dos corpos de números. À diversidade depende da assinatura do corpo, enquanto

que a distância produto mínima está relacionada com o discriminante. Deste modo, para se

construir reticulados eficientes devemos satisfazer as seguintes condições:

1. Maximizar a diversidade, ou seja, considerar corpos de números totalmente reais.

2. Maximizar a distância produto mínima, ou seja, procurar corpos de números com

discriminante mínimo.

3. Garantir fácil rotulamento e boa estrutura, ou seja, construir Z"­reticulados.

Dizemos que um reticulado À se realiza como Z"­reticulado se a matriz da forma traço

for a matriz identidade. Equivalentemente, dizemos que a forma traço é isomorfa à forma
unidade.

Neste capítulo apresentamos 5 algoritmos de construções de Z"­reticulados rotacionados

que satisfazem os critérios acima mencionados. Tais construções são:

1. Construção quadrática: usando o anel de inteiros do corpo quadrático construímos
Z*­reticulados rotacionados.
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2. Construção ciclotômica: usando o anel de inteiros do subcorpo maximal real de Q(£,),

construímos Z”"­reticulados rotacionados em dimensão n = a p>5um número
primo.

. Construção cíclica: usando o inverso do diferente de um corpo cíclico de grau primo

ímpar construímos Z"­reticulados rotacionados de dimensão prima.

. Construção mista: combina as construções ciclotômica e cíclica, resultando em reticu­
lados de outras dimensões.

. Método de Kruúiskemper: usando os autovalores de uma matriz simétrica n x n cons­
truímos reticulados de dimensão n.

Os resultados aqui apresentados podem ser encontrados em [9], [12], [13], [14], [15], [16],
[17], [18], [19], [20] e [21]. Gostaria de ressaltar que os reticulados dos Exemplos (5.3.1),
(5.3.2), (5.4.2), (5.5.1), (5.5.2) e (5.6.2) foram construídos no decorrer deste trabalho.

5.1 Ideais reticulados via corpos totalmente reais

Nesta seção apresentamos a matriz geradora de ideais reticulados obtidos via corpos total­
mente reais.

Para maximizar a diversidade de um reticulado devemos considerar corpos de números

totalmente reais, consideramos K = Q(9) um corpo de números totalmente real, Ox seu anel
de inteiros e Z um ideal de Ox.

Definição 5.1.1 Se fwi,w2,...,wn) for uma Z­base de T, a matriz M, geradora do reti­
culado À = o.(T) = (x = AM|A E Z") é dada por

Varn(w) Vazou) + Vanonlui)
2/0101 (UW2) /0202(UW2) es V/AnIn(Ww2)

Voaoi(wn) Va2ca(wn) + VOononlíun)

onde a; = o0j;(a), para j=1,2,­"",n.

A matriz Gram é dada por G = MM!" = (9;;)?;j=1, onde

gg = 23 Voron(wi)|/aror(W;)
k=1
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CAPÍTULO 5. CONSTRUÇÕES DE IDEAIS RETICULADOS

= > a£or(Wwiw;) = Tr(owiwi).
k=1

5.2 Construção quadrática

Nesta seção veremos a construção de ideais reticulados via corpos quadráticos. Deste modo,
seja K = Q(vVd), onde d é livre de quadrados, um corpo quadrático.

Seja (Z,b) um ideal reticulado. Uma condição necessária, mas não suficiente, para que
A seja isomorfo a (VcZ)", uma versão escalar de Z", é que det(A) = c”, pois a matriz
de Gram de (yc)Z é cl, onde c é um número inteiro. Pela Proposição (4.4.2) temos que
N(T)ºN(a)Dxk = cº ese T = Ox, então N(a)Dgk = c". Como nosso objetivo é encontrar
reticulados contidos em Z”, devemos construir reticulados cujas matrizes de Gram sejam a

matriz identidade, ou seja, precisamos encontrar um elemento a E K que satisfaça a condição
acima.

Exemplo 5.2.1 Seja K = Q(Vd), onde d é um inteiro positivo livre de quadrados. Seja
(1,w) uma base integral de Ox. A correspondente matriz geradora do reticulado é dada por

1 1
N=

o1(w) oalw)

1

e |det(N)| = VDx. Se existir um inteiro a totalmente positivo tal que N(a) = Tei(N))2
então obtemos o reticulado rotacionado com a seguinte matriz geradora

091(a)

o) 02(a)
M=N­

O próximo lema fornece uma condição para a existência do elemento a.

Lema 5.2.1 Sejam m uma dada norma algébrica em Ken EK. Se N(u) =1, então existe
um elemento a totalmente real e positivo com norma algébrica m.

Demonstração: Seja 6 um elemento de K com N(6) = m. Se 0;(6) > O, para i =1,2,

tomamos a = BP. Se 01(6) > O e 02(0) < O, tomamos a = ­ Se 0;(6) < O, para i = 1,2
tomamos a = BB. Se 01(6) <0 e 02(6) > O, tomamos a = —. =
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Uma família de corpos quadráticos com tal propriedade é dada por K = Q(/p), onde
p é primo tal que p = l1(mod 4) . Mas podemos obter reticulados rotacionados via outros
corpos quadráticos.

Exemplo 5.2.2 Seja K = Q(vV5). Pelo Teorema (2.1.1), temos que Dk = 5. Como K
é totalmente real, segue que as imersões são 01(a + byV5) = a+bVB5 e oa(a+ bV5) =
a — by/5, onde a,b € Q. Uma condição para obter Zº é encontrar um elemento a tal que
DeN(a)=5N(0) = cº,c € Z. Assim, uma possibilidade é encontrar um elemento a E K tal
que N(a) = 5. Sejam a = 2 + A e (1, 4568) uma Z­base de Ox = Z[236], A matriz
geradora M do reticulado o4n(Oxg) é dada por

4/01(0)
/01(0) a (

e a matriz G = MM” é dada por

01(a) 5 0

f)
G =

A matriz G fornece uma versão escalar de Zº. Assim, depois da normalização, temos

que Zº pode ser obtido a partir de Og = Z [HH], com matriz geradora dada por R = FM.
Pelo Corolário (4.5.1) a distância produto mínima deste reticulado é dada por

1 1

VDk Vó

Exemplo 5.2.3 Seja K = Q(V2). Pela Teorema (2.1.1), temos que Dk = 8. Como K
é totalmente real, segue que as imersões são o(a + by2) = a + bvy2 e na(a + by2) =
a — by2, onde a,b € Q. Uma condição para obter Z?º é encontrar um elemento a tal que

dp,min(A)

DrN(a)=8N(a) = P,c E Z. Assim, uma possibilidade é encontrar um elemento a E K tal
que N(a) =2. Sejam a = V2­2 e (1,1+ 2) uma Z­base do ideal Ox = Z[12]. A matriz
geradora M do reticulado o4(Og) é dada por

01(a)
Voila)ai(1+ 2) Vo2(a)a(1+V2)
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e a matriz G= MM” é dada por

01(a) + 02(a) a1(a(1+V2)) + 02(a(1+V2)) ­ 4 0
01(a(1+ V2)) + o2(a(1+V2)) n(a(1+ V2)?) + o2(a(1+ V2)?) o 4

A matriz G fornece uma versão escalar de Zº. Assim, depois da normalização, temos
que Z? pode ser construído a partir de Ox, com matriz geradora dada por R= 4M. Pelo2

Corolário (4.5.1) segue que a distância produto mínima deste reticulado é dada por

1 1

dp, min(À) = TDz = Ná
A seguir faremos as construções ciclotômica e cíclica, que são realizações particulares

de Z"­reticulados como ideais reticulados, em pequenas dimensões. No caso ciclotômico,

T=Ogea=(1­6)(1— E), onde E é uma raiz primitiva da unidade. No caso cíclico,
T = A, onde A? = A(ORIQ) ea=1.

5.3 Construção ciclotômica em dimensão n = >
Nesta seção veremos a construção de reticulados via o anel de inteiros do subcorpo maximal

real de um corpo ciclotômico.

Sejam Q(£,) um corpo ciclotômico e K = Q(£, +£;*) o subcorpo real maximal de Q(£,),
onde p > 5 é um número primo e £, é uma raiz p­ésima primitiva da unidade. Temos que o
grau de Q(£,) sobre Q, é p— 1 e o grau de Q(6,) sobre K é 2, cujo polinômio minimal de £,
sobre K é dado por xº — (6, + &')z + 1. Ássim, o corpo K é totalmente real e é chamado de
subcorpo maximal real do corpo ciclotômico Q(£,).

( QE)
|2

Q(E7+ E”)
pl

2

p=3
2O discriminante de K é dado por Dk = p

PL1 1­7Proposição 5.3.1 O conjunto i& +Ex,& +E%,..., Ep? + Ep? ) é uma base de
ZE + E] sobre Q.
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Pl 1­pDemonstração: Temos que o conjunto fé + &, & + &”Et +&? ) ­ ZE, +E3].
Assim, falta mostrar que esse conjunto é linearmente independente e gera Z[£,+Ex1. SejaP €
Z|E+E7'], então 8 = ag+a(En+E57')+as(E+E,")º+­­ +Faps (E+E7!) E. Desenvolvendo as

:

'
El lp

potências de (6, +67"), temos que 8 = bo +hi(E9+Ey')­+bo(ES+Ey?)+ ­rbes(E9? +Ep ? ).
el lpPortanto, ts +E NE HE ...,6? +Ep? ) gera Z/E, +£']. Sejam a1,02,­.. apa E Q

tais que

a(&y+ E") +a(G+E2) + +ass(&? +68? )=0.
Assim,

AAa1by + ab +agy + +arsbp
Como (1,&p,...,£p­2) é uma base de Z[£,] sobre Q, segue que é linearmente independente e

1 2 2 E aportanto, a =07="1=Apa ==0. Portanto, (Er +& E TE... Ep? +E?
base de Z[£, + Ez '] sobre Q. "=

) é uma

Proposição 5.3.2 O anel de inteiros de K = Q(6, +& *) é dado por Og = Z[& +E&"'].

Demonstração: Pelo Teorema (2.2.2) temos que o anel de inteiros de Q(E,) é Z[E,). Como
E, É um inteiro , segue que &' também o é. Pelo Corolário (1.2.2) segue que 6, + & é um
inteiro e portanto, Z[/E, + &'| C Ox. Reciprocamente, se a € Ox, então

21 lp

a = a (6+&')+a(E&+E)+: +as(6” +E?),
onde a1,02,...,ap1 E Q.

ó
Fe

Multiplicando a por £17? , obtemos que

nl p+l p=3 P+3 2­5 aE&º a=aE +tab task? +asbp” + +aopsbo +apa.
pl pl

Assim, 617º a € Q(6,) e é um inteiro algébrico. Logo, 6.º a E ZE]. Assim, a; € Z, para
i=1,...,ne portanto, Ox = ZE + E]. "

Definição 5.3.1 Os n monomorfismos de K em T, que são dados por

; ; 27kjax(e;) =&" +&"*=2cos( .

Na Seção 5.2 vimos que uma condição necessária para obtenção de um Z"­ideal reticulado

é encontrar um elemento a tal que
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CAPÍTULO 5. CONSTRUÇÕES DE IDEAIS RETICULADOS

Precisamos encontrar então a E K tal que N(a) = p. Temos que pZ/6,] = (1— £,)P"Z|£,]
em Q(6,) e Noçe,)/Q(1 — E5)= p. Usando a transitividade da norma,

Natio(1­&) = Nueto(Noctik(1— E,))
= Nxn((1­6) (1­6).

Consequentemente, a = (1— £,)(1 — &') é um elemento de Z/£, + £7'] cuja norma é p.
Vimos que (e; = &) + £,/)7, é uma base de Z[E, + €,']. Uma outra base é dada por

fe:),, onde e = en € e; = e;+e;,1, para j=1,...,n—1.
O próximo Teorema nos fornece como o reticulado é construído.

Teorema 5.3.1 Se a = (1— £&,)(1— £&  *) =2­—(&+ £7'*), então Tr(oeie;) = d;, onde
ód;; é o delta de Kronecker.

Demonstração: Para simplificar a notação consideremos é = £,. Primeiramente, vamos

calcular a matriz (Tr(aeje;)), onde fe; =& +EYZ7 é à base integral usual de K =
Q(& + E& '). A partir dessa matriz encontramos a nova base te;li,, onde a matriz
i(Tr(aeje;)) é exatamente a matriz identidade. Denotemos por ox(6) e por a; = 05(a),
os conjugados de £ e a respectivamente , de acordo com a Definição (5.3.1). Note que

Tr(€&* + EF) oC +Et)=­1, para k=L1,...,n. (5.1)

Usando a Equação (5.1) temos que

Tría(&*+£*)) = 2200a)aj((E +E&"E)
*ajoj(&* +E"F)
j=l

S(2­0j(& = EP))aj(Et+E")
j=1

—2— So" + Eb Ebro gol)
j=l

—2+1—­2n=­—p, se k=+l(modp)
—2+1+1=0, caso contrário.

a
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Seja b(r,y) = Tr(ary). Usando as Equações (5.1) e (5.2), vamos calcular b(e;,e;), para
i=jeiZj Temos que

b(e;, ei) Trí(ae?)

Do ajos(8* +67 +2)
j=l

Do ajo( +68) +2S 2­oj(E+E!)
j=1 j=!

p, Se i=n, ou seja, 2i=­l(mod p)
2p, caso contrário,

Trí(aeie;)
n n

3(ao(E + En tD)) + 3(ajoj(£7 + Ed)
j=1 j=l

O, caso contrário.

Seja B(r,y) = sTr(axy). Dessa forma, a matriz de B na base fei,...,en) é dada por

(2 + SO o À
—l 2 —l

0 —l 2

—l 0

: : SN
2 —l

V O A O 1 1 )
Na nova base fez,­­­ ,er), a matriz em (5.3) é a matriz de Gram do reticulado Z". ­m

1

Em outras palavras, o ideal reticulado À = (Or, 7º): com a = (1­£)(1—£7!) é isomorfo
ao reticulado Z”.

Como os n monomorfismos de K em C€ são dados por

Aox(e;) = E) + EM = 2cos(

segue que o reticulado gerado pelo anel de inteiros de K tem N,xn como matriz geradora,

cujos elementos são da forma Nx; = 2cos (EH). O elemento a pode ser representado por
uma matriz diagonal dada por

A = diag(Vox(0)).
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A matriz mudança de base de fe;) para (e;) é dada por

1

11

VOO O ­ O 1
Assim, o Z"­reticulado rotacionado tem como matriz geradora

1
R=—­TNA

Ni)
Note que a matriz NA é igual a matriz M da Definição (5.1.1).
Seguindo os passos desse algoritmo, pode­se construir Z”­reticulados rotacionados para

n =2,3,5,6,8,9,11,14,15,18,20,21,23,26,29,30,....

Proposição 5.3.3 Se À é um ideal reticulado de dimensão n., então domin(À) = p

Demonstração: Pelo Corolário (4.5.1) temos que a distância produto mínima de À é dada

Dx
n—l

que domin(A) = p7""72". =

por , uma vez que det(A) = 1. Como o discriminante de K é Dx = DE = pl, segue

À Tabela 5.1 fornece à dá,min(À) para a construção ciclotômica em algumas dimensões.

Exemplo 5.3.1 Se p=5, então K=Q(&+E&') e Dk=5.

( QEs)
|2
Q(Es + Es!)
|2

VV Q
Assim, se A € Rº então dámin(A) = FR O Zº­reticulado rotacionado tem como matriz
geradora

1
R=—"=2TNA

Vô
onde

2cos(E) 2cos(
2cos(E) 2cos( (1À BIBLIOTECA

+
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A 2 — 2cos(*) 0

o 2 — 2cos(É)5

pe | 05257 —o, 85065
—0,85065 0,5257

|

Tabela 5.1: Distância Produto Mínima para a Construção Ciclotômica

DpITN dp,min(À) 1/dp,min
5/2 0, 66870

TI3 0,5227957

1/5 0,383215

13/ 6 0, 343444

8

9

17 0, 289520

19 0,27187

23/11 0, 240454

29 | 14 0, 209425

31 |15 0, 201386

37 | 18 0, 181744

41 | 20 0, 171367

43 | 21 0, 166785

47 | 23 0, 158599

53 | 26 0, 148259

59 | 29 0, 139670

61 | 30 0,137116

Exemplo 5.3.2 Se p=7, então AG Rº e dámin(A) = 3. O Z3­reticulado rotacionado tem
como matriz geradora

1
R=­—"=TNA,

7
onde
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111 2cos(&) 2cos(
T=/011|, N=| 2cos(&) 2cos(

0 01 2cos(*) 2cos(

e a =,/2— 2cos(%), a. = ,/2— 2cos(&) e ax =,/2­ 2cos(É).
Assim,

R=| —0,73696 —0,32798 0,591
—0,32798 —0,591 —D, 73696

—1,5636 0,73696 —0O,32798

5.4 Construção cíclica

Nesta seção veremos a construção cíclica de ideais reticulados via o ideal À de Ox tal que
A? = A(OglQ)*.

Seja K uma extensão cíclica de Q de grau primo n > 2. Uma vez que toda extensão de

Galois de grau ímpar é totalmente real, veremos a construção de Z"­reticulados rotacionados

com diversidade L = n. À construção dada em [17], mostra que sempre existe uma forma
traço sobre A, que é isomorfa à forma unidade por escalonamento de fatores.

Seja p um primo ímpar. Dependendo quais primos p ramificam em Ox, obtemos três
classes diferentes de reticulados.

e Caso I: Quando p > n é o único primo que ramifica em Ow.

e Caso II: Quando p = n é o único primo que ramifica em Ox;

e Caso III: Quando existem pelo menos dois primos p, e p2 que ramificam em Ox.

Essas três construções resultam em reticulados de dimensão prima, e que não são cons­

truídos no caso ciclotômico. Para uma dada dimensão prima n, veremos que sempre podemos

selecionar um primo ímpar p satisfazendo as condições dos casos I ou II, ou dois primos p;, e

p2 que satisfaça o caso III. Além disso, temos que não é necessário conhecer explicitamente o

corpo K, e que o conhecimento de p (ou p; e p2) e n é suficiente para construir o reticulado.
Veremos também que se n e p são dois primos ímpares, segue que sempre existe um corpo

cíclico K onde p se ramifica. O objetivo é obter, para uma dada dimensão, a construção que

fornece a maior distância produto mínima.
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5.4.1 Caso I: Somente p > n se ramifica em Og

Nesta subseção veremos a construção de ideais reticulados quando somente p > n se ramifica
em Og. Para isso, suponhamos que o primo p > n é o único primo que ramifica em Ox.
Assim, como K é cíclico, pelo Teorema de Kronecker­ Weber, podemos mergulhar K no corpo
ciclotômico Q(E), onde E = £, é uma raiz p­ésima primitiva da unidade.

Se G = Gal(Q(8)JQ), é o grupo de Galois de Q(£) sobre Q, então, G é cíclico de ordem
p— 1, uma vez que o(G) = p(p) = p— 1, onde À é a função de Euler. Seja o o gerador

de G. Como [Q(6) : K] = Pl, segue que o elemento 0” é o gerador do grupo cíclico
H = Gal(Q(S)|K).

Pela Correrspondência de Galois temos o seguinte diagrama

Q&) — fd

Seja r um elemento primitivo (mod p), ou seja, 7º"! = l1(mod p) e p— 1 é o menor
m—l

inteiro positivo com esta propriedade. Sejam a = Ia — E), onde m = = e À tal que
k=0

A(r — 1) = l(mod p). Assim r"* = —l(mod p), e pela definição de r temos, o(€) = £”.

Lema 5.4.1 o(a) = —6&P'a.

Demonstração: Temos que

o(a)
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e a útima igualdade segue de

— ep­l
1­8971­& ­ =P + +E+1=26MO,

eE&l per p... ++E+l=O,

Lema 5.4.2 o(£ºa) = —&a.

Demonstração: Usando o Lema (5.4.1) e a definição de À, temos que

(8a) = o(8)a(a) = E (­&a)=­Ata=­PPa=­8o,
uma vez que E? = 1,

Lema 5.4.3 (8a)? = (—1)"p.

Demonstração: O polinômio ciclotômico de £,, é dado por
p2

dp(x) =" +a1"º + +x+1=]1(7—­ 08).
k=0

Para x = 1 temos que

p­2 —l —

e ­si= 11 1­8”)k=0k=0 o

alye DIET =D(ET"1
(—1)"a(1VANS12 EE (12 EE(­DP [1 MPE= (—1)"(a6)º.

A última igualdade vale uma vez que

12­77

e A é o inverso de r — 1 módulo p.

Lema 5.4.4 Se wa: = E&ritr' onde d e t são inteiros tais que t E 10, 1,...,
—1 —1

n 2n

a
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Demonstração: Temos que

war = r"º + 7º = O(mod p)
r"º = —r'(mod p)
rd =r"ri(modp), pois 17” =
7º = r"Himod p)
nd=m+t­k(p—1), pois 7º
t=nd­m+kh(p—­1l).

então t é um múltiplo de nº que pertence ao conjunto (0,1,..
Considerando então t = O, temos que

nd

—l(mod p)

= l(mod p)

re =1"(modp) <=> nd=kam, kz ímpar
& de= kk”

n

= d=h (22).2n

Como k, é ímpar, podemos tomar k, = 1 e portanto d = p

Tree(ro'(x)) =

para a = 0, 1,...,n—1, ec j=1,2,...,

Demonstração:

Treio(zo'(x))

(2)oºFHin()

,

Y D» gt (a(l — E£))a*HTin(Ag(1 — £))
a=0 es|
>Se1) OA — (1) tina] sm grito
a=0 c,j=1

a
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= — DN (Lo? 12 Ea — gro

Pl
n

La = S CDA — ereto — SINA m grotenera titia)
I=1 j

onde a quarta igualdade vale pelo Lema (5.4.2) e a onde a quarta igualdade vale pelo Lema
(5.4.2) e a última igualdade vale pelo Lema (5.4.3). Note que o primeiro somatório em j é
zero, pois existem tantos 1's como —1's. Usando o mesmo pincípio, o termo E” +!+i" também
desaparece no segundo somatório em j. Assim, considerando a soma em c temos que

Tree(ro'(0)) = Mp IL (AJODI( ig Tara THA,
4,

A seguinte proposição fornece um método para a construção do reticulado.

Proposição 5.4.1 Seja z = £ºa(1­ &). Sex= TrotiKk(2z) Cro), então
Tree(to'(x)) =óo:P", para t=0O,...,n­1,

onde óo: é o delta de Kronecker.

Demonstração: Pelo Lema (5.4.5) temos que

aj

Podemos verificar também que

pl
nS (1) SI(C)ig T+ NEJAY gti)Iretbo

a,kc=l a,j d=1

Trocando todos os Índices de todos os termos do somatório, verificamos que eles percorrem

o mesmo conjunto de expoentes de E(mod p). Note ainda que rº*F", para a =O0,1,...,n—1

a
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—
ndek=1,2,..., 2 assume os valores s = 1,2,...,p— 1. Denotando portanto wa: = E” +

temos
pl pl

n pl
(rd rt jro+kr s1)) gr = O (1)wi, (5.4)2 a,k

8d=1

Pelo Lema (5.4.4),
­

—1pº p­1set=0ed=2""
Uai=

8 —1] caso contrário.

Na Equação (5.4), quando t £ O temos

2 pl
1) Mp DS(­1)ÍOwi.= (1)

d=1 Ss

Quando t = 0, temos

d=1,0222)
= p+p(p­1)=7

A última igualdade vale já que (=1)"+E = 1 (pois o expoente é sempre par) e também
2.

(­1)"tH(—1) =1, se p=1l(mod4) (m par)

d=1,d222! (­1)"H(—1)=1, se p=3(mod4) (m ímpar).

Isto prova que

0, se t£O

7º, se t=O.

pl
nd a+tknImp (era!

d=1 a,

A Proposição (5.4.1) fornece um método de encontrar o elemento x, tal que a matriz

3 Treio(to'(x)) seja a matriz identidade. Assim, o algoritmo para obter a matriz geradora
do reticulado é dado da seguinte forma:

1. Escolha uma dimensão prima n.

2. Encontre p tal que p = l1(mod n).

3. Encontre r e À de acordo com suas definições.

a
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CAPÍTULO 5. CONSTRUÇÕES DE IDEAIS RETICULADOS

4. Escreva a e z em relação a base (1,6,...,6P?)] do corpo ciclotômico.

5. Calcule z e seus conjugados usando o fato que o(£) = £" e 0P(£) = E”.

6. Calcule a matriz geradora do reticulado M, cuja a primeira coluna é dada por o'(x),
para 1 = O0,...,n— 1, e as demais colunas são as mudanças cíclicas da primeira, ou

seja,

x + rg)

Para obtermos valores numéricos de M, precisamos substituir £ por e».

7. Calcule a matriz geradora do Z"­reticulado rotacionado dada por R = 2M:

Tabela 5.2: Parâmetros para o Caso 1

n|op

3] 7

3 | 13
5º | 11
5 | 31
7/29

23

11 | 67
13 | 53
17

19

|
M

I
m

M/
M

/
NM

O
IM

I
m1m

M
fl
o

|s
rm O

o
o

a

Alguns parâmetros para o caso I são dados na Tabela (5.2). Os reticulados marcados —
com asterisco coincidem, para um certo p, com algum reticulado obtido via construção

ciclotômica, onde K = Q(6, + &1). Note que o valor de p não é único, e que qualquer
escolha de p satisfazendo p = 1(mod n) fornece um corpo bem definido K.
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Exemplo 5.4.1 Seja n=3. Temos que 13 = l1(mod 3). Estes dois parâmetros determinam

um corpo cíclico K de Q(613). Para simplificar a notação usaremos E = E13. Não precisamos

conhecer explicitamente o corpo K, mas neste caso K = Q(9), onde 6º —0º — 40— 1 = 0. Seu
discriminante é 13º e portanto somente p = 13 se ramifica em K. Calculandor e à obtemos

5

quer =2eA=1. Uma base de Q(613) é [1,6,..., 8). Calculando a = Ia E):
k=0

z = Ea(1 — E) obtemos

a = 1+6­P­Prf+P+EAT0 OP AO,
z = 3+E+4€8º +28 + 465 + 288 +26 +28 +28 + ae,

Pela Proposição (5.4.1), seja
4

I= SN o º(z) =0'(2) H0º(2) + 0º(2) + 0º(z),
j=1

onde o*(£) = £º*. Fazendo os cálculos obtemos

T=5+38 +36 86­68 +3g+3am,
Calculando os conjugados de x temos que

o(t) = 6+L+E+AAA a as + oro

TiSubstituindo x por € = e temos que

11,78268 —3,22712 4,44444

M=| —3,22712 4,44444 11,78268

4,44444 —11,78268 —3,22712

LE obtemosNormalizando M por

0,90636 —0,24824  0,34188
1

R = 3M = | —0,24824 0,34188 —0,90636
0,34188  0,90636 —0,24824
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Note que RR! = I3z. Portanto, R é matriz geradora de um Zº­reticulado rotacionado.

Pelo Corolário (4.5.1), a distância produto mínima do reticulado é dymin(N) = 3

Exemplo 5.4.2 Sejan=5. Temos que 11 = l(mod 5). Estes dois parâmetros determinam
um corpo cíclico K de Q(61). Novamente, para simplificar a notação usaremos E = En.
Não precisamos conhecer explicitamente o corpo K, mas seu discriminante é 11º e portanto
somente p = 11 se ramifica em K. Calculando r e À obtemos quer =2 e A=1. Uma base

4

de Q(E1) é [1,6,..., 6). Calculando a = IIa — é) ez=£a(1­—€&E) obtemos
k=0

1+E­ EPE PABAT OO,
3 — 3€ — 48º — 26º — 265 — 2€7 — 26º — 4€º,

Pela Proposição (5.4.1), seja

I1= 3 o º(z) = 0*º(2) + 0” (2),
j=1

onde o*(£) = £º*. Fazendo os cálculos obtemos

Calculando os conjugados de x temos que

o(t) = —4­—&— 26­26 —46— 46d — 2672680 ­&
0º(x) = 48º +26 +36 +26 +28 +38? +26 +46
oº(r7) = —2—­ 268 +68 +26 +26 +68 — 28
(1) = —2+26 — 26 +6&+&0—267 +26

EV
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271
2Substituindo r por É = e 2 temos que

( —3,58621 6,03381 —5,01310 —6,56567 —1,86881|
6,03381 —5,01310 —6,56567 —1,86881 —3,58621

—5,01310 —6,56567 —1,86881 —3,58621  6,03381

—6,56567 —1,86881 —3,58621  6,03381 —5,01310

| —1,86881 —3,58621  6,03381 —5,01310 —6,56567/
LlO obtemosNormalizando M por

( —0,326019 0,5485278 —0,455736 —0O0,596878 —O0,169892 |
0,548528 ­—0,455736 —0,596878 —0,169892 ­O, 326019

—0,455736 —0,596878 —0,169892 —0,326019  0,548528

—0,596878 ­—0,169892 —0,326019  0,548528 —0O0,455736

| —0,169892 —0,326019 0,548528 ­— 0,4557356 —O0,596879 )
Note que RR! = Is. Portanto, R é matriz geradora de um Zº­reticulado rotacionado.

Pelo Corolário (4.5.1), a distância produto mínima do reticulado é damin(A) = ae

5.4.2 Caso II: Somente p = n se ramifica em Ox

Nesta subseção veremos a construção de ideais reticulados quando somente p = n se ramifica

em Ox. Para isso, suponhamos que somente o primo p = n se ramifica em K. Assim, pelo

Teorema de Kronecker­Weber, podemos mergulhar K em Q(£,2), onde 1 = £,2 é uma raiz
n?­ésima primitiva da unidade. Seja o o gerador do grupo Gal(Q(n)|Q). Se r é um elemento
tal que rr! = 1(mod nº) e nín — 1) é o menor inteiro com esta propriedade, então 0 é
definido como o(u) = 1”. Além disso, temos que

n—1

Proposição 5.4.2 Se T = Trogw|iK(1) = S ou), então
j=1

TreQÃ((1+T)'(1+T))=ó.n%, para t=0,...,n­1,
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CAPÍTULO 5. CONSTRUÇÕES DE IDEAIS RETICULADOS

onde do: é o delta de Kronecker.

Demonstração:

TreQ((1+T)o'(1+T)) EA((14+ T)o'(1+T))
n—=
> oº1+T)oº(1+T)
a=0
n—l

SD (1+0º(D)(1+0*(T))

2! + 0º(T) + 0º(T) + 0º(T) + oº*(T)]
n+ >»gHttni(,

a=0 j=1

+ getrI (un)g titan
j.k=1

n—l1 n—l n—l n—

TreQ((1 + T)o'(1 + T)) n+ DSI”rott+nj + prot + >profuiarçetiteo
a=0 j=1 EE
nín—1)—1 n(n—1)— nl

jk
n> rotnd+nc , attt+on

a=0 d,c=1

1

n+ 2. noa+ No WO+
s=0

A última igualdade é verdadeira pois o conjunto dos valores a + nj para a = 0, 1,...,n—1

ej=1,2,...,n— 1 são os mesmos para s = 0,1,...,n(n — 1). A mudança de variáveis é
feita como na Proposição (5.4.1). Como

nín—1)—1 nín—1)—1 nín—1)—1

Trotie(n) = Y” oº(u) = “= Ss pr = 0, para t=0,...,n­—1,
s=0

obtemos

n—1 nín—1)—1 nl

Tree((1 + T)oa + T)) = n+ > Ss potérror = n+ 3 Trotielas), (5.5)
d=1 s=0 d=1

onde was = u”"*tr'. A expressão Tree((1+T)o'(1+T)) em (5.5) pode tomar três valores
diferentes, que dependem de wa:

1. Se war = 1, então TrogyKk(wae) = n(n — 1);

2. Se wa, é uma raiz nº­ésima primitiva da unidade, então Tro(wig(wWas) = O;
;

P , QR(n)| , ,

a
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3. Se wa; é uma raiz da unidade, a qual não é primitiva, temos que wa; é da forma u"!”,
para k, = 1,...,n — 1, a qual é uma raiz n­ésima da unidade, então, Trotw|iK(Wat) =
—n.

Para concluir a demonstração,,consideraremos dois casos, t = 0 et %0 Em cada caso

determinaremos se wa, é primitivo ou não.
et=O0

Temos que wa: = 1 somente neste caso. De fato,

rir = 0(modn?)
(n— y + kon(n — 1)<= t=nd­n

<> t=OoO,

Substituindo então t = O, temos que
n—1l

2

Quando d É a. War: É uma raiz primitiva da unidade. Suponha que wa; não é primitiva,

ri =—1 (mod nº) —d=

então,

n—1l

2
ri +1=0(modnº)=—>rT"*+1=0(modn)=—>d=

Como d > n — 1, k3 deve ser igual a O, e portanto wa: = 1. Assim,
n—1 nín­—­1)—1

plot 2=n+n(ín—1)=nº, para t=O0.

etÉ£o

Vamos determinar as raízes primitivas da unidade.
t—k — 1rº+r=0(modn)==>d= " + + ka

ka deve ser igual a t (como d > n— 1, ka não pode ser igual a t +ks). Assim, existe somente
um d tal que wa; não é primitivo. Logo,

n—1 nín—1)—1

n+ > Ss pI cn=n=0.
d=1 s=0

=

A Proposição (5.4.2) fornece um método de encontrar o elemento T, tal que a matriz

= TreQ((1 +T)o'(1+T)) seja isomorfa à matriz identidade. Assim, o algoritmo para obter
a matriz geradora do reticulado é dado da seguinte forma:
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. Escolha uma dimensão prima n.

. Calcule r tal que rº*­! = 1(mod nº) e que n(n — 1) seja o menor inteiro positivo k
tal que rº = l1(mod nº).

. Calcule 1­7 e seus conjugados na base f1,6,€2%,...,EP"(P­N­1%, do corpo ciclotômico
1ºusando o fato que o(u) = nº e o”"(uy)=un

. Calcule a matriz geradora do reticulado M que é dada por

(1+T) o(1+T) : oI(1+T)
o(1+T) PI+T) (147)

o” 14+T) (14+T) ­­ oº(1+T)

5. Caleule a matriz geradora do Z"­reticulado rotacionado R = | M.

n

Exemplo 5.4.3 Escolha n = 3. Assim, Q(u) = Q(6&), cuja base é (1,69,68, ES, Ed, 65) =
O, un, ni, nt, pó). Neste caso, K=Q(9), onde 9º — 30 —­ 1 =0. Pela definição der temos
r=2. Calculando T na base de Q(u) temos que,

2

T=SYX "oP(n)=o(W)+C(=n+p=p­W­1.
j=1

1+T = l1+4u=n­/,
o(1+T) = 1­u+pn­nte
oº(1+T) = 1+pt +.

2,032092453 1,347299934 —0,8793924

1,347299934 —0,8793924 2,532092453

—0,8793924 2,532092453 1,347299934

Finalmente,
0,84402 —0,29312  0,44909

1

R= 2 = 0,44909 —0,84402 —0,29312
—0,29312 —/0,44909  0,84402

1
A distância produto mínima do reticulado é da, min(À) = 32 uma vez que Dg = 3%.
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Tabela 5.3: Parâmetros para o Caso II

n nº Dr dp,min(À) À dp,min(A)
3/9 /P 0, 480749856

5/25] 85º 0, 275945932

7/49] 7? 0, 188638463

5.4.3 Caso III: Pelo menos dois primos se ramificam em Og

Nesta subseção veremos uma construção de ideais reticulados quando pelo menos dois primos
se ramificam em Ox. Para isso, suponhamos que existam pelo menos dois primos que se

ramificam em K. Para obter o corpo K usaremos dois corpos, onde somente um primo se
ramifica em cada um deles.

Lema 5.4.6 Seja nº um primo ímpar. Sejam dois primos ímpares distintos p, e p. tais que

pi = l(mod n), mas p; É l1(mod nº) para 1 = 1,2. Se K é um corpo cíclico de grau n onde
p1 e p2 se ramificam, então K está contido na composição de dois corpos K1Ka, onde K; é
um corpo cíclico de grau n que somente p; se ramifica, para 1 = 1,2.

Demonstração: Se p, e p, são dois primos distintos , tais que p; = l(mod n) e
pi É l(mod nº), para i = 1,2, então existem corpos K; C Q(6,) tal que [K; : Q] = n,
para 1 = 1,2. Assim, temos o seguinte diagrama

Q(Epir2)

Dx
Q(Ép2)

Seja K um corpo cíclico de grau n, onde p, e p, ramificam. Deste modo, K é uma

subextensão de Q(6n,7,.). Mostraremos que K C K,Ko usando o Teorema da Corres­
Z

pondência de Galois. Seja G = Gal(Q(Sp,p2.)IQ). Do fato que Gal(Q(6,,)/Q) = =DZ"1=
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Gal(Q(8,7,)1Q) = , Segue que
—%Z
(pa — 1)Z

eu Z ZGE Fen” FD
ou Z Z= CC XCO,X ves x EE

Temos também que G é um grupo abeliano de ordem (p, — 1)(pa — 1). Do fato que um
grupo abeliano tem decomposição única em subgrupos de Sylow e, segue que G é o produto

direto de um n­subgrupo de Sylow e de p;­subgrupos de Sylow, onde mde(p;,n) = 1, para
i=1,2. Se H = Gal(Q(Sp,p.)|IK1K2), então H é um subgrupo de G de ordem (22) (22=L).
Como mde(o(H),n) = 1, segue que H corresponde ao produto direto de p;­subgrupos de G,
onde mde(p;,n) = 1, para i = 1,2. Seja 1 = Gal(Q(67n,p,)IK). Como T é um subgrupo de G

(mi 1)(p2=1) nh= 1721
n n

e como / ter ordem , Segue que ] contém um subgrupo J
n

— 1 —11) ) Usando o mesmo raciocínio, temos que J é também um produto
n n

direto de p;­subgrupos de Sylow de G&, com mde(p;,n) = 1, para i = 1,2. Logo H=JCIe

de ordem

pelo Teorema da Correspondência de Galois segue que K € Ki Ks. =

Observação 5.4.1 Sep, oup,s é igual an o mesmo resultado é obtido substituindo Q(Ep1p2)
por Q(Epin?).

Lema 5.4.7 Sex, E KR ex27 E Ka temos que TreKajo(t1£2) = TreKaiQ(T1X2).

Demonstração:

TreiKz/0(T1X2) = > ot Tr (r1xa)
k=1 j=1

n n

> ot (x1) Ss TT) (T2)
k=1 j=1

TreiKaQ(T12).

Proposição 5.4.3 Sejam K, e Ka duas extensões de Galois de Q, disjuntas, cujos discri­

minantes são relativamente primos. Seja G; = Gal(K;|Q) para i = 1,2, onde Gr = (o) e
G2 = (1) são cíclicos de ordem n. Seja K E KiKo outra ertensão cíclica de grau n. Se
existir x; E K;, para 1 = 1,2, satisfazendo:

1. Trenízio!(t1)) = dotpi, para t=0,...,n­— 1;
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2. TreQ(raT(x2)) = óopa, para t=O0,...,n— 1.

então existe x =Tre,Ka Kk(t1172) E K, tal que

Treelar(2)) =óo02%, mara t=0,..,n­1,

onde (7) = Gal(K|Q).

Demonstração: Seja 1 <m < n—l1 tal que (0771) = Gal(KK|Q) ey = 0""7 é um
gerador do Gal(KJQ). Deste modo temos o seguinte diagrama

7(1roxa) "Mtrto"%(x,)a "ri (ra)
b,c=0
n—l

Y ob(x,ome­tb) (x1))Tº (xa1*te(xa)),
b,c=0

nTree(t7'(2)) = TreixoltY(0)
>Treolo"r (some)(27º (x2))])
b,c=0
n—l

Y TTrx, (x, 0Tento) (x1))T re go(za7 (x). (5.6)
b,e=0

Por hipótese, temos que os termos da soma na Equação (5.6) são diferentes de zero somente
quando m(c— b—t) =O0Oec+t—b=0. Mas isto é equivalente a dizer que t =0ec=b.
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Isto significa que na Equação (5.6) é não nulo se, e somente se, t = O, se, e somente se, (5.6)
é igual a npipô. =

Segue da Proposição (5.4.3) que se conhecermos dois primos p, e p2 que ramificam em um
corpo cíclico K de grau n, então podemos encontrar um elemento x € K tal que sua forma

traço é isomorfa a matriz identidade. Além disso, não precisamos conhecer explicitamente K
para construirmos o reticulado. Assim, o algoritmo para a construção do reticulado é dado

. Escolha uma dimensão prima n.

. Escolha 7; e p2 satisfazendo as hipóteses.

. Calcule 71, r2 e seus conjugados usando as técnicas anteriores e mergulhe K em Q(£p,p2)
se pa > n ou em Q(E,n2) Se pa = n.

. Calcule x com base em o*(x1) e 1'(r2), para t =0,...,n— 1.

. Calcule os conjugados de x em K usando o grupo Gal(K|Q). O grupo cíclico Gal (K|Q)
de ordem n deve ser cuidadosamente selecionado entre os subgrupos de ordem n do

grupo Gal(K,1K2|Q).

. Calcule a matriz R.

Exemplo 5.4.4 Consideramos dois casos já calculados anteriormente. Para isso, seja a

dimensão prima nº = 3 e os primos py = 13 ep = 3. Seja E = £13x32 = 117 = E. Na base

de Q(E), de grau 72, temos por exemplo que

t1 = (5,0,0,1,0,0,0,0,0,0,0,0,­3,0,0,0,0,3,0,0,—3,0,0,
0,0,0,3,0,0,0,0,0,0,0,0,—1,0,0,0,0,0,1,0,0,0,0,0,0,

0,0,0,—3,0,0,1,0,0,0,0,0,—3,0,0,—1,0,0,0,0,0,0,0,0)

da mesma forma calculamos x2 E Q(E).
Pela Proposição (5.4.3), temos que

x = xr + o(r1)T(x2) + o0º(x1)Tº (xa).

Fazendo os cálculos,

x = (13,5,—9,0,—2,7,0,2,0,0,7,—9,0,—3,7,0,0,2,0,0,—2,0,—2,2,
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0, —o, 3, 0, 7, —9, 0, 0, 0, 0, —o, 2, 0, 7, —7, 0, d, —7, 0, 0, 7, 0, 2, —7,
0,0,—7,0,—4,7,0,7,0,0,­2,—2,0,0,9,0,0,­3,0,0,—7,0,—5,2)

Os conjugados de x são calculados a partir do gerador do Gal(K|IQ) é 7, definido por (6) =
E.

Finalmente,
0,55329  /0,76837 —O0,32166

R=| —0,32166 0,55329  0,76837

0,76837 —0,32166 0,55329

5.4.4 Distância produto mínima via a construção cíclica

Nesta seção veremos uma comparação entre os três casos de construções via a construção
cíclica.

Sejam K uma extensão cíclica de Q de grau primo n > 2 e À um ideal de Og tal que

A? = A(OgRIQ)”. Como o ideal A é principal, segue que em todos os casos e dimensões
consideradas, podemos calcular a distância produto mínima usando o Corolário (4.5.1), que

é dado por dámin(A) = —p;: À Tabela (5.4) apresenta alguns valores da dhmin(A) dos
reticulados obtidos via os os casos IL e II.

Exemplo 5.4.5 Através do Exemplo (5.4.1) temos para n = 3, p = 13, K = Q(9), onde
1 1

6º — 9º — 409 — 1 = O,que o discriminante de K é Dk = 13º. Logo, damin(A) = vVDx DB

Exemplo 5.4.6 No Exemplo(5.4.3) para n=3, N=9 e K=Q(9), onde 9º — 39 — 1 =O0,
que Dg = 3º, e portanto, dámin(A) = 2.

Para cada dimensão prima n, vimos construções de reticulados de diversidade máxima.

O desempenho do reticulado é avaliado pela distância produto mínima. Por exemplo, para

n = 5, podemos construir os seguintes reticulados, dependendo da escolha do primo p.

. No caso I, onde somente 11 se ramifica em K, temos que dá,min(A) = 1/121;

. No caso I, onde somente 31 se ramifica em K temos que dr. min(A) = 1/961;

. No caso II, onde somente 5 se ramifica em K temos que dp,min(A) = 1/625;

. No caso III, onde 11 e 31 se ramificam em K, temos que dp, min(A) = 1/(121 x 961);

. No caso III, onde 11 e 5 se ramificam em K, temos dá.min(ÀA) = 1/(121 x 625).
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Tabela 5.4: Algumas distâncias produto mínima para os casos I e II, onde N é tal que

K € Q(Ev)
NI DK |demin(A) | /dpmin(a)
7 7º 0,522757958

13 13º 0, 425290370

11 11º 0, 383215375

31 0,253195115

29 0, 236188093

23 0, 240454440

67 0, 147899259

953 0, 160022248

0, 112923019

0, 083082682

0, 158599211

0, 139670898

0, 480749856

0, 265945932

0, 188638463

Como nosso objetivo é maximizar a distância produto minima, neste exemplo, a melhor

escolha é a primeira construção, isto é, quando somente um primo se ramifica, tamando este

o menor possível. Consideremos o seguinte resultado.

De modo geral, para maximizar a distância produto mínima devemos tomar o menor

> n que se ramifica em K. Como vimos, no caso I, Dg = p"!, já no caso III, Dg =, , Pp , ,

(p1p2a)"!. Logo o caso I é sempre melhor que o caso III.

Proposição 5.4.4 Sen > 2 é uma dimensão prima então a construção do Caso 1, com o

menor primo possível p, maximiza a distância produto mínima.

Demonstração: Pela Proposição (3.2.5), temos que, Dk = p""!. Seguindo o mesmo ra­
ciocínio daquela demonstração, como p é totalmente ramificado em K, segue que p” |
A(OgIQ), mas p* 1 A(OgIQ), para k > n. Considerando a transitividade do diferente

A(ZIE1IQ) = A(ZISIIK)A(OxIQ) (5.7)
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e fazendo p = (1 — E6)ZIE], pk = pN Ox. Note que pxkZ[6] = p"!, pois p é totalmente
ramificado. Isto mostra que A(Z[E]JQ) = pr(2r­3) e que A(Z[EJIK) = p”­?. De (5.7) temos
que

A(Og|Q) = pan? = (pr1)20­)) — pn»
Então temos Dg = Neo(px"T” ) = p?ºº­)), Disto segue que quanto maior nº > np, a distância
mínima é menor que no caso onde p > n. =

5.5 Construção mista

Nesta seção veremos uma técnica de construção de ideais reticulados que combina as cons­

truções ciclotômica e cíclica, resultando em Z"­reticulados rotacionados em outras dimensões.

Proposição 5.5.1 Seja K a composição de N extensões de Galois K; de grau ni, isto é,
K é o menor corpo que contém todos os K;. Suponhamos que mde(Dx,,Dx,)= 1 para todo
i É j. Se existir um a; tal que a forma traço sobre K;, Tr(ajxy), é isomorfo a forma
identidade de grau n;, para j =1,...,N, então a forma traço sobre K,

Tríory) & Tr(aakxy) S&S: S&S Tr(anTyY)
N

é isomorfo à forma unidade (1,1,...,1) de graun = II7;­
j=1

Demonstração: Consideremos o caso K=K K,3. Sejam fwi,...,wn,t € fui... Wh, tas
bases integrais de K, e K,, respectivamente. Como K, e K, são extensões de Galois sobre Q

com discriminantes coprimos, segue que fwjiwi|j = 1,...,m,k=1,...,n2) é uma base de
Ox. Usando o fato de que

TreQ(awiw;agwiwy,) = Tre Q(awiw;)TrKg Q(02wiwi))

temos que existe a E K tal que Tr(axy) = Tre, nícixy) & Tre ge(a2ry). Por indução sobre
N concluímos a demonstração. =

Com base na Proposição (5.5.1), temos que a matriz geradora do reticulado pode ser
obtida como o produto tensorial das matrizes geradoras RU) das correspondentes formas
traço, paraj= 1,...,AN, ou seja

R= RIS&RISG. RM,
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2ni

Corolário 5.5.1 Sejam m = p, ...PN um produto de N primos distintos, E; = e"! para
j=1,...,N,eK a composição dos KR; = Q(E; + E”), paraj = 1,...,N, isto é Kéo
menor corpo que contém todos os K;. Se a; = (1— &)(1— &') então

1 1
—Tr(onry) S&S: & —Tr(anNTyY)
P1 PN

N
1é isomorfo à forma unidade (1,...,1) de graun = IlPd

j=1

Demonstração: Segue diretamente da Proposição (5.5.1). "=

Observação 5.5.1 O Corolário (5.5.1) genenereliza a construção ciclotômica para Q(Em),
onde m é produto de primos e livre de quadrados. Podemos construir Z" reticulados rotaci­

onados em dimensões, como nº = 10,12,16,22,24,27,28. Para as dimensões 4 e 25 temos

que

1. Paran = 4, podemos construir um reticulado combinando dois reticulados rotacionados

de dimensão 2, usando o Caso III da construção cíclica.

2. Para n = 25, podemos construir um reticulado combinando dois Z"­reticulados rotaci­

onados de dimensão 5, usando o Caso I e o Caso II da construção cíclica.

Proposição 5.5.2 Se K é uma composição de duas extensões de Galois de graus nm ema,

respectivamente, cujos discriminantes sejam primos entre si, então o discriminante de K é

Dx = Dr, Dgy, onde m; = [KIK;] = n/n;, para j=1,2.

Demonstração: Pela Proposição (3.2.3) temos que

A(OxIQ) = A(Ox,10) A(Oxç, |Q).
Assim,

N(A(ÓxIQ)) = NeR(4(OxQ))Nxe(4(Ox,|Q))
Nx /0(A (Ox [Q))"" Nx2/0(A(Ox2[Q))º = Dygm Dia

uma vez que N(A(Og|IQ)) = Dx.

Como conseqiiência direta temos que
1

/ Dr, Dx,

Alguns valores numéricos de d,min(A) são dados na Tabela 5.5

dp,min(A) =
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27i

Exemplo 5.5.1 Sem =5x7, temos que m =2, n=3 en=2.3=6. Sejam E, = e*i,
paraj=1,2eK=K Ko, onde K, = Q(&+E&') e Ko = Q(&+E&7!). A matriz geradora do
reticulado é dada por R= RO) & RO), onde RM = FINA: e Rº = FTaN2As. Notemos
que a matriz RO) foi construída no Exemplo (5.8.1) e é dada por

nO ­ —0,52573 —O,85065
—0,85065 0,52573

|

Para a construção de RC), temos que

—

2cos( 2cos(*F) —2cos(&) —2cos(*
Noa=| 2cos( 2cos(E) x(& ) —2cos(()  2cos(

) 2cos(*) 2cos(&) —2cos(

a

2cos(

—0,32798 —0O,591 —O, 73696

Rº=| —0,73696 —O0,32798 0, 591

—1, 5636 0,73696 —0,32798

Finalmente, temos que

—0,73696 —0,32798 0,591

—1,56386 —— 0,73696 —O0,32798
R= —0.52573 —0.85065

—0.85065 0.52573 ) —0,32798 ­—0,591 — 0, 73696

Portanto, a distância produto mínima do reticulado é dada por dá,min(A) = Ta

Exemplo 5.5.2 Considere agora m = 7 x11. Logo, nm = 3,n2== 5, en=3x5=15. Seja

K = KKK, onde K; = Q(6,, + Ex): paraj = 1,2. Como vimos, a matriz do reticulado é
dada por R= RM) & RO. A matriz RO), conforme o Exemplo (5.5.1), é dada por

—0,32798 —0,591 ——0,73696

RM=| —0,73696 —0,32798 0,591
—1,5636 0,73696  —0,32798
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Para a construção da matriz RO) = fr TaN2As, temos que

F
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onde o = ,/2— 2cos(E), as = ,/2­ 2cos(4E), a; = /2+ 2cos(8E), a, = /2+ 2cos(ÉL)
e as = /2+2cos(). Logo,

( —0,169891 —0,32602 —0,45573 —0,54853 —0,59688|
—0,45573 —0,59688 —0,32602 0,16989  0,54853

—0,59688 —0,16989 0,54853  0,32602 —0,45573

—0,54853 0,4557383 0,16989 —0,59688 0,32602

| —0,32602 —0,54853 —0,59688 0,45573 —0,16989 /
E, finalmente,

R= RO ER,

Portanto, a distância produto mínima do reticulado é dada por damin(À) = FOTO:

EV
AVAVAY

cm 1 2 3 4 5 6 7 unesp ”. 12 13 14 15 16 17 18



CAPÍTULO 5. CONSTRUÇÕES DE IDEAIS RETICULADOS

Tabela 5.5: Distância Produto Mínima para Construções Mistas

n | domin(A) /dp,min(A)
4 0, 39763536

6| x | 0,3495893]
10 eme | 0,25627156
12| msm | 0,22967537
15| ses | 0,20032888
16| 2 | 0,19361370
18 0, 180685195919!

22 | ros | 0,16080157
24 | —sEsss | 0,151348897161721

20 | ves | 0,105746725207 710

27 | ss: | 0,141242607181924

28 | —sas | 0,140051255149926

30 |a | 0,13161332

Observação 5.5.2 Vimos alguns Z"­reticulados rotacionados a partir da teoria de ideais

reticulados. As construções foram baseadas em corpos ciclotôómicos, corpos cíclicos e também

pela combinação desses dois. Como os reticulados construídos possuem diversidade máxima,

segue que o desempenho do reticulado é avaliado pela distância produto mínima que é dada

por fórmulas explícitas, relacionadas com o discriminante do corpo. Como vimos na seção

5.4.4, na construção cíclica, conseguimos melhores reticulados quando somente um primo se

ramifica em K, sendo este o menor primo possível. A tabela (5.6) compara alguns valores

da R/dpmin(À) para construções ciclotômicas, cíclicas e mistas. Analizando a tabela vemos
que para uma dada dimensão não é possível fazer as três construções, ou seja, para cada

dimensão existe uma construção (ou duas) apropriada. Além disso, quando é possível realizar
duas construções não é possível comparar qual construção é melhor, pois o valor da distância

produto mínima do reticulado é o mesmo. O que podemos concluir com certeza é que as

contruções ciclotómicas, as cíclicas e as mistas facilitam a construção de Z"­reticulados em
todas as dimensões.
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Tabela 5.6: Comparação dos valores da
e mistas

Construção Ciclotômica Construção Cíclica Construção Mista

0, 66874030

0,52275795 0, 52275795

0.3976536

0, 38321537 0, 38321537

0, 34344479 0, 34958931

0, 23618809

0, 28952001

O
C

o
N

J
O

|
BR

[O
||

ÂM
NI

S

0,27018738

rm o 0, 25627156

r
s

r
= 0, 24045444 0, 24045444

= L
S 0, 22967537

= [S
S 0, 16002224­

rm > 0, 20942547

r
s

O 0, 20138689 0, 20032888

r
a o 0, 19361370

r
s E

| 011292301

p
r

[0
9) 018174408 0, 18068519

rm O
o 0, 08308268

D
O

O 0, 17136718

[x
]

r
s 0, 16678534

[1
5]

D
O 0, 16080157

D
O

[O
S 0, 15859921 0, 15859921

Le
)

E 0, 15134889

[N
S

[o
a] 0, 10574672

[x
]

o
O 0, 14825905

M
O

=
] 0, 14124260

[X
S)

C
o 0, 14005125

[5
5]

O
o 0, 13967089 0, 13967089

c
o

o
O 0,13711677 0,138711677

5 6 7
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5.6 Método de Krúskemper

Krúskemper mostrou [19] que toda forma Z­bilinear simétrica não degenerada pode ser
compreendida como uma forma traço. Nesta seção veremos uma construção de ideais reticu­
lados usando o método de Kriiskemper. Deste, veremos que todo reticulado inteiro pode ser

construído como um ideal reticulado sobre FO onde f(X) E Z[X] é um polinômio
mônico irredutível.

Seja L um Z­módulo livre finitamente gerado de rank n e seja b : Lx L — Z uma forma

bilinear simétrica. Seja f(r) um polinômio mônico irredutível de grau n e 0 E TC uma raiz

de f(r). Então TE = Z[0], cuja base é (1,0,...,0"!). Seja T um ideal de Z(0) e T* o
codiferente de 7.

Teorema 5.6.1 Se À é uma matriz n xn cujo polinômio característico, xa, é irredutível e

O é uma raiz de xa, então o autovetor (v1,v2,..., Un) associado a O forma uma base de um
ideal de Z(0].

Demonstração: Como todas as raízes de x, são simples, os correspondentes autovetores

são unicamente determinados. Da definição de autovetor temos que

O(v1, Vv2,..., Un) = A(vi,Va,..., Un). (5.8)

Seja v; = (­1)'HA;;(A—6I,) o cofator do i­ésimo elemento de uma coluna fixada da matriz
(A — 01,). De (5.8) segue que

(vi,va, 11,Un) = A(Vi,V2,­.1, Un), para i=L1...,m.

Como (1,9,09º,...,9"!) forma uma base de Z[0], segue que

aU + AgVa +... + Ant, E L

gera um ideal de Z[0]. =

Teorema 5.6.2 (Taussky) Seja b: Lx L — Z uma forma bilinear simétrica e S a matriz

que representa b sobre Z. Seja A E Mr(Z) uma matriz cujo polinômio característico, xa, é
irredutível e SAS = At. Então S é a matriz de um ideal reticulado.

Demonstração: Sejam S = (s;;)?;, € Mn(Z) a matriz de be À € Mr (Z)uma matriz tal
que x, é irredutível e SAS = A'. Provemos que b é uma forma traço escalonada. Seja
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CAPÍTULO 5. CONSTRUÇÕES DE IDEAIS RETICULADOS 128

O uma raiz de xa, assim, 0 é um inteiro algébrico, pois xa é mônico com coeficientes em

Z. Pelo Teorema (5.6.1), existe um autovetor vp = (v1,V2,­.., Un)! de À associado a 9, com
v; E Z[O], tal que fvi,v2,..., tn) é uma Z­base de um ideal de Z[0]. Pela primeira prova
do Teorema 1 de [21], existe um autovetor v, = (vi,v5,...,v,)! de A* associado a 0, com
v; E Q(9) e tal que

Trocno(viv;) = di, Vi,j (5.9)

Como S­!AS = A!, segue que A'ST!vy = S­! Ava. Assim, vy e S7!vg são ambos autovetores
de A! associados a 0. Como xa: = xa é irredutível sobre Q, então é separável, e portanto

seus autovalores são distintos. Desta forma, os subespaços associados a 6 tem dimensão 1.

Isto implica que existe a E Q(9) tal que vy = aS'!u,, isto é, Su, = aus. Denote S = (Sij)ij,
assim,

n

1
:) SijVj = av;, Vi

j=l

n

1, .) SijUjUk = QAViVE,Vi, k,
j=1

2 siTrotno(v;ur) = Troçjç(auivs).
j=1

Pela Equação (5.9), Troçjik Segue que si = Troçae(auiv,). Portanto, S é a matriz de
uma forma traço escalonada. Definindo o ideal TZ = Zv, QD Zva D ... E Zu, concluímos a
demonstração.

Teorema 5.6.3 Seja (L,b) um reticulado inteiro. Então existe um inteiro algébrico 0 e um
idealT de Z[0] e a € (1º)* & Q(9) tal que b é isomorfa a

IxXI—7Z

(x,y) — Tr(arxy).

Demostração: Pelo Teorema (5.6.2), basta mostrar que sempre existe uma matriz À E
Mnxn(Z) cujo polinômio característico x, é irredutível e totalmente real e que satisfaça
S­!AS = A. Considere a matriz N = (X;;), onde X;; = X;; são indeterminadas. Em
[19] é mostrado que o polinômio característico de SN, xsn é irredutível. Pelo Teorema da
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irredutibilidade de Hilbert, existe x;; = xr; E Q tal que xs(7,,) é irredutível e totalmente
real. Tome A definida por À = S(r;;). Assim, SAS = A!. =

Baseado na demonstração do Teorema (5.6.3), obtemos um algoritmo que calcula vi, ..., vn
e a, tal que TZ = Zv, PD Zva PD ­­­ BZv, e o ideal reticulado

IxI—Z

(x,y) — Troç(axy)
é isomorfo a forma unidade (1,..., 1) de grau n. Tal algoritmo pode resumido nos seguintes

passos:

1. Cáculo da matriz A.

Primeiramente encontramos uma matriz simétrica À, com coeficientes em Z, tal que

seu polinômio característico, xa(x), seja irredutível sobre Z e só possua raízes reais.
Esta matriz pode ser obtida aleatoriamente.

« Cálculo do vetor v,.

Seja 0 uma raiz de xa(r). Considere

O vetor v, é dado por

Un

onde, v; é o j­ésimo cofator em uma dada coluna da matriz (A — 61x).

. Calculo da matriz V.

V é a matriz das coordenadas de v1,...,vn na base f1,0,...,0"7).

. Calculo da matriz H.

A matriz H é dada por
nH = (Trotojo(6'*?)) ij=1'

. Cálculo do vetor v7.
O vetor vu, é dado por
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onde vi = Somi6 o, e (Mij); ja = HIV,
i=l

6. Cálculo de a.

O elemento a é dado por a = ã=, para algum à E (1,...,n). Observamos que o cálculo
de a é feito somente para um valor de ?.

7. Cálculo da matriz geradora do reticulado.

A matriz geradora do reticulado é dada por

Vain(u) + Vanonlu)

M= Varal) " vVanonva)
Varoi(vn) + Vononívn)

Observamos que MM! = I,.

Exemplo 5.6.1 Seja A uma matriz dada por

2

0

1

0

O polinômio característico de A é xa(x) = x* —6xº+4, que é irredutível sobre Z. Uma vez que
v; = (1) A;G(A — 01), e escolhendo a coluna 1, obtemos que v; = (—1)'HAG(A — 071).
Fazendo os cálculos, obtemos que

—O + 20

—26º + 2

— 20

—2

vo=

Escrevendo vê na base (1,0,...,6"!), obtemos a matriz V, dada por
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Como 9 é raiz de xº — 6xº + 4, segue que

9º = 602—A,
0 — 6098 —40e

6 = 320º —2A,

Da Definição (1.3.2) temos que Tr(1) = 4 e Tr(0) = O. Para calcular Tr(6º) e Tr(6%)
também usaremos a Definição (1.9.2). Como o polinômio irredutível de 0º sobre Q é xº —
6x + 4, segue que

Tr(6º) = Trote (Troatanaeça) (9º)) = Traçanç(6?.[Q(9) : Q(9º)]) = 2Traçaç(0?) = 12.

Como o polinômio irredutível de 0º sobre Q é xº — 116x?º + 484, segue que

Tr(60º) =0
Tr(605) = Tr(60%? — 40) = 6Tr(0º) — ATr(0) = O.

Deste modo, temos as seguintes matrizes

4 012 0

O 12 O 56

12 0 56 O

O 56 O 288

H=

Uma vez que v; = ) mij6!, temos que
i=l

19 3098100 — 860
39­21400 — 160
—u 193400+ 200

nu 192100+ 550

EV
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Escolhendo por exemplo 1 = 4 temos a = a = O — 250 Além disso, temos que o conjunto
das raízes de xa é dado por (—1V/10— 3/2,3V/10 — à 2, 4/10+ 3/2, 3/10 — 2/2).
Logo as imersões reais de O são: o,(0) = —2,288245611, 02(0) = 2,288245611, 03(0) =
—0,8740320490 e 04(9) = 0,8740320490. Assim, a matriz geradora do reticulado é dada por

0,60150 —0,60150 —0O,37174 0,37174
—0,68819  ­—0,68819 0, 16245 0, 16245

0,37174 —0,37174 0,60150 —0,60150
—0,16245  —0,16245 0,6881  —0,6881

Exemplo 5.6.2 Para a dimensão n = 2, seja a seguinte matriz

11
A = É 0

O polinômio característico de A, é dado por xa(x) =xº — x — 1, que é irredutível sobre Z.
Escolhendo i = 2 e fazendo os cálculos obtemos que

Sendo 0 uma raiz de 12º — x — 1, segue que 0º = 0 +1. Assim, Tr(1) = 3 e pela definição
(1.3.2), temos que Tr(0) = 1. Assim, Tr(60º) = Tr(9) + Tr(1) = 1+2=3. Deste modo,
obtemos as seguintes matrizes

ti­1 ­(V) (7
Como v; = ) mio, segue que

i=l

EV
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1—2— 18
— £0

Escolhendo i = 1, obtemos que a = à = ê+ ê e que o conjunto das raízes de xa(x) é dado
por (3 + 35,3 — 3/5). Deste modo, as imersões reais de O são a0,(0) = 1,61833989 e
02(0) = —0,61833989. Assim, a matriz geradora do reticulado é dada por

M = | —0,850686768 —0O,525672923 )—0D, 525672923 0, 850686768

Fr
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