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RESUMO

Diversas atividades antropicas promovem a introdu¢do de poluentes em corpos hidricos
superficiais e subterraneos. Diante disso, prever o comportamento dessas substincias ¢
fundamental para assegurar a qualidade e a disponibilidade dos recursos hidricos. As
equacdes diferenciais desempenham um papel consolidado nesse cendrio, permitindo a
modelagem matematica do transporte de compostos em meio aquatico. A partir dessas
representacoes, torna-se possivel estimar a concentragdo de um determinado contaminante ao
longo do espaco e do tempo, com base em varidveis de entrada especificas. Entretanto, as
equacdes que regem esses fendmenos ambientais frequentemente apresentam alta
complexidade analitica, o que limita sua aplicagdo imediata na tomada de decisdes
regulatérias. Diante disso, o presente trabalho teve como objetivo apresentar a resolugdo
analitica de trés equacdes diferenciais, associadas a quatro problemas de valor inicial e de
contorno correlatos ao fenomeno de adveccdo-difusdo, além de propor um guia de consulta
rapida focado em suas potencialidades e restri¢des. Adotou-se uma metodologia exploratdria,
na qual buscaram-se, na literatura especializada, os fundamentos necessarios para o
desenvolvimento das solucdes propostas. Como resultado, estruturou-se um guia capaz de
auxiliar engenheiros na aplicacdo pratica de modelos matematicos voltados ao transporte

difusivo-advectivo.

Palavras-chave: Modelagem; EDO; EDP; Transformada; Contaminagao.



ABSTRACT

Several anthropogenic activities promote the introduction of pollutants into surface and
groundwater bodies. Therefore, predicting the behavior of these substances is fundamental to
ensuring the quality and availability of water resources. Differential equations play a
consolidated role in this scenario, allowing the mathematical modeling of compound transport
in aquatic environments. From these representations, it becomes possible to estimate the
concentration of a given contaminant over space and time, based on specific input variables.
However, the equations governing these environmental phenomena often present high
analytical complexity, which limits their immediate application in regulatory
decision-making. Therefore, this work aimed to present the analytical solution of three
differential equations, associated with four initial and boundary value problems related to the
advection-diffusion phenomenon, as well as to propose a quick reference guide focused on
their potential and limitations. An exploratory methodology was adopted, in which the
necessary foundations for the development of the proposed solutions were sought in the
specialized literature. As a result, a guide was developed to assist engineers in the practical

application of mathematical models focused on diffusive-advective transport.
Keywords: Modeling; ODE; PDE; Transform; Contamination.

Title in english: STUDY OF DIFFERENTIAL EQUATIONS FOR ENVIRONMENTAL
APPLICABILITY: THE ADVECTION-DIFFUSION PHENOMENON.
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1 INTRODUCAO
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A modelagem matematica ¢ uma ferramenta consolidada para a representacdo de
fendmenos fisicos, quimicos, biologicos, humanos e econdmicos por meio de formulagdes
analiticas e numéricas. Esse mecanismo viabiliza a descri¢do quantitativa de sistemas
complexos, tais como o crescimento populacional, o decaimento radioativo e os transportes de
calor e de massa (BOYCE et al, 2020). A descricdo de comportamentos ou fendmenos por
meio de modelos matematicos esta condicionado a duas etapas principais: a identificagdo das
varidveis responsaveis por mudancas no sistema e a determinagdo de um conjunto de
hipoteses razodveis, tais como leis empiricas e contexto inicial (ZILL & CULLEN, 2001).

A agua ¢ um recurso essencial para a vida e suporte de todas as atividades econdmicas
(UN, 2024). Diante das multiplas acdes desenvolvidas pelos seres humanos, observa-se uma
crescente introducao de contaminantes cada vez mais complexos nos ambientes aquaticos, dos
quais muitos ainda se tem pouca informacao de seus riscos a saude e aos ecossistemas (FENG
et al., 2023). Nesse sentido, a utilizagdo de modelos matematicos para a descri¢ao, simulagio
e previsao do comportamento de constituintes em agua se configura como uma ferramenta
fundamental pois auxilia em agdes de monitoramento, mitigacdo e gestdo ambiental
(FERNANDES, 2025).

A difusdo e a advec¢do sdo fenomenos responsaveis pelo transporte de substincias
solidas, liquidas ou gasosas em meio liquido (POTTER, 2009). A utilizacdo desses
fendmenos como hipdteses para elaboragdo de modelos matematicos ¢ um procedimento
consolidado na literatura. Como exemplo disso, a Companhia Ambiental do Estado de Sao
Paulo - CETESB orienta, por meio do manual de Gerenciamento de Areas Contaminadas -
GAC que serve como um arcabouco técnico, legal e administrativo dos mais avangados do
mundo, a utilizacdo da equagdo de difusdo-adveccao unidimensional para representar o
transporte unidirecional de solutos em ambientes subsuperficiais saturados (CETESB, 2025).

A equagdo de difusdo-adveccdo conta com derivadas de uma varidvel dependente, a
concentracdo de um determinado constituinte, em relagdo a uma ou mais variaveis
independentes, o tempo e/ou espaco, 0 que a caracteriza como uma equagao diferencial (ZILL
& CULLEN, 2001). Tipicamente, as equagdes diferenciais admitem uma infinidade de
solucdes. Para selecionar uma solucao de interesse, estabelecem-se condigdes iniciais e de
contorno que, conforme o Teorema de Picard, garantem a existéncia e unicidade da solucao

(ZILL & CULLEN, 2001; BOYCE et al., 2020). Outro fator importante a ser destacado ¢ o



método de resolu¢do que pode ser analitico ou numérico. As resolugdes analiticas permitem
encontrar solugdes exatas por meio de técnicas como integracao ou expansao em séries. Ja as
resolucdes numéricas sao aproximacoes da solugdo de um problema de valor inicial para
equagdes nas quais os métodos analiticos ndo se aplicam ou seu uso ¢ muito complicado,
como no caso de equagdes ndo lineares (BOYCE et al, 2020).

A aplicagdo da equacdo de difusdo-adveccdo é ampla e robusta para estudos
ambientais. Nos trabalhos de O’loughlin ¢ Bowmer (1975) e Rathbun (1988), pode-se
observar a modelagem matemdtica de constituintes por meio de processos fisicos como
difusdo, adveccdo, degradagdo quimica, adsor¢cdo e evaporacdo (O'LOUGHLIN &
BOWMER, 1975; RATHBUN et al., 1988). Em Fernandes (2025) observa-se a resolugdo
numérica da equacgdo difusdo-advecgdo e posterior comparagdo do comportamento do
contaminante para diferentes coeficientes de difusdo e velocidade (FERNANDES, 2025). Ja
Van Genuchten e Alves (1982) indicam mais de 20 soluc¢des analiticas para diferentes
condi¢des iniciais e de contorno, de forma a ampliar as possibilidades de cendrios onde a
equagao de difusdo-advecgao pode ser utilizada (VAN GENUCHTEN & ALVES, 1982). Por
fim, Falco e Mulkey exemplificam contextos nos quais o modelo aqui discutido foi aplicado,
indicando seu uso para tomada de decisdo em problemas em escala de bacia, por exemplo
(FALCO & MULKEY, 1976).

Diante disso, a investigacdo de equacdes diferenciais voltadas aos fendmenos de
difusdo-advec¢ao mostra-se essencial, unindo o baixo custo operacional a alta capacidade
preditiva. Para tanto, este trabalho estrutura-se de modo a fornecer, inicialmente, a
fundamentagdo tedrica que rege o transporte de massa. Na sequéncia, detalha-se a abordagem
metodoldgica e as referéncias selecionadas. O nticleo do estudo consiste no desenvolvimento
analitico de trés equacdes diferenciais sob quatro conjuntos distintos de condigdes de
contorno e valores iniciais, seguido por uma discussdo dos limites de aplicabilidade de cada
solugdo. Por fim, os resultados sdo consolidados na forma de um guia de consulta rapida

direcionado a pratica da engenharia.

1. Objetivo geral
O objetivo do presente trabalho ¢ uma revisao dos estudos de solugdo de problemas de

valor de contorno com métodos apropriados para o modelo de difusdo-advecgao.
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1.1  Objetivos especificos

a) Caracterizar e contextualizar trés equacdes diferenciais, ordindria e parciais, que
descrevem o transporte unidimensional de massa por meio do fendmeno de
difusdo-adveccao;

b) Deduzir analiticamente trés equagdes diferenciais para quatro problemas de valor
inicial e de contorno, a partir de métodos apropriados como Transformadas de Laplace
e Fourier;

c) Disponibilizar um guia para engenheiros com os métodos de solucdo, assim como o
contexto onde aplicé-las, para problemas envolvendo equagdes diferenciais ordinarias
e parciais relacionadas ao comportamento de uma determinada substancia sob o efeito

do fenomeno de difusdao-adveccao.



11

2 FUNDAMENTACAO TEORICA

2.1 Fenomeno Ambiental: Difusdo-Advecciao

Quando um componente ¢ adicionado a um fluido, como em rios por exemplo, o
transporte desta substancia segue alguns principios, que podem ser generalizados e
representados matematicamente (O'LOUGHLIN & BOWMER, 1975; RATHBUN et al.,
1988). A difusdo, como exemplo de um desses principios, ocorre a partir da diferenga de
concentracdo de uma ou mais substancias em uma mistura de fluidos, ou seja, a partir de
movimentos aleatorios das moléculas das substancias, esse sistema tende a homogeneizag¢ao
da mistura (POTTER, 2009). Comportamentos como esse, ao serem generalizados
matematicamente, sdo geralmente expressos por uma constante de proporcionalidade e por
um gradiente que descreve o comportamento, que neste caso ¢ o gradiente de difusdo

(BOYCE et al. 2020). Assim, a difusdo pode ser formulada por:
dc
JGx, t) == D=, (2.10)

onde ] corresponde ao fluxo de massa do constituinte por area unitdria por unidade de tempo
na dire¢do x. C € a concentragdo dessa substancia, D é o coeficiente de difusdo de massa e x
representa a dimensao em que esse material se difunde. Assim, a quantidade de matéria que
passa por uma secao transversal em um intervalo de tempo ¢ equivalente a taxa de variagdo da
concentracdo na direcdo de interesse multiplicado pelo coeficiente de difusdo que indica o
quao rapido esse transporte vai acontecer. O sinal negativo implica que a concentraciao
diminui @ medida que se distancia do ponto de aplicacao da substancia.

Outro fendmeno responsavel pelo transporte de massa em fluidos ¢ a advecgdo, que
ocorre a partir do movimento do proprio fluido, o que intensifica o processo difusivo

(POTTER, 2009), ¢ é expressa pela seguinte formula:
J(x, t) = uC, (2.11)

onde u corresponde a velocidade do fluido em uma determinada direcdo. Assim, a quantidade
de massa que atravessa uma area unitaria em um dado intervalo de tempo ¢ equivalente a
quantidade de matéria que ¢ transportada pela velocidade do fluido na dire¢ao perpendicular a

area.
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Em ambientes naturais, muitas vezes as substancias reagem com os elementos do meio
formando outras substancias através de reagdes quimicas ou acao bioldgica. Esse fendomeno ¢
chamado de gerag¢dao ou degradagdo da substancia. A taxa de degradacgdo ¢ influenciada pela
temperatura, intensidade de campo magnético e pela composi¢do da propria substancia
(POTTER, 2009). Assim, a partir de testes laboratoriais, foi observado que a degradacdo de

uma substancia pode ser modelada como:
— =— kC, (2.12)

onde k ¢ a constante de taxa, dependente da temperatura, C é a concentragdo da substancia e n
¢ a ordem da reagdo. O sinal negativo indica que com o passar do tempo a concentracdo tende
a diminuir proporcionalmente a constante de taxa K.

Sob esta perspectiva, a advec¢ao e a difusdo sdo importantes a medida que esses
principios sdo responsaveis, por exemplo, pelo transporte de substancias em meio liquido, em
particular, pela movimentacdo do oxigénio na agua, essencial para a manuten¢do dos
ecossistemas aquaticos. Entretanto, a modelagem de fenomenos ambientais, de forma geral, ¢
complexa e, ao serem representados matematicamente, apresentam uma quantidade
consideravel de varidveis. Assim, simplificacdes sdo consideradas por tornarem possiveis o
entendimento e a aplicabilidade, a0 mesmo tempo em que hd perdas relacionadas a
previsibilidade das modelagens (POTTER, 2009).

Vamos definir o volume de controle dado por um cubo de dimensdes infinitesimais
como parte representativa do todo e isso possibilitard o entendimento do comportamento
difusivo-advectivo (Figura 1) (POTTER, 2009). Portanto, a partir desse conceito, toma-se a

lei de conservacao de massa expressa por:

massa acumulada = entrada — saida + geracao — degradacao,

o que significa dizer que a taxa de acumulacdo de uma substancia dentro de um volume de
controle ¢ igual ao escoamento liquido de massa da substancia através das superficies de

controle mais a taxa de geracdo menos a taxa de degradacdo da substincia dentro desse

volume. Logo, o balango de massa para o volume de controle, figura 1, ¢é:

ac a
2 Adx == |- Ja + ( +ZLanal+ r Abx =1 ADx 2.13)



Dividindo a Eq. (2.13) por AAx, substituindo | = uC — D——

ac
ox’

responsaveis pelo transporte de massa, temos:

at

2 [i(uc -D

aC
5}

x)]+rg—rd:>
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como os fatores

A Eq. (2.14) modela o transporte de massa a partir do fenomeno difusivo-advectivo, e

significa que a concentracdo em um dado instante ¢ equivalente ao que foi transportado com a

velocidade do fluido, mais o que foi difundido e o que foi geracdo ou degradagdo da

substancia. Além disso, essa equacdo pode apresentar infinitas solucdes a depender das

condig¢des de controle empregadas, as quais serdo discutidas no decorrer do presente trabalho.

Figura 1: Transferéncia de massa dentro de um volume de controle

=

JA——

Volume
de
controle

A

RS (7+-2L Ax) A
ox

~<— Area da superficie de controle = A

2.2 Equacdes Diferenciais

Fonte: Potter (2009, p. 562).

As equacdes diferenciais sdo de interesse de grandes matemdticos € possuem

importancia fundamental para resolucdo de problemas enfrentados pela sociedade. Isaac

Newton (1643-1727) e Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716) foram expoentes precursores

que, durante o século XVII, contribuiram com a tematica abordada por meio do estudo do
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calculo. Exemplificando, Newton identificou trés formas para equagdes diferenciais de
primeira ordem e desenvolveu um método de resolucdo para uma delas por meio de séries

dy

infinitas. Leibniz, por sua vez, foi o responsavel pela notacao o)

assim como pelo sinal de

integral. Além disso, também descobriu o método de separagdo de variaveis, a redugdo de
equagdes homogéneas a equacgdes separaveis € o procedimento para resolver equacodes
lineares de primeira ordem (BOYCE et al., 2020).

Dentre os problemas passiveis de serem resolvidos por equagdes diferenciais, estao:
movimento de fluidos, fluxo de corrente elétrica em circuitos, dissipacdo de calor em objetos
solidos, crescimento de populacdes, entre outros. Nesse sentido, as equagdes diferenciais
estabelecem relacdes estruturadas nas quais as taxas de variagdo de determinados fenomenos
sdo representadas por meio de derivadas (BOYCE et al., 2020). Em particular, segundo Zill e
Cullen (2001, v.1), as equagdes diferenciais sdo problemas nos quais se busca determinar uma
funcdo desconhecida que satisfaca uma relagdo envolvendo essa funcdo € uma ou mais de
suas derivadas.

Dessa forma, Zill e Cullen (2001) definem:

“Uma equagdo que contém as derivadas ou diferenciais de uma ou mais variaveis
dependentes, em relagdo a uma ou mais varidveis independentes, ¢ chamada de equagdo
diferencial (ED)” (ZILL & CULLEN, 2001, v. 1, p. 2).

Portanto, de maneira simplificada, para uma equagdo diferencial, da forma
—ZtL = f(t,y), a solucao é uma fun¢do, y = f(t), que satisfaz a igualdade estabelecida, tendo

como variavel independente t.

2.3 Classificacao e Problema de Valor Inicial

As equagdes diferenciais podem ser classificadas a partir de trés caracteristicas: tipo,
ordem e linearidade. Quanto a tipologia pode ser ordinaria ou parcial. Quando ordinaria
apresenta apenas uma varidvel independente, quando parcial apresenta pelo menos duas
variaveis independentes. J4 em relacdo a ordem, a derivada de maior ordem na equacdo ¢ a
ordem da equagdo (ZILL & CULLEN, 2001). Por fim, uma equagao diferencial de ordem n ¢

considerada linear quando for da forma:

1

4 2 .+ al(x)% +a,(x)y = gk), (2.15)

e
n
dx

dn
Tta ()

an(x) -
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onde a]_séo funcdes da variavel x para 0 < j < n.

Dessa forma, observa-se que a poténcia de cada termo envolvendo a variavel
dependente ¢ um; e que cada coeficiente depende apenas da varidvel independente, sendo que
quando g(x) = 0, tem-se uma EDO homogénea (ZILL & CULLEN, 2001). Ja para EDPs a
linearidade segue os mesmos principios (IVRII, 2026; EVANS, 1998):

e Linear: quando todos os coeficientes dependem apenas das varidveis independentes ou
sdo constantes; e a poténcia de cada termo envolvendo a varidvel dependente ¢ um;

e Semilinear: quando os coeficientes das maiores derivadas dependem das varidveis
independentes e a equivalente fung¢ao g(x) na Eq. (2.15) depender da propria solugao e
das derivadas de ordem menor;

e (Quasilinear: quando tantos os coeficientes quanto a equivalente da funcdo g(x) na Eq.
(2.15) dependem da propria solugao e das derivadas de ordem menor.

Quando ndo se encaixar em nenhuma das premissas apontadas acima, entdo a equacao
diferencial ¢ classificada como nao linear.

As equagoes diferenciais geralmente admitem uma infinidade de solugdes pois sdo
inimeros os valores possiveis para as constantes arbitrdrias que surgem decorrente do
processo de integracdo. Para selecionar uma solugdo de interesse ¢ necessario determinar um
ponto que pertenga a fungdo. O conjunto condi¢do inicial e equagao diferencial ¢ denominado
problema de valor inicial (BOYCE et al. 2020; ZILL & CULLEN, 2001). A existéncia e
unicidade da solucao obtida por meio do problema de valor inicial ¢ garantida pelo Teorema
de Picard (ZILL & CULLEN, 2001).

Como exemplo disso, tem-se a equacdo diferencial que modela a interagdo entre a

populagdo de ratos do campo e corujas, abordado em (BOYCE et al., 2020), expressa por:
dp_ _
—F=0,5p — 450, (2.16)

onde p ¢ a populacao de ratos do campo no instante t.
A solugao geral para esse modelo ¢é:

p(t) = 900 + ce”’. 2.17)
A fung¢do (2.17) representa uma familia de curvas, cujas caracteristicas dependem dos

valores da constante arbitraria c. Ao aplicar a condi¢do em que no instante t = 0 a populagdo
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de ratos do campo equivale a 850 (ponto (0, 850)), determina-se ¢ = 50, e esse conjunto

caracteriza um problema como de valor inicial.

2.4 Transformadas e Funcoes

As transformadas sdo ferramentas matematicas que podem ser utilizadas para a
mudanca de uma varidvel, o que pode facilitar a resolucdo de problemas quando esses
apresentam relativa complexidade nas variaveis estabelecidas inicialmente. Além disso, nesta
secdo também estdo destacadas as fungdes de maior relevancia necessarias para a resolugdo

das equagdes diferenciais presente em Potter (2009), tabela 1, objetivo deste trabalho.
2.4.1 Transformada de Laplace

A aplicagdo de uma integral em relagdo a uma varidvel de uma fungdo de duas

variaveis ira resultar em uma fun¢do dependente apenas da variavel em que nao foi aplicada a

b
integral. Assim, “para a integral definida como [ K (s, t)f(t)dt transforma uma fungdo f(t)

a
em uma func¢do da varidvel s” (ZILL & CULLEN, 2001, p. 351, v. 1). Dessa forma, a

definicdo da Transformada de Laplace de uma fung¢ao f ¢ dada por:

L)) = { e “f(bdt; (2.18)

E chamada de transformada de Laplace de f desde que a integral convirja. Essa
transformagdo também pode ser aplicada para fun¢des de duas variaveis, tais como indicado

em (ZILL & CULLEN, 2001, v. 2, p. 318):
Liux, 0} = [ e ulx, Hdt = Ux, s), (2.19)
0

onde a variavel independente x foi tratada como parametro ou constante.
-1 , .
Se f(¢t), f'(t), f(n )(t) forem continuas em [0, o), de ordem exponencial, e se

f (n)(t) for continua por partes em [0, ), entdo a transformada de Laplace de uma derivada

segundo Zill e Cullen (2001, p. 385, v. 1), é definida como:
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()

fP©3 = s"F(s) - s"F0) =50 = = F00), (2.20)

onde F(s) = L{f(t)}. Em particular, a transformada de Laplace para as derivadas de primeira

e segunda ordem da fung¢do de duas varidveis independentes u(x, t) é dada por:

L{24) = sL{u(x, )} — u(x, 0); 2.21)

L{%} = " L{u(x )} — su(x, 0) — —=u(x, 0). (2.22)

2.4.2 Transformada de Fourier

A transformada de Fourier, como indicado em (ZILL & CULLEN, 2001, v. 2, p. 336)

¢ definida como:

FFOY= [ F)e dx = F(w). (2.23)

J& a transformada inversa de Fourier ¢ dado por:

F (@)} == f F(we “do = f(x). (2.24)

Sejam f continua e absolutamente integravel em (— ©0,00), f' continua em (— ©0,00) e
f"(x) continua por partes em qualquer intervalo finito. Se f(x) = 0 quando x - + o ¢

f'(x) » 0 quando x > + o, entdo:

F{f ()} =— i0F{f(0)}, (2.25)
F (0} =— o FF)). (2.26)

2.4.3 Funcgdo Erro

A funcdo erro, denotada por erf(x), ¢ (ZILL & CULLEN, 2001, v. 2, p. 316):
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2
—-u

e du. (2.27)

(=T

erf(x) =

A fungdo erro complementar se define em termos da fungao erro:

erfc(x) =1 — erf(x). (2.28)

2.4.4 Funcdo Delta de Dirac

A “fun¢ao” Delta de Dirac ¢ definida como (ZILL & CULLEN, 2001, v. 1, p. 412):
_ PR S .
8a(t—t0) —{0, 0< tStO a 5 tO a< tStO+ a; 0, t2t0+ a].(2.29)

Uma propriedade a ser destacada para essa “funcdo” ¢:

[ 8t — t)f(®dt = f(t). (2.30)

A aplicagdo das transformadas de Laplace e Fourier na “fun¢do” Delta de Dirac,

considerando a propriedade destacada (Eq. (2.26)) para t, = 0, resulta em:

st

L{S(t — t)} = ofoe_StS(t —t)dt = L{B(t —t)} =e '=
0
LS(t —t)} = 1. (2.31)

T{S(t - to)} = _Ofo 8(t — to)eimtdt = T{S(t - to)} =e '

> Fls(t — )= 1. (2.32)

2.4.5 Fungdao Degrau Unitario

Funcgdes do tipo degrau unitario sdo utilizadas para descrever fendmenos em que existe

dualidade do tipo “estar ligado” ou "estar desligado", como em casos de fluxo de corrente em
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circuitos elétricos (ZILL & CULLEN, 2001 & BOYCE et al. 2020). Dessa forma, essa
funcdo, também conhecida como fung¢do de Heaviside, as vezes associadas a pulsos

retangulares, pode ser definida como:

Uc(t —a)={0,0<t<ael, t>a} (2.33)

Disso temos que a funcao ¢ igual a 1 para valores de t em um dado intervalo e 0 para

valores de t em outro dado intervalo.

2.5 Aplicabilidade Ambiental

As diferentes atividades humanas que impactam a qualidade e a disponibilidade da
agua estdo diretamente relacionadas com o nivel de desenvolvimento economico dos paises,
sendo que em paises de alta renda o uso de agua com o setor industrial ¢ expressivamente
mais relevante em comparagdo com paises de baixa renda, onde o uso com o setor agricola
pode chegar a 90% do consumo de dgua (UN, 2024). Nessa mesma dire¢do, as caracteristicas
da polui¢do dos recursos hidricos também sdo distintas, onde em paises do primeiro grupo a
poluicao dos corpos hidricos se configura pela maior complexidade de quimicos tendo em
vista a multiplicidade das atividades industriais. J4 no segundo grupo, os problemas estdo
centrados na precariedade dos sistemas de tratamento de 4gua (UN, 2024). Em suma, todas as
atividades humanas dependem, direta ou indiretamente, de 4gua, sendo que, na maioria delas,
em um certo grau de qualidade. Assim, a segurang¢a hidrica, indubitavelmente, ¢ um fator
decisivo para manutengao da prosperidade e da paz em um visao relacionada ao atendimento
das necessidades basicas, como producdo de comida, seguranca energética e integridade do
meio (UN, 2024).

Na revisao realizada por Feng e colaboradores (FENG et al., 2023) sdo indicados os
principais tipos de contaminantes em estudo, métodos de identificacdo, impactos ambientais €
impactos na saude. O fator comum que envolve a variedade de quimicos apresentados ¢ o
meio majoritariamente aquatico em que esses constituintes se concentram e sdo transportados
decorrentes das mais diversas atividades humanas. A lista de contaminantes classificados
como Contaminantes de Preocupacdo Emergentes (Contaminants of Emerging Concern -
CECs) ¢ extensa e pode ser organizada por grupos como: Poluentes Organicos Persistentes
(Persistent Organic Pollutants - POPs), disruptores endocrinos, antibidticos e microplasticos

(FENG et al. 2023; SAUVE & DESROSIERS, 2014). O conhecimento sobre os impactos
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relativos a presenga da maioria desses constituintes no meio € insatisfatorio, entretanto muitas
evidéncias foram observadas dos riscos para satde relacionadas aos mais diversos quimicos
(FENG et al, 2023; SAUVE & DESROSIERS, 2014).

Em continuidade, tendo em vista que o tratamento de 4gua convencional atual ndo se
configura suficiente para remog¢ao de boa parte dos CECs, faz-se essencial a investigacdo e a
previsdo do comportamento desses quimicos no meio aquatico, pois o consumo de produtos
de 4gua contaminada ¢ um dos caminhos mais significativo para a exposi¢ao humana (FENG
et al, 2023). Ademais, as principais fontes dos quimicos sdo: esgoto industrial, doméstico,
hospitalar, laboratorial e relacionados a agricultura, podendo entrar nos ambientes aquaticos
através de fontes pontuais, como por exemplo plantas de tratamento associada a um
determinado empreendimento, ou fontes difusas como escoamento superficial em areas de
agricultura.

Em (O'LOUGHLIN & BOWMER, 1975) ¢ apresentada uma andlise da aplica¢do do
modelo de difusdo-adveccdo para canais de irrigacdo quando herbicida ¢ adicionado. A
importancia indicada pelos autores esta na previsibilidade dos métodos analiticos para indicar
como o herbicida ird se comportar para o seu fim especifico, tendo em vista que a agua, apds
utilizada para irrigacdo, serd utilizada para abastecimento publico e, eventualmente, retornara
aos ambientes naturais, sendo essencial prever e monitorar o comportamento do herbicida
durante e ap0s o canal de irrigacao.

Por sua vez, Equer (2017) utilizou o modelo para prever o comportamento de rejeitos
do rompimento de uma barragem controlada pela empresa brasileira Samarco. O vazamento
ocorreu em 05 de novembro de 2015, com estimativa de 32 milhdes de metros cubicos de
rejeito chegando ao Rio Doce, que passa pela cidade de Colatina/ES, onde a modelagem foi
aplicada. Além disso, nesse trabalho também sdo indicados outros trabalhos envolvendo a
modelagem da emissao de 6leos em trecho do rio Paraiba do Sul, simulagdo computacional da
poluicdo por esgoto na Baia de Buenaventura no sudoeste do Pacifico Colombiano, a
modelagem de merctrio metalico decorrente da minera¢do de ouro aluvionar em rio de
caracteristicas amazonicas, entre outros.

Por conseguinte, em (KREFT & ZUBER, 1978) sdo indicados contextos em que a
equacdo de difusdo-adveccdo foi aplicada, como, por exemplo, para fluxo laminar com
difusdo lateral e fluxo turbulento em linhas de encanamento; para o movimento de um
constituinte em meio poroso; para fluxo em vasos (vessels) e para o transporte de sedimentos.
Além disso, nesse mesmo trabalho, a modelagem ¢ utilizada para prever o comportamento do

fluxo de determinado constituinte para interpretagdo e tomada de decisdo, onde as maiores
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dificuldades indicadas sdo: escolher os valores iniciais (condigdes de contorno) ¢ encontrar
uma solucdo para essa condi¢do inicial.

Por fim, Perin e Quadros (2021) utilizaram a equagdo de difusdo-advecgao para
modelar o transporte de mercurio em um ambiente aquatico hipotético no qual se obteve a
solu¢do numérica da equacdo e essa foi comparada com a equagdo obtida por Ogata e Banks
(1961), como forma de validar o resultado obtido. Além disso, em (FERNANDES, 2025),
utilizou-se o mesmo método de resolugao numérica (Método das Diferengas Finitas - MDF),
para a equacdo mencionada, onde, por meio de um programa desenvolvido pela autora, foi
possivel observar o comportamento do poluente a partir de modificagdes nas variaveis de
entrada. Em ambos os trabalhos mencionados neste paragrafo, os responsaveis pelos trabalhos
concluem que a modelagem possibilita uma compreensao qualitativa do fendmeno de
transporte de contaminantes na agua.

Portanto, tendo em vista a variedade de contextos onde a equacdo de difusdo e
adveccdo pode ser aplicada, considera-se relevante a integracdo de perspectivas e analises,
para incorporar condi¢cdes em que elas podem vir a ser aplicadas. Diante disso, na préxima
secdo, 3, estdo descritas as equagdes e as condi¢des de contorno e valor inicial associadas,

assim como a metodologia desenvolvida para se atingir o objetivo do presente trabalho.



3 METODOLOGIA

3.1 Mecéanica dos Fluidos: equacdes a serem estudadas

22

As equagdes diferenciais que descrevem o processo difusivo-advectivo objeto de

andlise do presente estudo estdo presentes no livro “Mecénica dos Fluidos” de Merle C.

Potter, (2009), ver tabela 1. S3o equacdes diferenciais ordinaria e parciais, caracterizadas

como de segunda ordem e lineares, que descrevem o transporte de uma substancia gasosa ou

liquida em um meio liquido em uma tnica dimensao.

A classificacdo das equagdes diferenciais consiste na identificacdo dos elementos que

as compdem. A partir disso € possivel determinar métodos apropriados para solucioné-las,

assim como descrever suas propriedades. Ademais, essas mesmas caracteristicas oferecem a

oportunidade de indicar o comportamento das possiveis solucdes e quais delas descrevem

melhor o problema que se busca compreender.

Tabela 1 - Equagdes diferenciais, suas respectivas condi¢des de contorno e

caracterizagoes.
Equacoes Condicoes iniciais e de Caracterizacio
contorno
2 A _ .
% LU g_i — K Zcz‘ —kC Entrada Instantdnea em x=0 | EDP, segunda ordem, linear
* C=2L8x), x =0, t=0;|¢ homogénea. Modela o
A ) ) )
fenomeno difusivo-advectivo
C=0x=o,t>0;
ac para um sistema nao
-~ =0x=01t>0. L
x estaciondrio e uma
Entrada retangular em x=0 | ¢\\hciancia ndo conservativa,
€=0x=20t=0 ou seja, o fator de
C=C,x=08>t>0;|deoradacio k ¢ diferente de
C=0'x=0’t>z ZEro.
9 oL _ poc Uma concentragdo constante | EDP, segunda ordem, linear
at ax T 5

C Oé mantida em x=0;

C=0x>0t=0;

oo,t = 0;

)

C=0 x=

e homogénea. Modela o

fendmeno difusivo-advectivo

para um sistema ndo

estacionario e uma




23

C=C,x=0t=>0. substiancia conservativa, ou

seja, k ¢ igual a zero.

2
K%—U%—kC=O

Entrada Continua de EDO, segunda ordem, linear
concentragdo em C ,om x=0; |e homogénea. Simulaciao do
C = Co emx = 0: transporte difusivo-advectivo
para um sistema em estado
estacionario e para
substincia ndo conservativa,
ou seja, o fator de

degradagdo k ¢ diferente de

Z€10.

Fonte: Modificado de Potter (p.582, 2009).

3.2 Principais Referenciais Teoricos

As principais fontes bibliograficas que possibilitaram o entendimento e a resolugdo das
equacdes diferenciais apresentadas na sec¢do anterior sao (POTTER, 2009; BOYCE et al.
2020; ZILL & CULLEN, 2001; CHAPRA, 2008; OGATA & BANKS, 1961; O'LOUGHLIN
& BOWMER, 1975). Essas referéncias abordam de maneira geral metodologias para
resolucdo de equacgdes diferenciais e principalmente suas possiveis aplicagdes, assim como
estudos do comportamento dessas representagdes matematicas considerando seu escopo,
dominio e limitagdes.

As principais fontes bibliograficas que possibilitaram o entendimento e a resolucao das
equagoes diferenciais apresentadas na secdo anterior sao (POTTER, 2009; BOYCE et al.
2020; ZILL & CULLEN, 2001; CHAPRA, 2008; OGATA & BANKS, 1961; O'LOUGHLIN
& BOWMER, 1975). Essas referéncias abordam de maneira geral metodologias para
resolucdo de equacgdes diferenciais e principalmente suas possiveis aplicagdes, assim como
estudos do comportamento dessas representagdes matematicas considerando seu escopo,
dominio e limitagdes.

Em (POTTER, 2009; CHAPRA, 2008) o modelo matematico é apresentado de forma
progressiva, a partir de conceitos mais simples e particulares, até¢ o modelo difusivo-advectivo
propriamente dito, com exemplificagdes de problemas praticos e aplicagdes. Em (CHAPRA,

2008), a equagao de difusdo-advecgado ¢ utilizada para modelar um reator do tipo Mistura de
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Fluxo (Mixed-Flow Reactor - MFR). As obras de Boyce et al. (2020) e Zill e Cullen (2001)
fornecem o embasamento tedrico matematico necessario para a resolucdo das equagdes
diferenciais apresentadas nesta pesquisa. Através dessas referéncias, foi possivel a
caracterizacdo das equacdes e a conceitualizacdo dos métodos de resolucdo utilizados. Por
fim, pela semelhanga dos métodos de resolugdo aplicados em (OGATA & BANKS, 1961;
O'LOUGHLIN & BOWMER, 1975), esses foram utilizados como exemplos, pois, apesar de
apresentarem condi¢des de contorno diferentes das indicadas por Potter (2009, p.582),
apresentam semelhangas significativas que foram identificadas como assertivas para o

processo resolutivo das equagdes.

3.3 Metodologia de Pesquisa

Esta pesquisa caracteriza-se como exploratoria, conforme as definigdes de Gil (2008) e
Fontelles et al. (2009), uma vez que visa proporcionar maior familiaridade com o objeto de
estudo e o aprimoramento de ideias sobre o problema investigado. No presente trabalho, tal
abordagem justifica-se pela necessidade de compreender a modelagem matematica aplicada
ao fenomeno de difusdo-advecgdao. Quanto aos procedimentos técnicos, adotou-se a pesquisa
bibliografica. Este método permitiu, por meio da andlise de material especializado, o
desenvolvimento do referencial teodrico, a investigacdo de técnicas resolutivas andlogas e a
interpretagdao dos fundamentos fisicos dos modelos estudados.

As equagdes da tabela 1 sdao apresentadas em (POTTER, 2009) sem o devido
desenvolvimento analitico e explicacdo dos cenarios, o que dificulta seu entendimento e
aplicacdo. Esse fato configura a principal motivacao para a elaboracdo do presente trabalho.

A pesquisa bibliografica adotada foi iniciada a partir da conceituacdo do fenomeno de
difusdo-advecgao apresentada em (POTTER, 2009) e, a partir da necessidade do autor pela
busca de novas fontes que abordassem o tema, utilizou-se a inteligéncia artificial (Gemini)
como ferramenta de busca, na qual as obras encontradas foram validadas e selecionadas em
bases de dados académicos, que oportunizaram a resolu¢ao das equacdes diferenciais objeto

de estudo do presente trabalho.



25

4 RESULTADOS E DISCUSSOES

Nesta secdo optou-se por desenvolver as equacdes a partir da contextualizagdo
detalhada em Chapra (2008), tendo em vista seu viés de aplicabilidade. Dessa forma, as
equacdes discutidas neste trabalho, tabela 1, estdo presentes em Potter (2009), assim como em
Chapra (2008), onde nesse elas sdo desenvolvidas como resultado da modelagem de reatores
do tipo fluxo continuo. Assim, em um reator ideal com fluxo continuo, caracterizado como
uma bacia retangular alongada, considerando que tanto lateralmente y, quanto verticalmente z
a mistura ¢ efetiva (“well mixed”), contendo apenas variagdes na dire¢cdo longitudinal x, o
balanco de massa, partindo de um volume de controle com um elemento diferencial Ax, ¢
dado por (Figura 2, Eq. (4.10)):

AVSE=] A —] A_t reagio; (4.10)

Onde:

AV = ACAx: volume de controle (L3);

. -3
e (: concentragdo da substancia (ML ");

. 2
° AC = B * H:a area da se¢do transversal do reator perpendicular ao fluxo J (L");
e B:largura do canal (L);
e H: altura do canal (L);
o ] in € jout: fluxo de massa que entra e sai do volume de controle decorrente do
transporte, respectivamente (M L_ZT_I);
e reacdo = ganho ou perda de massa do elemento por meio de reagdes ao longo do canal
-1
(MT ).
Figura 2: Reator alongado retangular
[~ Y B
EEJ Jn T = Y I H E
- .
Ax
LI
0 L x

Fonte: Chapra (2008, p. 157).
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Disso, entende-se que a quantidade de massa presente no volume de controle em um

. ac . . -

dado instante, AV —=, ¢ igual a quantidade de matéria que entra no volume de controle pela
secdo transversal perpendicular ao fluxo nesse instante, | ,» enos a quantidade de matéria
que sai, J out’ mais ou menos as reagdes de degradagdo ou geragdo que podem ocorrer ao longo

de Ax.

Para os reatores com mistura do fluxo (Mixed-Flow Reactor - MFR) tanto a difusao
quanto a advecgdo sao importantes para o transporte de uma dada substancia, sendo que uma
vez injetada na extremidade de entrada, essa substancia sera difundida enquanto passa pelo
reator, com isso as concentracdes ao longo de x irdo variar de acordo com o representado na
figura 3.

Figura 3: Reator Mistura de Fluxo (Mixed-Flow Reactor - MFR)

_B—F - —

M

Fonte: Chapra (2008, p. 160).

Para esse tipo de reator, o fluxo de entrada ¢ definido como:
_ ac
]in_ UC_KE)x' (411)

O primeiro termo do lado direito da Eq. (4.11) representa a advecc¢do, que consiste no
transporte de matéria por meio da velocidade constante U do fluido. J4 o segundo termo
representa a difusdo, primeira lei de Fick, que ocorre a partir do gradiente de concentragao
contido no fluido. Vale ressaltar que o coeficiente de difusdo utilizado em Chapra (2008) é E
que representa a difusividade turbulenta, também constante. Neste trabalho optou-se por
preservar a notacdo K contida em Potter (2009), que pode representar tanto a difusdo
molecular, quanto a difusdo turbulenta.

O fluxo de saida ¢ dado por:
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J = U(C + g—iAx) - K[% + aa—x(%)Ax]. (4.12)

Ja para a Eq. (4.12), consideramos o fluxo de massa da substancia por meio da area da
secdo transversal de saida do volume de controle, sendo que a advecgao nessa posi¢cdo foi
expressa pela advec¢do na posicao inicial mais ao longo do volume de controle considerado.
Esse principio se repete para a difusdo, ou seja, a difusdo na saida ¢ equivalente a difusdo na
entrada somada a que ocorreu ao longo do volume de controle.

Substituindo (4.11) e (4.12) em (4.10), temos:

aoCc ac aCc aoCc a ac
AV? = UACC — U(C + WAX)AC — K?Ac + K[? + E(E)AX]AC — KAVC =

2

oc __ y0C ¢ _
= AVS- =— US=AxA_+ K- AxA_— kAVC. (4.13)

]
0x

No modelo proposto por Chapra (2008), considera-se exclusivamente a reagdo de
degradacao, especificamente o decaimento de primeira ordem (quando n = 1 na equagao
2.12). Esse mecanismo permite representar fenOmenos nos quais a degradacao temporal segue

um comportamento exponencial. Dividindo a Eq. (4.13) por AV = ACAx e tomando o limite

quando Ax — 0, temos:

__ o pic
=" UG+ K- — xC. (4.14)

As equacdes diferenciais discutidas nas subsecdes seguintes estdo caracterizadas por
diferentes condigdes de contorno que representam cenarios especificos e que, de forma geral,

condicionam suas respectivas resolugdes.

4.1 Equacio Diferencial Ordinaria Linear de Segunda Ordem Homogénea

Quando o sistema estd em estado estacionario (“steady-state”) ndo had variagdo na

concentragdo em um dado ponto ao longo do tempo, ou seja, % = 0. Dessa forma, a Eq.

(4.14) resulta em:
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2
K in — U4~ xC = 0. (4.15)

As condigdes inicial e de contorno associadas a equagao sao:
Entrada continua de concentragao:

° C=C0emx=0;

e ( = 0Opara x =% oo.

A Eq. (4.15) ¢ uma EDO de segunda ordem, linear e homogéneo. Dessa forma, a partir
dessas caracteristicas, estamos considerando um modelo para um Mixed Flow Reactor - MFR,
cuja entrada de uma substancia ¢ continua a uma concentragdo constante, que essa substancia
¢ degradada ao longo do comprimento da bacia retangular ¢ que a uma distincia
suficientemente grande da entrada, a concentragdo da substincia ¢ considerada nula. Para a

resolucdo, inicialmente foi considerado:

Clx) = e, (4.16)

onde A ¢ uma constante real positiva.

Assim:

dc(x) _ de™) 4 Ax

o =@ e (4.17)
2 Ax.

159 - A0 ) _ 5%, (4.18)

dxz dx
Substituindo (4.16), (4.17) e (4.18) em (4.15), temos:

K™ — une™ — ket = 0= eM(IO\2 — UA — x) = 0, como a fungdo exponencial

f(x) = e > 0, Vx € R, logo:

K\ — UA — x = 0. (4.19)

Aplicando Bhaskara na equagdo (4.19), temos:
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3 = — (=) (=)’ —4*K*(—K) _ U+\JU +4Kx
2K

2*K

2

dessa forma, os valores possiveis de A sdo:

1 2K ?
2
A = U—\U +4Kx
2 2K :

Portanto, a solu¢do geral para a Eq. (4.15) apresentada anteriormente ¢

C(x) = Aellx + Belzx, sendo A e B valores reais determinados a partir das condi¢cdes de
contorno. Logo, dando continuidade, para verificar as possibilidades de valores para A e B,
devemos considerar os valores de contorno que determinam especificamente uma das
possiveis solucdes para a equagdo caracteristica previamente obtida.

De acordo com as determinagdes, a entrada de substancia é continua em x = 0. Além

disso, a concentracdo tende a zero quando x =% oo. Assim:

Ax Ax
lim C(x) = lim [Ade' + Be*].
xX—> X —> o

Diante disso, foi selecionada a solucdo de interesse, ou seja, a raiz negativa, quando

U<y U’ + 4Kx, o que implica que um dos coeficientes, A, precisa ser igual a zero
(O’LOUGHLIN & BOWMER, 1975). Logo:

Ax A0
lim C(x) = lim Be® = 0eC(0) = Be* = C,=B.

X —> o X — o0

Portanto, uma das possiveis solucdes para essa equacao ¢:

P U 4K
U—U"+4Kk (W(l_ 1+TZK))X

A
W =Ce’ =Ce * "=ce x> 0. (4.20)

Vale ressaltar que a resolugdo ¢ analoga para valores de x menores que zero.
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4.2 Equacao Diferencial Parcial de Segunda Ordem Linear e Homogénea para uma
substincia conservativa
Dando continuidade as equagdes, para o presente caso, a substancia foi considerada
conservativa, ou seja, ndo degrada ou decai ao longo do reator, o que implica em k = 0.
Além disso, o sistema estd em estado transiente, logo h4 variacdo na concentragdo em um
dado ponto ao longo do tempo. Assim a Eq. (4.14) resulta em:
a’c

ac ac _ ,ocC
rra - K R (4.21)

A Eq. (4.21) ¢ caracterizada como uma equacao diferencial parcial de segunda ordem
linear e homogénea cujas condigdes iniciais e de contorno sdo:
e C=0emx >0ect =0;
e (=0emx = oet > 0;

° C=Coemx=Oet>0

A resolucdo da Eq. (4.14) foi detalhada em (O'LOUGHLIN & BOWMER, 1975), no
qual ela foi analisada e resolvida analiticamente. Como a Eq. (4.21) ¢ uma simplificacdo da
Eq. (4.14), a resolucdo aqui empregada ocorreu de forma semelhante a dos autores
supracitados. Dessa forma, inicialmente, deve-se isolar a derivada de C em relacdo a t e

aplicar a transformada de Laplace em relagdo a variavel t dos dois lados da equacao. Assim,

temos:
ac ac o°c
{?} L{— UW} + L{K ~ } & como (4.22)
ac - - .
{T} sC — C(x,0) = sC, pois C(x,0) = 0 ¢ (4.23)
ac a°c ac a’c
of- ust+ L{K > } =— UG-+ Ko+ (4.24)

A notagdo aqui utilizada para indicar a transformada de Laplace da funcdo C(x, t) ¢

C(x,s). Essa notacdo também foi utilizada por O'loughlin ¢ Bowmer (1975). Além disso,
observa-se a aplicagdo da propriedade da transformada da derivada, equagdo (2.21),

juntamente com a condi¢do inicial C = Oemx > 0et = 0, que resultaem C(x,0) = 0.
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Como a transformada aplicada ¢ em relagdo a ¢, a variavel x ¢ entendida como uma
constante e como a transformada de Laplace é uma integral, a derivada em relagdo a x pode
ser aplicada apos a transformada sem alteracdo no resultado.

Assim, substituindo (4.23) e (4.24) em (4.22), temos:

a’c ac

2L _pyl_sc=0 (4.25)

K
Ix dx

A partir disso, a EDP foi transformada em uma EDO de segunda ordem, linear e

homogénea, passivel de resolugdo. Dessa forma, podemos chamar:

Cc=¢", (4.26)
dc

= pe”, (427)
d’c 2

=D e (4.28)

Substituindo (4.26), (4.27) e (4.28) em (4.25), obtemos:

szept— Upepx— se” =0 zepx(sz —Up—-5)=0= sz —-Up—-—s=0>

2
=>0p :M,compl> Oep2< 0.

Disso, temos a seguinte solugdo geral:

C(x,s) = ¢ + B

Tendo em vista as condigdes de contorno, devemos aplicar o seguinte limite:

—_ DX p.x
lim C(x,s) = lim (Ade' + Be *) = 0. (4.29)

x—> o0 X —> o

Para que a afirmacgdo feita em (4.29) seja verdadeira, A deve ser igual a zero, pois

. . px . . , . e~
quando x tender ao infinito, e ' tende ao infinito, o que é resolvido com a atribui¢do de zero
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p.XxX
aA.Jae? tende a zero, desde que U < \/U ’+ 4K s, o que ¢ sempre verdade, independente

do valor de B. Diante disso, temos:

Clx,5) = Be' . (4.30)

Por fim, considerando a ultima condi¢do de contorno, C = C0 emx=0et >0,

temos:

(0,0 =C, 4.31)

Aplicando a transformada de Laplace em relagdo a t dos dois lados da Eq. (4.31),

resulta em:

L{C(0, )} = L{CO} = C(0,s) = % (4.32)

Portanto, igualando (4.30) e (4.32) quando x = 0, resulta em:

B =— (4.33)

N

Em seguida, substituindo (4.33) em (4.30), temos:

Lo (s 4 L
Sexp(ﬁ s + 10|

A transformada inversa de Laplace para uma fun¢do semelhante a (4.34) esta presente

C(x,s) = Coexp(Ux/ZK) (4.34)

em O'loughlin e Bowmer (1975). Assim, a generaliza¢cdo da solugdo apresentada pelos autores

pode ser expressa por:

L_l{%exp(— aﬁ)} =
— %[e_aﬁerfc( 2% - \/E) + ea@erfc(zi% + \/E)] (4.35)
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Dessa forma, para (4.34), temos:

a==, (4.36)
b= if_ (4.37)
Jb = ij—xﬁﬁzﬁv (4.38)
—x 1 _ _x

B (439
wlh =L o afb= 22, (4.40)
W:H:ﬁ: ;’j; (4.41)
- { X ’“ (4.42)

x+Ut (443)

Aplicando a transformada inversa de Laplace em relagao a t em (4.34) e substituindo

as equacoes (4.40), (4.42) e (4.43), temos:

LYCx )= Coexp(Ux/ZK)L_l{[%exp(m]} =
=>C(xt) = A[erfc(

4.3 Equacao Diferencial Parcial de Segunda Ordem Linear Homogénea: pulso e

x+ut

) + exp(—)erf ( ] x>0¢t>0. (4.44)

interrupcao.

Como dito anteriormente, a resolu¢do da EDP (4.14), considerando uma substancia
ndo conservativa e um sistema ndo estacionario, estd detalhada em O'loughlin e Bowmer
(1975). Entretanto, tendo em vista as condi¢gdes de contorno especificas indicadas em Potter
(2009), faz-se necessario buscar diferentes técnicas para embarcar essas condigdes de

contorno e essas solugdes estdo detalhadas nas subsecdes a seguir.
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4.3.1 Condi¢do de Contorno: pulso unitario

Uma das condigdes de contorno presente em Potter (2009) para a Eq. (4.14) é:

Entrada instantdnea em x = 0:
e C=28(x),x=0t=0;
A ) ) b

e (=0, x=o,t>0;

gg = 0,x = 0,t > 0, essa condi¢ao nao foi utilizada nesta solu¢do. Em

Potter (2009) essa condicao se aplica para casos particulares em que a
velocidade ¢ nula ou o coeficiente de degradacao ¢ nulo.

Dando continuidade, iniciamos considerando a seguinte hipdtese, também aplicada em
(OGATA & BANKS, 1961):

ax— Bt

C(x,t) = W(x,t)e (4.45)

onde o e [3 sdo constantes a serem determinadas adiante. Inicialmente, calculam-se as

derivadas:
6_C_ a(q"eax_ﬁt) N i _ l_IJ oax— Bt + txx—Bta_‘P:>
a at a =B at
ac _ (o¥v ax—ft
=0 = ( 3 B‘P)e , (4.46)
oac a(we™ ™ ac _ ax—PBt ax—pt 9¥
ox dx = ox Ye (O() tTe ox =
o L ax—ft
=50 = (G + av)e™ (4.47)
azg _ 6((3—5—#(}(‘{’)6”7&) N
dx dx
a’c (oW ax—Bt w—ptf 2’ | adw
:axz—(w+ a‘P)e () +e (7+ ax)=>
2 a—
N ag _ ((aalp +o ‘P)+( + aal}'))eax B
ox 6

2 2
:agz(aq;_l_matp_l_ lp) ax—pt. (4.48)
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Para os passos seguintes, adotou-se a notagao ‘Px para indicar a derivada primeira da

funcdo W(x, t) em relacdo a x, andlogo para as demais derivadas. Com isso, substituindo

(4.46), (4.47) e (4.48) em (4.14), temos:

ax—Bt

(w, - pw)e™ ™ + U(w_+ aw)e

Bt

ax—pt

- K(lp + 209 + O(Z‘P)eax_ — kWe
XX X

> (¥, - p¥)+ U(W + a¥)= K(‘Pxx +2a¥ + aZ‘P) N
SW = KY_+W (20K - U) + (Ko’ — Ua + B — )W (4.49)

Assim como em (OGATA & BANKS, 1961), adotou-se:

20K — U = 0= a = U/2K, (4.50)

Ko’ — Ua+ B — x = 0. 4.51)

Substituindo o valor de a da Eq. (4.50) na Eq. (4.51), temos:

2

K(%)Z—U(%)+B—K=O=>B=E—K+ K. (4.52)

Dessa forma, substituindo (4.50) e (4.52) em (4.45):

C(x, t) = WY(x, t)exp[ ;}; — %; + K)t]. (4.53)

Substituindo a Eq. (4.53) em (4.14), obtemos:

v v
ot axz '

(4.54)

A Eq. (4.54), como indicado em Chapra (2008), ¢ a segunda Lei de Fick, que
representa a equacdo de difusdo pura e ¢ reconhecida como uma EDP de segunda ordem
linear homogénea. Diante disso, aplicou-se a transformada de Fourier em relagdo a x dos dois

lados da Eq. (4.54). Assim:
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v o’y

?{7} = KJ-‘[ ~ ] (4.55)
ow ow

F T} = (4.56)
2 P s

:F[ Zf]= K(io)'W =— Ko W, (4.57)
X

A notagdo W foi utilizada para indicar a transformada de Fourier da fungdo W(x, t) em

relagdo a x. Substituindo as Egs. (4.56) e (4.57) em (4.55), temos:
L Ko'W. (4.58)

Efetuando a separagdo das variaveis na Eq. (4.58) e aplicando a integral dos dois lados

da equacao, obtemos:

o 2
—_— t

[ %” =— [ Ko’dt = ¥ =— Koo't + a = $(w,0) = Ce """, (4.59)

onde a ¢ a constante de integragao.

Aplicando a condigdo inicial, em t = 0 na equagdo (4.53), temos:

€(0,0) = ¥(0,0)exp(5 — (% + K)0) = €(0,0) = ¥(0,0) = --8(0). (4.60)
Ao aplicar a transformada de Fourier na Eq. (4.60), obtemos:

F{C(0,0)} = F{W(0,0)} = F{¥(0,0)} = T{%S(O)}: W(0,0) = M/A.  (4.61)
Portanto, igualando (4.59) e (4.61) no ponto (0,0), temos:

— 2

¥(0,0)=Ce " =C, = M/A. (4.62)
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Por fim, obtemos:

2
Kot

W(w,t) =L, (4.63)

Para retornar as variaveis originais, aplicamos a transformada inversa de Fourier em

relagdo a w dos dois lados da Eq. (4.63). Logo:

T_l{‘}’} = %T_l{e_(kt)mz} = T_l{g} = %2—111}0 exp(— Kto' — ixw)do =

—00

ix
2Kt 4Kt )dw =

> F g =——exp(— 4Kt) f exp(— Kt(w

X
ke (4.64)

A equagdo (4.64) ¢ uma Gaussiana, como desenvolvido em (CIOLETTI, 2025), que

converge para - /%, onde a = Kt. Logo:

A 1 2

F W= ween =4 — exp(r)- (4.65)

4n

Substituindo a Eq. (4.65) em (4.53), temos:

U
C(x, t) = A ﬂ exp( 4Kt)exp( ——t — Kt)=>
M —x 2Uxt
Clx, t) = PN exp((er + T — 4-Kt) — kt)=
2
Clx, t) = A\/% exp( _(Z;(lt]t) — kt), t > 0e xeR. (4.66)

4.3.2 Condi¢do de Contorno: entrada retangular

Outra condicdo de contorno presente em Potter (2009) para a Eq. (4.14) é:
Entrada retangular em C = 0:

e x=>0,t=0;
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e (=C,x=0,§>t>0;

e (=0,x=0t>¢
Isso significa que o contaminante ¢ injetado na posicdo inicial com concentraciao

constante C 0 durante um intervalo de tempo especifico, & > t > 0. Depois disso, a injegdo é

interrompida quando t > §&. Para esse tipo de entrada, determinou-se uma fungdo g(t — §)
de modo a estabelecer as condi¢des de contorno. Assim, foi considerado queem & >t > 0Oa
fungdo g(t — &) ¢ igual a zero e quando t > &, a funcdo g(t — §) ¢ igual a 1. Assim,
quando t for maior que &, a concentragdo na posi¢do inicial sera anulada, pois ndo ha mais
injecdo na posicdo de entrada, assim como uma diminui¢do gradual da concentracdo na
dire¢do de interesse com o decorrer do tempo. Ademais, a fun¢ao g(t — €), para este caso,
pode ser denominada como degrau unitario ou Heaviside, como apresentado na subsecdo
245.

Desse modo, a solu¢ao final sera dada por:
C(x,t) = Cgeml(x, t) — g(t — E)Cgeml(x,t - 9), (4.67)
Onde:

gt —% =0,se0<t< e
gt —% =1,set > &.

Como possivel solucdo para a Eq. (4.14), tendo em vista as condi¢des de contorno
descritas no inicio desta subsecdo, devemos inicialmente aplicar a transformada de Laplace

em relacdo a t nos dois lados da equagdo com objetivo de simplificd-la. Assim:

ac) _ ac a’c
L{?} = L{— USe + K25 - KC], (4.68)
ac - -
L{;} = sC — C(x,0) = sC, (4.69)
ac o'c _ ac a°c -
L{— UW+ K P KC} =— UE+ KW_ KC. (4.70)

Substituindo (4.69) e (4.70) em (4.68), temos:
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4.71)

a’c ac = _
KS-—-U —(+1C=0.

Pode-se observar que a Eq. (4.71) ¢ uma EDO de segunda ordem linear homogénea,

com método de resolugdo conhecido e ja aplicado em momentos anteriores. Dessa forma, ao

: Ax
considerar C(x,s) = e , temos:

2, A\x Ax.
Kagi) - Ua(aex) - (s + K)6M= 0
(4.72)

= K\e™ — une™ — (s + K)eM = 0.

Em seguida, dividimos os dois lados da Eq. (4.72) por e}\x, tendo em vista que essa

expressao ¢ maior que zero para qualquer que seja o valor de x € R. Logo:

KX = Uh = (s + %) = 0. (4.73)
Assim, temos:
2
A = U+\U -zi—;(l-K(s+K) : (474)
2
}\1 — U\ U -Zl-;(}K(5+K) >0’ (475)
2
A, = EEERD <, (4.76)
Portanto, a solucdo geral para a fungdo C(x, s) ¢ dada por:
(4.77)

Alx )\zx
C(x,s) = Ae  + Be ".

A raiz positiva foi descartada, pois a concentragdo diminui @ medida que se afasta do

ponto de injecdo. Para a segunda condicao de contorno estipulada, temos:

C(0,t) = C, = L{C(0,D} = L{C }= C(0,5) = . (4.78)
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Assim:
- c
C(0,5) = B¢ =L = B, (4.79)

Portanto:
c A ~ 7Y
C(x,s) = T"e NN C(x,s) = Coexp(g—; [%exp(fz—\/s + (K + ;]—K)ﬂ (4.80)

A fim de aplicar a transformada inversa de Laplace nos dois lados da equagdo (4.80)

em relacdo a t, vamos utilizar a generalizagdo desenvolvida em (O'LOUGHLIN &

BOWMER, 1975):

P enp(c a5~ %[e_a@erfc( - m) + ewzerfc(jE + JE)]

onde:
_ X
==, (4.81)
UZ
b=rx+-L, (4.82)
_ v 4Kk __ur
\b = 1t ~F (4.83)
ur
ab = =~ (4.84)
a_ _ _x
YA (4.85)
_ Uryt
\Jbt = i (4.86)
onde' =,/1 + 4:2}{

A simplificacdo utilizando I' foi adotada de forma semelhante a utilizada em
O'loughlin e Bowmer (1975). Dessa forma, dando continuidade, substituindo as Egs. (4.84),

(4.85) e (4.86) na transformada de Laplace inversa em relacdo a t, temos:

C(x, t)geral - i[exp( (1 - F))erfc( " )+ exp( 1+ F))erfc( x?l/g )],
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Considerando que C f(x, t) = C(x,t) - gt — 9 Cx,t — E)geml, logo:

geral

Cx, t) = —[exp — (1 — F))erfc( e )+ exp( 1+ F))erfc( ’”:/%F )]_

- 9t~ 92|exp(L2 (1 — D)ore LD 4 exp(L 1 + 1))erse( 2L |
(4.87)

4.4 Discussoes

Na literatura, a equacdo de difusdo-adveccdo vem sendo utilizada para modelar o
transporte de substancias em diversos meios, de reatores a rios. Como descrito em
(FERNANDES, 2025) e como observado em (EQUER, 2017; PERIN & QUADROS, 2021)
as equacdes, nestes trabalhos, foram desenvolvidas por métodos numéricos (Método das
Diferencgas Finitas - MDF), com aprimoramentos necessarios para cada cenario considerado.

Especificamente em relacao as resolucdes analiticas, essas podem ser utilizadas como
fator de comparagao para as solugcdes numéricas, assim como também podem ser utilizadas
como ferramenta para analise e tomada de decisdo na interpretagdo do transporte de massa em
meio liquido. No Manual de Gerenciamento de Areas Contaminadas disponibilizado pela
Companhia Ambiental do Estado de Sao Paulo (CETESB, 2025), a Eq. (4.14) ¢ indicada
como o modelo para representar o transporte unidirecional de solutos em subsuperficie, com
especificidades nos coeficientes de difusdo e na velocidade. Tendo em vista a diversidade de
condi¢des de contorno e valores iniciais que podem determinar diferentes solugdes, em (VAN
GENUCHTEN & ALVES, 1982) estdo listadas solugdes analiticas para condigdes iniciais e
de contorno distintas, sendo o documento caracterizado como referéncia para possiveis casos
a serem estudados.

No presente trabalho foram abordados modelos unidimensionais, que, segundo
observado em (FERNANDES, 2025), podem ser aplicados quando as dimensdes transversais
sdo pequenas em relacdo a longitudinal (dimensdo de interesse), ou quando a largura ou a
profundidade podem ser consideradas despreziveis em comparacdo com o comprimento. Ja
em Chapra (2009) o modelo unidimensional é voltado para reatores em que a concentragao
varia apenas na direcdo a ser investigada. Além disso, os coeficientes de dispersdo,
decaimento e velocidade sdo valores estimados ou obtidos experimentalmente. Como

exemplo disso, em (EQUER, 2017) foi utilizado o modelo classico de difusdo-advecgao,
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equacdo (4.14), com a integracdo de um coeficiente de difusdo que variasse com a posi¢ao
transversal ao fluxo do rio, tendo em vista a presenga de vegetagao nas margens. Além da
estimativa da velocidade do rio a partir de um perfil parabolico, apenas na dire¢do horizontal.
Ja em (CETESB, 2025), o coeficiente difusivo ¢ a soma da difusdo molecular e a dispersao
mecanica. Assim, ressalta-se a necessidade de avaliagdo das condic¢des especificas do meio
para a obtencdo dos coeficientes mencionados.

Em continuidade, as representacdes graficas apresentadas nesta subsecao, 4.4, foram
obtidas a partir da plotagem das solucdes analiticas tanto no Geogebra (GeoGebra
Calculator-Windows-Intaller-6-0-920-0), quanto no GNU OCTAVE on-line, onde neste
ultimo foi utilizada a inteligéncia artificial, Gemini, para a formalizagdo dos codigos
(Apéndice A). Vale ressaltar que esses softwares sdo de acesso livre. Os valores gerais
adotados para a modelagem das solugdes (4.20 e 4.66) basearam-se nos parametros obtidos
por O’Loughlin e Bowmer (1975) no canal “Cobram 5, onde foi injetada uma carga de 34,32
mg/m? (15 ppm) do herbicida acroleina. Nesse cenario, a velocidade média no canal ¢ de 280
m/h e o coeficiente de degradacdo ¢ de 0,151 h'. Adicionalmente, empregou-se um
coeficiente de dispersdo de 1800 m*h, valor representativo de rios com regime de escoamento
moderado, conforme fundamentado por Fernandes (2025). Para a substancia conservativa,
equacao (4.66), utilizaram-se os dados de Perin e Quadros (2021) referentes ao mercurio, com
velocidade média de 1 m/s, concentragdo inicial de 1 mg/m?® e o coeficiente 0,5 m?/s. como
indicado em Fernandes (2025)

Diante disso, a Eq. (4.15) modela o transporte de uma substancia ndo conservativa em
um canal, como para um reator do tipo MFR, onde a entrada desta substancia ocorre de forma

continua a uma concentragao inicial C o, Da posicao inicial (ponto de injecdo). Além disso,

determina que na saida desse canal a concentracdo seja nula e que em cada posi¢ao do canal a
concentragdo seja constante, ou seja, um sistema em estado estacionario. Ao plotar a solugao
analitica obtida no Geogebra, Figura 4, observou-se as condigdes iniciais estabelecidas, ou
seja, a concentracdo inicial C(0) = 34,32 mg/m* constante na posi¢do inicial, além da
diminui¢do dos valores da concentragdo a medida que aumentam os valores de x.

Acréscimos nos valores de U tornam a advecc¢do mais significativa, o que resulta em
valores de concentragdo maiores para maiores valores de x, como discutido em
(FERNANDES, 2025). Esse comportamento também ocorre com o aumento da dispersdo. Ja
para variagdes no coeficiente de decaimento, o inverso acontece, ou seja, maiores valores

desse coeficiente, diminuem as concentra¢des em relagdo a posigao.



43

A segunda equacdo desenvolvida neste trabalho (Eq. (4.21)) modela o transporte de
uma substdncia ndo conservativa, como o mercurio, cujo sistema apresenta variagdes na
concentracdo em um dado ponto ao longo do tempo, um sistema em estado ndo estacionario.
Além disso, considerando as condi¢des de contorno, a concentracdo ¢ nula em qualquer ponto
antes da entrada da substincia, sendo que a entrada ¢ constante na posi¢do inicial para
qualquer tempo e a concentragao ¢ nula para valores de x no limite do corpo analisado

(tendendo ao infinito) a qualquer tempo.

Figura 4: Representagao da Eq. (4.20)

Concentracao (mg/m3)
200 Q
150
100
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pOSICED
om 50m 100m 150m 200m 250m 300m

Fonte: proprio autor.

A funcdo ao ser plotada no Geogebra resultou em uma superficie no plano
tridimensional (Figura 5), no qual o eixo das abscissas corresponde a posi¢do, o eixo das
ordenadas corresponde ao tempo e o eixo ortogonal ao plano posi¢do versus tempo
corresponde a concentragdo. Ja para a representacdo 2D, o eixo horizontal correspondendo a
distancia e o eixo vertical correspondendo a concentracdo para t = 5 s (Figura 6). A

concentragao C0 = 1 mg/m?® ¢ a interseccdo da curva com o eixo vertical, e se mantém

independente do valor de t, respeitando a condi¢do de contorno estabelecida. Os aumentos da
velocidade e do coeficiente de difusividade resultam em maiores concentragdes a maiores
distancias, ou seja, em ambientes aquaticos com alta velocidade e turbuléncia, o material sera

espalhado de forma mais abrangente, assim como indicado em (FERNANDES, 2025).
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Quando a velocidade ¢ nula, a concavidade muda, de modo que o transporte s6 depende da
dispersdo, ou seja, o transporte ocorre a menores distdncias no tempo.

Ja no modelo desenvolvido no Octave on-line, consiste em um mapa de contornos de
concentragdo, no qual o eixo vertical representa o tempo, o eixo horizontal representa a
posicdo e as cores representam a concentragdo, de modo a ilustrar trés varidveis em um plano
bidimensional. Com isso, observa-se o comportamento da pluma de contaminacdo para as

condi¢des estabelecidas, considerando valores arbitrarios de U e K (Figura 7).

Figura 5: Representagao 3D da Eq. (4.44)

Concentracdo (mg/m3)

= >

Jo)

Fonte: proprio autor.

As equagdes (4.66) e (4.87) se diferenciam pelas condi¢des de controle e valores

iniciais, indicando como essas variaveis podem determinar a problemadtica que se busca
modelar. A Eq. (4.66) representa um pulso definido por C = %S(x) emx = 0et = 0, que,

em outras palavras, modela a inje¢do de matéria por um curto periodo de tempo, onde M ¢ a
massa total da substancia entrando no sistema, A ¢ a area da se¢do transversal onde o
constituinte estd sendo difundido e 6(x) é a "fungdo” Delta de Dirac, que modela a entrada
instantdnea (POTTER, 2009 & ZILL & CULLEN 2001). Foi tomado A igual a 2 m* como
forma de exemplificagdo e a M igual a 34,32. Os demais valores para as variaveis sao os que

foram mencionados anteriormente como caso geral.



Figura 6: Representacao 2D da Eq. (4.44) parat=15s
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Fonte: proprio autor.
Figura 7: Mapa de contornos de concentracio da Eq. (4.44)
Mapa de Contomos de Concentracso
I
0.2
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Fonte: proprio autor.
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Ja para x = o em t > 0, novamente, a concentracao tende a zero. Tendo em vista a
natureza do pulso, a quantidade injetada ¢ transportada de modo que a concentragdo méaxima ¢
deslocada da origem (Figuras 8, 9, e 10). Além disso, na representagdo 3D, figura 9,
observa-se o pico de injecao na posi¢ao inicial, e a medida que o tempo aumenta, o formato
de sino ¢ difundido rapidamente, tendo em vista os altos valores do coeficiente de difusdo e
velocidade. Outro ponto a ser destacado ¢ o formato da curva modelo que corresponde a uma
Distribuicdo Gaussiana da concentragdo, como estabelecido no desenvolvimento analitico
(Eq. (4.64)).

Em particular, para a Gltima solucdo, (4.87), foram atribuidos valores genéricos para
facilitar a observacdo do comportamento da substancia no modelo. Dessa forma, essa solucao
possui as seguintes condi¢des inicial e de contorno de entrada retangular em x = 0;

C=O,xz0,t=0;C=Co,x=O,E>t>0;C=0,x=O,t> €. Disso, entende-se

a modelagem de um sistema onde um constituinte € introduzido a uma concentragao constante
na posi¢do inicial em um intervalo de tempo. Apds esse intervalo, a entrada ¢ cessada, € o
contaminante continua a ser transportado. Tendo isso em vista, esse modelo faz uso da funcao
Heaviside, ou degrau unitario, simplesmente para representar um periodo ligado, entrada
constante de constituinte, e desligado, interrup¢do da entrada (Figuras 11, 12 ¢ 13) (ZILL &
CULLEN, 2001 & BOYCE et al. 2020). Em especifico, na representacao 2D, figura 13,
concentragdo versus posicdo, para valores arbitrarios de tempo tomados como constantes,
pode-se observar o comportamento da concentracdo até o periodo de tempo imediatamente
anterior a &, e apoOs isso, percebe-se que a concentracdo na posicdo inicial comeca a ser
considerada nula, cessa a inje¢ao de constituinte, modificando a caracteristica do transporte,

com a modificag¢ao do pico de concentragao.
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Figura 8: Mapa de contornos da concentracdo da Eq. (4.66).
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Fonte: proprio autor..

Figura 9: Representag¢ao 3D da equagdo (4.66)
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Fonte: proprio autor.
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Figura 10: Representacdo 2D da equagdo (4.66) parat=0,1 set=0,2s
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*A primeira imagem de cima para baixo corresponde ao tempo 0,1 s e a segunda imagem de cima para
baixo corresponde ao tempo 0,2 s.

Fonte: proprio autor.
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Figura 11: Mapa de contornos da concentragdo da Eq. (4.87)
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Fonte: proprio autor.

Figura 12: Representacao 3D da Eq. (4.87)
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Figura 13: Representagdo 2D da Eq. (4.87) para diferentes tempos
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*C S8 funcdo que representa a equagdo geral; C ;2 funcdo que representa a equacdo sem considerar a
interrupcao da injegdo; C g a funcdo que representa o comportamento apos o tempo &.

Fonte: proprio autor.
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5 CONSIDERAGOES FINAIS

A polui¢do dos corpos aquaticos como resultado das atividades humanas ¢ alarmante,
tendo em vista a magnitude ¢ a complexidade dos constituintes incorporados a esses
ambientes. Dessa forma, a modelagem matematica baseada em equagdes diferenciais que
representam o fendmeno difusivo-advectivo pode ser utilizada como uma ferramenta robusta
para a previsao do comportamento desses contaminantes nesses meios.

As equacdes diferenciais lineares de segunda ordem selecionadas neste trabalho foram
desenvolvidas analiticamente a partir de métodos como as transformadas de Fourier e
Laplace, de modo a simplificar a resolucdo dos modelos. Os resultados obtidos foram
plotados em softwares de codigo aberto e livre acesso, indicando assim a viabilidade
econdmica ¢ a acessibilidade operacional da metodologia proposta.

Os coeficientes, as variaveis relacionadas e as condig¢des iniciais e de contorno ajustam
a modelagem do transporte de substancias em ambientes aquaticos, de modo que
modifica¢des nesses fatores implicam diferentes cendrios simulados, o que ressalta a estrita
necessidade de analisa-los com critérios técnicos. Por fim, evidencia-se a importancia da
caracterizacdo dessas equagdes para o desenvolvimento de solugdes de engenharia e
mitigacdo de impactos ambientais. Ademais, destaca-se a relevancia de estudos futuros que
incorporem novas condigdes de contorno e cenarios multidimensionais, bem como parametros
variaveis no espago € no tempo (como velocidade, coeficiente de difusdo e degradagdo) e a
comparagdo com solucdes analiticas. Tais abordagens visam amparar de forma mais
abrangente os profissionais que utilizam modelos de advec¢do-difusdo na gestdo de recursos

hidricos.
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APENDICE A — CODIGOS DESENVOLVIDOS A PARTIR DAS EQUACOES NO
GEMINI PARA SEREM PLOTADOS NO GNU OCTAVE ON-LINE

Cédigo para a fungio C(x, t) = [erfc( ) + exp(—)erf ( :;uft )]

Textproto

% 1. Defini¢ao das constantes

Co0=1;

U=1; % Velocidade

K=35; % Coeficiente de dispersdo (ou difusdo)

% 2. Criagdo das malhas parax et

% Nota: Comegamos t em 0.1 para evitar divisao por zero na raiz quadrada
x_vec = 0:2:100;

t vec =0.1:2:100;

[X, T] = meshgrid(x_vec, t vec);

% 3. Célculo da fungdo C(x,t)

% Dividimos a formula em duas partes para facilitar a leitura
termol =erfc((X-U .*T) ./ (2 .* sqrt(K .* T)));

termo2 = exp(U .* X ./ K) *erfc(X+U .*T) ./ (2 .* sqrt(K .* T)));

C=(C 0/2).*(termol + termo2);

% Opcional: Visualizacao 2D (Curvas de nivel)
figure;

contourf(X, T, C);

title('Mapa de Contornos de Concentracao');
xlabel('Distancia (x)');

ylabel('Tempo (t)');

colorbar;

M —(x= Ut! .
AJATKt exp( 4Kt KE)

Codigo para a funcdo C(x, t) =
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Textproto

% 1. Defini¢ao das constantes

U=1; % Velocidade

K=35; % Coeficiente de dispersdo

kp = 0.005; % Coeficiente de decaimento
M=15; 9% Massa inicial

A=10; % Areada se¢ao Transversal

% 2. Criagdo das malhas para x e t
x_vec = 0:2:50;
t vec=0.1:2:10;

[X, T] = meshgrid(x_vec, t vec);

% 3. Calculo da funcao C(x,t)
termol = exp(-((X-U.*T)."2)./(4*K.*T)-kp.*T);
termo2 =M ./ (A .* sqrt(4 * pi * K .* T));

C =termol .* termo2;

% Visualizagdo 2D (Mapa de Contornos de Concentra¢ao)
figure;

contourf(X, T, C);

title('Mapa de Contornos de Concentracao');
xlabel('Distancia (x)');

ylabel("Tempo (t)");

colorbar;

Codigo para a funcao

Clx, t) = —[exp -—=(1 - F))erfc( o )+ exp( 1+ F))erfc( xv%r )]_

- gt - E)—[exp( 2 (1 — F))erf (xz—\/t%r) + exp( (1 + F))erfc( x;j}’{((ttlr )]
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Textproto

% 1. Defini¢ao das constantes

C _0=1; % Concentragdo inicial

U=1; % Velocidade

K=35; % Coeficiente de dispersdo

kp = 0.005; % Coeficiente de decaimento

epslon = 5;

% 2. Criagdo das malhas para x e t
x_vec=0:1:100; % Aumentei para 100 para ver a pluma viajar mais

t vec =0.1:0.2:20; % Aumentei para 20 para ver o pulso ap6s o fechamento

[X, T] = meshgrid(x_vec, t vec);

% 3. Defini¢ao da Formula usando Fun¢do Andnima (evita repetir codigo)

Gamma = sqrt(1 + (4 * K * kp) / U"2);

% Definimos a funcao f(x, t)
f concentracao = @(x, t) (C 0/2) .* (...

exp((U .*x) ./ (2 *K)) .* (1 - Gamma)) .* erfc((x - U .* t .* Gamma) ./ (2 .* sqrt(K .*
) + ...

exp((U .* x) ./ (2 * K)) .* (1 + Gamma)) .* erfc((x + U .* t .* Gamma) ./ (2 .* sqrt(K
F1)) ...
);

% 4. Célculo do Pulso (Superposicao)

% Injecao que comegouemt=0

C ini =f concentracao(X, T);

% Injecdo "negativa" que comeca em t = epslon

T atrasado =T - epslon;



% Criamos uma matriz de zeros para o C_fim

C_fim = zeros(size(X));

% Apenas calculamos C_fim onde o tempo atrasado € positivo
% Isso evita divisdes por zero e erros de raiz quadrada
indices_ativos =T atrasado > 0;

C_fim(indices_ativos) = f concentracao(X(indices ativos), T atrasado(indices_ativos));

% O Pulso Real ¢ a diferenca (Superposicao)
C pulso=C ini-C_fim;

% Visualizagdo 2D (Mapa de Contornos da Concentracdo da Concentragao)
figure;

contourf(X, T, C_pulso);

title('Mapa de Contornos da Concentracao');

xlabel('Distancia (x)");

ylabel('Tempo (t)');

colorbar;
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APENDICE B — COMANDO PLOTADOS NO GEOGEBRA

Textproto

Equacao (4.20): c(x)=C_0*exp((U/2K)*(1-sqrt(1+(4Kk/U"2))))*x

Equacao (4.44):A(x, y) =(C_0/2) * (erfc((x - u*y) / (2 * sqrt(k*y))) + exp(u*x / k) *
erfe((x + u*y) / (2 * sqrt(k*y))))

Equagdo (4.66):c(x,y)=((M)/(A*sqrt(4*n*K*y))) eM-((x-U*y)N2))/(4*K*y))-k*y)
Equacao (4.87):

Definir gama = sqrt(1 + (4 * K * kp) / U"2)

f(x,y)=(C 0/2)* (exp((u*x)/(2*k)* (1 -gama))* (1 -erf((x-u*y*gama)/(2*
sqrt(k * y)))) + exp((u * x) /(2 * k) * (1 + gama)) * (1 -erf(x +u *y * gama) / (2 *
sqrt(k * y))))) - Se(y >eps, (C_0/2) * (exp((u*x) /(2 * k) * (1 - gama)) * (1 -erf((x-u
* (y - eps) * gama) / (2 * sqrt(k * (y - eps))))) + exp((u * x) /(2 * k) * (1 + gama)) * (1 -
erf((x +u * (y - eps) * gama) / (2 * sqrt(k * (y - eps)))))), 0)



APENDICE C — GUIA PRATICO PARA ENGENHEIROS: O FENOMENO
DIFUSAO-ADVECCAO.

59



y , 'GUIA PRATICO
PARA
& QENHEIROS

O Fenomeno
Difusao-Adveccao

X o

- I .
«  Autor: Valdecir Siqueira Ramos

j
v a
{70 ~ 2026 i & o



(®)

Esta obra & licenciada sob uma licenca Creative Commons Atribuicdo (CC BY 4.0). Esta licenca permite a capia e redistribuicdo
do material, em gqualquer suporte ou formato, bem como sua traducdo, adaptacdc e cutras modificagdes, para qualquer fim,
mesmo que comercial, desde que o crédito seja atribuido ao autor e que as alteragdes, se houver, sejam informadas. Os termos
da licenga sdo detalhados em https://oreativecommons.org/licenses/by/4.0/legalcode.pt.

Ramaos, Valdecir Siqueira. Estudo de equacdes diferenciais para aplicabilidade ambiental :
o fendmeno difusdo-adveccdo. 2026. 76 f. Trabalho de conclusdo de curso (Bacharelado -
Engenharia Ambiental) - Universidade Estadual Paulista (UNESP), Instituto de
Geociéncias e Ciéncias Exatas, Rio Claro, 2026.

Sistema de geragdo automatica de fichas catalograficas
Faamos, Valdecir Siqueira
(Guia pratico para engenhetros [recurso eletronico] : o fenomeno
difusdo-advecgio / Valdecir Siqueira Ramos. — Rio Claro, 2026.
15p. ; PDF ; 1.78 MB : 1l. color, formulas

Recurso educacional derivado de trabalho de concluséio de curso
em Engenharia Ambiental - Universidade Estadual Paulista
(UNESP), Instituto de Geociéncias e Ciéncias Exatas, Rio Claro.

Onentado por Nelson Callegar: Juntor.

1. Modelagem 2. EDO 3. EDP 4. Transformada 5. Contaminacio



https://creativecommons.org/licenses/by/4.0/legalcode.pt

Sumario

@ﬂl Introducao
@@ Conceitos e Defini¢bes

@@ Equacoes
@@ Cédigos




=

Introducao

“A agua nutre a prosperidade ao
atender as necessidades humanas
basicas, apoiar a saude, os meios de
subsisténcia e o desenvolvimento
econOMico, sustentar a seguranca
alimentar e energetica, e defender a
integridade ambiental.“(UN, 2024)

Neste guia estdo descritos os métodos analiticos
para a resolucdao de quatro condic¢des iniciais e de
contorno do modelo do fendmeno de difuséo-
advecc¢ao, que se constitui como uma ferramenta
economicamente viavel para previsao do
transporte de constituintes em agua, estudo
essencial na contaminac¢ao de recursos hidricos.



Conceitos e
Definicoes

A equacdo que governa a transferéncia de massa em
corpos aquaticos esta associada a difusao, adveccao e as
transformac¢fes bioquimicas (CETESB, 2025; POTTER,

2009; CHAPRA, 2008)

Difusdo Molecular: o transporte de
massa decorrente de um gradiente de
concentracao, situacdo na qual as
moléculas se movimentam a resultar em
uma mistura uniforme (POTTER, 2009;
CHAPRA, 2008).

Dispersao Mecanica: ocorre a partir de
valores de velocidade locais diferentes da
velocidade média (CETESB, 2025)

Adveccao: € a mudanca da posicao de
uma determinada substancia pelo
movimento unidirecional do fluxo, cuja
velocidade de transporte é igual a
velocidade média do fluido (CETESB, 2025;
POTTER, 2009; CHAPRA, 2008).

Processo de degradacao: ¢é a
transformacdao de uma substancia em
outra por meio de reacdes quimicas ou
biologicamente mediadas (POTTER, 2009).
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Conceitos

e

Definicoes

O balango de massa para o

02

) Volume
volume de controle, figura 1, L | de | .
é dado por: o
- >
50 JA— S e > (J+%M)A
AV@ = erAc — JoutAc + rea g
. |=«— Area da superficie de controle = A
Onde: Ax
E—
*V = AcAz - Volume de X
controle [L3); Dado o balanco de massa:
e C: concentracao da Fluxo de entrada: e
substancia [M/L%) Jin=UC - K=
e Ao = BH : a area da Fluxo de saida:
3 ransversal aC ac 9 aC
secao  transversa do T =00+ 2y w20 2 (20

reator perpendicular ao
fluxo [L?;

B: largura do canal [L];

H: altura do canal [L];

Jin, € Ty o fluxo de
massa que entra e sai,
respectivamente, do
volume de controle
decorrente do transporte
[ML~*T )

rea: ganho ou perda de
massa do elemento por
meio de reacdes ao longo
do canal [MT ],

Degradacdo de primeira ordem:

—kAVC

Substituindo essas informacgdes no

balanco

de massa, dividindo por

AV = A.Azx e tomando o limite

quando

Ar — 0, temos a

equacao de difusao-advecc¢ao dada

por:
ac
ot

0°C
Ox?

aC
U=+ K
U=+

— rC



Equacao Diferencial
Ordinaria Linear de

: Segunda Ordem
Homogenea

| d*C dC

\ K —U——-rC =0
\ dxz? iz

Condi¢des iniciais e de contorno:
° C — CO em p@pr — O
e C' =0 paraz==c0

o -

Tooee—— osncao

@) Im) 260 € 4 S GW) 7w Cm) G e 1

C(z) = Cyel (! W‘”"“))

A equacdo descrita nesta pagina modela o transporte unidimensional
de massa, para um constituinte nao conservativo em um sistema
estacionario, ou seja, a concentracdo em um dado ponto ndo varia
com o tempo. Em especifico, a concentragao no ponto de injecao é
constante e, de acordo com o modelo, a concentracao tende a zero
a medida que se afasta desse ponto. Ademais, 0 método de
resolucdao foi a partir da consideracdao inicial da concentracdo ser
expressa por uma funcao exponencial do tipo C(w) — ebT;



Equacao Diferencial
Parcial de Segunda Ordem
Homogénea: substancia
Conservativa.

oC oC 0°C
— —— - K
ot "V r " oa2

Condicdes iniciais e de contorno:
oCZOem.’E:Oet:O
cC=0emx=0c0et>0

’ .C:COemaZ:Oet>O

C(z,t) = % lerfc (";\;KE:) 4 exp (%)erfc (ZJKE:)]

A Equacao Diferencial Parcial de Segunda Ordem Linear e
Homogénea descrita nesta pagina modela o transporte de uma
substancia conservativa em um sistema nao estacionario. As
condi¢cdes de contorno estabelecem que nao ha constituinte no
meio anteriormente a injecdo e que apds o tempo inicial, a
concentracdo no ponto de injecdo € constante. Por fim, a
medida que se afasta da posicao inicial, a concentracao tende a
zero.

O método de solucdao adotado foi a transformada de Laplace,
especificamente a aplicacao da propriedade da transformada
da derivada.



Equacao Diferencial _
Parcial Linear Homogénea:
pulso instantaneo

2
% _ p%  xk2°
ot Ox Ox?
B Condic¢Bes iniciais e de contorno:
e Entrada Instantaneaem = =0
-C=%6(w>em r=0 e t=0

e C=0 em = e t>0

— sC

M —(z — Ut)?
= exp(
AvVAr Kt 4Kt

C(z,t)

— Kt)

A Equacao Diferencial Parcial de Segunda Ordem Linear
Homogénea: pulso instantaneo modela uma substancia nao
conservativa em um sistema nao estacionario. O modelo
considera uma injecao instantanea na posicao inicial, na
qual nao ha gradiente de concentragao. Além disso, a medida
que se afasta da posicao de injecdo, a concentracdo tende a
zero.

A resolucdo foi iniciada com a concentracdo sendo considerada
uma equacao do tipo exponencial e, em seguida, a aplicacao
da transformada de Fourier, tendo em vista a propriedade
da funcao Delta de Dirac quando aplicada essa transformada.



Equacao Diferencial

entrada retangular

oC oC 0*C
s LK
Ot U ox - Ox?2

Parcial Linear Homogénea:

— sC

Condic¢des iniciais e de contorno:
e Entrada Retangularem =z =0

e C=0emax =0et

=0

o C:Coem$:0e5>t>0
e« C=0emx =0et>¢

Cla,t) = %[emp(zU—;(l — D)erfe( xzz/%I‘ )+ ea:p(;]—;.(l +T'))erfe( w;\—/%I‘

. 4Kk
Onde: r=4/1+—

A Equacdo Diferencial Parcial de Segunda Ordem Linear
Homogénea: entrada retangular modela o transporte de uma
substancia nao conservativa em estado nao estacionario.
Em especifico, o modelo considera que a entrada de substancia
é continua e constante até cessar em um intervalo de
tempo especificado. Depois de cessar a entrada de
constituinte, a substancia continua sendo transportada.

O método de resolucdao aplicado foi a transformada de
Laplace em relacao a variavel t, assim como a utilizacao da
funcao de degrau unitario, para representar que a partir de
um certo instante ja ndo ha mais injecdo na posicao inicial.

)]

)]



Codigo GNU on-line
EDP: substancia conservativa

Os codigos a seguir podem ser copiados e executados
diretamente no software GNU Octave ou em plataformas
&rR!IE‘LeABde simulacao compativeis com a linguagem

% 1. Definicao das constantes

co=1;

U=1, % Velocidade

K=5; % Coeficiente de dispersao (ou difusao)

% 2. Criacdo das malhas parax et

% Nota: Comecamos t em 0.1 para evitar divisdo por zero na raiz
quadrada

x_vec =0:2:100;

t vec =0.1:2:100;

[X, T] = meshgrid(x_vec, t_vec),

% 3. Calculo da funcao C(x,t)

% Dividimos a férmula em duas partes para facilitar a leitura
termo1 = erfc((X-U .*T) ./ (2 .* sqrt(K.* T)));

termo2 = exp(U .* X./ K) *erfc(X+ U .*T) ./ (2.* sqrt(K.* T)));

C=(CO0/2).*(termo1 + termo2);

% Opcional: Visualizacao 2D (Curvas de nivel)
figure;

contourf(X, T, C);

title('Mapa de Contornos de Concentracdo');
xlabel('Distancia (x)');

ylabel('Tempo (t)");

colorbar;



QL

Codigo GNU on-line
EDP: pulso Instantaneo

% 1. Definicdo das constantes

U=1, % Velocidade

K=5; % Coeficiente de dispersao

kp = 0.005; % Coeficiente de decaimento
M=5; % Massa inicial

A =10; % Area da secdo Transversal

% 2. Criacdo das malhas parax et
x_vec = 0:2:50;
t vec=0.1:2:10;

[X, T] = meshgrid(x_vec, t_vec);

% 3. Calculo da funcao C(x,t)
termo1 = exp(-(X-U.*T).A2)./(4*K.*T)-kp.*T);
termo2 =M./ (A.* sqrt(4 * pi * K.* T)),

C =termo1 .* termo2;

% Visualizacao 2D (Mapa de Contornos de Concentragao)
figure;

contourf(X, T, C);

title('Mapa de Contornos de Concentracgao’);
xlabel('Distancia (x)");

ylabel('Tempo (t)");

colorbar;



QL

Codigo GNU on-line
EDP: entrada retangular

% 1. Defini¢do das constantes

C_0=1; % Concentracdo inicial

U=1; % Velocidade

K=5; % Coeficiente de dispersao

kp = 0.005; % Coeficiente de decaimento
epslon = 5;

% 2. Criacao das malhas parax et
x_vec = 0:1:100; % Aumentei para 100 para ver a pluma viajar mais
t_vec = 0.1:0.2:20; % Aumentei para 20 para ver o pulso ap6s o fechamento

[X, T]1 = meshgrid(x_vec, t_vec);

% 3. Definicdo da Férmula usando Funcdo Andnima (evita repetir cédigo)
Gamma = sqrt(1 + (4 * K* kp) / UA2);

% Definimos a funcgao f(x, t)
f_concentracao = @(x, t) (C_0/2).* (...

exp((U .* x) ./ (2 * K)).* (1 - Gamma)) .* erfc((x - U .* t.* Gamma) ./ (2 .* sqrt(K .* t)))
exp((U .* x) ./ (2 * K)).* (1 + Gamma)) .* erfc((x + U .* t .* Gamma) ./ (2 .* sqrt(K .* t))

% 4. Calculo do Pulso (Superposi¢do)

% Inje¢do que comecouemt=0
C_ini =f_concentracao(X, T);

% Injecao "negativa" que comeca em t = epslon
T_atrasado =T - epslon;

% Criamos uma matriz de zeros para o C_fim
C_fim = zeros(size(X));

% Apenas calculamos C_fim onde o tempo atrasado é positivo
% Isso evita divisGes por zero e erros de raiz quadrada
indices_ativos = T_atrasado > 0;

C_fim(indices_ativos) = f_concentracao(X(indices_ativos), T_atrasado(indices_ativos));

% O Pulso Real é a diferenca (Superposicao)
C_pulso = C_ini - C_fim;

% Visualizacdo 2D (Mapa de Contornos da Concentra¢do da Concentragao)
figure;

contourf(X, T, C_pulso);

title('Mapa de Contornos da Concentracao');

xlabel('Distancia (x)");

ylabel('Tempo (t)");

colorbar;
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