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Neste trabalho estudamos o conceito de permanência e sua aplicação em sis­
temas biológicos. À técnica consiste em utilizar as chamadas funções médias de
Liapunov e a localização do conjunto w—limite da fronteira do cone invariante R"!
do sistema.

Aplicações são dadas em um problema de convivência entre espécies e no mo­
delo clássico de Lotka­Volterra.

Palavras chaves: Conjunto w—limite; Conjunto Absorvente; Funções Médias
de Liapunov; Invariância; Permanência.
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Abstract

In this work we study the concept of permanence and its application in biological
systems. The approach consists in the use of the so called average Liapunov functions
and the location of the w­—limit set of the boundary of the invariant cone R"º for
the system.

Applications are given in a problem of interaction among species and in the
classical Lotka­Volterra model.

Keywords: w—Tlimit Set; Absorbing Set; Average Liapunov Functions; Invari­
ance; Permanence.
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Introdução

O objetivo deste trabalho é estudar o conceito de permanência e como os resulta­

dos obtidos podem ser aplicados em modelos guiados por um sistema de equações

diferenciais ordinárias do tipo u; = uifi(u) (i = 1,2,...,m), que aparecem em
problemas de competição entre espécies, por exemplo, o do tipo Lotka­Volterra.

O trabalho consta de três capítulos.

No capítulo 1 apresentamos alguns resultados necessários dos sistemas dinâmicos.

Vemos as propriedades básicas dos conjuntos limites e definimos alguns conjuntos

que são usados no decorrer do trabalho.

No capítulo 2 apresentamos a definição de permanência e verificamos como

dissipatividade e compacidade produzem um conjunto compacto que absorve órbitas.

O teorema central do trabalho é apresentado aqui.

No último capítulo mostramos algumas aplicações da técnica estudada, que

consiste em enfraquecer condições das chamadas funções médias de Liapunov, e na

localização dos conjuntos w—limites da fronteira do cone invariante R7.
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Capítulo 1

Preliminares

Apresentamos neste capítulo notações, definições e resultados que serão usados
no decorrer do trabalho.

1.1 Conjuntos Básicos

1.1.1 Definição: Seja X CR”. Vamos considerar X com a topologia dada pela

distância euclidiana d. Uma função f : X — R é semicontínua inferiormente se

para cada real b, o conjunto (fx E X : f(x) > b) é aberto em X.

Um exemplo elementar de função semicontínua inferiormente é f : R— R dada

por
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Sejam Y C R"', d a distância euclidiana e Dy = Z, ou R,.

Os pontos em Y serão denotados por u,v,... e subconjuntos de Y por U,V,...

Para e— vizinhanças de U usaremos : B(Uje) = (v E Y : JueU,dívyu)<ele

B(U,e)= fu E Y: JuEeU,d(vyu) <a)

1.1.2 Definição: A terna (Y,n, D1) é um sistema dinâmico sen: Yx Dy, — Y
satisfaz para todo u E Y, s,t E D,:

i) n(u,0) = u;

à) n(n(u,t),s) =T(u,t+s);
it) m é contínua.

Exemplo: o sistema dinâmico associado a uma equação diferencial ordinária

autônoma &£ = f(x), onde n(u,t) := r(t,u) é a solução z(t) da equação diferencial
1 =f(x) que em t =0 vale u.

Se D, = R, o sistema é dito contínuo, se D, = Z,, é dito discreto.

Denotaremos, por conveniência, n(u,t) =u­t,
Para subconjuntos U CY e I C D,, Uu­ti=sU­teU Ii=|) | Just

uEU tel ueU

Um ponto u é um ponto de equilíbrio se u = u­t, t E D,, e é ponto

periódico se 37 > O tal que u­t=u­(t+T), para t E D,.

Num sistema dinâmico (Y, 1, D+) consideraremos os seguintes subconjuntos:

1.1.3 Definição: O conjunto y"(u)=fu:u=u­ttED,) éaórbita por ue

Y"(U) é definido como U 41(u).
uEeU
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1.1.4 Definição: Um conjunto U C Y é positivamente invariante se

Y*(U) CU, e invariante se U ­t=U, Vt E D,.

Vamos introduzir alguma terminologia para estudar o comportamento as­

sintótico de sistemas dinâmicos e dar alguns resultados de condições dissipativas.

1.1.5 Definição: Um conjunto U C Y é atrator para V CY se

lim d(v «t,U) =0, Vu E V.
too

1.1.6 Definição: O sistema dinâmico (Y,1,D,) é dissipativo se existir um con­
junto limitado atrator para Y .

1.1.7 Definição: Um conjunto U é absorvente para V se é positivamente in­

variante e y'(v)()U AO, VueV.

1.2 Propriedades Básicas dos Conjuntos Limites

Num sistema dinâmico (Y,n, D,), os conjuntos w­limite assumem um papel de

grande importância, como teremos a oportunidade de comprovar.

1.2.1 Definição: O conjunto w­limite de u € Y, w(u), é definido como:

w(u) = (uv E Y : A(th),tha— co,u­th — vu)

Para um subconjunto U CY, w(U) = U w(u).
uEeU
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1.2.2 Lema: Suponhamos que a órbita y*(u) seja limitada. Então:

1) w(u) é não vazio;

11) w(u) é compacto;

ii) w(u) é invariante;

iv) w(u) é o menor conjunto fechado que u ­ t se aproxima quando t — oo no
sentido que d(u ­ t,c(u)) — O quando t — co;

v) Se Di = R, então w(u) é conexo;

vi) Se U é fechado e positivamente invariante então w(U) C U.

Demonstração: 1) Como 7*(u) é limitada, para toda ft) com ty > oo, u­t, é

limitada, logo existe uma subsequência t,, tal que lim u­tn, =v. Logo v E w(u)
ni; +oo

e então w(u) £ Q.

ii) Como 7* (u) é limitada então w(u) também é. Provaremos que w(u) é fechado,

ou seja, w(u) = w(u).
Como w(u) C w(u) veremos que w(u) C w(u).

Se v E wu) então existe uma sequência v, E w(u) tal que v, — v quando

n — oo; como v, E w(u) existe t? E D, tal que u­t? — v, quando j — co.

Tomando a sequência diagonal (u ­ ti) temos que u ­ tó — uv, ou seja, v E w(u) e
wu) C w(u). Portanto w(u) é fechado.
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iii) Provaremos que w(u) ­ t =w(u) ,t E D,.

Mostraremos primeiramente que w(u) « t C w(u). Fixemos t E D,. Seja

2 E wu) «tt, ou seja, z = v­ t com v E w[u). Como v E w(u), It, E D, tal que

ut, > uv quando t, — co.

Pela continuidade da 7 temos:

T(n(u,tn),t) — m(v,t), ou seja, T(u,th +£) — nm(v,t) =v­t=2 E w(u).
Logo w(u) + é C w(u).
Mostraremos agora a outra inclusão.

Se v E w(u), então At, E Dy tal que u­ th, >.

Para t, > t, (n(u,t, — t)) é limitada.

Logo existe subsequência (tn) tal que m(u,th, — t) — z E w(u), e pela
continuidade da mn, m(m(u,tn, — t),t) — n(z,t), ou seja, n(u,th,) — nT(2,t) =
z­t=.

Daí, v E w(u) ­t e wu) C w(u) ­t, t € D,.

Portanto w(u) é invariante.

iv) Seja F um fechado tal que d(u «t, F) — O quando t — oo e suponhamos que
exista y E w(u) com y 2 F.

Como PF é fechado, 5 := d(y, F) > 0. Se U = B(F, 5), então existe to E D, tal
que u­t EU, Vt > to. Por outro lado, como y E w(u), existe uma sequência (u ­ tn)
tal que u­t, EU e u­t, > yY, n—> oo, o que dá uma contradição.

Suponhamos agora que d(u ­ t, w(u)) / O, t — co.

Logo existe um «q > O : Vto E D,1,3t > to? de modo que d(u « t,w(u)) > e.

Portanto 3 t, E Dz com d(u­ tr, w(u)) > «o, Vk E D.fN|Z.
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Por outro lado, (u + t.) é limitada, daí 3 (t.,) com u­t., — y E w(u) quando
j — co, o que contradiz a afirmação anterior.

Logo, d(u + t, w(u)) — O quando t£ — oo.

v) Vamos supor que w(u) seja desconexo.

Logo w(u) = N1 () Na com N1 (Ns = À, N; compactos não vazios, 1 = 1,2.
Então existem abertos V, W com NM CV, NM CW eVf|W =.

Seja U aberto tal que 0 CU C V.

Sejam u, E N7 e uz E Na. Logo, existe uma sequência (t,) tal que u­ th, > uz

e existe uma sequência (s,) tal que u­ sn — us.

Daí, existe N E N tal que para n > N, u­t, EU eu­s, E W. Entre os

termos das sequências (t,) e (sn), para n suficientemente grande, é possível obter

uma sequência (7,) tal que u­ 1, E VW. Como (u­ 7h) é limitada, existe uma

subsequência (r,,) tal que u­1,, — v € VNU, uma contradição, já que v € ON JO.

Portanto w(u) é conexo.

vi) Se v E wW[U) então v E U w(u), logo v pertence a algum w(u), u E U.
uEeU

Daí 3 (t,) com ti, — oo tal que u­t, > v.
Como u + t, E T*(u) e U é positivamente invariante, u ­ t, E U e por U ser

fechado por hipótese, u­ ty —>v EU.

Portanto w(U) C U.
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Capítulo 2

Permanência

2.1. Conjuntos Absorventes

Mostramos neste capítulo condições que garantem a existência de conjuntos ab­

sorventes para um sistema dinâmico. O próximo teorema nos mostrará como dissi­

patividade e compacidade produzem um conjunto compacto que absorve órbitas.
Um lema técnico será dado antes.

2.1.1 Lema: Seja NCY um aberto com N compacto. Seja V CY com
NecVcY, vamos assumir que V é positivamente invariante e que T"(u)(|N ;£ O
para todo v E V. Então:

1) 1 (N) é um subconjunto compacto, positivamente invariante e absorvente para
V.

à) SeK CV é compacto, então y*(K) está contido num subconjunto compacto
de V e ainda, 9t(K) E D. tal que u­tEe T"(N) para u€ K et >t(K).
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Demonstração: Seja A C V compacto. Desde que y*(u) intercepta N para cada
u E A, dado u E A,3 T(u) E (0,00) tal que u­ T(u) E N. Como N é aberto existe

uma vizinhança aberta V(u) de u em AÀ tal que V(u) ­ T(u) C N. Agora, U V(u)
uEcA

é uma cobertura aberta de A, e como A é compacto, existe uma subcobertura finita

V(us), V(us),...,V (un) de A, tal que,

Temos que V(u;) + [0, T(u;)] = n(V (ui), [0, T(u;)]) é compacto, como imagem
de um compacto por uma aplicação contínua.

Então

= Ure ) + [0, T(u;)]
é compacto, como união finita de compactos.

1) Provaremos que y*(N) = T'(V), 1º definido acima.
Observemos que quando À = N, pode ocorrer que u­t E N quando u E N,

para todo t > O. Neste caso T(u) > O pode ser tomado arbitrariamente.

No entanto, pode ocorrer que 31 > O tal que u­ t é N. Neste caso, necessari­
amente, teremos T(u) > 1, já que a órbita tem que voltar a N, por hipótese.

Assim, se 7 = u­t E y'(N) comu € NeteE D,, existe u,, E N tal que
u E V(ui), vizinhança dada na definição de T. Logo, x E V(u,) t

Da observação acima, podemos supor que T'(u,) > t, e portanto

Portanto y+(N) C T(V), e como a outra inclusão é óbvia, temos que
47" (N) = T(V), que é compacto, positivamente invariante e absorvente para V.

FS
AVAVAV

3 4 5 6 7 unesp ”. 12 13 14 15 16 17 18



11) Sejam A = K, t(K) = max T(u;), onde T(u;) é obtido como acima para
A=K,i=1l,..,n. Sejlau€E K. Logo, se t > t(K) então ut E N C N que é

compacto.

Para 0 <t <tHK), u­t € UV) + [0,t(K)] que também é compacto,
i=1

mostrando que y*(u) está contido num subconjunto compacto de V.

2.1.2 Teorema: Suponhamos que exista um conjunto compacto K atrator para

Y. Então existe um conjunto compacto X absorvente para Y.

Demonstração: Fixemos e > O dado. Sejam N = B(K,e) e V =Y.

Dado u E Y, lim d(u­t, K)=O.— Oo

Logo 3 T(u) > O tal que d(u­t, K) < « para t > T(u), o que implica que

u­t E B(K,e), para t > T(u).

Pelo Lema anterior y"(B(K,e)) C Y é compacto absorvente para Y.
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2.2 —“Funçoes Médias de Liapunov e Permanência

Suponhamos que Y = Y, | JOY, onde Yo é aberto e que Yo e IX, são positivamente
invariantes.

2.2.1 Definição: Um sistema dinâmico em Y é permanente se existe um con­

junto limitado U atrator para Yq com inf d(u,ôY1) > O.
Dissipatividade será exigida em todos os casos a serem tratados. Junto com

a compacidade poderemos mostrar que existe um conjunto compacto X absorvente

para Y. Restringiremos o sistema original a X. Neste caso, S = OY,(|X será
um subconjunto compacto de X com interior vazio, S e XVS serão positivamente

invariantes. Como um exemplo, em £; = x; fi(x), Y = RT ,0Y, é a união das faces
x; = 0. O conjunto X é uma vizinhança compacta da origem e S a sua interseção

com OX.

2.2.2 Definição: Dada uma vizinhança U de S, uma função média de Liapu­

nov em U é definida como:

VEC(URY); V(0)=S e V(ut>V(uU), t>0, ueUYS.

A idéia é aplicar funções médias de Liapunov para obter permanência, já que

V é crescente sobre órbitas e só se anula em 5, ou seja, as órbitas estão a uma

distância positiva da fronteira S.

Em geral, mesmo nos casos mais simples, é muito difícil achar tal função V.

Logo, a tática é enfraquecer as condições sobre V para obter permanência. Isso será

feito no próximo teorema, e para tanto definiremos alguns conjuntos e passaremos
a trabalhar com eles.
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Seja Xoq um conjunto limitado absorvente para (Y,n,D,) e consideremos o

sistema (Xo9,m, D+).

Notação: Sejam DI := Dy (1,00), Xi i=T(X,DL), X1:=X, S:=0X%,,
S1 i= n(S9, DL) e Si = S, com a topologia induzida de X,.

O lema a seguir nos dá algumas propriedades desses conjuntos.

2.2.3 Lema: Sejam So, XoNSo positivamente invariantes, Xo fechado e Sq com
interior vazio. Então:

1) X1, 8, eMXNS, são positivamente invariantes;

ii) X, S, XNS são positivamente invariantes e t(X,D!) C X;
it) XNS1 é denso em X.

Demonstração: 1) Vamos mostrar que X; é positivamente invariante, ou seja,
T(X) CX.

Por definição, X17 := n(X, D!). Seu E X; então u = xo ­t, para algum t E D!
erEX,

Para s E D7i, u­s=m(u,s)= n(n(xo,t),s) = m(to,t+s) E X1, já que
t+seDl.

Portanto X; é positivamente invariante. Analogamente, 5, é positivamente
invariante.

Provaremos agora que X1VS) é positivamente invariante.

Se u E X1VS51 então u E X1, logo u = x9 ­t para algum t EeDI, ç E Xp e

aindau & S1, ou seja, ut so ­t, Vt EDL eVs5Ç ES.
Afirmamos que x9 E XoSo. De fato, se 79 E Sa então u = x9­t E S,7. Absurdo

pois u é S,.

Para s E Di, u­sE X; pois X] é positivamente invariante.

11
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Vamos supor que u­ s € Si. Então, urs=s­t, 0 ESHeteE D!. Como 5,
é positivamente invariante então u ­ s E So. Mas u­s = nm(xo9,t+s) E X9NS, pois
ro E XolSo, que é positivamente invariante. Isto produz uma contradiçãoe então
u­sQ25S,. Portanto u­s E XINS1 e daí XNS] é positivamente invariante.

ii) Para provar que X e S são positivamente invariantes vamos mostrar que

fecho de conjunto positivamente invariante é positivamente invariante.

Sejau E X = X,7. SeuEX, então use X1 CX1,Vs E D,.
Seut€E XX, Ju, E X1 tal que ur — u. Da continuidade da m temos

que: Tí(un,8) > m(u,s), Vs E D,. Como tT(un,s) E X1, YVn E N, Vs E D,,
T(u,s) =u­s E X17. Portanto X é positivamente invariante. Analogamente, S é
positivamente invariante.

Vamos provar que XVS é positivamente invariante.

Primeiramente vamos observar que se u­t E 5,y para algum t > 0, então u E Sy

senão contraria o fato de XVSo" ser positivamente invariante.
Mostraremos que S, = X: (So. Provaremos primeiro que (X1f|S) C S1.

Sejav E (X1(]S9). Logo JuE XçelJteD! tais quev=u­t,evESo, ou
seja, pela observação, u E So7. Portanto vu E S&S) e então (X1f)S)) CS.

A outra inclusão é clara pois se u E Siyu=s­t, ES, tE D!. Como 5,1
é positivamente invariante, u=s,q­t € So. Temos que s9 E Só C Xo, logo ue X71.

Assim 87 € (X1(] 50º) e então S, = (X1(] So)
Como S, é fechado, S = SS] = Xi) SH = X1iNS=XfNS.
Para completar a demonstração, suponhamos que u E XWS mas u­s E S

para algum s E D,. Pela observação feita acima , u € So. Logoue Xf/Só=S
produzindo uma contradição. Portanto XVS é positivamente invariante.

Falta mostrar que r(X, DL) c X.

12
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Sejav E T(X,D!). Então, v=u­tuEX =X, etEeDL.
Se u E X, o resultado é óbvio.

Seu€E XX, então 3 u, E X17 com un — u. Logo, un ­ é — u­t, mostrando

queu­t=vEX1=X.

iii) Mostraremos que X1)S, é denso em X, ou seja, X1VS1 = X

Como S, tem interior vazio, S1 = T1(S., DI) C So também tem. Logo, X1NS1
é denso em X1, portanto em X;7 = X.

A seguir veremos o teorema central do trabalho, em que obtemos uma condição

suficiente para permanência.

2.2.4 Teorema: Sejam So , XoNSo subconjuntos positivamente invariantes do sis­

tema dinâmico (Xo, mt, D+), suponhamos que X, seja fechado, S,q tenha interior vazio

e que X, seja limitado.

Seja P: XNS1 — R contínua, estritamente positiva e limitada.

Definimos :

a(t,u)= liminf PR) ueX, teD,.
vEXAS)7 P(v)

e suponhamos que

1,u E w(S)
supa(t,u) >
t>0 OjuesS (1)

Então existe um conjunto compacto M absorvente para XQNSº com d(M,S) > O.
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Demonstração: É suficiente restringir a análise ao subconjunto compacto X =X,
de X, e provar que M é absorvente para XVS.

Observemos que a(t,­) é semicontínua inferiormente. De fato, definimos

A=fuEeX :a(tju)>b), onde be R e provaremos que À é aberto, para cada
t E Dy' fixado.

Seja u E A. Logo a(t,uo) > b. Dado e = a(t,uo9) — b > O, Vun > uo,

Im: Ee > a(t,uo) — 5, 1 > no.
Portanto 36 > O tal que para v E X1, Jun=uw|<ó=> o > alt,u9)— 5 >),

provando que AÀ é aberto. De fato, vamos supor por absurdo que para Vó > O,

IvEeX tal queluv­uw|<õe ao < alít,uo)—É.
Fazendo é = à, vn E Xi tal que in w|< te sia < a(t,uo) — 5, o que

produz uma contradição. Portanto AÀ é aberto e a(t, ­) é semicontínua inferiormente.

Para t,t'>O0euE€EX,

(v­ (E+t*)) | P(v­t)
P(v­t) P(v)

a(t +t,u) = liminf P
vEXINS1

P(v­(t+t)) . . ,P(v­t)timer | f ——Pl: “TS Po)vEX NS”
> liminf

vEXINS1

P((v­t)­t*)
P(v­t)

P(v­t)
P(v)

= liminf
tu

vEX NS,

« liminf
vu

vEX NS,

= a(t,u­t). a(t,u).

Vamos mostrar por indução que, para t; > 0, i=l1lL.,nmeu€XúX,

a ” te > alto, u)­ILa (6 .=)
j=l
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Para n = | está provado acima.

Consideremos a hipótese de indução (n = k):

a (7%) > aíto,u). fe (6: Es)
i=0

Para n = k + 1 temos:

a (Fe) = (: +tr1,U)
i=0

k k> a (3x6) O (ta2 274)
i=0

>oSA2º) 1a (a De)
i=0

i=0

1=0

1=0

Para demonstrar o teorema, o primeiro passo é provar que a primeira parte de

(1) vale para todo u E S e preliminarmente afirmamos que dados u E Se T >O,

3t >T tal que a(to,u) > O. Se não, para algumu€ S,

T := inffto : a(t, u) = O, é > to) é finito pois, negando a afirmação acima, temos que
JuES, IT >0taisqueVt>T, a(t,u) =0. Então, T E (to : a(tyu) = O, t > to),
e portanto 7 < T que é finito. Combinado com a segunda parte de (1), temos que

T E (0,00). De fato, vamos supor que 7 = O, ou seja, O = inffto:a(t,y'u) = 0, t >
to). Então, Ve > 0,318 <e tal que a(t,u) = 0, t > > O. Daí, a(t,u) = 0, Vt > O.
Senão, 3% > O tal que a(t,u) > O. Tomando e = &, 91 <t: a(tju) =0, Vt > 1.
Portanto af, u) = O, uma contradição.
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Assim, O <7 < oo e existe uma sequência não decrescente (t,) com th — 7

tal que a(t,,u) > O; a possibilidade de t, = 7 para todo n é permitida.

Por (1) 311 > O tal que a(t, u­T) > O e pela semicontinuidade inferior de a(t, ­)
existe uma vizinhança U de u­7 tal que a(t,u) > O para v E U. Agora, existe um
no tal que, para n > nº, u­t, E U pela continuidade da 1 e t, > 17 —t. Mas por

(2), a(tn +t,u) > a(tn,u).a(t,u­t,) > O. Desde que t, +t > 17 para n > nq, temos
que isso contraria a definição de 7.

Portanto está estabelecida a afirmação.

Tomemos u € S e definamos os conjuntos U(h,t) = (uv E X1, a(t,uv) > 1 +
h), (h,t> O). Pela semicontinuidade inferior de a(t,­), cada U(h,t) é aberto
e por (1) a união desses abertos forma uma cobertura aberta de w(u), ou seja,
w(u) C |) U(h,t).

t,h>0

De fato, sejam vu E w(u) , supa(t,u) > 1 e h > O tal que 1 <h < supaí(t,v).
t>0 t>0

Daí31 > O tal que a(f,vu) > h =1+h,h > O. Logov E U(h,8) ew(u) C U U(h,t).
t,h>0

Como w(u) é compacto, admite uma subcobertura finita. Segue que existem

um conjunto finito F C (0,00) e h > O tais que w(u) C U U(h,t) = W.
teF

Como u­t se aproxima de w(u) quando t — oo no sentido que d(u­t,w(u)) > O
quando t — oo, e utilizando a afirmação provada anteriormente, existe um to E D,

tal que u­t E W para t > ta en i=alto,u)>O0.
Escolhamos n tal que (1 +h)º­n>1. (4)

Seja (t;) uma sequência infinita com t; C F' definida da seguinte maneira:
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trEeFeu­tEU(ht);
tt EFeu­(to+ti)EU(h,ta); (pode ocorrer ta =t1)

.

il

tEeFeu­Y't E U(h, ti);
j=0

Daí, por (3), (4) e da definição da sequência (t;) temos:
n n j­1lalto +... +th,u)=a ” to) > aíto,u).I Ja (4 .s > M(1+h)º >,

j=11i=0 1=0

j­l

pois u ­ Di” E U(h,t;). Assim, encontramos t > O tal que a(f,u) > 1, e como
i=0

afirmado, supa(t,yu) > 1, u€ S.
t>0

Desde que S é compacto, podemos concluir pela repetição do argumento de

cobertura visto acima que existem um conjunto finito G C (0,00) e um h* > O tais

que 5 C U U(h',t) := Wi. Desde que Wi, é aberto, existe uma vizinhança fechada
teG

V de S comV C Wi, ou seja, Je > O tal que V = (xr E X : dít,)<e) C Wi.
Usando o Lema 2.1.1 fazendo N = XWV, vamos mostrar que M = y"(N) é o
conjunto absorvente requerido. Temos que XW c X é aberto, XNW é compacto e
XVS é um subconjunto positivamente invariante de X tal que XW E XVS.

Resta mostrar que dado u E XVS, 3t>Otal queu­te (XW).

De fato, se a afirmação é falsa, u­t E V para algum u € XVS e Vt > O.

Como anteriormente, podemos definir uma sequência infinita (t;) com t; CG

da seguinte maneira:
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th EGeuEU(h, to);

t1 EGeu­to EU(h, to Tt);
ta EGeu­t EU(h,to+t+to)

Como anteriormente, usando (3), mostra­se que

+tn,u) > (14+ A*)"H, ou seja,
+tr)) *yn+l

P(o) > (14+ Ah).

Da definição de a, podemos encontrar uma sequência (vz), com vu, E X1NS1,
vi — u, tal que

P(v, “(to +... +t.)) > (14+h*)"H, P(us),

para k E N, Vn E N. Fazendo k — oo, obtemos

P(u­ (to +. +t)))> (1+h)"PL.P(u))vnEeE N

levando a uma contradição, já que P é limitada.

Assim, as condições do Lema 2.1.1 estão satisfeitas e y"(XWV) é o conjunto
compacto absorvente requerido.
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Capítulo 3

Aplicações

Neste capítulo veremos algumas aplicações da técnica da função média de Liapunov.

O método depende da localização dos conjuntos w­limite da fronteira. O modelo de

equações diferenciais ordinárias tratado a seguir é essencialmente do tipo competição

entre espécies. Nosso objetivo é mostrar como os resultados do capítulo anterior

sobre permanência podem ser transferidos para o contexto de modelos guiados por

um sistema de equações diferenciais ordinárias. Uma explicação para um problema

ecológico será dado como uma ilustração.
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3.1 Uma Condição Suficiente para Permanência
Consideremos o sistema:

e seja g:(u) = u; f;i(u).

Suponhamos que f; E C”* o que assegura existência e unicidade de soluções

em RT. Assumimos também que dissipatividade é assegurada, logo do Teorema

2.1.2 existe um conjunto compacto X absorvente para R'º. Seja 5 = X(|ORT; Se
XVS são positivamente invariantes.

3.1.1 Definição: Seja P E C'(XVS,R+y), definimos P E Cº(XNS,R) por

P(u) :=< VP(u), 9(u) >, com produto interno usual e VP(u) = (22, 1... E).
Temos que Pu) = P(u ­t) é a derivada de P ao longo da órbita y*(u). Seja

ba) = Dae o. (2)

Nos exemplos, P será nula em 5, o que significa que pode não existir uma

extensão contínua de 4 a X. No entanto, se vy é limitada inferiormente podemos

definir uma extensão semicontínua inferiormente, ainda denotada por 4, por:

Vv(u) = liminf/(v), vEe XNVS, ueX. (3)
v—u

Uma consequência imediata é a seguinte:
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Para v € XYVS,

= exp fo< og P(v­co
= EM) — a(t,v). (4)P(v)

Vamos agora dar uma formulação mais prática para o Teorema 2.2.4.

3.1.2 Teorema: Assumimos que P E CI'(XNS,R,?) e que 1 definida por (2)
seja limitada inferiormente. Consideremos a extensão de v a X. Então, para todo

uES,v(u­t) é localmente Lebesque integrável para t > O e o sistema u; = u;fi(u)
é permanente se

sup [ee «s)ds>0, uEuw(S).t>0

Demonstração: A primeira parte da tese segue do fato de que composta de função

contínua com semicontínua inferiormente é semicontínua inferiormente, portanto

mensurável. Afirmamos que
t tliminf [| V(v­s)ds > /f v(u­ s)ds
f ovEXVYS

De fato, definindo 6 : X — R por
t t

=/ V(v­s)ds, veXVS e B(uy=lminf] V(uv:s)ds, u€S,
0 vexys JO

segue da definição de limite inferior, dado qualquer u E S existe uma sequência (vn)

em XVS tendendo a u tal que :
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dimb(v.) = 8(0). 6)
Daí, pela continuidade da mn, v, ­ é > u­t quando n — oo, e usando a função

semicontínua inferiormente temos por (3) que:

liminf v(vn +) > liminfy/(2) = V(u­t). (6)
zEXVS

Consideremos a sequência (fr) de funções contínuas onde fr (t) = Yy(vn­t). Elas
são limitadas inferiormente e aplicando o conhecido Lema de Fatou, após acrescen­

tar uma constante se necessário, obtemos:

t

lim P(vn) > liminf (vn ­s)ds.n 300 0

Segue de (5), (6) e (7) que:
t tlim inf / V(v­ s)ds = O(u) = lim 6(v,) > / liminf (vv, ­ s)dsvu— tu

o n—oo o n—0ovEXVYS

>liminf v(2z)ds
zEXNVS

= f vas. (8)

Portanto a afirmação está estabelecida.

Agora, como 4 é limitada inferiormente, segue de (4) e da afirmação anterior
que, para u E 5,
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:

ta(t, u) = liminf Pl liminf exp/ V(v­ s)ds )
t= exp (imo V(v­ sas)ovEXVYS

> exp (fue . s)ds | > O.
Logo, supaí(t,u)> O0parau&€E5S,o que satisfaz a segunda condição do

t>0

Teorema 2.2.4.

Para estabelecer a primeira condição, usaremos a hipótese
t

sup / P(u­s)ds>0, uEw(S), somada às condições (4) e (8).t>0 Jo
t

Segue que, sup / V(u­ s)ds = suploga(t,u) > O.t>0 Jo t>0

t tDaí, sup a(t, u) = supexp / V(u­ s)ds| = exp EX) V(u­ s) ds >t>0 t>0 o t>0 Jo

exp(0) = 1, o que implica que sup a(t,u) > 1, u E w(S), e o teorema está demons­
trado.

Vamos aplicar este resultado a um problema de convivência de três espécies em

ecologia. Consideremos o sistema u; = u;f;(u) para 1 = 1,2,3 e suponhamos que:

1) 3 K tal que fi(u) <O se u; > K onde u = (u1,u2,uU3).

11) Existem k1, ka, k3 € (O, co) tais que (ui ­=k1)fi(v1,0,0) <oO (uv > 0,u £ ki),
e similarmente a inequação vale para k2 e k3. Os pontos K7 = (Kk1,0,0),
K2 =(0,k2,0) e K3 = (0,0, k3) são pontos de equilíbrio e os k; 's são as capacidades
de cada espécie.
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ii) Bia,Pas,O31 < O e Paz, 32,013 > O, onde P;j = f;(K;).

iv) Não existem pontos de equilíbrio no interior das faces.

A condição (i) implica dissipatividade. As inequações dadas na condição (it)
asseguram que os pontos K1, K, e K3 são atratores nos eixos. À condição (it) é
técnica e (iv) garante que não existem órbitas periódicas nas faces. Assim, conside­

rando todas as condições, temos que w(S) = (0, K1, Ka, K3).
Vamos tomar a função P(u) = u1* ­ u2% + us, ue Rà. Logoç , + ,

d(u) = 5— P(u)

— <VP(u), g(u)>
"” P(u)

— ((EL, ae 25), (41 fi(u), u2fa(u), us fa(u)))
us 14292: u33

<(au, 1TLuZS2:4393, agua 91 uz 92 Tl393, au Luz T2 .uzt3Tl), (us fi(U), uafa(u), usafa(u))>
u1º1:u2Z92: 133

asfi (u)u, 142924393 + 0 fa(u)Du,Lu 92 393 + os fa(u)u, 1202 303
u1 14292: u33

3

= afi(u)+ osfa(u)+ asfa(u) = DX asfi(u).
1=l

Do Teorema 3.1.2 é suficiente, para garantir permanência, que exista um a; não­

negativo tal que V(u) > O para u E w(S) e isto acontecerá se as seguintes condições
estiverem satisfeitas:

FS
AVAVAV

3 4 5 6 7 unesp ”. 12 13 14 15 16 17 18



1) Para u=0,y/(0) > 0 & SD aifi(0) >O;
II) Para u = Ki, V(Ki) = onfi(Ki) + af(K) + esft(K) = ceef(K) +
az fa(K1) > 0 & aba + asi >O0.
II) Para u = K3, Vv(K3) = en f1(K2) + cofa(K2o) + osfa(K2o) = ca fi(IGO) +
az fa(K2) > 0 aba + aspas >O0.
IV) Para u = Ka, V(K3) = ca f1(K3) + cafa(Ks) + asfa(Ks) = on fi(Ks) +

as fa(K3) > 0 & a1b31 + a2b32 >O.

Portanto, se existam a1, a2 e a3 não negativos tais que as desigualdades

afa(0) + a2fa(0) + a3f3(0) >O,
aba + asbis>O0,

aba + axbas > O,

ecb31 + c2b32>O,

estão satisfeitas, utilizando o Teorema 3.1.2 concluímos que o sistema é permanente.

3.2 Sistemas de Lotka­Volterra

Vimos que a aplicação da técnica descrita requer o conhecimento do conjunto w­

limite da fronteira de 5. No entanto, para equações diferenciais em dimensões tão

baixas como três, localizar o conjunto w­limite pode ser um problema desgastante e

para dimensões maiores que três, poderá ser extremamente difícil. Este é o obstáculo

principal para o estudo de permanência em sistemas biológicos de dimensões altas.

No entanto, um bom progresso obtemos com uma importante classe de sistemas, do
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tipo Lotka­Volterra. À chave da análise é uma observação simples de Volterra: as

órbitas possuem uma certa propriedade média como veremos no próximo lema.

3.2.1 Definição: Um sistema de Lotka­ Volterra é um sistema da forma

m

Uu; = uu; [A ) biju; 2 t= LM,
j=1

onde a; e b; são constantes.

Lembramos que o valor médio de u;(t) no intervalo [0,t] é dado por
tTH) =t /f ui(s)ds.

0

Tomemos a função P(u) = IL uz, u E R7.
i=1

Do Teorema 3.1.2, permanência é assegurada se existir uma escolha de a; 's > O

tais que

t>0

Em termos de valores médios a inequação acima fica da seguinte maneira:

supY” a; le — 2rio >O. (*)
1>0 TZ

Consideremos o subsistema k­dimensional de Volterra, 1 < E <m, k fixado.

Variando k e reordenando adequadamente os Índices, temos o sistema original

restrito aos eixos coordenados, aos planos e hiperplanos que compõem a frontei­

ra de R", quando k < m. Vamos assumir que existe precisamente um equilíbrio

26
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u* Eint Ri.

3.2.2 Lema: Para algum u = u(0) E RÉ suponha que existam A,B E (0,00) e
t., E D, tal que :

A<u(t)< B

Então lim u(t) =u*.
t— oo

Demonstração: Dividindo cada equação de (xx) pelo u; correspondente, integran­
do em [0,t] e dividindo por £, teremos : ­ = a ­— Db = [Ekeãoff (e — DUO) ds => t! log (=)...=a; — DO

j=1

Como uj(t) é limitada (para t > t,, A < ui(t) < B), temos:

lim "og Luto)(26) = O, de onde segue que
too

k k

7 im bia (tE 2; (limeUs),
1=j=1

k

para 1 = 1,2,...,k. Pondo vi? := lim Ui(t), vemos que a; — d bju; = O,
j=l

i=1,2,..,k.

Como o sistema tem um único ponto crítico u* no interior da face RF, esse
ponto crítico é exatamente o ponto u* = (ví, ..., vt).

Observação: Se as condições do lema estão satisfeitas, tomando t — oo em (x),

então é suficiente para permanência que:

27
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n k

) a; 1a — ) bijus > O.
1=1 j=1

Como exemplo, examinemos o caso bidimensional
2

Uu; = u; [A — ) biju; 9,
j=1

para +? = 1,2. Uma situação possível dentro das hipóteses consideradas é a que

apresenta quatro pontos críticos indicados na figura abaixo:

Da última observação é suficiente para garantir permanência que:

a1(a, — buuz — biaus) + a2(as — baut — bagus) > O.

Como neste caso uz = 74 e uz = 72, é suficiente que bi2 < 0 e ba; <O.
Vamos aplicar este resultado em um exemplo ecológico.

28
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Considere o sistema de equações diferenciais

Essas equações descrevem a interação entre duas espécies, ui e us, na qual,

em ambos os casos, a relação entre a mesma espécie ou relação intraespecífica é

desarmônica enquanto que a relação entre espécies distintas ou relação interespecífica
é harmônica.

Os pontos críticos são: (0,0), (0,1), (1,0) e (4,3).
Consideremos as retas: 2+u—2u=0 (1) e l1­u+u=0 (2).
Analisando o sinal das derivadas, vemos que o sentido das órbitas em cada uma

das regiões do plano delimitadas pelas retas acima é o indicado na figura abaixo.

(2)

O (1)
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Isto sugere que o ponto de equilíbrio populacional (4,3) é assintoticamente
estável, e o sistema é portanto permanente. Isto significa que as espécies u, e us se

aproximam deste ponto e então não serão extintas. Esta é a idéia de permanência.

Aplicando o resultado obtido acima temos que, para este exemplo, bia = —l e

bo, = —1, ou seja, o sistema é de fato, permanente.
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