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Neste trabalho estudamos o conceito de permanéncia e sua aplicagao em sis-

temas biolégicos. A técnica consiste em utilizar as chamadas fungdes médias de

Liapunov e a localizagdo do conjunto w—limite da fronteira do cone invariante R’
do sistema.
Aplicagdes sdo dadas em um problema de convivéncia entre espécies e no mo-

delo classico de Lotka-Volterra.

Palavras chaves: Conjunto w—limite; Conjunto Absorvente; Fungdes Médias

de Liapunov; Invariancia; Permanéncia.




Abstract

In this work we study the concept of permanence and its application in biological
systems. The approach consists in the use of the so called average Liapunov functions
and the location of the w—limit set of the boundary of the invariant cone RT for
the system.

Applications are given in a problem of interaction among species and in the

classical Lotka-Volterra model.

Keywords: w—limit Set; Absorbing Set; Average Liapunov Functions; Invari-

ance; Permanence.
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Introducao

O objetivo deste trabalho é estudar o conceito de permanéncia e como os resulta-
dos obtidos podem ser aplicados em modelos guiados por um sistema de equagoes
diferenciais ordindrias do tipo #; = u;fi(u) (¢ = 1,2,...,m), que aparecem em
problemas de competigao entre espécies, por exemplo, o do tipo Lotka-Volterra.

O trabalho consta de trés capitulos.

No capitulo 1 apresentamos alguns resultados necessarios dos sistemas dinamicos.
Vemos as propriedades bédsicas dos conjuntos limites e definimos alguns conjuntos
que sao usados no decorrer do trabalho.

No capitulo 2 apresentamos a definigio de permanéncia e verificamos como
dissipatividade e compacidade produzem um conjunto compacto que absorve érbitas.
O teorema central do trabalho é apresentado aqui.

No dltimo capitulo mostramos algumas aplicagdes da técnica estudada, que
consiste em enfraquecer condigdes das chamadas fungbes médias de Liapunov, e na

localizagdo dos conjuntos w—limites da fronteira do cone invariante R'.




Capitulo 1

Preliminares

Apresentamos neste capitulo notagdes, definigoes e resultados que serao usados

no decorrer do trabalho.

1.1 Conjuntos Basicos

1.1.1 Definigao: Seja X C R™. Vamos considerar X com a topologia dada pela
distancia euclidiana d. Uma fungdo f : X — R € semicontinua inferiormente se

para cada real b, o conjunto {z € X : f(z) > b} € aberto em X.

Um exemplo elementar de fungdo semicontinua inferiormente é f : R — R dada

por
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Sejam Y C R™, d a distancia euclidiana e D, = Z, ou R,.

Os pontos em Y serao denotados por u,v,... e subconjuntos de Y por U,V ...

Para e—vizinhangas de U usaremos : B(U,e) ={v €Y : Ju € U,d(v,u) <¢€} e
B(U,e)={veY: JueUdw,u) <€}

1.1.2 Definigao: A terna (Y, n,D,) é um sistema dinamico sen:Yx Dy =Y
satisfaz para todou € Y, s,t € D,.:

i) w(u,0) =w;

i) m(m(u,t),s) = m(u,t + s);

iii) ™ é continua.

Exemplo: o sistema dinamico associado a uma equagao diferencial ordinaria
auténoma z = f(z), onde m(u,t) := z(¢,u) é a solugdo z(t) da equagao diferencial
t = f(z) que em t = 0 vale u.

Se D, = R, o sistema é dito continuo, se D, = Z,, é dito discreto.

Denotaremos, por conveniéncia, 7(u,t) = u - t.

Para subconjuntos U CY e I C Dy, Uu-t:=U-teU-I:=UUu-t.
uel tel uelU
Um ponto u é um ponto de equilibrio se u = u-t, t € Dy, e é ponto

periédico se 3T >0tal queu-t=u-(t+7T), parat € D;.

Num sistema dindmico (Y, 7, D) consideraremos os seguintes subconjuntos:

1.1.3 Defini¢ao: O conjunto v*(u) ={v:v=u-t,t € D;} é a 6rbita por u e

vH(U) € definido como U v (u).
uel




1.1.4 Definigao: Um conjunto U C Y ¢é positivamente invariante se

y*(U) C U, e invariante se U -t=U, YVt € D,.

Vamos introduzir alguma terminologia para estudar o comportamento as-

sintético de sistemas dinamicos e dar alguns resultados de condigGes dissipativas.

1.1.5 Definicao: Um conjunto U C Y ¢ atrator para V C Y se
limd(v-t,U)=0,YveV.
t—oo

1.1.6 Definicao: O sistema dinamico (Y, n,D,) € dissipativo se ezistir um con-

junto limitado atrator paraY .

1.1.7 Definicao: Um conjunto U ¢ absorvente para V se é positivamente in-
variante e Y*(v)U #0, VveV.

1.2 Propriedades Basicas dos Conjuntos Limites

Num sistema dindmico (Y,m, D, ), os conjuntos w-limite assumem um papel de

grande importancia, como teremos a oportunidade de comprovar.

1.2.1 Definicao: O conjunto w-limite de u € Y, w(u), € definido como:

w(u)={veY:3I(t,),tn, — oo,u-t, — v}

Para um subconjunto U C Y, w(U)




1.2.2 Lema: Suponhamos que a érbita y*(u) seja limitada. Entdo:

1) w(u) é ndo vazio;
1) w(u) é compacto;
117) w(u) € invariante;

iv) w(u) é o menor conjunto fechado que u -t se aproxima quando t — 00 no

sentido que d(u - t,w(u)) — 0 quando t — o0;
v) Se D4 = R, entdo w(u) é conexo;

vi) Se U é fechado e positivamente invariante entdo w(U) C U.

Demonstragao: ¢) Como y*(u) é limitada, para toda {t,} com t, = 00, u-t, é

limitada, logo existe uma subsequéncia t, tal que lim u-t, =v. Logo v € w(u)

n;—o0

e entdo w(u) # 0.

1) Como y*(u) é limitada entdo w(u) também é. Provaremos que w(u) é fechado,

ou seja, mj = w(u).
Como w(u) C w(u) veremos que w(u) C w(u).

Se v € w(u) entdo existe uma sequéncia v, € w(u) tal que v, — v quando

n — 00; como v, € w(u) existe t7 € D, tal que u -t} — v, quando j — oo.

Tomando a sequéncia diagonal (u - tj) temos que u - tj: — v, ou seja, v € w(u) e

w(u) C w(u). Portanto w(u) é fechado.




i11) Provaremos que w(u) -t = w(u) ,t € D,.
Mostraremos primeiramente que w(u) -t C w(u). Fixemos t € D,. Seja
z € w(u) - t, ou seja, z = v+t com v € w(u). Como v € w(u), 3¢, € D; tal que
u - t, = v quando t,, = 00.
Pela continuidade da 7 temos:
n(m(u,t,),t) — 7(v,t), ou seja, m(u,t, +t) — w(v,t) =v -t =2 € w(u).
Logo w(u) - t C w(u).

Mostraremos agora a outra inclusao.

Se v € w(u), entao 3¢, € D, tal que u-t, = v.

Para t, > t, (7(u,t, — t)) é limitada.

Logo existe subsequéncia (t,;) tal que m(u,t,, —t) — z € w(u), e pela

continuidade da m, w(m(u,t,; — t),t) — m(z,t), ou seja, m(u,t,;) — w(z,t) =
z-t=w.
Dai, v € w(u) -t e w(u) Cw(u)-t, t € D;.

Portanto w(u) é invariante.

iv) Seja F' um fechado tal que d(u -t, F') = 0 quando ¢ = oo e suponhamos que

exista y € w(u) com y & F.

Como F é fechado, § := d(y, F) > 0. Se U = B(F, %), entao existe ty € D, tal
que u-t € U, V¢t > ty. Por outro lado, como y € w(u), existe uma sequéncia (u - t,)
tal que u-t, e Uewu-t, >y, n = 00, 0 que dd uma contradigao.

Suponhamos agora que d(u - t,w(u)) 4 0, t = oo.

Logo existe um ¢y > 0 : Vty € D;,3t > ty de modo que d(u - t,w(u)) > €.
Portanto 3¢, € D; com d(u - t,w(u)) > €, Vk € DL (2.




Por outro lado, (u - t;) ¢ limitada, dai 3 (t,) com u - t;; = y € w(u) quando
j — 00, 0 que contradiz a afirmagao anterior.

Logo, d(u - t,w(u)) — 0 quando ¢ — oo.

v) Vamos supor que w(u) seja desconexo.

Logo w(u) = Q1 [JQs com Q; Qe =0, Q; compactos nao vazios, 1 = 1,2.

Entdo existem abertos V, W com Q; CV, Qe CWe VW =0.

Seja U aberto tal que Q; CU ¢ V.

Sejam u; € Q; e us € Q. Logo, existe uma sequéncia (¢,) tal que u - t, = u
e existe uma sequéncia (s,) tal que u - s, = us.

Dai, existe N € N tal que paran > N, u-t, € U eu-s, € W. Entre os
termos das sequéncias (t,) e (s,), para n suficientemente grande, é possivel obter
uma sequéncia (7,) tal que u -7, € V\U. Como (u - 7,) é limitada, existe uma
subsequéncia (7,,) tal que u-7,, = v € V\U, uma contradigdo, ja que v € Q; |J Q.

Portanto w(u) € conexo.

vt) Se v € w(U) entdo v € U w(u), logo v pertence a algum w(u), u € U.

uel
Dai 3 (¢t,) com t, — oo tal que u - ¢, — v.

Como u - t, € v*(u) e U é positivamente invariante, u - t, € U e por U ser
fechado por hipétese, u-t, - v € U.
Portanto w(U) C U.




Capitulo 2

Permanéncia

2.1 Conjuntos Absorventes

Mostramos neste capitulo condigoes que garantem a existéncia de conjuntos ab-
sorventes para um sistema dinamico. O préximo teorema nos mostrara como dissi-
patividade e compacidade produzem um conjunto compacto que absorve érbitas.

Um lema técnico serd dado antes.

2.1.1 Lema: Seja N CY um aberto com N compacto. Seja V CY com

N CV CY, vamos assumir que V ¢ positivamente invariante e que v+ (v) (N # 0
para todo v € V. Entdo:

i) y+t(N) é um subconjunto compacto, positivamente invariante e absorvente para
V.

i1) Se K CV é compacto, entdo v*(K) estd contido num subconjunto compacto

de V e ainda, 3t(K) € D, tal queu-t € v*(N) parau € K et > t(K).




Demonstragao: Seja A C V compacto. Desde que y*(u) intercepta N para cada
u € A, dadou € A,3T(u) € (0,00) tal que u-T(u) € N. Como N é aberto existe
uma vizinhanga aberta V(u) de u em A tal que V(u) - T(u) C N. Agora, U V(w)

u€A
€ uma cobertura aberta de A, e como A é compacto, existe uma subcobertura finita

V(w), V(uz),...,V(u,) de A, tal que,

AC V() UV ().

Temos que V(u;) - [0,T(u;)] = m(V(w;), [0, T(u;)]) é compacto, como imagem
de um compacto por uma aplicagdo continua.

Entao

=L_J )+ [0, T'(u;)]

¢ compacto, como unido finita de compactos.

i) Provaremos que y*(N) = I'(N), I definido acima.

Observemos que quando A = N, pode ocorrer que -t € N quando u € N,
para todo ¢ > 0. Neste caso T'(u) > 0 pode ser tomado arbitrariamente.

No entanto, pode ocorrer que 3¢ > 0 tal que u -t ¢ N. Neste caso, necessari-
amente, teremos T'(u) > t, j4 que a 6rbita tem que voltar a N, por hipétese.

Assim,se 2 = u-t € y*(N) com u € N e t € Dy, existe u;, € N tal que
u € V(u;,), vizinhanga dada na definigdo de I'. Logo, z € V (u;,) - t.

Da observagao acima, podemos supor que T'(u; ) > t, e portanto
z € V(uy) - [0,T(uy,)] € T(N).

Portanto y*(N) C I'(N), e como a outra inclusio é ébvia, temos que

4*(N) = T'(N), que é compacto, positivamente invariante e absorvente para V.
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it) Sejam A = K, t(K) = max (u;), onde T'(u;) é obtido como acima para
A=K,i=1,..,n Sejau € K_'._Logo, set > t(K) entdao u-t € N C N que é
compacto.

Para 0 < t < t(K), u-t € UV(u,;] - [0,¢(K)] que também é compacto,
i=1
mostrando que ¥ (u) estd contido num subconjunto compacto de V.

2.1.2 Teorema: Suponhamos que ezista um conjunto compacto K atrator para

Y. Entdo existe um conjunto compacto X absorvente para Y.

Demonstragao: Fixemos € > 0 dado. Sejam N = B(K,e) e V =Y.
Dadou €Y, ilim d(u-t,K)=0.
—00

Logo 3T (u) > 0 tal que d(u -t,K) < € para t > T(u), o que implica que
u-t € B(K,e), parat > T(u).

Pelo Lema anterior y7(B(K,€)) C Y é compacto absorvente para Y.




2.2 Fungoes Médias de Liapunov e Permanéncia

Suponhamos que Y = Y; |J 0Y) onde Y} € aberto e que Y; e 3Y} sdo positivamente

invariantes.

2.2.1 Definigao: Um sistema dinamico em Y é permanente se eriste um con-

junto limitado U atrator para Yy com 11615r d(u,0Yp) > 0.

Dissipatividade serd exigida em todos os casos a serem tratados. Junto com
a compacidade poderemos mostrar que existe um conjunto compacto X absorvente
para Y. Restringiremos o sistema original a X. Neste caso, S = 9Yy[) X serd
um subconjunto compacto de X com interior vazio, S e X\S serdo positivamente
invariantes. Como um exemplo, em z; = z;fi(z), Y = R} , 8Y} é a unido das faces
z; = 0. O conjunto X é uma vizinhanga compacta da origem e S a sua intersegao

com 30Yj.

2.2.2 Definigao: Dada uma vizinhanga U de S, uma fungao média de Liapu-

nov em U € definida como:
VeCWlURy); VIH0)=S e V(@-t)>V(@), t>0, ueU\S.

A idéia é aplicar fungées médias de Liapunov para obter permanéncia, ja que
V' é crescente sobre drbitas e sé6 se anula em S, ou seja, as érbitas estdo a uma
distancia positiva da fronteira S.

Em geral, mesmo nos casos mais simples, é muito dificil achar tal fungao V.
Logo, a tética é enfraquecer as condigdes sobre V' para obter permanéncia. Isso serd
feito no préximo teorema, e para tanto definiremos alguns conjuntos e passaremos

a trabalhar com eles.




Seja X um conjunto limitado absorvente para (Y,7,D,) e consideremos o

sistema (Xo,m, D).

Notagao: Sejam D} := Dy [1,00), X;:=m(Xo,D}), Xi:=X, S:=08X,,

S1 :=m(Sy,D.) e S; := S, com a topologia induzida de Xj.

O lema a seguir nos d4 algumas propriedades desses conjuntos.

2.2.3 Lema: Sejam Sy , X(\Sy positivamente invariantes, X, fechado e Sy com
interior vazio. Entdo:

1) X1, S1, e X1\S: sdo positivamente invariantes;

i) X, S, X\S sdo positivamente invariantes e 7(X,D}) C X;

it1) X1\S) € denso em X.

Demonstragao: ) Vamos mostrar que X; é positivamente invariante, ou seja,
¥7(X1) C X;.

Por definigao, X; := m(X,, D). Se u € X; entdo u = z4-t, paraalgum ¢ € ]D_l,_
e xy € Xp.

Para s € Dy, u s = n(u,s) = n(n(zo,t),s) = w(zo,t + s) € X;, j& que
t+s e D..

Portanto X; é positivamente invariante. Analogamente, S; é positivamente

invariante.

Provaremos agora que X;\S; é positivamente invariante.

Se u € X;\S; entdo u € X1, logo u = ¢ -t para algum t € D!, 2y € Xj e
ainda u & Sy, ou seja, u # so-t, Vt € D} e V59 € Sp.

Afirmamos que zy € X\ Sy. De fato, se zp € Sy entdo u = z¢-t € S;. Absurdo
pois u & S;.

Para s € Dy, u-s € X, pois X; € positivamente invariante.

11




Vamos supor que u-s € S;. Entdo, u-s=sy-t, s0€Spet € D! . Como S,

é positivamente invariante entdo u-s € Sp. Mas u - s = m(zg,t + s) € X\ Sy pois
zyg € Xo\Sy, que é positivamente invariante. Isto produz uma contradigio e entdo

u-s &S;. Portanto u-s € X;\S; e dai X;\S; é positivamente invariante.

1) Para provar que X e S sdo positivamente invariantes vamos mostrar que
fecho de conjunto positivamente invariante é positivamente invariante.

Sejau€ X =X;. Seu€ X, entiou-s€ X; C X;,Vs€D,.

Se u € X;\X1, 3u, € X, tal que u, — u. Da continuidade da m temos
que: 7(un,s) = m(u,s), Vs € Dy. Como 7(u,,s) € X;, Yn € N, Vs € Dy,
m(u,s) = u-s € X;. Portanto X é positivamente invariante. Analogamente, S é
positivamente invariante.

Vamos provar que X\S é positivamente invariante.

Primeiramente vamos observar que se u-t € Sy para algum ¢ > 0, entdo u € S
sendo contraria o fato de X\ S, ser positivamente invariante.

Mostraremos que S; = X;[)Sp. Provaremos primeiro que (X;[Sp) C S;.

Seja v € (X1()So). Logo Ju € Xpe 3t € D! taisquev=u-t,ev €S, ou
seja, pela observagao, u € Sy. Portanto v € S; e entao (X;[1]S,) C Si.

A outra inclusdo ¢ clara pois se u € Sy, u = sg - t, 59 € Sp, t € D}. Como S
€ positivamente invariante, u = sy -t € Sy. Temos que sy € Sy C X, logo u € X; .

Assim S; C (X1[)So) e entdo S; = (X1 So)

Como Sy é fechado, S =5 = X; N So = X1 NS0 = X N So.

Para completar a demonstragdo, suponhamos que © € X\S mas u-s € S
para algum s € D,. Pela observagio feita acima , u € Sy. Logou € XSy = S
produzindo uma contradigao. Portanto X\S é positivamente invariante.

Falta mostrar que 7(X,D}) C X.

12




Sejav € m(X,D!). Entdo,v=u-t,u€ X =X, et € D}.

Se u € X, o resultado é ébvio.
Se u € TI\XL, entdo Ju, € X; com u,, — u. Logo, u, -t = u - ¢, mostrando

queu-t=v€ X; =X.

111) Mostraremos que X;\S; é denso em X, ou seja, X;\S; = X
Como S, tem interior vazio, S; = m(Sy, D}) C Sy também tem. Logo, X;\S;

é denso em X, portanto em X; = X.

A seguir veremos o teorema central do trabalho, em que obtemos uma condigao

suficiente para permanéncia.

2.2.4 Teorema: Sejam Sy , X¢\Sy subconjuntos positivamente invariantes do sis-
tema dindmico (X, 7, Dy ), suponhamos que X, seja fechado, Sy tenha interior vazio
e que X; seja limitado.

Seja P : X1\S; — R continua, estritamente positiva e limitada.

Definimos :

a(t,u) = lim inf Pid43)

; U e Tl: t E ]D+:
uE;tl\Sl (U)

e suponhamos que

l,u € w(S
sup a(t,u) > )
t>0 D,U (= S (1)

Entao existe um conjunto compacto M absorvente para Xo\Sy com d(M,S) > 0.




Demonstragio: E suficiente restringir a analise ao subconjunto compacto X = X,
de X, e provar que M é absorvente para X\S.

Observemos que «af(t, ) é semicontinua inferiormente. De fato, definimos
A= {u € X : a(t,u) > b}, onde b € R e provaremos que A é aberto, para cada
t € D, fixado.

Seja ug € A. Logo o(t,up) > b. Dado € = a(t,ug) — b > 0, Vv, = wuy,
dng: % > a(t,uy) — 5, n 2> ny.

Portanto 34 > 0 tal que para v € X, |[v —ug| < 8 = %l > aft,ug) — § > b,

provando que A é aberto. De fato, vamos supor por absurdo que para V4§ > 0,
Jv e X, tal que [v —ug| < S e %l < oft,ug) — 5.

Fazendo § = ;1;, J v, € X, tal que |v, — uo| < % e ﬂPE;‘T.t}} < aft,uy) — 5, o que
produz uma contradigdo. Portanto A é aberto e a(t, -) é semicontinua inferiormente.

Parat,t* >0eu € X,

P(v-(t+t*)) P(v-t)
P(v-t) ) P(v)

a(t +t*,u) = liminf
vEX1\5

Plu<(t427)) o L UPa+1)
-—ﬂ———:}—)——-*.llrbn_}unf P()

ve.\’l\Sl

> lim inf
v—bu ('U
vEX\5

B (v-
—llﬁlunf Plo- 1

vEX1\Sy

=a(t',u-t).at,u).

Vamos mostrar por indugao que, parat; >0, i=1,..,n,eu€ X,

T j—1
a (Z‘:t;,u) > a(tg,u).ﬁa (tj,u . Zt,’).
i=0 ji=1 =0
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Para n = 1 esta provado acima.

Consideremos a hipétese de indugdo (n = k):

(Zt,,u) > afty,u)

Para n = k 4 1 temos:

(%t‘,u) _a(Zt + brg1,u )

=0

> o (Ek:t‘,u) Lo (tHl,u Zt)

i=0

> [a (to,u Ha(tj,u Zt)] .a(tm,u—i:tf)

=0 =0

afto,u ﬁa (t,,u Zt)

i=0

Para demonstrar o teorema, o primeiro passo é provar que a primeira parte de
(1) vale para todo u € S e preliminarmente afirmamos que dados u € S e T > 0,
d¢ty > T tal que a(ty,u) > 0. Se ndo, para algum u € S,
= inf{¢y : a(t,u) =0, t > ¢y} é finito pois, negando a afirmagao acima, temos que
Jue S, AT >0taisqueVt > T, a(t,u) =0. Entdo, T € {to: a(t,u) =0, t > ty},
e portanto 7 < T que é finito. Combinado com a segunda parte de (1), temos que
€ (0,00). De fato, vamos supor que 7 = 0, ou seja, 0 = inf{ty : a(t,u) =0, t >
to}. Entao, Ve > 0,3 ¢ < e tal que a(t,u) =0, t > ¢ > 0. Dai, a(t,u) =0, Vt > 0.
Senao, 3t > 0 tal que a(t,u) > 0. Tomando e = ¢, 3t < t:a(t,u) =0, YVt > ¢t

Portanto oz(?, u) = 0, uma contradigao.
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Assim, 0 < 7 < 00 e existe uma sequéncia ndo decrescente (¢,) com t, = T
tal que a(t,,u) > 0; a possibilidade de t,, = 7 para todo n é permitida.

Por (1) 3¢ > 0 tal que a(t,u-7) > 0 e pela semicontinuidade inferior de af(t, )
existe uma vizinhanga U de u - 7 tal que a(t,v) > 0 para v € U. Agora, existe um
ng tal que, para n > ny, u-t, € U pela continuidade da 7w e t,, > 7 — t. Mas por
(2), a(t, +t,u) > a(ts,u).at,u-t,) > 0. Desde que t, +t > 7 para n > ny, temos
que isso contraria a definigao de 7.

Portanto esta estabelecida a afirmagao.

Tomemos u € S e definamos os conjuntos U(h,t) = {v € X;, a(t,v) > 1+
h}, (h,t > 0). Pela semicontinuidade inferior de a(t,-), cada U(h,t) é aberto

e por (1) a unido desses abertos forma uma cobertura aberta de w(u), ou seja,

w(u) C | J Uk,1).

t,h>0

De fato, sejam v € w(u) , supa(t,v) > 1 e h > 0 tal que 1 < h < supa(t,v).
>0 >0

Daf 3 > 0 tal que o(f,v) > h = 14+h, h > 0. Logov € U(h,t) ew(u) C U U(h,t).
t,h>0

Como w(u) é compacto, admite uma subcobertura finita. Segue que existem

um conjunto finito F' C (0,00) e h > 0 tais que w(u) C U U(h,t) :=W.
teF
Como u-t se aproxima de w(u) quando ¢ — 00 no sentido que d(u-t,w(u)) — 0

quando t — 00, e utilizando a afirmagao provada anteriormente, existe um ¢y € D,
tal que u-t € W parat > ty e n:= a(ty,u) > 0.
Escolhamos n tal que (1+ h)" -5 > 1. (4)

Seja (t;) uma sequéncia infinita com t; C F definida da seguinte maneira:




ti€Feu-tyeU(h,t);
ty € Feu-(tg+t) € U(h,ty); (pode ocorrer t; = t;)

i1
t;€Fe “'Zti € U(h,t:);

3=0

Dai, por (3), (4) e da defini¢cdo da sequéncia (t;) temos:

n n j-1
a(ty+ ... +tp,u) = @ (Z ti,u) > a(tg,u).Ha (tj,u . Zti) > n.(14+h)" > 1,
i=1

1i=0 =0

a1
pois u - Zti € U(h,t;). Assim, encontramos t > 0 tal que Oc(?, u) > 1, e como

i=0
afirmado, supa(t,u) > 1, u € S.
>0
Desde que S é compacto, podemos concluir pela repeticio do argumento de
cobertura visto acima que existem um conjunto finito G C (0,00) e um A* > 0 tais

que S C U U(h*,t) := W;. Desde que W, é aberto, existe uma vizinhanga fechada

teG
V de Scom V C Wy, ouseja, e > 0tal que V = {z € X :d(z,S) < ¢} C Wi.

Usando o Lema 2.1.1 fazendo N = X\V, vamos mostrar que M = y*(N) é o
conjunto absorvente requerido. Temos que X\V C X é aberto , W é compacto e
X\S é um subconjunto positivamente invariante de X tal que X\V C X\S.
Resta mostrar que dado u € X\S,3t > 0tal queu-t € (X\V).
De fato, se a afirmagao é falsa, u-t € V para algum u € X\S eVt > 0.
Como anteriormente, podemos definir uma sequéncia infinita (¢;) com t; C G

da seguinte maneira:




to € GeueU(h',t);
1 EGCU'tDE U(h*,t[]'l'tl);
theGeu-t; € U(h*,t0+tl+t2);

Como anteriormente, usando (3), mostra-se que

+ta,u) > (14 h*)", ou seja,
P(v-(tg+ - + 1))
n > h* fH-]..
P(o) 2 (1+F)

Da definigdo de o, podemos encontrar uma sequéncia (v;), com v € X;\5,

v — u, tal que
Plok - (to + - +£a) > (1+57)™ . P(wy),
para k € N, Vn € N. Fazendo k — 00, obtemos
Pu-(ty+...+t,)) > (1 +h)"".P(u), VneN

levando a uma contradigdo, ja que P é limitada.

Assim, as condigdes do Lema 2.1.1 estdo satisfeitas e y*(X'\V') é o conjunto

compacto absorvente requerido.




Capitulo 3

Aplicacoes

Neste capitulo veremos algumas aplicagdes da técnica da fungdo média de Liapunov.
O método depende da localizagdo dos conjuntos w-limite da fronteira. O modelo de
equagdes diferenciais ordindarias tratado a seguir é essencialmente do tipo competigao
entre espécies. Nosso objetivo é mostrar como os resultados do capitulo anterior
sobre permanéncia podem ser transferidos para o contexto de modelos guiados por
um sistema de equagoes diferenciais ordindrias. Uma explicagdo para um problema

ecoldgico sera dado como uma ilustragao.




3.1 Uma Condigao Suficiente para Permanéncia

Consideremos o sistema;:
?.L" = u,:fi(u) ] (1)

e seja gi(u) = u; fi(u).

Suponhamos que f; € C™ o que assegura existéncia e unicidade de solugdes
em R7. Assumimos também que dissipatividade é assegurada, logo do Teorema
2.1.2 existe um conjunto compacto X absorvente para RT'. Seja S = X [ORT; S e

X\S sdo positivamente invariantes.

3.1.1 Definigao: Seja P € C'(X\S,R,), definimos P € C°(X\S,R) por

P(u) :==< VP(u),g(x) >, com produto interno usual e VP(u) = (ag—f;‘), 435 %‘l).

Temos que 2% — P(y - t) é a derivada de P ao longo da érbita y+(u). Seja

P(v) _ < VP(u),g(u) >

Y(w) = P @)

Nos exemplos, P sera nula em S, o que significa que pode ndo existir uma
extensao continua de 1 a X. No entanto, se ¥ é limitada inferiormente podemos

definir uma extensdo semicontinua inferiormente, ainda denotada por ¥, por:

Y(u) =liminf¢(v), ve X\S, ue€X. (3)

v—u

Uma conseqiiéncia imediata é a seguinte:




Para v € X\S,
exp [/Otw(v -s)ds] = exp /: ;:E: zids]
= exp [/: % log P(v - s)ds]

= £ = oft, ). (4)

Vamos agora dar uma formulagdo mais pratica para o Teorema 2.2.4.

3.1.2 Teorema: Assumimos que P € C'(X\S,Ry) e que ¢ definida por (2)
seja limitada inferiormente. Consideremos a extensdao de v a X. Entdo, para todo
u € S, ¢P(u-t) é localmente Lebesque integrdvel para t > 0 e o sistema u; = u; f;(u)

¢ permanente se

sup/ot@b(u -+ 8)ds >0, u€w(S).

>0
Demonstragao: A primeira parte da tese segue do fato de que composta de fungao
continua com semicontinua inferiormente é semicontinua inferiormente, portanto

mensuravel. Afirmamos que

t :
lim inff P(v-s)ds > [ Y(u-s)ds
UE;:S 0 0

De fato, definindo 8 : X — R por

¢
:fv,b(v-s)ds, vEX\S e —llmlnff Y(v-s)ds, u€S,
0 vEX\S

segue da definigao de limite inferior, dado qualquer u € S existe uma seqiiéncia (v,)

em X\S tendendo a u tal que :
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lim B(va) = B(w). (5)
Dai, pela continuidade da m, v, -t = u - t quando n — 00, e usando a fung¢io

semicontinua inferiormente temos por (3) que:

lim inf 9 (v,-t) > liminf9(2) = ¥(u-t). (6)

Tn—00 —hu-t
tEX\S

Consideremos a seqiiéncia ( f,,) de fungdes continuas onde f,(t) = ¥(v,-t). Elas
sao limitadas inferiormente e aplicando o conhecido Lema de Fatou, apds acrescen-

tar uma constante se necessario, obtemos:

n—oo

t
lim B(v,) 2/ lim inf ¥ (v, s)ds.
TI—+ 00 U

Segue de (5), (6) e (7) que :

t

t
lir(n__iunff Y(v-s)ds = B(u) = lim B(v,) > [ liminfe(v, - s)ds
0 n—oc

VEX\S 0 "IX

t
> | liminfy(z)ds

0 :ex\s

. fo lwa)de (8)

Portanto a afirmacao estd estabelecida.
Agora, como % é limitada inferiormente, segue de (4) e da afirmagio anterior

que, para u € S,




t
ot u) = liminf = I(;Ev)t) = limjpf exp { /ﬂ w(v-s)ds}

vEX\S
t
= exp liminf/ P(v-s)ds
vex\s Y0

> exp {/:qb(u . s)ds} = 0.

Logo, supa(t,u) > 0 para u € S, o que satisfaz a segunda condigao do
>0
Teorema 2.2.4.

Para estabelecer a primeira condigao, usaremos a hipdtese

t
sup/ P(u-s)ds >0, u€ w(S), somada as condigdes (4) e (8).
0

t>0

t
Segue que, supf Y(u - s)ds = suploga(t,u) > 0.
0

t>0 t>0

t>0 t>0 t>0

Dai, supa(t,u) = supexp [ft Y(u- s)ds} = exp [sup[td)(u . s)ds] >
0 0

exp(0) = 1, o que implica que stgopa(t,u) > 1, u € w(S), e o teorema estd demons-

trado.

Vamos aplicar este resultado a um problema de convivéncia de trés espécies em

ecologia. Consideremos o sistema u; = u;f;(u) para ¢ = 1,2,3 e suponhamos que:
i) 3 K tal que f;(u) < 0se u; > K onde u = (uy,us,us).

31) Existem k]_,kg, k;} € (0,00) tais que (ul—kl)fl(ul,ﬂ,{]) <0 (ul 2 O,ul -'/—‘ kl),
e similarmente a inequagao vale para k; e k3. Os pontos K; = (k;,0,0),
Ky = (0,k,,0) e K3 = (0,0, k3) sdo pontos de equilibrio e os k; 's sdo as capacidades

de cada espécie.




i) P2, P23, P31 < 0 e Por, P32, f13 > 0, onde Bi; = fi(K:).

iv) Néao existem pontos de equilibrio no interior das faces.

A condigdo (z) implica dissipatividade. As inequagdes dadas na condigao (i7)
asseguram que os pontos K;, K> e K3 sdo atratores nos eixos. A condigdo (i) é
técnica e (iv) garante que ndo existem érbitas periédicas nas faces. Assim, conside-
rando todas as condigdes, temos que w(S) = {0, K1, K, K3}.

Vamos tomar a fungdo P(u) = u1™ - u®? - u3®®, u € R3. Logo,

Y(u) = 5

__ <V P(u), g(u)>
- P(u)

(g, 270e), 07U ), (s £ (w), uzfa(u), uafa(w))

wy Tl ®2.us®3

<(ogug®1 7 w22 u3"3, apuy 1 up®2 g3, apuy ®1-us®2.u3®3 1), (ug fi (u), ua fa(u), uafa(u))>
T U ¥l ug®2.u3*3

— o fi(w)ur®1-up®2-u3®3 + ag fo(u)ur1uz®2-uz®3 + o fz(u)uy*1-up2-uz™3
S w1 %1 up @2 uz3

= o1 fi(u) + asfo(u) + asfs(u) = Za,:fl-(u).

Do Teorema 3.1.2 € suficiente, para garantir permanéncia, que exista um o; nao-

negativo tal que ¥(u) > 0 para u € w(S) e isto acontecera se as seguintes condigoes

estiverem satisfeitas:




I) Parau =0, 4(0) >0 & za:a.-f,:(ﬂ) > 0;

) Paras == K, 9] = oufi(l) + oafilK) + eshl)
asf3(K1) > 0 & azfia + asfiz > 0.

III) Para u = Kj, ¥(K3) = a1fi(K2) + aafa(Ks) + a3f3(Ka)
a3f3(K2) > 0 a1fy + asfas > 0.

IV) Para u = Kj, ¢(K3) = a1fi(Ks) + a2fa(Ks) + as3f3(Ks)

azfa(K3) > 0 & a1 + asflse > 0.

as fa(Ky) +

= a1fi(K2) +

= a1f1(K3) +

Portanto, se existam a;, as e a3 ndo negativos tais que as desigualdades

a1 f1(0) + a2 f2(0) + a3 f3(0) > 0,
azfiz + asPiz >0,
a1fla1 + azfas >0,
o183 + azfs >0,

estao satisfeitas, utilizando o Teorema 3.1.2 concluimos que o sistema é permanente.

3.2 Sistemas de Lotka-Volterra

Vimos que a aplicagao da técnica descrita requer o conhecimento do conjunto w-

limite da fronteira de S. No entanto, para equagdes diferenciais em dimensdes tao

baixas como trés, localizar o conjunto w-limite pode ser um problema desgastante e

para dimensdes maiores que trés, podera ser extremamente dificil. Este é o obstaculo

principal para o estudo de permanéncia em sistemas biolégicos de dimensdes altas.

No entanto, um bom progresso obtemos com uma importante classe de sistemas, do




tipo Lotka-Volterra. A chave da analise é uma observaciao simples de Volterra: as

érbitas possuem uma certa propriedade média como veremos no préximo lema.

3.2.1 Definicao: Um sistema de Lotka-Volterra é um sistema da forma

m
u; = u; |a; — E b,-juj 3 g = 1,....,m,
i=1

onde a; e b; sao constantes.

Lembramos que o valor médio de u;(t) no intervalo [0,¢] é dado por
t
TW(t) =t f (o),
0
Tomemos a funcio P(u Hu, » € R},

Do Teorema 3.1.2, permanenaa. é assegurada se existir uma escolhade o; 's > 0

tais que

220 i=1

supf (Za [a Zlbijuj(s)jl) ds >0, u€w(S).

Em termos de valores médios a inequagao acima fica da seguinte maneira:
m

supZa l:a —Ebtjuj ] 0. (%)

t>0

Consideremos o subsistema k-dimensional de Volterra, 1 < k < m, k fixado.

‘b::i = U, |:a£ - Z f),fju_?-:l (l = 1., veny k) (*‘*)

Variando k e reordenando adequadamente os indices, temos o sistema original
restrito aos eixos coordenados, aos planos e hiperplanos que compéem a frontei-

ra de R, quando £ < m. Vamos assumir que existe precisamente um equilibrio
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* 2 k
u* € int RY.

3.2.2 Lema: Para algum u = u(0) € R suponha que ezistam A,B € (0,00) e
t, € Dy tal que :

A<uy(t)<B (=l k g f28)

Entao lim a(t) = «".
t—roo

Demonstragao: Dividindo cada equagao de (»*) pelo u; correspondente, integran-

do em [0,¢] e dividindo por ¢, teremos :

k

f ( Zb,j,u, )ds::»t og (’::E:}))) =a; — Zb,-jﬁj(t).

=1
Como u;(t) é limitada (para t > t, , A < u;(t) < B), temos:

lim = 0, de onde segue que

log (%44)
t

k k
&= fim 3 sttt = b (Jim %(0).

=1

parai=1,2,...,k. Pondo v} := tIﬂl-}Illo u;(t), vemos que a; — Z bijvj =0,
=128

Como o sistema tem um tnico ponto critico «* no interior da face lR , esse
ponto critico é exatamente o ponto u* = (v], ..., v;).

Observacao: Se as condigdes do lema estdo satisfeitas, tomando t — 0o em (%),

entao é suficiente para permanéncia que:
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n k
ZCY,‘ [a; = Z b,:_,-u;‘l > 0.
=1

ij=1

Como exemplo, examinemos o caso bidimensional

2
15,-=u,- a; — E b,‘jﬂj ;
j=1

para 7 = 1,2. Uma situagao possivel dentro das hipéteses consideradas é a que

apresenta quatro pontos criticos indicados na figura abaixo:

Da tltima observagao é suficiente para garantir permanéncia que:

C(l(a] — buu{ - blzua) + (1’2((12 o= bzluI - bgg’hﬂé) > 0.

Como neste caso u} = 2 e uj) = 22
1 by 2 baa?

é suficiente que bj2 < 0 e by < 0.

Vamos aplicar este resultado em um exemplo ecolégico.

28




Considere o sistema de equagoes diferenciais

‘ll] =U](1 — U +u2) 1.},2 :u2(2+u1 —21‘.&2).

Essas equagoes descrevem a interagao entre duas espécies, u; e us, na qual,
em ambos os casos, a relagio entre a mesma espécie ou relagao intraespecifica é
desarmoénica enquanto que a relagdo entre espécies distintas ou relagdo interespecifica
¢ harmonica.

Os pontos criticos sao: (0,0),(0,1),(1,0) e (4,3).
Consideremos as retas: 2+wu; —2us =0 (1) e l—-ui+us=0 (2).

Analisando o sinal das derivadas, vemos que o sentido das érbitas em cada uma

das regides do plano delimitadas pelas retas acima € o indicado na figura abaixo.

/ (1)




Isto sugere que o ponto de equilibrio populacional (4,3) é assintoticamente
estavel, e o sistema é portanto permanente. Isto significa que as espécies u; e uy se

aproximam deste ponto e entdo ndo serdo extintas. Esta é a idéia de permanéncia.

Aplicando o resultado obtido acima temos que, para este exemplo, bjs = —1 e

by; = —1, ou seja, o sistema é de fato, permanente.
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