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Resumo
A descrigdo completa de uma implementagio eficiente do Algoritmo Simplex Primal
para Problemas de Transporte Capacitados € apresentada. Uma relagdo explicita entre o
Algoritmo Simplex Primal e o Algoritmo de Transporte € estabelecida. Atengao especial é

dada as estruturas de dados que ndo s6 representam a base, mas que também tornam as

operagdes do Método Simplex mais faceis de serem realizadas; além de economizar

significativamente espago de memoria para armazenagem dos dados. O programa
implementado neste trabalho resolve eficientemente Problemas de Transporte esparsos ou
densos, com ou sem arcos capacitados, balanceados ou niao. O cédigo foi escrito em
linguagem de programagdo Pascal e foi submetido a virios testes resolvendo problemas

gerados aleatoriamente.

Palavras Chaves: Problema de Transporte, Otimizagio, Fluxo cm Redes.

Abstract

The complete description of an efficient implementation of the Primal Simplex
Algorithm for Capacitated Transportation Problem is presented. An explicit relationship
between the Primal Simplex Algorithm and the Transportation Algorithm is established.
Special attention is given to data structures which represent the base and make much easier
the executions of operations of Simplex Method; besides reducing significantly memory
space for data storage. The program implemented at this work efficiently handles sparse or
dense Transportation Problems, with capacitated or uncapacitated arcs, balanced or not. The
code was written on Pascal programming language and it was tested on a number of

randomly generated problems.

Keywords: Transportation Problem, Otimization, Network Flows.
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Introducgio

O Problema de Transporte Capacitado consiste em distribuir uma certa quantidade
de um produto a partir de m pontos de origens para » pontos de destinos, onde cada origem i
tem uma oferta de p, unidades do produto, cada destino j tem uma demanda de ¢ f
unidades do produto, e o custo de transportar uma unidade do produto da origem i para o
destino j € de G unidades monetérias, com a quantidade Yy do produto a ser enviada da
origem i para o destino j limitada inferiormente por o e superiormente por BU' Assim, o

objetivo de um Problema de Transporte Capacitado ¢ determinar como a distribuigdo do

produto deve ser feita de modo a minimizar os custos.

Sdo inimeros os problemas que podem ser resolvidos com a aplicagdo de Problemas
de Transporte Capacitados, além do que diversos problemas de Pesquisa Operacional
podem ser reformulados como Problemas de Transporte Capacitados. Na prética, os
problemas possuem algumas origens (fornecedores, depésitos, etc) ¢ diversos destinos
(lojas, consumidores, etc). Para maiores discussdes dessas aplicagdes veja as referéncias
Bradley [10], Busacker e Saaty [12], Charnes e Cooper [13], Dantzig [19], Elmaghraby
[22], Ford e Fulkerson [23] e Fulkerson [24].

O modelo de transporte foi originalmente proposto por Hitchcock [29] e por
Koopmans [33] cujo método computacional, proposto por George B.Dantzig [1947], ¢é
chamado Simplex Primal. Hitchcock [29] mostra ndo sé que uma solugdo 6tima se encontra
num ponto extremo, mas também como obter iterativamente tal solugido que, segundo cle,
pode ser do tipo alternativa e/ou degenerada. Ja, Koopmans [33], desenvolve os chamados
multiplicadores simplex, também conhecidos por nds potenciais, e descreve o critério de
otimalidade mostrando ainda que um ponto extremo é equivalente a uma arvore. Dantzig
[18] desenvolve uma variante especial do Algoritmo Simplex Primal para o Problema de
Transporte.

Além de algoritmos baseados no Simplex Primal outros algoritmos foram propostos,

entre eles citamos o dual (Balas e Hammer [3]), “generic auction” (Bertesekas e Castanon
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[7]), “scaling” (Edmonds e Karp [21]), primal-dual (Ford e Fulkerson [23]), “out-of-kilter”
(Fulkerson [24]) e ciclo negativo (Klein [31]).

Durante a década de sessenta acreditava-se que implementagdes de algoritmos para
redes baseados no “out-of-kilter” eram melhores (Bradley, Brown e Graves [11]). A
implementagdo de Clasen [14] era a mais conhecida na época. Entretanto, no inicio da
década de setenta aumentou-se o interesse por algoritmos simplex primais para redes e logo
ficou evidenciado a superioridade destes algoritimos para redes (Barr, Glover e Klingman
[5], Glover, Karney e Klingman [27]).

As implementagdes recentes do Algoritmo Simplex Primal em rede estdo baseadas
numa representagdo compacta da base, determinagdo do arco que sai da base e técnicas
eficientes para atualizagdo dos multiplicadores simplex em cada pivo. Glicksman, Johnson e
Eselson [26] descreve um Problema de Transporte com poucas origens e muitos destinos,
onde suas estruturas de dados de armazenagem da base sdo vistas como uma arvore, €
utiliza tais estruturas para determinar eficientemente o arco sai da base. Johnson [30]
também representa a base como uma arvore e descreve um esquema de rotulagdo em trés
indices que permite que os multiplicadores simplex sejam atualizados eficientemente.

Um aspecto importantissimo atualmente para as pesquisas em redes tem sido os
testes computacionais de diferentes algoritmos em problemas testes de grande porte. Um
estudo comparativo de algoritmos pode ser visto em Barr, Glover e Klingman [4], Glover,
Karney e Klingman [27], onde tais algoritmos sdo submetidos a um conjunto variado de
problemas testes gerados em Barr, Glover e Klingman [4].

O objetivo deste trabalho é descrever um pacote computacional, TRANSMAX, que
foi escrito em linguagem de programagdo Pascal que resolve eficientemente Problemas de
Transporte Capacitados. Uma das vantagens desse pacote ¢ sua aplicagdo no Brasil em
microcomputadores PC’s com pouca meméria RAM.

O programa TRANSMAX ¢é uma implementagdo do Algoritmo Simplex Primal para o

Problema de Transporte Capacitado baseado nos estudos desenvolvidos, principalmente por

Bradley, Brown e Graves [11], onde as bases sdo representadas por arvores geradoras
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fortemente vidveis utilizando-se vetores que armazenam, para cada né, o nivel, o antecessor,
o tltimo sucessor entre outras estruturas de dados que podem ser vistas ao longo deste
trabalho. A finalidade € determinar tanto o arco que entra na arvore como também o arco
que sai de forma eficiente, além de facilitar a atualizagao dos multiplicadores simplex.

O TRANSMAX foi testado em Problemas de Transporte Capacitados ou ndo, esparsos
ou densos, balanceados ou ndo, os quais foram gerados aleatoriamente.

No capitulo 1 é apresentada uma classe de problemas chamada Problemas de

Programagao Linear com Varidveis Limitadas. Neste tipo de problema temos um nimero k

de restrigdes de capacidade ¢ um nimero m de outras restrigdes, que para ser resolvido,
bastaria considerar todas as restrigbes como um tnico conjunto de restrigdes. Mas, tal
procedimento aumentaria o tamanho do problema inviabilizando sua solugao em tempo
razodvel.

Assim, para contornar esta situagdo, Dantzig [19] desenvalveu uma técnica especial
que torna possivel resolver o problema em questdo utilizando-se somente bases de ordem m.
O método é uma generalizagio do Método Simplex chamado Mérodo Simplex com
Varidveis Limitadas. O algoritmo move-se de uma solugio bdsica vidvel para uma solugdo
basica vidvel melhor até que a otimalidade seja atingida ou se verifica que o valor da fungio
objetivo € ilimitado.

Neste capitulo também discuti-se as dificuldades associadas com degenerescéncias,
uma vez que o Método Simplex com Varidveis Limitadas converge num nimero finito de
passos na auséncia de degenerescéncia. A regra adotada para prevenir ciclagem no Método
Simplex com Varidveis Limitadas ¢ a regra da Lexicografia a qual garante que nenhuma das
bases visitadas por este método sejam repetidas. Em vista do niimero finito de bases, isto
garante automaticamente o término do algoritmo em um nimero finito de iteragées. Uma
breve discussio sobre o fendmeno “stalling” ¢ também apresentada.

O capitulo 2 descreve uma especializagdo do Método Simplex Primal com Varidveis
Limitadas para os Problemas de Transporte Capacitados ou de Hitchcock. Esta classe

especial de Problemas de Programagdo Linear tem sua estrutura dada através de redes, €
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portanto, para um melhor entendimento, mostramos alguns canceitos da teoria dos grafos.
Mostramos ainda como obtermos uma solug@o bésica viavel inicial para um problema desta
natureza, assim como uma solugdo basica vidvel numa iteragdo qualquer pode ser
representada por uma arvore geradora enraizada. Tal fato contribui, € muito, para que
possamos perceber que os passos deste algoritmo, como por exemplo, a determinagdo dos
multiplicadores simplex ou 0 movimento de uma arvore geradora enraizada para outra, sdo
especializagdes dos passos usuais do Método Simplex com Varidveis Limitadas.

Uma vez que qualquer rede tem um numero finito de arvores geradoras, e que cada
arvore geradora corresponde a uma solugdo basica viavel, o algoritmo deveria terminar em
numero finito de iteragdes. Mas, podem ocorrer pivés degenerados, fazendo com que o
algoritmo entre em um processo de ciclagem. A convergéncia finita do algoritmo esta
garantida quando se tem arvores geradoras fortemente vidveis em cada iteragdo.

Mesmo com a garantia da convergéncia finita do algoritmo, um outro fendmeno
chamado “stalling” pode ocorrer, fazendo com que a convergéncia do algoritmo seja lenta.
Este fendmeno também ¢é discutido.

O capitulo 3 descreve a implementagdo de TRANSMAX, para a otimizagdo de redes

de transporte utilizando-se do fato das bases dos Problemas de Transporte serem

representadas por arvores geradoras enraizadas fortemente vidveis. O programa resolve

problemas esparsos ou densog, com ou sem arcos capacitados, € gera automaticamente nds e
arcos artificiais no caso de problemas ndo-balanceados.

No Capitulo 4 o desempenho de TRANSMAX ¢é apresentado nas tabelas contendo os
resultados obtidos apds submeté-lo a vérios testes gerados aleatoriamente. Discute-se os

resultados obtidos e as diregdes de trabalho futuro.
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CAPITULO
1

METODO SIMPLEX
COM VARIAVEIS LIMITADAS

1.1 INTRODUCAO

Neste capitulo, apresentaremos uma classe de Problemas de Programagdo Linear
cujas varidveis sdo limitadas. Problemas como estes sdo chamados Problemas de
Programagdo Linear com Varidveis Limitadas, ¢ para resolvé-los, descreveremos uma
generalizagdo do Método Simplex chamada Método Simplex com Variaveis Limitadas, o
qual é padrdo na literatura podendo ser encontrado em diversos livros-texto, como por
exemplo, nas referéncias Ahuja, Magnanti, Orlin [1], Bazaraa, Jarvis, Sherali [6], Murty
[39].

O algoritmo apresentado aqui, move-s¢ de uma solugdo basica viavel para uma
solugdo basica vidvel melhor até que a otimalidade seja atingida ou se verifica que a solugdo
¢ ilimitada. Trataremos somente de problemas de minimizagdo uma vez que para o0s casos
de maximizagdo basta multiplicarmos os coeficientes da fungdo objetivo por (-1), e apds

completada a otimizagdo, o valor da fungdo objetivo é (-1) vezes o valor do novo problema.

O Problema de Programagdo Linear com Varidveis Limitadas pode ser formulado da

seguinte forma:
Minimizar ¢y

sujeito a: Ay =d
ISy<s

onde A é uma matriz de ordem mxn de posto m, c € R" é o vetor de custos, y eR" é a
variavel de decisdo, e / e s , com 0</<s, sdo os limitantes inferiores e superiores,

respectivamente, da variavel de decisdo y. Note aqui que, as relagdes de desigualdades entre
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Método Simplex com Varidveis Limitadas

vetores tém significado similar quando no caso com niimeros, ou seja, dados dois vetores

x,y € R", temos x 2 y se, e somente se, x, 2 y,,Vi € {1,2,...,n} .

Se, no problema (1.2.1), substituirmos a restri¢do [ < y < s por simplesmente y 20,
teremos um Problema de Programagio Linear usual, com as restrigdes de ndo-negatividade
e sem o limitante superior.

A discussdao do Método Simplex com Varidveis Limitadas serd feita para o caso em
que o limitante inferior / € R" na restrigdo de desigualdade do problema (1.2.1) é o vetor
nulo. Para isto, basta fazer a seguinte mudanga de varidvel:

x=y-I

Desta maneira, o problema reformulado torna-se:

Minimizar z(x)=cx
sujeito a: Ax =b
0<x<u
onde b=d-Al, u=s-1.
Observe que a constante ¢/ foi eliminada da fungdo objetivo, e que, se pode supor

ainda que b 2 0. Nestas condigdes, dizemos que o problema (1.2.2) estd na forma padrao.

1.2 SOLUCAO BASICA VIAVEL
Considere o problema (1.2.2). Particione a matriz A em [B,L,S] ¢ o vetor x em

(xB,xL,xS), onde as varidveis em X, correspondentes as colunas da matriz B sdo chamadas

varidveis bdsicas, ¢ as varidveis em x, e x. correspondentes as colunas das matrizes L e S

L S

sdo chamadas varidveis ndo-bdsicas em suas capacidades inferiores e superiores,
respectivamente. Nestas condigdes, a matriz B é chamada matriz bdsica de trabalho e a
solugiio x=(xg,%,,X;) ¢ chamada solugdo bdsica. Todas as varidveis X €x, tém seus
valores iguais as suas capacidades inferiores, zero, na solugdo bdsica, enquanto que todas as

varidveis x; € x; tém seus valores iguais as suas capacidades superiores, u,, na solugdo

bésica.
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Método Simplex com Varidveis Limitadas

Apds substituir as varidveis ndo-bdsicas pelos respectivos valores em x,

valores das varidveis em x B

solugdo bdsica do problema (1.2.2) correspondente a parti¢do [B, L,S] é ;, onde:

4

0 para x;€x,

u; para Xx;€ xg

B'(b- Yau) para X;€ Xp

IJ-E Xs

onde g, ¢ a i-ésima coluna da matriz S.
Se 0<x j Sug para X, € Xp, onde u, representa o vetor das capacidades superiores

das varidveis bdsicas, entdo x ¢ chamada solugdo bdsica vidvel e a parti¢do [B,L,S] é

chamada partigao bdsica vidvel. Se 0< x j <Up para x, € x,, entdo x € chamada solugdo

bdsica vidvel ndo-degenerada ¢ a partigio [B, L,S] é chamada partigdo bdsica vidvel nao-
degenerada. Finalmente, se x; =0 ou x; = u; para pelo menos uma varidvel X; € Xp, entio
x € chamada solugdo bdsica vidvel degenerada e a partigio [B,L,S] é chamada partigdo

basica vidvel degenerada.

1.3 CRITERIO DE OTIMALIDADE

Suponha que a solugdo bdsica vidvel atual seja x, onde as varidveis ndo-bésicas em
x L © x ¢ tomam valores nas suas capacidades inferiores e superiores, respectivamente. Ao
decompormos o vetor x em (x,,x, , x¢), conseqiiéntemente decompomos o vetor de custos
cem (CB’CL’ cS).

Apés algumas operagdes algébricas, as varidveis bésicas e a fungdo objetivo podem

ser escritas em termos das varidveis nio-bdsicasem x, € x

L € Xg como segue:

AX=b

[B,L,S1(x %, , %) =b
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Método Simplex com Varidveis Limitadas

B§B+L§L+SES =b

xp=B"9-B"'Lx -B'Sx

Z=CX

z=(cpsC;, )X psX 5 Xg)

z=chB+c X CeX

L”L M)

z=cp(B~'b-B'Lx ;- B7'Sx ) +c; X, + coX

=1 - -
z=cpB b+.z (cj-zj)x;-f.z (cj.-zj.)xj
Jjel Jels

onde z; = cBB"aj, 1, e I sdo os conjuntos de indices das varidveis ndo-basicas em suas

capacidades inferiores e superiores, respectivamente.
Agora, fazemos:

YB-c, =0 ou yB=c,

onde referimos a y =c¢ BB" como vetor dos multiplicadores simplex associados com a base
B, e referimos a ©t j=¢j—2; comoo coeficiente de custo reduzido da variavel X Logo, a

fungdo objetivo € reescrita em termos das varidveis ndo-bésicas da seguinte maneira:

o =1 = =
z=cpBTb+ ) M x + D Mx (1.3.2)
Jjel J  jel J
L s
O valor de uma unica varidvel ndo-basica ¢ modificado, enquanto que o valor das
demais variaveis ndo-basicas ficam fixos. O indice w desta variavel ndo-basica que tem seu

valor modificado esta associado ao seguinte nimero:

= Maximo{ Maximo{~n .}, Maximo{-7 }
w jely Jilsrale J

Se n,, <0, entdo Uy <0 paraalgum j e/, e m; >0 para algum j €/, e portanto,

(1.3.2) sugere que x_, para w e/, deve ser aumentado de seu valor atual 0, ¢ x , para
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Método Simplex com Variaveis Limitadas

wel s deve ser diminuido de seu valor atual u,. Entretanto, se R 0, entdo Uy 20 para
todo jel;,em j <0 para todo j €/, 0 que nos leva a concluir novamente de (1.3.2) que
a solugdo atual ¢ 6tima.

Logo, os critérios de otimalidade sdo dados por:
T 20,para jel,

anO,parajeIS

Portanto, se a solugdo basica viavel satisfaz estes critérios de otimalidade, a fungdo

| 3 o el = = : -
objetivo atinge seu limite inferior z=c,B b+ anx j com j €l (note que x ; =0 para

J €1}), e assim, a solugdo bésica viavel atual ¢ étima.

Reservamos o final desta se¢do para fazermos uma breve, mas importante, discussao
sobre as vérias maneiras com que a variavel que entra na base pode ser selecionada.

A regra utilizada anteriormente para selecionar a variavel que entra na base ¢
chamada Regra de Dantzig e foi desenvolvida por George B. Dantzig em 1947. Resultados
computacionais indicam que esta maneira de introduzir uma nova variavel na base, tende a
produzir um decrescimento relativamente grande no valor da fungdo objetivo de uma
iteracdo para outra. Entretanto, a desvantagem desta pritica ¢ o excesso de tempo
consumido na identificagdo da nova varidvel que entrard na base, uma vez que devemos
percorrer todas as varidveis ndo-basicas. Existem muitas outras regras para sclecionar a
varidvel que entra na base. Veja a seguir algumas dessas regras que também podem ser
encontradas em Murty [39].

Uma outra regra também utilizada com o objetivo de selecionar a variavel que entra
na base é a Regra da Primeira Varidvel Candidata. Dispondo todas as varidveis numa
seqiiéncia qualquer, esta regra consiste em selecionar a primeira varidvel ndo-bésica desta
seqiiéncia que contrariar o critério de otimaliadade. Se a k-ésima varidvel da seqiiéncia foi
escolhida a entrar na base numa itera¢do i, entdo, na iteragdo i+l a pesquisa em busca da
candidata a entrar na base é realizada a partir da (k+1)-ésima varidvel da seqiiéncia.

Atingido o final desta seqiiéncia, a procura de varidveis candidatas a entrar na base ¢
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Cap.1 Método Simplex com Varidveis Limitadas

realizada novamente partindo-se do inicio da seqiiéncia. A vantagem desta regra ¢ a rapida
identificagdo da nova varidvel béasica. Todavia, o algoritmo efetua mais iteragdes com esta
regra do que com outras devido ao decrescimento relativamente pequeno no valor da fungdo
objetivo de uma iteragdo para outra.

Finalmente, uma outra regra que tem por objetivo selecionar a varidvel que entra na
base ¢ a chamada Regra da Lista de Candidatas. Esta regra consiste em utilizar um
procedimento dotado de duas fases. A primeira fase contém um niimero maior de iteragdes e
tem como finalidade construir uma lista composta de varidveis candidatas a entrar na base.
Um numero menor de iteragdes € realizado na segunda fase onde cada uma destas iteragdes
tem o compromisso de determinar a varidvel que realmente entrara na base dentre todas as
varidveis na lista construida na fase anterior. A lista é atualizada removendo-se aquelas
varidveis que ndo sdo mais candidatas. Esgotada a lista ou atingido um numero especifico
de iteragdes na segunda fase, reconstruimos a lista de varidveis candidatas reiniciando a
primeira fase contendo um nimero de iteragdes maior. Note que a Regra de Dantzig e a
Regra da Primeira Candidata sdo casos particulares dessa ultima regra.

O Capitulo 3 mostra a implementagdo da Regra da Lista de Candidatas para o
Problema de Transporte Capacitado, onde sua eficiéncia pode ser notada com relagdo ao

numero de iteragdes efetuadas para se obter a solugdo.

1.4 ALGORITMO

O Método Simplex seleciona uma variavel ndo-basica x| para entrar na base, e tenta
aumentar ou diminuir seu valor o maximo posssivel de modo a fazer com que alguma
varidvel bésica x , atinja sua capacidade inferior ou superior, enquanto as demais variéveis
ndo-basicas sdo mantidas em suas capacidades inferiores ou superiores. Em seguida, o
Meétodo Simplex substitui a varidvel bésica x , pela variével ndo-basica x_, definindo uma
nova base. Entdo, o método atualiza as demais varidveis basicas através da matriz inversa da

base e repete os calculos novamente.
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Método Simplex com Varidveis Limitadas

Critério para Entrada
O Método Simplex com Varidveis Limitadas considera qualquer varidvel ndo-basica

x,, como candidato a entrar nabasese 1 <O parawe/l,,en >0 para w el,.

Critério de Saida

Uma vez que x ¢ selecionada como a varidvel que entra na base, 0 Método Simplex
com Variaveis Limitadas tenta aumentar o seu valor o maximo possivel quando esta estiver
na sua capacidade inferior, e tenta diminuir o maximo possivel o seu valor quando esta
estiver na sua capacidade superior, sempre respeitando os valores das variaveis basicas e o
valor de x , que devem permanecer dentro dos seus limites de capacidades.

Primeiramente, suponhamos que x  esteja em sua capacidade inferior.

Substituindo as variaveis ndo-basicas em x, e x pelas suas respectivas capacidades

L
inferiores (zero) e superiores, e denotando por b o valor atual das varidveis em x p de

(1.3.1), obtemos o seguinte resultado:

b=B"6—B"'Su, (1.4.1)

onde ug ¢ o vetor das capacidades superiores para as varidveis ndo-basicas que estio em
suas capacidades superiores.

Se aumentarmos o valor da varidvel que entra x para A >0 e mantivermos todas
as outras variaveis ndo-basicas em suas capacidades inferiores e superiores, entdo, de acordo

com (1.3.1) e (1.4.1), as variaveis basicas em x , sdo dadas por:

xp=B'6-B'Su,-B'a A,

}B =B_ywAw

onde y = B"aw e a ¢ acoluna da matriz L correspondente a variavel ndo-basica x_.

Mais explicitamente, temos:
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Cap.1 Método Simplex com Varidveis Limitadas

onde /, € o conjunto dos indices das varidveis basicas.
Denotando por z o valor da fungdo objetivo de (1.3.2) antes do aumento da variavel
ndo-basica x_, e mantendo as demais varidveis ndo-basicas em suas capacidades inferiores e

superiores, obtemos a seguinte relagdo:

= =l =
z=cpB b+ z nixy+n AL
je!s

z=z+mn A (1.4.3)

Uma vez que 1 <0, entdo aumentando o maximo possivel o valor de A , (1.4.3)
implica que o valor da fung¢do objetivo é decrescido.

Nestas condigdes, teremos trés casos a serem analisados.
Caso 1: Uma variavel bdsica é reduzida a sua capacidade inferior

Seja x 8, 2 variavel basica que ¢ reduzida a sua capacidade inferior. Denotemos por

Q, o valor de A que faz com que a varidvel basica x, seja reduzida a sua capacidade

B

r

inferior quando a varidvel x ¢ aumentada da sua capacidade inferior.

De (1.4.2) temos 0< J_cBr = I_Jr-ymAw, implicando que, se y_ <0, entdo
poderemos atribuir um valor arbitrariamente grande a A | sem que o valor da variavel basica
x B, seja menor do que a sua capacidade inferior, ou seja, teremos Q, =0, ¢ neste caso,

nenhuma variavel bésica sera reduzida a sua capacidade inferior. Caso contrario, €2, ¢ dado

pelo seguinte teste da razdo minima:

Minimo i:J,.vl_w>0 :b_"
1sism |Yiw rw

onde o indice i indica a variavel x, que sai da base.
[

Logo, da discussdo acima concluimos que:
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Método Simplex com Varidveis Limitadas

FE. B
Minimo —':)’:‘w>0 , se », %0

(s P

oo, s ywSO

e portanto, uma varidvel bdsica que for reduzida a sua capacidade inferior serdi uma
candidata a sair da base.
Caso 2: Uma varidvel bdsica atinge a sua capacidade superior

Seja xﬂr a varidvel bdsica que atinge a sua capacidade superior. Denotemos por £,

o valor de A  que faz com que a varidvel bdsica x, atinja a sua capacidade superior

B}'

quando a varidvel x € aumentada da sua capacidade inferior.

De (1.4.2) temos EB :Br—ymAwSu , implicando que, se ymzo, entao

poderemos atribuir um valor arbitrariamente grande a A ' sem que o valor da varidvel basica

Xp seja maior do que a sua capacidade superior, ou seja, teremos £2, =°°, e neste caso,

B

I

nenhuma varidvel basica atingird sua capacidade superior. Caso contrario, 2, é dado pelo

seguinte teste da razio minima:

Minimo b"_“B,._ 0 _br"“n,
AP

I<ism Yiw Yrw

onde o indice i indica a varidvel x, que sai da base.
r

A discussdo acima acarreta a seguinte conclusdo:

e s Di—u
Q MmllTlO —Bi:y.fw<0 s SC ywzo
2

1Sism w
oo, se y,20

¢ portanto, uma varidvel bdsica que atingir a sua capacidade superior serd uma candidata a
sair da base.

Caso 3: A propria varidvel x , atinge a sua capacidade superior
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Cap.1 Método Simplex com Varidveis Limitadas

Neste caso, a anélise a ser feita consiste simplesmente em notar que o valor de A |
no qual a variavel ndo-bésica x| atinge a sua capacidade superior € u .

Portanto, destes trés casos concluimos que A ¢ dado por:
Aw = Mmlmcn{Q| ,Qz,uw}

Se A =00, entdo 0 aumento em x, € arbitrariamente grande, e de acordo com
(1.4.3), vemos que o valor da fun¢do objetivo ¢ ilimitado. No entanto, se A <<, entdo
uma nova solugdo basica viavel ¢ obtida onde x =A e as varidveis basicas sdo
atualizadas de acordo com a relagdo x g = b- PRAT

Agora, suponhamos que x_ esteja em sua capacidade superior.

Se diminuirmos o valor da varidvel que entra x  para A >0 e mantivermos todas
as outras variaveis ndo-basicas em suas capacidades inferiores e superiores, entdo teremos
x,=u,—A_, e de acordo com (1.3.1) e (1.4.1), as varidveis basicas em x, mudam na

seguinte maneira:

x,=B"0-B"'Su.+B"'a A

}B =l_7+ywAw

onde y = B"aw e a ¢ acoluna da matriz L correspondente a varidvel nédo-basica X,

Mais explicitamente, temos:

EBJ =l_7f+yl‘wAw, paraiel,

onde /, ¢ o conjunto dos indices das variaveis basicas.
Denotando por z o valor da fungdo objetivo dada em (1.3.2) antes do decrescimento
da variavel ndo-bésica x , e mantendo as demais varidveis ndo-basicas em suas capacidades

inferiores e superiores, obtemos a seguinte relagdo:
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=] —_—
z=cpB b+ Z miX;—m,AL

jel
J’ES

z=z-m_A (1.4.5)

w w

Uma vez que 7 >0, entdo aumentando o maximo possivel o valor de A em
(1.4.5) implica que o valor da fungdo objetivo é decrescido.

Novamente, teremos trés subcasos a serem analisados.
Caso 1: Uma variavel bdsica é reduzida a sua capacidade inferior

Seja x, a variavel basica que ¢ reduzida a sua capacidade inferior. Denotemos por
r

Q, o valor de A que faz com que a varidvel basica x, seja reduzida a sua capacidade
r
inferior quando a variavel x € decrescida da sua capacidade superior.

De (1.4.4) temos 0<x =5r+ymAw, implicando que, se y 20, entdo

B,

poderemos atribuir um valor arbitrariamente grande a A sem que o valor da variavel basica

xp seja menor do que a sua capacidade inferior, ou seja, teremos , =00, e neste caso,

BP
nenhuma varidvel basica serd reduzida a sua capacidade inferior. Caso contrario, Q: ¢ dado

pelo seguinte teste da razdo minima:

br
_yr w

Minimo bi v, <0f=

tsism | Yiw
Da discussdo acima concluimos que:

- Minimo bi
V" Vigigsm | Yiw

0, se y,20

iy, <0p, se y 20

e portanto, uma varidvel basica que for reduzida a sua capacidade inferior serd uma
candidata a sair da base.
Caso 2: Uma variavel bdsica atinge a sua capacidade superior

Seja x s, 2 variavel bésica que atinge a sua capacidade superior. Denotemos por 2,
o valor de A que faz com que a variavel basica x, atinja a sua capacidade superior

r

quando a varidvel x ¢ decrescida da sua capacidade superior.

AV
AVAVAY

2 3 4 5 6 7 unespwll 12 13 14 15 1o 17 18



Cap.1 Método Simplex com Varidveis Limitadas

De (1.4.4) temos xp =5,+ymAwSu implicando que, se y_ <0, entdo

B>
poderemos atribuir um valor arbitrariamente grande a A | sem que o valor da variavel basica

xp seja maior do que a sua capacidade superior, ou seja, teremos €2, =, e neste caso,

B

A
nenhuma varidvel basica atingird sua capacidade superior. Caso contrario, Q, € dado pelo

seguinte teste da razio minima:

Minimo

I<is<m

onde o indice i indica a variavel x , que sai da base.
r

A discussdo acima acarreta a seguinte conclusao:

S B, /
Minimod 1 _____.
2y, >0p, se y £0
1€i<m

0, se y <0

Caso 3: A propria variavel x  atinge a sua capacidade inferior
Outra vez, a andlise a ser feita consiste simplesmente em notar que o valor de A no
qual a varidvel ndo-basica x  atinge a sua capacidade inferior € u .

Portanto, destes trés casos também concluimos que A ¢ dado por:
A =Minimo{Q ,Q,,u }

Se Aw = 00, entdo o decrescimento de X, ¢ arbitrariamente grande, e de acordo com
(1.4.5), vemos que o valor da fungdo objetivo € ilimitado. No entanto, se A <0, entdo
uma nova solugdo basica vidvel ¢ obtida onde x =u —A e as varidveis basicas sdo

atualizadas de acordo com a relagdo x 5= b+ y,A,-
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Método Simplex com Variaveis Limitadas

Resumidamente, o algoritmo do Método Simplex para Varidveis Limitadas segue os
seguintes passos:

Passo 0: Encontre uma solugdo basica vidvel inicial;

Passo 1: Se z;=¢; 20 para as varidveis ndo-basicas nas suas capacidades inferiores e

z;-¢;< 0 para as variaveis ndo-basicas nas suas capacidades superiores, entdo a
solugdo atual é 6tima. Caso contrario, se uma destas condigdes for violada para o
indice w, entdo va para o Passo 2 se x estd em sua capacidade inferior e para o

Passo 3 se x, estiver em sua capacidade superior.

k

A variavel x ¢ aumentada de seu valor atual de 0 para A .

O valorde A ¢ dado por:

Aw = Minimc'»{Q| =Qz’“w}

£ bi
o Minimo y—‘:y"w>0 , ¢y %0
1 1Sism |“iw
)

: se y,<0

na, 5;—!&8_
_ |Minimo ~:y,, <0, se y 20
2 Visism |

0, se y, 20

Se A =00, entdo pare; a solugdo ¢ ilimitada. Caso contrario, atualize a nova
solugdo bésica viavel de acordo com a relagdo x 5= b- y,A,, - Repita o Passo 1.
A variavel x ¢ diminuida de seu valor atual de 4 parau —-A .

w

O valorde A ¢ dado por:

, = Minimo{Q,Q ,u }
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Meétodo Simplex com Varidveis Limitadas

Minimo{——:y <0}, se y, 20

w

se y, 20

s B
_ |Minimo{ iy, >0¢, se y £0
2 1sism| Yiw

0, se y_<0

Se A =00, entdo pare; a solugdo € ilimitada. Caso contrario, atualize a nova

solugdo basica vidvel de acordo com a relagdo x = b+ y,A,, - Repita o Passo 1.

Se nenhuma solugdo basica viavel estiver disponivel, podemos iniciar o Método
Simplex com Variaveis Limitadas introduzindo-se varidveis artificiais, onde tais variaveis

artificiais podem ser compreendidas do modo como segue. Suponha que o sistema Ax =b,

x>0, seja alterado pela introdugdo de um vetor x, de varidveis artificiais de modo a

obtermos o sistema Ax +x, =b, x20, x, 20. Logo, uma solugdo basica viavel inicial
pode ser obtida deste novo sistema da seguinte maneira:
(i) atribua a cada variavel original x uma de suas capacidades inferior ou superior;
(ii) se bj <0, entdo multiplique a j-ésima linha do novo sistema por (-1), de modo a obter
bj 20;
(iii) determine o valor da variavel artificial x, de acordo com o valor de x dado em (i).
Agora, podemos aplicar o Método das Duas Fases, ou 0 Método do M-Grande, para

retirar as variaveis artificiais da base.

1.5 CONVERGENCIA
Antes de discutirmos a convergéncia do Método Simplex com Variaveis Limitadas,

vejamos algumas defini¢des preliminares.
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Cap.1 Método Simplex com Varidveis Limitadas

Chamamos de operagdo pivé ou passo pivé do Método Simplex sobre um sistema de
equacdes a operagdo que consiste em determinar a variavel que sai e a varidvel que entra na
base. O elemento pivé ¢ dado pelo elemento y, do teste da razdo minima (veja segdo 1.4),
de tal modo que i=r, onde r é o indice correspondente a variavel que sai da base. O
elemento pivé deve ser ndo-nulo pois a operagdo requer operagdes com o elemento pivo
como denominador.

Um passo pivd é chamado passo pivé ndo-degenerado se o valor da variavel que
entra na base altera a solugdo neste passo, caso contrario, o passo é chamado passo pivé
degenerado. Durante cada passo pivo ndo-degenerado do Algoritmo Simplex, a solugdo
muda e o valor da fungdo objetivo sofre um decrescimento estrito. No entanto, durante um
passo pivo degenerado, ndo existe mudanga na solugdo nem no valor da fungdo objetivo,
mas somente a base de trabalho B e a partigdo da matriz 4 em [B,L,S] mudam.

A obteng@o de um passo pivé degenerado pode fazer com que o algoritmo entre num
processo chamado ciclagem, ou seja, num processo que se repete infinitamente fazendo com
que o algoritmo ndo possa ser finalizado.

Na auséncia de degenerescéncia, o Algoritmo Simplex com Varidveis Limitadas
converge finitamente, e portanto o valor da fungdo objetivo decresce estritamente em cada
passo fazendo com que sua aplicagdo em qualquer Problema de Programagdo Linear tenha
um nuamero finito de iteragdes.

A ciclagem pode ser evitada aplicando-se, por exemplo, uma regra chamada Regra
Lexicogrdfica que pode ser encontrada em Bazaraa, Jarvis, Sherali [6]. Esta regra consiste
em particionar a matriz 4 em [B,L,S] em cada passo, onde as linhas da matriz B
correspondentes as varidveis bdsicas em suas capacidades inferiores sdo vetores
lexicograficos positivos e as linhas da matriz B~! correspondentes as varidveis bésicas em
suas capacidades superiores sdo vetores lexicograficos negativos. Entende-se por vetor
lexicogrdfico positivo (negativo) todo vetor x ndo-nulo cuja primeira componente ndo-nula é
positiva (negativa). Neste caso, dizemos também que a particdo [B,L,S] é uma parti¢do

basica fortemente viavel.
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Meétodo Simplex com Varidveis Limitadas

Uma outra regra que previne ciclagem ¢ sugerida por Bland [8], chamada Regra de
Bland. Tal regra consiste primeiramente em ordenar todas as varidveis em alguma
seqiiéncia. Entdo, entrara na base a varidvel ndo-basica com o menor indice na seqiiéncia
ordenada dentre todas as varidveis ndo-béasica candidatas a entrar na base. Similarmente,
saird da base a varidvel basica com o menor indice na seqiiéncia ordenada dentre todas as
variaveis bésicas candidatas a sair na base.

Embora as regras mencionadas acima resolvem ciclagem, elas ndo evitam um outro
fendmeno chamado “stalling”. O fendmeno “stalling” ¢ uma seqiiéncia finita, mas muito
longa, de pivos degenerados consecutivos, € portanto, tal ocorréncia pode fazer com que o
algoritmo consuma uma quantidade de tempo muito grande, embora finita, em um vértice
degenerado antes mesmo de obtermos a otimalidade ou movermos daquele vértice.

Cunningham [17] trata de problemas em redes ndo capacitadas e apresenta um
exemplo no qual a regra de Bland ndo evita o fendmeno “stalling”. Além disso, descreve
trés estratégias de selecionar a varidvel que entra na base para evitar o fenémeno “stalling”.
Uma delas, referida algumas vezes como a Regra LRC (“Least Recently Considered”) para
escolha da varidvel que entra na base, embora descrita no contexto de redes, ¢ aplicavel no
caso geral do simplex primal para o problema de programagdo linear. Esta regra consistec em
arranjar todas as variaveis numa ordem fixa qualquer e selecionar como variavel a entrar na

base a primeira varidvel deste arranjo que for candidata a entrar na base. Por exemplo,

suponha que no inicio do algoritmo tivéssemos o seguinte arranjo x,,x.,...,x . Entdo, num
| m

passo pivé qualquer, supondo que x, foi a varidvel que entrou na base no passo anterior,

X

sera escolhida para entrar na base a primeira variavel candidata da lista b YL FUPTTIRS

X e X

s Xyd
As outras estratégias para selecionar a variavel que entra na base no sentido de evitar
o fenémeno “stalling” apresentadas por Cunningham sdo especificas para redes e serdo

discutidas no préximo capitulo.
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Cap.1 Meétodo Simplex com Varidveis Limitadas

E também conhecido que, aplicando-se a regra lexicografica em conjunto com a
regra de Dantzig a problemas estruturados em rede evita o fendmeno “stalling”. Porém para

problemas de programagdo linear geral permanece uma questdo em aberto.
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CAPITULO
%

PROBLEMA DE TRANSPORTE CAPACITADO

2.1 INTRODUCAO

Este capitulo tem por objetivo fornecer um breve estudo sobre Problemas de
Transporte Capacitados, aplicando-se o M¢étodo Simplex com Varidveis Limitadas
apresentado no Capitulo 1. Os detalhes podem ser obtidos nas referéncias Ahuja, Magnanti,
Orlin [1], Bazaraa, Jarvis, Sherali [6], Murty [38], e Resende [41].

O Problema de Transporte Capacitado consiste em distribuir uma quantidade de um
produto a partir de m pontos de origens para n pontos de destinos, onde cada origem i tem
uma oferta de p, unidades do produto, cada destino j tem uma demanda de q; unidades do
produto, e o custo de transportar uma unidade do produto da origem i para o destino j ¢é de
Cj unidades monetdrias, com a quantidade i do produto, chamada fluxo, a ser enviada da
origem i para o destino j limitada inferiormente por o e superiormente por Ba. O objetivo
de um Problema de Transporte Capacitado ¢ determinar como a distribui¢gdo do produto
deve ser feita de modo a minimizar os custos.

Logo, o Problema de Transporte Capacitado tem a seguinte formulagao:

m n
Minimizar: ;Zi J'Z_:lcy Vi

n
sujeito a: Zy,}=pp i=12m
=

m

zyy:qj’ j=1)23'"’n
i=1

oy SJ’;}SBQ" I=12.::-me [=1,2,:.n

Pretende-se fazer uma associagdo do Problema (2.1.1) a uma rede como ilustra a
figura 2.1. Porém, antes de fazermos esta associagdo precisamos de algumas definigdes.
Um grafo ndo-orientado ¢ uma estrutura G = (V' (G),A(G)) na qual V/(G) ¢ um

conjunto finito, ndo-vazio, de pontos chamados nds ou vértices, ¢ A(G) ¢ um subconjunto do
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Cap.2 Problema de Transporte Capacitado

conjunto de pares ndo-ordenados de elementos de ¥(G), chamados de arestas. Se i e j sdo
elementos de V(G) e constituem uma aresta de G, denota-la-emos por [i,/]. Neste caso,
dizemos que os nds i e j sdo adjacentes, ou ainda, que a tal aresta incide sobre osnésie j.

O grau de um né em G ¢ dado pelo nimero de nés adjacentes a ele.

Um grafo orientado é uma estrutura G = (V' (G), A(G)) onde V(G) é um conjunto
finito, ndo-vazio, de pontos chamados nds ou vértices, e A(G) é¢ um subconjunto do conjunto
de pares ordenados de elementos de W(G), chamados de arcos. Assim um arco com
extremidades i € j que pode ser percorrido somente no sentido de i para j sera denotado
pelo par ordenado (i, j). Dizemos também que os ndés i € j representam a cauda e a cabega
do arco (i, ), repectivamente.

Uma rede orientada (ndo-orientada) ¢ um grafo orientado (ndo-orientado) onde os
nés € os arcos (as arestas) tém associados valores numéricos (geralmente custos,
capacidades, e/ou ofertas e demandas).

Um caminho na rede (orientada) G do n6 n, ao né n, , ¢ uma seqiiéncia de nés e
arestas (arcos) alternados M;5€,5MN55€5500+5€; 13Ny onde e, ¢ a aresta [n ,7n_,,] (o arco
(n,,7,,,), ou o arco (n,,,m.)), paracada r de 1 a k—1,¢e e, e n_ndo se repetem ao
longo desta seqiiéncia. Neste caminho, os pontos 1, € 7, sdo chamados de nds iniciais e
finais, respectivamente. Note que ao percorrer um caminho numa rede orientada, os arcos
ndo precisam ter necessariamente o mesmo sentido deste caminho.

Um ciclo na rede G ¢ um caminho no qual os nés inicial e final coincidem. Uma rede
que contiver um caminho entre cada par de ndés é chamada rede conexa. Uma subrede da
rede G é uma rede H na qual V(H)cW(G) e A(H) < A(G).

Uma drvore na rede G ¢ uma subrede conexa sem ciclos. Uma arvore 7' € chamada
drvore geradora da rede G, se V(T)=V(G). Uma drvore geradora enraizada de uma rede
orientada G é uma arvore geradora de G com um de seus noés designado como 76 raiz sobre
o qual incide um arco designado como arco raiz.

Estamos apenas interessados em redes orientadas, assim usaremos a palavra rede

para designar uma rede orientada no que se segue.
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Problema de Transporte Capacitado

Considere a seguinte rede G = (V' (G), A(G)) onde o conjunto de vértices V(G) é a
unido de dois conjuntos disjuntos: um de m origems O = {0,,0,,...,0, } € 0 outro de n
destinos D={d|,d,,...,d }; e o conjunto de arcos A(G) ¢ o conjunto de ligagdes possiveis a
partir da origem i ao destino j, ou seja (i, j) pertence a A(G) se existir um caminho que liga
a origem i ao destino j. Associa-se a cada vértice de origem i a oferta p, e a cada vértice de
destino j a demanda q;- Associa-se também a cada arco (i,j) em A(G) as capacidades
inferior e superior e o custo G+ Sendo V@ quantidade do produto a ser enviada da origem i
ao destino j pelo arco (i, /), o Problema de Transporte (2.1.1) fica associado a rede G. Ver

figura 2.1 abaixo.

Ofertas Origens Destinos  Demandas

Py —s 9
P21
I3’ml

B
12
Pm2

figura 2.1

2.2 OPERACOES SIMPLEX

Nesta se¢do veremos como cada passo do Algoritmo Simplex pode ser aplicado para

Problemas de Transporte Capacitados.

Solugio Basica Viavel

0
Denotemos por A a matriz dos coeficientes do sistema dado em (2.1.1).
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Cap.2 Problema de Transporte Capacitado

0
A matriz 4 tem posto igual a m+n—1. Assim como no Capitulo 1, gostariamos que
o
a matriz A4 tivesse posto completo igual a m+n, para que o Método Simplex possa ser
aplicado com sucesso. Entdo, para que tenhamos a matriz dos coeficientes com posto
0

completo m+ n, introduzimos uma coluna em A4, chamada coluna artificial, correspondente
ao no destino n (poderia ter sido escolhido qualquer outro nd), a qual devera estar presente
em toda base B com posto m+n. A cada arco (i,j) da rede estd associada uma coluna
Asj =ete, € R™" da nova matriz que passaremos a denotar por 4, onde e; representa
um vetor com "1" na i-ésima posigdo ¢ "0" nas demais posi¢des, e e, ; Tepresenta um vetor
com "1" na (m+ j)-ésima posigdo e "0" nas demais posigdes.

Logo, a base B esta associada a uma arvore geradora enraizada 7', onde a varidvel
correspondente a coluna artificial, chamada varidvel artificial, é representada em T pelo

arco raiz. As discussdes apresentadas aqui podem ser encontrados em Langley, Kennington,

Shetty [34] e Machado [35]. Veja a seguir uma ilustragdo destas discussoes.

(1)) Ag=e;+e, 4 €ACR™™

=I5 Matriz dos coeficientes
Rede original
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1
0
0
1
0
0

Base de Trabalho

Arvore Geradora Enraizada

De agora em diante, denotaremos por (T, L,S) a estrutura da arvore geradora viavel
do Problema de Transporte Capacitado, onde T representa a arvore associada a base de
trabalho, e L e S representam o conjunto dos arcos com fluxo em sua capacitade inferior e

superior, respectivamente.

Solugdo Basica Vidvel Inicial

Virios métodos podem ser utilizados para a obtengéo de uma solugdo basica vidvel
inicial, entre eles temos a Regra do Canto Noroeste, Método do Custo Minimo ¢ o Método
de Vogel. Entretanto, estes métodos sdo especificos para os casos em que as capacidades
superiores dos arcos sdo ilimitadas. O método que utilizaremos para obten¢do de uma
solugdo basica viavel inicial é uma variante do Método do M-Grande e pode ser encontrado
cm Murty [38] ¢ Resende [41].

Este método consiste primeiramente em criar uma nova origem e um novo destino, e
em seguida, conectd-los a todos os destinos e todas as origens na rede, respectivamente,
conectando inclusive a nova origem ao novo destino. Desta mancira, obtemos a scguinte
solugdo bésica vidvel inicial:

i=12,---,m
1,2,-++,n

PR SPAR X 1

j=19;, pam X, .. j=

0 para x

X

m+1,n+1
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Estes novos nos fazem o papel de nds ficticios no caso de problemas ndo
balanceados, ou seja, problemas onde " p, # Zj_ 4, Neste caso, o excesso ou déficit de
oferta serdo alocados como fluxos sobre os novos arcos incidentes com o novo destino ou

com a nova origem.

Critério de Otimalidade

Para discutirmos o critério de otimalidade para Problemas de Transporte
Capacitados, faremos primeiramente algumas alteragdes no problema dado em (2.1.1), de
forma a reduzir as capacidades inferiores a zero.

Assim, introduzindo-se a variavel x = y—a, o problema (2.1.1) toma a seguinte

forma:

i= 1:2:°“sm j= 1,2,“',?‘!

onde cx =cy+ca (fungdo objetivo atualizada), a, = p, - com <i<m (ofertas

n

j:lu!'f
. m ; . = s

atualizadas), b =4, =2, com < j<n (demandas atualizadas), €, -—By. o, com

<i<me < j<n (capacidades superiores atualizadas).

Note que, apds a remogdo das capacidades inferiores, devemos ter a, >0 e bj. >0,
pois do contrério, todos os arcos incidentes com o né cuja oferta ou demanda atualizada seja
nula, poderiam ser eliminados do equacionamento do problema uma vez que a quantidade
do produto a ser transportada sobre tais arcos ja estariam definidas pelas suas proprias
capacidades inferiores antes da nova reformulagdo. Note ainda que a remogdo das
capacidades inferiores em nada alteraram a matriz dos coeficientes 4, o que significa que

manteremos a designagdo dada a matriz 4 anteriormente.
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Cap.2 Problema de Transporte Capacitado

Dada uma solugdo bésica viavel x, a proxima tarefa ¢ verificar se esta é uma solugio
6tima, ou se a mesma pode ser melhorada de modo a decrescer ainda mais o valor da fungdo
objetivo.

), onde

Denotemos a matriz base de trabalho por B = ( A'J,_1 7 A sCit

1,.5‘

m+n-1*"m+n-1

Ar,,s‘ , i=1,2,- ;m+n-1, denotam as colunas da matriz 4 associadas com as varidveis
bésicas, e e, . = denota a coluna artificial introduzida para obten¢do do posto completo da
matriz dos coeficientes.

Uma vez que as colunas da matriz 4 estdo representadas por Ag. =€ heln e REZtL

o resultado obtido em (1.3.1) fornece a seguinte relagdo:

s — | -1 -1
x,=B"b— ) B X, a; = DI X ,a; (2.2.3)

whet, et
onde I, e I representam o conjunto de indices das varidveis ndo-basicas em suas
capacidades inferior e superior, respectivamente.

Substituindo a relagdo (2.2.3) na fungdo objetivo do problema (2.2.2), apds

algumas operagdes algébricas, obtemos:

— _I _ -
z—cBB b+ Z ny_xy+ Z ny_xy

""‘]“L li.nds

= - S~
onde m, = =cpB Ag = wAU'

v %0 %

Assim como no Capitulo 1, também referimos a 7, como coeficiente de custo
reduzido da variavel X;;» enquanto que os multiplicadores simplex y,, com 1<k <m+n,

associados com a base de trabalho B, sdo obtidos da relagdo:

y=c,B™! ou yB=c, (2.2.4)

De maneira similar aquela vista no Capitulo 1, os critérios de otimalidade séo dados

m; 20, para (i,/) €/,
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nfj <0, para (i,j)e!s

A caracteristica especial da matriz A faz com que os multiplicadores simplex sejam
determinados de maneira pritica e eficiente como podemos ver a seguir.
Denotando os multiplicadores simplex y, para 1<i<m por u, e Y para 1€ j<n

por v, 0 vetor y das varidveis duais € dado por:

‘["=(ul’".’um’v1""’vn)

Multiplique por "-1", as n ultimas equagdes do problema (2.2.2). Agora, a coluna

Afj tem um "1" na i-ésima posi¢do, ¢ um "-1" na (m+ j)-ésima posi¢do, isto €,

A;=e—e, € R™*". Logo, fazendo as devidas substituigdes, obtemos:

i = Si _WA;; =c;—u tv,.

Considerando ¢, o custo associado com a varidvel artificial x (introduzida no vetor

x devido a presenga da coluna e ., ), o vetor de custos bdsicos passa a ser dado por

m+n

+C,)-

Cp= (C 3°°*,C
B N3 Fortn—1Smen—1

Atribuindo um valor arbitrdrio a ¢ ,» COMoO por exemplo c, = 0, e fazendo as devidas

substituiges na relagdo (2.2.4), obtemos o seguinte sistema:

(ul‘“"um’vl'“"vn)(ArI,sl’""Ar A ""em+n) (Cr 5 G 5 ¢ "'ca)

r s 2 r s 2
m'“m m+1 " m+l "1 m'“m m+l T m+l

(ul’m’um’vl’m’vrx)‘a‘.t‘l..'.'l = crl,sl

('u 3ttt VitV )a
1 m’’1 Regir s

(uis'"9u

l”l|lvl|...|"r )‘ll

e l,S

ml " ] Fone1 S

m+l1

(u],ﬂz,‘“,u

m“vl’v2'.“’vn)e =0

m+n

AYA
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_Cr
1°51

=cC
rm ’Sm

3 crm+l el
v =0

Portanto, aplicando o método da substitui¢do a este novo sistema a partir de v, =0,
obtemos os valores dos demais multiplicadores simplex.

Note que, a introdugdo da varidvel artificial na (m+ n)-ésima equagdo do problema
(2.2.2) através do vetor e,,,,, faz com que v, seja o primeiro multiplicador simplex a ser
obtido no sistema (2.2.5). Veja que o valor de v, ¢ idéntico ao valor arbitrario atribuido a
¢, Isto quer dizer que, atribuir valores arbitrérios a c, € equivalente a atribuir os mesmos
valores ao seu correspondente multiplicador simplex v, .

De um modo geral, a escolha do primeiro multiplicador simplex, u; ou v j» 30 qual
sera atribuido um valor arbitrario, corresponde a introdugdo da coluna ¢; ou e, . j na matriz
base de trabalho B, ou ainda, corresponde a introdugdo da varidvel artificial na i-ésima ou
(m+ j)-ésima equagdo. Podemos observar ainda que cada né da rede esta associado a um
multiplicador simplex, e como o ndé destino »n foi designado como nd raiz, entio o

multiplicador simplex associado este n6 € o primeiro multiplicador simplex a ser obtido no

sistema (2.2.5).

Critério para Entrada do Arco
De acordo com o estudo do Método Simplex com Variaveis Limitadas dado no

Capitulo 1, um arco candidato a entrar na arvore basica é qualquer arco n3o-bésico (i, /) € L

tal que m; <0, ou (i,j) €S tal que m; > 0. No Capitulo 3 descreveremos um critério que

melhor determina o arco que entra, para fins de implementagdo computacional.

A
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Critério para Saida do Arco

Suponha que (k,/) seja o arco selecionado para entrar na base.

Adicionando-se o arco (k,/) a 7, definimos um tnico ciclo C com a mesma
orientagdo do arco (k,/) se (k,/) € L, e orientagdo oposta a de (k,/) se (k,l) €S.

Denotemos por C o conjunto de arcos em C cuja orientagdo é a mesma de C e
denotemos por C o conjunto de arcos em C cuja orientagdo ¢ contraria a de C.

Enviando fluxo adicional ao redor do ciclo na dire¢do de sua orientagdo, o custo
decresce estritamente na razdo d|n,,| por unidade. Em seguida, aumentamos o fluxo tanto
quanto possivel até que um arco no ciclo C atinja sua capacidade inferior ou superior. O
fluxo aumentado ao longo do ciclo C aumenta o fluxo sobre os arcos com orientagdo de C e
diminue o fluxo sobre os arcos com orientagdo oposta a de C. Conseqiientemente, a
mudang¢a méxima de fluxo sobre um arco (i, ) € C, denotada por & ij? satisfaz as seguintes

restrigdes:

5 - {eg ~x, se(i,j)eC
ij

W x; 5 ose(i,j)eC

Para manter a viabilidade, devemos aumentar & = min{d ,}.:(i ,J) €C} unidades de
fluxo ao longo do ciclo C. Um arco (p,q) €C tal que Spq =9, ¢ selecionado para sair da

arvore T'; existindo mais de um candidato a sair de T, seleciona-se um deles arbitrariamente.

2.3 ALGORITMO
O algoritmo para o Problema de Transporte Capacitado consiste nos seguintes
passos:
Passo 1: Encontre uma solugdo basica viavel inicial;
Passo 2: Calcule os multiplicadores simplex #'s e v;'s em u, -V, =¢;, para (i,)) eT,
com v, =0;

Calcule m;; = c;; —u; +v; para cada arco ndo-basico (i, j).

A
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Se (i,j))el en, <0,0u (i,j)eSe u >0, entdo (i,j) ¢ um arco candidato a

entrar em 7'. Dentre estes candidatos, escolha aquele cujo T € o de maior valor
absoluto. Se tal candidato ndo existir entdo Pare, a solugdo atual é 6tima se ndo
existirem arcos artificiais na base com fluxo positivo, caso contrério, o problema
ndo tem solugdo vidvel;

Passo 4: Determine o ciclo formado em T com a entrada do novo arco;

Passo 5: Determine o arco que sai de T;

Passo 6: Encontre a nova solugédo basica viavel. Va para o Passo 2.

2.4 CONVERGENCIA

Ciclagem

O algoritmo para o Problema de Transporte Capacitado ndo termina necessariamente
em um numero finito de iteragdes, a menos que a arvore T que representa a base de trabalho
tenha uma estrutura especial chamada arvore geradora fortemente viavel cuja definigdo é
dada como segue. Uma arvore T ¢ chamada drvore geradora fortemente viavel se todo arco
na arvore T com fluxo zero tiver mesmo sentido do arco raiz, ¢ todo arco da arvore com
fluxo igual a sua capacidade superior tiver sentido oposto ao do arco raiz. Em outras
palavras, T ¢ uma arvore geradora fortemente viavel se pudermos enviar uma quantidade
positiva de fluxo de qualquer né ao né raiz ao longo da érvore sem que qualquer uma das
capacidades de fluxo sejam violadas.

Note que uma arvore geradora ndo-degenerada ¢ sempre fortemente viavel, enquanto
que, uma arvore geradora degenerada pode ou ndo ser fortemente vidvel. Veremos no
capitulo 3 que os valores atribuidos as capacidades superiores dos arcos fardo com que a
solucdo basica vidvel inicial dada em (2.2.1) seja fortemente viavel.

O processo a seguir, proposto por Cunningham [16, 17], Barr, Glover e Klingman
[4] descreve como podemos manter, em cada iteragdo, a arvore geradora fortemente viavel

quando a arvore inicial é uma arvore geradora fortemente viavel.

A
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Suponha que temos uma arvore geradora fortemente vidvel. Suponhamos também
que durante uma operagdo pivo, (k,[) seja o arco selecionado para entrar na arvore.
Sejam V, e V, os caminhos que conectam k e [ a0 n6 raiz. Adicionando-se o arco
(k,l) a T, definimos um tnico ciclo C com a mesma orientacdo do arco (k,/) se o fluxo
estiver na sua capacidade inferior, ou sentido contririo a do arco (k,[) se o fluxo estiver na
sua capacidade superior. Seja a o dpice, isto €, o primeiro n6 comum aos caminhos V, e
T

Ap6s aumentarmos & unidades de fluxo ao longo do ciclo C, o algoritmo identifica o

arco candidato a sair da drvore 7, isto €, um arco (i, j) € C tal que SU =9, onde 8!’1’ ¢ dado

pela relagdo (2.2.6). Se existir um unico arco (i, j) candidato a sair de T, entdo este arco é
escolhido para sair de T. Todavia, se existir mais de um arco candidato a sair de 7, entdo a
préxima arvore geradora scerd degenerada, e portanto, podendo ndo ser fortemente vidvel.
Neste caso, o arco selecionado para sair de T deve ser o ultimo arco candidato a sair de T
quando percorremos o ciclo C no sentido da sua orientagdo a partir do dpice a. Desta
maneira, este processo garante que na préxima drvore geradora cada né sobre o ciclo C
podera enviar uma quantidade positiva de fluxo até o né raiz, e portanto, tal arvore geradora
serd fortemente vidvel na préxima iteragdo.

Portanto, para obtcrmos drvores geradoras fortemente vidveis em cada iteragdo do
Algoritmo de Transporte dado na se¢do anterior, devemos alterar o Passo-1 para “Encontre
uma solugdo bdsica inicial fortemente vidvel”’, ¢ em seguida, procedermos a escolha da

varidvel que sai de 7" da mancira como foi mencionada acima.

“Stalling”

Cunningham [16] mostra que o fendmeno “stalling”, explicado no capitulo anterior,
pode ocorrer mesmo usando o método de Bland ou das arvores fortemente vidveis. Um dos
métodos utilizados para evitar “stalling”, que pode ser utilizado em qualquer contexto, foi
apresentado no Capitulo 1. Agora descrevemos rapidamente outro método de escolha do

arco candidato a entrar na base devido a Cunningham, o qual € especifico para problemas de
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fluxo em redes. Limitamos esta discussio ao problema de fluxo ndo capacitado.
Cunningham [16] discute este caso e diz que seus resultados podem ser estendidos para
problemas capacitados.

Seja m,M,,...,N,,, Uma ordenagio dos vértices da rede G, fixa mas arbitréria.

Sejam T uma darvore geradora bdsica fortemente vidvel e x° uma solugdo bésica
vidvel correspondente. Suponha que a seja o arco que se tornou basico quando T passou a
ser a arvore geradora bdsica em questdo. Suponha também que o vértice ¢ seja a cabeca do
arco a. Seja (k,l) T e denote por C(T,(k,l)) o tnico ciclo formado com a inclusdo do
arco (k,[) na drvore T cuja orientagio € no sentido de (k,/).

O custo Cy ,,(T) ¢ soma dos custos dos arcos com sentido do ciclo menos a soma
dos custos dos arcos com sentido contrdrio ao ciclo. Escolha o arco que entra na base da
seguinte forma:

e entra na base sc a cabega de e for o primeiro elemento da lista T

l+l""’nn+m’

N,5---»N, tal que C.(T) = Min{C,(T): cabega de e = cabega de ee C.(T)<0}.

Com esta estratégia de escolha do arco que compord a nova base, combinada com o
critério de escolha do arco que deixa a base mantendo a nova drvore bdsica fortemente
vidvel, o nimero de pivds degenerados na execugdo do algoritmo € limitado

polinomialmente com relagio as dimensdes do problema.
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CAPITULO
3

IMPLEMENTACAO DO ALGORITMO SIMPLEX PARA
PROBLEMAS DE TRANSPORTE CAPACITADOS

3.1 INTRODUCAO

Este capitulo tem o propdsito de descrever uma implementagdo do Algoritmo
Simplex para Problemas de Transporte Capacitados baseando-se principalmente nos
trabalhos de Bradley, Brown, Graves [11], Glover, Klingman [27], Klingman, Napier, Stutz
[32], Langley, Kennington, Shetty [34] e Resende [41]. Na implementagdo, as arvores
geradoras serdo representadas convenientemente fazendo com que as operagdes basicas do
algoritmo sejam efetuadas de maneira eficiente. Tal implementagdo originou TRANSMAX,
um programa escrito em linguagem Pascal que resolve Problemas de Transporte esparsos ou
densos, com ou sem arcos capacitados, ¢ gera automaticamente nds e arcos artificiais no
caso de problemas ndo-balanceados. TRANSMAX foi submetido a varios testes gerados por
GERAPTC, um gerador aleatério de Problemas de Transporte Capacitados também

implementado neste trabalho para tal propésito.

Reformulagdo do Problema (2.1.2)

Os principais avangos computacionais nos codigos para Problemas de Fluxo em
Redes, baseados no Algoritmo Simplex Primal, se deve a melhoramentos na representagéo e
manipulagdo dos dados do modelo. Assim, para melhorar a eficiéncia de um algoritmo ¢
necessario entender bem as relagdes entre o algoritmo e as estruturas de dados empregados
na sua implementagdo.

Para facilitar a armazenagem dos arcos do Problema de Transporte em questdo e
posterior manipulagdo dos dados, faremos uma reformulagdo do problema (2.1.2) e este

passa a ser escrito da seguinte forma:
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Minimizar Zc‘x‘
tel
sujeito a:  Y.x, =a;,

+
tel’

>%5=b., jeN,

ter;
-+l

0<x, <g,, tel
onde I'= I"‘.‘L v I‘j' representa o conjunto de todos os arcos no problema, I:.* representa o
conjunto dos arcos em I" com cauda i, I"J." representa o conjunto dos arcos em I' com cabega
J, N, representa o conjunto dos nés origens e N, representa o conjunto dos nés destinos.
A notagdo utilizada em (3.1.1) nos permite armazenar somente 0s arcos que estdao
presentes na rede, isto ¢, a rede original ndo precisa ser necessariamente uma rede na qual

todos os nés origens tém grau igual a n e todos os nds destinos t€ém grau igual a m.

Rotulagio dos Nos

Os nés da rede do problema (3.1.1) sdo rotulados da maneira como segue.

A i-ésima linha da Matriz A de Transporte estd associada com a i-ésima origem, e €
representada na drvore geradora enraizada pelo né rotulado pelo nimero serial i. A j-ésima
coluna da Matriz A de Transporte estd associada com o j-ésimo destino, e € representada na
arvore geradora enraizada pelo nd rotulado pelo nimero serial j+m.

Portanto, os nés origens sdo rotulados por 1,2,...,m, € 0os nds destinos sao rotulados

por m+1,m+3,...,m+n.

3.2 ESTRUTURA DE DADOS
De agora em diante, denote por T a arvore que representa a base de trabalho do
problema (3.1.1), e por L ¢ § os conjuntos das capacidades inferiores e superiores,

respectivamente.
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Problemas de Transporte Capacitados

Armazenagem da Rede
Uma vez que matrizes esparsas sdo muito comuns em Problemas de Transporte de

Grande Porte, ndo € eficiente armazenar a matriz de transporte, assim como as matrizes de

capacidade superior e custos.

De acordo com Bradley, Brown, Graves [11], a rede de um Problema de Transporte
serd armazenada nos seguintes vetores:

KUDA(*): Armazena a cauda de cada arco;

PKBSA(*): Armazena a cabega de cada arco de tal modo que todos os arcos com a mesma
cabega sdo armazenados em espagos contiguos na memoria, pois deste modo, a
lista de cabegas i é substituida por PKBSA(/)=i, onde i é o primeiro arco
com a cabega j;

KUSTO(*): Armazena o custo (por unidade do produto) a ser pago para transportar
sobre cada arco.

KSUP(*): Armazena a capacidade (superior) de cada arco. Arcos ndo-bésicos em suas
capacidades superiores sdo identificados no vetor KSUP(*) pelo elemento

-KSUP(*).

Armazenagem da Base

Seguindo Bradley, Brown, Graves [11], Glover, Klingman [27], Klingman, Napier,

Stutz [32], Langley, Kennington, Shetty [34] ¢ Resende [41], as estruturas de dados que

representam a arvore 7' sdio dadas pelos seguintes vetores:

NIVEL(*): Armazena o nivel de cada nd, isto é, NIVEL(i) armazena o ntimero de

arcos no caminho conectando o né i ao no raiz;

PREDSOR(*): Armazena o antecessor de cada nd, isto ¢, PREDSOR(i) armazena o né de
nivel NIVEL(#)-1 no caminho conectando o né i ao né raiz. Um elemento
dado por —PREDSOR (i) indica que um arco em 7 tem orientagdo de i para

PREDSOR(i); caso contrério, 0 arco em T tem orientagdo de PREDSOR()

para i;
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PROXIMO(*): Armazena uma seqiiéncia de nés que comega no né raiz da arvore T e
passa por todos os nds na mesma seqiiéncia em que os correspondentes

multiplicadores simplex s3o determinados no sistema (2.2.5);

ULTSUC(*): Armazena o #ltimo sucessor de cada né, isto é, ULTSUC(i) armazena o n
cujo caminho deste ao né raiz contém o ndé i de tal modo que

NIVEL(PROXIMO(ULTSUC(#)))<NIVEL().

Os vetores que representam a arvore 7" sdo inicializados da seguinte maneira:

2, para m+2<i<m+n+l
NIVEL(i) =<1, para 1<i<m+1
0, para i=m+n+2

(-m—n-2, para 1Si<m+1
PREDSOR(i) = {m+1 , para m+2<i<m+n+1
0 , para i=m+n+2

“

, para i=m+n+2

0
PROXIMO (i) = ;
i+1, para 1<i<m+n+l

i , para {I<i<m}U{m+2<i<m+n+1}

ULTSUC() =
® {m+n+1, para {i =m+1}U{i = m+n+2}

Operagdes Simplex

As operagdes simplex sdo efetuadas através das seguintes estruturas de dados:
LISTANB(*): Armazena todos os arcos ndo-basicos;

LISTATIVA(*): Armazena até A arcos ndo-basicos com o melhor coeficiente de custo

reduzido;

MSIMPLEX(*): Armazena os multiplicadores simplex;

AL
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FLUXO(*): Armazena o fluxo sobre o arco (i,PREDSOR(i)) para cada né i em

T,exceto para o né raiz.

3.3 IMPLEMENTANDO AS OPERACOES SIMPLEX

As operagdes simplex mencionadas aqui estdo baseadas nas referéncias Bazaraa,
Jarvis, Sherali [6], Bradley, Brown, Graves [11], Langley, Kennington, Shetty [34] e
Resende [41].

Solucio Basica Viavel Inicial

Para evitar ciclagem em problemas de redes, Cunningham [15] sugeriu um
refinamento do Método Simplex que consiste em conservar uma estrutura especial
conhecida como 4rvore geradora enraizada fortemente vidvel, em cada iteragdo. Lembremos
que, uma drvore geradora enraizada fortemente vidvel para o problema (3.1.1), incluindo o
arco raiz, € uma arvore geradora enraizada na qual todo arco degenerado (i) com fluxo na
capacidade inferior é tal que j encontra-se no caminho do né i ao né raiz e todo arco
degenerado (i,j) com fluxo na capacidade superior € tal que i encontra-se no caminho do né j
ao né raiz.

Assim, é necessdrio, para inicializar o algoritmo, encontrar uma arvore geradora
enraizada fortemente vidvel para o problema (3.1.1).

Considerando a solugdo badsica vidvel inicial dada em (2.2.1), vemos que o vetor

FLUXO(*) € inicializado da seguinte maneira:

,se 1<ism+1
se m+2<i<m+n+l1

a.
FLUXO (i) = { '

i=m=1?
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onde a demanda do novo destino vale b, , = Z;”_laj, e a oferta da nova origem vale

a,. .= Zj‘:lb e Um arco (i,j) com capacidade superior ilimitada tem seu valor no vetor

KPSUP(*) dado por (g, +bj), i=l...m+lej=m+2,..m+n+2.
Entdo, a solugdo basica viavel inicial obtida anteriormente constitui uma arvore
geradora enraizada fortemente vidvel. A arvore inicial conserva a estrutura fortemente

viavel quando utilizamos a regra dada na subsegdo que determina o arco que sai da arvore.

Determinagiio do arco que entra

Vimos no Capitulo 1 que, em cada iteragdo, 0 Método Simplex requer o calculo dos
coeficientes de custo reduzido de todos os arcos ndo-basicos para determinar o arco que
entra na arvore T, acarretando com isto um consumo de tempo muito grande. O esquema de
custo que utilizaremos ¢ uma variante do método de Dantzig, o qual considera até A arcos
ndo-basicos com o melhor coeficiente de custo reduzido € somente estes arcos sdo
considerados a tornarem-se basicos durante as iteragdes do algoritmo. Nesta operagdo
utilizamos as listas ligadas LISTANB(*) e LISTATIVA(*). O arco ndo-basico que entrar na
arvore T € substituido na lista LISTATIVA(*) pelo arco que sai de 7. Se dentre os A arcos
de LISTATIVA(*) ndo existir pelo menos um a se tornar basico, 0 esquema reconstroi
LISTATIVA(*) com até A arcos com o melhor coeficiente de custo reduzido a partir de
LISTANB(*), e determina se existir, um candidato a entrar na base. Este procedimento é
repetido até que ndo existam mais candidatos a entrar na arvore 7. Neste momento o

algoritmo determina se a solugdo € 6tima ou invidvel.

Determinacgio do arco que sai

Seja w o arco com extremidades k e / selecionado para entrar na arvore T'. Sejam V X
e V, os caminhos que conectam os n6s k e / ao né raiz. Adicionando-se o arco w a T,
definimos um unico ciclo C com a mesma orientacdo do arco w se w € L, e orientagdo
opostaade wse weS.

Os caminhos V, e V, sdo gerados a partir dos vetores PREDSOR(*) e NIVEL(*).

A
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Com a informagdo do vetor NIVEL(*) é possivel iterar sincronizadamente os
caminhos V, e V, para identificar o dpice a. O vetor NIVEL(*) indica qual a profundidade
do apice a em T e qual caminho serd iterado primeiro. Quando ambos os caminhos tiverem
os mesmos niveis, os nés sdo comparados por igualdade. Uma igualdade indica o né apice a
e uma desigualdade indica que ambos os caminhos deverdo ser iterados para uma outra
comparagdo.

De acordo com a restri¢gdo (2.2.6), para que a viabilidade seja mantida, devemos

aumentar 6 = min{d,:f € C} unidades de fluxo ao longo de C, onde:

5 =18~ % set eC
Ellx set eC

.3
Entdo, um arco w'tal que &, =0, sera um arco candidato a sair da arvore 7.
Percorrendo o ciclo C ao longo da sua orientagdo, a partir do apice a, selecionamos o

ultimo destes candidatos para sair da arvore T, pois desta maneira fazemos com que T

conserve a propriedade de ser fortemente vidvel.

O ciclo C ¢ percorrido duas vezes. Na primeira vez determinamos o pice e o maior

fluxo possivel que pode ser aumentado ao longo de C. Na segunda vez ajustamos os fluxos.

3.4 ATUALIZACAO DA ARVORE

As referéncias Bradley, Brown, Graves [11], Langley, Kennington e Shetty [34] ¢
Resende [41] podem ser consultadas no sentido de obter maiores detalhes sobre o estudo de
atualizagdo da arvore que constitui a base de trabalho.

Sejam k e / as extremidades do arco que entra, ¢ p € ¢ as extremidades do arco que

sai, de maneira que V, contenha o arco que sai de 7.

Suponha, para efeito de ilustragdo, que NIVEL(q)>NIVEL(p) (os casos em que
NIVEL(q)=NIVEL(p) ou NIVEL(q)<NIVEL(p) podem ser analisados de maneira similar).
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Chamamos de ramo principal o caminho conectando o n6 / ao né q, € de ramo
secunddrio o caminho conectando o n6 / ao né p.

Considere a arvore T da figura 3.4.1, uma arvore obtida de uma iteragdo qualquer na
qual a orientagdo dos arcos € ignorada. Suponha, neste caso, que temos k=4,/=1, p=7,

q =8, e designemos o né raiz por r = 16.

Fig. 3.4.1

De agora em diante denote por T; a subarvore de T enraizada em j, e por Tl a

arvore T atualizada.

Atualizando o vetor PROXIMO(*)
A figura 3.4.2 mostra a seqiiéncia dos noés no vetor PROXIMO(*), onde a flecha

pontilhada entre dois nds i e j representa o espago contiguo ocupado pelos nés i € j no vetor

PROXIMO(*), isto ¢, PROXIMO(1) = 2, PROXIMO(2) = 3,..., PROXIMO(15) = 16.
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Usaremos o termo “costura” para representar o par (i,PROXIMO(i)). Desta maneira,

quando PROXIMO(#) = j diremos que existe uma costura saindo do né i e chegando em ;.

Inicialmente, mostremos como atualizar o vetor PROXIMO(*) em 7;, ou ainda,

como enraizar a subarvore T; em /.
O algoritmo a seguir nos d4 uma idéia geral de como atualizar o vetor PROXIMO(*)

em 7;, onde i é um nd sobre o ramo principal:

d«i
e < ULTSUC(d)
f «<PREDSOR(d)
PROXIMO(e) « f
Determine g tal que PROXIMO(g) =d
Se NIVEL(PROXIMO((e))SNIVEL(f)

entdo Se g # f entdo Se f # ¢ entio PROXIMO(g) < PREDSOR((f)

sendo z <« g
sendo PROXIMO(g) «~PROXIMO(e)
Se f =q entdo z «ULTSUC(f)

Agora, mostremos como atualizar o vetor PROXIMO(*) em T'-T.

Observando a figura 3.4.2, vemos hue existe uma costura entrando em 7, ¢ outra
saindo para reentrar em 7 — T,;a saber, a costura que une os nés 4 e 11, e a costura que une
os nés ULTSUC(g) =15 e r =16, respectivamente.

Indiquemos os nés ULTSUC(k) e PROXIMO(ULTSUC(g)) por x e O,
respectivamente, e indiquemos por ¢ o né em T -7, tal que PROXIMO(¢) =¢.

Se PROXIMO(x) #q, as duas costuras, a que entra € a que sai, precisam ser
cortadas e reconectadas. Neste caso fazemos y = PROXIMO(x) e PROXIMO(¢) = 0.

Se PROXIMO(x) = q, entdo fazemos simplesmente y = 0.

O ajuste do vetor PROXIMO(*) em T-T7, se completa quando fazemos
PROXIMO(x) =/ e PROXIMO(z) = y, onde z=ULTSUC(/) estiem T".

De acordo com a figura 3.4.2, temos k=4, /=11, ¢=8, a=2 (apice), x=6,
p=y=0=7,z=w=9,r=0=16. A figura 3.4.3 ilustra o vetor PROXIMO(*) atualizado.
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Fig. 343

Atualizando o vetor ULTSUC(*)
Seja z o no obtido na atualizagdo do vetor PROXIMO(*). Todos os nés i's em T'— T,

tais que ULTSUC(/))=ULTSUC(k) terdo seus valores em ULTSUC(*) ajustados para

ULTSUC(i)=z, enquanto que todos os nés j's em T—Y‘; tais que

ULTSUC(j)=ULTSUC(q) terdo seus valores em ULTSUC(*) ajustados para
ULTSUC()) = ¢.

De acordo com a figura 3.4.1, os nés 3 € 4 tém o n6 6 como ultimo sucessor,
enquanto que os nés 2 e 7 t€ém o né 7 como ultimo sucessor. Isto quer dizer que devemos ter
em T" 0 né 9 como tltimo sucessor dos nés 3 e 4, enquanto que o nd 7 sera o Gltimo

sucessor dosnés 2 e 7.

Atualizando o vetor PREDSOR(*)

O antecessor sera alterado somente para os nds sobre o ramo principal. Neste
momento fazemos PREDSOR(/) = k, em seguida, fazemos PREDSOR(v) = £u para todos
os nds u e v sobre o ramo principal tais que PREDSOR(u) = *v.

De acordo com a arvore T da figura 3.4.1, os elementos do vetor PREDSOR(*) que
devem ter seus valores atualizados sdo: PREDSOR(11)=10, PREDSOR(10)=8 e
PREDSOR(8)=7. Entio em T  devemos ter PREDSOR(8)=10, PREDSOR(10)=11 e

PREDSOR(11)=4. Note que aqui ndo estamos considerando a orientag@o dos arcos.
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Atualizando o vetor NIVEL(*)

O vetor NIVEL(*) ¢ alterado somente para os nés em 1’;. Cada n6 i em 7; tera seu
valor em NIVEL(*) alterado pela expressio NIVEL(PREDSOR(i))+1. Para obtermos éxito
nesta operagdo, devemos ter os vetores PREDSOR(*) e PROXIMO(*) atualizados
anteriormente.

De acordo com a figura 3.4.1 vemos que NIVEL(8)=3, NIVEL(9)=NIVEL(10)=4,
NIVEL(11)=NIVEL(14)=NIVEL(15)=5, e NIVEL(12)=NIVEL(13)=6. Entéo, na arvore T"
teremos, NIVEL(11)=4, NIVEL(12)=NIVEL(13)=NIVEL(10)=5, NIVEL(14)=NIVEL(15)=
NIVEL(8)=6 e NIVEL(9)=7.

Atualizando o vetor MSIMPLEX(*)

Todos os nés em ?; terdo seus valores no vetor MSIMPLEX(*) aumentados por

—m,, se o arco que entrar em 7 for (k,/), e terdo seus valores aumentados por © & S€ 0 arco

que entrar em T for (k).

Atualizando o vetor FLUXO(*)

Seja w' o arco selecionado para sair de T. Utilizando o vetor (atualizado)
PREDSOR(*) a partir do n6é i=q, fazemos FLUXO(i)=FLUXO(PREDSOR(i)) até
atingirmos i=PREDSOR(/). Finalmente, para i=/ fazemos FLUXO(/)=8 , se o arco
(i, PREDSOR(i)) estiver em sua capacidade superior, ¢ fazemos FLUXO(i))=FLUXO(i)-3 ,

se o arco (i, PREDSOR(/) estiver em sua capacidade inferior.

A figura 3.4.4 ilustra a atualizagdo completa da arvore dada na figura 3.4.1.
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3.5 GERADOR

As discussoes deste capitulo originou o programa, que denominamos TRANSMAX
cujo desempenho € avaliado através de problemas testes de vdrias dimensdes gerados por
um gerador aleatério (GERAPTC) de Problemas de Transporte Capacitados ou nado, o qual
também foi implementado neste trabalho.

Nesta se¢do fazemos um breve estudo sobre a constru¢do do gerador aleatério de

Problemas de Transporte Capacitados.

O usudrio tem pleno dominio sobre o gerador pois o mesmo pode controlar os

pardmetros referente ao nimero de origens, nimero de destinos, quantidade de arcos
(capacitados ou ndo) que a rede deve conter. Cada um destes pardmetros tem a opgao de ser
gerado aleatoriamente ou ser digitado pelo préprio usudrio.

A construgiio de GERAPTC € dividida em duas partes.

A primeira parte consiste em gerar o que chamamos de esqueleto da rede, ou seja, a
rede que representard o Problema de Transporte Capacitado. Neste momento também sao
introduzidas as quantidades de origens, de destinos e de arcos definindo assim o tamanho do
problema a ser gerado.

A estrutura de dados utilizada neste passo € a seguinte:
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UKBSA[*] :Armazena o ultimo arco com a cabega em cada destino;
UKUDA[*] :Armazena o 1ltimo arco com a cauda em cada origem;
GRAU[*] :Armazena o grau de cada nd;
KUDA[*] :Armazena a cauda de cada arco;
KBSA[*] :Armazena a cabega de cada arco;
DESTINOS[*]:Armazena os destinos adjacentes a cada origem;
IUD[*] :Armazena o tltimo indice de destinos de cada origem.

A rede gerada por GERAPTC satisfaz as seguintes relagdes:

SGRAU[Il2n  GRAU[i]22, i=1,...,m+n $" GRAU [i] = (Total de arcos)
i=1 i=1

A segunda parte destina-se a gerar os demais dados tais como as ofertas, demandas,

custos e capacidades dos arcos.
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CAPITULO
4

RESULTADOS OBTIDOS
E
CONCLUSOES FINAIS

4.1 INTRODUCAO

Neste capitulo apresentamos os resultados obtidos com o TRANSMAX e também

discutimos os caminhos para trabalhos futuros.

4.2 RESULTADOS OBTIDOS

Assim como na prética, os problemas testados tém numero de destinos muito maior
do que o numero de origens (lembramos que o programa desenvolvido neste trabalho
também resolve os demais casos).

GERAPTC gerou redes para Problemas de Transporte Capacitados onde as
capacidades inferiores eram iguais a zero, enquanto que a escolha de um arco ser capacitado
superiormente ou ndo foi feita de maneira aleatéria. Os custos tiveram valores reais
compreendidos entre 1 e 100. As ofertas e as demandas tiveram valores inteiros variando
entre 9 e 606, de modo a obtermos problemas balanceados e ndo-balanceados. O
experimento foi realizado em um microcomputador 486 DX2 de 66 Mhz com 4Mb de
memoria RAM.

Foram gerados 10 problemas de ordem 5x10 que denominamos problemas do tipo-I,
10 problemas de ordem 10x15 que denominamos problemas do tipo-II, € 10 problemas de
ordem 15x50 que denominamos problemas do tipo-IIl. Para cada valor de A foram
registradas as médias do nimero de iteragdes e do tempo de CPU dos 10 problemas de cada
tipo. As tabelas 3.4.5, 3.4.6 e 3.4.7 ilustram os resultados obtidos para os problemas de tipos

I, II e III, respectivamente.
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Resultados Obtidos e Conclusdes Finais

Tipo-I

m=5 n=10 Total de arcos: 50 '

Total de arcos capacitados: 42

Total de iteragdes
(Média)

Tempo de CPU
em segundos
(Médio)

Varidncia

28

00:09

30

00: 01

29

00:04

29

00:03

29

00:03

28

00: 04

Tabela 3.4.5

Tipo-II

m=10 n=15

Total de arcos: 40

——

Total de arcos capacitados: 33

Total de iteragdes
(Média)

Tempo de CPU
em segundos
(Médio)

Variancia

37

00:07

38

00:03

37

00:04

37

00:03

38

00:05

36

00:05

—

5

Tabcla 3.4.6
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Resultados Obtidos e Conclusées Finais

Tipo-III

m=15 n=50

Total de arcos capacitados: 163

Total de arcos: 200

A

(Média)

Total de iteragdes

Tempo de CPU
em segundos

(Médio)

Variancia

143

03

: 31

148

00:

85

150

00:

95

156

0l:

13

149

01

: 30

142

01

: 54

4.3 CONCLUSOES FINAIS

Tabela 3.4.7

Analisando as tabelas percebemos que A igual a 1 corresponde ao pior tempo de

CPU dos problemas, enquanto que o tempo de execu¢do € mais lento para os problemas

cujo valor de A supera 1/5 do total de arcos. E observa-se também que A igual a 1/5 do total

de arcos nos dara o melhor tempo de CPU, porém essa certeza s6 podera ser dada através de

testes estatisticos adequados, os quais deixamos para um trabalho futuro.

Pretendemos também, num trabalho futuro, adaptar o cédigo TRANSMAX para

resolver problemas mais gerais de fluxo a custo minimo e testd-lo em problemas grandes.

Depois, comparar sua performance com cédigos de dominio publico e pacotes comerciais

para solugdo de problemas de grande porte em redes. Além disso, pretendemos também

implementar uma subrotina que permite evitar o fendmeno ‘“stalling” e estender os

resultados de Cunningham [16] para redes capacitadas.
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Resultados Obtidos e Conclusées Finais

Uma outra questdo que merece ser investigada € a busca e refinamento de métodos

para evitar ciclagem e/ou “stalling” em algoritmos simplex duais para problemas em redes.
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