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RESUMO

Este trabalho € dedicado ao estudo do fator integrante inverso de sistemas diferenci-
ais planares. O fator integrante inverso esta principalmente relacionado a solucao do
problema de integrabilidade de campo de vetores planares, uma vez que a existéncia
de um fator integrante inverso nos permite determinar uma integral primeira para o sis-
tema. Entretanto, veremos varias outras aplicacoes relacionadas ao fator integrante
inverso. De fato, o estudo do fator integrante inverso e suas propriedades é utilizado
nos principais problemas da Teoria Qualitativa das Equacdes Diferenciais Ordinarias.
Cada capitulo apresenta a relacao do fator integrante inverso com um problema clas-
sico da teoria, tais como o Problema do Centro-Foco, bifurcagéo e posicao relativa de
ciclos limites. Apresentamos também uma breve generalizagdo do conceito de fator

integrante inverso para sistemas dindmicos n-dimensionais.

Palavras-chave: Fator Integrante Inverso, Sistemas Diferenciais, Ciclos Limites, Teoria
de Integrabilidade de Darboux, Centro-Foco.






ABSTRACT

This work is dedicated to the study of the inverse integrating factor of planar differential
systems. The inverse integrating factor is mainly related to the solution of the inte-
grability problem of planar vector fields, since the existence of an inverse integrating
factor allows us to determine a first integral for the system. However, we will see seve-
ral other applications related to the inverse integrating factor. In fact, the study of the
inverse integrating factor and its properties is used in the main problems of the Qua-
litative Theory of Ordinary Differential Equations. Each chapter presents the relation
between the inverse integrating factor and a classic problem of the theory, such as the
Center-Focus Problem, bifurcation and relative position of limit cycles. We also pre-
sent a brief generalization of the concept of inverse integrating factor for n-dimensional

dynamical systems.

Keywords: Inverse Integrating Factor, Differential Systems, Limit cycles, Darboux Teory
of Integrability, Center-Focus.
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1 Introducao

O objetivo principal deste trabalho é analisar as fungdes V (x, y), ndo nulas, de classe
C!, que satisfazem a equacao diferencial parcial

e e e =) LR

ox
onde P e @ sao funcoes de classe C”, r > 1, ou analiticas, definidas em um aberto U C R2.
Tais fungoes sdo denominadas de fatores integrantes inversos.

A principal propriedade relacionada aos fatores integrantes inversos, é o fato de que
sua existéncia nos permite encontrar uma integral primeira para o campo de vetores
X(z,y) = (P(z,y), Q(z,y)). A existéncia de uma integral primeira determina o retrato
de fase do campo de vetores X. Veremos, no entanto, que os fatores integrantes inversos
possuem muitas outras propriedades que permitem o estudo de varios outros aspectos da
Teoria Qualitativa das Equagoes Diferenciais Ordinarias. Por exemplo, propriedades do
fator integrante inverso podem ser aplicadas no estudo do Problema do Centro-Foco e na
determinacao do nimero de ciclos limites e sua localizagao no retrato de fase.

A primeira rela¢ao do fator integrante inverso com um outro objeto matematico (além
de sua relacdo com as integrais primeiras, é claro!), a saber, o ciclo limite, é apresen-
tada por Giacomini, Llibre e Viano em 1996. A partir dai, muitos artigos de pesquisa
comecaram a ser desenvolvidos para estudar as propriedades do fator integrante inverso.

O nome “fator integrante inverso” foi cunhado em 1998 por Chavarriga e Giné. Um ano
antes, em 1997, os mesmos matematicos juntamente com Giacominni haviam denominado
a fungao V', que satisfaz (1.1), de “fator de divergéncia nulo”. Mas como vemos, nos dias
atuais, o segundo nome foi o mais aceito na comunidade matematica. E a justificativa, é
que se V satisfaz a equagao (1.1), entdo 1/V é um fator integrante do campo de vetores
X em U\ V {0}, isto é, X(1/V) = —(1/V)divX. Dai segue a relagdao entre o fator
integrante inverso e a existéncia de integrais primeiras, uma vez que a integral primeira
pode ser obtida a partir de um fator integrante. E curioso observar que em geral o fator
integrante inverso possui uma expressao mais simples do que o fator integrante, sem falar
que as suas propriedades sdo muito mais abrangentes. Entretanto, verificar se um campo
de vetores possui um fator integrante inverso pode ser uma tarefa muito dificil.

No Capitulo 1, introduzimos o conceito de integrabilidade e estudamos a existéncia de
uma integral primeira para sistemas diferenciais polinomiais planares através da Teoria
de Integrabilidade de Darboux. Essa teoria mostra que existe uma ligagao entre o niimero
de curvas algébricas invariantes e de fatores exponenciais de um campo de vetores X com
sua integrabilidade.

O objeto principal do nosso estudo, o fator integrante inverso, é introduzido no Capi-
tulo 2. Neste capitulo apresentamos algumas propriedades basicas que sao tteis para os
proximos capitulos.
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18 Introducao

A relagao entre a integrabilidade de um campo de vetores e um fator integrante inverso
¢ aprofundada no Capitulo 3. O principal resultado deste capitulo (Teorema 4.13) garante
que um campo de vetores com uma integral primeira racional tem um fator integrante
inverso polinomial se, e somente se, a integral primeira racional tem no maximo dois
valores notaveis criticos. Provamos também que a existéncia de um fator integrante
inverso racional produz uma integral primeira do tipo Darboux. Encerramos o capitulo
com um resultado que fornece uma cota para o grau de um fator integrante inverso
polinomial associado a um fator notavel.

Um dos problemas mais antigo e importantes da Teoria Qualitativa das Equacgoes
Diferenciais Ordinarias, consiste em determinar condi¢Oes necessarias e suficientes para
distinguir quando o retrato de faze na vizinhanca de um ponto singular, cuja parte linear
do campo de vetores neste ponto tem autovalores puramente imaginarios, ¢ um centro
ou um foco. Este problema ¢ denominado de Problema do Centro-Foco. No Capitulo
4 mostraremos como ¢é possivel resolver este problema em termos da existéncia de um
fator integrante inverso. Todavia, como no caso do Teorema de Poincaré-Lyapunov, os
resultados sdo tedricos, ou seja, na pratica a solugao envolve calculos computacionais
impossiveis de serem implementados, mesmo em maquinas extremamente potentes.

O principal problema da Teoria Qualitativa das Equagoes Diferenciais Ordinarias,
sem duvida, trata-se de determinar o nimero e a posi¢ao dos ciclos limites de sistemas
de equagoes diferenciais. Os ciclos limites sao érbitas periddicas, isoladas no conjunto de
todas as orbitas periédicas de um sistema diferencial. No Capitulo 5, a localizacdo no
retrato de fase de um ciclo limite para um campo de vetores X de classe C* com um fator
inverso integrante V' é determinada. Mais precisamente, mostraremos que se X tem um
ciclo limite v, entdao v C V1(0).

No Capitulo 6 estudamos o conjunto dos zeros do fator integrante inverso V' de um
campo de vetores X. Como visto no Capitulo 5, o conjunto V~1(0) pode fornecer infor-
macoes cruciais para a determinacgao do retrato de fase de X. Por exemplo a existéncia e
a posigao relativa dos ciclos limites. Veremos que se V' ~1(0) consiste de um tinico ponto
singular, entao a estabilidade deste ponto pode ser determinada pelo sinal de V' e do
divergente de X na vizinhanca do ponto. Veremos também, sob certas hipéteses, que V
se anula ao longo dos pontos de sela, de pontos singulares com exatamente um autovalor
nulo, ao longo das separatrizes destes tipos de pontos singulares e também ao longo de
policiclos cujos pontos singulares sao selas hiperbdlicas e selas-n6é com um tnico autovalor
nulo.

O estudo da bifurcagao de ciclos limites, a partir de pontos singulares monodromicos
e a partir de anéis de 6rbitas periddicas, e sua relacdo com a existéncia de um fator inte-
grante inverso é explorado no Capitulo 7. Neste capitulo, também obtemos um resultado
que envolve o fator integrante inverso e o estudo de uma generalizacdo do Problema do
Centro-Foco para pontos singulares monodrémicos simples, isto ¢, que nao possuem di-
recoes caracteristicas. Terminamos o Capitulo 7 com um resultado que relaciona o fator
integrante inverso e o estudo do problema de perturbacao singular.

Finalmente, no oitavo e ultimo capitulo, encerramos o texto com o multiplicador in-
verso de Jacobi, o qual é uma generalizacdo do fator integrante inverso para sistemas
diferenciais n-dimensionais, para n > 3. Investigamos até que ponto algumas boas pro-
priedades do conjunto de zeros do fator integrante inverso sao preservadas no caso n-
dimensional. Mostramos que, sob certas hipoteses, os ciclos limites, quando existem,
estao contidos no conjunto dos zeros do multiplicador inverso de Jacobi. Além disso, o
multiplicador de Jacobi também se anula sobre variedades invariantes estaveis e instaveis
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de pontos singulares, desde que o divergente do campo no ponto singular seja diferente
de zero e tenha sinal apropriado.






2 Integrabilidade e Solucoes
Algébricas de Campos de Vetores
Polinomiais

Neste capitulo trabalhamos com campos vetoriais planares polinomiais. Mostraremos a
relagao entre o niimero de curvas algébricas invariantes do campo de vetores e a existéncia
de uma integral primeira. A existéncia de uma integral primeira é muito importante, pois
estd determina completamente o retrato de fase do campo vetorial.

Os resultados deste capitulo podem ser consultados no Capitulo 8 do livro [1].

2.1 Introducao

Denotaremos por F o corpo real R ou o corpo complexo C e por Flx, y] o anel dos
polindmios nas variaveis x e y com coeficientes em R. Considere o sistema diferencial
polinomial bidimensional (ou simplesmente o sistema polinomial)

dx dy

onde z e y sao as variaveis dependentes, t é a variavel independente (o tempo) e P,Q €
Flz, y]. Sendo deg P e deg@ o grau de P e @), respectivamente, denotaremos por m =
max{deg P, deg @} o grau do sistema polinomial.

Se p é um ponto tal que P(p) = Q(p) = 0, entdo nds dizemos que p é um ponto
singular do sistema polinomial.

2.2 Integral Primeira e Invariante
Considere o campo vetorial X associado ao sistema (2.1)
0 0
X=P— —
Ox + Q@y’

ou simplesmente X = (P, Q).
Segue do sistema (2.1) que

isto é,
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22 Integrabilidade e Solu¢oes Algébricas de Campos de Vetores Polinomiais

de dy B )
Plo,y) ~ Qla, g & L0 Ay = Qe y)dr=0.

Em outras palavras, ao sistema (2.1) associamos a equagao diferencial ordindria de pri-
meira ordem

P(x, y)dy — Q(x, y)dr = 0.

Defini¢do 2.1. Seja X um campo vetorial de classe C! em U. Definimos a 1-forma,
diferencial associada ao campo vetorial como sendo w = Qdx — Pdy.

Observe que a equagao diferencial ordindria w = 0 é exatamente a equacao diferencial
das orbitas do sistema (2.1).

Defini¢ao 2.2. O sistema polinomial (2.1) é integravel em um subconjunto aberto U
de F? se existe uma funcdo analitica e ndo constante H : U — FF, chamada integral
primeira do sistema em U, que é constante ao longo das solugoes (x(t), y(t)) do sistema
(2.1) contidas em U, isto é,

H(x(t), y(t))) = constante,

para todos os valores de ¢ tais que a solugdo (z(t), y(t)) estd definida e contida em U.

Observacao 2.3. Note que uma integral primeira H revela de forma implicita o retrato
de fase de um campo vetorial polinomial bidimensional, pois as curvas solucoes do sistema
estao contidas nas curvas de nivel de H. Além disso, a Definicao 2.2 é equivalente a dizer
que H é uma integral primeira do sistema (2.1) se, e somente se, XH = H,P(z, y) +
H,Q(z, y) =0em U.

Definigao 2.4. Seja X = (P, Q) um campo vetorial de classe C' em U C F2. O sistema
associado a este campo é Hamiltoniano se existir uma fungdo H(x, y) analitica, chamada
de funcao Hamiltoniana, tal que

oH . OH
Giy’ Y= Q(fa y) = _%-

&= Pz, y) =

Obviamente a funcao Hamiltoniana é uma integral primeira do sistema Hamiltoniano.

Note também, se F' : F — F é uma funcao analitica ndo nula, entdo a composigao F'(H)
¢ uma integral primeira.

Definigao 2.5. Seja U C F? um conjunto aberto. N6s dizemos que uma funcao analitica
H(x, y, t) : U xF — F é um invariante do campo vetorial polinomial X em U se
H(z, y, t) = constante para todos os valores de ¢ para o qual a solucao (z(t), y(t)) esta
definida e contida em U.

Vale observar que se um invariante H ¢ independente de ¢ entdo H é uma integral
primeira.
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2.3 Fatores de Integracao

Sejam U um subconjunto aberto de F? ¢ R : U — F uma funcao analitica que nao é
identicamente nula em U.

Definicao 2.6. A funcao R é dita um fator integrante ou um fator de integracao do
sistema polinomial (2.1) em U se uma das trés condi¢oes equivalentes se verifica em U:

d(RP)  (RQ)

div (RP, RQ) =0, XR=—Rdiv (P, Q).

Ox oy '
Como de costume o divergente do campo vetorial X é definido por
oP 0Q
div (P, = — 4+ —.
v (P Q) = 5+

A integral primeira H associada ao fator de integracao R é dada por

H(z, y) = [ Rlx, 9)Ple, y)dy -+ h(z), (2.2
, . OH -
onde h ¢é escolhido tal que e —R(@). Entao,
x
OH oH
RP = — RQ = ——.
oy’ @ Ox

Vale destacar que um fator de integragdo é tdo importante quanto uma integral pri-
meira, visto que se tivermos um fator integrante do sistema polinomial basta substituirmos
em (2.2) que teremos uma integral primeira. Nao obstante, resolver a integral em (2.2)
pode nao ser tao simples, porém, o resultado abaixo diz que se encontrarmos dois fatores
de integracao para o sistema, a razao entre estas fungoes é uma integral primeira.

Proposigao 2.7. Se o sistema polinomial (2.1) tem dois fatores de integra¢io Ry e Rs
em um subconjunto aberto U de F?, entio no aberto U \ {Ry = 0} a fungio R—; € uma
integral primeira.

Demonstracgao: Temos que R; e Ry sdo fatores de integracao, entdo segue da definicao

R
que X R; = —R;div(P, Q), parai = 1, 2. Dai basta mostrarmos que X <R1> = 0. Assim
2

Ry _ 0B\ R | O(Ry\ Ry)
X (R2> P T,
OR OR
%-Rz — OR; 871'32 — Ry 072
P ox ox + Q Y Y
R; R3
OR, OR, OR, OR,
P— — — rP—= —
_( ox +Q3y)R2 Rl( 3x+Qay>
= 72
:(XR1>R2 — R1(XRy) _0
R2 '
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2.4 Curvas Algébricas Invariantes

Definigao 2.8. Seja f € F[z, y| tal que f # 0. A curva algébrica f(x, y) = 0 é uma curva
algébrica invariante do sistema polinomial (2.1) se para algum polinémio K € F|x, y] nés
tivermos

f of

Xf=P+Q5

O polinémio K é chamado de cofator da curva algebrica invariante.

=K (2.3)

Note que, se o sistema polinomial tem grau m entao qualquer cofator tem no maximo
grau m — 1. De fato, isto segue pela igualdade de polindémios na equagao (2.3). Além
disso, nos pontos da curva algébrica invariante f = 0 o gradiente de f ¢ ortogonal ao
campo vetorial X = (P, ). Ou seja, f = 0 é invariante pelo fluxo de X.

Dado um polinémio f denotamos por f o seu conjugado, onde a operacio de conju-
gacao significa apenas a conjugacgao dos coeficientes do polinémio. Embora esta nao seja
a operacao usual de conjugacao, ela é equivalente a conjugacgao usual se restringirmos as
varidveis (z, y) € R2

Proposicao 2.9. Para um sistema polinomial real (2.1), f = 0 é uma curva algébrica
invariante com cofator K se, e somente se, f =0 é uma curva algébrica invariante com
cofator K.

Demonstracdo: Como P e () sdo polinomios reais, entdo P = P, Q = Q e

af af ‘7§f““‘* 0f 8f

v QU kpe Pt @afffp o~ ky

Lema 2.10. Sejam f,g € Clz, y|. Nds assumiremos que f e g sao relativamente primos
no anel Clz, y|. Entao, para um sistema polinomial (2.1), fg =0 é uma curva algébrica
invariante com cofator Ky, se, e somente se, f = 0 e g = 0 sdao curvas algébricas
invariantes com cofatores Ky e K, respectivamente. Além disso, K;y = Ky + K.

Demonstragao: Primeiro assumimos que f = 0 e g = 0 sdo curvas algébricas invariantes
com cofatores Ky e K,, respectivamente. Temos que

X(fg)zpa(fg)+Q0(fg):P<é’f e >+Q<8f L 99 )

ox oy
(oo (2002

=(Xf)g+ f(Xg)
=fKrg+gK,f
:fg(Kf + Kg)'

Portanto, fg = 0 é uma curva algébrica invariante do sistema com cofator Ky, = K+ K,.
Reciprocamente se X (fg) = K¢,fg, como X(fg) = (X f)g+ f(Xg), segue que

Kofg = (Xf)g+ f(Xg).
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Como f divide o lado esquerdo da tltima igualdade, f divide o lado direito. Agora, como
f e g sdo relativamente primos, segue que f divide X f. Portanto, f = 0 é uma curva

algébrica invariante com cofator Ky = 7 Analogamente g = 0 é também uma curva

Xg

algébrica invariante do sistema com cofator K, = — |

Proposigao 2.11. Suponha f € Clz, y| e seja f = fi'...f' sua fatoragao irredutivel em
Clz, y]. Entdo, para o sistema polinomial (2.1), f =0 € uma curva algébrica invariante
com cofator Ky se, e somente se, f; € uma curva algébrica invariante com cofator Kjy,,
para cada i = 1,...,r. Além disso, Ky = ni Ky + ...+ n, Ky, .

Demonstracao: Pelo Lema anterior, sabemos que f = 0 é curva algébrica invariante
se, e somente se, f;" é curva algébrica invariante para cada ¢ = 1, ..., com cofator K i
Além disso, Ky = Kflm + o+ K

Assim, para provarmos a Proposicao é suficiente mostrar que, para cada i = 1,...,r,
fi" é uma curva algébrica invariante com cofator K, ni se, e somente se, fi = 0 é uma

K3
curva algébrica invariante com cofator Ky, e que K fm =n; Ky,

ASSUHHFGHIOS entao que fz = 0 e uma curva algebrlca invariante com Cofator Kf"z
Entao
. . afi" afi 1 fl 1,0/ 1
Koni 1 = X (f) = P2 l_zmp + oy =n, LX),

Logo,

1
X(fi) = EKfZLifr

K ini
Definindo Ky, = ——, nés obtemos f; = 0 uma curva algébrica invariante com cofator
1y
Ky, tal que K = n;Ky,. A reciproca segue de forma semelhante. |

2.5 Fator Exponencial

Veremos adiante que as curvas algébricas invariantes desempenham um papel impor-
tante na obtengao de uma integral primeira do sistema polinomial (2.1). Existe também
um outro objeto, que desempenha o mesmo papel, chamado de fator exponencial. Antes
de introduzirmos a defini¢cao formal, explicaremos como esse objeto surge naturalmente.
Sejam h. = h + eg + O(?) = 0 curvas algébricas invariantes com cofatores Kj_ para

€ [0,e0], com eq suficientemente pequeno. Como X (h.) = Kj_h., se expandirmos o
cofator K}, como uma série de poténcia em ¢, nés obtemos Kj,, = K, + K + O(&?), onde
K é um polinémio de grau no maximo m — 1. Assim, na vizinhanca de pontos onde h
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nao se anula, temos

x () Db, S0l

h ox Ay
Oh. oh Oh. oh
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- h2 T+ 12 Yy
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ar dy Y e 8yy
B E h- h? he
X(h.).h — X (h).he
_ -
(Kp_he).h — (Kph).h.
(K +eK+0(?)(h+eg+0(?)h — (h+eg+ O(e?)) Kyh
= =
_eKegh+eKO(e*)h 4+ eKh? 4+ O(?)h? + O(e?*)egh + (O(e?))*h
= e
eKh* + O(&?)
=
=eK + O(?).

Ohe Oh

Oh. Oh
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Note entao que a func¢ao

() -2

tem cofator (K + O(g)). Assim, quando ¢ — 0, segue que

<h+eg;o<52>>€ —exp (1),

Logo, fazendo ¢ — 0 na igualdade

segue que

(e (2)) - ko (2)

Portanto, a funcao exp(g/h) satisfaz & mesma equacao de curvas algébricas invariantes,
com um cofator de grau menor ou igual a m — 1. Assim sendo, temos a seguinte definigao:

Defini¢ao 2.12. Sejam h, g € F[x, y], com h e g relativamente primos no anel F|z y| ou
h =1. A funcao exp(g/h) é chamado de fator exponencial do sistema polinomial (2.1) se
existe um polinémio K € F[z, y], de grau menor ou igual a m — 1, tal que

(o (2)) - ko (3)

Como antes, nos dizemos que K é o cofator do fator exponencial exp (g/h).

Proposicdo 2.13. Para um sistema polinomial real (2.1) a fung¢do exponencial exp(g/h)
¢ um fator exponencial com cofatoer se, e somente se, a fung¢do exponencial exp(g/h) é
um fator exponencial com cofator K.

Demonstracao: Como P e () sdo polindmios reais,

3 (o (1)~ (on () - o (D) =
i (on (D) -0l (on(2) - o0(2)

¥ (o (7)) = e (7) & X (o0 (5)) = Fesn ()

ou seja,

[
Proposicao 2.14. Se F' = exp(g/h) é um fator exponencial para o sistema polinomial
(2.1), entdo h =0 é uma curva algébrica invariante, e g satisfaz 4 equagao
Xg=gKn+ hKF,

onde Ky e K sao cofatores de h e I, respectivamente.
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Demonstragao: Seja F' = exp(g/h) um fator exponencial com cofator Kr. Entao

o (1) (o0 () - £ 1) - (1) 2252

ou equivalentemente,

(Xg)h — g(Xh) = h*KF.

Como g, h sao relativamente primos e h divide o lado direito da equagao acima, temos
que h divide Xh. Dai, tomando K, = Xh/h, temos Xh = Kjh, ou seja, h = 0 é uma
curva algébrica invariante com cofator Kj. Assim,

Xg—gK, = hKp,

isto é, Xg = gK), + hKp. [ |

2.6 O Método de Darboux

Nesta se¢ao provaremos o principal resultado da Teoria de Darboux (veja o Teorema
8.7, pagina 219, do livro [1]). Porém, antes de enunciar o teorema, necessitamos das
seguintes defini¢oes.

Sejam F,,_1[x, y] o espago vetorial dos polindémios nas varidveis z, y com coeficientes

m—1
em F de grau menor ou igual a m — 1 e S(z, y) = Z aijmiyj, ou seja, S € Fy,_4[z, y].
i+5=0
Note que F,,,_1 [z, y] tem dimensao m(m+1)/2, pois S tem m(m+1)/2 coeficientes em F.
Podemos identificar o espago vetorial F,,_1[x, y] com o espago vetorial F m(m+1)/2 através
do isomorfismo

S — (aom 10, 401y -++s Am—1,05 Am—2,15 -+, aO,mfl)-

Definigao 2.15. Nés dizemos que r pontos (zx, yx) € F2, k = 1,...,7 sdo independentes
com respeito a F,, [z, y| se a intercessao dos r hiperplanos

m—1

i, _
Z aijry, =0, k=1,..,r,
i+5=0

em F(m+1)/2 ¢ um subespaco linear de dimensdo [m(m + 1)/2] — r.

Pelo Teorema de Bézout, o nimero maximo de pontos singulares isolados do sistema
(2.1) ¢ m? e 0 nimero méaximo de pontos singulares independentes do sistema é m(m+1) /2.
Temos que m(m + 1)/2 < m? para m > 2.

Definicao 2.16. Um ponto singular p, de um campo vetorial X é chamado forte se
divX(py) # 0. E quando divX(py) = 0 é chamado fraco .

Teorema 2.17. (Teorema de Integrabilidade de Darboux para Sistemas Poli-
nomiais) Suponha que o sistema diferencial (2.1) de grau m admite p curvas algébricas
invariantes irredutiveis f; = 0 com cofatores K;, para v = 1,...,p, q fatores exponen-
ciais exp(gj/h;) com cofatores L;, para j = 1,...q, e r pontos singulares independentes
(71, yx) € F? tais que fi(zg, yp) #0, parai=1,....p eparak =1, .. r.
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(i) Entdo existem )i, p; € F, nem todos nulos, tais que 37y \iFK; +X9_; p; Ly = 0 se,

e somente se, a funcao
M1 Hq
o A (ex (gl>) ---(ex <9‘1>> 2.4
f ( v P, (2.4)

¢ uma integral primeira do sistema (2.1).

(1) Se p+q—+r > [m(m+1)/2] + 1, entao existem \;, pn; € F, ndo todos nulos, tais
que Yoy NiBG + 377y Ly = 0.

(iii) Se p+q+r > [m(m+1)/2] + 2, entdo o sistema (2.1) tem uma integral primeira
racional, e consequentemente todas as trajetorias do sistema estao contidas nas
curvas algébricas invariantes.

(iv) Ezistem \;, pj € F, ndo todos nulos, tais que >37_y Nl 4 >0_; Ly = —div(P, Q)
se, e somente se, a fungao (2.4) é um fator integrante do sistema (2 1).

(v) Sep+q+r=m(m+1)/2 e osr pontos singulares z'ndependentes sao fracos, entdao a
fungio (2.4) € uma integral primeira se Y37_ K +30_; Ly = 0, ou um fator de
integracio se >0y N K; + 23:1 piL; = —div(P, @Q), sob a condz’gdo que \;, p; € F
nao sao todos nulos.

(vi) Se existem \;, u; € F, ndo todos nulos, tais que Y5 N K; + 23:1 p;iL; = —s, para
algum s € F — {0}, entdo a fungio

- (o (le)) . (exp (f;))u expl(st)

¢ um invariante do sistema (2.1).

Demonstracao: Para facilitar escreveremos F; = exp(g;/h;). Temos p curvas algébricas
invariantes f; = 0 com cofatores K;, e g fatores exponenciais F; com cofatores L;. Isto é,
os f;s satisfazem X f; = K, f;, e os Fjs satisfazendo X F; = L, Fj.

(i) Primeiro assumiremos que Y7 ; M K; + Z] 1 14;L; = 0. Dali, para provarmos que a

fungdo (2.4) é uma integral primeira basta mostrarmos que X (f - forF{ - Fla) = 0.
Entao,

X( f\l...f}?\pplﬂl...péiq):)(( lh...f;p)(Flh...FqM)jL(flh...f]jp)X(Flh...FqM)
p
:( f\l...prpZ)\iKi> (Flm,,,Fquq)
=1
A A <
+(11"'pr’) Ff““‘Féiqulej
j=1
A A p q
=( 11---fppr”1---qu) Z)‘iKi+Z“J‘LJ
i=1 j=1

=0.

A reciproca é verdadeira, pois se a fungao (2.4) é uma integral primeira do sistema
(2.1), entao
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p a
X( fl...f;ppfl...pélq):( fl...f;ppfl...pgtq) (Z)‘iKi+Z“J’Lﬂ') = 0.
i=1 j=1

Agora, se (fi--- fppF{" -+ Fia) = 0, terfamos uma contradi¢do com a defini¢do de inte-

p q
gral primeira. Logo, > NK; + > p;L; =0.

i=1 j=1
(71) Como os cofatores K; e L; sao polindémios de grau m — 1, entao K;, L; € F,,_1[z, y].
Note que a dimensao de F,, [z, y] como um espago vetorial sobre F é m(m — 1)/2.

Temos que (xg, yx) é um ponto singular do sistema (2.1), entao P(zx, yx) = Q(zk, yx) =

0. Como X f; = P(0f;/0x) + Q(0f;/0y) = K,f;, aplicando no ponto singular (zx, yx),
segue que Ki(xk, yi)fi(zk, yr) = 0. Assumimos por hipétese fi(zg, yr) # 0, entao

concluimos que K;(zy, yx) = 0, para todo ¢ = 1,...,p. Da mesma forma, XF;, =
P(0F;/0z) + Q(0F;/dy) = L;jF; e como F; = exp(gj/h;) ndo se anula, segue que
Li(zg, yx) = 0 para todo j = 1,---,¢. Consequentemente, como os r pontos singu-

lares sao independentes, todos os polinémios K; e L; pertencem a um subespaco linear S
de F,,_1]z, y] de dimensdo [m(m + 1)/2] — r. Portanto temos p + ¢ polinémios K; e L,
com p+ q > [m(m +1)/2] — r. Assim, podemos concluir entdao que os p + ¢ polindémios
devem ser linearmente dependentes em S. Entao existem \;, u; € F, nao todos nulos, tais
que Zle )\sz + Z?:l ,uij = 0.

(iii) Como para os r pontos singulares independentes temos r < m(m + 1)/2, segue que
p+q > 2. Sob as condigbes do item (74i) aplicamos o item (7i) para dois subconjuntos de p+
g—1 > 0 fun¢oes que definem curvas algébricas invariantes ou fatores exponenciais. Assim,
temos duas combinacoes linearmente dependentes entre os cofatores correspondentes que
podemos escrever da seguinte forma

My +asMs+ -+ apg1Mprqg—1 =0, My+ BsMz+ -+ Bypq1Mpyq—1 =0,

onde M; sdo os cofatores K; e L;, e oy e f; sdo nimeros complexos. Pelo item (i), as
funcoes

GiG3* -Gy, GuGy -Gy

p+q—1>

sdo integrais primeira do sistema (2.1), onde G; é o polinémio que define uma curva
algébrica invariante ou um fator exponencial tendo cofator M; paral=1,--- ;p+q— 1.
Entao aplicando o logaritmo nas duas integrais primeira acima, obtemos que

Hy =1log(Gy) + azlog(Gs) + - - - + apig—1108(Gpig—1),

Hy =log(G2) + B31log(G3) + -+ - + Bpig-1108(Gpig-1),

sao integrais primeira do sistema (2.1) em seus dominios de definigdo. Cada uma fornece
um fator integrante R; tal que

P - Rii, - —Rli
dy ¢ ox

Portanto, obtemos outra integral primeira da forma

Ry _ oty 0H,
Rg_ﬁx 8x
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Como as fungoes G sao polindmios ou exponenciais de um quociente de polinomios,
segue que as fungoes 0H;/Ox sdo racionais, para i = 1,2. Entao, da tltima igualdade,
obtemos que o quociente dos dois fatores de integragdo R;/Ry é uma fungdo racional.
Dai, o item (7ii) segue da Proposigao 2.7.

(iv) Para provarmos que a func¢do (2.4) é um fator integrante, basta verificarmos se
XR = —Rdiv(P, Q), onde R = f{--- fI;\PF{“ - Fla. Assim, se tivermos como hipétese
SPNK + 221:1 piL; = —div(P, @), entdo

p q
X( 1Al,,.f;\pF1m_,,F;q): 1A1...f;pF1Ml...F;q (z;/\iKiJrzluij)
1= 1=
== (fM - B F - B (div(P, Q).

Logo, a fungao (2.4) é um fator integrante.
Para provarmos a reciproca, temos

X [ B = (0 PR B (AP, Q). (25)

Por outro lado,

p q
X(f e for B i)y = (f - e F - Fla) (Z NiKG + Zuij) : (2.6)
i=1 j=1

Logo, por (2.5) e (2.6) segue o resultado.

(v) Seja K = div(P, Q). Claramente K € F,,_ [z, y|]. Assumindo que os r pontos
singulares sdo fracos, entdao K(xy, yx) = 0, para k = 1,--- r. Dai, K pertence ao
subespago linear S mencionado na demonstracao do item (7).

Por outro lado, como a dimS = [m(m 4+ 1)/2] —r =p+¢q > 0 e temos p+ q + 1
polinémios Ki,...,K,, L1,...,L,, K em S, segue que estes polinémios sao linearmente
dependentes em S. Portanto, existem \;, p;, a € F, nao todos nulos, tais que

p q
(Z MQ) + (Z uij) +aK =0.
i=1 j=1

Se o = 0, entdo como na prova do item (i) obtemos que (2.4) é uma integral primeira
do sistema (2.1).

Agora, assumindo que « # 0, dividindo a igualdade acima por a (se necessério),
podemos assumir o = 1. Dai

(2: )\Z-KZ) - (z; uij) _ K

Portanto, do item (iv) chegamos ao que queriamos.

(vi) Queremos mostrar que a funcao e fI;\PFl" o F;‘qe“ ¢ um invariante.
Temos que

p q
X( fl ...f;pplﬂl ...F;qest) = ( 1/\1 ...prpF{“ ...F;qest) (Z)‘iKH’ZHij +5> =0,
i=1 j=1
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onde a ultima igualdade segue da hipdtese. [

A expressao (2.4) é chamada de fun¢do Darboziana ou integral primeira de Darboux
no caso de ser uma integral primeira de um sistema.

Observe que se a hipotese de (i) for satisfeita, por (i) , garantimos a existéncia
de uma integral primeira. E, no item (%), ao conseguirmos um fator integrante, basta
substituirmos em (2.2) e teremos uma integral primeira para o sistema.

2.7 Algumas Aplicacoes da Teoria de Darboux

Nesta secao, aplicaremos a teoria de integrabilidade de Darboux discutida nas se¢oes
anteriores para estudar alguns exemplos de sistemas quadraticos no plano.

Exemplo 2.18. Se a # 0 o sistema quadratico
i=—ylay+b)— (*+y*—1), y=a(ay+b)

tem as curvas algébricas invariantes fi(z, y) = ay + b = 0 com cofator Ki(z, y) = az, e
fo(z, y) = 2® + y* — 1 = 0 com cofator Ky(x, y) = —2z. De fato,

=Sy aatay +) = aa(),
Xfy= a:%fz + % =2x(—y(ay +b) — (2> +y*> — 1)) + 2y(z(ay + 1))

=2x(—ay® —by —2* —y?> + 1) + 2y(axy + bx)

= —2ay’x — 2bxy — 223 — 2xy? + 2 + 2axy® + 2bxy
= =223 — 2z29% + 2x

= —2z(z + y* + 2?)

= —25Ef2

Note que 2K, + aK5 = 2(ax) + a(—2z) = 0.
Logo, pelo item (i) do Teorema de Darboux, temos que

H(x, y) = (ay +b)*(2* +y* = 1)°
¢ uma integral primeira para o sistema inicial.
Exemplo 2.19. Se abc # 0 entao o sistema real quadratico
i = x(ax + ¢), v = y(2az + by + ¢)

tem exatamente 5 curvas algébricas invariantes de grau 1: fi(z, y) = z, fo(x, y) = ax+c,
fs(z, y) =y, falz, y) = ax + by e f5(x, y) = ax + by + ¢, com os respectivos cofatores
Ki(z, y) = ax + ¢, Ky(z, y) = azx, K3(z, y) = 2ax + by + ¢, K4(x, y) =ax +by+ce
Ks(z, y) = ax + by.

Entao, pelo item (7i) do Teorema de Darboux temos p =5 > 4 = [2(2+41/2)]+ 1, logo,
existem \; € F, i =1,...,5 tais que 7_, \;JK; = 0, e, do item (i), segue que H = f...f2
¢ uma integral primeira do sistema dado.

Note que se tomarmos Ay = A5 = —1, A\s = \y = 1 e A3 = 0, entao

A(az + ¢) + Aa(az) + A3(2ax + by + ¢) + M(az + by + ¢) + As(ax + by) = 0.
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Portanto uma integral primeira do sistema é dada por

(ax + ¢)(ax + by)

H(ZL’, y) = f1_1f2f??f4f5_1 = :z:(aas + by + C)

Exemplo 2.20. Considere o sistema quadratico
i=—y—bz?+1y?) =P y=x=0Q.
Temos f(z, y) = 2*> + y* = 0 uma curva algébrica invariante com cofator K (z, y) =
—2bx. De fato,
Xf=2z(—y—blz*+y?) + 2yzr = —2bx(2® + y*) = K = —2bz.
Observe que
oP 0Q

div(P, Q) = e + oy —2br =K = —div(P, Q) = —K,

ou seja, existe A = —1 tal que —div(P, Q) = —K.

Segue do item (%) do Teorema de Darboux que a fungao

1 1
Re =P =505~ 7+p

é um fator de integracao do sistema inicial.
Por fim, para obter uma integral primeira para o sistema, basta substituirmos R =

1
em (2.2), isto é,
fz, y)

H(z, y) = e*(a” + y)
¢ uma integral primeira do sistema.

A seguir temos um resultado, apresentado em [2], que melhora o Teorema de Darboux
quando o sistema possui um centro, pois apresenta uma cota menor para nimero de
curvas algébricas invariantes e fatores exponenciais. Com tudo, o estudo para saber se
um sistema possui um centro é bem complexo.

Teorema 2.21. Considere um sistema polinomial (2.1) de grau m, com um centro na
origem e uma parte linear arbitraria. Suponha que este sistema admite m(m + 1)/2 —
[(m+1)/2] cuvas algébricas invariantes ou fatores exponenciais. Entdo este sistema tem
um fator integrante de Darbouz.

Demonstracao: Sejam ¢ = m(m+1)/2—[(m+1)/2] e f; = 0 as solugoes algébricas ou
os fatores exponenciais, para ¢ = 1, ..., ¢, e denotamos por M; seus cofatores.

Os cofatores M;, para ¢ =1, ...q, e o divergente do campo sdo ¢+ 1 polindmios de grau
menor ou igual a m — 1. O niimero de monoémios que aparecem nestes polindomios é no
maximo m(m + 1) /2.

Assim, sempre é possivel encontrar uma combinacao linear destes ¢ 4+ 1 polindmios tal
que

orP 0 1
o (89: + c‘?f) + 3 kiM; = ag + agr? + agr* + ...+ agr® Y, (2.7)
=1

onde, r* = 22+ 4% | = (m+1)/2 e os coeficientes k; nio sdo todos nulos, pois o conjunto
{div(P, Q), My,..., M, 1,72 ... v =D} ¢ L.D. e o conjunto {1,7%,... 7=V} § L.I.

Se v : [a, b] — R? é uma érbita arbitraria do centro, nao contida nas curvas f; = 0,
para i = 1,...,q, das equacgoes D f; = M, f;, obtemos:
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fi / . / (ap acg)
= MZ :O’ ara 1 = 1’.“’ , e 7_'_7 :0
/Yfi o P q oz oy

De fato,

fi_ i)
L5 =[5 ) =) -GG @) =o.
pois como 7 é fechada, isto é, v(b) = v(a). Além disso, a integral do divergente do campo
é zero porque temos um centro. Se esta integral ndo fosse zero a primeira derivada da
aplicacao de Poincaré seria diferente de 1 e logo v seria um ciclo limite, mas isto ndao pode
ocorrer pois v é uma orbita da vizinhanca do centro.
Entao, integrando ambos os lados da equagao (2.7) ao longo de v, obtemos

O:a0T+a2/7’2+a4/T4+...+a21/7“21,
v Y Y

onde T' é o periodo da oOrbita fechada . Para v proxima da origem, as integrais acima
sao diferentes de zero e isto implica que ay = ay = a4 = ... = ag = 0. Novamente por
(2.7) segue que

oP 0Q d
or  o¥ M — 0.
k0<8x+8y>+§ kiM; =0

i=1

Portanto, a parte (iv) do Teorema de Darboux garante que existe um fator de integragao
da forma (2.4). [ ]



3 Fator Integrante Inverso

Neste e nos proximos capitulos abordamos diversos resultados a respeito do fator
integrante inverso, que podem ser encontrados em [3], relacionando-o com alguns conceitos
matematicos.

Definicao 3.1. Dizemos que uma funcao V : U C R? — R é um fator integrante inverso
do sistema (2.1), se é de classe C!, nao é localmente nula e satisfaz a seguinte equacio
diferencial:

oV (x, y)
ox

P(z, y)

+ Q(z, y>8V(x, y) _ (31’:’(1’, Y) I 9Q(z, y)

oy e o )V(az, ). (3.1)

Para simplificar a notagdo, escrevemos a equagao (3.1) simplesmente como XV =
VdivX.

Segue diretamente da definigdo acima que o conjunto dos zeros de V, V71(0) =
{(z, )|V (z, y) = 0}, é composto de trajetérias de X pois, nos pontos em que V se
anula, tem-se X ortogonal ao gradiente de V.

Observagao 3.2. O nome “fator integrante inverso” decorre do fato que se V' satisfaz a
equagao (3.1), entdo 1/V é um fator integrante para X em U \ V~1{0}. De fato,

¥ (L) =P Q21

V ox oy
(V) (V)
() e )
= %
XV Vdiv(P, Q 1 ..
== 5 = IV‘(/z ) = —lev(X).

A existéncia de um fator integrante inverso garante a existéncia de um fator integrante,
e, por (2.2), obtemos uma integral primeira para o campo. A observagao abaixo garante
que a volta também ¢é valida.

Observagao 3.3. Seja H uma integral primeira do campo X. Entao, temos

oOH OH oH 0H P Q
dy ox

Defina

Pk __Q

OH/doy  0H/0x

V=

35
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A funcdo V é um fator integrante inverso do sistema (2.1). Para mostrar isso, basta

derivar V = com relaggdo a x e V = com relagdo a y, ou seja

~ OH/dy

o -p o[ Q
S (aﬂ/ay> "oy (aﬂ/ax>

OH/0x

LOPOH M\ (0QoH 0l
B ox Oy 0xdy N dy Ox Jyox
(0H/0y) (0H/0x)?
B P opr N Q 0Q N P? 0*H Q? 0*H
OH/0y 0x  OH/0x 0y  (0H/dy)?0xdy  (0H/0x)? dydx
, o . , 9 - 0?’H
Mas, sabemos que H ¢ analitica, em particular H é C*, entao Schwarz garante que 920y =
0?’H )
Dydr’ Assim,

(0H/oy)2 0z0y  (0H/0x)20ydx  0Ozdy  Oydx

P 9°H Q* M _,0'H 0

Logo, concluimos que

P 0P Q 0Q _ Vaj + V@ = V(diVX),

XV =gy or Tomjozoy =V ar oy

como queriamos.

Além disso, temos que a existéncia de uma integral primeira também implica em fator
integrante
1 0H/oy  OH/Ox

=y P 9]

Definicao 3.4. A 1-forma w = Qdxr — Pdy ¢ dita exata se w = dH, para alguma aplicacao
H : U — R de classe C?, e, ¢é dita fechada se dw = 0, isto é, IP/0x + 9Q/dy = 0.

Considerando V' um fator integrante inverso, a l-forma w/V = (Qdx — Pdy)/V é
fechada em U \ V~1(0). De fato,

9 .
O(P/V) , @Q/V) _ &V ~ P+ 5V -Q% _ (vX)V XV _

ox oy V2 V2 0-

w
E mais, w/V é exata, pois v dH, onde

Hiz, ) = /W) Q(z, y)dr — P(z, y)dy (3.3)

(z0,Y0) V(x, y) ’
com V' (xg, yo) # 0, é obtida integrando ambos os lados da equacao w/V = dH.

Proposicao 3.5. Se o sistema polinomial (2.1) tem um fator integrante inverso V. e uma
integral primeira H no aberto U C F?, entdo VH ¢é outro fator integrante inverso no
aberto U.
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Demonstragao: Da hipdtese temos

XV =(divX)V e XH= Pa—H + Qa—H = 0.
ox dy
A partir dai, calculando
~ JO(VH) OVH) ov 0OH ov oH
X(VH)=P o +Q 3y =P (390H+V0x +Q 0yH+V8y
ov ov 0H oH
=H|P— — P— —
( 8x+Q8y v 8x+Q8y>
= VHdivX,
segue o resultado. [ |

Definigao 3.6. Uma funcao H(z, y) é chamada de fun¢do homogénea de grau p se
H(Ax, \y) = N?H(x, y) para todo (z, y) no dominio de definicao de H(x, y) e para todo
A €R, onde p € Z.

Definigao 3.7. O sistema (2.1) é um sistema homogéneo se P e ) forem fungoes homo-
géneas de mesmo grau.

Teorema 3.8. (Teorema da Fung¢ao Homgénea de Euler) Seja f: U C R? — R,
definida em um aberto U, uma funcdo homogénea de grau k e de classe C', entdo a
sequinte igualdade é vdlida

Demonstragao: Como f é homogénea de grau k tem-se f(tz, ty) = t*f(z, y), onde t é
um parametro real. Derivando ambos os lados com respeito a variavel t, temos que

0 0
G [z, )] = 5 (7, )] @ 5L, o+ G ety =k 12, ).

Tomando t = 1 na expressao acima, temos a igualdade dada no enunciado do teorema. W

Note que o teorema acima também é valido para fung¢oes homogénea de n variaveis.

Proposicao 3.9. Seja X = (P, Q) um campo vetorial polinomial homogéneo. Entdo o
sistema homogéneo associado a este campo tem um fator integrante inverso da forma

V =yP - 1Q.

Demonstragao: Suponha que o sistema associado ao campo X tenha grau m, entao o
Teorema da fungado homogénea de Euler garante que

0P 0P L 0P . 0P
T or y@y_m y@y_m Tor
w@—f—y@:mQ@m@:mQ—y@

Ox oy ox oy
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Assim, calculando XV, temos

X(yP —zQ) =P <8P—Q— 8Q>~|—Q< w2 ‘9Q>

Yoy ~ "oy
ol p02 g0 00
oP 0 opP 0
—yPa—P< Q—yf) +Q<mP—m&v) —xQ—Q
ST
oP  0Q
(8 + 8y> (yP —2Q)
isto é, XV = V(divX) e segue o resultado. |

O resultado abaixo (veja [4]) mostra que se considerarmos o espago vetorial dos campos
vetoriais, o conjunto formado pelos campos vetoriais que tem um fator integrante inverso
em comum ¢ um subespaco vetorial.

Proposicao 3.10. Sejam X; = P,(z, y)0,+Qi(x, y)0,, i = 1,2, dois campos vetoriais de
classe C1 definidos no subconjunto aberto U C R?, tal que V(z, y) é um fator integrante
inverso de ambos os campos definido em U. Entao V (z, y) € também um fator integrante
inverso do campo vetorial X1 + AXso, para um parametro real arbitrdrio .

Demonstracgao: Temos da hipdtese que

XV = Pla Ql @ + = 00 V =div(FP, Q1)V,
ox oy
oV 8V oP, 0
XoV =Py + Qo - 0P, L 092y, _ div(Ps, Qo)V.
dy ox Jy

Note que o campo X1 + AXs = (P, + AP, Q1 + AQs2). Dal,

ov oV
(X1 +AXy)V =(P, + APZ)af + (@1 + AQ2)5T

ov oV ov
—P1 Q1 + AP —— oz )\Qzai
(0P 5@1 Q)2
_<ax+8y +)\5 +Aay>v

[88:16(]31 +AP) + y(Ql + )\Q2)] V
= le(Xl -+ )\XQ)V
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Integrabilidade

A seguir abordamos algumas relagoes entre a integrabilidade do sistema (2.1) e a
existéncia de um fator integrante inverso. O principal resultado deste capitulo (Teorema
4.13) garante que um sistema tem um fator integrante inverso polinomial se, e somente se,
uma integral primeira racional tem no maximo dois valores notaveis criticos. Provamos
também que a existéncia de um fator integrante inverso racional produz uma integral
primeira de Darboux. Encerramos o capitulo com um resultado que fornece uma cota
para o grau de um fator integrante inverso associado a um fator notavel.

A demonstracao do seguinte resultado nao é apresentada pois estd fora do escopo do
trabalho. Com tudo, estd enunciado e provado em [5]. Vamos denotar por C(z, y) o
quociente dos polindémios em C[z, y].

Lema 4.1. Se w é uma 1-forma diferencial racional fechada sobre C(z, y) entao existem
polinémios f;, h, g € Clx, y| e constantes \; € C, i =1,...,m, tal que

o=y ()

Usaremos o Lema acima para a prova do seguinte resultado (encontrado em [6]):

Teorema 4.2. Se o sistema (2.1) tem um fator integrante inverso racional, entdo o
sistema tem uma integral primeira de Darboux.

Demonstragao: Sabemos que X e X/V, com V sendo um fator integrante inverso, sao
topologicamente equivalentes. Usando esse fato, associado ao sistema (2.1) temos a 1-
forma w = A(z, y)dr — B(z, y)dy, com A=Q/V e B=—P/V, ambos em C(z, y).

Ja vimos que w é fechada e racional. Logo, as condi¢oes do Lema acima estao satisfeitas
e dai, segue que

w:g;Af%er(Z),

com f;; h, g € Clz, y] e \; € C, i =1,...,m. Integrando ambos os lados, obtemos

- L9
i log(fi ;
; og(fi) + 5
OH OH -P .
e, como 9 A= g e a—y =B =+ segue que H é uma integral primeira do

sistema. Agora, aplicando exponencial, temos que H = exp(H) é uma outra integral
primeira do sistema. Portanto, H é uma integral primeira de Darboux da forma

39
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Defini¢dao 4.3. Uma funcio f : F? — T de classe C!, ndo constante, é uma solucio
particular do sistema (2.1) se satisfaz

X(f)ly0 = (Paf ; @af”)

Ox oy =0

f=0

Um dos principais resultados em [7] é o seguinte.

Teorema 4.4. Considere o sistema diferencial polinomial planar

.I:PH(ZE, y)+xAd—1(x7 y)a y:Qn(xu y)+yAd—1<x’ y)? (41)

onde P,, Q, sdo polinémios reais homogéneos de grau n, Ayg_1(x,, y) € um polinémio
homogéneo real de grau d — 1 e d > n > 1. Considere também o sistema diferencial
polinomial homogéneo associado:

=Pz, y), §=0Quz y) (4.2)

Entao, as sequintes afirmagoes sao validas:

(a) Se H(z, y) é uma integral primeira homogénea de grau p do sistema (4.2), entao
H(z, y) é uma solugao particular do sistema (4.1).

(b) A fungao homogénea V11 := xQn(x, y) —yPy(x, y) € um fator integrante inverso
do sistema (4.2).

(¢) A fungao homogénea V,.1 = xQn(z, y) — yPu(z, y) € uma solugiao particular do
sistema (4.1).

(d) Se H(xz, y) é uma integral primeira homogénea de grau p do sistema (4.2), entdo
a fungdo

d—n

(Z'Qn(l‘, y) - yPn(xa y))H(x, y)T
¢ um fator integrante de Darbouzx do sistema (4.1).

Demonstracgao: Para simplificar a notacao, vamos considerar A = Ay 1, V = V41,
X = (P, Qn) e X1 =(P,+7A, Q,+yA), onde X e X; sdo os campos de grau n e d
associados aos sistemas (4.2) e (4.1), respectivamente.

(a) Como H é uma integral primeira do sistema (4.2), segue que

_om

X, () =22 (B, + )+ %f(@n T yA)

ox
oH o0H oH oH
= (aﬁ” i aﬂ”) - (xax “fay> A
o0H oH

Como H ¢é homogénea de grau p, pelo Teorema da Fungdo Homogénea de Euler para
func¢oes homogéneas, temos que
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oH 0OH
= y= =pH .

Portanto, X;(H) = pAH (x, y), e isso conclui que H é uma solugao particular de (4.1).
(b) A demonstragao deste item segue da Proposigao 3.9.
(¢) Analogamente ao item (a), calculamos

oV
P, +zA) + —(Qn + yA)

v, av . 7+avA
=@t o Yoy

(divX)V + (n+1)AV
=(divX + (n+1)A)V,

onde a peniltima igualdade segue do item (b) e do Teorema da Fung¢do Homogénea de
Euler (pois V' é homogénea de grau n + 1).
(d) O divergente do campo X; é dado por

div(Xy) =div(P, + zA, Q.+ yA)

=div(P,, Q) + div(zA, yA)
A A
=div(X) + 24 + (x(; + ygy)
=div(X)+24+ (d—1)A
=div(X) + (d + 1)A.
A pentltima igualdade segue novamente do Teorema da Fungao Homogénea de Euler.
Vimos que H e V sio solugoes particulares do sistema (4.1) com cofatores associados

Ki(z, y) = pA e Ky = div(X) + (n + 1)A, respectivamente. Entdo podemos encontrar
constantes A\ = —(n+1)/p e Ay = 1, tais que

2
Z NKi(z, y) —divX; =0.

i=1
De fato,

. +1
MEL(z, y) + Koz, y) — divX; = (n+1)

pA+div(Xy) + (n + 1)A — div(X;) = 0.

Portanto, a demonstragao da parte (iv) do Teorema de Darboux garante que a fungao

—(n+1)

(2Qn(z, y) —yPu(x, y))H(x, y)~ 7

¢ um fator integrante do sistema (4.1). |

Definicao 4.5. Seja H uma integral primeira polinomial de grau n do sistema polinomial
(2.1). N6s dizemos que o grau de H é minimal entre todos os graus das integrais primeiras
polinomiais de (2.1), se qualquer outra integral primeira tem grau maior ou igual a n.

Defini¢do 4.6. Assuma H = f/g uma integral primeira racional. Dizemos que H tem
grau n se n = max{deg f,deg ¢g}. Mais ainda, dizemos que o grau de H é minimal entre
todos os graus das integrais primeiras racionais do sistema (2.1) se qualquer outra primeira
integral tem grau maior ou igual a n.



42 Sobre o Problema de Integrabilidade

Definigao 4.7. Seja H = f/g uma integral primeira racional do sistema polinomial (2.1).
Dizemos que ¢ € CU {oco} é um valor notavel de H se f + c¢g é um polindmio redutivel
em Clz, y] (quando ¢ = oo significa que f + cg denota apenas g).

Definicao 4.8. Suponha que ¢ € C é um valor notavel de uma integral primeira racional
IS8

H = f/g e que Huf‘l é a fatoragdo do polindmio f + cg por fatores irredutiveis em
i=1

Clz, y]. Se algum dos «; for maior que 1, entao dizemos que ¢ é um valor notavel critico

de H e que u; = 0 é uma curva algébrica invariante notavel critica de (2.1) com expoente

a; > 1. Mais ainda, o polinomio R = Huf‘i_l definido como o produto de todas as

curvas algébricas invariantes notaveis elevado ao seus respectivos expoentes menos um, é

chamado de fator notavel.

Uma integral primeira de Darboux é dita generalizada se tem a forma

o (2] (o (22)) 13

onde \;, u; € C, os polindmios f; e g; sao irredutiveis e os polindmios g; e h; sao coprimos
em Clz, y].

Teorema 4.9. Assuma que para o sistema (2.1) a integral primeira (4.3) € racional e
minimal. Entado H tem um numero finito de valores notdveis.

Para a prova deste resultado precisaremos da definicao de curva extética e de duas
proposigoes enunciadas abaixo. Denotaremos por C,[z, y] o conjunto formado por todos
os polinémios de grau menor ou igual a n.

Defini¢ao 4.10. Seja B = {vy, vs,..., v;} uma base do C-espago vetorial de polinémios
em Clz, y], de grau no méximo n, denotado por C, [z, y](consequentemente | = (n+1)(n+
2)/2). Se X ¢ um campo vetorial em C?, a n-ésima curva extatica de X, E(, p)(X) =0,
é dada pela equacao

vy Uy e U]
qor | KU A AR ) (4.4)
Xl—i(vl) Xl—i(w) . Xl—'l(vl)

onde, X%(v;) = v; e X7(v;) = X771 (X (v;)). Note que a definigao de curva extatica nao
depende da base.

Proposigao 4.11. Seja X um campo vetorial em C?. Entio E,(X)=0e¢ E, (X) #0
se, e somente se, X admite uma integral primeira racional de grau n.

A demonstracao da proposicao acima sera omitida, pois foge do propdsito desta dis-
sertagdo. Mas pode ser encontrada na pégina 85 do artigo [8].

Proposicao 4.12. Toda curva algébrica invariante f de grau n do campo vetorial X é

um fator de E,(X) (isto é, f | E,(X)).
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Demonstracao: Considere f = 0 uma curva algébrica invariante de grau n e B =
{f, va -+, v;} uma base de C,[z, y|. Note que X f = K; f, onde K; é o cofator de f. E
X2f = Kyf, onde Ky = X(K;) + K2. Continuando com este raciocinio, se Xf = K;f,
entdo X f = X(X'f) = K;y1f, onde K; 11 = X(K;) + K;K;. Assim,

f Vg v
B —der| XU XD XG0
X)X ) o X ()
f Vg )
et ff:ﬁ X(:Uz) X(:UZ)
FKi Xl ) - XY
1 Vs v,
e
Ky XP() - X
ou seja, f | E,(X). |

Prova do Teorema 4.9: Devemos provar que existe um nimero finito de valores ¢ € C
tal que f + cg é redutivel em C[z, y].

Suponha que H tem grau n. Considere v um fator de um polindémio redutivel da forma
f+cg, entdao o grau de u é menor que n. Como o grau de H é o menor grau entre todos os
graus das integrais primeiras racionais, pela Proposigao 4.11 a curva extética Ey(X) Z 0
para k = 1,...,n — 1. Da definicdo de curva extatica, Ex(X), k = 1,...,n — 1, sdo
polindémios. Da Proposicao 4.12, qualquer curva algébrica invariante u a qual é um fator
de um polinémio redutivel f+cg deve ser um divisor de Ej(X) paraalgum k =1,...,n—1.
Isto implica que o nimero de fatores de todos os polindmios redutiveis f + cg é finito,
caso contrario Ei(X) = 0 para algum k£ = 1,...,n — 1. Consequentemente, o ntimero de
valores notaveis de H é finito. [ |

Seja f um polindmio. Denotamos por f a parte homogénea de f de maior grau. Se H
é uma funcao da forma (4.3) definimos H = f} ... fZ;\PFfl e Fq“Q, onde Fj = exp(f;/3;).
Na demonstracao do préximo resultado necessitaremos do Teorema dos Zeros de Hil-
bert. A seguir iremos enuncid-lo. A sua prova pode ser encontrada na pagina 21 de

9].

Teorema 4.13. (Teorema dos Zeros de Hilbert) Seja K um corpo algebricamente
fechado. Considere o anel de polinémios K |1, xo, ..., x,] € seja I um ideal neste anel.
A wvariedade afim V(1) definida por este ideal é o conjunto formado por todos os pontos
r = (1, ..., x,) em K" tal que f(x) = 0 para todo f € I. Se p é um polindmio em
K [z1, xo, ..., x,] que se anula na variedade V(I), isto é, p(x) = 0 para todo x € V(I),
entao existe um numero natural v tal que p” € 1.

Abaixo segue o principal resultado de [10].

Teorema 4.14. Suponha que um campo vetorial X = P(z, y)0, + Q(z, y)0, de grau
m com P e Q) coprimos, tem uma integral primeira H de Darboux generalizada. FEntao
valem as afirmagoes abaixo:
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(a) O fator integrante inverso Viegn associado a uma integral primeira log H é uma

m

fungdo racional, e pode ser escrito na forma Viggy = Huf(w, y) com u; € Clz, y]
i=1

irredutivel e k; € 7Z, para todo i = 1,...,m. Mais ainda, se X nao tem uma integral

primeira racional, ent@o Vieg g € um fator integrante inverso racional unico de X.

(b) Assumimos que H € uma integral primeira polinomial. Se deg H > m + 1 entao
existe um fator integrante polinomial. Se deg H = m + 1 entdo existe um fator integrante
inverso polinomial.

(¢) Suponha que H = f/g é uma integral primeira racional minimal de X e que X
nao tem integral primeira polinomial. Podemos assumir que f e g sao irredutiveis. Entdo

(c.1) a fungdo racional

2

g
Vg = T[ue "

-1

é um fator integrante inverso, onde R = Huf” € o fator notdvel; e

2
(c.2) X tem um fator integrante inverso polinomial se, e somente se, H tem no
mazrimo dois valores notdveis criticos.

(d) Assumiremos para a integral primeira (4.3) que as fungoes f; (respectivamente
para as fungoes g;) sao diferentes para i = 1,...,p (respectivamente j = 1,...,q) e que
as unicas curvas algébricas invariantes do sistema (2.1) sdo f; = 0 e g; = 0, para todo
t=1,...,p e para todo 7 =1,...,q. Entdo

(d.1) o fator integrante inverso Viegy associado a integral primeira log H € o
polinomio

P q
n;+1
‘/10gH - Hfz gjj :
=1 j=1

(d.2) se H = f*. ..fzfpﬁl’” . ..F(fq (a fungio associada a (4.3)) € multivalorada
e as fungoes F; = exp(h;/g;) sao fatores exponenciais de X para j = 1,...,q, entdo

p q
41 o
Viogr = H fi H g;-” é um polinomio de grau m + 1.
=1 j=1

Demonstragio: (a) Defina H = log(H), entdo

i = log(H) :10g< D (eXp <}211>>“1 (exp <}i?q>>#q>
q1 9q

h h
=log(f") + - +log(f;”) + m (i) ot g (5)
91 Ya
p q h/
=Y Nilog(fi) + Dy (vf]) :
i=1 j=1 9j

Sabemos que a partir de uma integral primeira podemos definir um fator integrante
P

“OH/dy  OH/ox

Sendo assim, basta calcularmos

inverso da seguinte forma Vg =

(97[-[ e 87[-[ Calculando, obtemos
or Oy
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on B Oy iy, O97”)
jzz/\ll fl Z”j 8x3(nj); oz
9j

L 3fz aygj - dy
A >\1* n;
oy =N Z“J (977)?

onde

+
Vg
=
o
u:lv
k)
N————
= ~
I
=
=
=3
+
N————
VN
El
&5
Qv‘?
ol
|
S
ol
>
x>
Q.S
D ‘S
N——

£ie)

+ Zﬂk (H f]) ( H glmH) (gk%hyk — nkhkaagyk> )

1=1, I£k

Como H é uma integral primeira nés temos

XH= PG—H Q——O

Substituindo H, e }_Iy na igualdade acima obtemos

PS*4+QSY=0 & PS*=-0Q5 & SN
= = 0= P
Como S*, SY, P e () sao polindmios, e P e () sdo relativamente primos, seja
SY 8T
K=-2 -2 4.
55 (1.5)
Dali,
=K@, SY=-KP. (4.6)
Logo,
m+1 nq+1
vy = Dol (4.7)

K
é um fator integrante inverso racional e pode ser escrito como no enunciado do Teorema.
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Agora, assuma que o sistema (2.1) ndo tem integral primeira racional. Entdo, pela
Proposigao 2.7, segue que Vj é o unico fator integrante inverso do sistema.

(b) Tome H uma integral primeira do campo X e suponha que o grau de H seja n.
Assim, temos

oH OH OH  oH _ P 0H/oy
P Ty =0 Py = 9%, ¢ 07 amjar

Dai, como P e () sdo relativamente primos e

H H
max{deg P, deg @} = m; max {deg aa$, deg aay} =n—1,

entao
n—1>m = n>m+1 = degH >m+1

e existe um polindémio, denotado por R(z, y), de grau n — 1 — m tal que

oH OH
9% _pr, 2= QR
oy i, o Qr

Se deg H > m + 1, entdo R ¢é um fator integrante polinomial. Quando deg H = m + 1,
entdo R é um fator integrante inverso.

P
COH/Oy  OH/dx

o _(f\ _fwy—fgy OH _(f\ _ fog— [
oy \g), & o \g), &

(c.1) Sabemos que V/, = ¢ um fator integrante inverso. Como

entao

P Q
Vijg = — 2 — 2,
I fyg_fgyg fg_fgxg

O objetivo entao é mostrar as igualdades
P B Q B 1
fug =19y fog—f9o TLud

-1

O fator integrante inverso racional V,, satisfaz

:b:P:_@H:_(f) :_<f+c> _(yteg)g—(f +eg)g,

Visa %y 97y g y g | (4.8)

y-:QzaH:(f) :<f+c> _ (fotcga)g = (f +c9)ga ‘
Vig Oz 9)., g N 9> ’

para todo ¢ € C.
Seja u; = 0 uma curva algébrica invariante notével critica com expoente «; tal que

ui*|(f + ¢;g9), onde ¢; é um valor notéavel critico de H. De (4.8) com ¢ = ¢;, obtemos
9" | Viso 9 Vi
uiai—l P u?i_l Q
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. ~ - . . 1 4. .
Aqui a notagao §|§ entre duas fungoes racionais denota alc e b|d. Note que """ divide
f 4 cjg e suas derivadas parciais de primeira ordem. Como P e () sao coprimos, entao

2
9
Vitg (4.9)

ud it
Por outro lado, de (4.8) temos n um fator irredutivel do numerador e d um fator
irredutivel do denominador da fungao racional Vy/, satisfazendo

nlg, dl((fy +cgy)g— (f+cg)gy), dl((fa+cgz)g — (f +¢c9)g:), (4.10)

para todo ¢ € C. Como g ¢é irredutivel, obtemos
n=g. (4.11)

Sabemos que 1/Vy/, é um fator integrante, ou seja, 1/V},, = 0 é formado por curvas
algébricas invariantes do sistema (2.1). Entao, d = 0 é uma curva algébrica invariante.
Portanto, como H = f/g é uma integral primeira, obtemos que d | (f + c¢g) para algum
¢ € C. Vamos considerar dois casos:

Caso 1: d | (f +cg) e f + cg é irredutivel. Entao, por (4.10) segue que d | g. Isto é
uma contradi¢do com o fato de que d | (f + cg), e f e g s@o irredutiveis e coprimos.

Caso 2: d | (f +cg) e f+ cg é redutivel. Assim, ¢ é um valor notavel de H. Entao
por (4.10) e do fato de g ser irredutivel, segue que d | (f, + cgy) e d | (fo + cgz)-
Consequentemente, ¢ ¢ um valor notavel critico de H. Por isso,

d =0 ¢é uma curva algébrica invariante notavel critica de H. (4.12)

Logo, por (4.9), (4.11) e (4.12), chegamos a igualdade

g° g°

V = = —

2}

onde R = [Jui*~" ¢ o fator notével.

7

(c.2) Primeiro, suponha que H = f/g tem no maximo dois valores notaveis criticos.
Se nao existe valor notével critico, entdo V = ¢g?/R = ¢* é um fator integrante inverso
polinomial e acabamos.

Para o caso em que H possui um tnico valor notavel critico, considere ¢; este valor
notavel critico. Dai

9* [ +ecyg
yv=2<4"T"1
R g
¢ um polinémio e é um fator integrante inverso, pois é o produto de um fator integrante
inverso por uma integral primeira (veja a Proposigao 3.5).

A prova para o caso que H possui exatamente dois valores notaveis criticos segue
de maneira similar, uma vez que o produto de duas integrais primeiras ¢ uma integral
primeira. De fato, se H; e Hy sdo duas integrais primeiras, temos X (H;) = X(Hy) =0e¢
assim

X(H Hy) = X(Hy)Hy + H1 X (Hy) = 0.
Portanto,
V= izf+019f+029
R g g




48 Sobre o Problema de Integrabilidade

é um polinémio, com ¢; e ¢y sendo os dois valores notaveis criticos.

Vamos agora assumir que o sistema (2.1) tem um fator integrante inverso polinomial
Vi. Como V = ¢*/R também ¢é um fator integrante inverso racional do sistema (2.1), da
Proposicio 2.7 nés temos que V;/V = ViR/g* é uma integral primeira racional, que por
suposicoes nao ¢ polinomial.

Como f = 0 é uma curva algébrica invariante irredutivel e V; R/g* é uma integral pri-
meira, pelo Teorema dos Zeros de Hilbert segue que Vi, R+c;¢? = wf para um conveniente
polindmio w e ¢; € C. Claramente, wf/g?> = Vi1R/g* + ¢; é uma integral primeira. E,
como f/g é uma integral primeira, entdo w/g também é uma integral primeira.

Novamente, como f = 0 é uma curva algébrica invariante irredutivel e w/g é uma
integral primeira, pelo Teorema dos Zeros de Hilbert segue que w + cog = Af, com A
sendo um polinémio e ¢y € C. Dai, como A\f/g =w/g+ ce e f/g sdo integrais primeiras,
segue que A ¢ uma integral primeira ou ¢ uma constante. Mas por hipdtese nao existe
integral primeira polinomial, entdo A é uma constante.

Podemos escrever w = Af — cog e como VIR + ¢19° = wf, segue que ViR + c1¢* =
(Af — cag) f, ou equivalentemente Vi R = \f? — cogf — c19?> = M f + d1g)(f + dag), para
dy, dy € C convenientes. Portanto, nés temos o seguinte polinémio

)\972f+d19f+d29

V=
TR og g

Logo, H = f/g tem no méximo dois valores notaveis criticos.

(d.1) Seja Vi o fator integrante inverso dado pelo item (a) do Teorema. Assim R =
1/Vj é um fator integrante e a curva { R = 1/Vz = 0} é formada por trajetérias do sistema
(2.1) (pois XR = —RdivX). Note que o polinémio K dado por (4.5) é uma curva algébrica
invariante. Agora, como as tnicas curvas algébricas invariantes irredutiveis do campo de
vetores sdo f; = 0 e g, = 0, segue da Proposigao 2.11 e de (4.7) que K = ff‘l...f;‘ngl...gg‘I,
onde 0s «;’s e 0s [B;’s sdo inteiros nao negativos com i =1,...pe k=1,...,q.

Paratodot=1,....,pe k=1,...,q, temos a; = 5, = 0. De fato, Suponha que «; > 0
para algum ¢ = 1,...,p, ou B > 0 para algum k = 1, ...,q. Considere a equagao (4.6). Se
a; > 0, temos que f; divide os polindmios S* e SY, ou se 3; > 0, temos que g; divide os
polindmios 5% e SY. Das expressoes S* e SY e do fato de f; ser irredutivel, f; deve dividir
Of;/0x e Of;/0y se a; > 0. Similarmente, por g, ser irredutivel, g deve dividir dgx/0x
e Og/0y se By > 0, onde usamos que gi e hy sdo coprimos. Mas isto é impossivel para
um polinémio. Entao, a; =, =0, parai=1,...,pe k =1,...,q. Assim, concluimos que
K = 1. Portanto, por (4.7), Vg = fl...fpg?lﬂ...ggﬁl.

(d.2) Por (d.1) nés obtemos Viz = fl...fpg?“...ggqﬂ, isto é, V7 é polinomial. Assuma
por contradigdo que deg(Vyz) =n # m + 1.

Vamos escrever

Vea=VWo+Vi+..+V,,
P=PF+ P+ ..+ Py, (4.13)
Q=CQo+ Q1+ ...+ Qnm,

onde V;, P; e (Q; sao polindmios homogéneos de grau 7 e j respectivamente, para: = 0,...,n
e j =0,...,m. Sabemos que Vj satisfaz a equacao

Vg Vg (0P 0Q\ ..
8x+ 8y_<8x+8y>VH'

Substituindo (4.13) na equagdo acima, obtemos
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ou seja,

ov, oV, oP, 0Qn
ox oy

Logo, V,, é um fator integrante inverso do sistema diferencial polinomial homogéneo

Seja X, o campo vetorial associado a este sistema. A Proposicao 3.9 nos diz que qualquer
sistema diferencial polinomial homogéneo tem um fator integrante inverso da forma

Assim, como ambas fungoes, V,, e V, sdo fatores integrantes inversos, a Proposicao 2.7
garante que V,,/V é uma integral primeira racional do sistema associado ao campo vetorial
X

Sabemos que as curvas f; = 0 sdo curvas algébricas invariantes do sistema (2.1) para
i =1,..,p. E, por hipétese, as fungdes F; = exp(h;/ g}”) sao fatores exponenciais para
J = 1,...,q. Denotando entdo Ky, e Kp, os cofatores de f; = 0 e F}; = exp(hj/g}”)
respectivamente, nds temos que X f; = Ky, f; e XF; = Kp, Fj, onde X = (P, Q). Como
H ¢é uma integral primeira de X, vale que

i=1 j=1

p q
X(fM . for i L Fla) = (ft . f " Fla) (Z MKy, + Zqupj) =0,
consequentemente, pelo Teorema de Darboux

p q
S ONK 4> piKp = 0. (4.14)

i=1 j=1

Denote por f a parte homogénea de maior grau de um polinémio f. A funcio H =
. f]f‘pﬁf‘ LLF Ha onde F’] = exp(ﬁj /3;), ¢ uma integral primeira do sistema diferencial
polinomial homogéneo associado ao campo X,,, = (P,,, @). De fato, como f; = 0 é uma
curva algébrica invariante para o sistema (2.1) com cofator Ky,, segue que fi =0 ¢é uma
curva algébrica invariante do sistema associado ao campo X, com cofator K Da mesma
forma, como F; é um fator exponencial para o sistema (2.1) com cofator K F;, segue que
F é um fator exponencial do sistema associado ao campo X,, com cofator K 7 7y Entao,
por (4.14)

Logo, H é uma integral primeira pois

~ o _ ~ o _ p _ q
X( fl...fgppfl...péiq):( f\l...f;ppfl...F;Lq) (Z/\ini‘FZHjKﬁ’j) =0.
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Dessa forma, concluimos que o sistema homogéneo associado ao campo X, tem simulta-
neamente duas integrais primeiras, uma sendo racional V,,/V e uma da forma de Darboux
H, o que é uma contradicdo, pois por hipotese H ¢ multivalorada. Para evitar est4 con-
tradigdo devemos ter n = m + 1 e V,,/V constante, isto é, V,,,/ V ndo é uma integral
primeira. Portanto, o grau de Vz é m + 1. [ |

Concluimos este capitulo com um resultado (ver [11]) que fornece uma cota do grau de
um fator integrante inverso associado a um fator notavel. Esta cota segue de uma relacao
entre o grau do sistema com uma integral primeira polinomial minimal, o grau do fator
integrante inverso e o nimero de valores notaveis criticos.

Observacao 4.15. Sejam H uma integral primeira polinomial minimal de X e ¢ um
valor notavel critico, ou seja, H + ¢ = [[u;’. Como H, = (H +¢), e H, = (H + ¢),,
temos que as fungdes u¥* ' (o > 1) sdo divisores de H, e H,, Vi. Agora se R é um fator
integrante, entdo RP = —(H + ¢),, RQ = (H 4 ¢), e R é um polinémio. Logo, como P
e @ sdo coprimos, segue que u*~' | R. Portanto R = [Ju® ' é o fator notavel. Além
disso, se H tem k > 0 valores notdveis criticos, como H, = R(Q) e H, = —RP, entao
degH =degR+m+1>m+1edegR > k.

Teorema 4.16. Sejam X um campo vetorial polinomial de grau m e H uma integral
primeira polinomial minimal de X. Considere o fator notavel R e o fator integrante
inverso polinomial Vi = [1(H +¢;)/ R, onde ¢; sao todos os valores notdveis criticos. Seja
k o nimero de valores notdveis criticos. Entao

(a) k(k+m) < degVgr =kdeg H —deg R < k(deg H — 1) < deg R(deg R+ m).

(b) deg Vg < deg H se, e somente se, k = 1. Além disso, neste caso deg Vg = m + 1.

Demonstragio: Temos da expressao H = [[*_,(H +¢;) = RVi que kdeg H = deg R+
deg Vg.
(a) Usando a obervagao, temos que

degVp = kdeg H — deg R < k(deg H — 1) < deg R(deg R + m),
e, por outro lado,

degVip =kdeg H — deg R
=k(degR+m+1) —deg R
=degR(k — 1)+ k(1 +m)
>k(k +m),
onde a ultima desigualdade vem de deg R > k. E isto prova (a).

(b) Considerando que deg Vi < deg H, entao da equagao kdeg H = deg R + deg Vg,
obtemos

deg R+degVgp degR+degVgp deg R n deg Vg

0<k=
deg H degR+m+1 degR+m+1 degH

< 2.

Como k € N, concluimos k = 1. Além disso degVy = m + 1.
Agora, se k = 1, entao

degVp =deg H —degR=degH — (degH —m —1)=m+1 < degH.



5 Fator Integrante Inverso e o
Problema do Centro-Foco

Uns dos problemas cldssicos na teoria qualitativa dos sistemas diferenciais analiticos
no plano é o Problema do Centro-Foco. Este problema visa distinguir quando o retrato
de fase na vizinhanca de um ponto singular monodroémico é um centro ou um foco. Neste
capitulo encontramos uma maneira alternativa para resolver o Problema do Centro-Foco
através do fator integrante inverso.

Definicao 5.1. Seja p um ponto singular de um sistema diferencial. Dizemos que p é
um centro se existe uma vizinhanga W de p tal que todas as 6rbitas em W \ {p} sdo
periddicas.

Definicao 5.2. Seja p um ponto singular de um sistema diferencial. Dizemos que p é um
foco se existe uma vizinhanca W de p tal que todas as érbitas de W \ {p} tendem a p
espiralando para tempo positivo ou negativo.

A préxima Proposigao nos diz que se o sistema (2.1) tem um ponto singular do tipo
foco, entao nao existe uma integral primeira definida na vizinhanca do foco.

Proposicao 5.3. Considere um sistema diferencial planar com um ponto singular na
origem. Se o sistema € integrdvel em uma vizinhanga da origem, entdo a origem ndo é
um foco.

Demonstragao: Suponha por contradi¢do que existe um sistema integravel com um foco
na origem. Entdo, em uma vizinhanga W da origem, todas as drbitas 7,(t) por pontos
xr € W sao tais que

lim ~,(t) =0 ou Jim v:(t) = 0.

t—+00

Sem perda de generalidade, assuma que tlgrn (1) = 0.

Seja H : U — R uma integral primeira do sistema, onde U é uma vizinhanca da
origem. Por definicdo, H nao é constante em U, e, em particular, H nao é constante em
U NW. Por continuidade, para qualquer x € U N W, temos:

Jim_H(y,(1)) = H(0).
Por defini¢ao, H(v,) é constante, e o limite acima implica que H(v,) = H(0). Entao,
H(z) = H(7.(0)) = H(0). Como z é arbitrario em U N W, entdo H = H(0) em U NW,
o que é uma contradi¢ao. Logo, o sistema nao admite foco na origem.
Analogamente prova-se o caso em que tglin (1) = 0. [ |

51
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Podemos generalizar este resultado para um foco qualquer. A prova segue analoga,
basta considerar uma translagao para a origem.

Suponha que o sistema (2.1) tem um ponto singular monodrdmico, isto é, um foco ou
um centro. Através de uma translacdo, uma mudanca de varidveis linear e uma repara-
metrizacao da variavel independente, o sistema pode ser reescrito em uma das seguintes
formas

T=—y+ flz,y); y=z+g(x y), (5.1
t=y+ flz,y); =g v), (5.2)
&= f(r, y); v =gz, y), (5.3

onde f(z, y) e g(x, y) sdo polindmios sem termos constantes ou lineares. Os respectivos
sistemas sao chamados de sistema tipo linear, nilpotente e degenerado. E se a origem
for um centro para os sistemas acima, o centro é chamado de centro tipo linear, centro
nilpotente e centro degenerado, respectivamente.

Pelo Teorema de Poincaré-Liapunov o sistema (5.1) tem um centro na origem se, e
somente se, existe uma integral primeira analitica da forma H(z y) = 2% + > + F(x, y)
definida em uma vizinhanga da origem, onde a expansao de Taylor de F' comeca com
termos de ordem superior a 2. Uma alternativa para este teorema é apresentada abaixo.

Teorema 5.4. O sistema (5.1) tem um centro na origem se, e somente se, existe um
fator integrante inverso V(z, y) = 1 + G(z, y) nao nulo definido em uma vizinhanga da
origem, onde G é um polinomio sem termos constantes.

Demonstragao: Do Teorema de Poincaré-Liapunov, basta mostramos que H(z, y) =
22 +y?+ F(z, y), onde a expansio de Taylor de F' comega com termos de ordem superior
a 2, é uma integral primeira de (5.1) definida em uma vizinhanga da origem se, e somente
se, existe um fator integrante inverso nao nulo V(z, y) = 1 + G(z, y), definido em uma
vizinhanga da origem, onde G é um polindémio sem termos constantes.

Considerando que H(z, y) = 2> + y* + F(z, y) é uma integral primeira do sistema
(5.1), temos

XH=(—y+ )2z +FE)+(z+9)2y+F,) =0
=(r+9)2y+ F) = (y— f)2r + F,)

(vy= Dz +F)

= =
rT+g 2y 1 F,

Como x+g é um polinémio, o lado direito da igualdade também é. Note que nunca teremos
(2y+F,) | (2z+ F;), pois F comega com termos de ordem > 3. Logo, (2y+ F,) | (v — f).
Da defini¢ao de divisibilidade, concluimos que o fator integrante inverso

y—flz,y)  x+g(, y)

V p— p—
(=, 9) 20+ Fy(x, y) 2+ Fy(z, y)

da forma (3.2) é um polinémio.
Suponha por contradi¢do que V nao possui termos constantes. Como

Tr+g

= I L v+ ) =
2x+Fm:> x4+ F,)=x+g
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e F, = 0 ou F, comega com termos de ordem 2, entdao V(2x + F,) nao possui termos

lineares, o que contradiz o outro lado da igualdade. Assim, V(z, y) = ¢+ G(z, y), com ¢

constante. Se necessario, multiplique V por ¢! e obteremos V' como dado no enunciado.
Agora, suponha que V =1+ G(z, y) é um fator integrante inverso, isto é,

oV av <8f g

5 ) V = (divX)V,

onde X é o campo associado ao sistema (5.1). A partir dessa equagao diferencial parcial,
chegamos na seguinte igualdade
(f=y)Ve | (+g)Vy

v Ty Tt

Como f e g sao polinémios, entdo o lado esquerdo da igualdade acima também é um
polindémio. Temos que V' t V.. De fato, suponha que V|V, entdo degV < degV,. Mas,
sabemos que degV > degV,, gerando assim uma contradi¢cdo. Analogamente, V { V.
Podemos concluir entao que V|(f —y) e V|(x+g). Dai, existem a, b € F[z, y] satisfazendo

(f—y)=aV e (x+4+g)=0V (5.4)

Ja vimos que a integral primeira associada ao fator integrante inverso ¢ da forma (3.3).
O objetivo entdao é mostrar que H(z, y) = x® + y* + F(z, y). Primeiro, usando (5.4),
segue que

_ x, P(x,
(. y):/Q(m z)dz_ V<a: Z)d
x4+ g(x, y) Y — f:v y
V:z: y Ve ) @ +/
=/b T, y dx—/a(x, y)dy,

ou seja, H(x, y) € Flz, y).
Afirmagao: Os polinémios a(z, y) e b(z, y) podem ser escritos da seguinte forma
a(z, y) = -y + Az, y), bz, y) =2+ B(z, y),

onde A e B comegam com termos de ordem > 2. De fato, escrevendo b(z, y) = ko+ kix +
koy + -+ (onde - - - indicam termos de ordem maior ou igual a 2), por (5.4)

r+g=bV=(kot+kix+hky+ - )1+G)=ko+kix+ky+---.

Pela igualdade de polinémios, tem-se kg = ko = 0 e k; = 1. Ou seja, b = z + B. Da
mesma forma, mostra-se que a(z, y) = —y + A(x, y). Assim, a afirmacao estd provada e
substituindo a e b em H temos

Az, y) = [ e, ydz— [ ala, vy
= [ @+ Bla, y)de — [(—y+ A, y)dy

2 2
== 4L 4 F
2 + 2 + (‘r7 y)?

onde F(z, y) = / Bdx — / Ady. Dai, obtemos H = 2H como no Teorema de Poincaré-
Liapunov. [ |
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Definicao 5.5. Centros is6cronos sao centros tais que toda orbita periédica na vizinhanca
do centro tem o mesmo periodo.

Varias familias com centros isécronos sao listadas na literatura e expressoes explicitas
de fatores integrantes inversos sao dadas em cada caso. A seguir enunciaremos sem prova,
apenas para ilustrar o texto, dois teoremas que classificam os centros isécronos de sistemas
quadraticos e de uma classe de sistemas ciibicos, contudo a prova deles pode ser encontrada
em [12, 13|, respectivamente.

Teorema 5.6. A origem é um centro isécrono de um sistema quadrdatico da forma (5.1)
se, e somente se, depois de uma mudanga de coordenadas afim e de uma reparametri-
zacao da varidvel independente, o sistema pode ser escrito em uma das quatro formas
normais abairo. Para cada forma normal listada, incluimos o fator integrante inverso
correspondente V (z, y).

(S1) & =—y+a® -y’ y=ua(l+2y), comV(z, y) = (1+2y)*

(S2) @ =—y+22, y=x(l+y), comV(z, y) = (1+y)>.

4 16
(S3) & =—y— gch, y=ux (1 — 3y>, com V(z, y) = (3 — 16y)(9 — 24y + 322?).
16 4 8

(54) & =—-y+ ng - ng y =z <1 + 3y>, com V(z, y) = (3+8y)(9 + 96y —

25622 + 128y?).

Teorema 5.7. Considere o sistema (5.1) onde f e g sao polinémios homogéneos de grau
3. Neste caso, a origem é um centro isocrono se, e somente se, depois de uma mudanca
de coordenadas afim e de uma reparametrizacdo da varidvel independente, o sistema pode
ser escrito em uma das quatro formas normais abaizo. Para cada forma normal listada,
incluimos o fator integrante inverso correspondente V(x, y).

(S1%) &= —y+a® —3zy?, y=x+32%y — 1>, com V(x, y) = (2* + y?)>.
(S2%) &= —y+a®—ay?, y=x+2%y—y>, com V(zx, y) = (1+ 2xy)>.
(S3%) &= —y+ 32y, y=x— 223+ 92y?, com V(x, y) = (1 — 3z%)%,
(S4x) &= —y—32%y, y=1x+22%—9zy*, com V(z, y) = (1 + 32?)*.

Definicao 5.8. Dado um campo de vetores analitico Xy no plano com um centro em
po € R?, dizemos que este centro é limite de um centro do tipo linear se existe uma
familia a 1— parametro de campos de vetores analiticos X, no plano com ¢ > 0, definidos
em uma vizinhanca de p. € R? e tendo um centro nao degenerado em p,, para todo € > 0
suficientemente pequeno.

O préximo resultado pode ser encontrado em [14].

Teorema 5.9. Se o sistema (5.3) tem um fator integrante inverso analitico com V (0, 0) #
0, entao o centro degenerado na origem € limite de um centro do tipo linear.

Demonstracao: Por hipétese, sabemos que o sistema (5.3) tem uma integral primeira

da forma (3.3) dada por H = [g(z, y)/V(z, y)dz — [ f(x, y)/V(x, y)dy. Mais ainda,

o sistema & = f(x, y)/V(z, v), y = g(z, y)/V(z, y), é um sistema Hamiltoniano e o
9(z, y)

sistema perturbado

flz,y) .

==L y=cr+ —"= 5.5
Vi(z, y) V(z, y) (5:5)

também é um sistema Hamiltoniano, onde H = e(22/2 + y?/2) + H(x, y) é a funcdo
Hamiltoniana. Consequentemente o sistema (5.5) tem um centro do tipo linear na origem

T =—cy+
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para £ # 0, pois possui uma integral primeira analitica definida na origem. Dai, o sistema
& =—eyV(z, y) + f(z, y), y=exV(z, y)+g(z, y), (5.6)

tem um centro do tipo linear na origem para € # 0. Além disso, o sistema inicial (5.3)
com um centro ¢ obtido a partir do sistema (5.6) fazendo ¢ — 0. |






6 Aplicacoes do Fator Integrante
Inverso no Estudo de Ciclo Limite

Um dos problemas fundamentais da teoria qualitativa para sistemas da forma (2.1) é
a determinacao do numero de ciclos limites e sua localizagdo no retrato de fase. Neste
capitulo veremos como a existéncia de um fator integrante inverso pode auxiliar no estudo
deste problema.

Neste capitulo, consideraremos sistemas da forma (2.1) onde P e @) sdo fungoes de
classe C*.

Os resultados apresentados aqui podem ser encontrados no Capitulo 7 de [1].

Definicao 6.1. Se o sistema (2.1) possui uma solugdo =z = ¢(t), y = ¥(t), com ¢ e
fungoes periddicas ndo constantes, entdo v = {(z, y) : © = ¢(t), y = ¥(t)} é chamada de

6rbita periddica do sistema (2.1).

Teorema 6.2. (Teorema de Bendixson) Assuma que o divergente do sistema (2.1),
com P, Q € C', tem sinal constante em uma regiio simplesmente conexa U e div(P, Q) %
0 em qualquer subconjunto de U. FEntao o sistema (2.1) nao possui nenhuma drbita
periodica inteiramente contida em U.

Demonstragao: Seja I' uma trajetéria fechada do sistema (2.1). Suponha que I' e seu
interior S estao inteiramente contidos em U. Pelo Teorema de Green temos que

/de Qdz — // (813#%2) drdy. (6.1)

Mas Pdy — Qdx = 0 ao longo de I', pois I é uma érbita. Dai, o lado esquerdo de (6.1) é
zero, o integrando do lado direito tem sinal constante e nao é identicamente nulo em S.
Mas isto é uma contradicao, pois neste caso a integral dupla nao pode ser zero. [ |

Definicao 6.3. Uma orbita periddica v de um campo vetorial X chama-se ciclo limite se
existe uma vizinhanca W de v tal que v é a tnica 6rbita fechada de X em W.

Proposigao 6.4. Considere o sistema (2.1), com P, Q € C', definido em um subconjunto
aberto U C R%. Se OP/0x + 0Q /0y = 0, isto é, a 1-forma

Pdy — Qdx
¢ fechada, entdo o sistema (2.1) nao tem ciclo limite em U.

o7
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Demonstracao: A ideia é mostrar que se U possui uma Orbita fechada, entao esta orbita
nao pode ser isolada. Suponha que U contém uma o6rbita fechada I'" e tome como secao
transversal ¥, & I, um pedaco da 6rbita do campo vetorial PJ/dy — Q0/0x ortogonal a
X. Considere agora um segmento aberto ¥y C ¥ contendo ¥ NI, no qual uma aplicagao
de Poincaré II : ¥y — ¥ estd definida. Tome p € ¥y \ I' um ponto qualquer, tal que
q = I(p). Denote por A C U o anel formado por I' U v,, U ¥,,, onde 7,, ¢ uma parte
da drbita de X que une p a ¢, e ¥,, ¢ o arco de drbita do campo ortogonal a X em X
entre p e q. Sem perda de generalidade, podemos supor que I' esta orientada no sentido
anti-horario. Assim, orientamos a fronteira, A, de A de maneira compativel a aplicar o
Teorema de Green. Portanto, como o divergente de X ¢ identicamente nulo, segue que

/ Pdy — de—// (8P+8Q>dxdy20.

Por outro lado,

AAHm—QMﬁ:—AP@r%M$+/

Yrq

P@—QM+/LH@—@M:Q
“pq
onde 7, = ¥, é uma orbita de X+ = (—Q, P). Note que

/P@—sz/'ﬂ@—@m:o
r v

rq

pois I' e 7,, sao solugdes do campo X. Denotando V;I(a) =pe 71}61(6) = ¢ temos que

b
o:/‘P@—@Mmz/ P@—mwx:/XP?+Q%ﬁ
0A Yo a

Mas, a ultima integral s6 é zero quando a = b, isto é, quando p = ¢q. Consequentemente,
todas as érbitas em U suficientemente préoximas a I' devem ser fechadas, o que conclui a
prova da Proposicao. [ |

Observagao 6.5. Seja X = (P, Q) de classe C! um campo vetorial definido em um
subconjunto aberto U de R?. Se X ¢ Hamiltoniano, o divergente é zero. De fato

oP L 99 0Q 0*H 0*H

Or dy  Oxdy Oydxr

div(P, Q) =

A reciproca vale se considerarmos alguma regiao simplesmente conexa W de U. Com a
OH

condicao divX = 0, basta tomar H = /de + h(z), onde h é tal que 9 —(@. Dai,
x

teremos H a funcdo Hamiltoniana definida em W.

Se um campo X : U — R? de classe C' tem um fator integrante inverso V : U — R
e U\ V1(0) é um aberto simplesmente conexo, entdo qualquer ciclo limite v de X esté
contido em V~1(0). De fato, como div(X/V') = 0, pela observacao acima o campo X/V é
Hamiltoniano em U\ V~1(0) e portanto preserva a érea. Logo, X/V nao tem ciclos limites.
Por outro lado, como os retratos de fase de X e X/V sao topologicamente equivalentes
(a menos da orientagao das 6rbitas) segue que v C V=1(0). Agora, se U \ V~1(0) nao
é simplesmente conexo, entdao v C V71(0) ou v estd contido em uma componente de
U\ V710) que ndo ¢ simplesmente conexa. O teorema a seguir elimina esta segunda
opgao.
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Teorema 6.6. Seja X um campo vetorial planar de classe C' definido em um subconjunto
aberto U de R2. Considere V : U — R um fator integrante inverso de X. Se v é um
ciclo limite de X entio v CV1(0)={(z, y) € U : V(z, y) =0}.

Demonstragdo: A menos da orientagdo das érbitas, os campos de vetores X e X/V
possuem o mesmo retrato de fase em U \ V' 71(0). Dai, usaremos o campo vetorial X/V
definido em U \ V~1(0) para provar o resultado. Pela definicao de V, o campo X/V
tem divergente nulo. Logo, a Proposicao 6.4 garante que X/V nao tem ciclos limites em
U\ V71(0). Portanto, se X tem um ciclo limite 7, entdo v C V=1(0). |

Nas condigdes do Teorema acima, se V~1(0) possui uma tnica trajetéria do campo,
a igualdade v = V71(0) acontece. Além disso, se existe um fator integrante inverso de
Darboux da forma V' = exp(R), com R racional, entao o campo nao pode ter ciclo limite.

Observagao 6.7. Sejam X um campo vetorial planar de classe C! definido em um sub-
conjunto aberto U de R* e R : U — R um fator integrante de X, entdo X ndo possui
ciclos limites. De fato, como X e RX sao topologicamente equivalentes (a menos da
orientacao das érbitas) e div(RX) = 0, segue da Proposi¢ao 6.4 que RX nao possui ciclo
limite em U. Em particular, X nao tem ciclos limites.

Exemplo 6.8. O sistema

= Ar —y+ dmxd + (mg — my + myms) 2%y + Amymazy? + may?,
y=x+ Ay — 2>+ I’y + (mima —my — 1)ay® + Amymay?,

onde A\, m; e my sdo parametros reais arbitrarios, tem o seguinte fator integrante inverso
V(z, y) = (¢ +y*) (1 +miz® + mimay?).

Pelo Teorema 6.6 (como V estd definido em todo R?), se o sistema tem um ciclo limite,
entao ele é algébrico e é dado pela equacao

(1 4+ myz® + mymay?) = 0.

Observe que para m; < 0 e my > 0 a curva acima é uma elipse, e se ela nao tem pontos
singulares, entao o sistema tem um ciclo limite.






7 O Conjunto Zero do Fator
Integrante Inverso

Estudamos o conjunto V~1(0), onde V é um fator integrante inverso. Sob diferentes
hipdteses, veremos alguns conjuntos e alguns pontos em que V' se anula e concluiremos o
capitulo generalizando alguns resultados utilizando o conceito de integral invariante.

7.1 Pontos Criticos, Separatrizes e Conjuntos Limi-
tes

Veremos a relagao entre os zeros isolados de um fator integrante inverso V' e os pontos
singulares de um sistema diferencial polinomial. Mostraremos como a existéncia de um
fator integrante inverso em uma vizinhanga de um ponto singular nao degenerado fornece
informagoes tteis sobre a dindmica local do sistema. Por fim, provaremos que V se anula
em todas as curvas separatrizes de um ponto de sela.

Os resultados desta se¢do podem ser encontrados em [15] e [16].

Definicao 7.1. Sejam X um campo vetorial planar de classe C! e p um ponto singular.
Dizemos que p é um ponto singular ndo degenerado de X se det(DX (p)) # 0.

Teorema 7.2. Seja pg um ponto singular ndo degenerado de um campo vetorial X de
classe CL(U) (U é um aberto de R?) e considere V' um fator integrante inverso definido
em uma vizinhanga de py, satisfazendo V(po) # 0. Se det(DX(po)) > 0 entdo py é um
centro. Caso contrdrio, quando det(DX (pg)) < 0, po € um ponto de sela.

Demonstracao: Por hipdtese, V' é um fator integrante inverso, entdao 1/V é um fator
integrante para o sistema em uma vizinhanga Uy de py e existe uma fungao I definida em
Up (uma integral primeira C?) tal que

VI(po) = (=Q(po), P(po))-

V(po)

Como py é um ponto singular, da igualdade acima tem-se 71(pg) = 0. Mais ainda,

D2 = i ( _<va - Q%) _<va - Q‘/y) )
ve\ pv-pPV, PV-PV, )

dan(prri) = | ) O e (DX ()

61
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Da equagdo acima, segue que py é um extremo local de I se det(D?I(pg)) > 0 e é um
ponto de sela de I se det(D*I(pg)) < 0. Agora, como det(D?*I(py)) = det(DX (py)), ao
analisar as curvas de nivel de I numa vizinhanga de pg, temos que pg ¢ um ponto singular
do tipo sela se det(DX(py)) < 0. E, se det(DX(pg)) > 0, as curvas de nivel de I sao
curvas fechadas em torno de pg, e portanto temos que pg é um centro. [ |

Definigao 7.3. Seja xy um ponto singular do campo de vetores X = (P, Q) associado ao
sistema (2.1). O ponto z; é estavel se pra toda vizinhanga U de z; existe outra vizinhanga
Uy C U, com zy € Uy, tal que para toda 6rbita ¢(t) de X, com ¢(0) € Uy, ¢(t) € U,
para todo ¢ > 0. Se além disso tlglono ©(t) = xp, diminuindo Uj se necessério, entao xqy é
assintoticamente estavel.

Um ponto singular do sistema (2.1) diz-se instavel quando nao for estavel.

Defini¢ao 7.4. Seja py um ponto singular de (2.1). Uma fungao de Liapounov para pgy é
uma funcao V : U — R diferenciavel definida em um aberto U, py € U, satisfazendo as
seguintes condigoes:

(a) V(pg) =0e V(xz) >0, Yz # po;
(b) V<0emU.

A funcao de Liapounov V diz-se estrita quando
() V<Oem U — {po}.

Teorema 7.5. Seja py um ponto singular de (2.1). Se eziste uma fungio de Liapounov
para po, entdo py € estavel. Se a funcdao for estrita, py € assintoticamente estdvel.

Demonstragao: Sejam V : U — R uma fungdo de Liapounov para py e B = {z €
R™ |z —po |< 6} C U. Como B é compacto, existe m = min{V(x); | x —py |= 3} >0
(pois o tnico ponto que anula V' é o ponto singular py). Sabemos que V' é diferencidvel,
em particular V' é continua. Segue entao da continuidade de V que existe um aberto
U, C B, com py € Uy, tal que V(z) < m para todo z € U;. Como V < 0, ou seja, V é
nao crescente ao longo das 6rbitas de (2.1), segue que @, (t) permanece no interior de B
para todo t > 0 e z € Uy, onde ¢,(t) denota a solugdo do sistema (2.1) com a condigdo
inicial ¢, (0) = x. Portanto, p, é estavel.

Agora, vamos considerar V estrita, ou seja, V < 0 em U — {po}. Sejam = € U; e
(t,) uma sequéncia de ntimeros reais positivos tal que ¢, (t,) — y € B. Para mostrarmos
que xy ¢ assintoticamente estavel, basta provarmos que y = py. Entao, vamos supor por
contradigao que y # pg. Como ¢, (t,) — v, segue da continuidade de V' que V(p,(t,)) —
V(y). E, ja que V o ¢, é decrescente, temos V (p,(t)) > V(y), Vt > 0. Por outro lado,
V(py(1)) < V(py(0)) = V(y) e para todo z suficientemente préximo de y, V(p.(1)) <
V(y). Dai, para n suficientemente grande, V (¢, +,)(1)) < V(y), ou seja, V(. (t,+1)) <
V(y) (estda ultima desigualdade segue da propriedade do fluxo). Absurdo, pois para n
suficientemente grande V (¢, (t, + 1)) > V(y). Portanto, y = py e como B é compacto,
segue que po € assintoticamente estavel. [

O préximo teorema esta interessado com a estabilidade dos zeros isolados de um fator
integrante inverso.
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Teorema 7.6. Seja py um zero isolado de um fator integrante inverso nao negativo V- de
um campo vetorial X de classe Ct, definido em uma vizinhanga U de py. Entdo py é um
ponto singular estavel de X se divX|y < 0. Mais ainda, py é assintoticamente estdvel se
diUX’U < 0.

Demonstracgao: Pelo Teorema acima, basta mostrar que V' é uma func¢ao de Liapounov
quando div(X) < 0 e uma fun¢ao de Liapounov estrita quando div(X) < 0. Por hipdtese,
temos V(pg) =0,V >0em U\ {py} e div(P, Q) < 0. Como V é um fator integrante

inverso, V = Vdiv(P, Q). Portanto, V' é uma fungao de Liapounov se div(P, ) <0 e é
uma funcao de Liapounov se div(P, @) < 0. [ |

Definigdo 7.7. Sejam X um campo vetorial C* e ¢(t) = ¢(t,p) a curva integral de X
passando pelo ponto p = (0, p), definida no seu intervalo maximo I, = (a,, b,). Se
b, = 00, defini-se o conjunto

wp)={¢eA : 3(t,) com t, - o0 e ¢(t,) — ¢, quando n — oo}.
Analogamente, se a, = —oo define-se o conjunto
alp)={qe A : I (t,) com t, - —oc0 e p(t,) = ¢, quando n — co}.

Os conjuntos w(p) e a(p) sao chamados, respectivamente, de conjunto w-limite e con-
junto a-limite de p.

Proposi¢ao 7.8. Sejam V um fator integrante inverso de um campo de vetores X =
(P, Q), definido em um aberto U C R?, de classe C* e py € U, entdo

V(plt, o)) = Vipoean ([ din(P, @) o 47, po)dr),

onde p(t, po) € a solugao do sistema associado ao campo de vetores X tal que p(0, pg) =
Po-

Demonstracao: A demonstragao segue do fato que

d ov ov
GV (e, 2] =Plelt, m)) 5+ QUelt, m) 5
:V(sp(ta pO))[dlv(Pv Q) © @(tv pO)]a
pois V' é um fator integrante inverso. [ |

Teorema 7.9. Seja py um ponto de sela hiperbolico de um campo vetorial X, de classe
Ct, e V um fator integrante inverso definido em uma vizinhanca U de py. Entdo V se
anula nas quatro separatrizes da sela, desde que uma das sequintes condigcoes acontega:

(a) po € forte; (b) po € fraco e V(py) = 0.

Demonstracgao: A prova do Teorema é alcancada fazendo duas mudancas de varidveis
no sistema associado ao campo de vetores X = (P, Q). Primeiro fazemos uma mudanga
de variaveis afim (isto é, transladamos o ponto py para a origem e transformamos a parte
linear do campo em sua forma de Jordan) para transformar o sistema associado a X na

forma normal
=Pz, y) =ar+ p(x, y), (7.1)
J=Qlx, y) = Py +¥(x, y), |
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onde a, B> 0 e ¢, ¥ sdo fungdes C* satisfazendo ¢(0, 0) = 0 = 1(0, 0), Vip(0, 0) =0 =
V(0, 0). Note que a mudanga de variaveis realizada nao altera as hip6teses do teorema,
ou seja, o campo de vetores associado ao sistema (7.1) possui um fator integrante inverso,
que também denotaremos por V, em uma vizinhanca U da origem. Fazemos agora uma
segunda mudanca de variaveis, mas desta vez serd uma mudanca local e nao linear. Pelo
Teorema da Variedade Estavel (ver pagina 107 do livro [17]), as curvas separatrizes do
sistema (7.1) admitem uma expressdo cartesiana &(z, y) = 0, n(z, y) = 0, onde &, n é
um par de funcoes C! expressadas por

{(z, y) =z + flz, y),
{ n(z, y) =y +g(x, y), (7:2)

com f, g € C! satisfazendo f(0, 0) =0 = ¢(0, 0) e Vf(0, 0) =0 = Vg(0, 0). Como
o n) _|[1+fe  fy (&, m)
s =| k| = A =1
a transformacao dada por
§=¢(z, y)
{ n=n(z, y) (7:3)

¢ uma mudanga de varidveis C', em uma vizinhanga da origem, (cujo efeito geometrico é
retificar localmente as separatrizes) com inversa dada por

z=E{+F(£ n),
7.4
{y=n+G(£, ), (7.4)
onde F, G sdo fungoes C' satisfazendo F(0, 0) = 0 = G(0, 0) e VF(0, 0) = 0 =
vG(0, 0).
Note que W (¢, n) = V(§+ F(&, n), n+ G(& 1)) =V(z, y) ¢ solugao da equagao
& I\ OW on on\ ow ,

P L QB 2 (P2 P 2T P, Q). .

( 8x+Q8y> o€ +< 3x+Q8y> oy = WP Q) (75)

De fato, nas varidveis (£, 7) o campo de vetores associado ao sistema (7. 1) é obtido

derivando os dois lados de (7.3), ou seja, X (&, n) = < 85 + Q% 877 + Q— > Dai,
como XV = VdivX, segue que
G LOEVOW | (Lon | o) oW _
<P8x +Q8y> o¢ © (Paa; Q%) oy =
OW 9 OW On oW of oW an
P(ag or " oy on >+Q<a§ oy " om oy
av Q— — Wdiv(P, Q).

Temos que W(§, 0) = 0, para £ perto o suficiente de 0. De fato, como n = 0 é
composto por 6rbitas do sistema (7.1), entao

on on _dn _
<P8x + Q@y) ‘n=0 Codt 0
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Assim, fazendo n = 0 em (7.5)

& & ow B :
(PO 402 T 0 =W 0P Q) oo (76)
Agora, de (7.1), (7.2) e (7.4) temos
oE 0¢ _ of
(P&r+Q&)1F@_ “mwﬁﬂ%y»<1+ax@7w>

HBy+ vl )5 )]

— (alE+ F(& 0) +ol€+ FIE 0), GIE, 0)
(14 e rie 0. cie o)
HBGLE, 0)+ 0(E + F(& 0), G(E, 1))

of

= af+p(§),

0 0
div(P, Q) |y=0= (a + a—(’;(as, y)— B+ (;j(x, y))

n=0

_ a_ps
— =B+ e+ FE 0), G 0)

o
= - 6 + q<§>7
onde p e ¢ sdo fungdes continuas tais que p(0) = 0 = ¢(0). Finalmente, substituindo
(ng + Q(?f) =aé +p(§) e div(P, Q) |p=o= o — [+ ¢q(§) em (7.6), obtemos
x ) |,
(06 + D(€) G (6, 0) = (a = B+ g DW(E. 0)

Colocando de uma forma ligeiramente diferente, w(¢) = W (£, 0) ¢ uma solugao C! da
equacao diferencial ordinéria

(€ +p(&))w'(§) = (a = B+ q(&))w(&). (7.7)

Por outro lado, quando a condigdo (a) acontece a origem é um ponto de sela forte do
sistema (7.1) e portanto « # (3. Neste caso, a solugdo trivial w = 0 é a tnica solucio C!
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da equagdo (7.7) com condigdo inicial w(0) = 0. Quando a condicao (b) é satisfeita py é
um ponto de sela fraco do sistema (7.1), entdo o = § e a equacao (7.7) se torna

(a€ + p(§))w'(§) = q(§w(§). (7.8)

Mostraremos que w = 0 é a tnica solu¢do C' da equacio (7.8) com a condicao incial
w(0) = 0. Como p(0) = 0 e p € C!, para £ suficientemente pequeno, podemos escrever
p(&) = €p(€) e portanto a equagao (7.8) pode ser escrita como

§w'(€) = g(§w(), (7.9)

onde ¢g(&) é uma fungao continua satisfazendo g(0) = 0. Da continuidade de g(§) existe
uma vizinhanga Uy do 0 tal que | g(§) |< 1/2 para £ € Uy. Como w(&) é uma fungao
C! e w(0) = 0, o Teorema do Valor Médio nos permite escrever | w(¢) |[< M | £ |,
onde M = max{| w'(§) |: £ € Up}. Substituindo essa desigualdade em (7.9) obtemos
| w'(€) |[< M/2 com & € Uy. Tomando o maximo em ambos os lados dessa desigualdade,
temos M = max | w'(§) |< M/2. Concluimos que M = 0 e entao w'(§) = 0 em Uy. Como
w(0) = 0, concluimos que w = 0 é a tnica solugao C! da equagao (7.8) com esta condicio
inicial. Isto prova a afirmacao de que W(§, 0) = 0 em uma vizinhanca da origem. De
maneira andloga podemos mostrar que W (0, n) = 0 em tal vizinhanca. Isto completa a
prova do teorema, uma vez que V(z, y) = W(&, n) e que £(z, y) = 0 e n(z, y) = 0 sdo
as equagoes cartesianas das curvas separatrizes. |

Corolario 7.10. Seja V' um fator integrante inverso definido em uma regiao contendo
uma conexao I' entre as selas hiperbolicas p; para i =1,...,n. Se'V se anula em um certo
ponto singular py, entao V|r = 0.

Demonstragao: Se V(py) = 0 para algum k = 1,...,n, o teorema acima garante que
V' se anula nas separatrizes de p, e portanto, se anula também nos pontos limites destas
separatrizes. Concluimos entao que V' se anula em outro ponto singular p; e o corolario
segue da conexao entre as selas. [ |

7.2 Integral Invariante e Fator Integrante Inverso

Nesta secao apresentamos algumas generalizagoes e extensoes dos resultados apresen-
tados na se¢do anterior. Um ingrediente chave na prova de nossos resultados é o conceito
de integral invariante, introduzido por Poincaré para dimensao arbitraria, e sua relacao
com o fator integrante inverso.

Os resultados desta se¢do podem ser encontrados em [18].

Seja @(t, (xo, Yo)) a solugdo de um sistema diferencial associado a um campo de
vetores X de classe C! definida em um aberto U tal que ¢(0, (xo, yo)) = (zo, o) € U.
Denote por ¢(t, D) a imagem do dominio D C U sob a a¢ao do fluxo gerado pelas érbitas
de X.

Definigao 7.11. Seja u : U € R?> — R uma funcao integrdvel nao nula definida no
aberto U. A integral

/ w(z, y)drdy
©(t, D)
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¢ uma integral invariante do campo de vetores X se para qualquer conjunto mensuravel
D C U a integral independe de ¢.

Lema 7.12. Sejam U um conjunto aberto de R?, V : U — R uma funcdo de classe C*
ep:U\V0) — R a fungio de classe C' dada por p = 1/V. Entio V é um fator
integrante inverso de um campo de vetores X de classe C' em U se, e somente se, a
integral

x, y)dxdy,
[p (t,m“( y)dxdy

¢ uma integral invariante de X em U\V~1(0), onde D é qualquer conjunto mensurdvel
contido em U.

Demonstragao: Dado qualquer conjunto mensurdavel D C U\V ~1(0), defina

I(t, D) ::/ p(x, y)dzdy.

©(t, D)

Nos afirmamos que a derivada de I com respeito a t existe e é dada em t = 0 pela
expressao

10, D) = [ [X(8) + pdivX) e =tonam dodi. (7.10)
Para provar esta afirmacao, consideramos o fluxo

(p(t, ($0, ?/0)) = (901(157 (x(]? 3/0)), 902<t7 (x()? yo)))

e fazemos a mudanca de varidveis x = ¢i(t, (zo, v)), ¥ = @2(t, (zo, yo)). Dai, pelo
Teorema de Mudanca de Varidveis na Integral, a férmula I(¢, D) torna-se

[(t7 D) :/D:U'((pl(tv (1:07 yO))v 902(1;7 (x07 yo)))J(t, <x07 yO))d'rOdy(b (7'11)

onde J(t, (zo, o)) = Iz, y)/O(xo, yo) é 0 determinante do Jacobiano. Pela férmula de
Liouville (ver pagina 56 do livro [16]) segue que

J(t, (2o, Yo)) = exp (/Ot divX o p(s, (zo, yo))d3>-

Como X, p1 e ¢ sao de classe C' e o dominio de integracio independe de ¢, segue que
o integrando de (7.11) é diferencidvel. Dai, I(t, D) é diferencidvel com respeito a t e
calculando I(t, D), temos

i, D)= [ Sluter, o) ldnodye (7.12)

Aplicando a regra da cadeia e usando o fato que 41 (¢, (o, v0)) = P(¢1, p2) € pa2(t, (xo, v0)) =
Q(p1, p2), onde X = (P, Q), obtemos

d 0 . 0 . .
%[/M] = (85(901, ©2)P1 + 85(901, @2)%02) J 4 pdivX (o1, ©2)J

0 0 )
=J [ag(% ©2) P (1, @a) + @Z(% ©2)Q(p1, p2) + pdivX (o1, @2)] -

Inserindo a igualdade acima em (7.12) e avaliando em t = 0, usando que ¢4 (0, (xq, yo)) =
Lo, @2(07 (an yﬂ)) =Y € J(07 (x07 yO)) = 17 temos
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- B o o ,
I(t, D) = /D [P + @Q + pdivX dzodyo,

Ox (z,y)=(z0,y0)

o que resulta em (7.10), como queriamos.

A prova do lema segue da equagao (7.10). De fato, primeiro assumiremos que V' é um
fator integrante inverso. Para que I seja independente de t, é necessario que a derivada
de I com relagdo a t seja identicamente nula. Como p = 1/V é um fator integrante e vale
X(p) = —p(divX), ¥(z, y) € U\V~10), entdo I(t, D) =0,YD C U\V~(0) mensuravel.
Logo, concluimos que I(t, D) é uma integral invariante do campo vetorial X.

Agora, assumiremos que I (¢, D) é uma integral invariante do campo de vetores X, ou
seja, I(t, D) =0,VD C U mensuravel. Isto implica que o integrando X () +p(divX) = 0,
ou seja, ;= 1/V é um fator integrante. Logo,

1 oV 1 oV 1
———P— ——0Q = ——(divX
V2or V2 ay p (divX),
e portanto
ov ov
—P+ —Q =V(divX
gu Lt g, @ = VdivX),
isto é, V' é um fator integrante inverso. [

Seja p um ponto singular de X e suponha que existe uma curva fechada simples C', ou
seja C' nao possui auto interse¢ao, com as seguintes propriedades:

(i) CUInt(C) C U, onde Int(C') denota o interior de C;

(ii) C'UInt(C) contém precisamente um ponto singular de X, o ponto singular p, com
p € Int(C);

(iii) Existe um ponto ¢ € C' tal que a curva integral (¢, ¢) permanece em C' U Int(C)
para todo t > 0 (respectivamente, para todo ¢ < 0), e tende para p quando t — oo
(respectivamente, t — —00).

Entao CUInt(C') decompoe-se em um niimero finito de setores do tipo eliptico, hiperbdlico
ou parabolico.

Teorema 7.13. Seja p um ponto singular de um campo de vetores X de classe C*, tendo
um setor eliptico ou parabdlico. Se V' é um fator integrante inverso definido em uma
vizinhanga de p, entio V(p) = 0.

Demonstragio: Seja 2 um subconjunto mensurdvel de R?. Vamos denotar por A({)) a
area deste conjunto e por A(f) o seu fecho topolégico.

Considere U a vizinhanca de p onde V estd definido. Escolha qualquer ponto g € U
no interior de um setor nao hiperbélico de p, e inverta o fluxo se necessario, de modo que
{p} seja o conjunto w-limite de ¢q. Se V(q) = 0 entdo V(p) = 0. De fato, pela Proposicao
7.8,

V(e(t, q)) = V(q)exp /Ot divX o (s, q)ds, (7.13)

e concluimos que V' (p(t, q)) = 0, para todo t > 0. Dali, como ¢(t, ¢) — p quando t — o0
(pois w(q) = {p}), segue da continuidade de V' que V(p(t, ¢q)) — V(p). Logo, V(p) = 0.
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Se V(q) # 0, considere D C U qualquer disco fechado centrado em ¢ totalmente
contido no interior do setor que contém ¢ e tal que V nao se anula em D. Multiplique
V por —1 se necessario de modo que V' seja positivo em D. Novamente pela igualdade
(7.13) temos que V nao se anula na saturacao de D sob o fluxo ¢, entdo a integral
I(D) = / : pdxdy estd bem definida em D. E, porque D estd em um conjunto que nao

D

o(t,
é hiperbélico, p é o conjunto w-limite de todo ponto em D, entao a area A(p(t, D)) — 0

quando t — oo. Para qualquer ¢t > 0 fixo, pelo Teorema do Valor Médio para integrais
existe um ponto p; € p(t, D) tal que

I(D) = u(p)Ale(t, D)).

A medida que t aumenta, A(p(t, D)) — 0, mas I(D) é fixo, portanto u(p;) — oo, que
por sua vez implica que V(p;) — 0. Como p; — p, pela continuidade de V', V(p) =0. B

O Teorema 7.9 nao ¢ valido, em geral, para pontos singulares nao hiperboélicos. Mas
ele generaliza para pontos singulares de sela ou sela-n6 com exatamente um autovalor
diferente de zero, como mostra o préximo resultado.

Teorema 7.14. Suponha que pg € um ponto singular isolado de um campo vetorial X de
classe Ct, e que V é um fator integrante inverso de X definido em uma vizinhanca de py.
Se a parte linear DX (py) tem exatamente um autovalor zero, entio V' se anula ao longo
de qualquer separatriz de X em pg.

Demonstracao: A hipdtese de que existe exatamente um autovalor ndo nulo implica
que pg é um nd, uma sela, ou uma sela-né, e que divX (py) # 0, de modo que é automéatico
que V(pg) = 0. Temos que V se anula ao longo de uma separatriz estavel (no caso de
uma sela-nd) ou separatrizes (no caso de uma sela).

Por uma mudanca de coordenadas afim o sistema é

t=x+o(x y), U= vy),

onde ¢ e 1Y sao termos de ordem maior ou igual a 2. Para mostrar que V' se anula basta
repetir a prova do Teorema 7.9 para o caso hiperbdlico, simplesmente substituindo 3 pelo
numero 0. |

Um grifico I' = [Ule{gpi(t)}] U [UY{p;}] é um conjunto invariante pelo fluxo de
um campo de vetores formado por k pontos singulares py,--- , pr, prr1 = p1 € k Orbitas
regulares orientadas ¢i(t), -, px(t), conectando-os de forma que ;(t) é uma Orbita
instavel de p; e uma Orbita estavel de p;;1. Um grafico pode ou nao ter associado uma
aplicagao retorno de Poincaré. Caso tenha uma, ¢ chamado de policiclo.

Terminamos esta secdo com um corolario dos Teoremas 7.9 e 7.14.

Corolario 7.15. Sejam I' um policiclo (ou um grifico que ndo precisa ser um conjunto
limite) de um campo de vetores X de classe C' definido em um conjunto aberto U de R?
e V um fator integrante inverso de X definido em alguma vizinhanga de I'. Assuma que
0s pontos singulares de X que pertencem a I' sao selas hiperbolicas py,--- ,p, ou selas
e selas-no qi,- -+ ,qm com exatamente um autovalor nulo. Se as separatrizes de I' sao
tais que sempre se conectam py com p; e V(pr) = 0 ou py com q; ou qr com q; entdo
I CV=10).






8 Bifurcacao e o Fator Integrante
Inverso

O fator integrante inverso tem se mostrado muito 1til em muitos problemas de bifur-
cagoes. Neste capitulo trabalhamos com sistemas da forma (2.1), onde P(z, y) e Q(z, y)
sdo funcoes analiticas em um conjunto aberto U C R2.

Considere a familia paramétrica de sistemas diferenciais da forma

T :P(:E7 Y, 5)7 Y= Q(ZL‘, Y, 5)7 (81)

onde P(z, y, €) e Q(z, vy, ¢) sdo fungdes analiticas em (z, y) € U e para € préximo da
origem, com P(z, y, 0) = P(z, y) e Q(z, y, 0) = Q(x, y). O pardmetro £ é chamado
de parametro de bifurcagdio e supomos que estd definido em uma vizinhanca da origem
de R, com k € N; em muitos casos consideramos que € é um parametro unidimensional
real (k = 1). Para pequenos valores de ||, dizemos que a familia de sistemas (8.1) é uma
perturbagao do sistema (2.1). Quando € assume valores proximos da origem 0 < |¢| < 1, 0
comportamento qualitativo do sistema (8.1) pode mudar em rela¢ao ao do sistema (2.1).
Neste caso, dizemos que ocorreu uma bifurcagao. A teoria da bifurcacao visa caracterizar
sob quais condigoes do sistema (2.1) e suas perturbagoes, essas bifurcagdes eventualmente
acontecem e quais sao suas propriedades. Por exemplo, considere um ponto singular p
do sistema (2.1) e denote por A\ e u os autovalores da parte linear do sistema ao redor
de p. Se A, p € Re Ay <0, entdao dizemos que p é um ponto de sela hiperbolico e um
classico resultado afirma que qualquer perturbacao do sistema em uma vizinhanga de um
ponto de sela tem o mesmo comportamento qualitativo, ou seja, temos um ponto singular
de sela que tende para p, quando ¢ tende a zero. Chamamos de hiperbdlico o objeto
que mantém sua natureza qualitativa mesmo sob uma perturbagao. Em contraste, se p é
um ponto singular do tipo centro, ou seja, tem uma vizinhanga preenchida com oérbitas
periddicas, entao uma perturbacao do sistema geralmente quebra essas érbitas e o ponto
pode ser transformado, por exemplo, em um ponto tinico do tipo foco, ou seja, cercado por
érbitas que espiralam em sua diregdo (quando o foco é atrator) ou em diregao contraria
(quando o foco instavel). Nesse caso, dizemos que p é um ponto de bifurcagio . Quando
a familia considerada (8.1) mostra todos os possiveis comportamentos qualitativos que
podem ocorrer ao perturbar um objeto do sistema (2.1), dizemos que é um desdobramento
. O nimero minimo de parametros necessarios para ter um desdobramento sao chamados
de codimensao.

Defini¢ao 8.1. Dada uma familia de sistemas da forma (8.1), um conjunto periddico
limite ¢ um subconjunto compacto e nao vazio I' de pontos tal que existe uma sequéncia
(en)n tendendo para £* quando n — oo e para todo €,, o sistema (8.1) correspondente,
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tem um ciclo limite 7., que tende para I', no sentido de distancia Haussdorf, quando
n — oo.

Defini¢ao 8.2. Dado um conjunto periédico limite da familia (8.1), definimos sua cicli-
cidade como o niimero méaximo de ciclos limites que podem ser bifurcados a partir de I’
nesta familia.

Os fatores integrantes inversos simplificam o estudo de sistemas particulares e permite
o entendimento de vérias bifurca¢des. No Exemplo 6.8 do Capitulo 5, V' determina todas
as bifurcacoes dentro da familia. Veremos adiante como os fatores integrantes inversos
atuam no processo de bifurcacao de ciclos limites a partir de conjuntos periédicos limites.

8.1 Bifurcacdo a partir de um Anel de Orbitas Pe-
riddicas

Ao considerarmos um sistema Hamiltoniano com um centro na origem e uma pertur-
bagao sobre este sistema, no objetivo de encontrar um fator integrante inverso da forma
V(z, y, €) = 332,"Vi(z, y) para o sistema perturbado, encontramos uma expressao
especifica para 1}, no caso, Vj é a integral de Poincaré-Melnikov.

Definicao 8.3. Consideramos o sistema diferencial planar da forma (2.1) com um ponto
singular do tipo centro. O conjunto de 6rbitas periédicas em torno deste ponto é chamado
de anel de érbitas periddicas.

Uma perturbacao do sistema (2.1) geralmente elimina essas 6rbitas periddicas, mas
algumas delas podem persistir como ciclos limites para o sistema perturbado. Neste caso,
dizemos que estes ciclos limites bifurcam do anel de érbitas periddicas.

Consideraremos um sistema diferencial planar Hamiltoniano com um centro na origem:

. OH | OH
0=

o VT

onde H(z, y) é a fungdo Hamiltoniana analitica definida em uma vizinhanga da origem.
Denotaremos por T o anel de érbitas peridédicas de centro na origem. Vamos considerar
uma perturbacao analitica do sistema Hamiltoniano anterior:

T = P<$, Yy, 5), y = Q(xv Y, 5)7

onde,
OH & 0OH &
P(ZE’ Y, 5) = 67 + ngfk($7 y)7 Q(xa Y, E) = _87 + ZEkgk(iL', y)a
Yy = O

com ¢ sendo um parametro real suficientemente pequeno e fi(x, y), gr(z, y) sdo fungoes
analiticas em T U {(0,0)}. Buscaremos uma solugao analitica

V(z, y, €)== > Vi, y), (8.2)
k=0
da equacao diferencial parcial

oV OV (0P  0Q
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Substituindo a expansdo em série de V(z, y, €) na equacao diferencial parcial acima,
obtemos uma sucessao de equagdes diferenciais lineares para as funcoes Vi(z, y) que
podem ser resolvidas recursivamente. Ao analisarmos um caso particular em que

T = P(Q?, Y, 6) = Hy(xa y) +€f1(l’, y) +€2f2($7 y) +53f3<$, y)7
y = Q(SL’, Y, 8) = _Hw($7 y) +€g1($, y) —|—€2g2(I, y) +8393($7 y),

V(z, y, €) = Vo(z, y) + Vi(z, y) + 2 Va(z, y) +*Vs(z, y),

usando que H,, = H,, (pois H é analitica), onde H, denota a derivada de H com relacao
a x e H, denota a derivada de H com relagao a y, de

L+ - <g§+%‘;)vzo.

obtemos

(—%%f W RS gfgf) o+ (—Vz%f S R

+fs 8‘3 +93%‘;) +f2%‘2 +g2%‘2 +f1%‘f +g1%‘;2> et + <—Hx%‘;2 +Hy%‘f

—Vo%];z — Vo%q; - Vlaaj;l - ‘/1(?;; + fQ%‘;O +9288‘;) + fl(?;;l +91%Zl> e?

+<—Hx68‘;1+ﬁy(?2—%%}2—%%?+f1?§’+gl(?;)>s—ﬂx(?/‘) Hyaa‘;o =0
Substituindo € = 0 na equagdo acima, temos

— Hxaa‘;O + Hy?f =0. (8.4)

Em outras palavras, a equacao de ordem 0 em ¢ implica que Vj é uma integral primeira do
sistema nao perturbado. E mais, neste caso, como o sistema é Hamiltoniano, V{, também
é um fator integrante inverso. A solugao geral da equacao diferencial parcial (8.4) é uma
fungao analitica arbitraria de H, entdao Vo = Vo(H(z, y)) = Vo(H) é uma fungao do
Hamiltoniano H (z, y). Observando as equagdes de ordem 1, 2 e 3 em &, podemos ver que
a equacao de ordem k em ¢ tem a seguinte forma

OHOV, OHOV, ‘=X (0ficy | Ogry\ 2 )% )%
77_77—2‘/9 Oz + dy —jz% fk—]ail,—i_gk—]aiy : (8.5)

O seguinte resultado pode ser encontrado em [19].

Teorema 8.4. Suponha que a fun¢io V dada por (8.2) seja periddica quando avaliada
nas orbitas periddicas nao perturbadas. Entdo Vo(h) tem a sequinte forma
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Voh) = A [ ol y)de = il y)dy,

onde \ € uma constante real nao nula e {H = h} denota a drbita periddica de T contido
no conjunto de nivel h do Hamiltoniano H(x, y).

Demonstracao: Primeiro, tome £ =1 em (8.5). Dal,

dvi  OH OV, 8H@X/1_V<8f1+8gl> <flav0 avo)

At 9y 9r  Or 9y "\dxr 0 Ty

Uma solucao particular para esta equacao é obtida resolvendo
de  dy avi
OH[0y — —0H/[dx  V4(0fi/0x + 0g1/0y) — (f1(0Vo/0x) + g1(Vo/0y))

A equacao diferencial definida pela primeira igualdade da equagao acima dada por

OH o0H
o = W

tem solucao constante H(z, y) = h = constante. Assim, Vo = Vy(h).

Como V é periddica quando avaliada nas orbitas periddicas nao perturbadas, temos
que Vi também é. Considere a orbita (z(¢, h), y(t, h)) de periodo T" do sistema nao
perturbado. Entao V; avaliada nesta érbita é periddica e satisfaz a seguinte equacao
diferencial parcial com respeito a variavel ¢:

vy <8f1 891> ( 3V0>

Ly, :

dt

oV, oH N 1

Como Vi y) = Vo(H(r., v)). segne aue 0 = Vi(H) 5 = ~Vi(H)i e 50 =
o OH , , )
V()(H)a—y = Vy(H)z. Dai

Vi _ Oh L 99 _ i (gri — fug

o= (524 %) vy ot -

Assim a solugdo particular da equacao (8.5), para k = 1, calculada em uma érbita nao
perturbada pode ser escrita como

mmaMwmhnz%w/(%Q+23ﬁ—%@ﬁﬂm~ﬁmw (8.6)

Como Vi(z(T, h), y(T, h)) = Vi(z(0, h), y(0, h)), entdo Vi(x(T, h), y(T, h)) —
Vi(x(0, h), y(0, h)) = 0. Logo, de (8.6), obtemos

i) [ (52 9= vim [ it - s 5.7)

or Oy

Afirmacao: Sejam (x(t, h), y(t, h)) uma érbita T-peridédica para o centro do sistema
nao perturbado e ¢(z, y) uma funcao de classe C', entao

—$:W@me%ﬁ:[$“m)@m% .
8.8
dh/ y(t, h))gfdt — /OT (2(;( (t, h), y(t, h))dt.

Prova: Para a prova da primeira igualdade, defina
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= [ etatt, ), e, )P my

isto é,
T(h) d oy
1 = [ (etett . e 05 ) a
dy dT'(h)
o)., B, y(T), )% o
Na érbita fechada (z(t, h), y(t, h)) sempre existe um ponto tal que dy/dt = 0. Escolhe-

mos a condigao inicial de forma que
dy
ot

(T'(h), h)

dy

950, n) = 21 (h), h) =0.

Logo, obtemos

T
10) = [ A, y. b, ),

onde

2
Az, y, h 1) = (8908:1: @gp 8y> oy 0%y

0z 0h ' Oyoh) ot ' " oton
Usando as seguintes igualdades:

OH O0r OH 0y ] dv  OH dy — OH

P oh oyon 0 A oy At ox
temos que
OHOy | OHOr _ OHOy | dydw
dy Oh Oz Oh dy Oh T dt Ok’

Substituindo esta ultima igualdade em A(x, y, h, t), chegamos que

_Op0xdy  Opdydy 0%y
A,y b D) =5 onae T agonar T P aion

_Op (OH Oy |\ O0pOyoy O
~ oz \ By oh dy oh ot " ¥ oioh

Odp Opdxdy O dydy 0%y

"o "o oton " oyonor  Yoion
_ Op 0 dy
T o o (%h)'
Portanto,
T T .
I(h):/ Az, y, h, t)dt:—/ gSDdH[ ] 7_/ &pdt
0 0

como queriamos.
A prova da segunda igualdade segue de maneira analoga. Isto completa a prova da
Afirmacao.
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Substituindo f; e g; no lugar de ¢ na equagao (8.8)

[ ey, ot myie == [ fate, m, wm) P

[t b vt hde = G [t B, e 1) e

Assim,

T (ofi O dy
/0<ax+ ) dh/ (91 _flat>dt

Substituindo a igualdade acima na equacao (8.7) obtemos que

d (T Ox oy o T '
h)%/o (91@15 - f15t> dt = Vo(h)/o (1t — fry)dt

ou equivalentemente

T

Vo) [ (oni — i)t = Vi) [ (or = i

T
Se / (12 — f1y)dt # 0, entao a partir desta equagao diferencial linear de primeira
0

ordem, onde a fungao desconhecida é Vy(h), obtemos

Vo(h) = [ i(e, )i~ fila, vy

onde A é uma constante real. E isto conclui a demonstracao. |

T
A integral / (12 — f1y)dt é denominada integral de Poincaré-Melnikov, veja [20].
0

8.2 Bifurcacao de Conjuntos w-limite Monodrémicos

Dado um sistema diferencial real planar da forma (2.1), definido em um aberto U C R?,
com um fator integrante inverso definido em uma vizinhanga de uma 6rbita regular ¢(t),
este fator integrante inverso define uma equacao diferencial ordinaria para a aplicagao de
transigao ao longo da érbita, veja a equagao (8.12). Tomando duas sec¢oes transversais ¥
e Yo a ¢(t), definimos a aplicacao de Poincaré 7 : 3 — ¥s. Isto é, em ¥, considere a
6rbita de (2.1) por este ponto e seguimos esta Orbita até que ela intercepte ¥y, A seguir
faremos um estudo desta aplicagao e de suas propriedades relacionadas ao fator integrante
inverso.

Seja (¢(s), ¥(s)) € U com s € I C R uma parametrizagdo da 6rbita regular ¢(¢)
entre os pontos de ¥; e Xy; em outras palavras, (¢(s), ¥(s)) é solugdo de (2.1). Dado
um ponto (x, y) em uma vizinhanga suficientemente pequena da érbita (p(s), ¥(s)),
podemos sempre encontrar uma mudanga de coordenadas (s, n), denominada de coordenas
curvilineas (ver [21]), que satisfaz a seguinte mudanca de varidvel:

2(s, n) = @(s) —ny'(s), y(s, n) = (s) +ng'(s).
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Geometricamente esta mudanca significa que, ao tomarmos o ponto (¢(s), ¥(s)), o ve-
tor tangente a este ponto é (¢'(s), ¥'(s)) e o vetor normal é dado por (—¢'(s), ¢'(s)).
Dai, (¢(s), ¥(s)) +n(—1'(s), ¢'(s)) é a equagdo vetorial da reta passando pelo ponto
(p(s), ©¥(s)) na direcdo do vetor normal (—'(s), ¢'(s)). Vale observar que ambas fun-
goes, ¢ e 1, sdo analiticas pois estamos supondo que o sistema (2.1) é analitico, e portanto,
r =xz(s, n) ey = y(s, n) também sdo analiticas. Observamos que a varidvel n mede a dis-
tdncia perpendicular a ¢(t) do ponto (¢(s), ¥(s)) e quando n = 0 temos a parametrizagao
regular (z(s, 0), y(s, 0)) = (v(s), ¥(s)) da érbita ¢(t).
Vejamos como reescrever o sistema (2.1) nas novas coordenadas (s, n). Temos que

de _ drds  Ordn _
dt  dsdt  Ondt
dy _Oyds  dydn _
dt  Osdt Ondt

P(x(s, n), y(s, n)),

Q(z(s, n), y(s, n)).
Além disso,

O'(s) —=U'(s) |, e o
‘ V'(s)  ¢(s) ’—@0 (s))2 + (¢'(s))% # 0,

s € I, pois se (¢'(s))? + (¥'(s))? = 0, entdao ¢'(s) = ¥'(s) = 0. O que é um absurdo
visto que, por hipétese, ¢(t) é uma érbita regular. Assim, resolvendo o sistema acima
pela Regra de Cramer, chegamos facilmente em

@ Pz, )y, — Qz, y)z, dﬂ _ Qz, y)zs — Pz, y)ys
dt A(s, n) Toodt A(s, n) ’

onde x4 e y, sao as derivadas parciais com relacao a s e x,, e y, sao as derivadas parciais
com relagao a n. Definindo
Pz, y)yn — Qx, y)zn

S(s, n) = Al ) e N(s, n):=

Q(l‘, y>x5 _P<I7 y)ys
A(s, n) ’

note que N (s, 0) =0 jid que n = 0 é uma Orbita e S(s, 0) # 0, s € I. De fato, primeiro
vamos analisar o numerador da funcao N em n =0

Q. 9w~ P(r, yys = Qals, 0), (s, 0)) (s, 0) = Plals, 0), yls, 0)9(s, 0)
= Qlils), VU (5) — P(o(s), B(s)Y)
= Qlils), VU Pe(s), ¥(s)) — Plols), B()QAels), v(s))
= 0.

# 0.
Resumindo, realizamos a mudanca para as coordenadas curvilineas (x, y) — (s, n) em
uma vizinhanca da érbita regular n = 0 com s € I = [0,L]. Ao considerarmos esta

mudanga, o sistema (2.1) pode ser visto como
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$=25(s, n), n=N(s, n).

Portanto, e a fim de estudar o comportamento das érbitas em uma vizinhanca de n = 0,
podemos escrever o sistema (2.1) como a seguinte equagao diferencial ordinaria:

dn _ Q(z, y)as — Pz, y)ys
ds Pz, y)yn — Qz, y)z,

Como N(s, 0) =0, temos F(s, 0) = 0.

Podemos assumir, sem perda de generalidade, que a se¢ao transversal ¥, corresponde
a Xy :={s=0}eXyady:={s= L}, para um certo nimero real L > 0.

Denotamos por W(s, ng) a solu¢ao da equagao (8.9) com a condigao inicial ¥(0, ng) =
ng. Nessas coordenadas, a aplicacao de Poincaré m : 3 — Y, entre estas duas secoes
transversais é dada por 7(ng) = V(L, nyg).

Nos assumimos a existéncia de um fator integrante inverso V' (x, y) em uma vizinhanga
da érbita regular considerada ¢(t) do sistema analitico (2.1). A mudanga de coordenadas
curvilineas dada, nos da um fator integrante inverso para a equacao (8.9), denotado por

V(s, n) e que satisfaz

= F(s, n). (8.9)

ov oV OF -~
s + a—nF(s, n)=—V(s, n). (8.10)

A relacdo entre V(z, y) e V(s, n) é

V(s, n) =

(8.11)
onde J(s, n) é a funcio determinante dada por
ooy | PO )
V(s) +ne"(s)  ¢'(s)
= (#(5))* = n"(s)¢'(s) + (¢'(5))* + ne" ()¢ (s)

= (¢'(s)) + (1¥'(5))* + O(n).
Emn =0, J(s, 0) = (£'(s)* + (¢'(s))? # 0, Vs € I, como j& explicado acima.

Definigao 8.5. Seja V(z, y) um fator integrante inverso analitico do sistema analitico da
forma (2.1) e ¢(t) uma 6rbita regular do sistema parametrizada por (¢(s),1(s)) € U, com
s € I C R. Considere a mudanca local de coordenadas curvilineas x(s, n) = ¢(s)—ny’(s),
y(s, n) =(s) + ny'(s) definida em uma vizinhanga da érbita regular n = 0 e a férmula
de Taylor de V' na variavel n em torno de n = 0:

V(z(s, n), y(s, n)) =n"v(s)+ O(n™),

onde m é um inteiro > 0 e a fungdo v(s) nao é identicamente nula. Dizemos que V tem
multiplicidade nula m em ¢(t).

Todos os resultados apresentados nesta se¢ao podem ser encontrados em [22].

Lema 8.6. A funcio v(s) que aparece na definicio acima € diferente de zero para qualquer
sel.
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Demonstracio: Temos de (8.11) a relacio entre Ve V. Como V' é dado por V(z(s, n),
y(s, n)) = n"v(s) + O(n™*), préximo de n = 0, segue que V (s, n), préoximo de n = 0,
tem a seguinte forma
V(s m) = n™v(s) + O(n™tt) _ nMu(s)
J(s, 0)S(s, 0) J(s, 0)S(s, 0)
1
J(s, 0)S(s, 0)

V(s, n) =n"0(s) +O(n™).

+ O(n™*).

Tomando 9(s) = j(s)v(s), com j(s) = #0, Vs € I, temos

A ideia é mostrar que (s) # 0, Vs € I, pois como j(s) # 0, teremos v(s) # 0, Vs € I.
Podemos assumir que 0 € [ e temos V satisfazendo a equagao (8.10). A equagao (8.10)
pode ser escrita da seguinte forma

d
ds

(V5. W, n0)) = 5o (o, n))V (s, (s, 1)),

onde nyg = ¥(0, ng). Resolvendo a equagao acima temos

V(s, U(s, ng)) =V (0, ¥(0, no))exp{ :gi(a, (o, no))da}.

Desenvolvemos essa identidade em torno de ny = 0, segue que

s OF

nTo(s) + O(n§) = nZ'o(0) exp {/0 %(0, O)da} +O(nf).

Entao,

3(s) = 5(0) exp {/0 f;];(a, O)da}.

Note que 9(s) # 0, entao podemos assumir que 9(0) # 0. Portanto v(s) #0,Vse€ . N

Teorema 8.7. Considere uma orbita reqular ¢(t) do sistema analitico da forma (2.1)
que tem um fator integrante inverso V(x, y) de classe C' definido em uma vizinhanga
de ¢. Considere também a aplicagdo de Poincaré associada a orbita reqular entre duas
segoes transversais T : X1 — Xo. Realizamos a mudanga para coordenadas curvilineas e
consideramos a equagio diferencial ordindria (8.9) com o fator integrante inverso V (s, n)
que € obtido a partir de V(x, y). Nessas coordenadas, as seg¢oes transversais podem ser
tomadas de modo que ¥y := {s = 0} e 39 := {s = L} para um certo valor real L > 0.
Parametrizando Y1 pelo valor real da coordenada n a sequinte identidade

V(L,7(n)) = V(0, n)x'(n) (8.12)
¢ verdadeira.

Demonstracao: Como V¥ é a solucao da equagao (8.9), entao (s, ng) satisfaz

(Z\f(& nO) = F(Sa ¢(57 no)) com \IJ(O’ no) = No-

Diferenciando estas duas igualdades com respeito a ng:
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o (ov oF ov ov
% (ano(s, n0)> = 87(8, \I/(S’ TLO)) (ano(s, n0)> (§] aino(o, no) = ].
Consequentemente,
s OF (o) (0w :
/O S0, (o, no))da—/o s e do =log (0 o)) |
Como a—no(o, no) = 1, chegamos que

s OF ov
/0 %(07 ¥ (o, ng))do = log (8710(8’ no))-

Novamente, usando o fato de que V (s, n) satisfaz (8.10) e como na demonstracio do lema
anterior, segue que

V(s, W(s, no)) = V(0, (0, n0)>exp{/:g:(a, W (o, no))da}.
Logo,
V(s, W(s, ng)) = V(0, ¥(0, no))aas;(s, ng).

Lembrando que quando s = L, a aplicagdo de Poincaré é definida em ny como m(ng) =
U(L, ng). Portanto, chegamos a igualdade (8.12) desejada. [ |

Proposicao 8.8. Considere a sequinte formula de Taylor da aplicacao de Poincaré ana-
litica m(n) associada a orbita periddica vy, em torno de n = 0:

ePin + O(n?) com 1 # 0, ou
7(n) =< n+Bn®+O0Mm) com B #0, k>1, ou
n caso contrario.

Considere m > 0 a multiplicidade nula de um fator integrante inverso V. em .
(a) Se m =0, entdo B, =0,V k> 1.
(b) Se m > 1, entao m é o menor subindice de modo que B,, # 0 ou B, =0,V k > 1.

Demonstragao: A série de Taylor da fungao V(s, no) em uma vizinhanga de ng = 0 é
da forma

V(s, ng) = Z@Z(s)ng
i>0
Como a funcao V nao ¢ localmente nula, temos que existe um inteiro m, com m > 0 tal
que m é o menor indice com ¥y, (s) # 0, Vs € I (Lema 8.6). Da definicao, este valor m é
a multiplicidade nula de V' na o6rbita regular considerada.

Nas coordenadas curvilineas, V' é periddica de periodo L em s e dai temos que V
também é L-periddica. Entao podemos escrever

‘7(0, n) = vai

>0
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V(L, w(n)) =Y vm(n)
i>0

Se (1 # 0, segue da igualdade (8.12) que V(L, 0) = ¢”V(0, 0), implicando assim que
vo = 0, e, portanto, a multiplicidade nula de V(z, y) na 6rbita regular é pelo menos 1.
Desenvolvendo a identidade (8.12) em poténcias de n, os termos de ordem mais baixa em
ambos os membros da igualdade correspondem a n'™. A equagao para seus coeficientes é:
VU™ = v, Como B # 0, chegamos que m = 1.

Considere k > 1 o menor subindice tal que 8y # 0. Temos que 7(n) = n + Fpnk +
O(n¥*+1). Subtraindo V(0, n) de ambos os membros de (8.12), obtemos a seguinte relacao:

> wvi(m(n)' —n') = (Uo + va’) (kBun =t + O(n*)).

i>1 i>1

O lado esquerdo da igualdade acima tem ordem de pelo menos n*, o que implica vy = 0,

para ter a mesma ordem em ambos os membros. Portanto m > 0. Temos que os termos de

ordem mais baixa em ambos os lados desta igualdade correspondem a n™+¥~! e a equacio
e seus coeficientes sao: mpByv, = Um, O que implica em k£ = m.

d ficient Um = kBrUm, | k |

Definicao 8.9. Seja 7 a aplicacdo de Poincaré definida na vizinhanca de um ciclo limite
. Dizemos que um ciclo limite « é um ciclo limite de multiplicidade 1 se 7/(0) # 1, e, v é
dito um ciclo limite de multiplicidade m, m > 2, se 7(ng) = ng + Bpnd* + O(ng'*), com

B # 0.

Teorema 8.10. Seja v uma orbita periddica do sistema analitico da forma (2.1) e con-
sidere V' um fator integrante inverso definido em uma vizinhanga de 7.

(a) Se v € um ciclo limite de multiplicidade m, entao V' tem multiplicidade nula m
em .

(b) Se V' tem multiplicidade m em =y, entdo v é um ciclo limite de multiplicidade m
ou pertence a um continuo de orbitas periodicas.

Demonstracgao: A prova é consequéncia da proposicao anterior. De fato:

(a) Se v tem multiplicidade m entdo m(ng) = e’'ng + Bpnd* + O(ng™t), com m > 2 e
p1#0,se m =1, ou f3,, # 0. Entao pelo item (b) da Proposigao 8.8, segue que m > 1 ¢é
a multiplicidade nula de V' em .

(b) Se V' tem multiplicidade nula m em ~, entdo m = 0 ou m > 1. Se m = 0,
pelo item (a) da proposigdo anterior, m(n) = n e assim concluimos que v pertence a
um continuo de érbitas periddicas. Se m = 1, segue da prova da Proposi¢ao 8.8 que
m(n) = €’'n + O(n?) com B; # 0. Agora se m > 1, novamente da prova da Proposigao

8.8, m(n) = B,n™ + O(n™") com S, # 0. Ou seja, v tem multiplicidade m. [

8.3 Bifurcacao de Hopf Generalizada

Nesta secao estudamos a ciclicidade de um ponto singular monodromico através do
fator integrante inverso.

Considere o sistema diferencial planar (2.1) e suponha que este sistema é analitico na
vizinhanga de um ponto singular monodromico isolado py o qual assumimos ser a origem.
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Ao sistema (2.1) associamos o campo de vetores Xy = P(z, y)0, + Q(z, y)0,. Vamos
considerar uma pertubagao do sistema (2.1) da forma:

# =Pz, y)+ Pz, y, &), §=Q(x, y)+Q(x, y, ¢) (8.13)
onde £ € R? é o pardmetro de pertubacio, 0 < ||| < 1, e as fungdes P(z, y, )
e Qz, vy, ¢) sao analiticas para (z, y) € U e em uma vizinhanga de ¢ = 0, com

P(z, y, 0) = Q(z, y, 0) = 0. Ao sistema perturbado (8.13) associamos o campo de
vetores X, = (P(x, y) + P(z, v, 5)) Oy + (Q(az‘, y) + Q(z, v, 6)) 0y.

Defini¢ao 8.11. Dizemos que um ciclo limite «. do sistema (8.13) bifurca da origem se
ele tende para a origem (na distdncia de Hausdorff) quando € — 0.

Estamos interessados em dar uma cota superior realizavel para o nimero de ciclos
limites que podem bifurcar da origem do campo de vetores X, sob qualquer pertubacao
analitica com um nimero finito p de parametros. A palavra realizavel significa que existe
um sistema da forma (8.13) com exatamente este nimero de ciclos limites bifurcados da
origem.

Definicao 8.12. Esta cota superior realizdvel é chamada de ciclicidade da origem 0 € R?
do campo de vetores Xy e denotamos por Cycl(X,, 0).

Podemos classificar o ponto monodroémico na origem em trés classes: nao degenerado
(DXo(0) tem um par de autovalores puramente imaginérios), degenerado (DX(0) é a
matriz identicamente nula) e nilpotente (DX((0) é uma matriz nilpotente). Nesses trés
casos, considere a mudanga de coordenadas polares na vizinhanga C = {(r, §) € R x S1 :
| 7 |< d}, para um certo valor suficientemente pequeno de § > 0. Esta mudanga de
coordenadas polares é um difeomorfismo em U \ {(0, 0)} e transforma a origem das
coordenadas no circulo de equagao » = 0. Entao o sistema associado ao campo de vetores
Xo é equivalente a uma equacao diferencial sobre o cilindro C' da forma:

dr

— = G(r, ). 8.14

=G, 0) (8.14)
Considere um fator integrante inverso V(r, #) da equacao (8.14), isto é, uma fungao

V : C — R de classe C}(C), nao localmente nula, que satisfaz a seguinte equagdo

diferencial parcial:

oV oV oG

—(r, 0)+ —(r, O)G(r, 0) = —(r, OV (r, 0

5 0)+ S0, 0)6(r, 0) = S0, OV, 0),
onde V estd definida no cilindro C' e é periddica de periodo T em 6, onde T é o menor
perfodo positivo da varidvel 6. Isto ¢, nés consideramos o circulo S' = R/[0, T]. Vamos
supor que a funcao V' é de classe C*°, em uma vizinhanca de r = 0, e a sua expansao de

Taylor em torno de r = 0 é dada por:
V(r, 0) = v,(0)r™ + O(r™+1),

onde v,,(0) nao ¢ identicamente nulo para € S* e m é um nimero inteiro com m > 0.
Definimos m como sendo a multiplicidade nula de V (r, ) em r = 0.
Considere o sistema

T = pd<x> y) + Pd+1(xa y)7 y = Qd(xv y) + Qd-i—l(xa y)v (815)

onde d > 1 é um numero impar, pg(z, y) e qu(x, y) sdo polindmios homogéneos de grau
d e Pora(z, y), Qani(x, y) € O(ll(z, y)|™*). Assumimos que pi(z, y) + qgi(z, y) # 0.
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Defini¢ao 8.13. Uma direcao caracteristica para a origem do sistema (8.15) é um po-
lindmio de grau 1 em R[z, y] que divide o polindémio homogéneo xqy(z, y) — ypa(x, y).

Se nao ha direc¢Oes caracteristicas, entao a origem é um ponto singular monodrémico do
sistema (8.15), ou seja, é um centro ou um foco (veja o artigo [23] para maiores detalhes).

Definicao 8.14. Em relagdo ao sistema (8.15), uma pertubac¢do por um campo de

vetores analitico, denotado por (P(x, y, ¢), Q(z, y, €)), é dito ter sub grau s se

P(x, y, €), Q(z, y, €) € O(||(x, y)||*). Neste caso denotamos por

X = (P(z, y) + P(z, y, €)) 0: + (Q(z. y) + Q. v, ©)) 9,
o campo vetorial associado a tal pertubacao.

A seguir, enunciamos o principal resultado desta secao, que pode ser encontrado em
[24].

Teorema 8.15. Assuma que a origem do sistema (8.15) € um ponto singular monodréomico
sem diregoes caracteristicas. Considere as coordenadas polares x = rcosf, y = rsenf e
seja V(r, 0) um fator integrante inverso correspondente da equagdo (8.14) o qual tem uma
expansdo de Laurent em uma vizinhanca de r = 0 da forma V (r, 0) = v, (0)r™+0O(r™+1),
com v, (0) #0 e m € Z.

(a) Se m <0 oum € par, entio a origem do sistema (8.15) é um centro.

(b) Se a origem do sistema (8.15) é um foco, entao m > 1, m é um niumero impar
e a ciclicidade Cycl(X., 0) da origem do sistema (8.15) satisfaz Cycl(X., 0) >
(m+d)/2 — 1. Neste caso m é a multiplicidade nula de V (r, ) em r = 0.

(b1) Se, além disso, o foco é ndo degenerado (d = 1), entdo Cycl(X., 0) = (m —
1)/2.

(b2) Se for considerados apenas perturbagoes cujo sub grau sao maior ou igual a d,
entdo o numero mdzimo de ciclos limite que bifurcam de a origem é (m—1)/2,
isto €, Cycl(X4, 0) = (m —1)/2.

A Prova do Teorema 8.15 segue de alguns resultados enunciados e provados abaixo
(ver [24]). O seguinte lema estabelece a primeira etapa da prova.

Lema 8.16. Considere o sistema (8.15) com d > 1 um inteiro impar e assuma que nao
existe diregdo caracteristica. Entao através de uma mudanca de coordenadas polares o
sistema (8.15) é equivalente a uma equagao diferencial ordindria definida sobre o cilindro

C={(r,0) eRxS':|r|<d}.

Demonstracao: Fazendo x = rcosf e y = rsen @, temos

dz dr do
5 = o8 9% — rsen@a = pa(rcos@, rsend) + Pyyi(rcosf, rsend),
4 _ sen 0@ + rcos@d—e = qq(rcos@, rsenf) + Qqy1(rcosd, rsenb).

dt dt dt
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Como J J J
" ax @y
pri COSth +$6n9dt’

49 _ 1 (oW _ ono®®
at e\ T )

segue que

fl: =(pq(rcosf, rsenf) + Pyyq(rcosh, rsenf))rcosd

+ (qa(rcosf, rsen®) + Qai1(rcosh, rsenf))rsend

=r?(pg(cos B, sen ) cos b + qq(cos b, sen ) send + O(r)),
Zlf =[cos0(qq(rcosf, rsen®) + Qg.1(rcosh, rsend))
—sen@(py(rcosf, rsend) + Pyq(rcosh, rsend))]/r
d-1
r

qa(rcosf, rsenf)cosl — py(rcosf, rsenf)send + O(r)).

Definindo

R(r, 8) = R4(0) + O(r) = pa(cos 8, sen @) cost + qy(cosf, senf)send + O(r),
F(r, 8) = F4(0) + O(r) = qa(r cos 0, rsenf)cos — py(rcos, rsenf)send + O(r),

em coordenadas polares, o sistema (8.15) torna-se

7 =riR(r, ),

0 = r=1F(r, ). (8.16)

A hipétese de que nao existe diregao caracteristica é equivalente em dizer que Fy(0) #
0,0 € [0,T). De fato, se existisse um 6* tal que F'(6*) = 0, entao a reta {(r cos 6*, rsen6*) :
r € R} seria uma solugao da equagao xqq(z, y) —ypa(z, y) = 0. Portanto o sistema (8.15)
é equivalente a equacao diferencial

dr  rR(r, 0)
o F(r, 0)’

definida no cilindro C. [

(8.17)

O préximo Lema garante que o Problema do Centro-Foco para a origem do sistema
(8.15) é equivalente a determinar quando o circulo 7 = 0 estd contido em um anel de
érbitas periddicas da equagao diferencial (8.17).

Lema 8.17. Considere o sistema (8.15) com d > 1 um inteiro impar e assuma que nao
existe direcao caracteristica . O circulo r = 0 é um ciclo limite da equagao (8.17) se, e
somente se, a origem do sistema (8.15) € um foco.

Demonstragao: A origem do sistema (8.15) é transformada na 6rbita periédica r = 0
da equagdo (8.17) pela mudanga de coordenadas polares. Esta transformagao é uma
correspondéncia bijetora entre qualquer ponto de uma vizinhanca da origem, menos a
origem, e o cilindro C = {(r, §) : 0 < r < 4, § € S'}, para § > 0 suficientemente
pequeno. Portanto qualquer érbita espiralando em dire¢do a origem do sistema (8.15),
para t — +o00, é transformada em uma Orbita espiralando em direcao ao circulo » = 0 da
equagao (8.17), para t — +oo. [ |
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Lema 8.18. Seja X (z, y) = (P(z, y), Q(z, y)) wm campo de vetores de classe C".
Fazendo a mudanca de coordenadas polares x = rcosf, y = rsenf no sistema diferencial
associado a X, o sistema resultante

¢ invariante sob a mudanca de variqveis (r, 0) — (—r, 0 + 7).

Demonstracao: Observe que os mondémios 7 cos § e r sen 6 sdo invariantes pela mudanca
de variaveis (r, 8) — (—r, 0 + 7). Como

. rcosOP(rcosf, rsenf)+ rsendQ(rcosf, rsend)
r= :

,
§ "eos 0Q(rcos @, rsenf) — rsen P (rcosf, rsend)

r2

segue o resultado.
|

Lema 8.19. Assuma que a origem do sistema (8.15) é um foco sem dire¢ao caracteristica
e considere a equagao correspondente (8.17), cuja a aplicagio de Poincaré é dada por
(rg) = ro + et + O(rg™*h), onde c,, # 0. Entdo m é impar.

Demonstracao: Pelo Lema 8.17, temos que a origem do sistema (8.15) é um foco se,
e somente se, o circulo r = 0 é um ciclo limite de (8.17). Assuma que o circulo 7 = 0 é
um ciclo limite com multiplicidade m e considere a aplicacao de Poincaré II(rg). O Lema
8.18 garante que a equacao (8.17) tem a simetria discreta (r, 6) — (—r, 8 + 7), pois ela
é obtida a partir do sistema em coordenadas cartesianas (8.15). Esta simetria implica

. o . — : : dr o
que r = 0 é um ciclo limite estavel ou instavel, pois a derivada 70 tem sinais opostos nos

pontos (r, 0) e (—r, 8 + 7). Portanto, m tem que ser impar. [ |

Lema 8.20. Seja V(r, 0) é um fator integrante inverso de classe C* da equagao dife-
rencial (8.14) com multiplicidade nula m em r = 0, isto €, V(r, 0) = v, (0)r™ + O(r™+1)
em uma vizinhanga de v = 0 com v, (0) Z 0, entdo vy, (0) satisfaz vy, (0) # 0 para todo

6el0, 7).
Demonstracao: Por hipétese G(0, ) = 0 e definimos a fungao G1(0) que satisfaz
G(r, 0) = G1(8)r + O(r?).

Note que G1(6) pode ser identicamente nulo. Temos que V(r, ) satisfaz a seguinte
equacao diferencial parcial

oV oV oG

—(r, )+ —(r, OG(r, ) = —(r, OV (r, 0).

7, 0)+ S )G 6) = S, OV (r, )
Substituindo V(r, ) = v,,(0)r™ + O(r™*) e G(r, 0) = G1(0)r + O(r?) na equacio
acima e igualando os coeficientes de ordem r™ na identidade anterior, obtemos a equacao
diferencial v/, (0) = (1 — m)G1(0)v,,(0). Como v,,(0) nao ¢é identicamente nulo, considere
0o € [0, T) tal que v, () # 0. Dal,
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U (0) = vy (0) exp {(1 ) [ Gl(a)da}.

0o

Portanto, concluimos que v,,(0) # 0, para todo 6 € [0, T) [ |

Corolario 8.21. Seja V(r, 6) é um fator integrante inverso de classe C* da equagdio
diferencial (8.14) com multiplicidade nula m sobre o ciclo limite r = 0. Entdo, r =0 é
um ciclo limite de multiplicidade m.

Demonstragdo: Uma vez que V(r, #) é assumido como uma fung¢ao no cilindro C,
V(r, 0) é periédica em 6 com periodo T. Assim, V(ryg, T) = V(rg, 0), e portanto
Um(T) = v, (0). Pela formula de Taylor de V' em uma vizinhanga de ro = 0, temos que
V(re, 0) = vprd + O(rd™), onde v, # 0. Observe que o indice m aparecendo nesta
expressao coincide com a multiplicidade nula de V' (r, ) em r = 0 pelo Lema 8.20. Seja
(ro) = 79 + cprf + O(rf™) a aplicagao de Poincaré definida em r = 0, onde ¢; # 0.
Aplicando o mesmo raciocinio da prova do Teorema 8.7, temos que II satisfaz a equacao
diferencial V (Il(rg), T) = V (ro, 0)I'(r), ou seja,

U (T)TL(r0)™ + O(I(ro)™*") = (v (0)rg" + O(rg™™)) (1 + kerrg ™" + O(rf))-
Subtraindo v,,(0)rf" + O(r§"™*) de ambos os lados da igualdade acima, obtemos que
U (I(ro)™ = 15") + O(rg™) = (v + O(rg"™)) (kerrg ™" + O(rf).

Os termos de ordem mais baixa em ambos os lados da identidade anterior correspondem
a rg =1 e a equacao de seus coeficientes é dada por mcyvy, = kcpvm, a qual implica que

k=m. [ |

Lema 8.22. Considere a equagao diferencial (8.14) sob o cilindro C' e assuma que r =0
¢ uma orbita periodica desta equagdo. Suponha que V(r, 0) é um fator integrante inverso
para a equagao (8.14) definido em C\{r = 0} e que a sua expansio em série de Laurent
¢ dada por:

V(r, 0) = v,(0)r™ + O(r™+1),

com vy, (0) Z0 em € Z. Se m <0, a drbita pericdica r = 0 tem uma vizinhanga tal que
as orbitas por pontos desta vizinhanca sao periodicas , isto é, r = 0 nao € um ciclo limite.

Demonstragao: Seja 7 = G(r, 0), 0 = 1 o sistema diferencial associado a equacio
diferencial (8.14). E considere o campo de vetores X,4(r, 0) = (G(r, 0) 1) de classe C*
definido na faixa {(r, ) € R* : —§ < r < 4, 6 € [0, T]} associado a este sistema.
Por hipétese, V(r, 6) é um fator integrante inverso da equagao (8.14), isto é, V(r, 0)
¢ um fator integrante inverso do campo de vetores X,y. Observe que a prova do Lema
8.20 também aplica-se e, portanto, temos que v,,(#) # 0 para qualquer 6 € [0, T'). No
caso que m < 0, temos que 1/V é um fator integrante do campo de vetores X,y definido
no aberto simplesmente conexo {(r, §) € R* : —6 <r <4, 0 € (0, T)}. Assim, X,y
tem uma integral primeira H(r,6) de classe C? definida em uma vizinhanca de r = 0. A
existéncia da integral primeira implica que o ciclo r = 0 é cercado de érbitas periddicas,
formadas pelas curvas de nivel de H. [ |
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Lema 8.23. Considere o sistema (8.15) com d > 1 um inteiro impar e assuma que ndo
existe direcdo caracteristica.

(a) Se o sistema (8.15) tem wm fator integrante inverso Vo(x, y) definido em uma
vizinhanga da origem, entdo a func¢do definida por
Vo(r cos B, rsenf)

riF(r, 0)
¢ um fator integrante inverso da equagao (8.17) em r # 0.

(b) Seja V(r, ) um fator integrante inverso da equagao (8.17) que tem uma expansdio
de Laurent em uma vizinhanga de r = 0 da forma

V(r, 0) = v,(0)r™ + O(r™t1),

com vy, (0) #0 e m € Z. Entdo, se m <0 a origem do sistema (8.15) é um centro.

V(r, 0) =

Demonstragao: (a) Como o Jacobiano da mudanga de coordenadas polares é 7, temos
que a funcao

Vo(r cos @, rsenf)

r
¢ um fator integrante inverso do sistema

= rR(r, 0)
0 =ri"1E(r, 0).

Sabemos que a equagdo (8.17) é a equacdo das drbitas associadas ao sistema acima e,
portanto, a fungao V(r, 0) dada como no enunciado, é um fator integrante inverso de
(8.17). Lembre-se que V(r, #) nao precisa ser bem definida em uma vizinhanga de r = 0.
Assim, temos apenas, que ele é um fator integrante inverso para (8.17) em r # 0.

(b) Se m < 0, as hip6teses do Lema 8.22 estao satisfeitas e assim concluimos que o
ciclo r = 0 é cercado por érbitas peridédicas. Isto implica que existe uma vizinhanca da
origem do sistema (8.15) constituida de drbitas periddicas do sistema, ou seja, a origem
do sistema (8.15) é um centro. [

O Lema anterior, juntamente com os Lemas 8.16 e 8.17, estabelecem que, sob as
hip6teses do Teorema 8.15, se a origem ¢é um foco do sistema (8.15), entdo m > 1. Além
disso, pelo Lema 8.19 e o Corolario 8.21, temos que m precisa ser impar. Portanto isto
prova a afirmacao (a) do Teorema 8.15.

Assumindo que a origem do sistema (8.15) é um foco, a etapa seguinte da prova é
relacionar a multiplicidade do ciclo limite » = 0 da equacdo (8.17) e a ciclicidade da
origem de sistema (8.15).

O préximo lema conclui a demonstragao do Teorema 8.15. Mas antes, enunciamos o
Teorema de Preparagao de Malgrange (veja a prova na pagina 95 de [25]), o qual serd
mencionado em sua prova.

Teorema 8.24. (Teorema de Preparacao de Malgrange) Sejam U C R x R, um
conjunto aberto com (0, 0) € U, e f: U — R uma fungao de classe C* tal que

f(@,0) = 2"g(x),

para algum inteiro k > 0, onde g € uma funcao de classe C*°, definida em um vizinhanca
do 0 € R com g(0) # 0. Entao existem fungoes de classe C* q, definida em uma
vizinhanga de (0, 0) € U com q(0, 0) #0, e ay,...,an, definidas em uma vizinhanga de
0 € R", tais que

fz, gz, €) = 2" +ay(e)x* "+ - + axle).
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Lema 8.25. Considere o sistema (8.15) com d > 1 wm inteiro impar, assuma que nao
existe direcao caracteristica e que a origem py € um foco com ciclicidade Cycl(X., po).
Considere a equagdo correspondente (8.17) e seja r =0 um ciclo limite de multiplicidade
m =2k + 1. Entao, Cycl(X. p,) > (m+d)/2 — 1. mais ainda:

(a) Quando d =1, temos que Cycl(X., po) = k.

(b) Se considerarmos somente as pertubacoes do sistema (8.15) cujo sub grau é > d,

s

entao no mdximo k ciclos limite podem bifurcar da origem do sistema (8.15), isto é€,

Cycl( X, py) =k

Demonstracao: O item (a) deste lema é um resultado bem conhecido sobre bifurcagoes
de ciclos limites a partir de focos multiplos, veja o Theorem 40, Chap. IX, do livro [21].

Primeiramente, exibiremos um exemplo de perturbacao de uma equacao diferencial da
forma (8.17) com m ciclos limites bifurcando de r = 0 e tal que o sistema em coordenadas
cartesianas correspondente é uma perturbagao da forma (8.13) , de um sistema da forma
(8.15), com exatamente (m — 1)/2 = k ciclos limites bifurcando da origem. Este exemplo
mostra que Cycl(X;, ,,) > k.

Tome a equagao (8.17) e assuma que r = 0 é um ciclo limite de multiplicidade m,
onde m > 1 é um inteiro impar. Considere o sistema (8.16) associado a equagao (8.17),
k = (m —1)/2 e uma perturbacao do sistema (8.16) dada por

k—1
i =rR(r, )+ > a0 =rTE(r, ). (8.18)
i=0
Com a convengao de que se k = 0 nenhum termo de perturbagao é considerado. A
constante ¢ é o parametro de perturbagao, 0 < |[¢| < 1eos a;, i =0,1,2,...,k— 1, sdo

constantes reais escolhidos de maneira que a aplicagao de deslocamento d(rg, €), associada
a aplicagao de Poincaré Il(ry, €) da equacao diferencial ordinaria

dr riR(r, 0) + Xy ¥ lanr®td rR(r, 0) + 1 i) eV lar®

do rd=1F(r, ) B F(r, 9) ’

tem 2k +1 zeros, sendo k deles positivos. Observe que F'(0, 6) # 0, para todo 8 € [0, T ),
e portanto, os termos perturbativos sdo uma perturbacao analitica em uma vizinhancga
de r =0 e e =0 da equagao (8.17). A escolha dos a; pode ser feita de maneira analoga
ao descrito em [21] nas paginas 254-259. Mais precisamente, o expoente do monémio
do primeiro coeficiente nao nulo da expansao em serie de poténcias de ry da funcao de
deslocamento d(rg, 0) da equagdo (8.17) é m. E a perturbacao considerada (8.18) implica
que d(rg, €) tem todos os mondmios de poténcias impares de ry até a ordem m. O
coeficiente de cada mondmio, para ¢ suficientemente pequeno, é dominado por uma das
constantes a;. Desta forma podemos escolher os a;, tal que haja trocas de sinais que
produza os 2k + 1 zeros, sendo k deles positivos.

Desfazendo a mudanca de coordenadas polares, o sistema (8.18) da origem a um
sistema analitico em uma vizinhanga da origem que é uma perturbagao do sistema (8.15)
da forma (8.13) e com k = (m — 1)/2 ciclos limite bifurcando da origem. Se denotarmos
o sistema (8.15) como @ = P(z, y), y = Q(z, y), entdo em coordenadas cartesianas o
sistema (8.18) é dada por

=Pz, y)+zK(z, y, €), §=Q(x, y)+yK(z, y, ¢), (8.19)

onde K(z, y, €) = S eba;(2® + y2)i+%. Observe que d é impar e d > 1. Desta
forma, temos que Cycl(X,, po) > k.
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Fornecemos agora um exemplo de uma perturbagao analitica do sistema (8.15) com
pelo menos (m + d)/2 — 1 ciclos limites bifurcando da origem. Para isto, consideramos o
sistema (8.19) e o perturbamos a fim de produzir [ = (d — 1)/2 ciclos limites adicionais
bifurcando da origem quando ¢ — 0. Vamos considerar o menor ciclo limite v circundando
a origem do sistema (8.19) e vamos supor que seja um atrator. Temos que os (m — 1)/2
ciclos limite do sistema (8.19) que bifurcam da origem sdo hiperbélicos, escolhendo os
parametros ai convenientemente. Como v é o menor ciclo limite, a origem é repulsor.
Vamos considerar um valor real conveniente b;_; de modo que o sistema

i =Pz, y) +zK(z, y, €) + " ltab_ (2% + 3?) L,
y = Q(Ilf, y) + yK(:E7 Y, 5) + €k+1ybl—1(x2 + y2)l717

ainda tem o ciclo limite anterior 7y como um atrator (|b;_1| precisa ser pequeno o suficiente)
e a origem também se torna um atrator (isso implica que b,_; < 0). Portanto, hd um
ciclo limite bifurcando-se da origem, circundando-o e menor que . Se vy fosse um repulsor
e a origem um atrator no sistema (8.19), tomamos b;_; > 0 para bifurcar o novo ciclo
limite. Este ciclo limite bifurcado é hiperbdlico, escolhendo convenientemente o valor
bi—1. O sistema anterior mantém os (m — 1)/2 ciclos limite de (8.19) porque eles sao
todos hiperbdlico. Assim, o sistema anterior tem pelo menos (m — 1)/2 + 1 ciclos limite
bifurcando da origem quando ¢ — 0.
Por inducao, e renomeando os parametros a; := bji(4—1)/2, obtemos que o seguinte
sistema
=P, y)+aK(r, y, ), yv=0Q(, y)+yK(z, y, ), (8.20)

onde K(z, y, €) = "= by(22 + y?)' e L := (m + d)/2, tem no maximo (m + d)/2 — 1
ciclos limites bifurcando a origem. Observe que ambos m e d sao imparese d > 1, m > 1.
Dessa forma, temos que Cycl(X,, po) > (m +d)/2 — 1.

Finalmente, vamos provar a afirmagao (b) do lema. Se considerarmos apenas as per-
turbagoes do sistema (8.15) cujo sub grau é > d, ou seja, campos vetoriais do tipo X&[d],
entao, a transformacao desses termos perturbativos em coordenadas polares da origem a
uma perturbagao da equagao correspondente (8.17) que é analitica em uma vizinhanga de
r =0 e e =0. Vamos supor que o circulo » = 0 é um ciclo limite com multiplicidade m e
consideramos a aplicagao de Poincaré Il dada por

(rg) = 1o+ cmry' + O (rg“J“l) ,

com ¢, # 0. Note que a equagao (8.17) tem simetria discreta (r, 0) — (—r, 6+7) porque
vem de um sistema em coordenadas cartesianas (8.15). Esta simetria implica que r =0 é
um ciclo limite que nao pode ser semi-estavel e, portanto, m é impar. O ponto chave da
prova ¢ que qualquer perturbacao de (8.17) analitica em uma vizinhanca de (r, €) = (0, 0),
com ¢ € RP, tem uma funcao de deslocamento d(rg, €) = II(r0, €) —r¢ que é analitica em
(ro, €) = (0, 0) e quando € = 0 coincide com a fungao de deslocamento d(ry, 0) = II(rg) —
ro da equagao nao perturbada (8.17). Usando um argumento padrao (contando zeros,
com o Teorema de Preparagao de Malgrange, de d(r¢; €) em uma vizinhanga de (r¢, ) =
(0, 0)), a ciclicidade do circulo r = 0 sob perturbagoes analiticas da equagao (8.17) é m.
Lembramos que a ciclicidade e a multiplicidade de um ciclo limite sao as mesmas, consulte
[21]. No entanto, uma vez que o primeiro termo da férmula de Taylor em o = 0 da funcao
de deslocamento d(rg; 0) = II(ry) —ro da equagdo nao perturbada (8.17) é de ordem fmpar
m e levando em consideracdao a simetria discreta acima mencionada, temos que apenas
(m — 1)/2 zeros de d(ro, ) podem aparecer para ryg > 0 e € suficientemente pequeno.
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Este fato d4 que no maximo (m — 1)/2 ciclos limite bifurcam da origem do sistema
(8.15), quando apenas este tipo de perturbagao sdo consideradas. Portanto, provamos
que Cycl(X py) = (m — 1)/2. De fato, o exemplo dado em (8.19) mostra que esse
limite superior é atingido. |

Observagao 8.26. A prova do Teorema 8.15, mostra que se existe um fator integrante
inverso Vop(z, y) do sistema (8.15), tal que Vo(rcosf, rsenf)/r? tem uma expansio
de Laurent em uma vizinhanca de » = 0, entdo os expoentes dos mondémios do primeiro
coeficiente ndo nulo da expansio de cada uma das fungdes Vo(r cos@, rsenf)/rée V(r, )
coincidem. Portanto, a multiplicidade nula m pode ser calculada sem passar o sistema
para coordenadas polares.

Como uma aplicacao do Teorema 8.15, temos o seguinte exemplo.

Exemplo 8.27. Sejam k e s nimeros inteiros tal que s > 2k > 0 e considere o sistema
diferencial

i=—y(@®+ ") +2Ry(z, v), §=2a(*+y*) +yRs(z, y), (8.21)

onde Ry(x, y) é um polinémio homogéneo de grau s. A origem deste sistema é um ponto
singular monodromico pois nao existe direcoes caracteristicas. Fazendo a mudanca de
coordenadas polares x = rcosf, y = rsenf, e observando que Rs(rcosf, rsenf) =
r*Rs(cosf, sen ), o sistema (8.21) pode ser reescrito da seguinte forma

i =" Ry(cos ), senf), 60 =1r%*.

Associado ao sistema acima temos a equacgao diferencial
dr
— =" R (cos B, send). (8.22)
do

A equacao acima tem variaveis separaveis. Dai, resolvendo a equacio, temos que sua

solugdo com condicao inicial 7(0) = ry satisfaz

T8—2k

9 )
(2k — s)rg_%/ Rs(cosf, senf)df + 1
0

(r(0)) % =

se s #£ 2k e ,
/ Rs(cos B, senf)dod
r(0) = roe/o

Y

se s = 2k. Se r(2m) = 1o, a origem ¢ um centro. Portanto origem do sistema (8.21) é um
foco se, e somente se, a seguinte integral é diferente de zero:

2
L :/ Rs(cosf, senf)df # 0.
0

Note que, se s é impar, entdo a integral acima é sempre 0 e, portanto, a origem é um
centro. Temos que Vo(z, y) = (22 + y?)¥/?*! é um fator integrante inverso do sistema
(8.21) e V(r, 0) = r*T1=2% ¢ um fator integrante inverso da equacdo diferencial ordinaria
(8.22). Portanto, como m = s+1—2k,d=s+1e s > 2k. Aplicando o Teorema 8.15,
concluimos que a ciclicidade Cycl(X,, po) da origem do sistema (8.21), com £ # 0, é

m+d_1_(s+1—2k)+(s+1) 1_2(S+1—k)
2 h 2 IR

Cycl(X., po) > —1=s—k>k
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8.4 O Problema do Centro Revisado

Os pontos singulares monodromicos simples sao aqueles para os quais, apds uma mu-
danga de coordenadas polares ou polares generalizadas (z, y) — (r, ), a equagao dife-
rencial (8.14) correspondente ¢ analitica no cilindro C'= {(r, §) e Rx S': | r |[< ¢}. Em
outras palavras, a aplicacao de retorno de Poincaré associado é analitica. Lembramos que
as coordenadas polares generalizadas, introduzidas por Lyapunov [26, 27], sdo as tnicas
solugbes x(f) = Csh e y(0) = Snf do seguinte problema de Cauchy

di: — 2p—1 @ — 2q-1 _ 2q1 _

Nesta secao iremos supor que a origem é um ponto singular monodromico simples do
campo de vetores X (z, y) = (P(z, y), Q(x, y)), onde P e @) sao fungdes analiticas. Nas
coordenadas polares (r, 6), a equacao diferencial associada a X, sobre o cilindro C, é da
forma (8.14). Portanto, G(r, #) ¢ uma funcdo analitica em C. Assumiremos que o circulo
r = 0 é uma solucao periédica particular da equagao (8.14) e, portanto, G(0, #) = 0 para
todo 0 € S'. Denotemos a série de Taylor de G por

G(h 0) = Z Giria

i>1

onde G; sao fungoes T-periédicas. Assumiremos também a existéncia de um fator inte-
grante inverso V' (r, 6) definido em uma vizinhanga de r = 0 e tal que sua série de Laurent
é dada por
Vi(r, 0) =Y v(0)r, (8.23)
i>m
com v, (0) #0em € Z.

Considere W(0; ro) = Y ;51 ¥;(0)r o fluxo associado a equagao (8.14), tal que ¥(0; ro) =
ro. Observe que a aplicagao de Poincaré I : ¥ C R — R é definida como II(rg) =
U(T; ry) = Y1 ¢, onde as constantes ¢; := W;(T) sao chamadas de constantes de
Poincaré-Liapounov.

O Teorema abaixo pode ser encontrado em [28].

Teorema 8.28. Assuma que a origem é um ponto singular monodrémico simples de um
campo de vetores analitico X. Seja V(r, 0) um fator integrante inverso da equagao (8.14)
correspondente, cuja a erpansao de Lagz’entg )em uma vizinhanca de r = 0 € da forma
T G(r,

(8.23). Considere a fungao F(r) _/0 Vir, e)dé’.

(a) Se m <0 entdo a origem é um centro.

(b) Seja m > 1. Se as primeiras m constantes de Poincaré-Liapounov satisfazem
co=1ec;=0,parai=2,---,m, entao a origem é um centro.

(c) Se a origem € um centro, entao F(r) = 0 para todo r > 0 suficientemente pequeno.

Demonstracao: O item (a) segue do Teorema 8.15.

Para provar o item (b) assuma por contradigdo que a origem é um foco de X. E
considere a aplicacido de Poincaré associada (o) = ro + czrf +O(rf™), onde k > 2 com
¢, # 0. O Corolario 8.21 garante que a existéncia de V (r, #) implica que o ciclo limite
r =0 de (8.14) tem multiplicidade m. Portanto, m = k. Mas isto é uma contradigdo com
a hipétese ¢, = 0. Logo, a origem de X deve ser um centro.
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Para provar o item (c), seja w = dr — G(r, 0)df a 1-forma diferencial associada a
equacao (8.14). Agora o fator integrante inverso V(r, 6) pode se anular em r = 0 e
até mesmo pode nao estar bem definido por causa de um polo em r = 0. De qualquer
maneira, a forma fechada w/V estd bem definida no aberto simplesmente conexo C'* =
{(r, 0): 0<r <o, 0 € (=T, 2T)}, para J suficientemente pequeno, pois V(r, 0) # 0
em CT. Assim, existe uma integral primeira HT(r, ) de classe C? definida em C7, da
equagao (8.14).

Seja rg > 0 suficientemente pequeno e ¥ (6, 1) a solugdo da equagao (8.14) com a
condigao inicial (0, r9) = r9. Como a origem é um centro do campo de vetores X a
Orbita associada (¥(6, 1), #) ndo corta o circulo r =0 ¢ M = ming<p<r{V(0, ro)} > 0.
Seja r* tal que 0 < r* < M < r( e considere em C a curva de Jordan suave por partes
Yo = U Lionde l; = {(r*, ) € CF: 0<O< T}, ly={(r, T) € CF: r* <r <Il(ry)},
I3 =V, ), ) e CT: 0<O0<T}ely={(r, 0) e Ct: r* <r <ry}. Note que
Ji, w/V =0, pois I3 é um arco da orbita de (8.14) por ro. Temos entdo que

Lv=shv=L Voo [ vint L v

Agora §  w/V =0, pois dH" = w/V e 7+ ¢é fechada. Além disso, como V(r, T) =
V(r, 0) e II(rg) = r¢ (pois a origem é um centro), segue que

/H(To) dr +/7‘* dr _0
v V(r,T)  Jry V(r,0)

TG(r, 0)
o V(r*, 0)

para todo r* > 0 suficientemente pequeno. Portanto, a prova de (c) estd concluida. W

Dali, obtemos

do =0

8.5 Pertubacoes Singulares

Conjuntos peridédicos limite contendo um ntmero infinito de pontos singulares podem
ter uma ciclicidade maior do que o esperado. Devido a estreita relagao entre os ciclos
limite e o fator integrante inverso, a teoria de perturbacoes singulares ¢ um campo novo e
muito interessante para aplicar propriedades do fator integrante inverso a fim de detectar
ciclos limite. Como vimos, para outros conjuntos periddicos limite, o fator integrante
inverso nao s6 fornece uma forma alternativa de estudar a ciclicidade, mas contém mais
informacoes: localizagdo dos ciclos limites, calculo da ciclicidade do objeto em estudo,
uma equacao deferencial parcial explicita (3.1) que retine todas as informacoes, etc.

Nesta secdo iremos considerar familias a um parametro de campos vetoriais X, em R?
da forma X. = f(z, vy, €)0, + €g(z, y, €)0,, onde € > 0 e f, g sdo func¢des analiticas ou
de classe C", r > 1. O objetivo do problema de perturbacao singular é estudar o retrato
de fase, para ¢ suficientemente pequeno, préximo ao conjunto de pontos singulares de X
dados por ¥ = {(z, y) € R*: f(z, y, 0) = 0}. Em particular, se X, tem um ciclo limite
que tende para uma o6rbita singular de Xy quando ¢ \, 0. Uma orbita singular é um
conjunto periodico limite do sistema Xj.

Definicao 8.29. Para o campo vetorial X, dizemos que um ponto p € ¥ é normalmente

hiperbdlico se gf(p, 0) # 0.
x
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O sistema de equagoes diferenciais associado a X, é

ZE:f((L’, Y, 8)) y:5g(x7 Y, 8)7 (824)

onde “-” denota a derivada com relacao ao tempo t. Chamamos este sistema de sistema
rapido . Introduzindo uma nova variavel temporal através de 7 = <t, obtemos o sistema
denominado sistema lento com a seguinte forma:

e’ = f(z, v, €), ¥ =gz, y, ¢),

onde “’ 7 denota a derivada com relacao ao tempo 7. O problema reduzido é definido pelo
sistema lento tomando € = 0, o que d& uma equacao diferencial restrita a curva critica 3,
ou seja, o problema reduzido é

flz, y,0)=0, g=gz, vy, e).

As principais érbitas singulares sao aquelas que consistem em trés pedacos de curvas
suaves; uma oOrbita do problema reduzido comecando em um ponto normalmente hiper-
bolico p; € ¥, uma o6rbita do problema reduzido terminando em um ponto normalmente
hiperbdlico ponto py € ¥ e uma orbita do problema rapido conectando os dois anteriores.

O principal resultado estd enunciado e provado abaixo, e pode ser encontrado em [29].

Teorema 8.30. Considere ey > 0 e V.(z, y) um fator integrante inverso de classe C* de
X., ou seja, X.V. = divX.V., definido em um conjunto aberto U C R? para 0 < e < &.
Sejam I' C U uma drbita singular e T'. um ciclo limite de X. em U para € € (0, &), com
I'. = I', de acordo com a distincia de Hausdorff. Entao Vy(I') = 0.

Demonstragao: Pelo Teorema 6.6, temos que V.(I'.) = 0. Se existe p € T' tal que
Vo(p) # 0, entdo existe um subconjunto aberto W C R? tal que p € W e Vi(q) # 0, para
todo ¢ € W. A convergéncia de Hausdorff I'. — T' implica que existe 1 € (0, &) tal
que . N W # ) para qualquer 0 < € < g;. Neste caso, existe ¢ € T'. com Vy(q) # 0.
A continuidade de V' com respeito a ¢ implica que existe e € (0, 1) tal que para todo
0 < € < gy temos V.(q) # 0, e isto é uma contragao. Entao V(') = 0. [






9 O Multiplicador inverso de Jacobi

O multiplicador inverso de Jacobi é uma generalizacdo natural do fator integrante
inverso para sistemas dindmicos n-dimensionais, com n > 3 (veja [30]).
Neste capitulo trabalharemos com campos de vetores de classe C' da forma

n

X = ZXi(xlv e 73771)6%‘7

=1

definidos em um subconjunto aberto U C R™ e denotaremos por ¢ o fluxo do sistema
associado a este campo de vetores.

Definicao 9.1. Uma funcao V : U — R de classe C! é chamada de multiplicador inverso
de Jacobi do campo de vetores X se V' é solucao da equagao diferencial parcial linear de
primeira ordem XV = VdivX em U.

Muitas das propriedades de fatores integrantes inversos para o caso planar (n = 2) sao
herdadas pelo multiplicador inverso de Jacobi. Listaremos algumas delas a seguir:

e Se a mudanca de coordenadas y = ¢(x) é introduzida, entao

W(y) = (V oy ") (y)det{ D (" (y))}
¢ um multiplicador inverso do campo vetorial transformado ¢, X = Dy o X o)~ L.

e Sejam V; e V5 dois multiplicadores inversos de Jacobi linearmente independentes de
X definidos em U. Se V;(z) # 0 para todo x € U entdo a razao V2/V) é uma integral
primeira de X em U.

e Considere py um zero isolado de um multiplicador inverso de Jacobi V' tal que V' > 0
em uma vizinhanga N de pg. Entéo py é um ponto singular estével (resp. instével)
de X desde que divX < 0 (resp. > 0) em N. Além disso, a estabilidade (resp.
instabilidade) de py ¢é assintoticamente estavel quando divX < 0 (resp. > 0) em N
(veja a demonstragao da Proposicao 7.6).

Sejam v = {y(t) € U : 0 <t < T} um ciclo limite T-periédico de X e V um
multiplicador inverso de Jacobi em uma regiao contendo 7. Se xy € v, entdo ¢(T, xg) =
zo = ¢(0, zo) e pela Proposigao 7.8

V(o) = V(é(zo, T)) = V(o) exp ( / " divx o 7(7)d7> | 9.1)
Denotaremos por
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A(y) = /0 " divX o (t)dt,
entdo pela equagao (9.1), temos que
(1 — eA(V)) V(zg) = 0.
Portanto, se A(vy) # 0, entao V(zg) = 0.

Teorema 9.2. Se A(y) > 0 entdo v nao é um ciclo limite estdvel. Para um sistema
planar, uma orbita fechada satisfazendo A(y) < 0 é necessariamente assintoticamente
estdvel.

Nao apresentaremos a prova do teorema acima, porém ela pode ser encontrada em

[31].

Definig¢ao 9.3. Dizemos que v é um ciclo limite forte, quando A(y) # 0. Caso contrario,
se A(y) = 0, entao dizemos que v é um ciclo limite fraco.

Os préximos resultados podem ser encontrados em [30].

Teorema 9.4. Seja V' um multiplicador inverso de Jacobi do campo de vetores X definido
em uma regiio contendo um ciclo limite de X. Entdo, v estd contido em V~(0) nos
sequintes casos:

(i) se v é um ciclo limite forte, ou

(ii) se v é assintoticamente estdvel (instdvel).

Demonstragao: (i) Suponha que o multiplicador inverso de Jacobi V' nao se anula em um
ciclo limite -y, entdo podemos supor, sem perda de generalidade, que V|, > 0 e portanto,

Aly) = /OT divX oy(rydr = [ L0 0 V) = V(4 (0)) =0,

o V(y(7))
isto é, v é um ciclo limite fraco, o que contraria a hip6tese. Portanto, v C V~1(0).

(7i) Invertendo a diregdo do tempo, se necessario, assuma que 7 é assintoticamente
estavel. Suponha que v € V~1(0), entdo para todo zg € 7, V(zg) # 0 (veja a Propo-
sicao 7.8), e, sem perda de generalidade, considere V|, > 0. Como V é continuo, por
compacidade, existem duas constantes positivas m e M tal que

m < V(z) <M, (9.2)

para todo z € B.(y) = U{B:(xo) : ©g € 7}, onde B.(z() denota a bola aberta de centro
ZTo € raio €.

Tome z € 7 e considere a bola aberta Bs(xg) de raio d > 0 (suficientemente pequeno)
tal que ¢(Bs(xo), t) C B.(7) para todo t > 0. De (9.2) obtemos

LnirZ2 foni P52 Lo
8t Bs(wo)) M Jot, Bs(wo)) V(2) ~ Jot, Bs(o)) M~

Como a integral
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¢ uma integral invariante, segue que

Area(op(t, Bs(xo))) dx dx Area(Bs (o))
= / B /35(960) =

>0, t>0.
m 6(t, Bs(zo)) V (2) Vi) — M

Mas isso contradiz o fato de que Area(¢(Bs(x), t)) — 0 quando t — oo, pois por hipétese
v é assintoticamente estavel. Esta contradigao mostra que V' (zy) = 0 para um certo ponto
zo € v e portanto V|, = 0. |

O seguinte exemplo ilustra uma aplicacao do teorema.

Exemplo 9.5. Considere o campo vetorial polinomial ctibico em R?

&= Pz, y, 2) = M~y +2f(z, y))
y=Qx, y, 2) = Mz +yflz, y)
=Rz, y, z) =z

onde f(z, y) =1—2*—y? e A > 0 é um parametro real. Temos que

y={f(z, y) =0} Nn{z =0}

¢ um ciclo limite de periodo T' = 27/ deste sistema. De fato, vy(t) = (cos \¢, sen At, 0).
Considere X o campo associado a este sistema. Calculando div(X):
oP 0Q OR

— + —+ — = A =3 = A+ A= A2 =3\ + 1 =2\ —AA\(2® +y?) + 1,
Jdr  OJy 0z

entao
divX (y(t)) = 2X — 4X(cos?(At) +sen?(M\t)) + 1 =2\ — 4\ +1 = =2\ + 1.
Assim, chegamos que

A7) = /0 " divX o ()t — m;mw.

Um multiplicador inverso de Jacobi para este sistema é dado por

Vile, y, 2) = f(x, y)(a® + %)z,

isto 6, XV; = Vi(divX). Note que V; ndo depende de A e v C V;1(0). Agora, se A = 1/2,
7 é um ciclo limite fraco e Va(z, y, 2) = (z*+y?)? é outro multiplicador inverso de Jacobi
para o sistema. Observe que v ¢ V5 '(0).

Um ponto singular hiperbélico 2y de um campo vetorial X de classe C! é dito um ponto
de sela quando a matriz DX (z() tem autovalores com partes reais positivas e negativas.
Assumindo que k dessas partes reais sdo positivas e os n — k restantes sao negativos, o
Teorema da Variedade Estéavel (ver pagina 107 do livro [17]) garante a existéncia de duas
variedades invariantes de classe C', W¥(xq) e W*(zo) com dimensoes dimW"(zg) = k e
dimW*(zg) = n — k, tal que elas se cruzam transversalmente uma com a outra em z e

lim ¢(t, x) =z, v € W¥%(xo) e lim ¢(t, ) =x9, x € W*(xy).
t——00 t——+o0

Veremos um exemplo simples que serve para nos convencer de que, mesmo que um
multiplicador inverso de Jacobi V' se anula em um ponto singular xy, ndo se pode esperar
que V' se anule simultaneamente em ambas as variedades invariantes do ponto .
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Exemplo 9.6. Considere o sistema linear

=2
y=y
Z=—z.

A origem é um ponto de sela deste sistema e Vi(x, y, z) = z, Vo(z, y, z) = y sdo dois mul-
tiplicadores inversos de Jacobi que se anulam somente na variavel estavel correspondente

We(0)={(z, y, 2) ER®*: z =y =0}.

Para investigar a nulidade dos multiplicadores inversos de Jacobi em variedades inva-
riantes de pontos singulares, consideramos um ponto singular forte nao degenerado xq do
campo de vetores X e recorremos mais uma vez a equacao diferencial V = VdivX. Se
V' é um multiplicador inverso definido em uma vizinhanga U de x¢ e x € U é um ponto
pertencente a uma variedade invariante de xg; entdo a solucao da equacdo diferencial
V = VdivX nos diz que

Vio(r, 1)) = V() exp < / (divX o d(x, .))de) ,
isto é,
V(z) = V(o(x, ) exp (— / (divX o 6(x, .))(T)dT) |

Agora, se divX(xzg) > 0 e xz € W5(xy) vemos que V(p(z, t)) — V(xy) = 0 quando t —
+00 e portanto, fazendo ¢ — oo na igualdade acima, obtemos V' (z) = 0. Analogamente
pode ser mostrado que V' (z) = 0 desde que divX (zg) < 0ex € W¥(zo).

Estabelecemos o seguinte resultado que resume a discussao acima.

Teorema 9.7. Seja py um ponto singular forte ndo degenerado do campo vetorial X com
um multiplicador inverso de Jacobi V definido em uma vizinhanca de py. FEntao V se
anula em W*(po) (resp. W#(po)) desde que divX(pg) <0 (resp. divX >0).



10 Conclusao

O objetivo principal deste trabalho foi estudar o fator integrante inverso de sistemas
diferenciais planares e suas aplicacoes. Relacionamos a existéncia de um fator integrante
inverso com diversos objetos da teoria dos sistemas dinamicos, a saber, a integrabilidade
de campos de vetores no plano, ciclos limites, o Problema do Centro-Foco, bifurcacoes
e finalizamos com uma breve generalizacao do fator integrante inverso para o caso n-
dimensional com n > 3.

A integrabilidade de um campo esta totalmente interligada com a existéncia de um
fator integrante inverso. De fato, mostramos que a existéncia de uma integral primeira é
equivalente a existéncia de um fator integrante inverso. Vimos também que a existéncia
de um fator integrante inverso racional implica em uma integral primeira do tipo Darboux.

No que diz respeito ao problema do centro-foco, vimos um importante resultado,
equivalente ao Teorema do centro de Poincaré-Liapunov, utilizando o fator integrante
inverso. Este resultado diz que, se um sistema nao degenerado possui um centro na
origem, entao existe um fator integrante inverso, nao nulo, em uma vizinhanga da origem.
E mais, a reciproca é valida.

O fator integrante inverso também ¢é de suma importancia quando o sistema possui
ciclos limites, pois quando existe o fator inverso integrante, ele determina a localizagao
desta trajetéria no retrato de fase.

Estudamos o conjunto dos zeros de um fator integrante inverso. Impondo algumas
condic¢oes, vimos que o fator integrante inverso se anula ao longo de qualquer separatriz
de um campo de vetores e em alguns pontos singulares especificos.

Por fim, generalizamos o conceito de fator integrante inverso. Definimos os multi-
plicadores inversos de Jacobi e vimos algumas condi¢oes para que um ciclo limite esteja
contido no conjunto de zeros de um multiplicador inverso de Jacobi. Além disso, sob
algumas hipodteses, vimos também que os multiplicadores inversos de Jacobi se anulam
nas variedades estavel e instavel de pontos singulares de campos de vetores.
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