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Resumo

Neste trabalho discutiremos alguns métodos classicos para otimizagao irrestrita,
a saber o Método de Cauchy e o Método de Newton, e analisaremos a convergéncia
desses métodos. Veremos que o Método de Cauchy, que faz a cada iteracao uma
busca unidirecional na dire¢ao de maxima descida, ou seja, na direcao oposta ao
gradiente, tem convergéncia linear. O método de Newton, por outro lado, minimiza,
em cada iteragao, a aproximagao quadratica da fungao objetivo. Nos métodos de
busca unidirecional é preciso minimizar uma func¢ao a partir de um certo ponto,
segundo uma direcao dada, que é a dire¢ao de busca. Por essa razao, estudaremos
o Método da Secdo Aurea, que fornece uma minimizacio exata de uma funcao real

de uma variavel real.

Palavras-chave: Otimizagao Irrestrita, Métodos de Otimizagao, Convergéncia.






Abstract

In this work we will discuss some classic methods for unrestricted optimization,
namely the Cauchy Method and Newton’s Method, and we will analyze the conver-
gence of those methods. We will see that the Cauchy Method, that realizes on each
iteration a unidirectional search in the direction of maximum descent, that is, in
the direction opposite to the gradient, has linear convergence. The Newton Method,
on the other hand, minimizes, in each iteration, the quadratic approximation of
the objective function. In unidirectional search methods, one must minimize a
function from a certain point in a given direction, which is the search direction.
For that reason, we will study the Golden Section Method, which provides the

exact minimization of a real function of a real variable.

Keywords: Unrestricted Optimization, Optimization Methods, Convergence.
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Introducao

Problemas reais em diversas areas podem ser formulados matematicamente,
dentre os quais: corte de barras e chapas, diagnostico de doencas, minimizacao de
custo e maximizacao de lucro. Esses dois ultimos dizem respeito a otimizacao, ou
seja, encontrar pontos de minimo e maximo de uma fungao real. Neste trabalho
abordaremos alguns métodos cléassicos de otimizacao irrestrita, tais como: Cauchy;,
Newton e Secdo Aurea. Em otimizacio, a solucdo de um problema de minimizar
uma funcao é obtida por meio de um processo iterativo. Consideramos um ponto
inicial zy, obtemos um ponto melhor z1, isto é, que diminui o valor da funcgao
objetivo e repetimos o processo gerando uma sequéncia na qual a funcao objetivo
decresce.

Pode-se dizer que existem trés aspectos atinentes aos métodos de otimizacao. O
primeiro consiste na criacao do algoritmo propriamente dito, o qual deve levar em
conta a estrutura do problema e as propriedades satisfeitas pelas solugoes, entre
outras coisas. O segundo aspecto se refere as sequéncias geradas pelo algoritmo,
onde a principal questao é saber se tais sequéncias realmente convergem para
uma solu¢ao do problema. O terceiro ponto a ser considerado é a velocidade com
que a sequéncia converge para uma solu¢ao; nao basta que essa sequéncia seja
convergente, é necessario que uma aproximacao do limite possa ser obtida em um
tempo razoavel. Dessa forma, bons algoritmos sao os que geram sequéncias que
convergem rapidamente para uma solugao.

Uma forma geral de construir um algoritmo consiste em escolher, a partir de
cada ponto obtido, uma direcao para dar o proximo passo. A direcao escolhida no
Algoritmo de Cauchy é a oposta ao gradiente, pois essa é a de maior decrescimento

da fungao. Ja o Algoritmo de Newton, minimiza, em cada iteracao, a aproximacao

17
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quadratica da funcao objetivo. Quando a direcao de busca ja é dada e precisamos
minimizar uma funcao a partir de um certo ponto, segundo essa direcao, recaimos
em um problema de minimizar uma funcao real de apenas uma variavel. Um dos
métodos que podem ser usados para resolver esse problema ¢ o Método da Se¢ao
Aurea, que faz a minimizacdo exata dessa funcao. Os trés métodos mencionados
serao objeto de estudo deste trabalho.

O texto esta organizado da seguinte forma: inicialmente, revisitaremos resultados
e conceitos importantes para o desenvolvimento deste trabalho. Entao, antes
de entrarmos no assunto "otimizacao", teremos um capitulo com os seguintes
apontamentos: convergéncia de sequéncias, ordem de convergéncia, conceitos e
resultados de Algebra Linear e Analise no R". Em seguida, um problema de
otimizacao irrestrita é formalizado, destacando a condi¢ao necessaria de 1* ordem,
na qual um ponto pode ser candidato a minimizador local. Esse capitulo destaca a
necessidade de se aplicar um método iterativo para escolher a diregao de descida
da funcao, assim como, o tamanho do passo. Os demais capitulos apresentam os
Métodos de Cauchy, de Newton e da Secao Aurea, seus algoritmos, exemplos e suas
convergéncias.

No final do trabalho, concluimos as respostas que cada método forneceu, seus
comportamentos em relacao as velocidades de convergéncia, comparando o Algo-
ritmo de Newton com o de Cauchy e destacando a particularidade do valor de

convergéncia do método de busca exata, o da Segao Aurea.
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Neste capitulo apresentaremos uma breve revisao sobre conceitos e resultados
basicos de Analise no R" e Algebra Linear. Exporemos resultados, muitos sem
demonstracao, que serao relevantes ao longo do trabalho. As principais referéncias
utilizadas para a confecgao deste capitulo foram [3], [4] e [7].

Consideraremos o espago euclidiano R" munido de uma norma ||.||.

1.1 Convergéncia de sequéncias

Definicao 1.1. Uma sequéncia em R"™ € uma aplicacao x : N — R" que associa
a cada k € N um vetor x;, € R". Denotaremos uma sequéncia por (Ty)ken, OU

simplesmente por (xy). Por conveniéncia, consideraremos N = {0,1,2,3,...}.

Defini¢ao 1.2. Um nimero real “a” € dito limite de uma sequéncia (xy), quando,

para todo € > 0 dado, é possivel obter k € N tal que

k>k= |z, —al <e.

[1h]

Neste caso, dizemos que (xy) € convergente e converge para “a”, e escrevemos

limz, = a ou lim 2 = a ou x — a.
keN k— 00

Pela Defini¢ao [1.2] o ponto a € R" é o limite da sequéncia (z) se, para cada
e > 0, o conjunto Ny = {k € N : ||xx — al| > €} é finito, ou seja, fora da bola
B(a,e) = {x € R" : ||z — a|| < €} s6 poder@o estar, no maximo, os termos

o, L1y , LE_q-
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20 Preliminares

Definigao 1.3. Dada uma sequéncia (xy), chamaremos de subsequéncia de (xy) a
toda restricio da fungio que define (xy) a wm conjunto infinito N =
{ko, k1, ,ki,--- } C N. Escreveremos (xy)ren 0u (T, )ien ou simplesmente (xy,),
em que (k;)ien € uma sequéncia crescente de nimeros inteiros positivos, para denotar

uma subsequéncia de (xy). Note que k; > i para todo 1 € N.

Teorema 1.4. Se uma sequéncia (ry) converge para um limite a, entao toda

subsequéncia (zy,) também converge para a.

Demonstragio. Dado € > 0 existe k tal que, para todo k > k, tem-se ||z —a|| < ¢.

Sendo assim, dado i > k, temos k; > ki > k. Por conseguinte, |k, —al| <e. O

O limite de uma subsequéncia (zy,) é chamado valor de aderéncia ou ponto de
acumulagao da sequéncia (zy,).
Pelo Teorema [I.4] se uma sequéncia possui dois pontos de acumulagao, entao

ela nao é convergente. Observe o exemplo a seguir.

1
Exemplo 1.5. Considere a sequéncia xy = (—1)F + il

Para k = 2i, com i € N, temos x, — 1 e, para k = 2i+ 1, com 1 € N, temos

x, — —1, conforme se pode observar na Figura[I.]]

X

5 X3
- —
-1

Figura 1.1: Termos da sequéncia (xj) na reta.

Temos, pois, que essa sequéncia tem dois pontos de acumulacao e, portanto,

nao € convergente.

Exemplo 1.6. Seja () uma sequéncia em R. Se x — a > 0 entdo eviste k € N
a

tal que, para k > k, tem-se xj, > 5

a — — a
Com efeito, para € = 5 existe k tal que, para k > k, tem-se |xy — a| < 5
Entdo, para k >k, tem-se
—a _ <0
— <rp—a< -,
2 ~* 2
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ou seja,
a 3a
- << T < —=
2 "Ry

a .
de onde seque que xy, > 5 conforme a Figura .

X Xiuq b Xy

M| @

Figura 1.2: Termos da sequéncia (xj) na reta.

Defini¢ao 1.7. Uma sequéncia (x;) C R™ € limitada quando o conjunto formado
pelos seus elementos € limitado, ou seja, quando existe um nimero real M > 0 tal
que ||xzk|| < M para todo k € N.

Definicao 1.8. Seja (x) C R™ wma sequéncia limitada. Definimos o limite
inferior da sequéncia () como seu menor ponto de acumula¢ao e o denotamos
por iminf(zy). Analogamente, definimos o limite superior da sequéncia como seu

maior ponto de acumulacdo e o denotamos por lim sup(zy).

A seguir enunciaremos alguns resultados importantes da analise de convergéncia
de sequéncias. Para verificar as provas desses resultados, sugerimos ao leitor que

consulte a referéncia [4].

Teorema 1.9. Toda sequéncia (x) C R" convergente € limitada.

Demonstragao. Seja (r)) uma sequéncia convergente. Digamos que lima, = a.
keN

Entao, dado € = 1, existe ky € N tal que ||zy — al| < 1 para todo k > ky.

Se r = max{l, |[|[z1 — al|, ||x2 — a|,...,|zk, — all}, entdo ||zx — a|| < r para
todo k € N, ou seja, ||zk|| < r+ ||a|| para todo k£ € N, de onde seque que (xy) é
limitada. O

Teorema 1.10. Toda sequéncia (xy) C R mondtona e limitada é convergente.

Demonstragao. Seja (x)) uma sequéncia monétona e limitada. Suponhamos, sem

perda de generalidade, que (1) seja ndo decrescente. Entao, 1 < 29 < x5 < <
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z < .... Como (z) ¢é limitada, o conjunto X = {z1,x9,x3,...,2,...} possui
supremo. Digamos que sup X = a. Dado qualquer € > 0, temos a — € < a. Pela
defini¢ao de supremo, existe algum ko € N tal que a — ¢ < xp,. Como z; < a para

todo k € N, vemos que
k>ky=a—c<z, <ap < a<a+te,

uma vez que (z) é nao decrescente. Dai, concluimos que zy — a. H

As demonstragoes dos proximos resultados, Teorema [1.11] e Teorema [1.12]

podem ser encontradas na pagina 17 da referéncia [4].

Teorema 1.11. Uma sequéncia limitada em R"™ € convergente se, e somente se,

possui um unico ponto de acumulagao.

Teorema 1.12 (Bolzano-Weierstrass). Toda sequéncia limitada em R"™ possui uma

subsequéncia convergente.

Teorema 1.13. Uma sequéncia mondtona (zy) C R € limitada se, e somente se,

possui uma subsequéncia limitada.

Demonstragio. E claro que se (x;,) é limitada, entdo qualquer subsequéncia de ()
também ¢é limitada. Reciprocamente, suponhamos que (xj) seja uma sequéncia
monotona nao decrescente e (7 )ren Seja uma subsequéncia limitada de (z), ou
seja, existe uma constante M > 0 tal que x}, < M para todo k' € N'. Como N’ é
ilimitado, dado k € N, existe k' € N’ tal que ¥’ > k. Como (z}) ¢ nao decrescente,
obtemos

Ty Sxp <y <M.

Dessa forma, podemos concluir que z; < xp < M para todo k € N, ou seja, () é
limitada. O]

Teorema 1.14. Se (z;) C R € uma sequéncia mondtona que possui uma sub-

L . N N
sequéncia (Tg)keny convergente, digamos xy — a, entao xy — a.

Demonstracao. Seja (r)) uma sequéncia monotona que possui uma subsequéncia
(z)kenv convergente. Pelo Teorema [1.13] (zy) ¢ limitada porque possui uma
subsequéncia convergente e, portanto, limitada (veja o Teorema . E, pelo
Teorema , segue que (z) é convergente. [l
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Teorema 1.15 (Teorema do Confronto). Sejam (xy), (yx) € (2x) sequéncias em R.

Se x, < yr < zx para todo k € N, x, — a e z, — a, entao yp — a.
Demonstragao. Seja € > 0 arbitrario. Como x;, — a, existe k; = ki(¢) € N tal que
k>k=—a—ec<z,<a+e. (1.1)

De forma analoga, como z; — a, existe ks = ky(¢) € N tal que

k>ks=a—c<z,<a+e. (1.2)

Seja ko = max{ki, ko}. Pela hipotese, por (1.1)) e (1.2)), obtemos
k>ky=—a—c<tp, <y <zp<ate=a—c<y<a-+e.

Logo, yi — a. O]

O proximo exemplo pode ser encontrado, com mais detalhes, na referéncia [6].

Ak41
Qe
termos da sequéncia {1,1,2,3,5,8,13,21,...}. A sequéncia (1) € dada por:

Exemplo 1.16. Considere a sequéncia rj, = k>0, em que 0s aj.s sio 0s

N W
wW| ot
o] co

2
717

| =

,o0, ou seja, 1,2,1.5,1.666...,1.6,....

Y )

Por meio do grdfico abaizo (Figura em que o eixzo horizontal indica o0s
termos ai € o eixo vertical indica os respectivos valores de ry, pode-se perceber que
a sequéncia tende a um valor entre 1.5 e 2.

A sequéncia (1), k > 0, € dada recursivamente por

ro=1 e rk:L—i-l,kZl.
Tk—1
Consideremos, agora, as subsequéncias (ro) € (rox—1) de (1x), ou seja, as
subsequéncias de indices pares e impares, respectivamente. E possivel provar por
inducdo que (ror) € crescente e (rop_1) € decrescente. E importante observar que
(rox) € limitada superiormente por 2 e (rop_1) € limitada inferiormente por 1. Ambas

as sequéncias sao convergentes. Além disso, como satisfazem a mesma relagdo de
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25 0 O

2
=]
1
0,5
0o F u]
1 1 2 3 5 g 13 21 34 55 82 144
Figura 1.3: Valores de 7 X a.
recorréncia 1
T = 2 — —_—, ]f 2 2,
Te_2 + 1

pode-se concluir que seus limites sao iguais e, consequentemente, a sequéncia (1)

converge para esse mesmo limite, que é

1+45
_T.

r

O nimero r € o conhecido como “Numero de Ouro”.

O Numero de Ouro (também conhecido como Razdo Aurea) é representado pela
letra grega phi(¢) em homenagem & Fidias, famoso escultor grego que utilizou a
proporc¢ao de ouro na construcao do Partenén, em Atenas. Esse ntimero irracional
(¢ = 1,618...) é considerado por muitos o simbolo da harmonia. Ele pode ser

identificado em muitas obras de arte, construgoes, objetos e na natureza.

1.2 Ordem de convergéncia

No contexto de otimizagao, existe outro aspecto importante a ser analisado em
sequéncia: a velocidade de convergéncia. Considere, por exemplo, as sequéncias a

seguir:
1 1 1 1
:k+57 yk:3k7 wk:2k2 € Zk:22k'

Todas elas convergem para 0, mas nao da mesma maneira, conforme se pode

T

verificar na tabela abaixo.
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Tk Yk Wk 2k
0,2000 | 1,0000 1,0000 0,5000
0,1667 | 0,3333 0,5000 0,2500
0,1429 | 0,1111 0,0625 0,0625

0,1250 | 0,0370 | 1,95-107% | 3,91-1073
0,1111 | 0,0123 | 1,53-107> | 1,53-107°
0,1000 | 0,0041 | 2,98-10"% | 2,33.107'°
0,0909 | 0,0014 | 1,46-107 | 5,42.107%

DU =W N~ O|F

Diante disso, é conveniente estabelecer uma maneira de medir a velocidade de
sequéncias convergentes. Considere, entao, uma sequéncia (z) C R" que converge
para T € R". Assim, e, = ||z, — Z|| — 0. O que faremos ¢é avaliar como o erro (ex)
tende a 0.

Defini¢ao 1.17. Dizemos que a sequéncia (x) C R" converge linearmente para

T € R" quando existe uma constante r € [0,1) e um nimero ky € N tais que

2541 — 7]
lzx — ||

< (1.3)
sempre que k = k.
Vale observar que a condigao (1.3)) implica que z;, — T, pois
[ Zhop — ZI| < rPllae, — ],

para quaisquer p € Ner € [0,1).

1
Exemplo 1.18. A sequéncia x), = 5 converge para 0, mas nao linearmente.
De fato:
lonll _ k45
||k || k+6
Exemplo 1.19. A sequéncia y, = 3" converge linearmente para 0, pois
[Ynall _ 1

lyell 3
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1

Exemplo 1.20. As sequéncias wy, = o €%k = 5 também convergem linearmente

para 0.
Vejamos agora uma forma mais rapida de convergéncia.

Definigao 1.21. A sequéncia (zx) C R™ converge superlinearmente para T € R"

quando
Mﬁiﬁﬂéa (1.4)
[z — 7]
Veja que a condigao também implica que x, — T.
Note que y = ;—k nao converge superlinearmente. Porém, a sequéncia wy, = %

converge superlinearmente para 0. Com efeito,

2

k
lowsall _ 2% 1
Hwk” 2(k+1)2 92k+1 )
. 1 , .
A sequéncia z, = poTs também converge superlinearmente para 0.

Outra forma de convergéncia, ainda mais rapida, sera exposta abaixo.

Definigao 1.22. Suponha que x, — T. A convergéncia € dita quadratica quando

existe uma constante M > 0, tal que

[ —952H < (1.5)
[ — ]

E importante observar que apenas a condicao (I.5)) ndo implica que zj — Z.

A sequéncia z, = T converge quadraticamente para 0, pois,

1
[Zhall 924t

2P (102_?%
22"

As demais sequéncias ja exibidas nao convergem quadraticamente, por exemplo,
1

2? :

22’6‘21
= =20 =1.

Wi =

2

k2 2 2
u ] (27) o o2
C9(k+1)?  QkTH2k+1  92k+1 :

[k )?
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[[wp 1

2 —
[l

Portanto, nao existe M > 0 tal que

1.3 Revisao de conceitos e resultados de Algebra

Linear

Comegaremos esta revisao com a Desigualdade de Cauchy-Schwarz, cuja de-

monstragao pode ser encontrada em [3], pagina 169.

Teorema 1.23 (Desigualdade de Cauchy-Schwarz). Se E é um espaco vetorial

com produto interno ( , ), entdo

[z, ) < ll=lllyll,  para quaisquer z,y € E,

em que ||z|| =/ (z,x) e |ly]| = V{y,y). A igualdade € vdlida se, e somente se, x

e y sao linearmente dependentes.
A préxima definicao serd importante para os proximos capitulos.

Definigao 1.24. Seja A € R™"™ uma matriz simétrica. Dizemos que A € positiva
definida (respectivamente, negativa definida) quando zT Az > 0 (respectivamente,
2T Ar < 0), para todo x € R™\ {0}, em que x* ¢ o vetor transposto de x. Tal
propriedade é denotada por A > 0 (respectivamente, por A < 0). Se 27 Az > 0
(respectivamente, 7 Ax < 0), para todo x € R", A serd dita positiva semide-
finida (respectivamente, negativa semidefinida), fato este denotado por A > 0

(respectivamente, por A <0).

Cabe salientar que a defini¢ao geral de positividade de uma matriz nao exige
que ela seja simétrica. No entanto, no contexto deste trabalho vamos supor a
simetria quando considerarmos matrizes positivas.

Para verificar as demonstragoes dos dois resultados seguintes, sugerimos ao

leitor que consulte a referéncia [3].

Lema 1.25 (Decomposigao de Cholesky). Se A € R™"™ é uma matriz simétrica
positiva definida, entdo A pode ser fatorada em um produto GGT, em que G € R™"

€ uma matriz triangular inferior com elementos diagonais positivos.
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Lema 1.26. Se A € R™™"™ ¢ uma matriz simétrica com \; e \,, sendo seu menor e

seu mazor autovalor, respectivamente, entao
Mllzl* < 2" Az < Al

para todo x € R".

1.4 Mais alguns conceitos e resultados importantes

de Analise no R"

Definicao 1.27. Dada uma funcao vetorial de vdarias varidveis reais diferencidvel
F:R™ - R" com F(X) = (fi(X), -, fu(X)) para X € R™, a representagao

matricial de sua deriwvada € denominada matriz Jacobiana de F' e € definida como

sendo:
oL . 9K
o0x, 0%,
Jp=TF" = : PR
O fn 0 fn
dr1 O

Definicao 1.28. Dada uma funcao real de vdrias varidveis, f : R" — R, duas
vezes diferencidvel, a matriz Jacobiana (derivada) do gradiente de f (que é uma

fungao vetorial) é denominada matriz Hessiana de f. Assim,

0*f 0% f
8x18x1 o (9%(%1
Vif = : . :
0*f 0% f
0x10x, o 01,01,

Vf, denominado vetor gradiente de f, € o vetor cujas componentes sao as
of af

=L
01y oz,

derivadas parciais de f, ou seja, Vf = ( ) Em notacao matricial,
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temos
of
Oxy
Vf= :
of
B

Definicao 1.29. Seja f : R" — R uma funcao real de n varidveis. Considere
a € R" e w € R" um vetor com ||u|| = 1. A derivada direcional de f no ponto a,

na dire¢ao u, €

se esse limite exuistir.

A Desigualdade do Valor Médio, que sera bastante 1til em alguns resultados do

Capitulo , pode ser encontrada na referéncia [4], pagina 263.

Teorema 1.30 (Desigualdade do Valor Médio). Seja U C R"™ um conjunto aberto
e convezo. Se f: U — R" € diferencidvel e ||J¢(x)|| < S para todo x € U, entao f
é lipschitziana, com ||f(z) — f(y)| < B.||lz — y|| para quaisquer x,y € U.

Definicao 1.31. Seja f : R" — R uma funcao diferencidvel. Dizemos que a € R"

¢ um ponto critico ou estacionario de f quando V f(a) = 0.

Definicao 1.32. Seja f : R"™ — R uma funcao diferenciavel. Dizemos que f tem
um maximo (respectivamente, um minimo) local em a € R" quando existe § > 0
tal que

lv|| <6 = fla+v) < f(a) (respectivamente, f(a) < f(a+v)).

A demonstragao do proximo resultado pode ser verificada na referéncia [4],
pagina 158.

Teorema 1.33. Sejam f : R" — R uma fun¢ao duas vezes diferencidvel no ponto

critico a € R" e V2 f(a) a forma quadrdtica Hessiana de f no ponto a.

i) Se V2f(a) € positiva, entio a é um ponto de minimo local;
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ii) Se V?f(a) € negativa, entdo a é um ponto de mdximo local;
iii) Se V?f(a) néo ¢ positiva, nem negativa, entdo a ndo € ponto de minimo local,

nem ponto de mdximo local.

Definicao 1.34. Seja C C R"™ um conjunto convexo. Dizemos que a func¢ao

f:R" =R € convexa em C quando

J(A =tz +ty) < (1 =1)f(x) +tf(y),
para todos x,y € C et € [0,1].

Geometricamente, podemos dizer que qualquer arco no grafico de uma funcao
convexa estd sempre abaixo do segmento que liga as extremidades. Veja na Figura

uma fungao convexa e outra nao convexa.

f(A—t)z+ty)
(1=6)f(x)+f(y)

(1= Of @) +tf )|
f(A—t)z+ty)| -

T -ttty v

Figura 1.4: Fungoes convexa e nao convexa.

No proximo capitulo, formalizaremos um problema de otimizacgao irrestrita,

tendo como base as referéncias [2] e [7].
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Formalmente, um problema de otimizacao irrestrita pode ser escrito como
minimizar f(x) (2.1)
sujeito a x € R"

em que a funcdo f : R™ — R, denominada funcio objetivo, é de classe C*. Ao

considerar tal problema, o objetivo é determinar minimizadores locais de f.

Definigao 2.1. Dizemos que T € R" € um minimizador local de f se f(T) < f(x)
para todo x pertencente a uma vizinhanga de T, ou seja, se existe 6 > 0 tal que
f(@) < f(x) para todo x € B(%,9) = {y € R"; ||y — || < d}.

Definig¢ao 2.2. Dizemos que T € R™ € um minimizador global de f se f(T) < f(z)
para todo v € R".

No caso em que a fungao objetivo esta definida sobre um subconjunto 2 de
R"™, determinado por restri¢oes de igualdade e/ou desigualdade, temos entao um
caso de problema de otimizacao restrita. Esse tipo de problema nao seré abordado
neste trabalho, entretanto, para estuda-lo, o leitor pode consultar, por exemplo, a
referéncia [7], que aborda o problema geral de Programagao Nao Linear (PNL).

Em muitas aplicagoes, o interesse é obter o valor de maximo de uma funcao,
como por exemplo, no caso em que se considera uma fungao que representa o
lucro de uma empresa. No entanto, do ponto de vista matematico, nao existe
diferenca relevante entre minimizacao e maximizagao de uma fungao f, uma vez que

maximizar f é equivalente a minimizar — f. Dessa forma, a teoria desenvolvida para

31
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problemas de otimizacao leva em consideragao problemas da forma apresentada em
(2.1). No entanto, a fim de completar o presente texto, apresentaremos também as

defini¢oes de maximizador local e global de f.

Definicao 2.3. Dizemos que T € R"™ é um mazimizador local de f se f(T) > f(z)
para todo x pertencente a uma vizinhanga de T, ou seja, se existe &6 > 0 tal que
f(@) > f(x) para todo x € B(T,J).

Definicao 2.4. Dizemos que T € R™ é um mazimizador global de f se f(T) > f(z)
para todo x € R".

Para que um ponto * € R" seja um minimizador local é necesséario que ele
satisfaca algumas condicoes, as quais sao denominamos condigoes de otimalidade.
Vejamos entao a condigao necessaria de otimalidade de 1* ordem, estabelecida no

teorema a seguir.

Teorema 2.5. Seja f : R" — R diferencidvel no ponto € € R". Se T é um

minimizador local de f, entao V f(T) = 0.

Demonstragao. Considere d € R™\ {0} arbitrario. Como T é um minimizador local,
existe > 0 tal que
f(@) < f(@ + td), (2.2)

para todo t € (0,0). Pela expansao de Taylor, temos
f@+td) = f(@) +tV (@) - d+rt), (2.3)

()
com 2ltlm - = 0. Usando (2.2) e (2.3), vemos que

—0

0 <tVf@)T-d+r(t). (2.4)

t
Dividindo a desigualdade (2.4) por ¢ (t > 0), obtemos 0 < Vf(z)" - d + 9
Passando o limite quando ¢ — 0, concluimos que

Vi@?"'-d>o0. (2.5)
Se V f(Z) nao fosse nulo, poderiamos escolher d = —V f(T), resultando em

IVf@I*=-Vf@)"-d=<0,
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o que esta em contradigdo com (2.5)). Logo, V f(Z) = 0. O]

Assim, vemos que a condicao estabelecida no Teorema garante que se um
ponto T for o minimizador local de f, entao T sera solugao do sistema homogéneo,
na maioria das vezes nao-linear, V f(Z) = 0. Os pontos que satisfazem tal condi¢ao,
como ja vimos no Capitulo [I] sao denominados pontos criticos ou estacionérios
da funcao f. E importante observar que esta é apenas uma condicio necessaria,
mas nao suficiente. Portanto, se Vf(Z) = 0, entdo T pode ser maximizador,
minimizador, ou nenhum dos dois. Os pontos que satisfazem essa condi¢ao, mas
nao sao maximizadores nem minimizadores de f, sao denominados pontos de sela.

Embora a condigao V f(z) = 0 seja necesséria, mas nao suficiente, a resolugao
desse sistema faz parte de muitos métodos de otimizagao. Porém, dificilmente é
possivel resolvé-lo por métodos diretos, sendo necessario o emprego de métodos
iterativos que consistem em, dado um ponto inicial zy, gerar uma sequéncia de
iterandos (z;) C R" na qual a fungdo objetivo decresce.

Um algoritmo basico de otimizagao irrestrita consiste em, a partir de cada
ponto obtido, determinar uma direcao para dar o préximo passo. Como o objetivo
é minimizar f, é razoavel que a fungao decresca na direcao escolhida. Uma direcao

que apresenta essa propriedade é denominada direcao de descida.

Definicao 2.6. Considere uma funcao f : R" — R, um ponto T € R" e uma
dire¢io d € R™ \ {0}. Dizemos que d é uma diregao de descida para f, a partir de
T, quando existe § > 0 tal que f(T + td) < f(T), para todo t € (0,9).

Apresentamos abaixo uma condicao suficiente para uma direcao ser de descida.

Teorema 2.7. Se Vf(Z)' -d < 0, entio d é uma direcio de descida para f, a

partir de x.

Demonstra¢ao. Sabemos que

L 0f ) _ gy SR~ 1D
C0d 5o t )

Vf@)'d

Pela hipotese e pela preservacao do sinal (f é continuamente diferenciavel), existe

0 > 0 tal que
f(@+1td) - f(7)
t

<0,
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para todo t € (—9,9), t # 0. Portanto, f(T + td) < f(T), para todo t € (0,0), ¢ a

prova esta completa. O

: 2 L, 2y = 1
Exemplo 2.8. Sejam f : R* — R dada por f(x) = §(x1 —x3) eT = o |
Afirmamos que d = =V f(Z) € uma diregao de descida para f. Com efeito, temos
que

W(z):(ig):(é) ‘ d:-Vf(z):(‘()l).

Portanto,
vf<f)Td=(1 o)-<_01>:—1<0

e, pelo Teorema[2.7], temos a veracidade da afirmagao.

As diregoes que formam um angulo maior do que 90 com o gradiente de f
avaliado em T, sao dire¢oes de descida para f a partir desse ponto.

Apos escolher a direcao de descida, é necessario definir o quanto caminhar nessa
direcao. Pode-se dar um passo completo, ou seja, considerar o tamanho t = 1,
no entanto, essa escolha pode nao ser a melhor. Dessa forma, existem métodos
denominados métodos de busca que podem ser empregados para esse fim.

O que diferencia os métodos de otimizagao é a escolha da direcao de descida
d e a forma com que é calculado o tamanho do passo a ser dado. Nos proximos
capitulos veremos o método de busca unidirecional, do tipo exata, que é o Método
da Secdo Aurea, e os métodos de otimizacio irrestrita: de Cauchy (do Gradiente) e

de Newton. Ja na sequéncia estudaremos o Método de Cauchy.



3 Meétodo de Cauchy

Abordaremos agora um dos métodos para resolver o problema de minimizar
uma funcao em R".

O Método de Cauchy, também conhecido como o Método do Gradiente, é um
processo iterativo que a cada etapa faz uma busca na diregao oposta ao vetor
gradiente da funcao objetivo no ponto corrente. A justificativa dessa escolha se
baseia no fato de que o gradiente da funcao objetivo avaliado em um ponto x
aponta para a dire¢ao de maior crescimento de f a partir desse ponto. Sendo assim,
a direcao oposta ao vetor gradiente é a que fornece um maior decréscimo na fungao
objetivo. De fato, se d = =V f(z) e v € R" ¢é tal que ||[v|| = ||d]|, entao

of T, 2 _ r, _ Of
5@ = Vi@) d=—|Vf@) = =[Vf@llv] < V() v =7 (2).

As principais referéncias para este capitulo sao [1], [5] e [7].

3.1 Algoritmo

Apresentamos a seguir o algoritmo associado ao Método de Cauchy.
Algoritmo

Dado: xg € R"

k=0

REPITA enquanto V f(xy) # 0

Defina dy, = =V f(xy)

35
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Obtenha ty, > 0 tal que f(xg + trdy) < f(xg)
Faga w1 = op + trdy
k=k+1

O Algoritmo acima deixa em aberto a determinagao do comprimento do passo
t, e nessa etapa pode ser usado qualquer algoritmo de busca exata, como o Método
da Secdo Aurea (a ser visto no Capitulo [5)), ou de busca inexata, como a busca de
Armijo, que nao serd abordada neste trabalho. Para maiores detalhes sobre métodos

baseados em busca inexata, o leitor pode consultar, por exemplo, a referéncia [5].

1 1 1
Exemplo 3.1. Considere f : R* — R, definida por f(x1,2) = §x% + ng - §x§

para (x1, ) € R%.

1 9 1 0
Temosz(m)z(xgx_x2> e Vf(z) = ( 0 321 )

0 0 , 0
Os pontos estaciondrios de f sao T = (O),x*: ( 1) exr = ( ) )

Através de cdlculos simples, pode-se constatar que V2f néo € positiva definida, nem

negativa definida em T, o que significa que T é um ponto de sela. Além disso, V*f
.. . / . ~ . .

€ positiva definida em x* e x , de onde seque que esses dois sao minimizadores

locais de f (veja o Teorema .
1
Vamos fazer uma iteragio do Método do Gradiente a partir de 2° = ( 0 )

—1
Pois bem, no ponto 2°, a direcio de Cauchy é d° = —V f(2°) = < 0 ) Dessa

1—1
forma, o novo ponto ¢ xt = a0 + tod® = ( . 0 )

Note que se © = (g), entdo d = —Vf(z) = <_0a> e flx +td) =

1
5(1 — t)2(12.

Portanto, a busca exata fornecet =1 e o™

=x+d=7. Ou seja, uma itera¢ao
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do método de Cauchy encontra o ponto estaciondrio T.

A Figura [3.1 mostra 4 iteragoes do algoritmo com busca exata aplicado para

minimizar uma funcao quadratica, onde as curvas de nivel desta funcao sao elipses.

Figura 3.1: Passos do Algoritmo de Cauchy.

Ela sugere duas propriedades do algoritmo. Uma delas, é o fato de duas diregoes
consecutivas serem ortogonais.
De fato, definindo ¢ : R — R por ¢(t) = f(x + tdy), temos

@' (tr) = V f(xx + trdi) " dy, = V f(2x11) T d.
Portanto, como a busca é feita por uma minimizagao local, concluimos que
(dir1)"di = =V f(rp1) di = = (t)) = 0.
A outra propriedade refere-se & convergéncia, que sera discutida na préxima
secao.
3.2 Convergéncia

Teorema 3.2. O Algoritmo de Cauchy, com o tamanho do passo t; calculado pela
busca exata, € globalmente convergente, isto é, para qualquer sequéncia (xy) gerada
pelo Algoritmo de Cauchy e qualquer ponto de acumulag¢io T de (xy), tem-se que T

€ estaciondrio.
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Demonstragao. Sejam (z)) uma sequéncia gerada pelo Algoritmo de Cauchy e T
um ponto de acumulagao de (zy), digamos que xy Nz

Suponha que T ndo seja estacionario, isto &, que V f(Z) # 0. Assim, d = —V f(T)
é uma direcdo de descida, o que garante a existéncia de £ > 0 tal que f(Z+td) < f(T).
Considere h : R™ — R dada por h(z) = f(x) — f(x —tV f(z)). Como h é continua,
pois f ¢é diferenciavel, temos que h(zy) LA h(Z). Chamando h(Z) = ¢ > 0, temos

que h(zy) LAY Assim, para todo k € N’ suficientemente grande, temos que

h(l’k) > 6

como vimos no Exemplo (|1.6). Entao, por (3.1) e pela definigdo de h, vemos que

flo) =~ o~ 69 f (@) 2 5. 3.2)

Mas, como t; foi obtido pela busca exata, a relagao (3.2)) equivale a

fla) = flo+ ) 2 5.
Por conseguinte, 5
f@g) = f(ape1) 2 B} (3.3)

para todo k& € N’ suficientemente grande. Por outro lado, pela continuidade da

f, temos f(xy) LY f(@). Como a sequéncia (f(xx))nen ¢ monotona decrescente,

pois f(xk+1) < f(xy), o Teorema |1.14| garante que f(xy) A f(T), contradizendo

B3). =

3.3 Velocidade de convergéncia

Os resultados mais relevantes sobre a velocidade de convergéncia do algoritmo
de Cauchy sao obtidos quando a func¢ao objetivo é quadratica. Vamos, portanto,

considerar

1
flx) = §xTAw +b'r+¢c, zER

em que A € R™" ¢ uma matriz simétrica definida positiva, b € R" e ¢ € R.

E possivel provar que f é convexa e tem um tnico minimizador T, que é global
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e satisfaz
Vi@ = Az +b.

Para verificar uma prova dessa tltima afirmacao, veja [7], pagina 38.
Provaremos agora que, usando a norma euclidiana, a sequéncia gerada pelo

método de Cauchy com busca exata converge linearmente para T, com taxa de

L A1 - :
convergéncia /1 — —, em que A\; e A\, sdo o menor e o maior autovalor de A,

An
respectivamente.
. e (dy)"d :
Inicialmente, note que o passo 6timo é dado por t, = (d)TAd Com efeito,
como g g
d
%f(xk + tdk> = Vf(l‘k + tdk)]dk

Ay + tdy) + 0] dy,
(Azy, + b) + Atdy)" dy
(Vf(x)) + tAdg) " dy
V() dy + t(dy)" Ady

[
[
[
[

et ¢ 0 passo 6timo, devemos ter V f(zy)" di + t(di)" Ady, = 0. Portanto,

. =V f(xy)d,  (dy)"dy
PTU(d)TAdy  (dp)TAdy

No que segue, para simplificar a notagao, vamos admitir que T =0 e f(Z) =0,
isto é,
1

flz) = §xTAx.

Lema 3.3. Dado x € R", x # 0, considere d = —Ax. Entao,

d'd < 2T Ax
dTAd — 2T A2z
Demonstracao. Afirmamos que z7 Az = dT A7d e 2T A%z = d¥d. De fato,

d"A7'd = (—Ax)T AT (—Az) = —(2T)ATA™H (—Az) = 2T Az

d'd = (—Ar)T (- Ax) = —(2") AT (—Az) = 27 A%2.
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Portanto,
d'da" A%x (dTd)? (3.4)
dTAdaT Az (dT Ad)(dT A—1d) '

Como A > 0, pela decomposigao de Cholesky (Lema [1.25)), existe G € R™*" tal
que A = GG, em que G & uma matriz triangular inferior com elementos diagonais

positivos. Fazendo u = GTd e v = G™1d, temos que
*x vy = (GTd)" (G 'd) = d*GG'd = d" d;
*x ulu = (GTd)'(GTd) = d"GGTd = d” Ad,;
* vio = (G )T (G) =d" (GG ld=d" A,

Pela Desigualdade de Cauchy- Schwarz, obtemos

@@ ol el
(d"Ad)(d" A=) (uTu)(0To)  (wu)(v,o)  (lalPof? © '
De (3.4) e (3.5)) segue que
ddaT A%z <
dTAdaT Az —
o que completa a prova. O

Teorema 3.4. Considere a fun¢ao quadrdtica

fx) = %a:TAx

e a sequéncia (xy) gerada pelo Algoritmo de Cauchy, com busca exata. Se v =

At N . .
11— o em que A1 e A\, sao o menor e o maior autovalor de A, respectivamente,

ent@o ||$k+1|| < vz, para todo k € N.
Demonstra¢ao. Como dy, = =V f(xy) = —Axy, temos
lzkall® = (2k + tedi) " (2x + trdy,)

= (l‘k)TSCk + (%k)Ttkdk + (dk)Ttkl'k + (dk)Tt%dk
= lal? + 2tx (i) di + (t) (di)" di,
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= Jlall® 4 2tn(zn) " (—Ay) + (tx)* (—Azi)" (—Azy,)
= lall® = 2t (r)" Az + ()% (2x) " A%

Pelo Lema [3.3] temos que

(dy)"di

T 52 < T )

dp)td
Como t = (k)—k > 0, temos

(di)T Ady,

dp)td
(tk)2($k>TA2$k = tk(éik’;)Tc’;k(mk)TA2xk < tk(xk)TAxk.

Assim,
@1 || = okl — 2t (wr) " Az + (t0)* (wr) " Aai < |Jag||? — to(@) " Ay (3.6)

Se z¥ = 0, entdo nao ha o que fazer. Suponhamos, entdo, zF # 0. Da relacéo
(13.6)), obtemos

lzpall® _ lonll? = ti(on) Az te(zp)" Azy, (dp)"dy (wp)" Ay
=1 Ak TRy : :
lzl|> [[][? [[@][? (dp)" Adi (k)"
(3.7)
Pelo Lema [1.26, sabemos que
(dk)Tdk > i o ($k>TA.Tk >\
(dk)TAdk - )\n (l’k)TQTk =t

Usando isso em (3.7)), temos

2
G
[l An

De acordo com a Defini¢ao [I.17] concluimos que a velocidade de convergéncia

/ A
da sequéncia gerada pelo Algoritmo de Cauchy é linear, com constante /1 — )\—1
5

O teorema precedente tem uma interpretacao geométrica interessante. As curvas
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de nivel de f sao elipsoides cuja excentricidade depende da diferenca entre o maior
e o menor autovalor de A. Se A\; = \,, entao as curvas de nivel sao esferas e a
convergéncia ocorre em um unico passo. Entretanto, se A\; < A, os elipsoides ficam

muito excéntricos e a convergéncia se da de forma lenta. Veja a Figura [3.2]

>,

Figura 3.2: Passos do Algoritmo de Cauchy

No capitulo seguinte abordaremos o Método de Newton Puro.



4 Método de Newton

O Método de Newton é uma das ferramentas mais importantes em otimizagao.
Tanto o algoritmo basico, chamado de Newton Puro, quanto suas variantes, que
incorporam busca linear, sao muito utilizados para resolver sistemas nao-lineares e
também para minimizagao de fung¢oes. Neste capitulo estudaremos o Método de
Newton “Puro”.

As principais referéncias para este capitulo sao [2], [5] e [7].

4.1 Meétodo de Newton para resolucao de equacoes

Considere F' : R" — R" de classe C' e o problema de resolver o sistema
(normalmente nao linear)

F(z) =0.

Como na maioria das vezes nao conseguimos resolvé-lo de forma direta, os
processos iterativos constituem a forma mais eficiente de lidar com tais situagoes.
A ideia é aproximar F' por seu polinémio de Taylor de primeira ordem. Dada uma

estimativa T, considere o sistema linear
F@)+ Jp(Z)(x —7) =0, (4.1)

em que Jp representa a matriz jacobiana de F'. Caso Jp(T) seja inversivel, o sistema
(4.1) pode ser resolvido e fornece

r=7— (Jr(@) 'F(T).

43



44 Método de Newton

Isso corresponde a uma iteracao do Método de Newton para resolucao de

equagoes; veja a Figura (4.1]

//'

O polindmio de Taylor aproxima o
valor de F(x) num determinade x,
usando outra equagdo.

-

Figura 4.1: Uma iteracao do Método de Newton para equacoes em R.

4.2 Meétodo de Newton para otimizacao irrestrita

Agora, vamos considerar o problema de minimizagao irrestrita
min f(z) e x € R" (4.2)

em que f: R" — R é uma funcdo de classe C*?. Os pontos estacionérios desse
problema sao caracterizados pela equacao Vf(z) = 0. Vamos aplicar a relagao
(4.1) para F': R" — R" dada por

F(z) =V f(z).

Seja xp € R™ uma aproximagao de um ponto estacionario  do problema (|4.2]).
A aproximacgao seguinte z;,; é computada como solucao do sistema de equagoes
lineares

em relacio a » € R". Supondo que V?f(z;) seja ndo-singular para todo k € N,
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obtemos o seguinte esquema iterativo:
Tyl = T — (sz(xk))_1Vf(xk), k= 0, 1, e (44)

4.3 Algoritmo

Com base na relacao , podemos formalizar o Método de Newton para
minimizar a funcao f. Basicamente, temos trés variantes do algoritmo. Uma delas
é o Método “Puro”, onde nao fazemos busca unidirecional e aceitamos o passo
completo (t;, = 1 para todo k € N). As outras duas (Exata ou Armijo) podem ser

encontradas em [7].

Algoritmo

Dado: xq € R"

k=0

REPITA enquanto V f(xy) # 0

Defina dy, = —(V2f(2)) "'V f (1)
Determine o tamanho do passo ty > 0
Faca xp1 = xp + tpdy

k=k+1

Exemplo 4.1. Vamos determinar, usando o método de Newton, a menor raiz
. . . T+1 — Tk . .
positiva da equagao 4 cos(x) —e® =0, com erro relativo (z g inferior

| Tk
a 1072, na vizinhanca do ponto vo = 1. Temos

f(z) = 4cos(x) —e” e f'(z) = —4sen(x) — €.

Portanto,
B flze) 4 cos(xy) — ek
T = R T

—4sen(xy,) — err’
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de onde seque que

4 1) — ¢t
=1~ cos(l) — e = 0,908 e erro relativo =
—4sen(l) — et

|21 — @o| _
|21

Como devemos ter o erro relativo inferior a 1072, busquemos por xo. Com

efeito,

4 cos(0,908) — 2908

=0,908—
= —4sen(0,908) — 0908

= 0,905 e erro relativo =

O Algoritmo de Newton pode nao estar bem definido, caso a matriz Hessiana
V2 f(z1) seja singular. Além disso, mesmo que o passo dj, seja calculado, essa
direcio pode ndo ser de descida. Entretanto, se V2 f(x;) ¢ definida positiva, entdo
o0 passo dj estd bem definido e é uma diregao de descida.

O passo do Método de Newton também pode ser obtido por uma abordagem
diferente da que foi exposta anteriormente. Para isso, considera-se a aproximacao

de Taylor de segunda ordem de f, dada por
p(x) = flag) + V()" (2 — ) + %(93 — )TV f (1) (z — 7).
Com o objetivo de minimizar p, fazemos
V f(x) + V2 f o) (@ — 24) = Vp(z) = 0,

obtendo exatamente o passo dj do Algoritmo de Newton (veja a Figura .
Essa ultima abordagem sugere que se o Método de Newton for aplicado em uma

funcao quadratica, entao basta uma iteragao para resolver o problema. Com efeito,

1
considere a fungao quadratica f(z) = ExTA:E + bz + ¢. Dado zy € R", obtemos:
do = —(V2f(x0>)71Vf(£C0) = —A71<A$0 + b) = —Tg — Ailb.
Portanto, o minimizador = é obtido em um s6 passo, pois

T = Z'O—Fdo = —Ailb:f.
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Figura 4.2: Uma iteragao do Método de Newton.

4.4 Convergéncia

A direcao de Newton pode nao ser de descida. Se assim for, nao garanti-
mos convergéncia global quando o problema a ser resolvido envolve uma fungao

arbitraria.

Lema 4.2. Suponha que V?f(Z) > 0. Entdo, existem constantes 6, >0 e M > 0
tais que

VEf(@) > 0e [(VAf ()7 < M,
para todo x € B(T,0y).

Demonstragio. Seja A > 0 o menor autovalor de V2f(Z). Pela continuidade de

A
V2f, dado € = 5 existe 0; > 0 tal que

A
IV3/(2) = V2£ (@) < 5, (4.5)
para todo x € B(Z, ;). Assim, dado d € R", com ||d|| = 1, temos que
d*V2f(x)d = d"V?f(T)d + d [V f(x) — V2 f(T)]d. (4.6)

Podemos afirmar através do Lema que dTV2f(x)d > .
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Agora, através da Desigualdade de Cauchy-Schwarz (Teorema [1.23), podemos
garantir que:

D] >

d'[V? f(x) = V2 f(@)]d < ||| V*f(2) = V2f@)]|d]| <
Portanto, pela relagao (4.6)), concluimos que

A"V f(z)d > A — % =

b

A
2

provando que V?f(z) ¢ definida positiva para todo = € B(Z, §;). Para provarmos a
desigualdade ||(V2f(x))™|| < M, tomemos = € B(Z, ;). Chamemos A = V()
e B = V*f(r). Usando novamente o Lema [1.26] agora aplicado em A? obtemos:

|Ad|]* = (Ad, Ad) = (Ad)" Ad = d* A'Ad = d* A%d > N?||d||* = \*d"d
para todo d € R". Através da relagao (4.5)), concluimos que
A A
1Bd|| = ||Ad + (B — A)d|| = [|Ad]| = [|(B — A)d]| = Alld]| - S lld]| = 5[

Considere agora y € R", com ||y|| = 1. Aplicando a relacdo acima para
d = B™'y, obtemos

_ Ayl o
L=yl = 1BByl = SI1B "yl

Mas,

B—l

187 = sup B2
w#0 |7 240

Entao, pela desigualdade acima, chamando M = Y segue que
I(V2f ()7 = 1B~ < M,

como queriamos demonstrar. O]

Lema 4.3. Sejam U C R" aberto convezo e 3 = sup ||[V?f(z) — V*f(y)||. Entao,
z,ycU

V() = V)= Vfy)(x—y)| < Bllz—yl,
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para quaisquer x,y € U.

Demonstragio. Fixemos y € U e definamos h(z) = V f(x) — V*f(y)x. Temos:

In (@)l = ||V (@) = V2 ()| < B,

para todo x € U. Usando a Desigualdade do Valor Médio (Teorema [1.30)), obtemos

[Vf(z) =V f(y) = V() (@ —y)|| = k(=) = hy)ll < Bllz -y,
de onde segue o resultado. O

Lema 4.4. Seja U C R"™ aberto e convexo. Se V2f € lipschitziana com constante
de Lipschitz L, entao

[VF(z) =V fy) = V2 )z —y)| < Lllz -yl
para quaisquer x,y € U.

Demonstragao. Fixados =,y € U, definamos § = L|jz — y|| e h : R® — R" por
h(z) = Vf(z) — V2f(y)z. Como V?f ¢é lipschitziana com constante L, temos:

1 ()] = [|V2f(2) = V2 f ()| < Lllz = y]| < Lllz — y]| = 5.

para todo z € [z,y]. Usando a Desigualdade do Valor Médio (Teorema |1.30)),

obtemos

IVf(z) = VIy) = V()@ =)l = [h(z) = hy)ll < Bllz — yll = Lllz - yl*,
o que completa a demonstragao. ]

Teorema 4.5. Seja f : R® — R de classe C*. Suponha que T € R™ seja um
minimizador local de f, com V?f(T) definida positiva. Entdo, existe & > 0 tal que,
se g € B(T,0), o Algoritmo de Newton, aplicado com t, = 1 para todo k € N, gera

uma sequéncia (xy) tal que:
i) V2f(xy) € definida positiva, para todo k € N;

i1) (z1) converge superlinearmente para T;
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iii) Se V2f ¢ lipschitziana, entdo a convergéncia é quadrdtica.

Demonstracao. Sejam 6; e M as constantes positivas fornecidas pelo Lema e
Uy = B(Z,0,). Assim, se x; € Uy, o passo de Newton esta bem definido e, como
Vf(Z) =0, vale

i — T = (VAf(r)) (V@) = V(ar) = V(@)@ —ax).  (47)

1
Pela continuidade de V2 f, para ¢ = 07 existe 9o > 0 tal que

I924@) - V3@ < 1

para todo - € B(T,8,). Se y € B(T, 6,), vale
IV () ~ V5@ < 117

Entio,

|92 5@) = V1| = V25 - V5@ + V21 |
< IV (@) - VEr@)| + Hv f ) - f(w)H
- ﬁ
Portanto, sup V2 f(z) = V*f(y)|| < LM em que U = B(7,6) e d = min {6y, 6>}

Pelos Lemas [4.2] - [4.3] concluimos que
2k =2 < (V2 (@) IV @) = V() = V2 () (@ = a) || < M By — 7

e, consequentemente,
1

i = 7] < 5llex — 7.
Isso prova que a sequéncia (zy) esta bem definida, que x € U, para todo k € N e que

xr — T. Pelo Lema vemos que V2 f(z;) > 0 e, por conseguinte, comprovamos
a validade de 7).
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o1

Vamos, agora, provar o item i), ou seja, que a convergéncia é superlinear.

Dado ¢ > 0, considere ¢y < ¢ tal que sup HVZf(a:) — sz(y)H < %, em que
z,y€lp

Uy = B(T,0p). Tome ky € N tal que =, € Uy, para todo k > ky. Aplicando
novamente os Lemas e na relagao (4.7)), obtemos

|2k — T < ez — 7

concluindo o desejado.
Finalmente, se V2 f é Lipschitziana, podemos usar os Lemas e em (|4.7))

para verificar que
|lzgs1 — ]| < ML|jay —7|%,

obtendo ii). O

Na sequéncia, estudaremos o Método da Secao Aurea, tdo comentado nos
ultimos capitulos.






5 Meétodo da Secao Aurea

O Método da Secao Aurea sera apresentado neste capitulo. Para estudar esse
método, utilizamos as referéncias [1] e [7].
Dada uma fungao f : R" — R, um ponto T € R" e uma dire¢ao de descida

d € R", queremos encontrar ¢ > 0 tal que
f(@+td) < f(z).

Como deixamos em aberto o tamanho do passo t, precisamos balanceé-lo com o
decréscimo promovido em f. Veremos, nas préoximas linhas, a abordagem de uma

busca exata a partir do ponto T segundo a direcao d.

Figura 5.1: Busca unidimensional exata.

23
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Nosso objetivo nesse caso consiste, entao, em minimizar f a partir do ponto =

na direcao d. Mais precisamente, temos que resolver o problema

minimizar f(T + td) (5.1)

sujeito a t > 0.

Esse problema ¢, em geral, dificil de ser resolvido de forma exata. Entretanto,
para certas fung¢oes especiais, existem algoritmos para resolvé-lo. Antes porém,

vejamos o exemplo a seguir, resolvido de forma direta.

1
Exemplo 5.1. Considere f : R* — R, definida por f(z1,25) = §(x1—2)2+(x2—1)2,

1 3
para (z1,72) € R?, T = 0 ed = ( | ) Facamos a busca exata de um

minimizador de f a partir de T, na direcao d.

o A diregio d ¢ de descida, pois Vf(Z)'d = (—1—2) ( i) ) =-5<0.

11¢% 3
e Definamos ¢(t) = f(T+1td) = f(1+3t,t) = —— — bt + =, cujo minimizador

2 2
satisfaz @' (t) = 11t — 5 = 0.
- - 1 2 2
oAssim,t:E eT+td=— 0 2 , 36 )
11 1\ 5 0,45

Na pratica é claro que os problemas sao bem mais complexos que o exemplo
anterior e s6 podem ser resolvidos por meio de algoritmos. Ao aplicarmos o Método
da Sec@o Aurea em funcoes unimodais, obtemos resultados satisfatorios, por isso
definiremos a seguir esse tipo de funcao. Na sequéncia, veremos o Algoritmo da
Secao Aurea, que encontra um ponto proximo de um minimizador com a precisao
que se queira (conforme ilustrado na Figura .

Uma outra abordagem, que nao sera tratada neste trabalho, é a busca inexata,
através de uma reducao suficiente de f que seja de certo modo proporcional ao

tamanho do passo, como por exemplo, o método de Armijo. Essa opcao é bastante
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util em situagoes onde nao convém aplicar a busca exata, ou porque ¢ nao é

unimodal, ou pelo alto custo computacional.

Defini¢ao 5.2. Uma func¢ao continua ¢ : [0,00) — R € dita unimodal quando
admite um intervalo de minimizadores [t1,ts], € estritamente decrescente em |0, 1]

e estritamente crescente em [tg, 00).

Veja, na Figura [5.2] exemplos de func¢des unimodais a seguir e note que o
intervalo de minimizadores [t1, 5] pode ser degenerado, como ilustrado no segundo

grafico.

Figura 5.2: Fungoes unimodais.

Para facilitar a descri¢ao do algoritmo, vamos considerar a Figura [5.3

Suponha que o minimizador de ¢ pertenca ao intervalo [a, b].
i) Considere a < u < v < b em [0, 00);

i1) Se p(u) < ¢(v) entao o trecho (v,b] ndo pode conter o minimizador e pode
ser descartado;

i1i) Se ¢(u) > ¢(v) entdo o trecho [a,u) pode ser descartado;
iv) Particione o intervalo que restou e repita o processo.

Agora, vamos analisar como o intervalo [a, b] deve ser particionado. A obten¢ao

desse intervalo, que deve conter um minimizador de ¢, sera tratada adiante. A
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Figura 5.3: Segao Aurea.
estratégia mais natural é dividir o intervalo em trés partes iguais, ou seja, definir

1 2
u:a+§(b—a) e v:a+§(b—a).

1
Dessa forma, descartamos — do intervalo a cada iteragao, conforme ilustrado
na Figura . Além disso, se o intervalo descartado for o (v, b], temos como novo
intervalo [a™,b*], onde a* = a e b™ = v, mas nao podemos utilizar o antigo ponto

u, calculado na iteragao anterior, o que é uma desvantagem.

Figura 5.4: Intervalo dividido em trés partes iguais.

Uma outra estratégia é escolher u e v que dividem o segmento [a, b] na razao
aurea, de acordo com a definicao dada abaixo.



57

Definicao 5.3. Um ponto ¢ divide o segmento [a,b] na razio durea quando a razdao

entre o segmento todo e o maior segmento € igual a razao entre o maior e 0 menor
V5 +1
~ 1,618.

segmento. Tal razdo € conhecida como o niumero de ouro e vale

Portanto, a maior medida equivale a 1,618 da menor, ou a menor equivale a
0,618 (inverso do nimero de ouro) da maior.

Dessa forma, temos que u e v devem satisfazer

b—u u—a v —a b—w

= = ) 5.2
b—a b—u ¢ b—a v—a (5:2)
Considerando #; e 0, tais que
u=a+6,(b—a) e v=a+0(b—a) (5.3)
e substituindo u em ([5.2)), temos:
b—(a+0i(b—a)) a+0i(b—a)—a
b—a b= (a+06i(b—a))
(b—a)(1—6y) _ 01(b—a)
b—a (1—61)(b—a)’
de onde se obtém 9
1—6 = ——. 4
T, (54)
De forma analoga, se substituirmos v em (|5.2)), obtemos:
1 — 06
0y = . 5.5
= (55)
— -1
Como u,v € [a,b], encontramos ¢, = 3 2\/5 ~ 0,382 ¢ 0y = \/52 ~ 0,618.
Note que
61 + 02 =1 (§ (92)2 == ‘91. (56)

Uma das vantagens da divisao na razao aurea em relacao a divisao em trés

partes iguais é que descartamos mais de 38% do intervalo ao invés de 33,33%.
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Outra vantagem é que podemos aproveitar o ponto u ou o ponto v apds termos

descartado o intervalo [v,b] ou [a, u| na iteragao anterior. Indicamos por [a™, b*]

T e vT. Conforme veremos

+

o novo intervalo que serd particionado pelos pontos
no proximo resultado, o ponto v é aproveitado na proxima etapa e passa a ser u
quando descartamos [a,u). Assim, o valor da func¢ao ¢(v) é aproveitado para a

proxima etapa.

+:

Lema 5.4. Na secdo durea, se [a,u) é descartado, entdo u v.

Demonstragao. Como [a,u) foi descartado, entdao a™ = u e b™ = b. Portanto, temos
que:
ut = at+0,(b" —ah)
= u+6,(b—u)

= a+6,(b—a)+0,(b— (a+0.(b—a)))
= a+ (26, — (61)*)(b—a).

Da relacdo (5.4) vem que (0;)? = 36, — 1. Por conseguinte,

U+ = a+(291—36’1+1)(b—a)
= a+(1—6)(b—a),

e, por (j5.6)), concluimos que

ut =a+0y(b—a)=v.

A Figura [5.5]ilustra o que foi abordado no Lema [5.4]
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a i ¥ b
s : H
+ 4
a i v b

Figura 5.5: Partigao do intervalo [a, b] - Lema

+:

Lema 5.5. Na se¢ao durea, se (v,b] € descartado, entio v u.

+

Demonstragdo. Como (v,b] é descartado, entdo a™ = a e bT = v. Das relagoes

e , vem que:

vt o= am +0,(b7 —a")
= a+6y(v—a)
= a+0y(a+05(b—a)—a)
= a+05(b—a)
= a+6,(b—a)
= u,
conforme queriamos demonstrar. n

A Figura [5.6]ilustra o que foi estabelecido no Lema [5.5

a u; vi b

r
a v b

Figura 5.6: Parti¢ao do intervalo [a, b] - Lema
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Apresentamos agora o Algoritmo da Secdo Aurea, o qual tem duas fases. Na,
primeira, obtemos um intervalo [a, b] que contém um minimizador de . A idéia
desta etapa é considerar um intervalo inicial [0,2p], com p > 0, e amplié-lo,
deslocando para a direita, até que um crescimento de ¢ seja detectado. Na segunda
fase, o intervalo [a, b] é reduzido, por meio do descarte de subintervalos, até que

reste um intervalo de tamanho suficiente para que uma precisao ¢ seja alcancada.

5.1 Algoritmo

35
2

Dados: € >0, p >0, 0, = ,0=1—0;
Fase 1: Obtengao do intervalo [a, b
apg=0,s0=peby=2p
k=0
REPITA enquanto ¢(br) < ¢(sk)
Ajt1 = Sky Sk1 = bi € bpy1 = 20y,
k=k+1
a=a,eb=2"b
Fase 2: Obtengao de t € [a, b
ag = a,bp = b
up = ag + 01(bo — ag), vo = ag + O2(bo — ap)
k=20
REPITA enquanto (b — ag) > ¢
SE o(uk) < ¢(vy)
Ahy1 = ks b1 = Uk, Upgr = Qggr + O1(bpy1 — A1)
SENAO
A1 = Uky D1 = bp, Upy1 = Apy1 + O2(bpy1 — apy)
k=k+1
Defina t = Uk T U

Na primeira fase, apés um niimero finito de etapas, é possivel encontrar um

intervalo [a, b] que contém pelo menos um minimizador de ¢. Isto é o que provaremos
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na sequéncia.

Teorema 5.6. O Algoritmo da Secio Aurea, na primeira fase, encontra um in-
tervalo |a,b] que contém pelo menos um minimizador da fun¢do unimodal ¢ :

[0,+00) — R em um nimero finito de iteragoes.

Demonstracao. Seja [t1,ts] o conjunto de minimizadores de ¢.

Inicialmente, afirmamos que o loop da primeira fase do Algoritmo da Secao
Aurea é finito. Com efeito, suponha que ¢(b;,) < ¢(si) para todo k € N. Entéo,
s — oo quando k — 0o, pois Spy1 = by = 2bp_1 = 2s;. Assim, existe ky € N tal
que Sg, > t;. Como ¢ é unimodal, ¢ ¢ nao-decrescente em [t;,00), de onde segue
que p(bg,) > @(sk,), uma contradigao. Portanto, a Fase 1 do algoritmo termina
em um certo k € N. Basta-nos verificar que o intervalo obtido contém, de fato, um

minimizador de ¢. Temos dois casos a considerar:

i) Caso 1: si < ty.

Neste caso, temos que by > o, pois do contrario terfamos p(bx) < (k).
Assim,
[tl,tg] C [Sk,bk] C [CLk,bk].

i1) Caso 2: s > 1.

Neste caso, temos que a; < t; . De fato, note que

ap =0, se k=0
(5.7)

ar = Sg_1, caso contrario.

Se ap = sp_1 > t1, entdo w(br_1) > v(sk_1) e a Fase 1 terminaria na iteragao
k—1 ao invés da iteragao k. Portanto, temos a; < t; < s < b, 0 que implica

que t; € [ag, bgl.

O primeiro grafico da Figura ilustra o primeiro caso da demonstracao e o

segundo gréfico ilustra o segundo caso.
O
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(i) Sk(t’] (i) 8.2 t,|

Figura 5.7: Analise da primeira etapa do algoritmo da Secdo Aurea.

A seguir, provaremos um resultado que analisa se na segunda fase do algoritmo,

ao descartar um dos intervalos, aquele que sobrou contém um minimizador.
Teorema 5.7. Seja ¢ : [0,400) — R uma fungao unimodal.

i) Se p(v) < p(u) e o intervalo [a,u) é descartado, entao o intervalo que sobrou

[u,b] contém pelo menos um minimizador.

i1) Se p(v) > @(u) e o intervalo (v,b] € descartado, entao o intervalo que sobrou

[a,v] contém pelo menos um minimizador.
Demonstragao. Considere [t1,t5] o intervalo de minimizadores da fungao ¢.

i) Suponha que nao exista um minimizador de ¢ em [u, b]. Portanto, existe um
minimo t* no intervalo [a,u). Note que ty < u pois do contrario teriamos
ty > b e assim [u,b] C [t*,ts] C [t1,12], 0 que é uma contradigao, visto que
estamos supondo que nao existe minimizador em (u, b]. Para entender melhor
os argumentos utilizados, veja a Figura Como ¢ é unimodal, ou seja, é
estritamente crescente em [to, 00), temos que ty < u < v implica ¢(u) < ¢(v),

o que contradiz a hipoétese.



Convergéncia

63

I
I
|
o+ ; : +
g JE v b a 2 Y b 1,
néo existe minimo néo ‘aﬁte minimo

Figura 5.8: Analise do item i) do Teorema

i1) Suponha que nao exista um minimizador de ¢ no intervalo [a,v]. Entao,
existe um minimo ¢* no intervalo (v, b]. Note que t; > v, pois do contrario
terfamos t; < a e assim [a,v] C [t1,t"] C [t1,t2], 0 que é uma contradigao,
uma vez que estamos supondo que nao existe minimizador de ¢ em [a,v].
Como ¢ ¢ unimodal, ou seja, é estritamente decrescente em [0, ], temos que

u < v < t; implica p(u) > ¢(v), o que contradiz a hipotese.

5.2 Convergéncia

Antes de analisarmos a convergéncia do método, provaremos um resultado
auxiliar que assegura que o tamanho do intervalo [ay, by|, obtido na primeira etapa

do algoritmo que contém o minimizador da funcao, tende a zero quando k tende a
00.

Teorema 5.8. Se [ay, by| € o intervalo obtido pelo Algoritmo da Se¢ao Aurea, entdo

b, —ar — 0, quando k — oo.

Demonstragao. Seja 1y o tamanho do intervalo [ag, by], ou seja, 1, = by, — ai. Como

o Método da Secdo Aurea descarta mais de 38% do intervalo [ag, by], ou melhor,

-5
2

descarta 0; = ~ 0.382 do intervalo [ag, by, temos que:

bl—al =" :To—elroz’roeg.
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Repetindo o processo com o intervalo de cada iteragao, obtemos:

b2 — Qg = Ty = 7”092 — 91(7“002) = 7“092(1 — 91) = 7'0(92)2

bk — Q) — 7’0(92)k.

Como ry é uma constante positiva e 6, € (0,1), temos que
: k . k
lim 7¢(62)" = ro lim (62)" = 0.
k—oo k—oo

Consequentemente,

lim bk — ag = 0
k—o0

e a prova esta completa. O

Podemos afirmar que as sequéncias (ag), (ux), (vg) e (by) convergem? Pois
bem, como as sequéncias (ax) e (by) s@o monotonas, limitadas inferiormente por
ap e superiormente por by, de acordo com o Teorema [I.10] podemos inferir que
essas sequéncias convergem. O proximo teorema estabelece a convergéncia dessas

sequéncias para um minimizador de ¢.

Teorema 5.9. Se ¢ : [0,00) — o0 € uma fun¢ao unimodal, entao as sequéncias

(ax), (ug), (vg) e (bg) convergem para um minimizador de @ em [t1,ts].

Demonstragao. Como (ay) é ndo-decrescente e limitada, entdo (ay) é uma sequéncia
convergente, digamos que a; — a@. Da mesma forma, como (b;) é ndo-crescente e
limitada, temos que (b;) é convergente. Digamos que b, — b. Pelo Teorema ,
sabemos que a; — by — 0. Mas, aj, — b, — @ —b. Logo, @ = b. Chamemos t = @ = b.

Como ay < uy < vy < by, o Teorema do Confronto (Teorema [1.15) garante que
up — t e v — L.

Afirmamos que ¢ ¢ um minimizador de . Com efeito, seja 7, um minimizador de
¢ em [ay, by]. Pelo Teorema do Confronto, temos que r, — t. Como (ry) é uma

sequéncia de minimizadores da fungdo ¢ que pertencem ao conjunto [t1,t5] e ainda,
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ry — t, temos que t é ponto de acumulagdo de [t1,ts]. Como [t1,t5] é fechado,
concluimos que ¢ € [ty, ts]. O

Agora, vejamos um caso particular de fun¢ao unimodal. Considere que a fungao
¢ seja quadratica e, portanto, tenha apenas um minimizador x*. Nesse caso,
t;1 =ty = x*. Conforme sugere a Figura [5.9] provaremos que o minimizador da
fungao ¢ pertence a todo intervalo [ag, by].

® o(by) o
®(ag)=9(a)
Px*)
d, u, v, by
<y Ly Y 2]
a, u, V. B,

Figura 5.9: Intervalos que contém o minimizador de uma fun¢ao quadratica.

Teorema 5.10. Se x* é o minimizador da fun¢do quadrdtica ¢, entdo x* € |ay, by,
para todo k € N.

Demonstracdo. Suponha que, na primeira iteracdo do Método da Secdo Aurea, o
intervalo [ag, ug) tenha sido descartado - o outro caso é anélogo. Pelo Lema ,
temos que a; = ug e by = by. Assim, x* € [aq, b1] C [ag, b]. Aplicando o algoritmo
sucessivamente, concluimos que

z* € [ag, by] C [ag—1,bk—1] C -+ C [ao, bol,

para todo k € N, de onde segue o resultado. O

up +vp  agp + by

Teorema 5.11. Se (1) € a sequéncia definida por t), = 5 = 3

minimizador da fun¢do quadrdtica o, entao t, — x*.
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Demonstracao. Do Teorema [5.8 segue que by, — ap — 0. E, pelo Teorema [5.10]
sabemos que z* € [ay, by|, para todo k € N. Como (t;) C [a, by], concluimos que

(t)) converge para o minimizador x*. O

5.3 Velocidade de convergéncia

Provaremos que a velocidade de convergéncia da sequéncia (by) € linear com
taxa de convergéncia igual ao inverso do numero de ouro. Suponha que o intervalo

(vg, bg] tenha sido descartado. Dessa forma, temos que axi1 = ag, Vgr1 = U €

bry1 = V.

Teorema 5.12. As sequéncias (ai) e (by) geradas pelo Algoritmo da Segio Aurea
tém convergéncia linear e a taxa de convergéncia é 0y, ou seja, ||bry1 — x| <
Os]|bx — x*|| para todo k € N.

—t
Demonstrag¢ao. Considere a fungao g : [ag,vx] — R, definida por ¢(t) = Zk t
. —
Temos que

(=1)(bx —t) — (ar, + Oa(by, — ay) —)(=1)

gt) = (be —1)°
bt ap 4 O02(br —ag) — 1
B (b —1)?
(e —ar)(=1+6)
(b, — t)?
—01(bx — ay)
—(bk —ip <0,

para todo t € [ag,vx]. Como ¢’ é negativa, segue que g é decrescente. Consequente-

mente,
V. — A . (07% + 92<bk — ak) — Q

= =40
by, — ax by, — ax >

g(t) < g(ax) =

para todo t € [ag, vy].
Em particular, para 2 € [a, v, temos que

_ w2t e -2t
by — * b, — 2| =%

g(z")
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Por conseguinte, a sequéncia (b;) gerada pelo Algoritmo da Secdo Aurea tem
convergéncia linear e a taxa de convergéncia é o valor #; = 0,618 (inverso do
nimero de ouro). Para provar que a sequéncia (a;) gerada pelo Algoritmo da
Secao Aurea tem convergéncia linear e a taxa de convergéncia é também o valor

6, = 0,618, basta seguir um procedimento analogo. O






Conclusao

Nesse trabalho conceitos e resultados de Analise no R” e Algebra Linear foram
necessarios para introduzir o estudo de convergéncia das sequéncias geradas por
alguns algoritmos classicos de otimizagao irrestrita que foram aqui abordados.

O método de Cauchy faz a cada iteracao uma busca unidirecional na dire¢ao
de maior decrescimento da func¢do, ou seja, na direcao oposta ao gradiente. A
sequéncia gerada por esse algoritmo tem convergéncia global e a velocidade de
convergéncia ¢é linear. Se a funcao objetivo for de classe C? e o ponto inicial estiver
proximo de um minimizador, o método de Newton gera uma sequéncia que converge
superlinearmente. Caso a Hessiana da fungao a ser minimizada seja lipschitziana,
entao a convergéncia do método de Newton é quadratica. Portanto, o Algoritmo
de Newton encontra o minimizador mais rapidamente que o Algoritmo de Cauchy.

Nos métodos de busca unidimensional, precisamos minimizar uma funcao a
partir de um certo ponto, segundo uma direcao dada, que ¢é a direcao de busca.
Esse problema ¢ equivalente a minimizar uma func¢ao real de uma variavel. Um
dos métodos que pode ser usado para resolver esse problema é o da Secdo Aurea,
que faz a minimizagao exata desta func¢ao. Analisamos as etapas desse algoritmo;
vimos que na primeira fase o algoritmo encontra o intervalo com pelo menos um
minimizador. Além disso, ao descartar intervalos em cada iteracao do algoritmo, o
intervalo que sobrou contém pelo menos um minimizador. Mostramos também que
o algoritmo realmente converge para um minimizador. Finalmente, demonstramos
que a sequéncia (ag) ou (by) gerada pelo Algoritmo da Secio Aurea converge

linearmente, com taxa de convergéncia de 0,618 (inverso do nimero de ouro).
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