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Resumo

O objetivo deste trabalho é estudar os polinomios de Szegd, que sao ortogonais no circulo
unitario, e suas relagoes com certas fragoes continuas de Perron-Carathéodory e quadratura no
circulo unitéario, afim de resolver o problema de momento trigonométrico. Além disso, estudar a
utilizagao dos polinomios de Szeg6 na determinacao das freqiiéncias de um sinal trigonométrico em
tempo discreto x(m). Para isso, investigamos os polinomios de Szeg6 gerados por uma medida
1y definida através do sinal trigonométrico zy(m), param = 0,1,2,... N—1, e o comportamento

dos zeros desses polinomios quando N — oo.

Palavras-chave: polinomios de Szeg0, polindomios ortogonais, problema de momento trigonomé-

trico, analise de freqiiéncia



Abstract

The purpose here is to study the orthogonal polynomials on the unit circle, known as Szeg6
polynomials; and the relations to Perron-Carathéodory continued fractions, and quadratures on
the unit circle in order to solve the trigonometric moment problem. Another purpose is to
study how the Szegd polynomials can be used to determine the frequencies from a discrete time
trigonometric signal x(m). We investigate the Szegé polynomials associated with a measure ¢y
defined by the trigonometric sinal zy(m), m =0,1,2,... N — 1. We study the behaviour of zeros

of these polynomials when N — oo.

Keywords: Szegd polynomials, orthogonal polynomials, trigonometric moment problem, fre-

quency analysis
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Capitulo 1

Introducao

Dada uma seqiiéncia dupla {u,}>°, de nimeros complexos, satisfazendo 1_, = p, e A, # 0,

paran =0,1,2,... , onde
NO M_l . e M—n
A, = l/jl H.o : :u—’fl-‘rl
Hn  fn—1 - Ko

¢é conhecido como determinante de Toeplitz, obtemos os polinémios de Szego

o H—1 e Uen
] ) ) ) )
n\%) =
nl?) An-i Mn—1 fn—2 -0 H—1
1 z ) Zn

A seqiiéncia de polinémios {p,}72, é ortogonal com relagdo a um funcional linear definido por

q q
£[Zcmzm]:Zcmum, cm € C, —o0 < p<qg<oo.
m=p m=p
Seja 6, € C tal que dg # 0 e |0, # 1 (|0,] < 1), para n = 1,2,3,... . Definimos a fragao
continua de Perron-Carathéodory hermitiana (positiva) por
20, 20, 1 1—|6)? 1 1 — |dq)?
N SR W Y R
14 — +01z + 1 +022 + 2 +
_ 1 —
L =D
o1+ .

Estas fracoes continuas tém uma relacao direta com os polinomios de Szegd, como veremos neste

trabalho.
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Uma medida positiva ¥ no circulo unitério é uma funcao real definida em —7 < 0 < 7,

limitada e nao decrescente com infinitos pontos de aumento, tal que

/ e da (), n=0,+1,4+2,...,

—
existem.

Um tépico importante que esta relacionado aos polinomios de Szegd e as fragdes continuas de
Perron-Carathéodory é o problema de momento trigonométrico (PMT), a saber: Para uma dada

seqiiéncia de nimeros complexos { i, }°° encontrar condicoes necessarias e suficientes para a

—00)

existéncia de uma medida positiva 1 tal que

un:/ e da(6), n=0,+1,42,... .

—T

Este problema foi considerado pela primeira vez por Akhiezer e Krein [2] em 1934.

A partir da medida v, Szegé introduziu, em vérias publicagdes por volta de 1920 (ver, por
exemplo, [21] e [22]), polinomios ortogonais que atualmente sao chamados de polinémios de Szegd.
Esses polinémios sao ortogonais no circulo unitario e serao utilizados para resolver o problema de
analise de freqiiéncia a seguir.

Consideramos um sinal trigonométrico da forma

I
x(m) = Z e z(0) # 0, (1.2)
j=1I
onde I ¢ um numero inteiro positivo. As freqiiéncias w; satisfazem w; € R, w_; = —wj,
=wy <w; <--- <wy <7 e os coeficientes o satisfazem a; € C, a_; =a;, =1 < j <. Em

(1.2) vamos tomar o # 0, para j =1,2,...,1 e ag > 0.
O problema de anélise de freqiiéncia consiste em determinar wq, ws, ..., w; de N amostras de

(1.2), observados em instantes de tempo igualmente espacados, isto é, do sinal truncado

I 1MW —
Zj:_laje i, m=0,1,...,N —1,

0, caso contrario.

vlm) = {

Definimos uma medida, construida a partir de xy(m), em [—7, 7] por

N-1
1
dn(9) = - > an(k)e ™| df, -m<f<w NEN
k=0

A idéia apresentada por Jones, Njastad e Saff em [10] é que os zeros dos polinémios de Szegd
pn(Un, 2), com relagao a medida 1y, podem ser utilizados para aproximar os pontos de freqiiéncia

ei com N — oo en > ng, onde ng indica a quantidade de pontos . Uma primeira motivacao
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para esse fato surge quando observamos que, para toda funcao continua, f,

R O}

onde ¢ é uma fungao escada com saltos |o;|* nos pontos w;.

Este trabalho estd organizado da seguinte forma. No Capitulo 2, introduzimos alguns con-
ceitos basicos sobre polinomios ortogonais na reta real, formulas de quadratura, fragoes continuas
e problemas de momento. Apresentamos definicbes e propriedades andlogas as estudadas nos
capitulos subseqiientes.

No Capitulo 3, apresentamos as fracoes continuas de Perron-Carathéodory hermitianas
(HPC-fragoes), as fragoes continuas de Perron-Carathéodory positivas (PPC-fragoes). Definimos,
também, os polindmios de Szegd e estabelecemos suas relagoes de ortogonalidade através de um
funcional linear, com énfase nas relagoes de recorréncia e na localizagao dos zeros desses polinomios.
A razao para introduzirmos as fracoes continuas de Perron-Carathéodory é que os polinomios
de Szegé e seus associados surgem naturalmente como denominadores e numeradores, respecti-
vamente, de seus convergentes. Além disso, discutimos algumas propriedades dos polinomios
para-ortogonais e dos convergentes modificados das fragoes continuas de Perron-Carathéodory.

Iniciamos o Capitulo 4 com quadratura no circulo unitario. A aplicacao dos polindmios de
Szegd a estas férmulas nos permite desenvolver o problema de momento trigonométrico. Esse
problema ¢é estudado na Secao 4.2, onde apresentamos dois resultados principais, um a respeito
da existéncia e outro sobre a unicidade da solugao. Em seguida, consideramos um caso importante
chamado problema de momento N-definido, que sera util para o Capitulo 5. Finalizamos o capitulo
com a definicao de funcoes de Carathéodory normalizadas.

No Capitulo 5, estudamos o problema de andlise de freqiiéncias. Definimos o problema e
mostramos suas relagoes com os polinomios de Szegd e com as fragoes continuas de Perron-
Carathéodory. Em seguida, apresentamos uma técnica para encontrar as freqiiéncias que se
baseia na convergéncia dos zeros de certos polinomios de Szego.

Encerramos este trabalho com algumas consideragoes finais no Capitulo 6.



Capitulo 2

Resultados Preliminares

Neste capitulo apresentamos, principalmente, algumas propriedades bem conhecidas de polino-
mios ortogonais. Fazemos uma breve exposicao, sem demonstracoes, de tépicos existentes sobre
polinomios ortogonais na reta real, formulas de quadratura gaussiana, fragoes continuas e pro-
blema de momento. As demonstragoes podem ser encontradas em Chihara [4]. Os livros de Freud

6] e de Szegd [21] também sdo textos cldssicos sobre o assunto.

2.1 Funcional de momento e polindmios ortogonais na
reta real

Definicao 2.1. Sejam {pu, }22, uma seqiiéncia de nimeros complezos e F uma fun¢ao com valores

complexos definida no espaco vetorial dos polinomios complexos de varidvel real, I1, por

Flx"] = pin, n=0,1,2,...

Flaim (z) + aoma(x)] = an Fmi(x)] + cuF[me(2)], Vai,a0 € C e Vm,m € 1L

Entao, F € chamado Funcional de Momento determinado pela seqiiéncia de momentos {u,}.

Se w(x) = Zakxk, entdo 7(x) = Zaka:k,
k=0 k=0
Fla@)] =Y aue e  Flr(@)] = G
k=0 k=0

Definicao 2.2. {P,}>2, ¢é uma seqiéncia de polinémios ortogonais com rela¢io a um funcional

de momento F se, para m,n inteiros e nao-negativos, vale



2.1. Funcional de momento e polinomios ortogonais na reta real )

(1) Pn € um polinomio de grau n;
(17) F[Pm(z)Pn(x)] =0, para m # n;
(iii) F[Pa(z)] # 0.

Além disso, se F[P%(z)] = 1, entdo {P,} é uma seqiiéncia de polindmios ortonormais com
relagao a F. Usamos {p, }5°, para denotar a seqiiéncia dos polindmios ortonormais.

E conhecido ([4], corolario do Teorema 2.2, p.09) que se {Q,} e {P,} sdo seqiiéncias de
polinémios ortogonais para um mesmo funcional de momento, entao existem constantes k,, # 0
tal que,

Qn(x) = k,Py(x), n=0,1,2....

Trabalhamos somente com seqiiéncias de polindmios ortogonais monicos, isto é, com polino-
mios cujo coeficiente do termo de maior grau é igual a 1. Portanto fica subentendido que P,, é um
polinémio ménico. Quando {P,} é uma seqiiéncia de polinomios ortogonais com relacdo a um
funcional F, costumamos dizer, por simplicidade, que os polinémios P, sao ortogonais. Analoga-
mente, se {p,} é uma seqiiéncia de polinémios ortonormais dizemos que p,, sd@o ortonormais.

Pode-se mostrar ([4], Teorema 2.1, p.08) que as seguintes afirmagoes sao equivalentes.

(1) {P,} é uma seqiiéncia de polinomios ortogonais com relac¢ao a F;

(i7) Flr(z)Pn(x)] = 0, para todo polindémio 7w de grau m < n e F[n(z)P,(z)] # 0, se m = n;
(i1i) FlxmPn(x)] =0,se m <n e Fla"P,(x)] #0.

De acordo com estas equivaléncias, existem trés maneiras diferentes de se definir polindmios
ortogonais.

Seja F um funcional de momento com seqiiéncia de momentos {u,}, definimos os determi-

nantes de Hankel, com relacao a F, por

Ho M1 0 ln
A — R 5 N S|
Hn ,un+1 e Hon

Uma condicao necessaria e suficiente ([4], Teorema 3.1, p.11 e exercicio 3.1, p.17) para a existéncia

de uma seqiiéncia de polindmios ortogonais para F ¢é que

A £, n=0,1,2,....

Neste caso,
Mo M1 Hn
1 1o H2 ot finga
e
Hn-1 Hn -+ Hon—1
1 x x"
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Definigao 2.3. Um funcional de momento F é chamado positivo-definido se Flm(z)] > 0, para

todo polinomio 7 satisfazendo w(x) > 0 e m # 0, para todo x € R.

Segue ([4], Teorema 3.4, p.15) que F ¢é definido positivo se, e somente se, seus momentos sao

todos reais e A > 0, para todo n > 0.

Definigao 2.4. Dizemos que um funcional de momento F ¢é quase-definido quando AH 0 para

todo n > 0.

Os polinomios ortogonais tém uma propriedade muito importante, pois possuem uma relagao
de recorréncia de trés termos que permite encontrar o polinomio de um certo grau conhecendo-se
os dois polinomios de graus imediatamente inferiores. Esse resultado, que pode ser encontrado
em [4] (Teorema 4.1, p.18), diz o seguinte: Dado um funcional de momento quase-definido F com
a correspondente seqiiéncia {P,} de polinomios ortogonais moénicos, existem constantes a,, e 7,

tais que
Pu(z) = (. — ) Po1(z) = ¥ Pra(x), n=12,...,  P_(z)=0. (2.1)

Temos um outro resultado, conhecido por Teorema de Favard ([4], Teorema 4.4, p.21), que
fornece a reciproca do que acabamos de descrever, isto é, sejam {a,}>2, e {7,}>,, seqiiéncias
arbitrarias de nimeros complexos e {P,, }°° , uma seqiiéncia de polinomios monicos definida pela

relagao de recorréncia (2.1). Entao, existe um tnico funcional de momento F tal que
Flll =v, F[Pu(z),Pn(x)] =0, para m#mn, m,n=0,1,2,....
F é quase-definido e {P,}>°, ¢ a seqiiéncia de polinémios ortogonais monicos com relagao a F

se, e somente se, 7y, # 0. F é positivo-definido se, e somente se, v, > 0 e «a,, é real (n > 1).

Defini¢ao 2.5. Dada uma seqiéncia de polinémios ortogonais ménicos {P,} com rela¢iao ao

funcional de momento F, definimos o polinomio associado a P, por

Pu(t) = Pn(x)] |

t—=x

n>1.

Qn(x) = }"[

Usando essa definicao e a relacao de recorréncia para os polinomios P,, podemos mostrar que
Q,, ¢ um polinomio de grau n—1 e que Q,, satisfaz a mesma relagao de recorréncia dos polinomios

ortogonais P,,, mas com condigdes iniciais Qy(z) =0 e Q;(z) = puo.

2.2 Foérmulas de quadratura gaussianas

Sejam {t1,ts,...,t,} um conjunto de n (n > 1) ntimeros distintos e

n

Fu(z) =[] -1t).

j=1
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Definimos os polinomios fundamentais de Lagrange por

len(z) = (z — tp)F!(ty)’

k=1,2,...,n,

onde,

F(t) = tim 2@ = Falle) o Fal®) - (x—t;) = ﬁ(tk —t)).

Tty T — iy z—ty, T — L, Tty il

Assim, I, tem graun —1e

Lo (2) = (w=t) = tpr) @ = te) - (£ = 1) k=1,2,...n.

(te —t1) -+ (te — toe1) (b — togr) - (tk — tn)’

Segue imediatamente, para 1 < j, k < n, que

1, se j=k,
lk’n(tj):{o se j#k

Assim, para um conjunto {yi, ¥, ..., y,} de nimeros, o polinomio
Ly(z) = Z Yj ljn(x)
j=1
tem grau no maximo n — 1 com a propriedade
Lo(te) =Y yilin(te) =y, k=1,2,...,n.
j=1

L,, é chamado polinémio interpolador de Lagrange correspondente aos nds t; e as ordenadas y;
(j=1,2,....,n).
Dada uma funcao f, construimos o polinomio interpolador de Lagrange da f nos n pontos

distintos t;, 7 = 1,2,...,n, e podemos escrever
Flf @) = FlLa(@)] = Y Fllia(@)]f(t) = Y Winf (),
j=1 j=1

que ¢ a féormula de quadratura interpolatdria para f nos pontos ¢; com relacao a F. Os nimeros

W, sao os pesos da férmula de quadratura definidos por
Win = Flljn(z)]

e t; sao os noés da respectiva férmula.
Quando ¢; sao os zeros dos polinomios ortogonais com relacao a um dado funcional de momento
F, a formula de quadratura é dita ser uma féormula de quadratura gaussiana. Em geral uma

féormula de quadratura interpolatéria sobre n pontos (nés) é exata para polindmios de grau no
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méaximo n — 1, entretanto, em [4] (Teorema 6.1, p.32) encontramos o seguinte resultado. Seja F
positivo-definido, entao existem nimeros Wi ,,, Wa,,, ..., W, tal que para todo polinémio 7 de

grau no maximo 2n — 1,
Flr(@)] = Winm(jn),
j=1

onde z; ., representa os zeros do polinomio ortogonal P, com relacao a F. Os numeros W, sao

todos positivos e satisfazem a condicao

Wl,n + W2,n + -+ Wn,n = Ho-

2.3 Fracoes continuas

Uma fracao continua é uma expressao da forma

ai
Q2
a3

a ag as
= by +

b_|_ — = - S
0 0 b1+b2—{-b3—|—

(2.2)
b1 +
by +

b3 + .
onde {a,}52, e {b,}>2, sdo seqliéncias de nimeros reais ou complexos ou fungdes reais ou com-
plexas, com a, # 0. Os nimeros, ou fungoes, a, e b, sao chamados, respectivamente, n-ésimo
numerador e denominador parcial. O valor

aq aq a9 Qyp,

Cn =bo+ = by +

2 "Thip b+ 4 b

S

b+ ————
b2+"-+—

é chamado n-ésimo convergente ou aproximante da fracio continua. E conhecido (veja [4], p.80)

que
Cn = An
n — Bn
satisfaz as relagoes de recorréncia
An = bnAn—l + anAn—2 € Bn = ann—l + aan—27 n > 17 (23)
com
A_l = ]_, AO = bo, B_1 = 07 BO = 1. (24)

A, e B, sao chamados, respectivamente, de numerador e denominador do n-ésimo convergente
da fracao continua.
Dizemos que fracao continua (2.2) converge para o valor K (finito) se apenas um nimero finito
de convergentes ¢ indefinido e
lim C, = K.

n—oo
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2.4 Problema de momento

Em geral, um problema de momento é enunciado da seguinte forma: Dada uma seqiiéncia

00 . . . - (. . o
{pn}22, de nimeros reais, determinar condi¢oes necessérias e suficientes para a existéncia de
uma medida positiva 1, ou seja, uma fungao real definida em (a,b) C R, limitada e com infinitos

pontos de aumento, tal que

b
/x”dw(a:), n=0,1,2,...,

existem e satisfazem ,
,un—/:z:”dw(x), n=20,1,2,....

Um problema de momento, que tem solucao, é determinado se a tal medida é tunica, caso
contrario é indeterminado. Os textos [1], [15], [17] e [20] sdo boas referéncias sobre o assunto.
Stieltjes, em 1894-5, introduziu o conceito de problema de momento e resolveu-o no semi-eixo

real positivo (0, 00) considerando fragdes continuas da forma

1 1 1 1
biz 4+ by + bsz + by +

associado com a integral

i
z4+x z 22 3 A

/wd@b(f) B pe 3
0

Para estudar a existéncia de solucao para os problemas de momento, é de grande importancia

considerar, para m € Z, os determinantes, Hém) =1le

Hom, Hmt1 0 Hmin—1
I B T T
Hm4n—1  Hm+n **° Hm4+2n—2
Estes determinantes também recebem o nome de determinantes de Hankel, veja que gl A(H

Quando o intervalo de integragao é (0,00), o problema é chamado problema de momento de
Stieltjes. As condig:ées necessarias e suficientes para a existéncia de solucao para este problema
a0 H(Jrl >0eH +1 >0, paran =0,1,2,... (veja [4], p.72).

Quanto ao problema de momento de Hamburger, onde o intervalo de integracao é (—oo, ), a

condigao necesséria e suficiente para a existéncia de uma solucao é H, ( le > (0, paran=0,1,2,...

(veja [4], p.72).
Tanto o problema de momento de Stieltjes, quanto o de Hamburger, sao indeterminados.
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Algumas variacoes desses problemas sao os problemas de momento forte onde, dada uma

seqiiéncia dupla {u,}5°  de nimeros reais, determinar condi¢oes necessarias e suficientes para

— 00

a existéncia de uma medida positiva ¢ tal que

b
,un:/ " diy(x), n=0,£1,£2,... .

Estes problemas também sao classificados de acordo com o intervalo de integracao.
Problema de momento de Stieltjes forte, onde o intervalo de integragao é (0, c0). Este problema

tem uma solucao se, e somente se,
HSP >0, HSY >0, n=012,...,

HG Y >0, BTV <0, n=0,1,2,... .

O problema de momento de Stieltjes forte é determinado, se e somente se, certas fracoes
continuas da forma

FIZ FQZ FgZ
1+Giz + 14+ Goz + 14+ G322 +

. F,>0e G,>0, n=1,2,3,...,

associadas ao problema, sdo convergentes (ver [15] e [16]).
Problema de momento de Hamburger forte, onde o intervalo de integragao é (—oo,00). As

condigoOes necessarias e suficientes para a existéncia de uma solucao para este problema sao
(—2n) (—2n) _
Hy,”" >0 e H,,.y >0, n=20,1,2,....

Nao sao conhecidas condi¢oes necessarias e suficientes para a unicidade da solugao do problema
de momento de Hamburger forte (ver [11] e [15]).

Temos, também, o problema de momento trigonométrico, cujo intervalo de integracao é

oo
n=—oo

[—7, 7], e a seqiiéncia {u,} ¢ uma seqiiéncia de numeros complexos. Este caso serd

estudado com mais detalhes na Secao 4.2.



Capitulo 3

Polinomios de Szeg6 e HPC-Fracao

Neste capitulo, definimos as fracoes continuas de Perron-Carathéodory hermitianas, HPC-
fracoes e os polindmios de Szegd, que sao ortogonais no circulo unitario. Usamos as férmulas de
recorréncia para relacionar estes dois topicos. Consideramos os polinomios de Szeg6 associados
a um certo funcional linear, visando resolver o problema de momento trigonométrico no préximo

capitulo. Os principais resultados podem ser encontrados em Jones e outros [12].

3.1 Fracao continua de Perron-Carathéodory

Uma fragdo continua de Perron-Carathéodory hermitiana (HPC-fragao) é uma expressao do
tipo
250 1 (1 — |51|2)Z 1 (1 — |52|2)Z

0— —

_ 3.1
L+ 012 + 01 + 092 + 02 + (31)

onde ¢, € C satisfazem
So#0, |6 #£1, n=123,....

Se ¢,, satisfazem
9 >0, |0, <1, n=1,23,...,

entdo a fragdo (3.1) é dita fragdo continua de Perron-Carathéodory positiva (PPC-fracao). Com-

parando seus coeficientes com os coeficientes da fragao continua (2.2), vemos que
b[) = (50, a); = —2(50, bl =1.

Dai em diante,

Qop = 17 Aop4+1 = (1 - ’(snP)Za b?n = gnza b2ﬂ+1 = 5717

n=1,2,3,.... Através dessa comparacao e, de (2.3) e (2.4), podemos obter as seguintes relagoes

de recorréncia para os numeradores e denominadores dos convergentes das fracoes continuas de
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Perron-Carathéodory

( Py, (2) > 5 z( Py, 1(2) ) N ( Payo(z) > n>1 (3.2)
Qan(2) ! Qan-1(2) Qan-2(2) | o

( i ) - an( . ) +(1- !5n|2)z( — ) Cwzil (33
Q2n+1(2) an(z) Q2n71(z)
com as condicoes iniciais

Fo(z) = do, Py(z) = —do, Qo(z) =1, Qi(z) = 1. (3.4)
Usamos HPC{9,,} (PPC{0,}) para denotar uma HPC-fragao (PPC-fragao).

3.2 Polindmios de Szego

Para um par de nimeros inteiros (p,q), p < ¢, denotamos por A,, o espaco das fungoes

definidas por
q
L(z) = Z crz, z, ¢, € C.
k=p

Estas funcoes sao conhecidas por polinémios de Laurent (L-polinomios). O espago de todos os
L-polinomios sera denotado por A, o espago dos polinomios por P e o espaco dos polinomios de
grau no maximo n por P, note que P,, = Ao ,,.

Definicao 3.1. O suporte de uma fungao nao-decrescente 1 é o conjunto dos seus pontos de

aumento, ou seja,

supp()) ={z € C: (2 +¢€) —(2 —€) >0, Ve>0}.

Definicao 3.2. Uma fungao 1)(z) é uma medida positiva no circulo unitdrioC = {z € C: |z| = 1}
quando (), definida em —m < 0 < 7w, é uma funcdo real, limitada e ndo decrescente com
infinitos pontos de aumento tal que os momentos (trigonométricos)
o, = /z‘m dy(z) = / ™™ dip(e), m=0,41,42,...,
C -7

existem (sdo finitos). A medida ¥ (e?) induz uma outra medida J(Q) que chamamos, simples-
mente, de (0), esta € a notagao que usamos neste trabalho.

Um dos objetivos é estudar o problema de momento trigonométrico (PMT), a saber: Dada uma

seqiiéncia dupla {p,}>, de nimeros complexos, determinar condi¢bes necessarias e suficientes

para a existéncia de uma medida positiva em [—m, 7] tal que

un:/ e M0 dy(6), n=0+1,+2,....

—T
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De posse da medida 1, definimos um funcional integral
e = [ s ave),  fen (35)

Chihara [4], p.51, afirma que se uma medida positiva ¢ possui um suporte infinito, entdao o
funcional I, definido em A, satisfaz I;[f(¢)] > 0 para qualquer L-polinémio f(e?) > 0, para
todo 8, e f # 0. Assim, o funcional I,;, em (3.5), define o produto interno

(f9)s = L[ f(e")g(e™™)] = /_7r Fe)g(e ™) dv(®),  fgeA (3.6)
Observamos que

P [ @ e = [ e aw) —p,  n=o12....

Logo, uma condigao necessaria para resolver o PMT é considerar seqiiéncias {u,}>, que satis-
fazem p, =p_,, n=20,1,2,.... Correspondente a esta seqiiéncia definimos a matriz de Toeplitz,
T,, por

fo H-1 ccc fien

T,=| " T 0

fin fn—1 - fho

e o funcional linear £, em A, por
q q
E[Z cmzm} = Z Conlb—ms cm € C, —0o<p<g<oo. (3.7)
m=p m=p

Em termos de £, podemos definir um funcional (-, -), por

o =clron(2)]. raea 33

onde a barra sobre ¢ significa que conjugamos somente os seus coeficientes.

Decorre imediatamente das defini¢oes de (-, -), £ e da seqiiéncia {u,} que

() (a(f +g), 5h) = aB{f, ) + aBlg, b),

(i) (f,9) = (9, 1),
para f,g,h € A e a, € C. Além disso,

n n

(f, f) = Z citrpk—j, se f(z)= Z ;2. (3.9)

kvj:_n ]:—TL
. . . . . " . , it
O determinante da matriz T), é real pois T}, é hermitiana, isto é, T, = T, = TH. Este

determinante é chamado determinante de Toeplitz e é definido por A_; = 1 e, paran =0,1,2,... ,

/‘LO /“L—l oo M—’Vl

A, = | R e g (3.10)

Hn  HPp—1 - Ho
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Definigao 3.3. Uma seqiéncia {p,}>,, de nimeros complezos é chamada hermitiana se
M = T_,,, n=0,1,2,....

Além disso, se
A, >0, n=01,2...,

a sequéncia € chamada hermitiana positiva-definida.

Definigao 3.4. Um funcional linear L, definido em A, é chamado positivo-definido se L[f(z)] > 0
para todo L-polinomio f que satisfaz f(z) > 0, para todo z, e f # 0.

Novamente, de acordo com Chihara [4] p.15, o funcional linear £ é positivo-definido quando
A, >0, n=20,1,2,...,

e quase-definido quando

A, #0, n=01,2,....

Ainda, com relagao ao funcional integral (3.5), para todo polindmio 7(z) = Y _, cx2", com

cn #0paran=0,1,2,..., temos

0< (o= [ P av) = (e e o) T

-7

de onde vemos que T, (n =0,1,2,...) é positiva-definida.

Logo, considerar seqiiéncias hermitianas positiva-definidas é condi¢ao necessaria para resolver
o PMT.

Seja {pn}>,, uma seqiiéncia hermitiana positiva-definida, isto é, £ ¢é positivo-definido. Se

f(z) =377, ¢;# satisfaz f # 0. Entao, de (3.9),

Ho  H-1 H—2 o H2n Cn
M1 Ko H—1 o H—2p41 C_n+1

<f7 f> = < C_p E7n+1 EfnJrQ cee o Cp ) M2 251 Ho T H—2n42 C_n+2 > 07
MHon  H2n—1 HMH2pn—2 - Mo Cn

pois a matriz dos momentos é positiva-definida. Logo (3.8) é um produto interno em A x A.
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Quando A, # 0 (A, > 0), ou seja, quando £ é quase-definido (positivo-definido), definimos

como seqiiéncia de polinomios de ortogonais com relagao a L, a seqiiéncia que satisfaz

m 0, se m=0,1,....,n—1,
(pn; 2™) =
K, #0, se m=n.
Esta seqiiéncia também é conhecida como seqiiencia de polindmios de Szeg6é com relacao a L.

Consideramos apenas os polinomios p, monicos, isto é,

n
k
pn(z) = E Ckn? Ck,n S (C, Cnn = 17
k=0

n=20,1,2,.... Portanto, para m = 0,1, 2,..., obtemos
1 u 0, se m <n,
(pn,2™) =L {pn(z)—} = Chnlbm—k = { n=20,1,2...,
zm kz:; K,, se m=n,
que equivale ao sistema
Ho H—1 Hent1  H—n Co,n
H1 Ho Heni2 H-ni1 Cin
: : : con | = (3.11)
Hn—1  Hn-—2 Ho M1
Hn Hn—1 H1 Ho Cnn Kn
Calculando ¢, ,, por meio da regra de Cramer, temos
| = o, = fnBn-t K, —
’ An An—l
Logo,
m 0, se m=0,1,...,n—1,
(pn:s 2™) (3.12)
A, /A1, se m=n.
Substituindo a tltima linha do sistema (3.11) por cop, + C1az + -+ + Co1022™ 1 + 2™ = pu(2),
obtemos o novo sistema
Ko H—-1 M—nt1 H—n Co,n
M1 Ko H—nt+2  H—n+1 Cin
. ) ) A
Hn—1 Hn—2 Ho -1
1 z 21 2" Cron pn(2)
Calculando ¢, ,,, pelo mesmo método anterior, encontramos
Mo H-1 H—n+1 -n
H1 Ho Hent2 H-ni1
z) = : : 3.13
pul2) = 5 (31
Hn—1 Hn—2 Ho -1
1 z 21 2"
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Definigao 3.5. Se q,(z) = > ,_,arz®

polinomio reciproco é definido por

¢ um polinomio de grau mo mdzimo n,

n—k — z”q_n(l/z),

onde q,, € o polinomio q, com o0s coeficientes conjugados.

Para z € C, também podemos escrever

0 (2) = 2" qu(1/2).

Neste caso, conjugamos os coeficientes e a variavel de g,.

operacao que depende de n e que é uma involucao, pois

40" = an-
Da forma (3.13) para p, e lembrando que A, € R, n=0,1,2,..., temos
fo 1 Fn 1o fy e i
Hyq iz e ﬁfnJrl ) M1 o Mn—1
S pAk . . . .
. z) = Zn n 1/2) = = . : . . = . : :
pn(2) = 2"pn (1/Z) = B A
Hp—1 n—-2 M H_n+1 MH—py2 - M1
1 1 .
1 - — n o ce 1
z Z"
Usando as defini¢oes de polinomio reciproco e do funcional (3.8), obtemos
o= (en (8 )= efn(2) 2] - efon )] i
z z) z
Entao,
. m Ay /AL, se m=0,
(s ™) =
0, se m=1,2,....,n.
Como pp(2) = 2™ + 31 ckm?*, temos
m—1 m—1
<,0n7 pm> = <pn> Zm + Z Ck,mzk> p'ru + Z Ck,m Pns 2 <pn7 Zm>7 m = 07 17 cee
k=0 =0
Portanto,
se m=0,1,...,n—1,

(Pns pm) = { >

A, /AL, se m=n.

Definimos, agora, ¢,, € C por

0o = fho € 0p = pn(0)7

entao o seu

Consideramos * como sendo uma

(3.14)

(3.15)
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O coeficiente 9,, é chamado coeficiente de reflexao e serd extremamente 1til para este estudo. Por

(3.13), obtemos

Ho I —n
1 pf2 - Moy
H1 L
5= L . S . (=D po per o fepga
" An—l ’ . . . B An—l : : ’ :
Hn—1 Hp—2 -*- H-1
1 0 . 0 Hn—2 Hn—3 H—1

Teorema 3.1 (Relagoes de Recorréncia). Os polindmios de Szegd monicos

relacoes

p(2) = Snzpaci(2) + Aoa(2), m 2L,

pu(2) = 0upi(2) + (1 = [0a]")2pn1(2), n 21,

com as condicoes iniciais

Demonstragao: Lembramos que

ﬁ{kzijckzk}zzckﬂ—k e (fﬂ)zﬁ{f(z)?(%)]-

Seja L € A, entao

1 1
(z2L,2") =L |:ZL(Z)—:| =L [L(z) 1] = (L,z"")
2" 2N
Para n > 1, seja
<p*,1,2>
An(2) = pi(2) — anzpn_1(2) — pi_1(2), oy = ——2
(2) = pp(2) Pn-1(2) = pr_1(2) Cepna. 2
O coeficiente «,, esta bem definido, pois
AV
(2pp-1,2") = {pp_1, 2" 1) = ! £ 0, n=123,....
An—?
De p;,(0) = p,-1(0) = 1 segue que
A,(0) =0,

isto significa que o polinomio A, nao possui termo independente. Portanto,

n

An(z) = Z apz* € Ay

k=1

(3.16)

satisfazem as

(3.17)
(3.18)

(3.19)
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Como A, nao tem termo independente,
— (1
Ar(z) =2"A, (—), (3.20)
z
pertence a P, _;, n=1,2.3,.... Entao A’ tem a expansao
n—1
Ar(z) = Z brpr(2) (3.21)
k=0
De (3.20) e (3.21), obtemos para n > 1,
1 n—1 1 n—1 1 n—1 3
An(z) = 2"A, (;) = Z 2" iy, (;) = Z 22, (;) =Y bp2" Fpr(2). (3.22)
k=0 k=0 k=0
A escolha de «, assegura que (A, z") = 0, pois de (3.19)
(A2 = (ol 2+ L2y oy ) =
<an*17 Zn>
Disso, da defini¢ao de (-,-) e de (3.22) vemos que
n—1 n—1 1
0= n — 7 n—k x _n\ _ 7 n—k * il
(") = STl i) = SR i)
k=0 k=0
n—1 1 n—1
= Yt |pi | = Xhuloi ) =
k= k=0
Como g = Ay # 0, concluimos que by = 0. Agora,
* n— 1
(An, 2n71> = {Pns Zn71> — a0 (2Pn-1, zn71> —{Pp_1,2 1> = —onL {anl(z) on—1
1 n—2
= —oznﬁ pn,1<2> n—2 = _Oén<pn*17'z > =0.
Portanto,
n—1 _ n—1 _ 1
0= (An,2"") = Y ble""pp ") = ) bl {z“—kp,t(z)znl]
k=1 k=1
n—1 _ _
= > blpp, 2N = b, 1),
k=1
ou seja, by = 0. Continuando, obtemos, by = b3 = --- =b,_1 = 0. Logo, A,(z) =0 e de (3.19)
F(2) = anzpn1(2) + P (2) (3.23)

Comparando os coeficientes de 2" em (3.23) temos,

an = 5,(0) = 6, n>1.
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Logo,
pu(z) = gnzpnfl(z) + pn-1(2),
como em (3.17).

Definimos

Cn(2) = pal2) = 6upi(2) = Tazpnor(2): A = % |

De maneira completamente andloga a anterior, encontramos
pu(2) = 0npy(2) + (1 = 04" 2pn-1(2),
terminando, assim, a prova de (3.17). [

Pelas relagoes de recorréncia podemos ver que os polinomios de Szegd monicos sao completa-
mente determinados pelos coeficientes de reflexao d,,. Esses coeficientes podem ser calculados por

(3.16) ou pelo método dado no préximo teorema. No préximo teorema também mostramos que

Teorema 3.2. Sejam L um funcional linear quase-definido, A,, o determinante de Toeplitz (3.10)

e {0n}°, uma seqiiéncia definida por
(Sozﬂo, 5n:pn(0)> n:1,2,3,... .

Entao, 69 # 0 e, paran > 1,

5, = _M (3.24)
<pn—17 1>
e
1—10,° = % #0. (3.25)
Anfl

Demonstragao: Como estamos trabalhando com um funcional quase-definido, temos que A,, # 0
(n > 0), entdo, 6y = po # 0. Para mostrar (3.24), multiplicamos a rela¢ao de recorréncia (3.17)

por §, e somamos com a relagao (3.18), obtendo uma terceira relagao dada por

pu(2) = 2pac1(2) + 6upy(2), m > L.

Assim temos
(pn 1) = (2pn-1,1) + 0u ()1, 1).
Como (py, 1) = 0, chegamos ao resultado.
Finalmente, para mostrar (3.25), usamos a relagdo de ortogonalidade (3.12) e a relagao de
recorréncia (3.18) e obtemos

Ap
An—l

P>

n—1

= {pu2") = Galp 2") + (L= 5P, 2") = (1= 16,12,

[\
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como queriamos demonstrar. [ ]

Quando £ é um funcional linear positivo-definido, é possivel mostrar que os zeros dos polinomios
de Szegd p,, estao todos no disco unitdrio aberto |z| < 1. Para demonstrarmos este fato precisamos

do seguinte resultado.

Teorema 3.3. Seja U (# 0) um polinomio com todos os zeros em |z| < 1. Se A € C satisfaz

|A| < 1, entdo todos os zeros do polinémio
T(z) =U"(z) + A2U(z2) (3.26)

estao em |z| > 1.

Demonstracao: Convém observar inicialmente que, como os zeros de U estdo em |z| < 1, os
zeros do seu reciproco U* estao em |z| > 1.

Para demonstrar o teorema, supomos, por absurdo, que T'(zy) = 0 e |z9| < 1. Entao, por (3.26),
vemos que zy 7# 0 e U*(zg) # 0, pois os zeros de U* estao em |z| > 1. Assim, U*(zp) = —20\U(20),
e segue que

U(z
1= Ll A | < Ll < Lol

o que é uma contradicao. [ ]
Se £ é um funcional linear positivo-definido no sentido que A,, >0, n=0,1,2,..., entao, de
(3.25), temos que |6,| < 1, n =1,2,3,.... Neste caso, vamos usar o principio de indugao finita

na relagao de recorréncia (3.17), ou seja, em

PZ(Z) = p,t_l(Z) + gnzpnfl(z)a n=>1,

para mostrar que os zeros dos polinémios de Szegé p,, estdo no disco unitério aberto |z| < 1. Para

isso basta mostrar que os zeros de p} estdao em |z| > 1.

Temos que
p1(z) =z + 6y,
cujo zero é —d; que, em modulo, é menor do que 1.
Supomos que todos os zeros de pg, k =1,2,...,n — 1, estdo em |z| < 1, ou equivalentemente
que os zeros de p} estdo em |z| > 1, para k = 1,2,...,n — 1. Agora, usando a relagao (3.17) e

o Teorema 3.3, mostramos que os zeros de p} estdo em |z| > 1. Logo, os zeros de p,, satisfazem

2| < 1.
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3.3 Relacao entre polinomios de Szeg6 e HPC-fracao

No teorema a seguir tomamos um funcional quase-definido £ e sua correspondente seqiiéncia
de polinémios de Szeg6 {p,} e mostramos que existe uma HPC-fragao cujos denominadores dos

n-ésimos convergentes @, satisfazem Qa,11(2) = pn(2) € Q2n(2) = pi(2).

Teorema 3.4. Seja {p,} a seqiéncia de polinomios de Szegd com rela¢ao ao funcional linear

quase-definido L. Sejam {6,} e {Q,} definidos por
50:M07 5n:pn<0)7 n:1a2)37"'a

Q2n+1(z) = pn<z)7 Q2n(z) = p;kL(Z)7 n=123,.... (327)

Entao Q),, é o denominador do n-ésimo convergente de uma HPC-fra¢ao construida com os coefi-

cientes 6,,. Além disso, a HPC-fracao € uma PPC-fracao se, e somente se, L € definido positivo.

Demonstracao: Pelo Teorema 3.2, dg # 0 e |3,| # 1, que estd de acordo com a defini¢ao da
HPC-fragao. De (3.27) e (3.17), obtemos

Qan(2) = ganQn—l(Z) + Q2n—2(2)

Q2n+1(2) = 0,Q2n(2) + (1 = |0")2Q2n1(2).

Portanto, ), satisfaz as mesmas relagoes de recorréncia dos denominadores dos convergentes da
HPC-fragao. As condigdes iniciais sdo conseqiiéncias de po(z) = pj(2) =1 e de (3.27).

Agora, se L é positivo-definido, entao dg = o = Ag >0e A, >0, n=1,2,3,.... Assim, de
(3.25), |0,] <1, n=1,2,3,.... Portanto a HPC-fragdo é uma PPC-fragdo. Reciprocamente, se
HPC{0,} é positiva, entdo Ag = pp = dp > 0. Paran > 1, |0,| < 1. Assim (3.25) e o fato que A,

é real implica que

JAVAV
0 < 1 - ‘5n|2 - TZ = AnAn_Q > O,
n—1
como A_; =1e Ay > 0, concluimos que A,, > 0. Logo, £ é positivo-definido. [ ]

O préximo teorema contém um resultado do tipo Teorema de Favard, em que tomando uma
HPC-fragao com o numerador do n-ésimo convergente (),, mostramos que existe um funcional

linear quase-definido £ tal que {Q2,11} é a seqiiéncia de polindémios de Szegd com relacao a L.

Teorema 3.5. Seja HPC{0,} uma HPC-fracdo cujo denominador do n-ésimo convergente Q.
estd definido pelas relagoes de recorréncia (3.2), (3.3) e (3.4). Para cada n > 0, sejam o, e oF
definidos por

ou(2) = Qania(2), o7(2) = Qun(2). (3.28)
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Entao,

(A) oo(2) =0g(2) =1 e paran > 1,
on(z) = 20,-1(2) + nor_(2), (3.29)

07(2) = 6pzon_1(2) + 0¥ ,(2), (3.30)

e o, € um polindmio monico de grau n com 0,(0) = 0, 0F € um polindmio de grau no mdzimo

n comor(0)=1ce

Qn11(2) = 0,(2) = 03(2) = Qun(2),  n=0,1,2,...,

onde * denota o polinémio reciproco.
(B) Eziste um funcional linear L, quase-definido, tal que {o,} € a seqiéncia de polinomios de

Szeqé com relacao a L. O funcional L € positivo-definido se, e somente se,
So>0 e |6 <1, n=12,....

Demonstracao: (A) As relagoes (3.29) e (3.30) seguem substituindo (3.28) nas relagdes de
recorréncia (3.2) e (3.3) da HPC-fracao.

Para provar o restante temos que o} (z) = 2"7,(1/z), de onde
on(z) = 2"a,(1/2), n=123....

Como o0y(2) = 0¥ (2) = 1,

oy(z) =1=05(2).

De (3.30), paran =1,
o1(z) =2+ & e of(z) =0,z +1

de onde vemos que o4(z) tem grau 1, of(z) tem grau no maximo 1, 0(0) = 0y, 07(0) =1 e
* — 1 < T
o1(z) = zo1 <;) =012+ 1 =07(2).

Vamos supor, por indugao, que oy tem grau k, of tem grau no maximo k, o, (0) = d;, 05 (0) =1
e oy = 0}
Agora, por (3.29),

Ok+1(2) = 20k(2) + 0105 (2) = 2z0k(2) + Spr10%(2). (3.31)
Portanto, oy41(2) tem grau k + 1 e, ainda,

Ok+1(0) = 0p410%(0) = Op41-
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De (3.30),
07rs1(2) = Okp1203(2) + 05 (2) = Opr120k(2) + 07 (2).

Portanto, of,,(2) tem grau no maximo k + 1 e
7:41(0) = 05(0) = L.

De (3.31) ainda vemos que

1 1 1 1
Opp(2) = ZkHEkH(Z) = 2" (;) k(;) +z +15k+10k(z>
1
= 2fF <;) + 0122 0k< ) 2) + Opp120k(2)
Ug+AZ%

demonstrando assim o resultado.

(B) Comegamos mostrando que é possivel construir uma seqiiéncia {p, }>, com

um/::ﬁ—m/ WL::17273w"7

tal que, para cada n = 0,1,2,..., o funcional L™ definido em A_,,,, por
E(")[ Z ckzk} = Z Crfb—, ¢, € C, (3.32)
k=—n k=—n
satisfaz
LM[o(2)] =0, k=1,2...,n. (3.33)

Tomamos 0 # 1 € R. Entao 7, = uo. Por (3.32),

£© {chz ] L’(O) [co] = copto

e satisfaz, por imposicao, (3.33).

Supomos que para algum n > 1, g_(,_1), ..., fip—1 satisfaz
Ay = o, m=0,1,2,... n—1
e L1 definido em A_(n-1),(n—1) pOr (3.32), trocando n por n — 1, satisfaz
L0 Vo) =0, k=1,2,...,n—1. (3.34)

Como oy é um polindémio monico de grau exatamente k, o conjunto {0y, 01, ...,0,} é linearmente

independente, dai

n—1
+Zak0k(2), n=20,1,2 ...,
k=0
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onde os coeficientes a; sao unicamente determinados. Definimos

flon = Qoflo,  Hn =F_, (3.35)

e LM por (3.32). Entao L™ é uma extensao do funcional £V definido em A_(n-1),(n-1) Para
A, isto é, podemos aplicar £™ a todo elemento de A_(n-1),(n-1) obtendo o mesmo valor
provindo de £V, Portanto, por (3.34)

LOop(2)] = L Vop(2)] =0, k=1,2,...,n—1. (3.36)
De (3.35) ¢ (3.36),
LM, = £W [z" — 2 akak(z)] = LMz — i: ar L™ [0 (2)]

= MH-n — aoﬁ(n) 00(2’)] = fb—p — aopo = 0.

Isto completa a inducao.
O funcional £, definido em A por (3.7) é, entdo, uma extensdo do funcional £™ e, portanto,
satisfaz
Llox] =0, k=1,2,3,....

Assim, o funcional associado (-, -), definido por (3.8), satisfaz
(on, 1) = Llon(2)] =0, kE=1,2,3,.... (3.37)

De (3.37), obtemos

i = nftr-efm (8] - (O]

k=0 k=0 k=0 k=0
isto é,
(or,2") =0, n=123,.... (3.38)
Nosso proximo passo € mostrar que, paran =1,2,3, ...,
(O, 27) = (o), 27) =0, 1<g¢g<n-1 (3.39)

Inicialmente, introduzimos, para r > 0 inteiro, as afirmacoes I, e J, dadas por
I = {{0n,2%) =0, para0<g<r<n—1, n=r+1r+2..} e

Jo={{o:,29y =0, paral<qg<r<n, n=rr+1,...},

n’
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e usamos inducao finita para mostrar que estas afirmacoes sao verdadeiras, demonstrando, assim,
(3.39).
Cabe observar que I é simplesmente (3.37) e Jy é vazio. Assim, ambas as afirmagoes valem.

Para p > r + 1, introduzimos

i1y ={(05, 2"y =0, parar+1<m<p}

m?

Observamos que

T

Jr={(07,2) =0,....(07,2") =0,(07,1,2) =0,...,(0r,1,2") =0,...}

€
Jri1 = {<U:+17 2)=0,..., <U:+1’ ZT+1> =0, <U:+27 z)=0,..., <U:+27 Zr+1> =0,...},
onde (o7, 1, 2" =0,(0},,,2"1) =0,... € J,. Entdo
JT+1\JT = {<0-:+17 ZT+1> =0, <J:+27 ZT+1> =0,.. } = U Jri1p, (3'40)
p=r+1

onde J,41\J, significa o conjunto de todas as afirmagoes que estdo em J,,; mas nao em J,.
Supomos que para algum r > 1 fixo, I, e J, sdo validas. Por (3.38), (o7 ,,2"t!) = 0, isto ¢,
Jry1r41 € valida.
Supomos, também, que J,41, ¢ vélida para algum p > r + 1. Entao, usando este fato, a
relagdo de recorréncia (3.2), (3.28) e I, temos

(01, 2 = 3p+1(za;, 2 4 (o, 2y = _p+1<a;, 2") + {0, 2 = 0.

Segue que J,1; p41 € valida e, portanto, por inducao, J,1;, vale para todo p > r + 1.
De (3.40),

Jr+1: U Jr+1,pUJr-

p=r+1
Portanto, J,,; é vélida.

Usando (3.3), (3.28), I, e J,1, obtemos para n > r + 2,
(00, 271 = 8, (07, 2" + (1 — 6,2 (201, 271 = (1 — 0,001, 27) = 0.

Portanto, I,,; vale e, por inducao em r, podemos concluir que I,,, e J,, sao validas para todo
m=0,1,2,... . Logo, (3.39) estd provada.

De (3.3), também vemos que

(On,2") = dnfon,2") + (1= |5n|2)<0n—172n_1> =(1- |5n|2)<0n—1a Zn_1>
= (1—16,")(1 = [80a]?) -+ (1 = |8:]*) (00, 1), n=1,23.... (341
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Como (g, 1) #0e |0,| #1,n=1,2,3,..., segue de (3.41) que
(on,2") #0, n=20,1,2,.... (3.42)
De (3.42) e pela definicao de polinémio reciproco,
(0:21) = (7 ( 1), 1) = (%, 00(20) = T 27 £0
Agora, provaremos por indugao que o determinante de Toeplitz satisfaz
A, #0, n=0,1,2,..., (3.43)

tal que o funcional £ é quase-definido e, assim, o0, é a seqiiéncia de polinomios de Szegé com

relacao a L.

Pela escolha de o temos que Ag = pp # 0. Supomos que para algum n > 1, A, ;1 # 0.

Escrevemos 0,(2) = ap + a1z + -+ + a,, 12" + 2". Entao,
(00,25y =0, k=0,1,....n—1 e (0,,2") =B, #0

é equivalente a

Ho — H—1 “*r fhop Qg 0
H1 Ho -+ MHept1 ai

Hn—1 Hp—2 - H—1 On—1 0
Hn Hn—1 =" Ho (07% ﬁn

(3.44)

Podemos ver que a matriz M,, dos coeficientes satisfaz det(M,,) = A, e que a matriz aumentada

desse sistema é dada por

po  pn o pia 0
1 po ccr Hepgr O
M/ — . . . .
MHn—1 Hp—2 - -1 0
Un HUn—1 - Mo ﬁn

Vemos que o determinante da submatriz obtida de M), eliminando-se sua pentltima coluna, é o

valor nao nulo 3,4, _;. Em Boldrini [3] (Teorema 3.7.1, p.80) encontramos que o posto de uma

matriz A, quadrada ou nao, é dado pela maior ordem possivel das submatrizes quadradas de A

com determinantes diferentes de zero. Assim, o posto de M/, é n+ 1. Como o sistema (3.44) tem

uma solucao, o posto de M,, é n + 1. Logo, A,, = det(M,,) # 0 e, por indugao, (3.43) vale, como

queriamos.

O restante é equivalente ao final do Teorema 3.4.
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3.4 Polinémios associados e polinomios para-ortogonais

Nesta secao, apresentamos, sem demonstragoes, dois topicos que sao necessarios para a solugao
do problema de momento trigonométrico. As demonstragdes podem ser encontradas em [12].
O primeiro topico trata dos polinomios associados aos polindmios de Szegd. Consideramos

expressoes do tipo

n
o -ne) 5200 - n6)
onde t é a variavel e z é considerado constante. Como t = z é um zero dos termos entre colchetes,
em ambas, o numerador e o denominador, de cada expressao, possuem o fator (z — t). Entao
temos que essas expressoes sao L-polinomios em ¢.

Para um L-polinomio em ¢,

q
L(t,z) = Zak(z)tk, ag(z) € C, —00 < p < g < o0,
k=p

usamos L; para denotar o funcional linear operando em L como uma funcao de t e escrevemos

q

LIL(2)] = 3 a(2)no

k=p
Agora, definimos m, e w, por
z+t
71'”(2) :Et [Z_t(pn(t) —pn(Z)):|, n = 1,2,3,..., o = — Mo (345)
z4+t (2", .
wn(z) = Et[z_t(t—npn(t) —pn(z))], n=12.3,..., Wo = Ho- (3.46)

Ty, € Wy sao chamados polinomios associados com p,, e p;, respectivamente.

Teorema 3.6. Seja {p,} a seqiéncia de polinomios de Szegé com relagao ao dado funcional linear
quase-definido L. Sejam {m,} e {w,} as seqiéncias de polindmios associados definidos por (3.45)
e (3.46). Entao,

(A) Para cadan >0, m,(z) é um polinémio de grau n, w,(z) € um polinémio de grau no mdzimo
n, e

wn(z) = —mi(2). (3.47)

(B) Paran > 2,

l(2) = L, E ald <§—:pn(t) _ pn(z))}, 0<k<n-—1, (3.48)

o) = LS (a0 -so)]. 1<rsn (3.49)
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(C) Dada uma HPC-fragdao definida por dg = o € 6, = pn(0), n =1,2,3,..., com numerador do

n-ésimo convergente P,, temos
Py, (2) = wn(2) e Popi1(z) = mp(2), n=0,1,2,....

Este resultado garante que os polinomios associados 7, e w, sao numeradores dos convergentes

da HPC-fracao e, portanto, satisfazem as relagoes de recorréncia

wn(2) = 0p2mn_1(2) + wn_1(2), n=123,...,
OnWn

(2) + (1 = [6,]*) 2mn_1(2), n=123,..., (3.50)

n(2)
com as condicoes iniciais
wo(2) = Fo(z) = 0o, mo(2) = Pi(2) = —do.

A demonstracao deste teorema baseia-se no fato de que é possivel encontrar tais relagoes de
recorréncia para 7, e w, a partir de suas definigdes (3.45) e (3.46).

Tomando as relagoes de recorréncia para m, € w,, podemos dizer que os numeradores dos
convergentes da HPC-fracao sao os polindmios associados aos polinomios de Szegd. Com esses

argumentos podemos provar o proximo resultado.

Teorema 3.7. Dada uma HPC-fragao, construida a partir dos coeficientes d,, obtemos um fun-
cional linear quase-definido L correspondente a ela (Teorema 3.5(B)), com pg = . Seja {pn} a

seqliéncia de polinomios de Szeqé com relacdo a esse funcional L. Entdo, para n > 0,
Po,(2) = wy(2) e Poni1(2) = ma(2),

onde m, € w, sGo os polindmios associados (3.45) e (3.46).

O segundo topico a ser estudado nesta secao é sobre os polindmios para-ortogonais. Uma
seqiiéncia de polinémios {X,} serd chamada de seqiiéncia de polindmios para-ortogonais com
relacao ao funcional quase-definido £ se, para todo n > 0, X, for um polinomio de grau n

satisfazendo
(X, 1) #0; (Xp,2™") =0, 1<m<n-—1; (Xn,2") #0.
Para k € C, k # 0, um polindmio X é chamado k-invariante se
X*(2) = kX(2), para todo z € C.

Uma seqiiéncia de polinémios {X,,} é dita ser k,-invariante se X,, é k,-invariante para cada n.
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Para cada n > 0, podemos mostrar que o polinomio de Szegé p, nao é k,-invariante. De
fato, supondo que para n > 0, p*(z) = kp,(2) para algum k # 0, encontramos p,(z) = kp:(2).
Lembrando que p,, é um polinémio monico e, por isto, p(0) = 1, obtemos

1=p5(0)=kp,(0) =k, e 8, =pn(0) =kp:(0) =F,

que implica |d,| = 1, mas por 3.25, |, | # 1. Temos, portanto, uma contradigao.
Pode-se obter seqiiéncias de polinomios para-ortogonais k,-invariantes considerando fungoes
do tipo
cnBn(z,00) = cn(pn(2) + vapl(2)), z,v, € C, n=1,2.... (3.51)

Além disso, toda seqiiéncia de polinomios para-ortogonais com rela¢do a £ tem a forma (3.51).

Isto é garantido pelo préximo resultado.

Teorema 3.8. Seja L um funcional linear quase-definido da forma (3.7) com a correspondente
sequiéncia de polinomios de Szegd {p,}. Temos,
(A) para todo n > 0, sejam ¢, e v, numeros complexos dados, satisfazendo ¢, # 0 e |v,| = 1,
e seja ky, = €, U,/cn. Entio {c,Bn(z,v,)} € uma seqiiéncia de polinémios para-ortogonais ki, -
invariantes com relagao a L e |k,| =1, n > 0;

(B) seja {X,} uma seqiiéncia de polinémios para-ortogonais com relagao a L. Entdo, paran > 0,

Xn(2) = cnBn(z,vn), vz € C,

onde
Xn? n >k? n Xn? 1 Xn? 1 dn
o =t p>_<pnp><* >7é07 dn=<* >7é07 —
(Prspn) (oo pu) (P 1) (1) Cn
Para cadan > 0, se X,, é também k,-invariante, entao
o] =1, ko= o k=1
Cn

Teorema 3.9. Seja {X,} uma seqiéncia de polindmios para-ortogonais, ky-invariante, com
relacdo a um funcional linear positivo-definido L. Entdo para cada n > 1, os zeros de X,, sdo

simples e estdo no circulo unitdrio C = {z € C: |z| = 1}.

3.5 Convergentes modificados

No estudo do problema de momento trigonométrico, definimos o convergente modificado da
HPC-fracao associada por
P.(z) +vP,-1(2)
Qn(2) +vQn-1(2)’

M, (z,v) = n=0,1,2,...
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e v esta no circulo unitario. De particular interesse sao os convergentes modificados de ordem
impar da HPC-fracao
R,(z,v) = Maui1(z,v).

Ja vimos (Teoremas 3.5(B) e 3.7) que dada uma HPC-fragao, existe um funcional linear quase-

definido tal que

Qont1(2) = pu(2),  Qan(2) = pn(2),  Panta(2) = ma(2) e Pon(z) = —m,(2),

onde P, e @), sao, respectivamente, o numerador e o denominador, do n-ésimo convergente da
HPC-fracao e, p, e 7, sao o polindbmio de Szeg6 e seu associado, respectivamente. Combinando

esses resultados, obtemos

 Poua(2) FoPan(2)  ma(z) —vum(2)

R, (z,v) = = , 3.52
) = Qa5 0Qan(2) ~ () + 07 ) 352
n=0,1,2,.... Paran >0 e |v]| = 1, escrevemos
~ Ap(z,v)
R, (z,v) = Bo(e0)’
An(z,0) =7 (2) —umi(2) e Bu(z,v) = pu(2) +vpl(2). (3.53)

Diz-se que uma seqiiéncia {r,} de fungoes analiticas em z = 0 e z = 0o corresponde ao par

(Lo, L) de séries de poténcias formais

Lo(z) = Z&kzk, Loo(z) = Zbkz’k
k=0 k=0

se existem seqiiéncias {k,} e {m,} de nimeros naturais, tendendo ao infinito, tal que, para todo
n>0

Ag(ra(2)) = iajzj L0 e An(ra(z) = 2 b= + O(G)mnﬂ).

Ao(1(2)) € Aoo(rn(2)) denotam as expansoes em séries de Taylor e Laurent da fungao r, sobre
2z =0 e z = oo, respectivamente. O simbolo O(z*) indica uma série de poténcias crescentes de z

comecando com z* (ver [12]).

Teorema 3.10 (Correspondéncia). Seja HPC{d,} uma dada HPC-fragao. Sejam R,(z,v)
uma seqiiéncia de convergentes modificados definidos em (3.52) com |v| =1 en > 0 e, {p,} €
{mn} as seqiiéncias de polinomios de Szegd e associados com rela¢io ao funcional linear quase-
definido L, associado a HPC{4,} (veja Teorema 3.5). Entao, para cada n > 0, a fun¢do racional
R,(z,v) € analitica em z =0 e z = oo e satisfaz

n—1

Ao[Rn(z,0)] = po +2 ) in?® + O(2") (3.54)

k=1
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Awo|Bu(2,0)] = —pto — 2%;0 e +o(zn) (3.55)

k=1

Demonstracao: Se A, (z,v) e B,(z,v) sdo definidos por (3.53), entdo, para 1 <k <n — 1,

[ 24+t [ 2F z+t .
o) = L) (G0 - mia)) | 4ot (S0 - )|
z+t " .
- ct—j;( (a0 4 00}~ {pa(2) + 2 )]
:z—i-t z
= L Z_t(t—an(t,v)—Bn(z,v))}. (3.56)
Observamos que,
) z oz 2l —
Tl Nk - T n 2" — 2" PN A
12(—):12tt:12t7:127 Lz
- ; t - 1-Z2 T * (t—z)t”+ tn o tn
- ; .
(t—2)t" 4+ 221" — 202" + (£ —2)2" 2" 2+t __1 2"
(t — 2)tn tn oz —t\ 1" tn

Logo, obtemos

n—1 n—1
2+t (2" 2" Z\k K
——1)——=|=L|1 25 - = 25 . .
Lt[z—t(tn ) tn] Et{ " k_1<t> } ot = 397

Assim, de (3.56) e (3.57),

A (z,v) = Bu(z,0) (Mo +2 ni ,ukzk)

k=1

— L, Z_t<t — Bn(z,v))} —Bn(zawﬁt{jj(i_:_l)_j—ﬂ
I 1 ) O
. z+t<i j:Bn(Z’”)ﬂ + B, (z,0)L, {j—:}

_ iy, L ! (ﬁ) (tBo(t,0) — 2By (=, v)}} b 12" Bz, v).

t

Tomamos a func¢ao
z+1

onl(z,0) = £t[ t(tin){tBn(t,v)—an(z,v)}}

que é um polinémio em z. Pelas relagoes de ortogonalidade (3.12) e (3.15),

n(0.0) =~ | Z2E ] (B (00778 = = (01,07) = ol 0.6 0.
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Portanto, ¢,(z,v) ndo possui termo independente. Logo, existem constantes complexas

QApy Qpt1, - - -, Q2n—1, tals que
n—1

An(z,v) = Bu(z,0) (,uo + 2 Z ,ukzk) = ap 2"+ An1 2T g, 122
k=1

Vemos, ainda, que
B (0,v) = pu(0) + vpp(0) = 6, + v # 0.

Assim, R, (z,v) é uma fungao analitica em z = 0. Portanto,

n—1

An(z,v) = By(z,0) (,uo 2 Z ,ukzk) + (an2" 4 apyr 2" 4 ag, 127,
k=1

O que prova (3.54).
A prova de (3.55) é andloga, mas hé diferencas nas justificativas de algumas passagens. Obte-

mos, de (3.56) e (3.57),

n—1
An(zv U) - Bn(Z7U) ( — Mo — 2 Z,u—kz_k)
k=1

n—1

- An(za U) + Bn<z7 U) (MU +2 Z,u—kz_k>
k=1

2+t (2 ik
= L _Z_t(;Bn(t,v) - Bn(z,v))] + Bn(z,v) Ly [1 +2;;}

(241t (= Lt in n
= L _z—t(¥B”(t’”) —Bn(z,v))] —I—Bn(z,v)ﬁtL —t(l _ ;) _ ;]
_E_z—l—t EB(t )—ﬁB( V)| = Bu(z,0)C "

N t_Z—t t il U on n\Z,V n\%, U t .

= Gu(z,v) — 27"u_pnBp(z,v),

onde

Go(z,0) = L, [Z ! (EBn(t,v) _ Z—:Bn(z, m)} .

z—t\t

1
Fazendo z = — em G,,, obtemos
Y

1 1 1
Gy~ v) = —Et{ Tty (—Bn(t, v) —y" B, (y v))] ,

Y 1—ty \ ¢
onde H,(y,v) = yG,(y~',v) é um polinémio em y e
BTL t?
,(0.0) = £ 28] — (50,00, =0

pelas relagoes de ortogonalidade (3.12) e (3.15). Portanto, G, (z,v) € A_, ¢ como uma funcao de
z. Como A,(z,v) é um polinomio em z de grau no maximo n e B,(z,v) é um polinémio em z
de grau n, segue que em R, (z,v) é analitica em z = co. O final da demonstragao é anédlogo ao

anterior. [ ]



Capitulo 4

Problema de Momento Trigonométrico

Neste capitulo estudamos o problema de momento trigonométrico, bem como algumas pro-
priedades de quadratura no circulo unitario e polinomios de Szeg6. Estes resultados podem ser

encontrados em [1], [12] e [23].

4.1 Quadratura no circulo unitario

Vamos considerar féormulas de quadratura do tipo
LIL = AunLllCnn):  Amn >0,  C€C, [(]=1, (4.1)
m=1

onde £ é um funcional linear positivo-definido da forma (3.7). Dizemos que (4.1) é uma férmula
de quadratura de Szegd de n pontos com rela¢ao ao funcional linear positivo-definido £ se (4.1)
¢ vélida para todo L € A_,—1),(n—1).-

Sejam {p,} a seqiiéncia de polindmios de Szegé monicos com relagao a £ e {v,} uma dada

seqiiéncia de nimeros complexos satisfazendo |v,| =1, n =0,1,2,.... Se
B(z,v5) = pn(2) + vapp(2), n=0,1,2..., (4.2)

entdo, pelo Teorema 3.8, { B,,(z, v,)} é uma seqiiéncia de polinémios para-ortogonais, T,-invariante,
com relacao a L. Pelo Teorema 3.9, B,,(z,v,) tem n zeros (p,(v,), m = 1,2,...,n, que sdo to-
dos simples e estdo no circulo unitdrio. Por conveniéncia, as vezes escrevemos G = Cmn(n),
m=12,...,n.
Definimos, para n = 1,2,3,..., o polinomio fundamental L,, ,
B, (z,v,)

Lmn y Un) = ) :1,2,..., . 4.
7 <Z ! ) (Z - Cm,n)B;L(gm,mvn) " " ( 3)
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Escrevendo §,, = p,(0), temos que |d,| < 1e

n

Bu(z,v,) = (14 5nvn H — Cimon)-

m=1

Param=1,2,...,n,

[Tii (2 = Gen) = [Tzt (Grm — Cim)

B! (Cmms2n) = (14—5”1)”) lim

Z‘)Q’n,n Z— Cm n
= (1+8wn) lim [T (= Gen) = (0 8uvn) TT (Grn = Gen):
m,n b1 k=1
k#m k#m

Assim, de (4.3),
(Z - Cl,n) U (Z - gm—l,n)(z - Cm—&-l,n) s (Z - gn,n)

Lyn(z,0,) = , 1 <m<n, 4.4
’ ( ) (Cm,n_CLn) e (gm,n_Cm—l,n)(gm,n_gm—l—l,n) T (Cm,n_Cn,n) ( )
e segue de (4.4) que para 1 < k,m <n,
1, se m=k
Lm,n(Ck,navn) = { ) (45)
0, se m#k

de (4.4) também vemos que
Lm,n(za Un) € AO,n—l = ]Pn—l € zm,n(l/zyvn) € A—(n—l),O-
Definimos os pesos da férmula de quadratura por

Amn(Un) = L[Lymn(2,00)], 1<m<n, n=12.3,.... (4.6)

Teorema 4.1. Seja L um dado funcional linear positivo-definido da forma (3.7).  Para
n=123...em=12...n, seja (nn(v,) 0s zeros de B,(z,v,), definido por (4.2), e seja
Amn(Un) definidos por (4.6). Entao,

LIL] = Z A (V) L(Cn (Vi) (4.7)

¢ exata para qualquer L € A_(,_1) (n—1) €

n

Ama(Un) >0, > Apnlvn) = po > 0. (4.8)

m=1

Demonstracao: Sejan >1e L € A_,_1),n—1), dados. Definimos

D(z) = L(z) = }_ L(Gnn(vn)) Linn (2, 0n),
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onde Ly, , ¢ o polinomio fundamental definido por (4.3). Entdo D € A_(,_1),n—1) €, por (4.5)

D(Crn(n)) = L(Crn(vn)) jg:.L Cmn(0n))0m, e = L(Cn(0n)) = L(Crn(vn)) = 0,

paral < k < n. Vemos também que E(z) = 2" 'D(z) € Pa,_2 € E((nn(vs)) = 0paral < m < n.

Logo, existe um polinomio S € P, 5 tal que

Seja S,(2) = 59+ 812 + -+ - + 8,_22""2, entdo

n—2 m n—2 n—2
S 2 Sm, e
£ID) = £|Buln) 25 | = £ Bulen) 5] = St 5 ) o,
m=0 m=0 m=0

pela para-ortogonalidade de B,,(z,v,) (Teorema 3.8). Disso segue que

L[L] = E{D + Z L(Cmn(v)) Linn (2, vn) ] Z L(Cnn(00)) A (Vn),

que prova que (4.7) é valida para todo L € A_(,—1),(n—1)-
A equagao em (4.8) segue de (4.7) escolhendo L = 1. Para provar a desigualdade em (4.8)

definimos
Tm,n(za Un) = Lm,n(za Un)zm,n(l/za Un) - Lm,n(zv vn)' (49)

Podemos ver que Ty, (2, ) € A_(n_1),(n—1) € que

Trnn(2,00) = Lipn(2,00) [Lonn(1/2,0,) — 1]. (4.10)
Como |(mn| = 1, temos de (4.4) que

Zm,n(C;;}wUn) = O ks kkm=1,2,....n

Logo, de (4.10),
T (Con(vn),v) =0, k=1,2,...,n.

Segue de (4.7) que
L[Tn(z,v)] Z)\kn (V) T (G (Vn), v) =0, m=1,2,...,n. (4.11)

Por (4.9) e (4.11)
M (V) = L[Lnn(2,00)] = L] Linn(2,00) Linn(1/2,00)] = (Lnny L) > 0,

pois L é positivo-definido. [ ]
E conhecido (veja, por exemplo, [12]) que nao existe uma férmula de quadratura
:Z)\m,nf(ozn), para n=123,...,

com a, € C' = {z € C: |z| = 1} que é exata para toda f € A_,_1), ou f € A, 1.
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4.2 Problema de momento trigonométrico

Para mostrar que o problema de momento trigonométrico, descrito no inicio da Secao 3.2, tem
solucao, fazemos uso do Principio da Escolha de Helly que enunciamos a seguir. Sua demonstracao

pode ser encontrada em Henrici [8], Teorema 12.9 d, p.575.

Teorema 4.2 (Principio da Escolha de Helly). Seja {¢,} uma seqiiéncia de fun¢oes nao--
decrescentes definidas em um intervalo I (finito ou infinito). Suponha que existe um ¢ > 0 tal
que |¢n(x)| < ¢ para todo x € I e todon =0,1,2,.... Entao {¢,} possui uma subseqiiéncia que

converge, em I, para uma func¢ao limitada e nao-decrescente ¢.

Observamos, na Se¢ao 3.2, que para resolver o problema de momento trigonométrico é necessario
considerar uma seqiiéncia {p,}>°, hermitiana positiva-definida. No préximo teorema, que pode

ser encontrado em [12], vemos que esta condigdo também ¢é suficiente.

Teorema 4.3 (Problema de Momento Trigonométrico). Se {u,}>, € uma seqiéncia her-
mitiana positiva-definida, entao existe uma fungao (0) limitada, nao decrescente e com infinitos
pontos de aumento em [—m, 7| tal que

un:/ e da(6), n=0,+1,42,... . (4.12)

™

Antes de demonstrar este teorema, faremos algumas consideragoes. Um funcional linear £
definido em A por L[z7"] = p,, n = 0,£1,£2 ..., ¢, pelas condi¢oes desse teorema, positivo-
definido. Se (4.12) vale, entao

L[L] = /7r L(e®)d(0) = I,(L), VLe€A (4.13)

—Tr

e, portanto, o lado direito de (4.13) fornece uma extensao de £ em A para o espaco de Hilbert

Lo(v)) das fungdes f que satisfazem

/C PR db(z) < oo,

onde C é o circulo unitario. Assim a existéncia de uma solucao para o problema de momento
trigonométrico é equivalente a existéncia de uma representagao de £ como um funcional integral
Iy.

Demonstragao: Seja {v, } uma seqiiencia de nimeros complexos satisfazendo |v,| = 1, para todo
n>1. Paracadan >1el <m <n, seja A\yn(vn) € Gun(vn) 0s pesos e os nods, respectivamente,

da férmula de quadratura (4.7) no Teorema 4.1. Seja 6,,,, definido, para n > 1, por

—m < el,n < 02,n <-.-< en,n <m, eiQm,n = Cm,n(vn)v m = 1727 a1
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Tomamos uma funcao v,, dada por

07 —T S 9 S 81,%7
k
<
Q/}n(e) = Z Amvn(vn)’ ek,n <0 = ekJrl,n? (414)

Z )\mm,(Un) = Lo, en,n <0 <.

Qi
- 0_"

0 ;{'l,x + ;{'2,)9

? A

[

Figura 4.1: Fungao escada

Cabe observar que v,, ¢ uma funcao escada, nao-decrescente, satisfazendo
0 < Y,(0) < po, para — 7w <6 <, n=123....

Vemos que v, tem salto de valor Ay ,(v,) em cada ponto 6 = 0y ,,, k =1,2,... ,n.

Estamos considerando uma seqiiéncia {u, }°°, hermitiana, ou seja, que satisfaz pu,, = fi_, para
todo n. Portanto, para resolver o problema de momento trigonométrico, é suficiente verificar a
equagao em (4.12) paran =0,1,2,....

Entao, para todo N = 0,1,2,...,en = N+ 1, N + 2,..., segue da formula de quadratura
(4.7) que

HN = 'C[Z_N] = Z )‘m,n@n)[Cm,n(Un)]_N = Z )‘m,n(vn)e_iNgm’n' (4.15)

Pela fungao 1, definida em (4.14), e por (4.15), obtemos
i = / N g (0),  n> N+

Pelo Principio da Escolha de Helly, existe uma subseqiiéncia {n;} de {n} tal que ¢, converge

para uma funcao nao-decrescente e limitada 1. Portanto

,uN:klijgo/ eiNedwnk(e):/ e N0 dyp(8), N=0,1,2....

™
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A seguir mostraremos que 1 tem infinitos pontos de aumento. Supomos que v tem somente
um numero finito de pontos de aumento, 6;,0s,...,0,, entao ¢ é uma funcao escada da forma

(4.14) com saltos nesses pontos. Seja q(z) = (z — €1)(z — €¥2) ... (2 — ). Entao ¢ Z0 e

)= £la(2)| = [ o v -

contrariando ao fato que L é positivo-definido. [ ]

No préximo teorema, extraido de Akhiezer [1] (p.180), mostramos que a solugao do PMT é
unica. No entanto, precisamos de alguns pré-requisitos sobre séries de Fourier que podem ser
encontrados em Figueiredo [5] (p.16-38).

Dizemos que uma funcao f é integravel e, respectivamente, absolutamente integravel, em

/_:f(x)d:v<oo e /_Z\f(m)\dx<oo.

Dada uma funcao f : R — R periddica de periodo 27, integravel e absolutamente integravel,

[—7, 7] se

entao podemos expandir f em na seguinte série, conhecida como série de Fourier,
o
ag
= ? E a, cos(nf) + b,sen(nd)],

onde os coeficientes a,, e b,, chamados coeficientes de Fourier, sao dados por

ay, = % /_7; f(0) cos(nb) db
b, = % /_: f(6)sen(nd) do

Neste trabalho é necessario considerar a forma complexa da série de Fourier, para defini-la
usamos a férmula de Euler

" = cos(nf) + isen(nd),

e suas conseqiiéncias

- 0 _ —if
cos(f) = % e sen(f) = S

para escrever

ay cos(nd) + b,sen(nf) = (a_ + _z> e 4 (a_ - —_) e~ P,

Logo, o coeficiente de ™ ¢ dado por
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ou seja, _
Cn = % / ] f(0)e=™ ap
e o coeficiente de e~ por L
o= 5o /7r f(0)e™ dh = c_,,.
Definimos, também,

_a _ 1 [7
=" —QW/_ﬂf(G)de.

Entao,

o0 o0 o0 o0

ind —  —inf ind —ind

fl@) = co+ E c,e™’ + E cpe " =cy+ E cne™ + E c_p,e "
n=1 n=1 n=1 n=1

[e's) —00 [e's)
= ¢ + 2 Cnem9 + § Cne'mﬁ — 2 Cnezna.
n=1

n=-—1 n=-—oo

Teorema 4.4. A solugao do problema de momento trigonométrico € unica, a menos de uma
constante aditiva.

Demonstragao: Dada uma seqiiéncia {, }*° hermitiana positiva-definida temos que ¢ definida

em C é uma solucao para o PMT se
e = /ﬂ e dp(0),  k=0,41,£2,... . (4.16)
Integrando por partes obtemos _
pe = (=1)F[p(e™) = (e™™)] + ik /W »(0)e=* do.
E, ainda,
/7r D(0)e ™ do = H>k@“+“’“ k=41,42, ..., (4.17)
que dividido por 27 f:rrnece os coeficientes de Fourier da expansao de 1 em série de Fourier

complexa. Como todos os coeficientes da expansao de 1 sdo unicamente determinados por (4.17),

exceto ¢g, temos que 1 é determinada por (4.16), exceto por uma constante aditiva. [ ]

Podemos, entao, relacionar os polinomios de Szeg6é com o funcional integral determinado pela

solugao do problema de momento trigonométrico.
Teorema 4.5. Seja {p,} uma seqiiéncia de polinomios de Szegé com relagao ao dado funcional
linear, positivo-definido L, definido em A por L[2"] = pi_p, n=0,£1,£2,.... Seja 1) a solugdo
para o PMT para {p,}. Entao {p,} € a seqiiéncia de polinémios de Szegé com relagao ao funcional
integral

Lih = [ ) due),
para toda f € Ly(1).
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Demonstracao: Pelo Teorema 4.3, o funcional integral /,, ¢ uma extensao de £, em A, para o
espago Lo(1)). Portanto, pelas definigdes (3.6), de (-, )y, € (3.8), de (-, -), temos

(f9) = LU (2)3(1/2)] = / " H(E)Ge ) dib(8) = {F. g

para todas f,g € A. Como p,, é ortogonal com relagao a L, entao

m m 0, se m=0,1,...,n—1,
<pnaz >7/1:<pn72 >:{

Ay /A1, se m=n.
Portanto, p,, é ortogonal com relacao a I, ou seja, p, ¢ um polindmio de Szegé com relacao

a [w | |

Frequientemente, quando p,, ¢ um polinomio de Szegé com relacao a I, e o intervalo de inte-
gragao ja esta subentendido, neste caso [—m, 7], dizemos, simplesmente, que p,, é um polindémio

de Szegd com relagao a .

4.3 Problema de momento trigonométrico N-definido

Definigao 4.1. Uma seqiiéncia de nimeros complezos { i, }*°, € chamada quase-N-definida (posi-

tiva-N-definida) se
A, #0 (A, >0) para n=0,1,...N—1 e Ayx=0.

A seqiiéncia {/i,}>,, dé origem aos funcionais Ly e (-,-)(n) definidos em A_yy e A_yn X

A_n N, respectivamente, por

q q
Lw) {Z szm} = Cufem,  m€C, —N<p<q<N (4.18)

<fvg>(N) :'C(N) |:f(2)§<§>:|, f?gGA—N,N-

O funcional L) ¢ chamado quase-N-definido ou positivo-N-definido de acordo com a seqiiéncia
{pn}>°, ser quase-N-definida ou positiva-N-definida.

Uma seqiiéncia finita {p,}"_, de polinomios ortogonais e seus reciprocos {p:}Y_, sdo dadas
por (3.13) e (3.14). A seqiiéncia {p, }_, é chamada seqiiéncia de polinémios de Szeg6 com relagao

ao funcional linear quase-N-definido £(y). Note que

(Prs Pr)(v) = (P> 2" )(v) = (P> D) (vy = An/An_1 = 0/An_1 =0

(O Prd vy = (271, (1/2), 275, (1/2)) vy = Loy 27 P (1/2)1/ 2V, (2)] = (P, pu) vy = 0
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A restricao de (-, -)(nv) & A_(nv_1),(N—1) X A_(v_1),(n—1) € um produto interno se Ly é positivo-
N-definido.

Os resultados do Capitulo 3 sdo aplicados & seqiiéncia finita de polindmios de Szegd {p, }2_,
com relacao ao funcional L.

Definimos o convergente N-truncado HPC{d, })" de uma HPC-fracao por
200 1 (1— |61z (1—|0n_1]%)2 1
U482+ 6 4+ 4+ Ona 40z

(4.19)

onde
S #0, |0u]#1 para n=1,2,....N—1, e |[|dn|=1.

O convergente N-truncado HPC{4,,}2’ é positivo-N-definido se

do >0, |6y <1 para n=1,2,....,N—1, e |dn|=1.
Teorema 4.6. Sejam {11, }>, uma seqiiéncia hermitiana quase-N-definida e Lny o funcional
linear quase-N-definido (4.18). Tomamos a seqiéncia finita de polinomios de Szegd {pn}_, com

relagao a Ly e,

(50:u0, 5n:pn(0)a 77,:1,2,...,]\[.
Sejam P, e Q, definidos, paran=1,2,..., N, por
Pon(2) = =mp(2),  Qan(2) = pp(2)s  Ponti(2) = ma(2),  Qanta(2) = pul2), (4.20)

onde m, € o polinomio associado ao polinomio de Szeqgd p, e, T, € p;, sao Seus respectivos

reciprocos. Se R,(z,v), n=0,1,...,N, denota o convergente modificado (3.52), entao,
(A) AA
So#£0,  1—16,>= 227”‘2 40, n=1,2,...,N—=1,  |on]=1. (4.21)
n—1
(B)
PN = ONPN e TN =—O0NTp, (4.22)

tal que py € dn-invariante.

(C) Ry(z,v) € independente de v e

_ Py (2) — 5 269 _L (1—16:]%)2 ;
Qan(2) L+ 612 + 01 + + Onz

¢ o convergente N-truncado da HPC-fragao associada a Lyy; P, e Q,, n = 0,1,...,2N, sao,

Rn(2) = Rn(z,v) (4.23)

respectivamente, o numerador e denominador do n-ésimo convergente de (4.19).

(D)

Ao[Rn(2)] = po + 2 Z pez® + O(2N T (4.24)

k=1
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Aso[Bu(2)] = =10 =2 ppz 40 (ﬁ) . (4.25)

k=1

Demonstracao: (A) O Teorema 3.4 implica que @, é o denominador do n-ésimo convergente
de HPC{4, }_,. Assim, de (3.3) e de (4.20), obtemos

pn(2) = 8,02 (2) + (1 — |60 2pn-1(2), n=1,2,...N. (4.26)

Com |z|=1el1<n<N -1, temos

Ay,
An—l

An—l
An—? ‘

= (pn, 2") vy = (L = [0a*){pn—1, 2" vy = (1 = [6a])

Por defini¢ao, A, # 0 paran =0,1,..., N — 1, entao

AnAn—2

1— |6n’2 = A2
n—1

# 0, n=12,...,N—1.
Também, pela definicao de seqiiéncia positiva-N-definida, Ay = 0, entao
1—|6nP=0 = |6x| =1,

o que prova (4.21).

(B) De (4.26)

pn(2) = onpi(2).
Por (3.50), 7y satisfaz
mn(2) = dnwn (2) + (1 = [on[*) 21 (2),
de onde obtemos
7TN(Z) = 5NCUN.

Por (3.47) completamos a demonstragao de (4.22).
(C) Pela definicao de R,(z,v,), dada em (3.52), e do fato

Qan+1(2) = pn(2) = dnpi(2) = OnQan(2) e Panyi(2) = 7y (2) = Onvwn(2) = dnPan(2),

temos

. o _ 5NP2N(Z>+’UNP2N(Z) _ (5N+UN)P2N<Z) _ P2N<Z)
Bz = By o) = S ) T onOan () ~ o + o) 0w ()~ Qan ()

(D) De um lado, por (3.48), temos

24tk
WN(Z):£§N)L_t(t—kp]v(t)—pN(z))}, 0<k<N-1, N>2
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Por outro lado, de (4.22), (3.48) e (3.49), temos

m() = () =onf” |2 (S0 - )|

t k
S et CYRU RN | T E S

Assim, observando os intervalos de variacao do parametro k nas duas equacoes acima, concluimos

que,
z+t
z—1

R e R e} | R ET ST )

tk

Analogamente,

2+t 2k .
wN(,z)zﬁgN)L_t(t—kpN(t)—pN(z)>], 0<E<N, N>L1

Como observamos em (4.23),

PQN(Z) o WN(Z)

B = o = )

Definimos, entao,
An(z) =wn(z) e Bn(2) =pn(2),

e procedemos de maneira andloga & demonstragao do Teorema 3.10 para mostrar (4.24) e (4.25).
]

De acordo com os resultados do Capitulo 3 e do item (A) do Teorema 4.6, vemos que a HPC-

N

fracao associada a seqiiéncia finita de polinomios de Szegd {p, },_, com relagao ao funcional L)

é um convergente N-truncado HPC{d,, }_,.

Observagao 4.1. No Teorema 4.6, quando a seqiiéncia {p,}>,, € hermitiana positiva-N-definida
(ou equivalentemente, quando L é positivo-N-definido), no sentido que A,, > 0, para0 <n < N—1
e Ay =0, temos de (4.21) que

do # 0, 10,] < 1, 1<n<N-1 e |on| = 1. (4.27)

4.4 Outras propriedades dos polinémios de Szeg6

Nesta secao, descrevemos resultados analogos aos encontrados no Capitulo 3, porém utilizando
uma medida positiva 1, como feito em Van Assche [23]. Esta é a maneira que Szeg6 estudou, pela
primeira vez, os polinomios ortogonais no circulo unitario, por isso, atualmente esses polindmios

recebem seu nome.



4.4. Outras propriedades dos polinémios de Szegé 44

Um dos propédsitos desta secao é definir os polinomios de Szegé partindo de uma medida
positiva 1) definida no circulo unitdrio. Assim, nao ha necessidade de ter uma seqiiéncia { i, }>,
pré-estabelecida como ocorreu nos capitulos anteriores. Na verdade, geramos a seqiiéncia de
momentos {u,}>, a partir da medida .

Outro proposito desta segao é mostrar uma propriedade extrema dos polinomios de Szegdo.

Este resultado sera ttil no desenvolvimento do Capitulo 5.

Seja z € C = {z € C: |2| = 1}, ou seja, z estd no circulo unitario. Entdo, z = e e 7 = ¢,
onde —m < 0 < w. Seja 1 uma medida positiva no circulo unitério (ver Definigdo (3.2)), definimos

o produto interno
by = [ 1R o) = [ FeNgeT ave), Lo law). @29

e os momentos com relacao a ¢ por

= [ e auo).

—T

A seqiiéncia de polinomios monicos, {p,}5°,, definida por

Omww=lm@wwwwd=Qn#m,

é a sequiéncia de polinomios ortogonais no circulo unitario, ou seja, a seqiiéncia de polinomios de
Szeg0, com relacao a medida .

Utilizando a medida 1), estabelecemos outra maneira de demonstrar que (3.13) e (3.14) valem.
Para isso, precisamos relembrar um conceito da dlgebra linear. Seja {¢q, ¢1,. .., ¢, } um sistema de
fungoes linearmente independentes em Lo (7)), onde ¢ é uma medida positiva no circulo unitério.

Com o produto interno (4.28), obtemos a matriz

(Do Do)y (D1,00)¢ - (P, Do)y

<¢07¢1>w <¢17¢1>¢ <¢n7¢1>¢

G, = . n=0,1,2,...,

<¢07 ¢n>¢ <¢1a ¢n>1/1 e <¢n7 ¢n>¢

que é conhecida como matriz de Gram. O seu determinante é representado por AP E con-
veniente tomar A(_Gl) = 1. Como (¢k, d1)y = (1, k), a matriz de Gram ¢ hermitiana. Além

disso,

n n

(Ig,xh...,In)Gn : - xkfl<¢l)¢k>d) - <fn7f7l>'¢) = an”2

k=0 1=0
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onde f,(2) = >0 _oTrtr(z). Como [|f,]] > 0 e [|fn]] = 0 somente quando f,, = 0, entdo G, ¢é

positiva-definida. Como conseqiiéncia disso,

A >,

n

e, portanto, real.
Uma seqiiéncia { f,,}>2, de fungoes pertencentes a Ly (1)) é ortonormal com relagao ao produto
interno (4.28) se

0, se m #n,

<fTL7 fm)d; - 5m7n, Onde 5m7n — {

1, se m=n.

Teorema 4.7. As funcoes definidas por

(G0, Do)y (D1,00)y -+ (PnsP0)y
fle) = —— : ‘ - : . n=0,1,2,..., (4.29)
A%G)Agi)l (90, Pn—1)yp (D1, Pn—1)p + (Dns Pn1)y
¢o(2) ¢1(z) o Pn(2)

s@o ortonormais relativamente ao produto interno (4.28).

Demonstragao: Vamos mostrar a ortogonalidade expandindo o determinante em (4.29) com

relagao a tultima linha. A linearidade implica que ¢ suficiente mostrar que
(forbr)p =0, k=0,1,2,...,n—1,

pois f,(2) = > 1 ai¢i(2), n=0,1,2,.... Entao,

(@0, Do)y (D1.00)y - (PnsP0)y
1 <¢07¢1>¢ <¢17¢1>1/1 e <¢na¢1>¢
(frs )y = W< : : : s Ok
Tl by, dne)y (D1, One1)y (D 1)y
¢o(2) ¢1(z) - Pn(2)
<¢17¢0>’¢) e <¢n7¢0>w
= _(;) = { _1)n+2 <¢17:¢1>¢ " '. ’ <¢n7:¢1>¢ <¢07 Qbk)w 4
AGAG), : : :
<¢17 ¢n71>¢ o <¢n7 ¢n71>d)
(G0, Do)y o (Pn-1,Po)y
T <¢0,:¢1>¢ <¢n—1:7 1)y (60, ¢k>¢}

<¢07 gbn—l)d) Tt <¢n—17 an—l)w
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<¢07 ¢0>’¢) <¢1a ¢0>¢ e <¢na ¢0>w
) (o, d1)y (D1, 01)y - (D P1)y
T Toae | S
An By (0, On-1)v (D1, Pn—1)y -+ (Dn, Pn-1)y
(o, D)y (D1, 0k)y o {Dns D)y
Assim, para k =0,1,...,n — 1, duas linhas do determinante sao idénticas e, portanto,
<fn7 ¢k’>1/1 = 0.

Além disso, substituindo ¢ por ¢,, vemos que

1 <¢07 ¢0>¢ T <¢m ¢0>¢ A(G) A(G)
" n—1 <¢0> ¢n>w e <¢n> ¢n>w " n—l n—l

De (4.29) segue que

A%,
fa(2) = codo(2) + -+ + cn1dn-1(2) + m bn(2), (4.30)
onde

(©0,00)p =+ (Pm-1.90)y  (Pmt1:P0)y 0 (Pn o)y
— (=)t +2 1 (o, P1)y o A Pme1, P1)y (PmaP1)y o (O 1)y

<¢07 an—l)d) T <¢m—1: an—l)ll) <¢m+17 ¢n—1>¢ e <¢na ¢n—1>¢

m=20,1,...,n — 1. Portanto,

n—1
<fn7 fn)d) = <fn7 (COQbO + -+ Cn—1¢n—1 + ¢n)>¢
AL
VA
= CO<fm ¢0>w +et Cn—1<fn7 ¢n—1>d} + <fm ¢n>w
VAL
a
. A$L—)1 AnG) —1
G )
AnG) Anf)l
0 que prova a ortonormalidade. [ ]
Estamos interessados no sistema de monomios {1, 2, 2%, ..., } e, a partir desta base do espago

linear de polindmios, obter um sistema de polinomios ortogonais, {p,}, em relacdo a uma medida
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1 dada. O sistema de polinémios ortonormais, {p,}, é inico se impomos que o coeficiente do

termo de maior grau ¢ positivo. Temos, assim, um sistema unico de polinomios p,, tal que

/

Pn(2)pm(2) d)(2) = Omm,

m,n > 0,

com pp(z) = Cupz" + -+ C1nZ + Com € Cup > 0.

Consideramos, entao, as funcoes 1, z, 2

o= [

k

Entao, a matriz de Gram ((z*, 2

T,

™

el dip() = /

2

™

—T

l>¢):,l=o ¢ dada por

Ho H—1 -n
M1 Mo H—n+1
Hn  Hn—1 Ho

,..., 2" Com relagado ao produto interno (4.28) temos,

efi(lfk)H dw(e) = l_p.

que é a matriz de Toeplitz. Como observamos, o determinante de Toeplitz é det(7},) = A,,.

Pelo Teorema 4.7, os polinomios definidos por

fo  fio1 fong1  Hon
] M1 Mo H—n+t+2 H—n+1
On(2) = ————= : : : : 4.31
Hn—1 Hn—2 Ho H—1
1 z e vt 2"
sao ortonormais. Estes sao os polinomios de Szegd ortonormais com relagao a medida .
Por (4.30), vemos que o coeficiente do termo de maior grau de p,, é real pois
Anfl
Chn = >0 4.32
) \/A_n ( )
Entao, multiplicando (4.31) por Tn, obtemos
n—1
Mo  H—1 Bent1 Hn
1 H1 Ho Hent2 H—n+t1
(2) = : : : : , 4.33
pule) = 5 — (13
MHn—1  Hn—2 Ko H—1
1 z Z 1 z"
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e usando a definicao de polindomio reciproco, obtemos

Ho M1 fn
N N
. 1 : . :
pn(z) = A, )
Ben+t1 H-nt2 - M1
z" 2 1

que sao, respectivamente, os polinomios de Szegé monicos e seus reciprocos com relacao a 1,
exatamente como mostramos em (3.13) e (3.14) quando consideramos um funcional linear geral
definido em A por (3.7).

Como no Capitulo 3, temos

0, se m=0,1,...,n—1,

ny Pm = nazm -
(B P = o 2™ {An/An_h e

(o 2 = { Ay /AL, se m=0,
" v 0, se m=1,2,...,n,
H—1  f—2 -n
5 o— (zpn-1(2), 1)y _ (=)™ Ho  H-1 rr fengd (4.30)
n <p::l/_17 1>¢ An_l . . . . ) .
Hpn—2 Hp-3 -+  H

onde §g =y e 6, = pu(0), paran=1,2,3,... .

Quando a medida 1 é simétrica no sentido que

0 T
/ e dyp(0) = / e*? dp(9), k €N,
0

—T

os momentos trigonométricos sao todos reais e sao dados por
™
i = 2/ cos(k) diy(6),

tal que os polinomios p,, (ou p,,) terdo coeficientes reais, o que pode ser visto de (4.31) (ou (4.33)).

O teorema a seguir fornece uma propriedade extrema dos polinomios de Szegd.

Teorema 4.8. Seja ¢ uma medida positiva definida no circulo unitdario. Suponha que o suporte

de 1 contém no minimo n pontos. Entao o minimo da norma

ool = ( [P dwz))5 ,

quando variamos q, entre todos os polinomios monicos de grau n, é atingido quando

=2 o),
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onde ¢pn, > 0 € o coeficiente do termo de maior grau do polinomio ortonormal p, com relagdo a
o] VA,
. O minimo é = .
Cn,n An—l

pn(Zf) é

Demonstracao: Podemos escrever o polinomio ¢,(2) = pn(2) + rn—1(2) onde p,(z) =
n,n
o polinomio ortogonal moénico, com relacao a v, de grau n e r,_; ¢ um polinomio de grau no

maximo n — 1. Entao,

Ll @) = 1@ aot) + [ Iraats 12dw<>+2Re( [ ontrn 1<z>dw<z>),

onde Re indica a parte real de um niimero complexo. Pela ortogonalidade de p,, o iltimo termo

¢ nulo, de modo que

LR av) = [1m@F v+ [ Ina@R ai)

Essa expressao é minima se
[Ira@P dut) =o.
c

Porém, essa integral vale zero se, e somente se, r,,_1 = 0, pois 7,_1 tem no maximo n — 1 zeros
e ¢ tem no minimo n pontos em seu suporte. Assim, o minimo ¢ atingido quando ¢,(z) = pn(2)

e, como ||p,|| = 1, mostramos que o minimo da norma de g, é 1/¢,,,. A identidade 1/¢c,, =

VA, /VAL—1 é dada por (4.32). n

Teorema 4.9. O minimo da integral

/ 42 d0(2)
C

obtido entre todos os polindmios q, de grau no mdximo n para os quais q,(§) = 1, é atingido para

o polinomio

Kn(2,6) _ 2k Pr(2)0k(§)
Kn(€,€) > o |P()[?

e vale 1/ K, (&,€).

Demonstracao: Escrevendo ¢,(z) = >} _, arpr(z), temos

Jm@rae = [ - / (Zp()) ( g y(z)) e

= Y um [aEpE a = Y am, pk,w—ZrakF. (4.35)

k=0 j=0 k,j=0 k=0

Como ¢,(§) = 1,
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Entao, da desigualdade de Cauchy-Schwarz,

L= > awin(€)| < (Z\aﬁ) (ka(m?),
tal que
znzlakf > ! - (4.36)
T Do ok (O Ka(€,6)

k=0

Obtemos o minimo quando ocorrer igualdade em (4.35). Isto acontece para ay = c¢p,(§), onde ¢

é uma constante. Assim,

Qn(z) = CZﬁk—@ﬁk(Z)
k=0

@) =Y )P = 1.
k=0

Dai, ¢ = entao

1
k=0 |e()*

n(2) = ZZ:O ﬁk(z)ﬁk—(@ _ K,(z,6)
B =S TEF TR

é o polinomio que minimiza a integral dada, e como observamos em (4.35) e (4.36), 1/K,(&,&) é

esse minimo. ]

4.5 Funcoes de Carathéodory normalizadas

A relacao existente entre as funcoes de Carathéodory normalizadas e as PPC-fragoes,
constitui uma ferramenta que permite relacionar o problema de andlise de freqiiéncias com os

polinémios de Szegd. Definimos a classe C de fungoes de Carathéodory normalizadas por
C ={f: f éanalitica, f(0) >0 e Re(f(z))> 0para |z|] < 1}.
Para N € N, seja Cy a classe de todas as funcoes racionais da forma

eié’m + z

etlm — 7’

(4.37)

onde
An >0, para 1<m<N, e —n7<6;<b0<..<0ly<m.

A fungao definida em (4.37) é uma fungao de Carathéodory normalizada, pois

(1) f(2) é analitica para |z| < 1, visto que e®" — z = 0 somente quando |z| = 1;
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(i) £(0) =Y An > 0;

(74i) tomando apenas uma parcela da soma em (4.37), temos

elm + 2 (e + 2)(e”m — 7) Am 0 5
A = )\m(e“’m —2)(em —7)  |eim — 2\2[1 st ere =l
0m 1 — 2
portanto, Re /\me.J = i >0, para |[z| <1 e 1<m < N.
ezem — 2z |626m _ Z|2

A seguir, apresentamos, sem demonstragao, um teorema que relaciona fun¢ées de Carathéodory

com séries e fracoes continuas. Este resultado encontra-se em [12], Teorema 10.3.

Teorema 4.10. Seja N um numero natural. Entao as sequintes afirmacgoes sao equivalentes.
(A) f €Cn;

(B) eziste uma sequéncia {py}°, positiva-N-definida tal que

F2)=po+2> e, 2| < 1
k=1

(C) existe uma fungdo v limitada, nao-decrescente em [—m, |, com N pontos de aumento tal que

T i
f(z) = / T he), <1

et —

(D) existe um convergente N-truncado de uma PPC-fragdo

Quv(z) 1 4024+ & 4+ 4 On1 40wz

tal que f(z) = Pyn(2)/Qan(2) = Ry (2) (veja (4.23)).

PQN(Z> 5 2(50 i (1 — ‘(51|2)Z o (1 — |5N_1|2>Z 1




Capitulo 5

Analise de Frequénci

Neste capitulo estudamos o problema de andlise de freqiiéncias. Na Secao 5.1, apresentamos o
problema de acordo com [9]. Na Segao 5.2, introduzimos um método para calcular as freqiiéncias,

baseamo-nos, principalmente, nos trabalhos [9], [10], [13] e [18].

5.1 Apresentacao do problema

O problema de andlise de freqiiéncias consiste em determinar as freqiiéncias de um sinal
trigonométrico discreto truncado {xy(m)}, m =0,1,2,..., N — 1, de uma amostra de N valores,

tomados em intervalos de tempo igualmente espacados, do sinal trigonométrico definido por
I
x(m) = Z e z(0) # 0,
j=—I
onde I ¢ um inteiro positivo, w; sao as freqiéncias normalizadas e «; sao as amplitudes complexas

do sinal.

Iniciamos com uma func¢ao da forma
G(t)= > a;e®h'  TeN={1,23 .}
tal que
C(()ZO (S O#@j:a,]‘EC, j:1,2,...,[,
sao as amplitudes complexas e, os nimeros reais f;, que satisfazem
O:f0<f1<"'<fl € fj:_ffjﬁ j:1727"‘717 (51)

sao as freqiiéncias do sinal trigonométrico discreto. A variavel real ¢ denota o tempo, em segundos,
relativo ao instante inicial ¢ = 0. Consideramos, sempre, que 21 +1 < N, isto é, a quantidade de

freqiiéncias menor do que o tamanho da amostra dos valores observados do sinal trigonométrico.
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Como «; ¢ um nimero complexo, podemos escrever,
a; = |a e, laj| > 0, —m < ; <,
o argumento ¢, é conhecido como fase do sinal. Facilmente vemos que
a-j =05 = |oyle's = |ale™™.
Portanto,

G(t) = eIt et et el
—|—a16127rf1t 4+ e+ Oq_lel?”fl—lt + Oqez27rf1t
— |a1|6—2[27rf1t+501] + |a1_1|6—z[27rf171t+90171] 4+t |a1|6—z[27rf1t+<ﬂﬂ + ayp

+’a1|€i[2wf1t+801] R ‘alil‘ei[QﬂflflﬁHPIfl} + |al|€i[27rf1t+gol]
I
= ap+ Z 2|ayj| cos(2m fit + ),

J=1

de onde vemos que G é uma funcao real do tempo ¢t. O valor 2|«a;| é chamado amplitude do sinal.
Supomos que conhecemos alguns valores G(t,,) de G, de uma amostragem de N dados obtidos

em intervalos de tempo igualmente espacados,
tm = mAt, m=20,1,...,N —1, At > 0.
A dificuldade estd, entao, em determinar as freqgiiéncias f; e, uma vez encontradas estas freqiiéncias,

as amplitudes complexas «; sao obtidas resolvendo o sistema linear

I
Gltm) = > ae®htn TeN, m=12..2[+1

j=-1

O intervalo de tempo At pode ser escolhido, convenientemente, afim de obter
amfiAt<m,  j=1,2,... 1
Para isso, é suficiente considerar apenas a maior freqiiéncia f; e tomar

1
At < —.
2f1
Essa escolha de At depende de algum conhecimento sobre a natureza fisica do problema em

questao. O seguinte exemplo é dado em Jones e Petersen [9] para explicar esse fato. Em proces-

samento da fala, é tipicamente necessdrio determinar freqiiéncias f; variando-as no intervalo

0 < f; <5000 Hz (Hertz).
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Assim, a escolha do intervalo de tempo At, entre uma amostragem e outra, deve ser

1

A - -
B

= 107" s (segundos).

Utilizamos, assim, as freqiiéncias normalizadas w; = 27 f;At, onde At é escolhido apropriada-

mente para que
O=w <wy <---<wy<m, wj = —w_j, g=1,2,...,1,

de acordo com (5.1).

Finalmente, definimos o sinal trigonométrico discreto truncado {zx(m)}2____, por

Glty) =1 ae™ m=0,1,...,N—1
() = { 10 7 i | 52)
0, caso contrario.
Os ntumeros
e §=0,%+1,42,... %I,
sao chamados pontos de freqiiéncia. Esses pontos, com —7m < w; < m, j = 0,£1,£2,...,+],

estao no circulo unitario e serao aproximados pelos zeros dos polinomios de Szegd, que estao no
interior do circulo unitario. Trabalhamos com as freqiiéncias normalizadas w; e, por simplicidade,
chamamos w; apenas de freqiiéncias.

Na proxima segao, estudamos métodos para determinar as freqiiéncias de um sinal trigonométrico

discreto.

5.2 Polinomios de Szego e analise de frequéncia
Seja xy(m) definido em (5.2). Seja

1, se ag>0
ng=2+r <N, onde 7r= ,
0, se ag=0

a quantidade de pontos de freqiiéncia e™7. Definimos a medida vy em [—m, 7] por

N-1
1 .
dipn(6) = o Y an(k)e | df, -m<6<m NEN (5.3)
k=0

Para a medida 1y, o m-ésimo momento, M%V) (m=0,%1,£2,...), é dado por
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do

™ ' 1 ™
(N) _ —im0@ _ = —im@ —zk’G
Hm = = / e dyn(0) = o / g TN

1 p- N-1
- —imb —ik6 2]9
o (Z o )(Zm )d@

= i xN(]g) <xN(0>/ ci(—k—m)f d@—l—l’N(l)/ pi1=k=m)8 g

k=0 —T —T
s

d0+---~|—azN(N—1)/

—Tr —Tr

1
= o > an(k)zy(k+m)2m,
k=0

ei(N—l—k:—m)O d&)

pois / df = 2m e as demais integrais sdo todas iguais a zero. Como zy(k + m) = 0, para

k+m>N-—1 (ou k > N —m — 1), obtemos

N—m—1
- Z [EN ZL‘N k’ + m) m 2 O,
e U ER (5.4)
SN) m< —1

,u,(flv ) sd0 chamados de coeficientes de auto-correlacao do sinal.

A medida vy define o produto interno
(f 9w = f( Dg(e®)dpn(0),  f.g €A

Como o problema de momento trigonométrico para {M%V )} tem uma solugao ¥y, a seqiéncia
{H'Erjzv )}E;LO:,OO é hermitiana e positiva-definida. Dai, podemos aplicar (4.34) para calcular, sucessi-
vamente, os coeficientes de reflexao 5£LN), n=1,2,3,..., associados a medida ¢y e, a partir disso,

construir a PPC-fracao associada a 9y,

N N N
s 2000 1 - 1 (15
0

_ _ (5.5)
L e S S LI S| AL

Definimos P, (¢¥n, 2) € Qn(¢n,2), n > 0, como sendo, respectivamente, o numerador e o deno-
minador do n-ésimo convergente de (5.5) que satisfazem as relagoes de recorréncia de (3.2) a
(3.4).
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Os polinomios de Szeg6 com relacao a vy sao dados por

pn(wNv Z) = QQn—H(wNa Z)? PZWN, Z) = Q2n<¢Na Z); n 2 0.

Eles também satisfazem relages de recorréncia das formas, (3.17) e (3.18) e podem ser expressos
pelos determinantes de Toeplitz (3.13).

Para determinar os pontos de freqiiéncia e’ utiliza-se, essencialmente, as propriedades assin-
téticas (N — o0o) dos zeros dos polinomios de Szegd. Este método é conhecido por N-Processo.

Seja F' uma fungao de Carathéodory da forma (4.37)

wj T 0
ZI g|26 fz —/_ © T2 000), (5.6)

elw; 616 — -
j=—I
onde )
0, —T <0 <w_y,
—I+k
Z |04j|27 Wy <O < w_rppp, 0<E<20 -1,
o) =1 = (5.7
I

Z loy?, wr <6<,

\ Jj=—1

Os momentos com relacao a vy sao dados por

. I

Lo —/ e ™M d(0) = Z o [Pe™ ™ m € Z.

—T

Por (5.6) vemos que F' é uma funcao racional cujos pélos sao os pontos de freqiiéncia no circulo

unitario e obtemos pela parte (B) do Teorema 4.10 que
F(z) = Lo(2) = po +2) _me?*,  |2] < 1.
k=1

Em seguida mostraremos que se o supp(t)) contém apenas ng (ng = 2/ + r) pontos, entdo I,
é positivo-ng-definido.
De fato, seja 1) uma medida com ng saltos definida por (5.7) e seja ¢,, um polinémio de grau

ngo definido por
qno(eie) _ <€i9 - eiw_z)(€i9 _ eiw—H—l) - ( — “”1 Z ae’’, e C.

Temos que |g,,(e?)|> > 0, mas

Iyl (e)?] = / [no () * d(0) Z [ty (€™7)[* = 0.

j=—I
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Logo, existem agp, ay, ..., a,,, nem todos nulos, tal que
s no 2 ng no Ho o Heny Qo
irf — — — . . . .
0 :/ 5 are = 5 E QrQgfbs—_p = < ag -+ Qp, )
Tl r=0 r=0 s=0
Hng =+ Ho (ng

Portanto, a matriz de Toeplitz

fo - Heng

Tno = : ' :
T

nao é positiva-definida. Em outras palavras, seu determinante (que é real) satisfaz, A,,, < 0. Pela

integral de Stieltjes,

nllate)?) = | e an ) = 3 JasPlale™)

- =
para qualquer polinomio ¢ # 0 de grau menor que ngy. Assim, o determinante A, da matriz T,, é
positivo para todo n < ny.

Vamos mostrar que A,,, = 0 e com isso provar que I, é positivo-ny-definido. Sabemos que T,

¢ positiva-definida para 0 <n < ny — 1 e que 7},, nao é positiva-definida. Escrevemos

Tn 1 dn —1
Tno = ( dHO I[j ) [§ Tno 1= Gno 1Gn0,1, (58)
no—1 0
onde

gi1 G122 - 91n9—1

G B 0 g22 -+ 92.n9—1
no—1 — . . . . )
0 0 - Gno—1,n0-1

com g11 # 0,922 #0,..., Gng—1,n9—1 7 0.
Vamos procurar uma decomposicao para 7,,, da seguinte forma,

Gno—l Ono—l )

T, = GnHOGnO, onde G,, = (
0 Ino,no

Escrevemos

GH G _ GTLQ 1 0 Gno—l Cno—l _ TTLQ—I dno—l _ T
n no == = Ipg-
’ CTIZ{)—I 9no,mo 0 Ino,no dnHO_l Ho

Entao, temos trés identidades,

(i) Gl _1Gpy—1=T,—1 (que é vilida por (5.8)),
(11) GnHO 1On0—1 = dn0—17

cee 2 _ o
(111) Cno 10710—1 + Ino.me — Anono = Gnono = \/anoyno Cno 10710—1'
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Como G,LHO_1 ¢ nao-singular, a solucao Cy,,_; em (ii) é Gnica. Assim, tomando ¢y, ,, como em (iii),

obtemos a matriz G,,, desejada. Dai
Ny = det(T,,,) = det(GLLGpy) = det(GE ) det(Gry) = 91,1922 * Gnoino|” = 0.

No entanto, observamos que A,,, < 0. Portanto, A,, = 0.
Logo, como v definida em (5.7) tem somente um ndmero finito de pontos de aumento (os

saltos), a seqiiéncia {pm, }>°, ¢ hermitiana positiva-ny-definida, o que implica que
0, <1 para 1<n<ng—1 e [,]=1,

veja (4.27) na Observagao 4.1.
Segue, do Teorema 4.10, que

20 1 1 —|8,0—1]? 1
F(Z):aO—TO e ( (|5 o 1‘ >Z = .
+ 0z 4+ + no—1 + Ong2

(5.9)

O convergente ngp-truncado (5.9) tem n-ésimo numerador P, e denominador @, n = 0,1,2, ...,
2no + 1. Como |dy,,| = 1,

Pongi1(2) = Pang(2) € Qang41(2) = Qano(2)- (5.10)

Os polinomios de Szeg6 com relacao a 1 sao dados por

Pn(2) = Qany1(2) e P (2) = Qan(2), 0 <n <nyg. (5.11)

De (5.6), (5.9), (5.10) e (5.11),

I
Pro(2) = Qang1(2) = Qan(2) = (2 = 1) [ [ (= = €™)(z — 7).
j=1

Portanto, os zeros do polinomio de Szegd p,,,, com relagao a fungao escada v, sao exatamente os
pontos de freqiiencia. No entanto, nao se consegue construir a medida v, pois, tanto as amplitudes
a;, como as freqiiéncias w;, sao desconhecidas.

O objetivo do préximo resultado, demonstrado por Jones e outros em [10], é mostrar que
?ﬁWN? onde 1y é a medida definida em (5.3), converge fracamente para a medida v definida por
(5.7) quando N tende ao infinito. Para demonstrar esse teorema usamos algumas propriedades

do nucleo de Fejér, que definimos a seguir.

1
Definicao 5.1. A fungio &y (1) = (

21N
ordem N — 1.

sen(Nt/2
sen(t/2)

2
)) ¢ conhecida como nicleo de Fejér de
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Algumas propriedades da fungdo ®n(t), cujas demonstragoes sao omitidas mas podem ser
encontradas em Figueiredo [5], sdo
(1) Dn(t) > 0 e Py(t) = Py(—1),
(17) /7r Oy (t)dt =1, paratodo N € N,
(141) S_e73a f : R — R continua com periodo 27. Entao,

lim Oy (t)f(x—t)dt = f(x).

—
Noo_ﬂ_

Teorema 5.1. Seja vy a medida definida por (5.3). Entao,
]yg;oﬁ/ F(E)din (6 / F(E)du o ZI\aJI flew)
iz

para toda f continua no circulo unitdrio C.

Demonstracao: Escolhendo ¢ > 0 tal que que o intervalo [ws; — €, w; + €] ndo contenha w;
(j # s), temos

ws+e ) ws+e ] )
N[ = o [ e S lme
1

Ws—E&

m
ws—+e N—

I
— Y f(eze) ( Z ajezwjm) e—zmQ do
Ws—¢€ m=0 »j=—
w5+a I N-1 imuw. |2
e J
- Qﬂ-N/ O‘JZ imd do.
j=—I m=0

Utilizando a soma da série geométrica, obtemos

Wg +5 0 w5+a 9
Z d ’L
N/ ) dipn (0 2N/

wSJrs 1 — N _ zN(wm—G)
27TN/ Z aj z (wj—6) Z Oém ez(wm—é') dg . (512)

1 — ezN(wJ 0) 2

ZI Qj 1 — eilw;—0) df

j=—I m=—1I

Consideramos o termo em (5.12) quando m = j = s e, assim,

/were | 2 50 |as / fe i(w 1 — N0
o |? = 5T .
2N 2rN — et

- i [ e (—Szziiz%?ﬁe-

2

(—db)

1— 6iN(w379)

1 — eilws—0)

Pelo ntcleo de Fejér, concluimos que

o R R e
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Além disso, os termos restantes do lado direito de (5.12) s@o de ordem O(1/N) se j # m e
j #s,edeordem O(1/v/N) se j = s oum = s (ndo ambos). Portanto, temos

1 wWs—e

lim — F(e)drpn(0) = || f (™).

N—oo NV Wwe—¢

Podemos particionar o intervalo [—m, 7| de modo a obtermos [ws — &, w; + €] como um intervalo

contido nessa particao. Assim, temos que

lim — [ f(e)dn / FEdb0) = 3 oy F(e™).

j=—I

Teorema 5.2. Seja {M%V)} a seqiiéncia de momentos com relagao a Yy e {inm} a seqiéncia de

momentos com relacdo a funcao escada vp. Entdo, para m = 0,+1,£2, ...,

1 1

Demonstragao: Substituindo (5.2) em (5.4) temos

N-m-—1
pV) = Z [Z Z v, et itonlk Z(“’"m)}, m > 0. (5.13)

k=0 Lj=—In=—I
Somando os termos, sobre k, com j e n fixos tal que w; + w, # 0 (sabemos que w_; = —wj,
portanto se n = —j entdo w; + w, = 0) temos a série geométrica
— 4 i(wj+wn)(N=m) _ |
) i(wnm) H(wjtwn)k __ i(wpm) €
e Z e\ Wi = ajape T
k=0
1
— v o (N/24m/2=1/2)+w; (N/2—m/2-1/2)] sen[s(w; + wy, ) (N —m)] (5.14)
— G;n .
sen[s(w; + w,)]
= Mj,n (m, N)

Como o termo do denominador nao se anula, existe um nimero M, independente de 7, n, m e

N, tal que
sup{M;,(m,N): wj+w,#0, —I<jn<I, meZ, N>1} <M.
A soma de todos os outros termos em (5.13), isto é, quando w;+w, = 0 (que ocorre para j = —n),
¢é dada por
N—m—

1p 11 I
[ Z Z ozjanei(w”m)} = (N—-m) Z oy et ™)

j=—In=—1I n=—1

>
k=0
= (N=m) Y |on ™™ = (N —m)piyn.  (5.15)

n=—1
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Combinando (5.14) e (5.15), temos, para N — oo,

N N N N N

jn=—1
J#—n

como queriamos demonstrar.

O préximo teorema, extraido de [13], garante que os coeficientes de reflexao 5" e os polinémios

pn(n,2), n = 1,2,...,ng, associados a ¢y definida em (5.3), convergem para seus correspon-

dentes 6, e p,, associados a ¢ definida em (5.7), e que os zeros de p,,(¥n, z) convergem para o0s

pontos de freqiiéncia e/, onde ny é a quantidade de pontos de freqiiéncia.

Teorema 5.3. Dados 8" = Pn(¥n,0) € 6, = pn(0), entdo,

(A) para cadan =1,2,...,n, fizo,

—50—1—0(%) e 57(1N)—5n—|—0(%), com N — oo;

(B) para cadan =0,1,...,2ng + 1,

Jim TP,z = Pal) e lim Qulin, ) = Qul2),

a convergéncia € localmente uniforme em C;

(C) em particular,

(2 —e™)(z

1

1\]}1_1)1’100 Pno (¢N7 Z) = J\]}I—I}’loo Q2n0+1<wN7 Z) = Q2n0+1(2) = (Z - 1)T

I
Jj=

a convergéncia € localmente uniforme em C;

(D) se os zeros z(j,ng, N) de pn,(¥n, 2) sao ordenados apropriadamente,

lim z(j,ng, N) = €™, j=41,42, ... +I.

N—oo

Ser #0 (isto é, ag >0 ), entdo lim 2(0,ng, N) =1 = €”.

N—oo
Demonstragao: (A) s pode ser obtido por, 5(()N) = ,uéN) e
N N N
D )
(N) (N) (N)
—1)" Y v Ce "
57(ZN):< N)) N‘z pil ' M.3 =102

ATL—I . . .
N N N
M(—n) :U’(fn)Jrl T /“L(—l)

— e i),
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1
Como N,u,(flv) = fm + O <N> ,para N — oo em =0,+1,4+2, ..., entao

1
Nﬂﬂ’ uy+O<N>:¢%M::N%+%XD, N — oo

e, para 1 < n < ny,

M1 Ho T Hn—2
U S T L 1
—1)" —
=) : KR : +O(N>
57(1N) _ H—pn H—py1 - 1,“—1 — 5n +0 (%) ,
Anfl + O (N)

com N — oo.
(B) A seguir, usamos relagoes de recorréncia de (3.2) a (3.4), para obter os numeradores e de-

nominadores dos primeiros convergentes das fragoes continuas de Perron-Carathéodory, associada

a 1/)]\[.

Py(Yn, z) = 5(SN), Qo(Un,2) =1,

Pi(¢n, 2) = 05", Qi(Yn,2) =1,

Py, 2) = 0=z 41y, Qolthn, 2) = 802 4 1,

Py(yn,z) = 65V [ + 6], Qs(vn, 2) = 2 + 61",
Pu(vn, 2) = 6= 22 1 (6NN 5 4] Quvw, 2) = 0922 + (B0 + 652 1.

Para a PPC-fracao associada a 1 é analogo.

Podemos, entao, observar que os coeficientes das poténcias de z em P, (¢, 2) e Qn(¢¥n, z) (ou
P,(z) e Qu(2)) sao fungoes continuas de 5](€N) (ou &), & = 0,1,..,n. Portanto, com
N — o0, os coeficientes de P, (¢n,2) e Qn(1¥n, 2z) convergem para os coeficientes de P,(z) e
Qn(z), n = 0,1,...,2n9 + 1, respectivamente. Cabe observar, também, que em todos os nu-
meradores P, (¢, z) aparece o fator 5(()N), por isto é necesséario dividi-los por N para que haja
convergéncia (veja item (A)).

(C') Sabemos que pn, (YN, 2) = Qang+1(YnN, 2), 1o > 0. Portanto este item e conseqiiéncia de (B)

e de ,
Q2n0+1< ) pno Z - 1 " H zw] —¢€ iwj)'
7j=1

(D) Se f # 0 é a fungao limite para a seqiiéncia {f,,} de fungdes continuas, entao cada zero de f
é limite dos zeros das fungoes f,. (veja Henrici [7], Corolério 4.10e, p.283). Logo, por (C'), temos

o resultado. ]

No exemplo a seguir, temos uma ilustracao do fato que acabamos de mostrar.
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Exemplo 5.1. Consideramos um sinal da forma
rn(m) =™ + e/ 4 gimT/d — 1 4 9 cos(mm/4),

onde as amplitudes sao a_y = ag = oy = 1, as unicas freqiéncia sio w_; = —w/4, wyg = 0 e

wy =7/4 e ng = 3. Através dos coeficientes de auto-correlagao do sinal,(5.4), obtemos

pV) = _z:_ [1 4 2(cos(km/4) + cos((k + m)w/4)) + 4cos(km /4)cos((k + m)w/4)].

Entao, podemos calcular os polinémios de Szegé p, (¥, z) com relagao a ¥ através das féormulas

determinantes (4.33). A seguir apresentamos os trés zeros z(j,ng, N), j = 1,2, 3, de pp, (¢¥n, 2).

z(4,no, 10) (o) z(j3,m0,100) (+) z(j,n0,1000) (O) | z(j,no,10000) (o) pontos de fregiiéncia
-0,09740 0,59518 0,90151 0,98904 ewo =1
0,54582-0,49611 i | 0,60611-0,60763 i | 0,67445-0,69396 i | 0,70349-0,70612 4 | e¥—1 =0,70711 — 0, 70711 i
0,54582+0,49611 ¢ | 0,606114-0,60763 ¢ | 0,67445+40,69396 ¢ | 0,70349+0,70612 ¢ e"1 =0,70711 4 0,70711 ¢

W N =S

Figura 5.1: Convergéencia dos zeros
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A utilidade do Teorema 5.3 é apenas tedrica, pois, a quantidade de pontos de freqiiéncia ng é
desconhecida. Isto é, nao sabemos qual o grau do polinémio de Szeg6 associado a ¥ que devemos
tomar para obter as freqiiéncias w;, visto que a convergéncia se dd somente para o grau 7.

E necessério, entdo, investigar a convergéncia para polinomios de grau n suficientemente
grande (n > nog). E isso que apresentamos nos Teoremas 5.4 e 5.5. Estes resultados podem
ser encontrados em [13].

No exemplo a seguir, dado em [18] por Pan e Saff, vemos que para n > ng, a seqiiéncia

{Pn(¥n, 2)}F-1 = {Qant1 (YN, 2) }F_, pode nao ser convergente.

Exemplo 5.2. Consideramos um sinal da forma
T (m) = e ™A 4 oM /A = 9 cos(mmr [4),

onde as tnicas freqiéncia sio w_1 = —7m/4 e w; = /4 e, as amplitudes sio a1 = ay = 1.

Vemos que
ng = 2 e p2(2) = Qs(2) = (z — e ™) (2 — ™) = 22 — V22 4+ 1.

Vamos tomar duas subseqiiéncias de { N} e calcular os respectivos momentos,
(a) N =0 (mod4) : p =oN, V=N —2), iV =-2 N =—\2(N-2),
B) N=2(modd): piV=2N+2 M =van, uM=0 4 =-v2N-2).

Assim, obtemos

V2

i ) =)+ L) e i s ) = ) (2 + L),

ou seja, o limite de {ps3(¢n, 2)}, com N — oo, nao é inico. Os momentos podem ser calculados
através dos coeficientes de auto-correlagao do sinal (5.4) e o polinémio p3(vy, z) através dos
determinantes em (4.33). Devemos notar que, embora nao sejam iguais, os limites encontrados
sao da forma py(2)U;(z) onde U; é um polindémio com zero em |z| < 1. Vemos adiante que isso

nao é uma mera coincidéncia.

O préximo teorema, obtido em [18], garante a convergéncia de uma subseqiiéncia de {p, (¥, 2)},

n > ng. Para demonstra-lo precisamos de dois lemas.

Lema 5.1. Seja oy > 0, entao, paran > ny e N > 1, o coeficiente do termo de maior grav ¢,

(veja(4.32)) do polinomio ortonormal p,(Yn, z) satisfaz
Copn > 1/7 >0, (5.16)

onde T = 22I+1 Z]I.:J |y
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Demonstracao: Pelo Teorema 4.8 segue, para z = €, que

1

1 " " n— - w
2 = [nmaran < [ Lo waers
n,n -7 —m j=—I
s I 2 I 2
_ / Z aj(zN . einj)H<Z_6iwl) do < (22I+1 Z |ij|> — 72
=1 1] =TI
como queriamos demonstrar. [ ]

Lema 5.2. Paran > ng e N > 1, os coeficientes de reflexdo 5 +1 satisfazem

Gl < [1 = (@(0)/m)"/* <
onde T € dado pelo lema anterior.

Demonstracao: De (3.25) e (4.32) vemos que

|5n+1|2 =1- C /Cn+1 n+1- (5.17)

Como p} 1 (¥n, z) e W5 s@o polinomios, e portanto, fungoes analiticas em |z| < 1, pelo Teorema

4.8, temos que

1
2
Cn,n

1 4 1 7 o
— %/ﬂ- |pn(¢N,Z)|2|WN(z)|2d9: %/ﬂ- |ﬁn(wNa1/Z)|2|WN(1/Z)|2d0
1 T
= / 175 DPIW ()2 d0 > 195 (0, 0) WE(0)[2 = 22(0),

que, junto com (5.16), fornece
Cnn/Cns1mir = (2(0)/7)% (5.18)

Portanto, de (5.17) e (5.18), temos o resultado. u

Teorema 5.4. Seja { N}, wma seqiéncia arbitrdria de ndmeros naturais. Entdo, existe uma
subseqiiéncia { Ny, }°°, de {Ny} tal que

(A) a subseqiiéncia {(57(LN’“”) %, de {(57(1N’€)}Z°:1 ¢ convergente, comn =1,2,3,.... Paran > ng, o
limite de {67(1N’“” >, estd em|z| <1 ;

(B) para todo m = 1,2,3,... e todo z € C, erxistem seqiiéncias de polinomios {U,Sg)(z) o e

{Uf(nl)(z) o°_,, dependendo de {Ny,}, tal que

. 1 )
lim N—PQ(no+m)+l(¢Nkl,,Z) = U»,S?('Z)P%TO (Z), | = 07 1’
k

V—00
v
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B Qg pm)41(Uny,,, 2) = U (2)Qang (), 1=0,1.
A convergéncia é localmente uniforme em C;

(C) como Qapng+m)+1(Vn,,, s 2) = Prgrm(¥n,, > 2) € Qang(2) = (2 — 1)" H]I (2 — €M) (z — em™i),

entao, para m = 0,1,2, ...,

I
im ppgm(Vn,, »2) = UWD (2 TH (z — ™) (z — e~ ™5),

7j=1
onde Ur(,ll) ¢ um polinémio de grau m com todos os zeros no disco |z| < 1, e a convergéncia é
localmente uniforme em C;
(D) para cada n > ng e v > 1, ewistem zeros z(j,n, Ni,) de pp(Yn,, ,2) tal que

lim z(j,n, Ny, ) = ™, j==41,42, ... +I.

Se r #0, entdo lim, o 2(0,n, Ny, ) =1 = €.

Demonstragao: (A) Como |5§LN)| < 1 para todo n, N > 1, podemos aplicar o processo diagonal
de Cantor para obter uma subseqiiéncia {Nk}ker = { N, }52, de {Ni}32,, onde I' é um conjunto
infinito de indices, com a propriedade que {(5 '“”)} °, ¢ uma seqiiéncia convergente, para todo

n=1,2,3,... . Temos, entao, que
{o\MWyee | = {6 N gt s )

é limitada. Logo, existe uma subseqiiéncia de {(5,(LN’“)}2<’:1 que converge com n = 1. Seja {57(1Nk)}k€1"1
esta subseqiiéncia. Mas, {5§Nk)}k61"1 também ¢é limitada. Entao, existe uma subsequiéncia
{57(1Nk)}kep2 Ty Cc Ty) de {57(1Nk)}kep1 que converge com n = 2 e, também, com n = 1 por ser
subseqiiéncia da seqiiencia que converge com n = 1. Novamente, {5§Nk)}kerz ¢ limitada. Logo,
existe uma subseqiiéncia {57(1Nk)}k€1"3 (I's € T'y) de {67(1Nk)}k€1"2 que converge com n = 1,2, 3.

Continuando deste modo, obtemos seqiiéncias

{57(LNk)}kEF17 {dSLNk)}k’Esz {57(1Nk)}ker3’ Tt {6’51Nk)}ker“ T

com['1 DIy DI3D---DI; D---, tais que
(a) {(5 (Ne) }kep é uma subseqiiéncia de {(57(1N’“)}k€pi71,
(N Ni, N, .
(b) {68 N er, = {6 k”) ( ),55 k“‘"’),...,éi k”),...,} converge com n = 1,23, ...1.

o N
Queremos construir uma subseqiiéncia de {5% ’“)}zozl que converge para todon = 1,2,3,... .

Entao, escrevemos
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N, N, N, N, .
(60 = (o) g{Ma) sWhe) sy
{ }ker — {6(Nk2 1) 5(Nk2 2) 5(Nk273) 5(Nk2'l) }
2 , On g+ 530n g oSy

N N N, Ng., .
{5T(LNk)}k€F3 {6( " 1) k3 2)7 57(1 k373)7 v 752 k3‘1)7 c ‘}7

(N, 5)

1,3 1,1
,571 ,...,611 7...}.

Nkll) ( i)

{5( k)}kel“ —{5

Tomando os elementos da diagonal da tabela acima obtemos

Nk11 Nkzz) (Niz5) (Nk; ;)

oWy gl U S

que é subseqiiéncia de {(5(N’“) }io 1 e também de {5(N’“)}kep. exceto possivelmente pelos primeiros
(1 — 1) termos. Portanto, {5 M) % , converge com n = 1,2,...,i. Fazendo i — oo mostramos
que {(57(1 2 o2, converge com n = 1, 2,3,....

De acordo com o Lema 5.2,

lim |6V < Tim [1— (2(0)/7)%Y2 <1, n > ny.

V—00 V—00
(B) A convergéncia é conseqiiéncia do fato que, em

1
N—Pz(n0+m)+l(1/11vky ,2) e Q2(ng+m)+1(Vn,, 5 2),

v

. o ~ - , . . (N
os coeficientes das poténcias de z sao funcoes continuas dos coeficientes de reflexao (57(1 ),

Apresentamos a demonstragdo somente para o denominador, pois a demonstracdo para o
numerador é andloga. Usamos indugao finita sobre m nas relagoes de recorréncia das fragoes
continuas de Perron-Carathéodory, (3.2) e (3.3), para mostrar que existem polinémios em z de

grau no maximo m,
UD(y,2) e VO@ny2), 1=01,

tal que, param =1,2,3,...,

QQ(TLO-HTL)-H(wN? Z) - Ur(rlz) (¢N7 Z)Q?”o (¢N7 Z) + Z(l - |5£L]:)|2)VW(LZ) (1/}]\77 Z)Q2n0—1(¢N7 Z) (519)

Para Q2(ny+1), temos

—=(N
Qa(nor1) (YN, 2) = 5ioi1zano+1(¢Na z) + Q2 (Y, 2)
(N)

= B 62 +1] Qo (10, 2) + 2(1 = [SYP) o) 2] Qa1 (10, 2),

por onde definimos

—=(N
U (v, 2) = 5no+15(N) +1 e VO4y,2) = 5;01127
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€ para QQ(no+1)+1a

QQ(no+1)+1(¢Naz) = 67(5:—3-1@2@0-5-1)(77/}]\/72)_’_(1_|5n0+1| )ZQz(no+1 (@/)N, )
BN U (W, 2) + (1= |85 11)2697] Qang (v, 2)
+2(1— [89012) B8 VO (o, 2) + (1= [80,12)2] Qang—1 (W, 2),

onde

U (b, 2) = 0L UL (o, 2) + (1= 16500112200,
Vi (W, 2) = 680 VO, 2) + (1 — |88, 2)=.

Supondo que (5.19) vale para m = k, obtemos

=(N)
QQ(TLO+I€+1) (w]\“ Z) = 6n0+k+1zQ2 n0+k+1)71<¢N7 ) + Q2 n0+k+1 (¢N7 )

= B 12U (W, 2) + U (0, 2)] Qang (0, 2)

(N)

+2(1 = 1050 12) By trein 2V (@, 2) + VO (6, 2)] Qanga (0w, 2),
onde Uk(;?r)l (Yn,2) e Vk(ﬁ)l (¥, 2), definidos por
Ulg(j-)l (¢ ) (5( o+l<:+1 U(l) WN, Z) + Ulgm (w]\“ Z),
Uziil(iﬁ z) = 5no+k+1zvk(1)(¢Na z) + Vk-(O)(@Z)N» z),

sdo polindmios em z de grau no maximo k + 1. Portanto, provamos (5.19).

Observamos que os coeficientes das poténcias de z em U,(,?(@/J N, Z) € em 1743 (¥n, 2) sdo fungoes

continuas de 57(113[), . ,(5,(1]:}%. Portanto, para m =1,2,3,..., el =0, 1, os limites
lim U (4w, 2) = UL (2), lim V.0 (¢, . 2) = V,)(),

existem e sao polinomios em z de grau no maximo m.
Entéao, aplicando o limite em (5.19) com v — oo e com Ny, no lugar de N, usando (A) e (B)

do Teorema 5.3 e |0,,| = 1, obtemos

ylggo Q2(no+m)+l(ka,,a Z) = Ur(r?(z)QQno (Z)v

como queriamos demonstrar.
(C) Para esta demonstragao, usamos indugao finita sobre m.
Para m = 0, (C) segue do Teorema 5.3. Supomos que (C) vale para algum m > 0 e consider-

amos a relagao de recorréncia

p1*10+m+1 (z/}Nklﬂ Z) = p;0+m(ka ) ) + 2 5n0+m+l pnoer(kal,v Z)' (520)

Supomos que

pno+m+1(¢Nk, ,2) = R(2) € Pryimn S pno+m(¢Nk,,a z) — 8(2) € Prgim-
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Entao, de (5.20),
R*(2) = S*(2) + 2 lim (™M) ) S(2). (5.21)

no+m-+1

Por hipétese de indugao, temos que S(z) = Ur(nl)(z)pno(z), onde US) ¢ um polinémio de grau m

com todos os zeros em |z| < 1. Assim, (5.21) pode ser escrito como

R'(2) = ppy(2)UD"(2) + 2 lim (3,050 1) poo (2) U (2)

P (VUL (2) + 2 Tim (35) ) UD ()],

V—00

onde usamos o fato que pp, = py,, -
A prova estara completa se mostrarmos que T'(z) = (1)*( )+ 2z limyqoo(@(gi%ﬂ) U(l)(z) tem

todos os zeros em |z| > 1. Pelo Lema 5.2,

Tim (5,050 ] = (1= (2(0)/7)°)? <

Logo, pelo Teorema 3.3, segue o resultado.

(D) Segue de (C), analogo a parte (D) do Teorema 5.3. n

Teorema 5.5. Para todon >ng e N > 1, os zeros z(j,n, N) de p,(¢¥n, z) podem ser ordenados
de maneira que

lim z(j,n, N) = e™, j=41,42, ... +I,
N—oo
ser#0, lim z(0,n,N) =1=¢",
N—o0
Demonstracao: Vamos supor que existe um n; > ng, uma seqiiéncia { N} de niimeros naturais,
um dos pontos criticos e m € {0,41,..., £}, e um € > 0 tal que, para todo zero z(j,n, k)

de pp, (¥, 2),
|2(4,n1,k) —e™™| > e, paratodo k=1,2,3 ...

Entao, pelo Teorema 5.4(D), temos uma contradigao. n

ualti v u xi Z WU, 2) qu v

Neste tltimo teorema, vemos que, para n > ng, existem ng zeros de , e convergem
para os pontos de freqiiéncia e®. Obviamente, existem mais zeros do que pontos de freqiiéncias.
A seguir, apresentamos um resultado, obtido em [9], que distingue os zeros que convergem para
os pontos de freqiiéncia e™i, que chamamos de zeros interessantes, dos zeros que nao convergem

para os pontos de freqiiéncia, que chamamos de zeros desinteressantes.

Teorema 5.6. Seja n > ng+ 1 dado. Entao, existem constantes K,, com 0 < K,, < 1, tais que

0s zeros desinteressantes z(j,n, N) de p, (¥, z), satisfazem

12(j,n,N)| < K, <1 para ny+1<j<n, NeN
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Demonstracao: Supomos que é possivel encontrar uma subseqiiéncia { N}, de {N} e, para
todo k € N, um indice j(k) com ng + 1 < j(k) < n, tal que

lim |2(j(k), n, Ny)| = 1, (5.22)

k—o0
onde z(j(k),n, Ny) s@o os zeros que nao convergem para os pontos de freqiiéncia. Como
|2(j(k),n, Ni)| < 1 para todo k € N, e |z| <1 é um conjunto compacto, existe uma subseqiiéncia
{Nim) Foo—1 de {Ni}72, e um ponto z* satisfazendo |z*| = 1, tal que

lim z(j(k(m)),n, Nymm)) = 2"

m—00

Pelo Teorema 5.5, existe uma subseqiiéncia { Ny, )}o2; de { Ny} tal que, para todo

z€C,
lim pn(ka(mu), Z) = Un—no(z)pno(z)7

onde U,,_,, ¢ um polinémio de grau (n —ng) com todos os zeros em |z| < 1 e a convergéncia é uni-
forme em subconjuntos compactos de C. Portanto, existe uma subseqiiéncia {z(j(k(m.)), 7, Ni@m,)) }
de {z(j(k),n, Ni)}, tal que

lin 2(j(k(m, ). m, N )| < L

V—00

contrariando (5.22). n

Finalizamos esta se¢ao com a exposicao de outros processos utilizados para resolver o problema
de andlise de freqiiéncia. Desejamos, futuramente, continuar estudando esses métodos.

Observamos no Exemplo 5.1 que no N-processo, quando n > ng, a seqiiéncia de polinémios
de Szegd {pn(¥n, 2)}¥-; pode ndo ser convergente. Em atencao a este fato, algumas extensoes
do N-processo foram estudadas. Fazemos uma breve descricao de duas dessas extensoes.

Em [14], Jones, Njastad e Waadeland consideraram perturbacoes R'™, 0 < R < 1 nos momen-
tos M%V ) que resultou em uma seqiiéncia de polindémios de Szegd convergente (N — oo) quando

essa perturbacgao se aproximava de 0. Este método passou a ser chamado de R-processo.

A seqiiéncia de momentos no R-processo {M%V )(R)}fn":_oo é dada por
PRy = MR 0<R<1, NecN, mecZ

Em [14], verificou-se que esta seqiiéncia é hermitiana positiva-definida. Portanto, o problema de
momento trigonométrico para {,u%v )(R)}f,?:,oo tem solugao, ou seja, existe uma medida zpﬁ“ que
gera esta seqiiéncia. Além disso, existem os coeficientes de reflexao 5,(1N)(R), os polinémios de

Szego pn(¢§f), z) e uma PPC-fragao associada a w](f’). Assim foi mostrado que

n—ng

I
. . (R) . r w; _—iwy _
Jun (g pf.2)) = (- 1) O | ()



5.2. Polinomios de Szegé e analise de freqiiéncia 71

onde |z, < 1,paral <p<n-—-mnger=0(r=1)seay=0 (ap > 0). Segue que, para cada
k=1,2,...,n,

R—1— N—oo

lim ( lim zg(n, N, R)) = Znk, |20k <1,

onde z(n, N, R) é o k-ésimo zero de pn(w](f), z). O conjunto {z, : k=1,2,...,n} contém todos
os pontos de fregiiéncia e™7. Em [24], Li mostra que os zeros desinteressantes de pn(z/JJ(f), z) estao
limitados num disco |z] < K < 1.

Tanto o N-processo, quanto o R-processo, possuem desvantagens. No N-processo, como
observamos através de um exemplo, a seqiiéncia de polinomios de Szegd pode nao ser convergente.
Isso nao acontece no R-processo, no entanto, um parametro R é incorporado ao problema. Pe-
tersen, em [19], combinou as vantagens desses dois métodos tomando R = R(N) como uma funcao
de N, tal que
N—-00 & R—1".

Com objetivo de manter a ordem em que os limites sao aplicados no R-processo, foi tomado

1
onde « € (0, 1), pois desta forma, N 0 mais rapido que R(N) — 17, e foi mostrado que

lim p, (", 2) = lim (hm Pl §f>,z>).

N—oo R—1— N—oo

Além disso, foi mostrado que se o > 1, entao a seqiiéncia de polinomios de Szegd pn(wgf(m), z)

nem sempre ¢ convergente.



Capitulo 6

Consideracoes Finais

Neste trabalho, apresentamos dois resultados que ressaltam as ligacoes entre as HPC-fragoes
e os polinomios de Szeg6. No primeiro, consideramos um funcional linear quase-definido £ e sua
correspondente seqiiéncia de polindémios de Szegd {p,,}5°, e mostramos que existe uma HPC-
fracao com os denominadores (),, dos n-ésimos convergentes satisfazendo Q2,+1 = pn € Q2 = p},.
No segundo resultado, tomamos uma HPC-fracao com denominador (),, do n-ésimo convergente
e mostramos que existe um funcional linear quase-definido £ tal que {Qa,+1}52, € a seqiiéncia de
polinémios de Szegd com relacao a £. Em ambos os resultados vemos que a HPC-fragao é uma
PPC-fragao se, e somente se, L é positivo-definido. Neste caso, os zeros dos polinémios de Szeg6
satisfazem |z| < 1.

Obtemos um sistema de relagoes de recorréncia para as HPC-fragoes e para os polinomios de
Szegé que nos mostra que a seqiiéncia {p,}o2,, ou {Q,}22,, é inteiramente determinada pelos
coeficientes de reflexao 0, = p,,(0) = Q2,41(0).

Vemos que, para uma seqiiéncia {u,}>° __ de numeros complexos, que satisfaz A, # 0,
n=20,1,2,..., onde A, sao os determinantes de Toeplitz, existe uma seqiiéncia de polindmios
de Szegd {pn}>2, e obtemos uma outra maneira de calcular os polinémios py,.

Mostramos que os polinomios de Szegd e as PPC-fragoes, aplicados a quadratura no circulo
unitario, possibilitam resolver o problema de momento trigonométrico. Para este problema, vemos

que a condigao necesséria e suficiente para a existéncia de solugao é que {p, }°° __ seja hermitiana

—0o0
positiva-definida. Mostramos que a solu¢ao do PMT ¢ unica.
Resolvido o PMT, podemos definir a seqiiéncia de polinomios de Szegd em termos de um

funcional integral I, dado por
Lih = [ e v,

onde f é um polindmio de Laurent e ¢ é a Uinica medida obtida pela solucao do PMT.
Os polinomios de Szeg6 também foram usados para resolver o problema de anélise de freqiiéncia,

que significa encontrar as freqiiéncias —m < w_; < --- < wy < 7w de um sinal trigonométrico dis-
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creto zny(m) param =0,1,2,... N — 1.

Na técnica utilizada neste trabalho, vemos que existe zeros dos polinémios de Szeg6 p,, (¢ n, 2),
gerados pela medida 1y construida a partir de zy(m), convergindo para todos os pontos de
freqiiéncias e’ quando N — oo. Para isto, necessitamos tomar polinomios de grau n > ng, onde

ng indica a quantidade de pontos de freqiiéncia. Quando n = ng, vemos que

(z—e™)(z—e ™), Vz,

1
=1

Jim prg (Y, 2) = (2 = 1)

J

onde 7 = 0 se a amplitude o de zn(m) é nula e r = 1 se ap = 1. Assim, todos os zeros desses
polinomios convergem para os pontos de freqiiéncia. No entanto, quando o grau de p,(¢¥n, z) é

maior que ng, temos

(z — ™) (z — e ™), Vaz,

1

thgo pn(¢Nky7Z> = Un—no(z) (z - 1)T

T
J:
onde {Ny, }°°, é uma subseqiiéncia da seqiiéncia dos nimeros naturais e U,_,, ¢ um polindémio
de grau n —ng com todos os zeros em |z| < 1. U,,_,, depende da subseqiiéncia { N, }2,, ou seja,
para n > ng, fixo, os polinomios de Szeg6 p,(¥n,z), com N — oo, podem nao ser convergentes.
Porém, existe exatamente ng zeros de p,(¢y, z) convergindo para os pontos de freqiiéncia e™7.
Os n — ny zeros restantes satisfazem |z| # K < 1.

No final do estudo sobre analise de freqiiéncia, apresentamos outras duas técnicas, que pre-

tendemos continuar estudando, que geram polinomios de Szegd convergentes para todo n.
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