UNIVERSIDADE ESTADUAL PAULISTA
Faculdade de Ciéncias e Tecnologia de Presidente Prudente

Programa de Pos-Graduagao em Matemética Aplicada e Computacional

Estudo da Estabilidade do Método das Linhas
Usando a Dinamica de um Cabo Flexivel

Marilaine Colnago

Orientador: Prof. Dr. Messias Meneguette Junior
Co-orientador: Prof. Dr. José Roberto Nogueira

Presidente Prudente, Marco de 2012



UNIVERSIDADE ESTADUAL PAULISTA
Faculdade de Ciéncias e Tecnologia de Presidente Prudente

Programa de Pos-Graduagao em Matemética Aplicada e Computacional

Estudo da Estabilidade do Método das Linhas
Usando a Dinamica de um Cabo Flexivel

Marilaine Colnago

Orientador: Prof. Dr. Messias Meneguette Junior
Co-orientador: Prof. Dr. José Roberto Nogueira

Dissertagao apresentada ao Programa de
Pos-Graduagao em Mateméatica Aplicada e
Computacional da Faculdade de Ciéncias e
Tecnologia da UNESP para obtencao do ti-
tulo de Mestre em Mateméatica Aplicada e
Computacional.

Presidente Prudente, Margo de 2012



Aos meus pais,

Marinalva e Mdrio Indcio.



Agradecimentos

A elaboragao dessa dissertagao exigiu um formalismo muito grande, além de um grande
estudo para que cada linha ficasse bem clara a todos que um dia a utilizarao. Entretanto,
esta pagina inicial é reservada para que o autor possa expressar os sentimentos experi-
mentados durante os anos de trabalho e agradecer a possibilidade de conviver com tantas
pessoas.

Agradeco a Deus pelo dom da vida.

Agradeco aos meus pais Mario e Marinalva pelo amor incondicional, por terem sabido
compreender o valor da educacgao e por terem sido meu alicerce, minha forca e por tudo
que abriram mao por mim.

Agradec¢o ao meu namorado e amigo Lucas, pelo amor sem precedentes, pela paciéncia
e compreensao com minhas dificuldades e minhas loucuras.

Quero expressar a minha mais sincera gratidao aos meus orientadores. Ao professor
José Roberto pela paciéncia, apoio e grande amizade desde a graduagao e ao professor
Messias Meneguette pela ajuda no amadurecimento tanto profissional, quanto pessoal, ja
que se tornou um grande amigo ao longo desses 2 anos.

Aos professores que estiveram presentes nas etapas que me fizeram chegar até aqui,
principalmente ao professor Suetonio pela ajuda na descoberta da paixao pela Matematica.

Agradeco aos membros da banca pelas correcoes e sugestoes importantes para finali-
zagao do trabalho.

Agradeco pelo apoio, carinho e momentos de alegria, aos amigos da primeira turma
do PosMAC: Diego, Marluce, Marluci, Tamiris, Danilo (in memoriam) e Vanderléa.

Agradeco a todos os colegas e amigos do PosMAC pelos momentos de descontragao e
concentragao. Foram parte essencial para o meu crescimento.

Agradego aos amigos Liu e Lucas que sofreram com meu sofrimento e hoje comemoram
comigo. Pela amizade sincera, e pelos puxoes de orelha e palavras de coragem quando o
desdnimo batia em minha porta.

Agradego ao Fernando Pacanelli pela ajuda ao longo da dissertagao.

Agradeco aos funcionarios da Unesp, em especial ao pessoal da Se¢ao de Pos-Graduacgao
pela disposicao e boa vontade.

E a reitoria da UNESP pelo apoio financeiro.



“ Nao seir como o mundo me vé, mas eu me sinto
como um garoto brincando na praia, contente em
achar aqui e ali, uma pedra mais lisa ou uma

concha mazis bonita, mas tendo sempre diante de mim,
ainda por descobrir, “o grande oceano de verdades”.”

Isaac Newton



Resumo

O estudo de equacoes diferenciais parciais tem merecido muito destaque nos tultimos
anos. O fato é que se trata de uma area muito utilizada em varios ramos da Ciéncia como
Matemaética, Fisica e Engenharia. Além disso, permite a modelagem de muitos problemas
encontrados em nosso cotidiano e na natureza em geral. Porém, a sua utilizacao se torna
complicada uma vez que, tais equagdes nem sempre apresentam o que chamamos de
solugdo analitica. Isto s6 acontece com uma “pequena” classe de equagoes (ver [19]). Faz-
se entao necessario, buscar outras alternativas para a resolugao de tais equagoes e dai os
métodos numeéricos de resolucao desempenham um papel muito importante. O método
das linhas, conhecido como um método de semi-discretizacao, representa uma alternativa
para encontrar tais solugoes e tem recebido aten¢ao na atualidade. O presente trabalho,
abrange, um estudo do método das linhas em sua forma original, bem como o estudo da
estabilidade desse método utilizando a dinamica de um cabo flexivel. O método nao foi
satisfatorio tanto para o cabo inextensivel quanto para o cabo extensivel, logo ap6s poucos
passos no tempo, a solucao se deteriorou, representando, ao nosso ver, a instabilidade do
método.

Palavras-Chave: método das linhas, cabo flexivel, perturba¢ao.



Abstract

Title: The study of the Stability of the Method of Lines Using
the Dynamics of a Flexible Cable

The study of partial differential equations has received much attention in the recent
years. The fact is that this is an area widely used in various branches of science such
as Mathematics, Physics and Engineering. Furthermore, it allows the modeling of many
problems encountered in our activities and nature in general. However, their use becomes
complicated since these equations do not always have what we call analytical solution.
This only happens with a “ small” class of equations (see [19]). So, it is necessary to seek
other alternatives for solving these equations, hence the numerical resolution methods play
an important role. The method of lines, known as a semi-discretization method, represents
an alternative to find such solutions and has received attention in the literature. This
work includes a study of the method of lines in its original form, as well as to study
the stability of this method using the dynamics of a flexible cable. This method was
not satisfactory for both the inextensible cable and to extensible cable, after a few steps
in time, the solution has deteriorated, representing, in our view, the instability of the
method.

Keywords: method of lines, flexible cable, perturbation.
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CAPITULO

I

Introducao

1.1 Consideracoes Iniciais

Historicamente, as equagdes diferenciais parciais (EDPs) sdo provenientes de estudo
de problemas geométricos e da resolucao de uma grande variedade de problemas da me-
canica. Durante a segunda metade do século XIX, um grande niimero de matemaéticos
estiveram ativamente envolvidos na investigacao de vérios problemas apresentados por
meio de equacoes diferenciais parciais. A principal razao para toda esta pesquisa é que as
equagoes diferenciais parciais expressam muitas leis fundamentais da natureza e surgem
na analise matematica de diversos problemas em ciéncia e engenharia.

O Método das Linhas (MDL) é uma aproximacao da solu¢ao da equagao diferencial
parcial (nao-linear) dependente do tempo. A ideia basica do método das linhas é subs-
tituir as derivadas espaciais da EDP com aproximacoes algébricas. Uma vez que isto foi
feito, apenas a variavel de valor inicial, geralmente o tempo, permanece. Em outras pala-
vras, com apenas uma variavel independente, temos um sistema de equagoes diferenciais
ordinarias (EDOs) que representam a equagao diferencial parcial original. Temos entao
que formular uma aproximacao para esse sistema. Feito isso, podemos aplicar qualquer
algoritmo de integracao para EDO de valor inicial para calcular uma aproximagao numé-
rica para a solucao da EDP. Desse modo, uma das caracteristicas do MDL ¢é a utilizacao
dos atuais e, geralmente bem estabelecidos, métodos numéricos para EDOs.

Nosso projeto destina-se a estudar a estabilidade do método das linhas em sua forma
original utilizando a dindmica de um cabo flexivel utilizando a técnica de perturbagcao.

Como a equacao do cabo é, na verdade, um sistema de equacoes, faz-se necessario
ganhar experiéncia por meio da solugao de outras equagoes que, mesmo sendo escalares,

apresentam dificuldades extras como é o caso de “stiffness”, conforme expresso a seguir.

11
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1.2 Objetivo

Desenvolver e implementar a solu¢ao numérica da equacao de Burgers, Korteweg-de
Vries e Korteweg-de Vries Burgers utilizando o método das linhas, como um estudo inicial
e implementar a solucao da equagao do cabo flexivel utilizando também o método das
linhas com o estudo da analise da estabilidade desse método via método da energia e
“perturbacao”, que consiste na simulacao para pequenas perturbagoes iniciais e analise de

seu comportamento no tempo.

1.3 Justificativa e Relevancia do Tema

O estudo de equacoes diferenciais parciais tem estado em alta e deve permanecer assim
por muito tempo. E uma area que comporta estudos teéricos em varias frentes, bem como
permite modelagem de praticamente todos os problemas do cotidiano. A solu¢ao numeérica
dessas equagoes se faz necessaria porque somente em casos muito simples é possivel uma
solugao analitica.

A solugao numérica de equacOes parciais é por si uma importante area, nao apenas
pelo que pode atingir em termos de resultados, mas também por ser fonte de pesquisa.
Por exemplo, na area de equagoes hiperbolicas, um periodo longo foi preciso para se
conseguir bons métodos, como os esquemas upwind TVD (Total Variation Diminishing),
mas a pesquisa continua em termos de esquemas centrais. Problemas nao lineares ainda
sao de dificil solu¢do e o método das linhas (semi-discretizagao) pode representar uma
alternativa e tem recebido atencao na atualidade, em sua versao original e na versao com
malha adaptativa [50]. A revista Journal of Computational and Applied Mathematics
dedicou um volume, 183 (2) 2005, especialmente ao método das linhas.

O uso da equacao do cabo pode ser justificada pela sua importancia. Além das apli-
cagoes mais conhecidas da dinamica do cabo, sendo usado como um elemento estrutural
empregado em pontes suspensas, linhas de transmissao e suporte de teleféricos, em [35],
o cabo ¢ usado para auxiliar em caso de reboque aéreo. Segundo o autor, o sistema de
antena de reboque é composto por trés componentes principais: veiculo hospedeiro, vei-
culos aéreos de reboque, e cabo de conexao, ver figura 1.1. Em geral, o veiculo hospedeiro
¢ maior do que o veiculo de reboque e fornece o impulso para ambas as aeronaves. Esse
estudo teve como objetivo criar uma simulagao dinamica do sistema aéreo com o foco
principal em torno da derivacao do sistema de equacoes e componente de movimento em
duas e trés dimensoes. O estudo inclui modelos matematicos para cada um dos compo-
nentes do sistema, bem como a metodologia para a derivagao das equagoes de movimento

para cada um dos modelos de componentes mencionados.
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Figura 1.1: O sistema aéreo de reboque. Fonte: Referéncia [35].

Outra aplicagao, que esta presente em 20|, estuda o comportamento de cabos dentro do
mar através de equacoes que modelam seus movimentos. Cabos colocados sobre o fundo
do mar podem formar “loops” e emaranhados, como ilustrado na figura 1.2. Segundo
os autores, os loops podem causar danos localizados e, no caso de cabos de fibra optica,
também podem impedir a transmissao do sinal. Essas deformagoes altamente nao-lineares
sao iniciadas por condigoes do cabo de baixa tensao e torcao suficiente para induzir uma

“flambagem” no cabo (ver [36]).

Figura 1.2: Cabo de baixa tensao formando loops e emaranhados no fundo do mar. Fonte:

Referéncia [20].

Em [20], foi apresentada uma revisdo da teoria da haste e um algoritmo numérico
que pode ser usado para estudar a dindmica nao-linear de cabos altamente contorcidos.

Embora o objetivo principal do trabalho foi modelar a dindmica de cabos marinhos,
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levando em consideragao a formagao de lagos e emaranhados no fundo do mar, o autor
mostrou também que as mesmas técnicas em uso para o cabo marinho com formagao
de lacos e emaranhados podem ser usadas para estados superenrolados de DNA e as
transicoes dindmicas entre esses estados.

O nosso trabalho utiliza um modelo simplificado para o cabo, sem forcas externas,
visando a solucao numérica e sua complicacao, esperando trazer entendimento que sirva
para outros modelos mais completos e complicados.

O estudo da estabilidade como descrito acima ainda nao existe na literatura.



CAPITULO

2

Método das Linhas

Seguindo [40], a solu¢ao das equagoes diferenciais parciais podem ser divididas em dois

tipos:

e Solucao Analitica: sao as solugoes exatas, que sao geralmente dificeis, senao impos-

siveis, de obter matematicamente para todas as equacoes.

e Solucao Numérica: idealmente, essa solucao seria simplesmente uma avaliacao nu-
mérica da solucao analitica. Mas, se a solucao analitica de determinada equagao nao
esta disponivel, a solu¢ao numérica é uma aproximacao para a solucao analitica, e

nossa expectativa é que ela represente a solucao analitica com boa precisao.

O uso de computadores modernos e réapidos, disponiveis atualmente, tem facilitado
a resolucao de EDPs mais complexas. Tais méaquinas tem feito possiveis as solucoes
anteriormente impossiveis de equagoes de grande complexidade, tanto da matemética
quanto da fisica ou engenharia. Isto nos leva & um maior desenvolvimento em softwares
numeéricos tais como pacotes para resolver EDOs. E entao muitos progressos tem sido
feitos no desenvolvimento de novos métodos numeéricos, como, por exemplo, o Método
das Linhas (MDL).

A solugao numérica de uma EDP implica na aproximacao do problema original num
dominio continuo por um sistema de equacoes algébricas num dominio discreto. Existem
varios métodos de discretizacao disponiveis que fazem essa transformacao ao longo de
todas as coordenadas. No entanto, se recorrermos ao método das linhas, vamos realizar um
procedimento que pode ser resumido da seguinte forma: primeiro discretiza-se o problema
original em todas as diregoes, exceto em uma (geralmente no tempo), depois integra-se na
direcao restante o sistema de EDOs resultante do primeiro passo, com algum integrador

disponivel (ver Figura 2.1).

15
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I Problema de Valor Inicial e de Fronteira Original (Sistema de EDPs) ‘

Discretizacdo em todas as derivadas
espaciais (técnica de aproximacdo numérica)

[ Problema de Valor Inicial (Sistema de EDOs) ‘

Discretizacio das derivadas temporais
usando um integrador numeérico

Solugdo Aproximada

Figura 2.1: Estratégia geral do método das linhas.

¥ f
a 2 A A N T I T I T
.Tn _l'” .Tﬂ . b =y x”

X X

(a) Dominio espacial continuo. (b) Discretizagao do dominio espacial.

(c) Integragao temporal.

Figura 2.2: Exemplo no plano.

O método das linhas tem sido amplamente utilizado para resolver EDPs desde a sua

primeira apari¢ao na antiga Unido Soviética em 1930 [27].
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Campo relatou em [8], que o método das linhas com base padrao de diferengas finitas e
malhas grossas, mostrou-se um procedimento adequado para a analise da convecgao mista
em tubos verticais.

Em [32], Oymak e Selguk propuseram o método de solu¢ao de linhas no tempo para
a equacao de Navier-Stokes 2D juntamente com a equagao da energia. Em [38], Sadiku e
Garcia utilizaram o método das linhas para resolver a equacao de Laplace em coordenadas
cilindricas, e em [44], o método das linhas foi usado para resolver o problema de calor
inverso de condugao (nao-linear) e, segundo os autores, o método deu resultados muito
precisos.

Em [27], os autores utilizaram o método das linhas para resolver problemas com equa-
¢oes de aguas rasas e depois aplicar em problemas envolvendo tsunami. O procedimento
foi aplicado para calcular os efeitos do tsunami na Indonésia ao longo da costa da pe-
ninsula da Malésia e Tailandia. A principal conclusao que emergiu deste estudo é que
o método das linhas é um procedimento adequado para a analise de fenémenos de onda
longa que se originou em regioes de dguas rasas. Além disso, as comparagoes com o pa-
drao de solugoes utilizando diferencas finitas revelam que o MDL proporciona um eficaz
algoritmo para simulacao de equagoes de aguas rasas.

Shakeri e Dehghan utilizaram o método das linhas, em [41], para resolver a equagao
de onda unidimensional sujeita a uma condi¢ao de conservacao integral e no trabalho que
realizaram citaram varios outros métodos utilizados para tal. Segundo os autores, este
artigo investigou a abordagem do método das linhas para resolver a equagao unidimen-
sional hiperbodlica. Os resultados computacionais confirmaram a eficiéncia, confiabilidade
e precisao deste procedimento. E também ficou claro que o uso de diferencas finitas de
ordem superior na solu¢cao MDL da equacao de onda, e, geralmente, para outras equacoes
diferenciais parciais, é recomendado.

Segundo Brito, em [6], a discretizagao espacial conduz, geralmente, & constru¢ao de um
sistema de EDOs stiff !, o que implica que alguns métodos explicitos, como o de Runge-
Kutta (RK) revelam-se computacionalmente inadequados e torna-se necessario recorrer
aos métodos implicitos como os métodos BDF (Backward Differentiation Formula) ou RK
implicitos, para uma resolugao eficaz do problema numérico. A escolha de um integrador
para a EDO resultante ¢ um aspecto essencial na utilizacao do MDL. Felizmente, existe
uma consideravel oferta e disponibilidade de pacotes de integradores de EDOs eficientes.
Essa disponibilidade de integradores de alta qualidade para resolver uma ampla gama de
problemas incluindo EDOs e sistemas mistos de equacgoes diferenciais ordinarias e algeé-
bricas ¢ um dos aspectos de sucesso do MDL além da simplicidade de sua implementacao.

Segundo Shakeri e Dehghan, em [41], a vantagem mais importante da abordagem do

método das linhas é que ele tem nao s6 a simplicidade dos métodos explicitos, mas tam-

!No presente trabalho, a palavra aparecera na lingua inglesa, por assim ser usada nos trabalhos que a
ela se referem. Para mais detalhes sobre o assunto, ver subsecao 2.0.1.
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bém a superioridade (vantagem de estabilidade) dos implicitos, a menos que um método
numérico nao adequado para a solucdo das EDOs seja empregado. E possivel alcancar
ordem superior nas aproximacoes na discretizacao espacial de derivadas sem aumentos
significativos na complexidade computacional.

Resumindo, o método das linhas tem as seguintes propriedades que justificam seu uso:
1. ¢ um método eficiente para a resolucao de equagoes nao lineares;

2. eficiéncia computacional: o carater semi-analitico da formulagao leva a um algoritmo
simples e compacto, que produz resultados precisos com menos esfor¢o computaci-

onal do que outras técnicas;

3. a estabilidade numérica: separando a discretizagao do espaco e do tempo, é facil

estabelecer a estabilidade e convergéncia para uma ampla gama de problemas;

4. reducao do esforco de programagao: fazendo um bom uso dos integradores para
equagoes diferenciais ordinarias (EDOs), o esfor¢o de programagao pode ser subs-

tancialmente reduzido;

5. reducao do tempo computacional: uma vez que apenas uma pequena quantidade
de discretizagao de linhas sao necessarias no calculo, nao ha necessidade de resolver

um grande sistema de equagoes, dai o tempo computacional se torna pequeno.

Por outro lado, o MATLAB é amplamente disponivel em industrias e instituigoes e
fornece uma base muito conveniente para o desenvolvimento de ferramentas para o método
das linhas, permitindo operagoes com vetores e matrizes e exige um conhecimento minimo
de programacao. Isso justifica o uso desse software neste trabalho.

Para ilustrar o Método das Linhas (MDL), vamos considerar a equagao de advecgao

linear dada por:

ou_ou
ot Ox’

aproximada numa malha espacial em x com n pontos separados uniformemente por uma

(2.1)

distancia Axz. O primeiro passo é a discretizacao da variavel x.

Para algum ponto x;, usaremos a notagao: u;(t) = u(z;,t), dai teremos que:

ou  duy

ot dt’

Aproximando a derivada espacial utilizando diferengas finitas centradas em algum
ponto x;, temos:
@ Uiy — Ui

_— , =1.2.....n— 1. 2.2
or 2Axr ! 24y e b (2:2)
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A substitui¢do em (2.1) por essa aproximagao nos da um sistema de n — 1 EDOs da

forma:
du1 . Uo — U
dt 2Ax
dUQ _ U3z — Uy
dt 2Ax
dug Uy — U
dt 2Ax
dun—l o _un — Up—2
at 20x

E entao, esse sistema de equagoes diferenciais ordinéarias pode ser resolvido usando
algum integrador ja existente.

Em [14], podemos encontrar um exemplo mais detalhado do uso do método das linhas:

Uy = Upe + (ug)?, 0<
w(z,0) = z(l—x), 0<x<]1,
w0,) = 0, 0<t<T,
u(1,t)

H

<1, 0<t<T,

= sen(t), 0<t<T.

O dominio[0, 1] de = é substituido por um conjunto de pontos discretos z; = ih,i =
0,1,..., N, onde h = (1/N). Ao longo de cada uma dessas linhas (x;,t) temos uma fungao
Ui(t).

Usando diferencas centradas para u,, € u, e desprezando o erro da discretizacao, temos

Uiza(t) — 2Ui(t) + Ui (2) Uisa(t) = Uiz (1) o
: 2 * oh )

U'i(t) = (2.3)

Tomando N = 5 e h = 0.2, podemos exemplificar e chegar ao seguinte sistema de

EDOs:

Up(t) = U(0,t) =0
Uy =201 + Uy, (Uz—U0)?

Uh(t) = 0,04 0,16

Uty = 2 _(i(éf = (Uso,_lgl)2
Uy = _OQ,%T s (U40,_1l6]2)2
i) = & _02,%? = (U50,_1[6]3)2

Us(t) = U(1,t) = sen(t),
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com condigoes iniciais:

Uo(0) = 0

U1 (0) = u(0.2,0) = 0.2(1 — 0.2) = 0.16
Us(0) = u(0.4,0) = 0.4(1 — 0.4) = 0.24
Us(0) = u(0.6,0) = 0.6(1 — 0.6) = 0.24
U4(0) = u(0.8,0) = 0.8(1 — 0.8) = 0.16
Us(0) =

Resolvendo este sistema, obtemos aproximagoes para a solu¢ao u(x,t) ao longo das
linhas (z;,1).

2.0.1 Integradores Temporais para o Método das Linhas

Vamos comentar alguns integradores que sao essenciais na eficicia do método das
linhas para a resolucao de equacgoes diferenciais parciais. Como dito anteriormente, a
discretizacao espacial no método das linhas produz, normalmente, um sistema de EDOs
do tipo stiff. Segundo Justo, em [29], as equagoes stiff ndo tem uma definigao muito
precisa e variam na literatura. Em [23], Hairer e Wanner citam que, a opiniao mais formal
e também a primeira historicamente, foi dada por Curtiss e Herschfelder em 1952 e diz
que “equacoes stiff sao equagoes onde certos métodos numéricos implicitos, os BDF em
particular, funcionam geralmente bem melhor que os explicitos”. Em [29]|, Justo mostra

uma definicao que pode ajudar a definir uma equacao como stiff ou nonstift:

. ~ ~ A . P .
Definicao 1 A razao % entre o maior e o menor autovalor (em mddulo) do sistema de
EDOs (ou dos autovalores da matriz Jacobiana de um sistema geral) é chamada stiffness

ratio.

Os autovalores da Jacobiana exercem, certamente, um papel essencial na decisao de
definir uma equacao stiff ou nonstiff, mas a dimensao do sistema, a suavidade da solugao
ou o intervalo de integracao também sao importantes [23].

Segundo Cash, em [9], nos anos 50, Curtiss e Hirschfelder publicaram um dos primeiros
trabalhos que identificou claramente as dificuldades na resolucao de problemas de valor

inicial stiff da forma
Y = f(z,y), y(xo) =v, yeR" (2.4)

Depois disso, uma grande variedade de métodos tem sido propostos para a solugao
numérica de (2.4).
No MATLAB existem diversos algoritmos para resolver sistemas de equacoes diferen-

ciais ordinarias de primeira ordem:
1. ode45: Runge-Kutta explicito de ordem 4/5 (Dormand-Prince);

2. ode23: Runge-Kutta explicito de ordem 2/3 (Bogacki-Shampine);
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3. odell3: Preditor-corretor de passo variavel (Adams-Bashforth-Moulton);

4. odel5s: BDF de passo quase constante para EDOs do tipo stiff (Klopfenstein-
Shampine);

5. ode23t: Implementacao da regra trapezoidal;
6. ode23s: Implementagao de um par Rosenbrock (2,3) modificado para EDOs stiff;
7. ode23tb: Runge-Kutta implicito trapezoidal/BDF (Bank-Rose-Hosea-Shampine).

Matematicamente, o mais simples dos problemas de valor inicial pode ser apresentado

na forma:

y = flzy) (2.5)
yla) = «o,

onde F': R? — R ¢ uma fungao continua. A funcio y = y(z), (x > a) é a solugao, e o é
o valor inicial em a.
Abaixo serao apresentados, de forma sucinta, os integradores para esse tipo de sistema

de equagoes diferenciais ordinérias, que sao melhor discutidos em [10] e [23].

2.0.1.1 Meétodos de Runge-Kutta Implicitos

Os métodos implicitos sao usados pois, geralmente, sao mais precisos e menos sensiveis
a erro que os métodos explicitos e, além disso, a regiao da estabilidade desses métodos
¢ maior, permitindo entao o uso de tamanho de passo bem maiores que os exigidos nos
métodos explicitos. Porém, o esforco computacional que o método implicito requer é
maior. Por isso, os métodos implicitos devem ser usados quando hé necessidade de uma
maior precisao, como no caso dos problemas stiff.

Os métodos de Runge-Kutta sao algoritmos de passo tinico obtidos através de uma
aproximacao da série de Taylor, sem haver necessidade de calcular as derivadas. Existem
varias ordens de aproximagao para estes métodos, que estao relacionadas com o ntimero
de termos utilizados da série de Taylor. Assim, para a s—ésima ordem do método de
Runge-Kutta, deveremos truncar a série de Taylor pelo termo de ordem i, resultando
num Erro de Trucamento Local (ETL) de ordem s+ 1 e um Erro de Truncamento Global
(ETG) de ordem s.

A classe geral dos métodos implicitos de Runge-Kutta é dada por:
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Ynty1 = yn+hzbiki, (2.6)
i=1
ki = f(ZL‘n + Cih, Yn + hz ai7jkj). (27)
7j=1

Os métodos de Runge-Kutta sao definidos por sua matriz de Butcher, que mostram

os coeficientes do método em uma tabela como segue:

Ci1 | a1 a2 -+ Alg
Co | a1 a2 -+ Qs
Cs Ag] Ag2 te Ags

bl b2 e bs

Segundo Cash, em [10], os métodos de Runge-Kutta implicitos tem excelentes propri-
edades de estabilidade. Em particular, foi provado por Butcher que s-fases totalmente
implicitas do método Gauss Runge-Kutta sdo de ordem 2s e A-estavel (Ver [7], p. 294).
No entanto, uma das grandes desvantagens dos métodos Runge-Kutta implicitos, como
qualquer outro método implicito, é que eles sao dificeis de implementar. A principal ra-
780 para isso estd no custo de resolver a equagao algébrica nao-linear (2.7) para k;. Se
y € R, (2.7) requer a solugao de um conjunto de equagoes algébricas nao-lineares em
cada passo de tempo. E isso gera um esfor¢o computacional muito maior do que o exigido
nos métodos de passo miltiplo. Uma abordagem bastante diferente para obter eficiéncia
computacional com os métodos de Runge-Kutta foi considerada por Hairer e Wanner [23].
O que fizeram foi pensar numa classe de métodos Runge-Kutta onde a equagao (2.7) seja
de certo modo desacoplada. Usando essas ideias, eles desenvolveram um coédigo chamado
Radaub que é A-estavel e de ordem 5 (Ver [22]).

2.0.1.2 Formula DIRK

Os métodos de Runge-Kutta Diagonalmente Implicitos (Diagonally Implicit Runge
Kutta) tém sido amplamente estudados, particularmente no livro de Hairer e Wanner
([23]). Esse método foi proposto em 1977, como uma forma de diminuir o esfor¢o compu-
tacional, que ¢ uma das desvantagens dos métodos, e melhorar a precisao dos resultados.

A ideia por tras dos métodos DIRK é considerar a classe especial de formulas Runge-Kutta
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implicitas:
i=1
ki = f(ontchyn+h Y agky), 1<i<s. (2.9)
j=1

Note que na formula¢ao DIRK o indice superior do somatorio que aparece em (2.9) é
i, em vez de s e isso significa que a equagao (2.9) define sistemas distintos de equagoes
algébricas, cada um de tamanho N a ser resolvido para k;. Uma desvantagem da formu-
lagao em (2.8) e (2.9) é que formulas DIRK tém ordem baixa e isso pode levar a um mau
desempenho em problemas excessivamente stiff. Para fazer com que estas féormulas DIRK

sejam mais atraentes computacionalmente definimos:
Qi = )\, 1< < S, (210)

de modo que (2.9) defina s equagoes, todas com a mesma matriz de iteragao de Newton.
E bastante dificil derivar métodos DIRK de alta ordem uma vez que nao é possivel fazer
algumas das hipoteses simplificadoras que sao feitas com métodos totalmente implicitos,
mas algumas simplificacoes sao possiveis se concentrarmos nossa atencao para métodos

estaveis stiff, que s@ao métodos onde:

Ag5 = bj7 (211)

para todo 1 < j <s.
Para um resumo do que exatamente pode ser alcancado, ver [23|. Parece que nao

houve evolugao destes métodos para problemas stiff como aconteceu para outros.

2.0.1.3 Formulas BDF

A Formula de Diferenciagao Regressiva ou Backward Differentiation Formula (BDF)
tém sido amplamente utilizada no método das linhas. Eles sao métodos de multiplos
pontos, pois procuram aumentar a ordem da aproximacao através de informagoes obtidas

em pontos anteriores. Os métodos BDF sao representados por:

k
Zajy”+j = h/Blfn+ka (212)
7=0

onde «j,j =0, ...,k e B; sao constantes reais e h é o tamanho do passo.
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As vantagens e desvantagens do uso de métodos BDF para integrar sistemas stiff sao
por agora muito bem conhecidas. Segundo Cash ([10]), as formulas BDF, em particular,
sao A-estéaveis incluindo até a ordem 2 e A(«)-estaveis até ordem 6. Devido a isso, e
devido ao fato de que ao realizar a integracao do tempo num contexto MDL somente um
grau baixo de precisao ¢, muitas vezes, necessario, uma abordagem comum ¢ usar o BDF
de segunda ordem como integrador de tempo, ou seja, para uso fixo e nao por ordem

variavel no tempo.

2.0.1.4 Formula Rosenbrock

Segundo Hairer e Wanner em [23|, entre os métodos que dao resultados satisfatorios
para as equacoes stiff, os métodos de Rosenbrock sao os mais faceis de programar. Métodos
de Rosenbrock pertencem a uma grande classe de métodos que tentam evitar sistemas nao-
lineares e substitui-los por uma sequéncia de sistemas lineares. Um método de Rosenbrock

de estégio s é dado pelas féormulas:

i—1 %
]{Zi = hf <y0+2041]]€]+h¢]2’)/z]k]> s 1= 1,...,8 (213)

j=1 j=1

o= Z/0+ij/€j,
j=1

onde o, vij, bi sdo coeficientes determinados e J = f'(yp).
Cada fase deste método consiste em um sistema de equagoes lineares com incégnitas

k; e com matriz [ — hy;J.

2.0.1.5 Foérmulas MEBDF

O Método de Diferenciacao Regressiva Modificado Estendido ou Modified Extended
Backward Differentiation Formulae (MEBDF), (ver, por exemplo, [9]) foi desenvolvido
em uma tentativa de obter a estabilidade consideravelmente melhor do que é conseguido
através da formula BDF, mas a um custo computacional razoavel. MEBDEF tém melhores
propriedades de estabilidade em comparacao com BDF uma vez que sao A-estaveis até
ordem 4 e sao A(a)-estaveis até ordem 9. Além disso, para um k dado a ordem de um
MEBDF é maior do que a de um BDF. Por exemplo, no passo 1 MEBDF tem ordem 2
e isso tem consequéncias importantes no contexto MDL, uma vez que é auto-partida. Se
tomarmos o MEBDF de 1 passo e reescrevermos como um método Runge-Kutta implicito

diagonal, nés obtemos:
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1
211 1
1 1
3 —3 1
1 1
3 2 1

Este método ¢é estavel. Em vista disso, parece pouca a motivagao para realizar a
integracao no tempo utilizando 2 passos, como no caso do BDF de ordem 2, jA que com

1 passo ja tem-se uma precisao suficiente para uso em um contexto MDL.

2.1 Estabilidade Numérica

2.1.1 Estudo da Estabilidade do Método das Linhas

Alguns trabalhos foram desenvolvidos a fim de se obter um estudo da estabilidade do
método das linhas. Nessa secao veremos alguns resultados obtidos por alguns autores. Em
[46], a teoria de desigualdade diferencial para os sistemas de segunda ordem de equagoes
diferenciais ordinarias é aplicada para obter convergéncia e estimativas de erro para o
método das linhas. Teoremas de comparacao para problemas de valores de fronteira para
sistemas de equagoes diferenciais ordinérias foram desenvolvidos e usados para comparar
solugoes para problemas de valor elipticos e parabdlicos. Segundo Thompson, em uma
série de artigos entre 1968 e 1970, W. Walter, |47, aplica a teoria da desigualdade dife-
rencial para problemas de valor inicial para sistemas de equacgoes diferenciais ordinérias
para obter resultados sobre a convergéncia uniforme de solucoes aproximadas do método
das linhas de equacoes parabodlicas para as solugoes exatas.

Em 31|, Mikhail diz que o MDL é estavel e simples em aplicagoes quando ele é usado
para resolver equacgoes hiperbolicas e parabdlicas e que uma desvantagem principal, que foi
publicada, “culpou” o MDL, dizendo que ele ¢ instavel quando aplicado a equagoes do tipo
eliptica (ver Referéncia [28] por exemplo). Um dos objetivos de Mikhail foi ressaltar que
a instabilidade é inerente a natureza das equagoes elipticas e esse fato nao deve realmente
ser atribuido ao método das linhas.

Apesar desta instabilidade, Mikhail diz que o MDL foi aplicado com sucesso a um
numero de problemas elipticos de importancia pratica. O principal objetivo do trabalho
de Mikhail foi estabelecer a relagao entre a solu¢ao do MDL e a solugao analitica de uma
equacao eliptica classica, mais precisamente a equacao de Laplace em duas dimensoes,
concluindo que o método das linhas é uma representacao valida das equagoes diferenciais

elipticas e que a instabilidade no MDL tem a sua origem na equacao a ser resolvida.
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3

Aplicacao do Método das Linhas

para Problemas de Propagacao de

Ondas Nao-Lineares

3.1 Equacao de Burgers

E interessante observar que a equacio de Burgers vém se consolidando como equacio
modelo para testes e comparagoes de técnicas computacionais. Em [12], Cenedese cita que
Benton e Platzman (1972) estabeleceram tabelas comparativas e publicaram 35 solugoes
distintas de problemas de valor inicial para as equagoes de Burgers em um dominio infinito,
além de solugoes para problemas de valores de contorno e inicial em dominios finitos.

Consideremos o modelo nao linear de turbuléncia, com um termo dissipativo, proposto
por Burgers no ano de 1948:

Uy + Uy — Py, = 0, (3.1)

onde p é chamado coeficiente de viscosidade. Uma condigao inicial e de fronteira nessa

equagao sao dadas pela solugao exata da equacao e podem ser encontradas em [40]:

0.le4 +0.5e B 4 e ¢

u(z,t) = At B0 (3.2)
onde
A = g(x 0.5+ 4.950),
B - O‘Uﬁ(;p — 0.5+ 0.75¢),
c - 075(:(;—0.375),

26
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com0<zr<lelO<t<Il.

A solucao dessa equacao foi calculada no Matlab usando 201 pontos. A derivada
espacial foi calculada por diferencas finitas e o sistema de 201 EDOs foi resolvido pelo
integrador stiff odel5s. Uma implementacao que serviu de guia para resolucao dessa
equagao usando o método das linhas pode ser encontrada em [40].

Os gréficos da solucao dessa equacao, tanto em 2D, quanto em 3D, quando p = 0.003,
podem ser vistos abaixo, assim como uma tabela com os valores das solugoes analitica e

numeérica e 0s erros.

(a) Solucao Numérica Burgers (b) Solugao Analitica Burgers

(¢) Equacao de Burgers 2D

Figura 3.1: Solugoes analitica e numérica da Equacao de Burgers
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Espacamento | Tempo | Solugdo Numeérica | Solu¢ao Analitica Erro
0.000 0.0 1.000000 1.000000 0.0
0.025 0.0 1.000000 1.000000 0.0
0.975 0.0 1.000000 1.000000 0.0
1.000 0.0 1.000000 1.000000 0.0
0.375 0.2 0.948162 0.944636 0.003526
0.400 0.2 0.743099 0.749992 —0.006893
0.425 0.2 0.555188 0.555314 —0.000126
0.950 0.2 0.100000 0.100000 0.000000
0.975 0.2 0.100000 0.100000 0.000000
1.000 0.2 0.100000 0.100000 0.000000
0.000 0.4 1.000022 1.000000 0.000022
0.025 0.4 1.000016 1.000000 0.000016
0.900 0.4 0.100000 0.100000 0.000000
0.925 0.4 0.100000 0.100000 0.000000
0.000 0.6 1.000098 1.000000 0.000098
0.025 0.6 1.000086 1.000000 0.000086
0.050 0.6 1.000074 1.000000 0.000074
0.075 0.6 1.000064 1.000000 0.000064
0.100 0.6 1.000054 1.000000 0.000054
0.000 1.0 1.000398 1.000000 0.000398
0.025 1.0 1.000374 1.000000 0.000374
0.050 1.0 1.000350 1.000000 0.000350
0.075 1.0 1.000327 1.000000 0.000327
0.450 1.0 1.000076 1.000000 0.000076
0.475 1.0 1.000065 1.000000 0.000065
0.900 1.0 0.882859 0.856946 0.025914
0.925 1.0 0.193920 0.199719 —0.005799
0.950 1.0 0.103996 0.102646 0.001350
0.975 1.0 0.100164 0.100065 0.000099
1.000 1.0 0.100007 0.100002 0.000005

Tabela 3.1: Erro Numérico da Equacao de Burgers usando o Método das Linhas.
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Para um valor de p muito pequeno, estaremos perto de uma equacao de quebra de
onda, ja que a equacao vai perdendo o termo dissipativo, que regulariza a equagao for-
mando assim o choque. Vejamos os gréaficos, ainda da solucao dessa equagao, mas com
pw=0.03ep=0.3:

(a) Solu¢ao Numérica Burgers com p = 0.03 (b) Solugao Numérica Burgers com p = 0.3

Figura 3.2: Soluc¢oes numéricas da Equacao de Burgers

Comparando as figuras (3.1(b)), (3.2(a)) e (3.2(b)), podemos observar que conforme

aumenta-se o valor do u, mais suave se torna o choque.

3.2 A Equacao de Korteweg-de Vries

A equagao de KdV foi obtida pela primeira vez por Korteweg e de Vries no estudo
de ondas de dgua em um canal raso tentando explicar um fendémeno observado em 1834,
onde uma onda se propagava por varios quilémetros e nao mudava de forma ou amplitude,
chamadas de “ondas solitarias”, que mais tarde deram a ela o nome de séliton.

Posteriormente foi verificado que tal equacao estava também envolvida com uma
grande variedade de problemas relacionados a fenémenos fisicos, principalmente aqueles
aonde hé a existéncia de ondas de choque, ondas viajantes e solitons. Alguns fenéme-
nos fisicos da mecanica quantica podem ser explicados através de modelos baseados na
equacao de KdV. Além disso, essa equacao é também utilizada na dindmica de fluidos,
aerodinamica, fisica dos plasmas, mistura de bolhas de gas liquido, cristais anarmonicos e
mecanica continua como um modelo para formacao de ondas de choque, sélitons, turbu-
léncia, comportamento de camadas de contorno e transporte de massa. Varias solugoes de
forma fechada, solucoes de aproximagoes por séries e solugoes numéricas sao conhecidas,
para casos particulares de condigdes de contorno e condigoes iniciais (ver [42] [33]).

A equacao KdV classica é dada por:

Up + EUU, + [Uppy = 0. (3.3)
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Consideremos € = 6.0 e = 1.0.
A equacao é de primeira ordem em ¢ e de terceira ordem em x, e entdo requer uma
condicao inicial e trés condicoes de fronteira.

A solugao analitica é conhecida, para os parametros acima, por:

w(w, ) = %csechz {%\/E(x _ ct)} | (3.4)

A condigao inicial é obtida através da solucao analitica com ¢t = 0, que é:

u(z,t =0) = %c sech” {%\/E(x)} . (3.5)

Para completar a especificacao do problema, nés devemos considerar trés condigoes
de fronteira para (3.3). No entanto, se a EDP ¢é analisada essencialmente num dominio
infinito, —oo < o < 400, e se mudancas na solu¢ao s6 ocorrem num intervalo finito em x,
entao condigoes de fronteira no infinito podem ser consideradas despreziveis, em outras
palavras, nés nao temos que especificar as condigoes de fronteira.

A seguir apresentamos uma tabela com alguns valores gerados pelo algoritmo, onde
encontram-se os valores gerados pela solugao analitica, pela solugao numeérica e o erro.
Nesse caso, definimos —30 < x < 70 e o intervalo de ¢t é definido com 0 < t < 30 com
t =0,10,20,30..
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Espacamento | Tempo | Solugdo Numeérica | Solu¢ao Analitica Erro
—30.0 0.0 0.000000 0.000000 0.0
—27.5 0.0 0.000000 0.000000 0.0
—25.0 0.0 0.000000 0.000000 0.0
—27.5 10.0 —0.000232 0.000000 —0.000232
—25.0 10.0 0.000234 0.000000 0.000234
—22.5 10.0 —0.000094 0.000000 —0.000094
—20.0 10.0 —0.000089 0.000000 —0.000089

12.5 10.0 0.138474 0.140207 —0.001733
15.0 10.0 0.013053 0.013296 —0.000244
17.5 10.0 0.001039 0.001105 —0.000066
20.0 10.0 0.000187 0.000091 0.000096
22.5 10.0 0.000199 0.000007 0.000192
—30.0 20.0 0.000000 0.000000 0.000000
—27.5 20.0 0.000044 0.000000 0.000044
—25.0 20.0 —0.000097 0.000000 —0.000097
22.5 20.0 0.136950 0.140207 —0.003257
25.0 20.0 0.012936 0.013296 —0.000360
27.5 20.0 0.000982 0.001105 —0.000123
30.0 20.0 0.000185 0.000091 0.000094
32.5 20.0 —0.000053 0.000007 —0.000061
10.0 30.0 —0.000032 0.000000 —0.000032
12.5 30.0 —0.000034 0.000000 —0.000034
15.0 30.0 —0.000018 0.000001 —0.000019
17.5 30.0 —0.000031 0.000007 —0.000039
65.0 30.0 —0.000363 0.000000 —0.000363
67.5 30.0 —0.000087 0.000000 —0.000087
70.0 30.0 0.000000 0.000000 0.000000

Tabela 3.2: Erro Numérico da Equacao Korteweg-de Vries usando o Método das Linhas.
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Encontram-se a seguir os gréaficos gerados pelo software Matlab. Foram gerados os
graficos: 2D da Equacao KdV, com comparacao entre a solugao analitica e numérica e os

dois graficos 3D de ambas as solugoes.

(a) Solucdo Numérica KdV (b) Solugao Analitica KdV

(¢) Equagao Korteweg-de Vries 2D
Figura 3.3: Solugoes analitica e numérica da Equacao Korteweg-de Vries
Observando os graficos, podemos ver que as ondas solitarias resultantes da equagao

de KdV podem colidir, passar uma através da outra e recuperar completamente a forma

original apos a colisdo. As ondas solitarias desse tipo sao chamadas solitons [33].

3.3 A Equacao de Korteweg-de Vries Burgers

A equacao de Korteweg-de Vries Burgers é uma equagao diferencial parcial nao-linear
dada por
Up + EUUY — Vlgy + gz = 0, (3.6)

onde €, v e p sao parametros positivos, que definimos como v = 0.001, . = 0.001 e € = 1.0.
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Segundo os autores, em [25], esta equagdo foi formulada inicialmente por Gardner
e este modelo surge em muitas aplicagoes fisicas como a propagacao de ondas em um
tubo elastico preenchido com um fluido viscoso e ondas de plasma fracamente nao-linear
com certos efeitos dissipativos. Essa equagao representa aproximacoes do comprimento
de onda onde os efeitos do termo de advecgao nao linear uu, é contrabalangado pelo da
dispersao gp;.

Essa equagao é uma combinagao da equagao de Burgers (u = 0) com a equagao KdV
(v = 0) que combina varios efeitos tal como forga, nao linearidade (euu,), dissipacao
(Vug,) e dispersao (ptle,y)-

A condicao inicial e de fronteira, como nos casos anteriores, sao dadas por uma das

solugoes analiticas da equagao, representada por:

u(z,t) = A(1+tanh(B(z + At))) — 0.5(sech(B(z + At))?), (3.7)
A=
251
B = —.
10p

Segue o grafico 2D da equagao KdVB, com comparagao entre a solugao analitica e

numérica, e os dois graficos 3D de ambas as solugoes, gerados no Matlab.
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(a) Solu¢ao Numeérica KAV Burgers (b) Solugao Analitica KdV Burgers
o, ,
atf ;

ne+

L7 5 b
1] L]
(¢) Equagao Korteweg-de Vries Burgers 2D
Figura 3.4: Solugoes analitica e numérica da Equacao Korteweg-de Vries Burgers

Encontra-se abaixo uma tabela com alguns valores gerados pela solugao analitica, pela

solugao numeérica e o erro.
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Espacamento | Tempo | Solugdo Numeérica | Solu¢ao Analitica Erro
0.00 0.00 —0.500240 —0.500240 0.000000
2.50 0.00 —0.470306 —0.470306 0.000000
5.00 0.00 —0.393575 —0.393575 0.000000
100.0 0.05 —0.000480 —0.000480 0.000000
0.00 0.10 —0.500240 —0.500240 0.000000
2.50 0.10 —0.470305 —0.470306 0.000001
5.00 0.10 —0.393574 —0.393574 —0.000000
7.50 0.10 —0.298685 —0.298684 —0.000001
7.50 0.25 —0.298685 —0.298683 —0.000002
10.0 0.25 —0.210411 —0.210408 —0.000003
12.5 0.25 —0.140652 —0.140650 —0.000002
15.0 0.60 —0.090812 —0.090808 —0.000004
17.5 0.60 —0.057373 —0.057370 —0.000003
20.0 0.60 —0.035798 —0.035796 —0.000002
5.00 0.75 —0.393571 —0.393568 —0.000003
7.50 0.75 —0.298685 —0.298679 —0.000007
10.0 0.75 —0.210412 —0.210404 —0.000008
0.00 0.90 —0.500240 —0.500240 0.000000
2.50 0.90 —0.470298 —0.470301 0.000003
5.00 0.90 —0.393570 —0.393567 —0.000004
7.50 0.90 —0.298685 —0.298677 —0.000008
97.5 1.00 —0.000480 —0.000480 0.000000
100.0 1.00 —0.000480 —0.000480 0.000000

Tabela 3.3: Erro Numérico da Equacao Korteweg-de Vries Burgers usando o Método das
Linhas.

A solugao dessa equacgao, como nos demais casos, foi feita com uma malha espacial de
201 pontos. Definimos o espacamento como 0 < x < 100 e o tempo 0 <t < 1.
E facil observar que a solucdo numérica se aproximou muito da solucdo analitica, e

em todos os casos citados nesse capitulo, o acordo entre as solugoes analitica e numérica
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é bastante satisfatorio, os erros numéricos nao crescem ou se acumulam com o aumento

de t, o que nos faz concluir que o Método das Linhas foi eficiente e funcionou muito bem.



CAPITULO

=

Solucao Numeérica da Equacao do
Cabo

4.1 Deducao da Equacao do Cabo

Os cabos tém sido amplamente utilizados como uma das estruturas mais simples e
mais eficientes por muitos anos. As primeiras consideragoes sobre o comportamento de
cabos nos levam provavelmente aos gregos. A teoria matemética da catenaria eléstica foi
estabelecida por Bernoulli, Leibniz e Huygens.

Em [34] e [48], temos um bom panorama sobre a mateméatica dos cabos, conforme
passamos a relatar neste paragrafo. Vemos que em 1675, na ata da Royal Society, onde
publicou sua famosa lei de proporcionalidade, Hooke anunciou que um arco incompressi-
vel, livre de movimento, suportando seu proprio peso, poderia ser obtido invertendo-se a
catenaria, qualquer que fosse sua forma. Em 1690, Bernoulli desafiou o mundo cientifico,
propondo um concurso para encontrar a forma da catenéria. Em mais ou menos um ano,
Bernoulli, Leibniz e Huygens haviam solucionado o problema. A solucao de Huygens es-
tava baseada na geometria, enquanto Leibniz e Bernoulli basearam-se no calculo, teoria
recente na época. Em 1760, Lagrange usou o modelo discreto de corda como ilustragao
da aplicacao de sua equacao de movimento. Este trabalho, que esta entre os primeiros
a resolver os problemas de vibracao por diferencas finitas, foi incluido em seu celebrado
livro Mécanique Analytique em 1788. A vibracao do cabo suspenso foi considerada pela
primeira vez por Rohrs, em 1851, em um trabalho em que um dos resultados cruciais pa-
recem ter sido derivados por Stokes. O trabalho de Rohrs foi completado por E.J. Routh,
que em 1868 derivou a solugao exata para a vibracao simétrica transversal de uma cadeia
heterogénea e inextensivel. Em 1941, W. Rannie e T. Von Karméan, independentemente,
derivaram resultados para os modos planos simétricos e anti-simétricos de um cabo inex-

tensivel entre 4 apoios. Em 1945, G.S. Vincente ampliou essas anélises para o caso de

37
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cabos extensiveis, mesmo ano que G.F. Carrier incorporou a extensibilidade para o estudo
das cordas, obtendo pela primeira vez um modelo de corda nao-linear. Para cabos elés-
ticos, Simpson, em 1965, investigou a vibragao no plano do cabo extensivel perto de seu
equilibrio e em [43] usou o método de matriz de transferéncia para obter as frequéncias
naturais, em 1966.

Em [11], o autor investigou a rela¢do entre a velocidade de translagao e frequéncia
natural para o movimento transversal de cabos elasticos lineares. Em um estudo anterior
presente em [15], os autores analisaram configuragoes de cabo estético com modelos dis-
cretos e estabeleceram a relacao entre o modelo de ponto de massa e o modelo de vara.
Seu procedimento de pré-eliminacao reduziu drasticamente o nimero de incégnitas na
definicao dos modelos discretos.

Segundo Wang, em [48] , Wickert e Mote obtiveram a solugao linear das cordas via-
jantes. A dindmica de cabos elasticos tridimensionais foi investigada e os modos naturais
para um cabo foram obtidos e a estabilidade correspondente de um modelo continuo dis-
creto foi investigado. Em [49], o autor cita que existe uma vasta literatura que trata
tanto o caso em que o cabo é perfeitamente flexivel quanto o caso em que tenha rigidez.
Estes estudos geralmente nao sao completamente rigorosos e muitas vezes fazem supo-
si¢oes sobre a simplificagao do modelo. No entanto, ao longo dos tltimos poucos anos
os matematicos tém melhorado dramaticamente sua capacidade de tratar problemas nao
lineares e conseguem dar resultados mais rigorosos.

Em [24], Handscomb formula, em notagao vetorial, as equag¢oes do movimento de um
cabo flexivel e inextensivel, sem forgas externas e de comprimento L, fixado em ambas as
extremidades, mas de forma livre para se mover. Ele mostra as equacoes discretizadas
no espago, mantendo a conservacao de energia e levando a possibilidade de resolver o
problema dependente do tempo pelo método das linhas.

Para iniciarmos entao a deducgao da equagao do cabo, que trataremos em nosso projeto,
devemos considerar que o cabo estd em um plano e tem as extremidades fixadas. Outras

hipoteses devem ser consideradas:
1. Sao permitidas deformagoes a partir da configuragao de equilibrio.
2. As principais forgas devem ser consideradas: pressao, forca de arrasto, etc...
3. Tensoes longitudinal e transversal sao consideradas.
4. Deve-se supor que o cabo ¢é fino, flexivel e tem densidade uniforme.

Toda a teoria para este estudo foi baseada na tese [3| da bibliografia.
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y+dy

Figura 4.1: Visualizacao da Deducao da Equacao do Cabo.

Considerando N o shear, T a tensao em um ponto Pi(z,y) e um elemento infinitesimal
ds no cabo, que assumimos ter uma densidade p. A descrigao cinematica do elemento
linear ds é obtida usando as Leis de Newton. Resolvendo as forcas relevantes ao longo

dos eixos x e y, nés obtemos as seguintes equagoes:

0%z

pdsw = [(T 4 dT)cos(0 + df) + (N + dN)sen(f + df) — T cos § — Nsend)] + F*ds
= di(TCOSQ—i-NsenH) + F¥ds + O(ds?)
s
2
pds% = (T +dT)sen(0 + df) — (N + dN) cos(0 + df) — Tsenf + N cos ] + F¥ ds

d
= 3 (Tsen® — N cos ) + F¥ds + O(ds?),

S

onde FX e F'Y sao componentes de forca na direcao dos eixos z e y aplicados em ds.

Obtemos as seguintes equacoes da linearidade e geometria de ds:

dy
e cos 6, s senf.

Da teoria de Euler-Bernoulli sobre elasticidade plana, temos a seguinte formula:

M =C(K, — K),

onde K, = % é a curvatura do cabo deformado e K, que nesse modelo é igual a zero,
¢ a curvatura do cabo nao deformado. A constante C' é a constante de rigidez e M é

o momento da curva. Entao, considerando a soma dos momentos para o elemento ds e
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fazendo algumas manipulagoes matematicas (ver [3]), temos:

A

N =—C.
ds?

As equagoes do movimento sao as mesmas tanto para o cabo extensivel como para o
inextensivel. J& as outras equacgoes mudam no caso extensivel. Usando as Leis de Hooke

e a geometria obtemos:

& = (14 ¢€)cosb,
d

d—‘z = (1+e)send,
T = e,

onde e ¢é a extensao do elemento ds. Para as equagoes da teoria de Euler-Bernoulli, no

caso do cabo extensivel, obtemos:

o
 14e'ds?

Para as condicoes de fronteira da equagao, assumiremos que o cabo esta preso nas duas
extremidades. Isto implica que os valores de x, y e 6 sao dados e constantes em s = (

e s =1 em todo o tempo t. Estaremos considerando problemas de valor de fronteira da

forma:
p% = %(T cos§ + Nsend),
p% = %(Tsen@ — N cos®), (4.1)
% = (1+e)cosb,
% = (1+e)send,
onde: oy
“Treas M

definido para (s,t) € Q = [0, 1] x [0, 7], juntamente com as condigoes de fronteira e iniciais,
sendo que NN é o shear, T" a tensao, e o moédulo de elasticidade, A a deformagao do cabo,

C' a constante de rigidez, p ¢ a densidade linear, e as solugdes sao z = x(s,t) e y = y(s, ).



41

4.2 FEstabilidade Linear

O uso do método das diferengas finitas para resolver equagoes lineares surge da fisica-
matemaética e tem levado & estudos aprofundados de propriedades das equacoes de di-
ferencas finitas. Essas propriedades sao estabilidade e convergéncia de um sistema. A
teoria de estabilidade e convergéncia comegou quando descobriu-se que um sistema de
diferencas finitas usado para resolver um problema bem posto pode ser instavel (ou nao
bem posto). Esta propriedade levou os matematicos a estabelecerem uma relagao entre
estabilidade e convergéncia. Nos anos 50, muitos autores como Lax, Richtmyer e Von
Neumann deduziram por diferentes métodos um resultado fundamental que é conhecido

como o teorema da equivaléncia:

Teorema 1 Para uma equagao diferencial linear bem posta e homogénea, a consisténcia
e estabilidade implicam convergéncia da solugao de diferencas finitas para a solucao da
equagao diferencial([14], p.81).

Entre os critérios eficientes de estabilidade, foi estabelecido o critério de Von Neumann
para equagoes com coeficientes constantes (Ver [14]). Existem importantes desenvolvimen-
tos nas definicoes da estabilidade nao linear e técnicas, tais como o método da energia,

que veremos ainda nessa secao.

4.3 Estabilidade Nao-Linear

Quando um PVTI é resolvido computacionalmente, os resultados podem parecer plausi-
veis mesmo se nao forem muito confidveis, por causa de algumas instabilidades numéricas.
Em problemas nao lineares, muito pouco é conhecido sobre estabilidade e convergéncia,
assim a maioria desses problemas sao tratados experimentalmente.

Com maquinas rapidas, é relativamente facil testar a estabilidade de um sistema de
diferencas finitas para uma dada malha de pontos. Nas situacoes nao lineares, o pro-
blema nao acaba aqui, porque para um caso nao linear, uma aproximacao de um sistema

numérico pode ser estével para algumas condigoes iniciais e instaveis para outras.

4.4 Técnica de Perturbacao

A técnica da perturbacao consiste em estudar o crescimento, no tempo, de pequenas
perturbacoes. A condicao de estabilidade é dita ser satisfeita se a amplitude de pequenas
perturbagoes introduzidas no tempo, em alguma variavel independente, nao aumenta tao
rapidamente quando ¢ cresce [3]. Esta condigdo pode ser exposta da seguinte forma:

Se dp(s,t) e dp(s,t + At) sao valores de perturbagoes em algumas das variaveis inde-

pendentes x, y, # e T, entao o método numeérico é dito ser estavel se a seguinte inequacao
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é satisfeita:

dp(s,t + At) <1, (4.2)
dp(s,t)

para todo t < 7.
Magnitude e caracteristica de perturbacgoes iniciais

Uma perturbagao inicial ideal deve ser grande o suficiente para que dé uma resposta
de imediato e deve ser substancialmente maior do que o erro de integragao em um passo
ou o erro de arredondamento. Tendo satisfeito essas condig¢oes, a perturbacao inicial deve
ser a menor possivel.

Vérios experimentos numéricos podem ser necessarios para encontrar uma perturbagao
boa. Vérias perturbagoes sao testadas passando por diferentes dire¢oes na condigao inicial,
mas a perturbagao geral pode ser tomada como dp = ea(s) onde 0 < e < 1 e e éum
numero randémico dado pela biblioteca do software Matlab.

Em geral, este método nao daria informacgoes, a menos que os experimentos sejam
feitos exaustivamente nos possiveis limites das condig¢oes de estabilidade. Contudo, em
problemas lineares, para mostrar que um sistema numérico é estavel, temos somente que

provar que a inequacao abaixo é satisfeita:
107 < Col|UP]]. (4.3)

Porém, em problemas nao lineares este método nao ¢ adequado, ja que delimita a
solugao pela condigao inicial e, entao, a condi¢ao (4.3) pode ser satisfeita, mas o método
pode falhar e nao convergir para a solucao analitica. Este fenémeno pode ocorrer ja
que, em problemas nao lineares, diferentes sistemas nao respondem proporcionalmente as
diferentes perturbacoes. Deste modo, um método pode ser estavel em relagao a pequenas
perturbagoes nas condigoes iniciais, mas a solugao pode crescer rapidamente quando um

certo limite é atingido.

4.5 O Problema do Cabo Inextensivel

Dado um cabo inextensivel de expessura minima, uma condi¢ao inicial em ¢t = 0 e

certa condicao de fronteira na extremidade s = 0 e s = 1 para todo t, o movimento do
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cabo inextensivel pode ser dado por:

p% = %(T cos § + Nsenf)

p% = %(Tsen& — N cos6) (4.4)
% = cosf
N = Cb,.

Condicoes de Fronteira:

As equagoes (4.4) sao resolvidas com as seguintes condigoes de fronteira:

ZE(O,t) = o, y(07t) = Yo, 0<Oat) = 00
x(1,t) = a1, y(L,t) =y, 0(1,t) =061
0x(0,t)  Ox(1,t) 0y(0,t) 0Oy(l,t) 00(0,t) 00(1,t) 0

oo ot ot ot ot o 7
para todo t > 0, onde xg, Yo, 0o, x7, Y7 € O s@o ntmeros reais dados.
Condigoes Iniciais:
Consideramos as seguintes condicoes iniciais:

00(s,t
0(s,t) =0(s), gst’ ) =0, (4.5)

emt=0etodo0<s<1,ondef(s)é&uma fungdo smooth (suave), consistente com (4.4).

4.5.1 Procedimento Numeérico para a Resolucao da Equacao do

Cabo Inextensivel

Antes da discretizagao, alguns ajustes e manipulacoes foram feitos para facilitar o
procedimento numérico. Para discretizar em relacao a variavel espacial, utilizamos o
método das diferengas finitas, mais especificamente as férmulas regressivas, progressivas
e centradas de primeira ordem, testadas separadamente, e centrada de segunda ordem,
que resulta em um sistema de EDOs. As condigoes de fronteira sao fixas e equivalem a
considerar o cabo fixo rigidamente pelas extremidades e as condi¢oes iniciais sao também

fixadas para uma conformacao inicial do cabo.



44

Estudamos duas alternativas para a resolucao do problema do cabo inextensivel pelo
método das linhas. A primeira equivale a fazer manipulagoes nas equagoes (4.4) e transformé-

las num sistema de equacoes da forma

A(z)% = F(z2), (4.6)
dt
onde z = (&9, U2, T3, U3, -y T2, Yn_2) € RO [ : R0 5 R0 ¢ A(2) é uma matriz
quadrada. Neste caso, a tensao foi mantida variavel. Na segunda alternativa, considera-
mos a tensao 1" constante e procedemos de tal forma a discretizar as derivadas espaciais,
usando o método das diferencas finitas, e aproximar o sistema de equacoes diferenciais
parciais (4.4) por um sistema de EDOs dependentes do tempo, para finalmente utilizar
algum integrador para EDO e obter a solugao aproximada.
Veremos o procedimento numérico para a resolucao do problema nesses dois casos.

Alternativa 1:

Discretizando as equagoes (4.4) e reescrevendo-as para i e i + 1, temos:

&z,
ph dtﬁ = (T;cosb; + N;senb;) — (T;_1 cos0;_1 + N;_1senb;_1) (4.7)
d*y;
ph dt; = (T;send; — N;cosb;) — (T;_ysenb;_1 — N;_j cosb;_1) (4.8)
d*x;
ph ;;1 = (Ti1cos0; 11 + Niyisenb,yq) — (T cosb; + N;send;) (4.9)
d?y;
ph jt;l (Tiy1senb; 1 — Niyq cosb;1) — (Tisenf; — N; cos ;). (4.10)

Assim, temos 4 equagoes com 3 incognitas T; 1, T; e T;; ;. Para eliminarmos T;
multiplicamos a equagao (4.7) por senf;_; e a equacao (4.8) por cosf;_;. Subtraindo as

equacoes resultantes, temos:

d*x; d?y;
ph [d—;senﬁi_l — d_tz cos 91‘—1} = Ti(cosb;senb;_; — senb; cos 0;_1)
+N;(senf;senb; 1 + cosb; cosb;_1) — N;_. (4.11)

Multiplicando a equacao (4.9) por senb; ;1 e a equacao (4.10) por cos ;. e subtraindo
as equacoes resultantes, obtemos:
d2.1'i d2 i
ph [ dt;l senf; 1 — % cos 9i+1] = T;i(senb; cos 0; 1 — cos O;senb; ;1)
—N;(senb;sen; 1 + cos6; cos ;1) + Niy1. (4.12)
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Agora, multiplicando a equacao (4.11) por sen(f;,1—6;) e a equagao (4.12) por sen(f; —

0;_1) e subtraindo as equagoes resultantes, eliminamos 7; e chegamos a:

2. 2,
ph[(d;z;l senf; 1 — % cos ¢9i+1) sen(6; —0;_1) —

d2xi d2 i
(Wsenei_l - (z;l cos 6’,-_1) sen(0;.1 — 0;)] = Nypisen(6; — 0;,_1) +
+ Ni,lsen(QiH — 91) — Nisen(@-ﬂ — 01‘,1), vV 2 S ) S n — 3, (413)

onde:

C .
Ni:ﬁ(9i+1_20i+0i—1)7 Vo1 St1<n-—2

Esse procedimento nos leva a um conjunto de (n — 4) equagoes lineares para (2n — 2)

c . di:s dy; . dx . dy . . ~
incognitas %% e %%, onde & = %7 e y = 7. Logo, precisamos de mais (n + 2) equagoes
lineares que serao obtidas das equagoes:

rs = cosf

ys = send.

Dessas equagoes, temos:

xgsen) — y, cos = 0 (4.14)
s cos b + yssenf = 1.
Diferenciando as equagoes (4.14) em relagdo ao tempo, temos:
0w 00 Ox 0%y 00 Oy
P s — P Y send = 0. 41
858tsen9 + 5% s cos 0 o0 cosf + 5 agsen@ 0 (4.15)
0*x ox 00 0%y oy 00
0 — —.—senf 0+ —.— cosf = 0. 4.1
950t "~ 95 9™ ¥ 350" T 95 0 <0 =0 (4.16)
Consequentemente, da equagao (4.15) temos:
00 ot Y
i (%Senﬁ ~ 5, 08 9> . (4.17)

E das equagoes (4.16) e (4.17):

ot Y
s cosO + %serﬁ =0.
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Diferenciando a equagao anterior em relagao ao tempo e usando a equacao (4.17),

obtemos:

0% 0%y O oy 2
5507 O 0+ 636tsen9 = — <%86n9 ~ 5 08 9) . (4.18)

Discretizando as equagoes (4.17) e (4.18) chegamos a:

do; .. . . .
= (i1 — 24)senb; — (Y1 — ;) cos ;] (4.19)

dz; dz; dy; dy; ) . ) )
{ Tit1 * } cos 0; + [ Yit1 Y 1 send; = —[(&;11 — 2;)send; — (Yir1 — yi)]2, (4.20)

dt dt

V 0<1<n—1.

O conjunto de equagoes (4.13) e (4.20) nos da um conjunto com (2n — 4) equagoes
para (2n — 2) incognitas. Logo precisamos eliminar algumas incognitas a fim de resolver o
sistema de equagoes lineares. Conseguimos isso manipulando as equagoes (4.19) e (4.20)

e usando as condigoes de fronteira:

% cos By + %sen@o =0 (4.21)

Gn-1 cosB,_1 + dyn*lsenﬁn_l =0 (4.22)
t1senfy — yycosty = 0 (4.23)
Tp_18enl,_1 — yp_1cosb,_1 = 0. (4.24)

Diferenciando a equagao (4.23), obtemos:

di dy
d—tlseneo — % cos by =0,

consequentemente, usando a equagao (4.21), nés obtemos:

diy  di
W vy,
dt dt ’

Do mesmo modo, usamos as equagoes (4.22) e (4.24) para mostrar que:
din—l d'gn—l

a - a v
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Finalmente, o conjunto de equagoes (4.13) e (4.20) nos levam a resolver o seguinte

sistema de equacoes, para os valores de 6; dados:

A(z)% = F(2), (4.25)

onde z = (T, Y2, 23, Y3, s Tn_2, Yn_2) € R* O F R 6 5 R0 ¢ A(2) ¢ uma matriz

quadrada da forma:

A

onde:

A = ( cosf?  senf! ) )

B2 = ( —cos® _, —send! , ) :

e para todo 2 <1 < n — 3, temos:

s oS eg' sen@f

' phsenGnglsen(Qg -0 —ph cos Qfﬂsen(é’g —¢)
B — Cos 9{ —sen@f

' —phsen@g_15en(0{+1 — 93) ph cos 0{_1sen(€g+1 — 05) .

Entao, podemos utilizar o Método das Linhas para resolver o problema do cabo inex-

tensivel, integrando o sistema de EDOs (4.13) e (4.25) com condi¢ao inicial 0(s,0) = 6(s)

dry _ . dyi
dt =I; €

e z(0) = 0. Assim, encontramos as incognitas z; e y; integrando =

y; onde

as condigoes iniciais x;(0) e y;(0) sao dadas.

Alternativa 2:

Nesse caso, o procedimento numérico é mais simples tendo em vista que a tensao é
mantida constante. Considerando o sistema de equagdes (4.4), vamos fazer a discretiza-
¢ao espacial de trés maneiras diferentes: aproximando as derivadas de primeira ordem
com diferencgas finitas centradas, regressivas e progressivas e em todos os casos usaremos

diferencas finitas centradas para a derivada de segunda ordem.
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Considerando g—f = e % = v, e utilizando diferengas finitas centradas de primeira
ordem, temos:
Ox; .
=
ot
dyi .
o
ot; 1
P ot = ﬁ[T(COS 9,’+1 — COS ‘91‘_1) + (Ni+1sen6i+1 - Ni_lsenei_l)]
oy; 1
14 ot = ﬁ[T(sen@H — Senei_l) — (Ni—i-l COS t91'+1 — Ni—l COS 82‘_1)]
00; Tip1 — Ti1 Yis1 — Yi-1
= 0j————— — 0;————.
ot T s o8 2h

(4.26)

Consideramos a tensao 1 constante e N; = h—c;(QiH — 260; + 0;_1) e entdo obtemos o

seguinte sistema de EDOs que pode ser resolvido com algum integrador ja disponivel:

o
yi .
at - yl
0x; 1
1% ot = ﬁ(COS 01‘4_1 — COS 02'_1) + 2—h3[(92+2 — 202‘4_1 + Hi)senﬁiﬂ — (91 — 291'_1 + Qi_g)senﬁi_l]
Y T 1
P 811 = ﬁ(seneiﬂ — sen@i_l) — 2—h3((92+2 — 292‘4_1 + 92) COS 9i+1 — (91 — 291’—1 + ei_g) COS 92‘_1]
89z _ senﬂjjiﬂ - jjifl — o8 0@1#1 - yifl
ot " 2h Y 2n

(4.27)

No caso de se usar diferencas finitas regressivas, obtemos o seguinte sistema de EDOs

dependente do tempo:

o
Oy _
o~V

paagzz — E(COS 6@ — COS 91—1) + ﬁ[(ewl — 292 + Qi,l)senei — (01 — 291',1 + 9172>S€n9i,1]
9y T 1

P ot = E(sen@ - Seneifl) - ﬁ((ewl - 291 + 92-,1) COS (9@ — (91 — 291',1 + 91',2> COS 91',1]
0; Tip1 — Tiq Yir1 — Vi1
e send; 57 — cos b, T

(4.28)
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E, similar aos casos anteriores, o sistema resultante para quando se usa diferencas

finitas progressivas:

Oz, o
o
dyi .
o
0t T 1
Por = E(COS ;11 — cosb;) + ﬁ[(&” —20;11 + 0;)senb; 1 — (0;1 — 20; + 0;_1)send;]
oy; T 1
1Y ot = E(Seneiﬂ — sen@i) — ﬁ((eﬂ_g — 292'4_1 -+ 92) COS 6@'—}-1 — ((91'_‘_1 — 291 + 81_1> COS 92]
00; Tiy1 — Ti—1 Yit1 — Yi-1
T sen@lT cos GZT.

(4.29)

Visando uma comparacao do método das linhas (semi-discretizagdo) com um outro
método mais cléassico, foi elaborado o procedimento numérico do cabo inextensivel feito
de forma completa (fully discretized) com o método das diferencas finitas, trabalho este

iniciado em [13] e aqui melhorado para que essa comparagao pudesse ser feita.

4.6 Procedimento Numérico Utilizando o Método das

Diferencas Finitas

As equacgoes que modelam o comportamento do cabo, condic¢oes iniciais e de fronteiras
aqui, serao as mesmas estudadas na secao anterior.

Discretizando as equagoes (4.4) e reescrevendo-as para i e i + 1, temos:

ph (22;1 = (T;cosb; + N;senb;) — (T;_1 cos0;_1 + N;_1senb; 1) (4.30)
hci;y; = (T;send; — N;cosb;) — (T;_1senf;_1 — N;_1 cosb;_1) (4.31)
phdi;l;l = (Ti41c080;11 + Nip1sen; 1) — (T; cos0; + N;senb;) (4.32)
phdzyti;l (Ti41senb;1 — NipqcosBi1) — (Tisent; — N; cos ;). (4.33)

Assim, temos 4 equagdes com 3 incognitas T; 1, T; e T;y;. Para eliminarmos T;
multiplicamos a equagao (4.30) por senf;_; e a equagao (4.31) por cosf;_1. Subtraindo

as equagoes resultantes, temos:
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dt? dt?
+N;(senb;send; 1 + cosb;cos ;1) — N;_;. (4.34)

da; 2y,
ph {—Isen@l _ L% s Gil] = T;(cos O;senb;_; — send; cos ;1)

Multiplicando a equagao (4.32) por senf;. e a equagao (4.33) por cos 6,1 e subtraindo

as equagoes resultantes, obtemos:

dt? dt?
—N;(sen;senf; 1 + cosb; cos ;1) + Nii1. (4.35)

d? i d? i
ph [ s senf; 1 — vl cos 6i+1:| = Tj(send; cos ;1 — cos O;send; ;1)

Agora, multiplicando a equagao (4.34) por sen(6;,1—6;) e a equagao (4.35) por sen(6; —

0;_1) e subtraindo as equagoes resultantes, eliminamos T; e temos:

d’z; d?y;
ph[( Tit1 sent; 1 — Yitl os ¢9¢+1) sen(6; — 0;_1) —

dt? dt?
dQIZ’ d2 i
<Wsen9i1 — (iiyt;l COS 911) sen(@iﬂ — 90] = Niﬂsen(@i — 91‘,1) +
+ Ni_lsen(QiH — ‘91) — Nisen(ﬁiﬂ — 92‘_1), vV 2 < 1 <n-— 3, (436)
onde:
C .

4.6.1 Discretizacao Temporal

Para estabilidade e boa precisao, discretizamos as derivadas no tempo na equacao

(4.36) usando a formula centrada de segunda ordem:

2 J+1 J Jj—1
d“z; I 2x; + 13
dt? At?
2 J+1 J Jj—1
w20 oy
dt? At?
2 J+1 J Jj—1
dyi Yy =2yt
dt? At?
2 J+1 J J—1
i1 Yier — Wi T Yin
dt? At?
- L. - . NIFLyNI—L ity il
Entao as incognitas N;_ 1, N; e N;;; sao substituidas por —= 5 =l S — ¢
NIHl NIl
i+1 i+1

3 , respectivamente e mantemos todas as variaveis de 6] a 0] exceto aquelas usadas
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em (4.37). O objetivo desse procedimento ¢ discretizar as equagoes (4.36) e (4.37) de
forma precisa e resolver as equacoes lineares para as incognitas :cf ) yf e 9{ . Usando o

procedimento acima para a equagao (4.36), obtemos:

wlfisingl, ol —ylf) cos0) o] — ™ sing] |+l cos0] — Dal0lT; +
+D(2a) + )0 — D(1 4 28] + o)0 ™ + D(2 + )0 — Do) =

= (2xf+1 + xf;ll) sin 9{+1a{ + (—2yf+1 + yf;ll) cos G{HQ{ +  (4.38)
+H(=2a] + ] ) sin0]_, — (=2y] +yl ") cosO]_, +
+D[d0 5 — (20 + B0 + (1+ o +28))007" — 2+ 8))6-] +615,],
V 2<i<n—3 e j2>1,

onde , ,
o — sen(0] — 6] ) ﬁj _

sen(6],, — 6))

Sen(6g+1 — 95—1) C(At)?
. —eD=——.
(@, —0) 7 2p(Bsp

Como no sistema acima o indice i varia de 2 a (n — 3), esse conjunto de equa-
¢oes algébricas ¢ um conjunto de (n — 4) equagoes lineares para (3n — 6) incognitas.
Obtemos o ntmero de incognitas observando que o indice ¢ de 2™ e de 3’ varia
de 2 a (n—2) e o de ¢ varia de 0 a n — 1, ou seja, as (3n — 6) incognitas sao:
$%+1, 'T?’;—Ha s xgztlb y%'-i-l’ crey yiz—i—_lm 964‘1’ (XY 931-‘:11

Pelas condigoes discretas de fronteira descritas anteriormente, sabemos que os valores
de fronteira xq, Yo, T1, Y1, 00, Tn_1,Yn_1, Tn, Yn € 0, 1 s@0 nimeros reais dados, e podemos
substituir esses nimeros que acima consideravamos incognitas e chegar no valor de (3n—8)
incognitas :E%Jrl, :E?,;H, o xfié, ygﬂ, e yiilz, H{H, o 0?:12

Assim, é claro que para computar as incognitas acima precisamos ter (2n — 4) outras

equacoes. Essas equagoes podem ser obtidas da condicao discreta de inextensibilidade:
Azl =hcost! T e Ayt = h senf! T

Se linearizarmos essas equacoes usando o método de Newton para 67 com 1 < i < n—2,
. < T PR PRSI S B S R B Y B
obtemos as seguintes equacoes lineares para as incognitas x; [, x; i,y et
Jj+1 Jj+1 J+1 J _ J J J
), —x +h07 sent] = h(cost] + 0]send;),

vl =yt — h 07 cost! = h(sent! — 6 cost?).

i

(4.39)

A saber, o método de Newton é um método de iteracao para a procura de zeros de

uma funcao diferenciavel f, e é escrito da seguinte forma para o ponto xy:
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f(xx)

T )

Resultando entdo em (3n — 8) incognitas e em (2n — 4) equagdes, complementando

o namero de equagoes do sistema. Portanto, temos que resolver uma série de (3n — 8)
equagoes lineares para (3n — 8) incognitas, onde a matriz correspondente é esparsa.
Se rearranjarmos as incognitas na seguinte ordem:
G+l _ il G4l Gl pitl Gl 4l gl J+1 G+l 4l i+l
VITh= (00 oy L0y Ly L0y 00w e, Y e, 000,

onde VTl e R38 os conjuntos de equagoes algébricas (4.38) e (4.39) podem ser
acoplados de maneira cuidadosa, colocando duas linhas da condi¢ao de inextensibilidade
e uma linha do sistema, e assim por diante até o ultimo indice, sendo dados pela seguinte
equacao matricial:

AV = BV, Vi, (4.40)

onde A(V7) ¢ uma matriz quadrada de banda de largura 13 e o vetor B(V7, VIi™1) ¢
dado pelos lados correspondentes das equagoes (4.36) e (4.39). Para resolver a equagao
(4.40), decompomos a matriz A(V7) em cada tempo em uma decomposi¢ao L/U7, onde
L7 & a matriz triangular inferior e U7 é a matriz triangular superior, e entdo resolvemos
o sistema de equagoes (4.40) com a matriz decomposta A(V7). A matriz A(V7) tem a

seguinte forma de bloco triangular:

Al Bl
Cy Ay By
Cs Az Bs
A(VI) =
Cn—S An—S Bn—3
| On—2 An—2
onde:
_ D(2+ B}) —send]
hsen®? 1 00 0 (24 ) —sents
Al - ; ) Bl - ; CZ - 0 -1 )
—hcost] 0 100
0 0
_0‘%—3005931—2 D(2a£_3+ﬁi_3) 00 —1
B,_3 = 0 0 ) On—? = ( ) )
00 O
1 0
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A = 0 hsend? 1 ,

( 0 hsent ) cost_, —D(1+al +28]) olsentl,,
Ayo = )y L
—1 —hcost! 0

para 2 <1< n—3,

—adcostl,, D(2al+5!) 0 0 —Da]

B; = 0 0 0 0 0 , 2<i1<n—4,
1 0 0 0 0

~D 0 0 D@2+p3]) —senbl
Ci=| 0 00 0 -1 , 3<1<n-—3.
0 00 0 0

O método usado para a resolu¢ao do sistema linear resultante foi o BICGSTAB, que
segundo [18], foi desenvolvido no sentido de corrigir frequentes irregularidades no processo
de convergéncia do método do gradiente conjugado, por um tipo de minimizagao local do
vetor residuo. Esse método é uma variante do método do gradiente biconjugado (BiCG)
e tem convergéncia mais rapida e mais suave do que o BiCG original [37]. No caso do
método das diferecas finitas, nos varios testes que fizemos, esse foi o que melhor funcionou

em relacao a convergéncia.

4.7 O Problema do Cabo Extensivel

Seja s a medida do comprimento do arco ao longo do cabo, antes que seja estendido e
e a extensao. Considere que o cabo tem um comprimento igual a 1 em ¢t = 0. Portanto,
o movimento plano de cabo extensivel preso em ambas as extremidades é dada pelas

seguintes equacgoes diferenciais parciais nao-lineares:

2
p% = %(T cos 0 + Nsend),
0%y 0

P = g(Tsenﬁ — N cos @),

s = (1+e)cosb, (4.41)

ys = (1+ e)send,

= C bss , T = de,
1+e

onde 1 4+ e > 0 e o coeficiente A é positivo. Aqui, todas as variaveis e coeficientes foram

definidas como no caso do cabo inextensivel, mas agora e # 0.
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Olhando para este sistema vemos 4 equagoes e 4 incognitas x,y, e e 6, todas fungoes
de s e t, e até poderiamos pensar que se pode resolver o sistema nesta forma, porém
esta nao é uma forma adequada para usarmos o Método das Linhas. Precisamos de um
sistema de primeira ordem em t para usarmos métodos para EDOs apés a discretizacao
das derivadas em s.

A discretizagao diretamente de dz/0s e 0y/Js leva a um sistema algébrico diferen-

cial em geral mais dificil de resolver, assim é preciso obter dx/Jt e Jy/0t equivalentemente.

Condigoes de Fronteira:
Se o cabo extensivel estd preso em ambas as extremidades, teremos as seguintes con-

di¢oes de fronteira:

z(0,t) = mo, y(0,t) =yo, 0(0,t) =0y, €(0,t)=0,

z(l,t) = z1, y(1,t) =y, 0(1,t) =6y, e(l,t)=0 e (4.42)

R N I R P

0,

onde xg, Yo, 0, x1,y7 € By sao nimeros reais dados.

Condigoes Iniciais:

Para resolver os problemas (4.41) e (4.42) precisamos de algumas condigoes iniciais:

Ox dy 00 Oe -
E(S,O) = E(S,O) = E(S,O) = E(S,O) =0 (443)

e 0(s,0) = 0(s), e(s,0) =e(s), para todo s € [0, 1],

onde 0(s) e e(s) sao fungoes suaves, consistentes com as condigdes iniciais (4.42).

4.7.1 O problema de Cauchy de 1* ordem equivalente

O problema de valor inicial de fronteira (4.41) e (4.43) é equivalente ao problema de
Cauchy de primeira ordem para solugoes suficientemente suaves.
Vamos supor que o problema (4.41) e (4.43) tem solucgao suave, assim, derivando as
equagcoes
0 0
a—z =(l+e)cosh e 8_?: = (1 + e)send, (4.44)

em relagao ao tempo, obtemos:
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0x De a0

—cosf= + (1 Yo
Ry cos@at + (1 + e)send 5 0 e
Py —senﬁ% - (1+6)COSH@ =0 |
Dsot ot o

Permutando os sinais de diferenciagao, ou seja, considerando que as fungoes sao con-

tinuas, obtemos:

0%x 0%x 0%y 0%y
otds _ dsot © Otds  Osot (4.46)
Assim, as seguintes equacoes equivalentes sao obtidas:
0w de 00
5195~ ¢ GE +(1+ e)seneg =0,
(4.47)
Oy _ senﬁ% — (1 +e)cos 9@ =0
Otds ot ot

e podem ser escritas na forma de matriz:

—(1+e)senf cosb 2\ g;z
(14+€)cosf send Ge % .

O determinante desta matriz é igual a —(1+¢), que é menor que zero. Entao, a matriz

00 —senf  cosf 0%z
ot _ 1+e 1+e 8t283
Oe Oy |°
5 cosf senf S

é invertivel e

Denotando z e y por

ox Jy
P= e = — 4.48
YT Y T (4.48)
finalmente temos o seguinte problema de Cauchy de primeira ordem:
ou
— + LU =0
ot (4.49)
U(s,0) = U" para (s,t) € Q,
onde
_ . -
Y
LU — . %%()\66059 + Nsend)
1.9 (Xesenfl — Ncos)
p Os
senf O cosf Oy
 1te 0s + e 8_:;/
i COSQ% + sen@% |

em que U = (z,y,2,9,0,¢e) e U° sdo vetores dados.
Note que o problema de valor de fronteira e inicial (4.49) pode ser escrito na seguinte

forma:
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ouU 0*U
— 4+ AU+B——+L,U=0
ot * * 0s2 Mt ’

onde A e B sao matrizes quadradas e L; é um operador diferencial nao linear.

4.7.2 Procedimento Numérico para a Resolucao da Equacao do

Cabo Extensivel

Segundo Dreyer e Murray, em [16], existem duas formas vantajosas para a determina-
¢ao numérica de modelos de cabo na forma discreta: uma é usando o modelo de massa
concentrada, que é composto por pontos de massa conectados por cordas sem peso consi-
derével, e a outra pelo modelo de hastes, que é composto por hastes unidas por dobradicas.
Em um outro artigo, os mesmos autores (ver [17|) usam o modelo de massa concentrada
juntamente com o modelo da haste e mostram que essa estratégia, chamada de procedi-
mento de pré-eliminagao, pode reduzir o niimero de equagoes algébricas acopladas além
de outras vantagens em termos computacional e de tempo.

Logo, para usarmos o procedimento de pré-eliminacao para a resolugao do cabo exten-
sivel usando o método das linhas, precisamos discretizar o cabo extensivel em n segmentos
extensiveis r; de tamanho (1 + ¢;)h, onde e; é a extensao do segmento no tempo ¢. Cada
segmento é um ponto de massa p h, onde h = 1/n (figura 4.2). Este procedimento leva a

uma série de equacoes de pontos fixos.

Figura 4.2: Segmentagao do cabo
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Neste problema sao permitidas contragoes e extensoes, que é a funcao e(s, t), que pode

mudar de sinal em alguns pontos da malha espacial.

Condigoes de Fronteira Semi-Discretas

Aqui a forma das condigoes de fronteira (4.42) é dada na fronteira esquerda por:

z(0,t) = mo, y(0,t) =yo, 0(0,t) =0y, €(0,t)=0,

z(h,t) = z1, ylh,t)=1y1 e (4.50)
Ox Oz B @ B @ B

e na direita:

z(1,t) = 21, y(L,t)=vy;, O((n—1)h,t)=0,1, e((n—1)h,t)=0,
z((n—1Dh,t) = z,21, y((n—1ht) =y,
Oy _ iy 0

ot = at =

e (4.51)
((n—1)h,t) = %((n —1)h,t) =0, paratodot > 0.

Em geral, precisamos de duas condigoes de fronteira em cada extremidade porque o

método que usamos exige isto.

4.7.3 Sistema Semi-Discreto

A discretizacao proposta da equacao do cabo extensivel consiste em discretizar todas
as derivadas espaciais de primeira ordem usando a féormula de diferencas finitas regressiva
e progressiva, enquanto as derivadas de segunda ordem sao aproximadas usando a férmula

da diferenga central. Consequentemente:

oU.
= LU). =
BT + (LU); 0
U(ih,0) = UY Vtelo,7],

1

onde UY ¢ um vetor dado e:
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T
Yi
pihV()\ e; cosB; + N;senb;)
(LU); = — pihV()\ e; senf; — N; cos 6;)

<_<5ti+1 — &;)send; + (Yiv1 — Ui) cos 91) J(1+¢€)

(i1 — 23) cos O + (Yip1 — ¥i) senb);

eNi:leﬁi paral <i<n—2.

Os operadores lineares V e 62 sao os operadores de diferencas finitas regressiva de

primeira ordem e central de segunda ordem, respectivamente.

Para os trés primeiros componentes de (LU);, o subescrito i é executado a partir de 2
até n — 2, considerando que para os componentes restantes é executado de 1 an — 1. Isto
acontece porque quando usamos diferencas finitas teriamos um problema nas fronteiras
se considerassemos que o indice ¢ varia de 1 a n — 1 em todas as componentes de (LU);.

Precisamos agora utilizar uma técnica a fim de eliminarmos a incognita e no sistema
de equacgoes. Esta técnica discute o mais econdmico e eficiente método semi discreto
para resolver o problema de valor inicial (4.41). Consiste em eliminar a incognita e das
equagoes e depois resolver um problema de valor inicial em EDO para as incognitas z, y,
e 0. Este procedimento reduz o nimero de equagoes ordinarias para n — 2. Se necessario,
a extensao e(s,t) pode ser computada com a seguinte formula:

e(s,t) = [22 + 7] V2. (4.52)

S

Vamos considerar novamente a série de equagoes (4.41):

rs = (1+e€)cosb,
ys = (14 e)send, (4.53)
N - 688 9
1+e
2
p% = (Xecosf + Nsenf)s,
0%y

P = (Ae senf) — N cos 0)s.

Nosso objetivo é eliminar a incognita e das equagoes anteriores, e ha varios caminhos
para fazer isto.

Um caminho é usar a relagao (4.52), mas vamos preferir o seguinte procedimento:

zs=(l+e)cosd = e cosf =ux;— cosb.
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Da mesma forma, obtemos:

e senf) = y, — send,

e entao:

Chs(1 0
Nsenf) = ((1 _:_66))28611 quando (1+e)
Assim,
0088 S
Nsenf) = s
w3+ y?
Similarmente, teremos:
Chss(1 0
N cosf = (1+e) cos .
(1+e)?
Portanto oo
Necosf = —7=%s
75+
Entao obtemos as seguintes equagoes:
321: i Cessys
Pop = _)\(xs —cosf) + En ZJ?L'
a2y [ Cgssxs
P o = _)\(ys —senf) — el

> 0.

Para resolver essas equagoes, precisamos de outra equagao para a incognita 6. Esta

equacao ¢ obtida eliminando a incégnita e das seguintes equagoes:

zs = (14+e)cosh e ys = (1 + e)send.

Multiplicando a primeira equacao por senf, a segunda por cos 6 e subtraindo a primeira

da segunda, obtemos:

xrgsen — y, cos = 0.
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Diferenciamos entao essa tltima equagao em relagao ao tempo, a fim de obter a equagao

necessaria, e entao
00  yscosf — i send

o )

s

Assim, temos de resolver o seguinte sistema de EDP de primeira ordem (considerando

que sera feita a discretizagao espacial)

o 7
oy
or — 4o
@ _ Yscos 0 — zzcssenﬁ7 (4.54)
ot 22 + 92"
01' 821‘ Cessys
pa = pw— |:A(I‘S—COSQ>+xg+yg:|s,
8y 82y Cessxs
o= g - P = ]

As condigdes iniciais e de fronteira para resolver essas equagoes sao as mesmas (4.42)
e (4.43).

Discretizagao Espacial

O sistema de equagdes (4.54) ¢ discretizado substituindo todas as derivadas espaciais

pela formula das diferencas finitas de primeira e segunda ordem. Entao teremos:

dt - 19
dy; .
a0
da; d?z; Tip1 — T C620;(yir1 — vi)
— = V|2 = —cosh; | + , 2<i<n-—2,
P T ar { ( h o ) h (i1 — 2i)* + (Yir1 — 91)2]} =

h Tip1 — )% + (Yisr — ¥i)?)
49 _ Y1 = 9s) cosb; — (Fipr x)f/ezn , 1<i<n-2
dt [(ziv1 — ) 4+ (Yir1 — ¥:)?]

. 2, o 20 (4 —
pdyz:pdyz _ VP(M_senGi)—h[( C0%0i(Ti1 — i) 1, 2<1<n-—2,

(4.55)
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Vamos considerar dz/ds # 0, condigao satisfeita por muitos problemas préticos. Entao

temos de resolver a seguinte série de EDPs:

ox
ot
dy
ot
ot
Par
dy
Pot
00
ot

T,
Y

Cssys
{)\(xs —cosf) + 22 +Z§] X

s cos 0 — T ssenf

(22 + 2]

(4.56)

A discretizacao espacial dessas equacoes é a mesma que a discretizacao das equacoes

(4.54) e (4.55).

Observacao: Os valores #; poderiam ser obtidos por:

92’ = tg_l (

Yi+1 — Yi

), 1<i<n—-2,
Tit1 — T4

mas nossa implementa¢ao mantém a equacao 96/0t no sistema.

(4.57)



CAPITULO

5

Resultados Numéricos

Véarios experimentos numéricos foram feitos para a resolu¢ao do problema do cabo
para varias condigoes iniciais, integradores temporais e diferentes valores de n, além de,
em alguns casos, testes com diferentes intervalos no tempo. A mudanca de integrador
temporal nao contribuiu na resolugao numérica, ja que em todos os casos testados o
método nao se mostrou estavel. No caso da resolucao do cabo inextensivel pelo método
das linhas, nés usamos a alternativa 2 (ver segao 4.5.1) e deixamos a primeira como
trabalho futuro.

Como temos apenas o modelo teoricamente, foram construidas algumas condig¢oes
iniciais (ver figura 5.1), que sdo, trés delas, fungoes continuas e diferenciéveis e uma apenas
continua, todas de tamanho 1, como imposto no modelo. Como estamos trabalhando com
a segmentacao do cabo, essas condigoes foram construidas a partir de um h especificado.

Como visto no capitulo 3, o método das linhas funcionou bem inclusive para equagoes
com solucoes stiff, entao o esperado era que ele também funcionasse bem para o problema
aqui estudado, apesar do modelo do cabo ser um sistema de equagoes e nao somente uma
equacao escalar.

Outro aspecto a ser considerado é que a discretizagao foi baseada na segmentacao do
cabo, onde cada segmento tem tamanho h. Esse modo de discretizacao indicaria o uso
de diferencgas finitas regressivas, conforme proposto em [3|. Mas, foram desenvolvidas
também as discretizagoes usando diferencas finitas centradas e progressivas. Como pode
ser visto nas figuras deste capitulo, nenhuma delas funcionou com o método das linhas.
Deduz-se dos experimentos que o problema em questao apresenta sensibilidade significa-
tiva em relacao as condi¢oes de contorno, bem como perturbacoes na condigao inicial.
Ainda, como estamos considerando 1" constante, experimentos foram efetuados com altos
valores de T', imaginando que um cabo tensionado fosse mais facilmente resolvido; nem

nesse caso o método das linhas funcionou.
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Vale ressaltar que desenvolvemos uma discretizagao completa por diferencas finitas
para o cabo inextensivel, visando comparacoes. Essa também, por sua vez, mostrou que o
problema do cabo é “dificil” de ser resolvido, ja que exigiu o uso do BICGSTAB e um forte
pré-condicionamento para a solucao do sistema final. Na verdade, esse foi o tnico caso
em que funcionou. Notamos ainda que o método nao funcionou para a condi¢ao inicial
nao diferenciavel (figura 5.2(b)).

Nesse capitulo, os resultados numéricos serao exibidos separadamente, primeiro os re-
sultados do cabo inextensivel usando diferencas finitas, em quatro casos, mudando apenas
as condicoes iniciais. A seguir, temos o caso do cabo inextensivel usando o método das
linhas, que em cada condicao inicial foram feitos trés testes: com diferencas finitas centra-
das, regressivas e progressivas na discretizagao espacial das derivadas de primeira ordem.
Nesse caso, os testes foram feitos com apenas duas condicoes iniciais, onde o método con-
seguiu trabalhar, variando o intervalo de tempo. No caso do cabo extensivel, a resolugao
pelo método das linhas, como sugerido nesse trabalho, fica instdvel mais réapido que no
caso do cabo inextensivel e s6 ha testes com uma condigao inicial e como no caso anterior,
variando o intervalo de tempo.

Abaixo, podemos ver as figuras das condig¢oes iniciais que foram usadas ao longo do

procedimento numeérico.
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(a) Condigao inicial dada por y = /x (b) Condigao inicial 2

a2—x2

3 (d) Condigao inicial dada por y = T

(¢) Condigao inicial dada por y = x

Figura 5.1: Condigoes Iniciais

5.1 Cabo Inextensivel

5.1.1 Resultado Numeérico Usando Método das Diferencas Finitas

No caso do método de diferengas finitas, as figuras que seguem podem ser interpretadas
da seguinte forma: a linha em vermelho, exatamente sob o pontilhado em verde, indica o
movimento do cabo no tempo final, o pontilhado em azul a condic¢ao inicial e o pontilhado
em verde, um teste para verificar se 6 foi bem resolvido, criando uma curva dada pela
posicao inicial (z(1),y(1)) e o vetor 0 calculado. A malha espacial nesse caso foi definida
com 101 pontos, as constantes C' = 0.5 e p = 100 e o intervalo de tempo definido de 0
a 1, com passo 0.001. No caso da figura 5.2(b), as solugdes nao foram plotadas ao longo
do tempo, pois a matriz do sistema foi considerada singular, aparentemente isso ocorre
porque a condicao inicial, sendo constante em uma das variaveis “zera” uma linha ou

coluna da matriz do sistema.
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(a) Teste com a condigao inicial 5.1(a). (b) Teste com a condigao inicial 5.1(b).

(c) Teste com a condigao inicial 5.1(c). (d) Teste com a condigao inicial 5.1(d).

Figura 5.2: Resultados numéricos usando o método de diferencas finitas.

5.1.2 Resultado Numérico Usando Método das Linhas

Nesse caso, devido a instabilidade do método, foram feitos alguns testes variando o
intervalo de tempo e o numero de linhas, a fim de se obter algum resultado mais sélido.
Como se pode ver nas figuras que seguem, ao aumentarmos um pouco o Nosso N, Mmais
especificamente, de 10 para 20, a solugao tende a nao funcionar, como foi o caso do teste
com n = 101. Veremos primeiro o caso da condi¢ao inicial referente a figura 5.1(c), com
C = 0.5, p = 100 e n = 10 onde foram plotados apenas quatro valores da solucao no

tempo.
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a) Aproximagao no espago com diferencas finitas (b) Aproximacao no espago com diferencas finitas
¢ G G

centradas. regressivas.

(¢) Aproximagao no espago com diferengas finitas

progressivas.

Figura 5.3: Aproximagcao com 0 <t <0.1 e At =0.1/6

A seguir a solugao numérica com os mesmos valores do caso anterior, mas com n =
20, feita apenas com diferencas finitas centradas (em todos os casos a solu¢ao nao é

satisfatoria).
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Figura 5.4: Solucao numeérica do cabo inextensivel quando n = 20.

Fizemos os mesmos testes com o intervalo de tempo como nos casos anteriores, mas

com a condigao inicial da figura 5.1(a).
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(a) Aproximacao no espacgo com diferencas finitas (b) Aproximacao no espago com diferengas finitas

centradas. regressivas.

(¢) Aproximagao no espago com diferengas finitas

progressivas.

Figura 5.5: Aproximacao com 0 <t < 0.06 e At = 0.06/4

Vale ressaltar aqui que, em ambos os casos, foram feitos outros testes com outros

intervalos no tempo, ou valores de constantes e nada mudou significativamente.

5.2 Cabo Extensivel

No caso do cabo extensivel, os testes foram feitos com a aproximacao sugerida no
procedimento numérico na secao 4.7, e apenas com a condicao inicial presente na figura
5.1(c), pois aqui o método foi menos estavel que no caso do cabo inextensivel, entdo para
a condigao inicial como na figura 5.1(a), as solugdes numeéricas pioraram em relagao ao

que vimos na figura 5.5.
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(a) Aproximagao com 0 < ¢ < 0.08 e At = 0.08/9. (b) Aproximacao no espago com diferengas finitas

regressivas.

(¢) Aproximagao no espago com diferengas finitas

progressivas.

Figura 5.6: Aproximacao com 0 <t < 0.06 e At = 0.06/4



CAPITULO

Consideracoes Finais

Neste trabalho apresentamos o modelo matematico planar do movimento de um cabo
flexivel, nao submetido & forcas externas, e estudamos a estabilidade do método das
linhas para a resolugao numeérica desse modelo. Primeiramente testamos esse método em
algumas equagoes mais conhecidas, sugeridas em [40] e [50], equagao de Burguers, KdV
e KdV Burgers e pudemos ver que o método funcionou bem em todos os casos. Toda a
teoria envolvendo o modelo do cabo foi baseada em [3|, onde o autor propde o método
das linhas para a resolucao tanto do cabo extensivel quanto inextensivel. O método das
linhas mostrou-se inadequado para o problema do cabo, ou seja, logo ap6s alguns poucos
passos no tempo a solucao se deteriorou significativamente, o que representa, em nosso
entedimento, a instabilidade do método das linhas. Ressaltamos, entretanto, que devido
a forte sensibilidade do problema, tanto em relagdo & condi¢ao de fronteira como nas
perturbacoes na condicao inicial, o método precisaria ser muito melhor trabalhado para
fazer frente a um possivel mau condicionamento do modelo. Este, por exemplo, foi o caso
da solugao por diferencas finitas, onde o método exigiu o uso do BICGSTAB e de um forte
pré-condicionamento.

Os varios testes executados e a maturidade adquirida no trato deste modelo, nos
permitem sugerir que este problema é complexo e merece ser estudado detalhadamente
em diferentes direcoes, por exemplo, numa discussao da modelagem em si, considerar
forcas externas agindo sobre o cabo, fazer uma anélise cuidadosa da influéncia da fronteira
na solugao discreta, bem como utilizar e fazer uma analise de métodos numéricos mais
robustos.

Do ponto de vista pratico, os problemas envolvendo a equacao do cabo na literatura sao
resolvidos ou considerando modelos mais algébricos e menos diferenciais, ou em situacoes
mais especificas, seja com o cabo fixo em apenas uma das extremidades ou sujeito a forgas

externas especificas. Esse modelo mais geral, porém sem forgas externas, nao é comum
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na literatura e por isso foi usado visando o estudo da estabilidade e robustez do método

das linhas.



1]

2]

3]

5]

(6]

[10]

Referéncias Bibliograficas

ALEXANDER, R. Diagonally implicit runge-kutta methods for stiff o.d.e.’s. SIAM
Journal on Numerical Analysis 14, 6 (Dez 1977), 1006-1021.

ARANHA, G. Formulacao de um elemento finito de barra para analise dindmica nao-
linear geométrica, com aplicacao a cabos de linhas aéreas de transmissao de energia
elétrica. Dissertacao de Mestrado em Engenharia, Universidade Federal do Para,
Para, Dez 2003.

BENHAMMOUDA, B. Stability of finite-difference schemes for an initial-value problem

in partial differential equations. Master’s thesis, Linacre College, Oxford, Nov 1985.

BERzZINS, M., CAPON, P. J., AND JIMACK, P. K. On spatial adaptivity and

interpolation when using the method of lines. International Journal of Engineering
Science (Fev 1991).

BIN, L., YINGHUI, L., AND XUEGANG, Y. Dynamic modeling and simulation of
flexible cable with large sag. Shanghai University 21, 6 (Jun 2000), 707-714.

BriTO, P. Métodos numéricos adaptativos para a resolugao de modelos multidi-
mensionais em engenharia quimica. Tese de Doutorado em Engenharia Quimica,
Universidade de Coimbra, Coimbra, Set 2010.

BURDEN, R., AND FAIRES, J. Andlise Numérica. Sao Paulo: Pioneira Thomson
Learning, 2003.

CAMPO, A. Numerical prediction of combined laminar convection in isothermal
vertical tubes via the method of lines. Warme und Stoffiibertragung 23 (1988), 229—
247.

CAsH, J. Modified extended backward differentiation formulae for the numerical

solution of stiff initial-value problemsin odes and daes. Journal of Computational
and Applied Mathematics 125 (2000), 117-130.

CAsH, J. Eficient time integrators in the numerical method of lines. Journal of
Computational and Applied Mathematics, 183 (Ago 2004), 259274.

72



73

[11] CD., M. J. On the non-linear oscillation of an axially moving string. Journal of
Computational and Applied Mathematics, 183 (Ago 2004), 259274.

[12] CENEDESE, E. Solucao das equagoes de burgers e de navierstokes bidimensionais uti-
lizando a técnica da transformada integral generalizada. Dissertagao de Mestrado em
Engenharia Mecéanica, Departamento de Engenharia Mecéanica, Unesp, Ilha Solteira,
2005.

[13] CosTA, C. G. Introducao ao método das linhas para equagoes diferenciais parciais
nao-lineares. Relatorio ic/fapesp, FCT/UNESP-PP, 2010.

[14] CUMINATO, J., AND MENEGUETTE, M. Discretizagao de equagdes diferenciais par-

ciais: técnicas de diferencas finitas, 2000.

[15] DREYER, T., AND MURRAY, D. The numerical solution of the pre-elimination
models of cable configurations. Journal of Computational and Applied Mathematics
10 (Ago 1984), 81-91.

[16] DREYER, T., AND MURRAY, D. On the modeling of two-dimensional segment
representations of cable shape. Ocean Engng. 11, 6 (1984), 609-625.

[17] DREYER, T., AND MURRAY, D. The numerical solution of the pre-elimination
models of cable configurations. Appl. Math. Modelling 9 (Jun 1985), 163-169.

[18] EL1As, R. Métodos tipo newton inexatos para a solu¢ao de problemas nao-lineares
resultantes da formulagdo supg/pspg das equagoes de navier-stokes incompressiveis
em regime permanente. Dissertacao de Mestrado em Engenharia Civil, Universidade
Federal do Rio de Janeiro, Rio de Janeiro, 2003.

[19] FRANKS, R. G. E. Modeling and simulation in chemical engineering. Wiley-

Interscience, 1972.

[20] GovAL, S., PERKINS, N.; AND LEE, C. Writhing dynamics of cables with self-
contact. International Symposium on Cable Dynamics (Set 2003), 27-36.

[21] HAFELE, M. Dynamic simulation of a tubular reactor for the production of low-
density polyethylene using adaptive method of lines. Journal of Computational and
Applied Mathematics 183 (2005), 288-300.

[22] HAIRER, E., AND WANNER, G. Apresenta informagoes sobre o método radaub.
Disponivel em: <http://www.dm.uniba.it/ ~testset/solvers/radaub.php>. Acesso
em: 07 set. 2011.

[23] HAIRER, E., AND WANNER, G. Solving ordinary differential equations I1: stiff and
differential algebraic equations. Springer, 2010.



74

[24] HANDSCOMB, D. Theoretical and computational mechanics of a flexible cable.

[25] HAQ, S., IsLAM, S., AND UDDIN, M. A mesh-free method for the numerical solution
of the kdvburgers equation. Applied Mathematical Modelling 33 (2009), 34423449.

[26] ISERLES, A. A first course in the numerical analysis of differential equations. Cam-
bridge University Press, Cambrigde, 1996.

[27] IsMAIL, A., KARIM, F., ROy, G., AND MEAH, M. A. Numerical modelling of tsu-
nami via the method of lines. World Academy of Science, Engineering and Technology
32 (2007), 177-185.

[28] JoNES, D., SouTH, J., AND KLUNKER, E. On the numerical solution of elliptic

partial differential equations by the method of lines. Comput. Physics 9, 3 (Jun
1972).

[29] JusTO, D. Métodos numéricos para equagoes diferenciais.  Disponivel em:
<http://www.mat.ufrgs.br/~dago/metnum/metnum.pdf>. Acesso em: 20 jun.
2011.

[30] Mass, U., AND NOWAK, U. An adaptive method of lines for the siulation of complex

laminar combustion proesses. Berlin (Dez 1996).

[31] MIKHAIL, N. On the validity and stability of the method of lines for the solution
of partial differential equations. Applied Mathematics and Computation 22 (1987),
89-98.

[32] Oymac, O., AND SELCUK, N. Method of lines solution of time-dependent two-
dimensional navier-stokes equations. International Journal for Numerical Methods
in Fluid 23 (Jan 1996), 455-466.

[33] PARREIRA, G., AND ARAUJO, L. Solitons em comunicagbes Opticas, Jan 2004.

[34] PAULETTI, R. Sobre cabos e cordas, fev 2003. Disponi-
vel em: <http://www.lmc.ep.usp.br/people/pauletti/Publicacoesarquivos/ISNT-
Sobre-Cabos-e-Cordas.pdf>. Acesso em: 4 jun. 2011.

[35] QUISENBERRY, J. Dynamic simulation of low altitude aerial tow systems. Master’s
thesis, College of Oklahoma State University, Stillwater, Oklahoma, Jul 2005.

[36] RODRIGUES, P., AND HERMINA, A. Modelagem de elementos basicos de estrutu-
ras para a analise qualitativa do comportamento estrutural. Revista de Ciéncia e
Tecnologia 06, 01 (Jun 2006), 19-28.

[37] SAAD, Y. [terative Methods for Sparse Linear Systems. SIAM, 2003.



75

[38]

[39]

[40]

[41]

42]

[43]

[44]

[45]

[46]

[50]

[51]

SADIKU, M., AND GARCIA, R. Methods of lines solution of axisymmetric problems.
Southeastcon Conference (Abr 2000), 527-530.

SADIKU, M., AND OBIOZOR, C. A simple introduction to the method of lines.
International Journal of Electrical Engineering Education 37, 3, 282-296.

SCHIESSER, W., AND GRIFFITHS, G. A compendium of partial differential equation
models: method of lines analysis with Matlab. Cambridge University Press, 2009.

SHAKERI, F., AND DEHGHAN, M. The method of lines for solution of the one-

dimensional wave equation subject to an integral conservation condition. Computers
and Mathematics with Applications 56 (Mar 2008), 2175 — 2188.

SHEN, Q. A meshless method of lines for the numerical solution of kdv equation

using radial basis functions. Engineering Analysis with Boundary Elements 33 (Mar
2008), 11711180.

SIMPSON, A. Determination of the in-plane natural frequencies of multispan trans-
mission lines by a transfer matrix method. Institute of Electrical and Electronics
Engineers, 113 (1966).

TALER, J., AND DUDA, P. Solution of nonlinear inverse heat conduction problems
using method of lines. Heat and Mass Transfer, 37 (Mai 1999), 147-155.

TENTIS, E., MARGARIS, D., AND PAPANIKAS, D. Transient gas flow simulation
using an adaptive method of lines. C.R Mechanique 331 (Mai 2003), 481-487.

THoMPSON, R. Convergence and error estimates for the method of lines for cer-
tain nonlinear elliptic and elliptic-parabolic equations. SIAM Journal of Numerical
Analysis 13, 1 (Mar 1976), 27-43.

WALTER, W. Differential and integral inequalities. Springer-Verlag, 1970.

WANG, Y., AND LUO, A. Dynamics of traveling, inextensible cables. Journal of
Computational and Applied Mathematics, 9 (Fev 2003), 531 — 542.

WOLFE, P. The effect of bending stiffness on inextensible cables. International
Journal of Engineering Science 30,9 (Ago 1992), 1187-119.

WOUWER, A., SAUCEZ, P., AND SCHIESSER, W. Adaptive method of lines. Chap-
man and Hall/CRC, 2001.

WOUWER, A., SAUCEZ, P., SCHIESSER, W., AND THOMPSON, S. A matlab im-
plementation of upwind finite differences and adaptive grids in the method of lines.
Journal of Computational and Applied Mathematics (Set 2004).



	CAPA
	FOLHA DE ROSTO
	DEDICATÓRIA
	AGRADECIMENTOS
	EPÍGRAFE
	RESUMO
	ABSTRACT
	LISTA DE FIGURAS
	LISTA DE TABELAS
	SUMÁRIO
	1. INTRODUÇÃO
	2. MÉTODO DAS LINHAS
	3. APLICAÇÃO DO MÉTODO DAS LINHAS PARA PROBLEMAS DE PROPAGAÇÃO DE ONDAS NÃO-LINEARES
	4. SOLUÇÃO NUMÉRICA DA EQUAÇÃO DO CABO
	5. RESULTADOS NUMÉRICOS
	CONSIDERAÇÕES FINAIS
	REFERÊNCIAS



