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Resumo

Neste trabalho fazemos um estudo aprofundado da funcao de Fischer-Burmeister
Penalizada e a utilizamos para a reformulagdo do Problema de Complementaridade Nao
Linear NCP(F), do Problema de Inequagdes Variacionais com restricdes do tipo caixa
VIP(F,l,u) e do Problema de Inequagdes Variacionais geral VIP(F, ) que tém impor-
tantes aplicacoes na programacdo matemética, nos problemas de equilibrio e na enge-
nharia. Encontramos relagoes entre pontos estacionérios e minimos globais e terminamos
com experimentos numéricos comparando a robustez da funcao de Fischer-Burmeister e

da func¢ao de Fischer-Burmeister Penalizada.

Palavras-chave: Inequacoes Variacionais, Complementaridade, Funcao de Fischer-Burmeister,

Otimizagao.
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Abstract

In this work we make a deep study of the Fischer-Burmeister Penalized function
and we utilize it for reformulation of the Nonlinear Complementarity Problem NCP(F),
the Variational Inequality Problem with constraints of box type VIP(F,l,u) and the
Variational Inequality Problem VIP(F,(2) that have important applications in math-
ematical programming, equilibrium problems and in engineering. We found relations
between stationary points and global minimizers and we finished with numerical experi-
ments comparing the robustness of Fischer-Burmeister and Fischer-Burmeister Penalized

functions.

Keywords: Variational Inequality, Complementarity, Fischer-Burmeister Function, Op-

timization.
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Introducao

Problemas de Inequagdes Variacionais e de Complementaridade provéem de uma diversi-
dade de fontes e disciplinas. A enorme gama de aplicacoes destes problemas faz com que
o seu estudo, tanto teorico quanto pratico, seja de suma importancia para a mateméatica
moderna.

Segundo Pang [22], as fontes de tais problemas podem ser classificadas basica-
mente em trés categorias, que sio elas: programagio matematica, problemas de equilibrio

em economia e aplicagoes na engenharia.

e Programagao Matematica: Problemas de otimizagao sido uma grande fonte de apli-
cacoes para problemas de complementaridade. Considerando-se um problema de

otimizagao nao-linear na sua forma padrao,

min f(x)

s.a. €N

onde, = {z € R*: hi(z) =0, i=1,...;m e gi(z) <0,5=1,...,p} e f, hi, 9;:
R" — R sdo todas continuamente diferenciaveis, temos que as condigoes de Karush-
Kuhn-Tucker (KKT) deste problema correspondem precisamente a um problema de

inequagdes variacionais especifico, veja [22] pagina 275 para mais detalhes.

Problemas de Equilibrio: Um modelo de equilibrio fundamental que tem encontrado
intimeras aplicacdes em economia, estudo de oligopdlios e teoria de jogos é devido a
Nash [20]. Pode ser provado que um vetor de estratégia = é um equilibrio desejado
se, e somente se, x resolve um problema de inequagdes variacionais especifico, veja

[20] para mais detalhes.

Aplicacoes na Engenharia: Um grande nimero de problemas de inequagoes em

mecanica pode ser formulado como inequagdes variacionais e problemas de com-




plementaridade, veja |21], muitos dos quais estdo inseridos em espagos de fungoes.
Incluidos nestas aplicagdes na engenharia estdo: problemas de contato, problemas

elastoplasticos, problemas em redes neurais, redes elétricas, etc.

Atualmente existem véarios métodos propostos para resolver problemas de com-
plementaridade e de inequagGes variacionais; muitos desses métodos estdo fundados no
fato de reformula-los como um sistema de equagdes nao lineares homogéneas, ou como
problemas de otimizacdo , veja [8, 14, 15, 16, 17]. Motivados pelas caracteristicas especiais

e pelo 6timo desempenho da fungdo de Fischer-Burmeister Penalizada para o problema

de complementaridade nao linear em [4], neste trabalho estendemos sua aplicagdo para a

resolucao do problema de inequagoes variacionais com restrigoes de igualdade (lineares)
e de desigualdade e com restrigoes do tipo caixa, estudando suas propriedades praticas e
tedricas.

O trabalho esta organizado da seguinte forma: no primeiro capitulo, apresenta-
mos conceitos e resultados relevantes que serao usados durante todo o texto. No segundo
capitulo abordaremos a reformulacio e resolu¢do do problema de complementaridade néao
linear, apresentamos também a fungao de Fischer-Burmeister Penalizada junto com suas
propriedades, além de resultados importantes. O terceiro capitulo tratard de uma gene-
raliza¢ao do problema de complementaridade nio linear, o problema de inequacoes varia-
cionais com restri¢oes do tipo caixa, ao qual nos referiremos apenas por VIP caiza, sua
reformulagao utilizando a funcao de Fischer-Burmeister Penalizada e resultados teoricos
também serao estudados. O quarto capitulo aborda um problema de inequacées varia-
cionais mais geral onde o conjunto de restri¢oes é composto por restricoes de igualdade
(restrigdes lineares) e de desigualdade. O quinto capitulo é composto por experimen-
tos numéricos sobre os trés problemas estudados, uma comparagao de robustez entre as
funcoes de Fischer-Burmeister e Fischer-Burmeister Penalizada sera feita. O sexto e 1l-
timo capitulo apresenta a conclusiao sobre o nosso trabalho e futuros trabalhos a serem

realizados.
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Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo apresentaremos a notagao que serd usada no decorrer desta dissertagao,

bem como alguns conceitos necessérios para o desenvolvimento da mesma.

1.1 Definicoes e Notacoes

. R™ denota o espago vetorial real cujos elementos x € R" sdo vetores coluna da forma

onde z; € R para todoi=1,...,n.
. Para z € R"*, 2* = (21,29, ...,T,), denota o vetor transposto.

. Para z,y € R", o produto interno usual de x por y é denotado e definido por

(w1 = Y o= o',
i=1

. Para z € R", ||z|| = Vz'z, denota a norma Euclidiana.

. A distancia (Euclidiana) entre dois elementos z,y € R™ é definida e denotada por

d(x,y) = [Ix - yl.
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. Para z,y € R", se (z,y) = 0, entdo dizemos que z e y sdo ortogonais e denotamos

porz L y.

. Para z,y € R" a notagao z < y (<, >, >) significa que z; < y; (<, >, >) para todo

o=ulione ot
. A € R™™™ denota uma matriz com n linhas e m colunas.

. I, denota a matriz identidade de ordem n, que é definida como I, = (a;;), onde

ﬂfJ;:l,SOI.:jCﬂ'.;j:O, S(’.’—')é_j

. (Gradiente) Para uma fungao f : R®™ — R. O gradiente de f no ponto z é definido

e denotado por

a5 (@)

Vi(z) =
5 (2)

drn

) g : - o 5
onde, %(3:) denota a derivada parcial de f com relacao a variavel z;, i =1,...,n.
L3

. C™(92) denota o conjunto das fungoes f : R"™ — R tais que, f é diferenciavel e tem

derivada continua até a ordem n, no conjunto 2.

. (Matriz Hessiana de f) A matriz Hessiana de f : R® — R ¢ definida e denotada por
a2
V2 f(z) = (2L).

. (Jacobiano) Seja F' : R* — R™, F(z) = (Fi(z), Fa(z),..., Fn(2)), F; : R®* — R,

i=1,...,m. A matriz Jacobiana de F' é definida e denotada por

vtFl(I)

Bz =
ViF.(x)

Note que, se F: R* — R entao F'(z) = V'F(z).

. Seja A = (a;;) € R™™ uma matriz, a matriz transposta de A é definida e denotada

por A" = (aj;).
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. A € R™" é dita ser semi-definida positiva se ' Az > 0, para todo z € R" e denotada

por A > 0.

. A € R™" ¢ dita ser definida positiva se 2'Az > 0, para todo z € R", z # 0 e

denotada por A > 0.
. vec{z;}, denota o vetor cuja i-ésima componente é z;.
. L(c), denota o conjunto de nivel de uma funcéo.
. B(z,e) = {y € R" : d(z,y) < €} denota a bola Euclidiana.
. 24 denota a fun¢ao max{0, z}.
. Dada uma matriz M € R™*",

A B
¢ D

M=

assuma que A é nao singular. O Complemento de Schur de A em M é definido como

a matriz S = D — CA~!B.
Definigao 1.1.1. Uma fun¢ao F : R" — R" ¢é dita ser
e Py-fungao se, para todo x ey em R™ com x # vy, existe um indice i tal que
i # Yy (zi—yi)[Fi(z) - Fi(y)] 20
e P-fungao se, para todo x ey em R™ com x # y, existe um indice i tal que

(z; — yi)[Fi(z) — Fi(y)] > 0 ;

o P-func¢ao uniforme se, existe uma constante positiva p tal que, para todo = e y no

R", existe um indice i tal que

(zi — i) [Fi(z) — Fi(y)] > plly — 2l .
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Dado o Problema de Otimizagao

min f(z)
s.a. e

definimos.

Definigao 1.1.2. Um ponto z* € §2 é um minimizador local de f em Q se, e somente se,
existe € > 0 tal que f(x) > f(x*) para todo x € Q tal que ||z — z*|| < €. Se f(z) > f(z*)
para todo x € 2 tal que x # z* e ||v — z*|| < €, diremos que se trata de um minimizador

local estrito em §.

Definicao 1.1.3. Um ponto z* € Q2 é um minimizador global de f em Q se, e somente
se, f(z) > f(z*) para todo x € Q. Se f(z) > f(z*) para todo x € Q tal que z # z*,

diremos que se trata de um minimizador global estrito em Q.

1.2 Condic¢oes de Otimalidade

Proposigao 1.2.1 (Condigoes Necessarias de Primeira Ordem). Seja f : R® — R,

feC!. Sex* é um minimizador local de f em R", entdo Vf(z*) = 0.

Proposigao 1.2.2 (Condigoes Necessarias de Segunda Ordem). Seja f : R™ — R,

f € C2. Sex* é um minimizador local de f em R", entdo:
L 'V iz*)=0;
2. V2f(z*) > 0.

Proposigao 1.2.3 (Condigoes Suficientes de Segunda Ordem). Seja f : R® — R,
feC? Sex* € R, Vf(z*) =0 e V2f(z*) > 0, entdo =* é um minimizador local estrito

de f em R".

As condigoes necessarias devem obrigatoriamente serem satisfeitas por minimizadores;
Ja as condigoes suficientes, quando satisfeitas, garantem que o ponto em questdo seja um

minimizador.
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Consideremos agora o seguinte problema de otimizagao

min f(x) (L.1)
s.a. €N

onde, Q = {z € R*: hi(z) =0,i=1,....m e gij(z) £ 0,5 = 1,...,p} e f, h,

g; : R" — R sao todas continuamente diferenciaveis.

Definicao 1.2.1. Para um ponto factivel z, definimos o conjunto das restrigoes ativas

por

J = {j: gj(z) = 0}.

Definicao 1.2.2. Um ponto x* € dito ser regular se os gradientes das fungoes das res-
tricoes de igualdade Vh;(z*), i = 1,...,m junto com o0s gradientes das restrigoes de

desigualdade ativas Vg;(z*), j € J sdo linearmente independentes.

Teorema 1.2.4 (Condigoes de Karush-Kuhn-Tucker, (KKT)). Se z* é um mini-
mizador local reqular de (1.1), {Vg;(z*) :i € J} U{Vhi(z*),...,hn(z*)} € um conjunto

linearmente independente, entao existem e sao tunicos p; > 0,1 € J e Ay,..., A tais que

Vi) + Y mVa(a')+ > NVhi(z*) =0.
=]

ieJ i=
Desta forma, se x* é um ponto regular e minimizador local de (1.1), definindo

wi =0 sei¢ J, podemos reescrever as condi¢ées de KKT da seguinte forma:

V(") + Z,U,,Vg,v(x*) - Z/\thg(.’B*) ={)
i=1

ieJ

2 5 4 5 6 7 unespwl 12 13 14 15 16 17
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gla*) £ 0, 1= L0

Se (z, )\ 1t) € R*"xR™ x RP satisfaz o sistema anterior, entdo z* serd chamado
t]

de um ponto estactiondrio de (1.1).
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Capitulo 2

O Problema de Complementaridade

Nao Linear, NCP(F)

2.1 Introducao

Neste capitulo iremos apresentar alguns dos principais conceitos que serdo necessarios
para o decorrer do nosso trabaho, tais como: o conceito de funcao-NCP e de conjuntos de
nivel, além disso, apresentaremos também as funcoes de Fischer-Burmeister e de Fischer-

Burmeister Penalizada juntamente com suas propriedades e resultados relevantes.

2.2 Formulacao do Problema de Complementaridade
Nao Linear

Seja F': R" — R™ uma funcao continuamente diferenciavel.

Definigao 2.2.1. O Problema de Complementaridade Nao Linear, denotado por NCP(F),

consiste em encontrar um vetor z* € R" tal que

z' 20, F(z*) 20 e (2" F(z")) =0

Em outras palavras, um NCP(F) consiste em, dada uma funcao

F:R" - R", Fe(C! encontrar z* € R?% tal que
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F(z)eR) e 28 1 F(z").

Atualmente existem varios métodos voltados a resolver o NCP(F) ou problemas
relacionados. Estes métodos estao baseados no fato de reformulé-los como um sistema
de equagoes nao lineares homogéneas usando uma fun¢ao-NCP, ou como um problema de

otimizagao usando uma funcao de mérito adequada.
Definigdo 2.2.2 (fungao-NCP). Dizemos que uma fun¢io ¢ : R* — R é uma fungao-
NCP se

¢la,b) =0« ab=0,a>0, b>0.

Note geometricamente que uma fun¢ao-NCP apresenta as suas raizes sobre os

semi-eixos positivos mais a origem (veja a figura a seguir).

Figura 2.1: as raizes de uma fungao-NCP

Alguns exemplos de fun¢oes-NCP podem ser encontradas em [14], de onde pode-

mos citar:

e ¢1(a,b) := 1 min*{a,b};

o $5(a,b) := 3((ab)? + min*{0,a} + min*{0, b}).

Uma vez definido o conceito de fun¢io-NCP, podemos definir um vetor ®(z) da

seguinte maneira:
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¢(x1, Fi(z))
®(z) := : : (2.1)
¢(@n, Fu(z))
Definindo o vetor ®(z) desta forma, podemos obter o seguinte resultado que
mostra a equivaléncia entre o problema de complementaridade nao linear e o sistema

homogéneo de equagdes nao lineares (2.1).

Lema 2.2.1. Um ponto z* € R" é uma solugdo do sistema de equagies ®(z) = 0 se, e

somente se, * for solugio do NCP(F).

Prova 2.2.1. De fato.

Primeiramente suponha que x* € R™ é uma solugdo do sistema ®(z) = 0. Como

®(z*) = vec{d(z], Fi(z*))},

temos que

oz}, Fi(z*) =0, i =1,...,n.

Logo, pela caracterizacao de NCP-fungoes e pelo fato de ¢ ser uma, temos que

g R(a") =0 e o 20, Flg") 20, 4= L5k

Assim,

z* >0, F(z*) 20 e {z*, F{z*)) =0.

Portanto, x* € solu¢io do NCP(F).

Reciprocamente, se x* € solugao do NCP(F), temos que

z* >0, Flz") 20 e (&', F(z"))=0.

11
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Logo, analizando cada componente vemos que, ¥ > 0, F;(z*) > 0 e consequente-
mente z} F;(z*)=0,i=1,...,n.

Tendo em vista o fato de ¢ ser uma fun¢ao-NCP vem que

&(zi, Fi(z)) =0, i=1,...,n.

Portanto, x* ¢ solugio do sistema ®(x) = 0.

A proxima definigdo nos da o conceito de funcao de mérito.

Definicao 2.2.3 (Funcdo de Mérito). Tome C C R™. Uma fungio de mérito para o
NCP € uma fun¢do nao negativa ¥ : C — R tal que z* € uma solugdo do NCP se, e

somente se, x* € C e ¥(z*) = 0.

Claramente, pela definicao anterior, nota-se que ¥(z) é uma fungao de mérito
para o NCP se, e somente se, as solugoes do NCP coincidem com as solugoes globais do

problema

min ¥ (z)
z€C

com valor funcional zero.
Neste trabalho admitiremos apenas C = R" e o proximo resultado, nos garante

a existéncia de uma fungio de mérito natural com C = R" para todo NCP(F).

Proposicao 2.2.2. Para todo NCP(F), a fungao

U(a) = 3lIe@)IP,

¢ uma fung¢io de mérito, onde ®(z) é definido em (2.1).

Prova 2.2.2. De fato.

Para todo x* pertencente ao conjunto solugio do problema (2.2) temos que




o(z*) = 0.

Portanto, pelo Lema 2.2.1, temos que z* € solugio do NCP(F).
Agora, se T € solugio do NCP(F) entdo, novamente pelo Lema 2.2.1 T € solugdo
do sistema (2.1). Entao pela nao negatividade da fun¢dao V(x) o resultado seque imedia-

tamente.

Apresentamos agora a fungao de Fischer-Burmeister, além de algumas propriedades
e resultados que nos ajudarao no decorrer do nosso trabalho.

A funcio de Fischer-Burmeister é definida da seguinte maneira:

orp(a,b) :=a+b— Va2 + b2

Esta fun¢ao foi apresentada pela primeira vez em [9] e tem atraido a atengdo de
muitos pesquisadores; vérios algoritmos foram baseados com énfase nesta funcao devido

as suas Otimas propriedades.
Proposicao 2.2.3. A fung¢do de Fischer-Burmeister é uma fun¢io-NCP.

Prova 2.2.3. De fato.

Primeiramente, vamos assumir que ab=10, a >0 e b > 0, logo,

érp(a,b) = a+b— Va2 + b2

a§0a+b~\/a2+2czb+b2

=a+b—+/(a+b)?

=a+b—|(a+D)
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Reciprocamente, assuma que ¢rg(a,b) = 0, logo

¢rp(a,b) =0

a+b—Va2+b=0

a+b=+vVa?+ b2

Agora, elevando-se ao quadrado ambos os lados de (2.3), temos que

a® + 2ab + b* = a? + b2

ab= 0.

Sem perda de generalidade suponha b= 0, logo de (2.3)

a=Va?

a = |al
Portanto, a > 0.

Analogamente, prova-se que b > 0.

Logo, o resultado fica provado.
|

Uma vez provado que a fun¢ido ¢pp(a,b) de Fischer-Burmeister ¢ uma fungao-

NCP, faz sentido pensarmos no sistema:
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e na func¢ao de mérito

1
Vpp(z) := z||Pra(2)||?,
2

a qual, pelos resultados anteriores, reformula o NCP.
Os préximos trés resultados garantem que a fungao de mérito ¥rpg(x) € continua-

mente diferenciavel.

Proposigao 2.2.4. Seja érp(a,b) a fun¢do de Fischer-Burmeister, entio a fungio ¢%g(a,b)

é diferencidvel e

(0,0), se(a,b) = (0,0)
2vt¢f’8(a! b)-ﬁf’f-‘B(a} b), se(a, b) 7é (01 U)

onde D(.) é o operador diferencial.

D(¢%p(a,b)) = {

Prova 2.2.4. Com efeito
¢%p(a,b) = (a+b— Va2 + b2)?
= (a+b)? — 2(a + b)Va? + b2 + a® + b?

= 2a* + 2ab + 2b* — 2(a + b)Va2 + b2.

e Para (a,b) # (0,0).

Pela regra da cadeia, temos que

t
D(¢%p(a, b)) =2 (6‘;23 (a,b), 8‘?;3 (a, b)) brp(a,b)
2vt¢p3(a, b].tﬁ’pg(a, b]
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5 4 5 6 7

D(¢%p(a,b)) = lim

‘35‘?-‘8(“1*’)) = %‘B(Uvo)

] [|(a,b)]|

= lim

2a2 + 2ab + 2b*

—2(a+b)Va? + b2

a—0
b—0

= lim

|I(a, D)

2a® + 2ab + 2b* — 2(a + b)Va? + b2

a—0

b—0

(a+b)VaZ + 12

= 21lim —— +2lim ———— — 2lim . (2.4
:3%717 ;ﬁJ“__ FUJ__? i verw Y

Mas

2
, a
0 < lim ——— < lim —

o Va2 +b* T 70

b—0

2
< lim — < lima=0. (2.5)

u—cO | I a—0
b—0

Logo, pelo Teorema do Confronto o primeiro e o terceiro limites em (2.4) sdo

2ab

lim

(a—b)?2>0

=0 Va2 + 12

1

a2 <= 2abid b >0,

a® + b* > 2ab,

2ab a?

0 < lim|———| < lim

< lim [———
e el b W

b—0

16

|..|r|eSpw 13 14 15 16

+ b2 ,
=£1£r3\/a2+b2=0

b—0
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2 2

i 1(“”)2"“ jb =lima+b=0.
: va*+b Pt

Logo, por (2.5), (2.6) e (2.7)

D(qa‘)ig(a‘b)] = lim QS%‘B(G! b) — ¢.2F'B(0= 0) =0

G |I(a, B)|

Portanto, ¢%g(a,b) € diferencidvel.

Proposicao 2.2.5. D(¢%5(a,b)) € continua.

Prova 2.2.5. Com efeito.

e Para (c,d) # (0,0).

lim D(¢%5(a, b)) = lim 2V*¢rp(a, b).¢rp(a,b)

b—d b—d

2V'6rp(c, d)-¢rs(c, d).
e Para (a,b) = (0,0).

lim D(¢}p(a, b)) = lim 2V*¢rp(a, b).¢rp(a,b)

b—0 b—0

= lim 2

a b ¢
1-— ,1—
in2 (1- —fp - —p)

Mas como o primeiro termo € limitado e o sequndo € um infinitésimo, temos que

a+b—Vva?+b?).

lim D(¢%p(a, b)) = 0.

b—0

Portanto, D(¢%g(a,b)) € continua.
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Corolario 2.2.6. A fun¢do de mérito ¥pp(x) € continuamente diferencidvel.

Prova 2.2.6. De fato.

Vrn(@) = 5l12rs @)l

= ‘Z¢FB (zi, Fi(z)).

Como, cada F; é continuamente diferencidvel, e ¥(z) é soma de fungdes %gﬁ%B(a, b),

o resultado seque imediatamente das Proposi¢oes 2.2.4 e 2.2.5.

A diferenciabilidade da fun¢do de mérito natural de Fischer-Burmeister torna
possivel o desenvolvimento de métodos para a resolugao do NCP, com répida convergéncia
local e global [8, 16].

Uma propriedade desejada na aplicacio destes métodos é que os conjuntos de
nivel sejam limitados. A hipotese necessaria para que a funcdo de mérito de Fischer-
Burmeister tenha conjuntos de nivel limitados é que a funcao F' seja uma P-fun¢ao uni-
forme (Proposi¢ao 2.5.5), a qual é restritiva desta maneira.

Algumas modificagoes foram entdo propostas no intuito de melhorar este condi-

cionante, entre elas:

e Luo e Tseng [17]

Upr = lz [—¢rp(zi, Fi(z))]3) —[xtF (@))%,

onde, z, := max{0, 2}, para z € R.

Esta func¢do de mérito apresenta conjuntos de nivel limitados para NC P(F') monétonos

com ponto factivel estrito, isto é, T > 0 e F(Z) > 0.

e Kanzow, Yamashita e Fukushima [13]

Vkyr(z) := QZ —¢ra(zi, Fi(z))} + [#:Fi(2)]3).
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Esta fun¢ao preserva a propriedade da funcao de Luo e Tseng, entretanto ambas
as funcoes apresentam dificuldades algoritmicas devido a sua definigao.

A fungdo de Fischer-Burmeister tem boas propriedades para resolver o NCP
como um sistema ndo suave de equagdoes ou como um problema de otimizacdo, onde
pontos estacionarios sao equivalentes a solugoes do NCP.

Na proxima sessao, estudaremos a func¢ao de Fischer-Burmeister Penalizada, que
combina a atraente caracteristica da funcao de mérito Ygyp e da funcao de Fischer-

Burmeister.

2.3 A Funcao de Fischer-Burmeister Penalizada

A fungio de Fischer-Burmeister Penalizada denotada por ¢,(a,b) ¢ uma combinagao con-
vexa da funcao de Fischer-Burmeister ¢pp com o termo a,b, e é definida pela seguinte

expressao,

¢',\(ﬂ,, b) = /\QﬁFB(G., b) + (1 - )\)a.].b.;”

onde, A €(0, 1] é um parametro fixo.
Claramente, quando A se aproxima de 1, entdo ¢, se aproxima da fungdo de
Fischer-Burmeister ¢rp.

Note que o termo a, b, penaliza a condigdo de complementaridade no octante
positivo, logo é intuitivo chama-la de funcdo de Fischer-Burmeister Penalizada.

O proximo resultado garante que a fungio ¢x(a,b) é uma fungao-NCP.
Proposicio 2.3.1. A funcdo de Fischer-Burmeister Penalizada ¢y é uma fungao-NCP.

Prova 2.3.1. Primeiramente, vamos assumir que a > 0, b > 0 e ab = 0.

Logo,

or(a,b) = Aprp(a,b) + (1 — N)ay by

= \orp(a,b).
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¢re(a,b) =0

pois, drpla,b) é uma fungao-NCP pela Proposigio 2.2.3.
Portanto, ¢x(a,b) = 0.

Reciprocamente, assuma que ¢x(a,b) = 0.
Vamos provar primeiro que a > 0 e b > 0. Suponha por contradi¢io, sem perda

de generalidade, que a < 0, logo

éa(a,b) = Aprp(a,b) + (1 — A)ayby

= /\qf?py (a, b)

E como ¢pp(a,b) é uma fungao-NCP, temos que,

ox # 0,

o0 que € uma contradi¢do, pois haviamos suposto que ¢x(a,b) = 0.
Portanto, a > 0 e b > 0.

Provemos agora que, ab = 0.

q‘),\(a,,b) =0

:\G_-‘),r-‘;;(a, bl+£1 — )\)a.;_b.l; —

>0 >0

Logo, ¢rp(a,b) =0 e como ¢rg(a,b) € uma fungdo-NCP temos que

a>0,b>0eab=0.

Portanto, ¢x(a,b) é uma fungao-NCP.

AVA
AVAVAL

1 12 13 14 15 16 17

L4y L T unesp

18



Analogamente as fungdes ®pp(z) e ¥Ypp(x) podemos definir o sistema

éa(z1, Fi(z))

¢’,\($m Fn(:r))

e a func¢ao de mérito

Ui(z) = 5]|0(2)]

Vamos definir agora uma func¢io auxiliar que nos ajudara no manuseio da fungao
de mérito ¥y (x).

Defina 1)) da seguinte maneira

_ L
Ya(a,b) = §¢§(a, b),
a qual, obviamente ¢ uma fun¢ao-NCP.

Assim, a fun¢do de mérito ¥, pode ser expressa como

V(@) = 5lle(@)|P
=32 A @)

5 %qﬁ(m, F(z))
i=]

= Z'ﬂb,\(:‘:hﬂ(:ﬁ))-

2.4 Propriedades das Funcoes ¢), ¥, e V)

Faremos agora um estudo sobre as propriedades das fungbes ¢), ¥, e ¥). Para isto,

comecemos definindo o seguinte conjunto:

Ny = {(a,b):a >0, b>0, e ab=0}.

21
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Proposicao 2.4.1. A fungdo ¢y : R?> — R satisfaz as seguintes propriedades

1. ¢\(a,b) =0« (a,b) € Ny;
2. ¢a(a,b) € continuamente diferencidvel em R\ Ny;

k

3. Sejam {a*}, {V*} C R, duas sequéncias tais que, a%b5 — oo, ou a* — —o0, ou

b’" — —o00. Entao |d))\(“- ‘bkll — 00.

Prova 2.4.1. 1. O resultado segue imediatamente do fato de ¢x(a,b) ser uma fungdo-

NCP.

2. O resultado seque imediatamente do fato que ¢y(a,b)é uma combinagao conveza de

fungées continuamente diferencidveis em R\ Ny.

3. Suponha primeiramente que ai‘b’i — 00. Logo, existe um nimero ko € N tal que

Vk > ko, a* >0eb*>0.

Assim, temos que

a* +b* — \/(ak)? + (b%)2 > 0.

Mas como aXb% — oo é claro que

|pa(a®, 08| = |A(@* + b* — V/(a¥)? + (b%)2) + (1 — A)ak bt | — oo.

Suponha agora que
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Consequentemente,

E, portanto

|du(ak,bk)| — 00.

Analogamente, se supormos bk — —00, tem-se 5 a"‘ bk — OQ.
g ’ H )
[ |

O proximo resultado mostra que a funcao 1, (a, b) € continuamente diferencidvel.
Proposigao 2.4.2. A funcgdo v € continuamente diferencidvel em R2.

Prova 2.4.2.

1
¥a(a,b) = §¢§(ﬂw b)

= %[)\(a +b— Va2 + %)+ (1 - Nayb,]?

1 ,
= 5[\*8kp(a,0) + 2\(1 = Nérs(a, b)asbs + (a1by)’]
Portanto, basta provar que ¢%g(a,b), drp(a,b)arb; e a2b sio continuamente
diferencidveis.

De fato.

o ¢%p(a,b) é continuamente diferencidvel pelas Proposicies 2.2.4 e 2.2.5.

o ¢rp(a,b)asb, é continuamente diferencidvel, pois ¢rp(a,b)a by € continua em R?

€

o ,blasdh 0 ]
QbFB(Z‘;a )a+ s ng(a,b)a+b+ +a+b+¢.p3(a,b)

23
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(0,0), sea=0
(1 - ﬁ) auby + a'_,_b+¢;:3(a, b) c.c.

¢ continua em R? e

O¢rp(a,b)asbs _ O0¢rp
ab ab

(a,b)ayby + b:ra+¢’FB(aa b)

(0,0), se b=0
(1 - ﬁ) a+b+ + b;a.k(bFB(a, b) C.C.

¢ continua em R2.

Portanto, ¢rp(a,b)a, b, € continuamente diferencidvel.

e f(a,b) = ab2 ¢ continuamente diferencidvel, pois f é continua em R? e

of
da

(a,b) = 2a,b2.a,

0, sea<0
2ab%, se a >0
¢ continua em R? e
%(a, b) = 2b,a%.b,
0, seb<0
Qbaﬁ_, seb>0

é continua em R%. Portanto, f é continuamente diferencidvel. Portanto, ¥x(a,b) é

continuamente diferencidvel.

Corolario 2.4.3. A fung¢io Vy(z) € continuamente diferencidvel.

24
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Prova 2.4.3. O resultado seque do fato de que F €é de classe C!' e Uy(z) é soma de

fungdes continuamente diferencidveis.

As propriedades a seguir sao cruciais para podermos estudar as propriedades de

um ponto estacionario de Wy (x).

Proposigao 2.4.4. As seguintes sentengas sao verdadeiras para )

1. Pa(a,b) =0 <> Vir(a,b) = 0 & 22(a,b) = 0 & 22 (a,b) = 0;

2. % (a,b).%2(a,b) > 0.

da
Prova 2.4.4. De fato.

1. Se ¥x(a,b) = 0, entdo (a,b) é um minimo global da fungdo x(a,b).
Logo, pelas condi¢oes necessdrias de otimalidade em minimizagdo irrestrita e pela
Proposigao 2.4.2, temos que Viy(a,b) = (0,0). Consequentemente, se (a,b) € um
ponto estaciondrio, entao € claro que suas derivadas parciais tém valor nulo em
(a,b). Assim somente falta provar a implicagao
Y

E(a, b) = 0 = 1/),\((1, b) = 0,

Em vista da Proposi¢ao 2.4.2, nds podemos assumir que a # 0.

Logo

(a,b) = ¢x(a, b)%%(a, b)

o0
da

— ¢ (a, b) [A (1 - “(a“—b)”) (1=Kl )] .
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Logo, temos que, ou ¢x(a,b) =0 ou aai:(a,b) = 0.

Se ¢r(a,b) =0, entao o resultado estd provado.

Assuma entao que a&%(a, b) = 0. Como biq(a) > 0, temos que

il = i e iy

ll(a, b)I]

lal la| _ la] _

a
(med_wﬂ+W*¢?_Fﬂ_

b,

Entretanto

QLB 1 DO .

.01 = ="
e vVva2+b2-a=0
& a=Va+b2
& ad=d +b?
&b =0.

Mas isto implica que a > 0, b > 0 e ab = 0, o que faz com que ¢»(a,b) = 0, provando

assim o ittem 1.
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2. Em vista da Proposi¢ao 2.4.2 o resultado fica claro se a = 0. Com isso, assuma que
a #0.

Logo,

oYy Opa

22 0,8) = 6a(a, B) 52 (@, b)

a

\/sz_)l‘f‘ (L= A)):Jr‘;’(a)
ér() =

= ¢x(a,b) | A (1 =

Analogamente,

oYy b
2p (@:0) = da(a,b) | A (1 - az_-kb?) +(1- /\);1+q(b)
L i ] 2
>0

Assim,

81[),\ 61'{’\ aq&z\ 8@5;\
% ——{d b)ab( b) = ¢3(a, )3 (a b)ab( a,b) > 0.

O proximo teorema nos da uma condi¢do para um ponto estacionario ser uma

solugao do NCP(F).

Teorema 2.4.5. Assuma que x* é um ponto estaciondrio de VU, tal que o Jacobiano

F'(z*) seja uma Py-matriz. Entdo x* é uma solugdo do NCP(F).

Prova 2.4.5. Note que,

T) = Zﬂf,\(s':i,F T
=1

Note também que,
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Oy O +0¢,\8F1 +8"D,\3Fz+ +3_¢i(_9_%+ Oy OF,
dr, Ox, OF 0r,  0F, 0z, ' OF. 0z, =~ OF, dx

Oy  OPrOF | OYx | OYnOF, 0y OF; oYy OF,
9z,  OF, 0z; Oy  0R0z, T OF 0z, ¥ T BF, o,

OUs  OYsOF 0¥ 0F, O O OF, 8y OF.,
ory - BBz O Om . " Br;  BE Brp " OF, O

a‘l’) a'(/),\ (')Fl 0'!,;),\ 0F2 (‘)'lj'}/\ 6F,, 51[),\ 61!),\ BFn
Oe, — BROr.  BRdr. T iR b " m, ” BB Do,

Logo,

2us )

aF

LAY
dF;

()t

Agora, como x* € R" € um ponto estaciondrio de V) temos que

_ o %)

0=VY¥(z*) — (z*, F(z*)) + F'(z*) -B—b(x‘,F(x‘)).

Analisando, cada componente de (2.8), temos que
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oYy

M (a3, F@) + (2 92

9b

Pré-multiplicando a i-ésima equag@o por 3"”‘ <2 (z7, Fi(z*)), obtemos

(e, F(2"))]i= 0, Yi= 1.

Ra) + 22 (a5, @)

aw,\ e
df

0% z*

Rz 22
Fa) ‘95";*(* F@)| =0, Vi=1,...,n (2.9)

Assuma agora que %2 (z*, F(z*)) # 0. Por hipdtese F'(z*) e, portanto, F'(z*)*

i)
€ uma Py-matriz. Assim, existe um indice io tal que 2 (xj, Fi,(z*)) #0 e

OV
ab

A2 AN it
5 (@io» Fo (@) [F'(2”)'

Por outro lado, temos que

— (&% F(2))]io 2 0.

Or, . o .
Oa ‘I"r'u’ R(J( )) 8b ( ‘l[_)'-‘F ( )) — 0 (211)

pela Proposi¢ao 2.4.4 item 2. E em vista da Proposi¢do 2.4.4 item 1, (2.9) - (2.11), nds
obtemos
(o1 oY

80 (xiui ip ( )) ab
Pela Proposi¢ao 2.4.4 item 1

(zt, Fiy(z*)) = 0.

1[)!

Ua(Tig: Fio(27)) =

o que novamente pela Proposi¢ao 2.4.4 item 1 implica que Ql”—-**(xm, F; (z*)) =0, que con-

tradiz a escolha do indice iy. Logo, d(')‘b* (z*, F(z*)) = 0, o que novamente pela Proposi¢cao

2.4.4 item 1, implica que Vx(z) = 0 que nos dd que x* é uma solugio do NCP(F).

m
Teorema 2.4.6. Seja F' uma Py-fungao diferencidvel e =* um ponto estaciondrio de V.
Entao x* € uma solugdo do NCP(F).

Prova 2.4.6. O resultado seque do fato de que se F' é uma FPy-fungao diferencidvel, entao

sua matriz Jacobiana F'(x) é uma Py-matriz e do Teorema 2.4.5.

29

A‘A
AVAYEY

2 5 4 5 6 7 unespw 13 14 15 16 17

18



2.5 Conjuntos de Nivel

Nesta sessao apresentaremos defini¢oes e resultados sobre conjuntos de nivel, os quais sao
de extrema importancia, pois quando limitados garantem a existéncia de pontos limites

para as sequéncias geradas pelos métodos de resolugao do NCP(F).

Definigao 2.5.1. Definimos o conjunto de nivel ¢ e denotamos por L(c) o sequinte con-

Junto

L(c) :={z € R": ¥)(z) < c}.

Definigao 2.5.2. Definimos o conjunto de nivel factivel e denotamos por L(c,F) o

seguinte conjunto

onde o conjunto F

F={zeR":2>0e F(z) > 0},
denota o conjunto factivel do problema de complementaridade ndao-linear NCP(F).

Vejamos agora resultados que garantem a limitagdo dos conjuntos de nivel L(c).

Proposicao 2.5.1. As seguintes sentengas sao verdadeiras.

1. Se Lpp(c) = {z € R" : Vpp(z) < ¢} € limitado para algum ¢ > 0, entdo L(c') €
limitado para ¢ = \’c;

2. Se L:={x € F:z'F(z) <c} é limitado para algum c > 0, entdo L(c,F) € limitado

s (1=))2¢?
para ¢ = *——

Prova 2.5.1. 1. Por defini¢cao temos que
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V() = 3llvee{Ars(z: (@) + (1~ Nzl [E@)] P

1
> 5/\2“‘1’.”3(-’5)”2

= \2Wpp().

/\Q‘IJFB(.'E) < U,y(z).

Assim, para todo x € L(c'), temos que

Uy(z) < Ae.

Mas, por (2.12) e (2.13), vemos que

AQ‘I’F‘B(I) < U,(z) < Ae.

Assim, diwvidindo por \? obtemos

Urp(z) < c.
Portanto, x € Lrp(c) e como Lrp(c) é limitado o resultado fica claro.

2. Como ¢pp € nao-negativa em F, temos que

Wa(2) = 3llvec{Adra(zi (@) + (1= NaFi(@)HP

> —(1 = \)?||vec{z: Fi(z)}||?
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— )2
L=y
e
onde, a segunda desigualdade, seque do fato que ||z||; < \/nl|z|| para todo z € R™.

(z*F(z))*

Logo,

(1-))?

L (2'F(2))* < ¥a(a).

Assim, para todo x € L(,F), temos que

(1-X)?

2
! &
on :

\If,\(if) S

Mas, por (2.14) e (2.15), vem que

g—%(m‘F(m))Q < U,(z) < %CQ.

. - - — 2
Consequentemente, dividindo-se por E%, obtemos

(@ F@) <

'F(z) <ec
Portanto, x € L e como L € limitado por hipdtese o resultado fica claro.

Lema 2.5.2. Seja F uma Py-fun¢do continuamente diferencidvel e suponha que o con-

Junto solugao do NCP(F) seja nao vazio e limitado. Entdo os conjuntos de nivel

Lrp(c) = {z € R": Upp(z) < c},

sao limitados para todo ¢ positivo suficientemente pequeno.

Prova 2.5.2. Veja [7] Lema 4.3.
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Corolario 2.5.3. Seja F' uma Py-fungao continuamente diferencidvel e suponha que o
conjunto solugao do NCP(F) seja nio vazio e limitado. Entdo as curvas de nivel L(c)

sao limitadas para todo ¢ suficientemente pequeno.

Prova 2.5.3. De fato.

O resultado se comprova imediatamente da aplicagao do Lema 2.5.2 e da Proposi¢ao

2.5.1 item 1.

Corolario 2.5.4. Seja F' uma fungdo afim. Se o conjunto solu¢iao do NCP(F) € limitado,

entao L(c, F) € limitado para todo ¢ > 0.

Prova 2.5.4. Se o conjunto solugcao do NCP(F) é limitado, entdo o conjunto

{z € F:z'F(z) < ¢},

€ limitado para todo ¢ > 0.

Logo, o resultado seque da Proposi¢io 2.5.1 item 2.

Proposicao 2.5.5. Suponha que F' é uma P-fun¢do uniforme. Entdo o conjunto de nivel

Lrp(c) € limitado.

Prova 2.5.5. Assuma que exista uma sequéncia {z*} tal que

lim [|z*|| = 00
k—oo0

U(z*) < U(wp).

Defina o conjunto de indices J = {i : {z¥} seja ilimitado}.

Como {z*} € ilimitada, J # 0.
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Tome {2*} uma sequéncia limitada definida da seguinte forma

0seie€l,
z¥ sei ¢ J.

Da defini¢ao de {z*} e da hipdtese sobre F , temos que

pY (@) = pllz* — 2|2

ieJ

< 1{na.x }(:cf — 2f)(Fi(z*) — Fi(2%))
ie{l,...,n

= max 2 (F(z") - Fi(2"))
1€

= 2k (Fy(a*) - F;(2))

= |o5|1Fj(z*) = Fi(z"),

onde i € a constante positiva da definicao de P-fungao uniforme e j é um dos indices
para o qual o mdzrimo € atingido e o qual sem perda de generalidade, assumimos ser

independente de k. Como j € J, nds podemos assumir, sem perda de generalidade, que

{l£5|} — oo. (2.19)

Dividindo por |z}, de (2.18) temos que

plej] < |Fy(*) = F3(2¥)]

Assim, como Fj(z*) € limitado, implica que

{|F;(z")|} — oo

Logo, de (2.19) e (2.20) temos que

|6rp(2}, Fj(z*))| — oo,
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o que contradiz (2.17).
|

Daremos agora uma condi¢do para que o conjunto L(c) seja limitado para todo

c>0.

Condigao 2.5.1. Toda sequéncia {z*} tal que

Izl = o0, [~a"]+ < 00 € [-F(z¥)]+ < o0,

€ que se cumpra

max(zt]  [Fi(z*)); — oo.

Teorema 2.5.6. Se a fun¢ao F satisfaz a Condigdo 2.5.1, entdo os conjuntos de nivel

L(c) sao limitados para todo ¢ > 0.

Prova 2.5.6. De fato.

Assuma que exista uma sequéncia ilimitada {z*} C L(c) para algum ¢ > 0.
Como Vy(2*) < ¢ para todo k > 0, a sequéncia {VYpp(z*)} é também limitada pela
demonstracio da Proposicio 2.5.1. Logo ndo existe um indice i tal que ¥ — —o0 ou
Fi(z*) — —00. Como F satisfaz a condi¢do anterior, existe pelo menos um indice j fizo

em uma subsequéncia tal que [x§]+[Fj(:f:k)]+ — 00.

Contudo, isto implica que Uy(x*) € ilimitada, o que contradiz a hipdtese.

Para a funcdo de Fischer-Burmeister e outras propostas a hipdtese para se ter
conjuntos de nivel limitados é que a fun¢do F' seja uma P-fung¢do uniforme. O préximo

teorema garante que se F' é uma P-func¢do uniforme entdo a Condicdo 2.5.1 é satisfeita.

Teorema 2.5.7. Seja F' uma P-fun¢do uniforme, entdo dada uma sequéncia {z*} tal que

l2]] = o0, [~a*] < 00 € [~F(e*)]+ < oo.

Entao




max{e] [Fi(z*)+ — oo.

Prova 2.5.7. Como F ¢ uma P-fung¢ao uniforme sabemos que

max IHE(I&) — F(0)] > N||$k”2-

1<i<n

Como i € {1,...,n} temos que eziste um indice j firo e K C N tal que

max zF[F;(z*) — F;(0)] = :r;‘[ﬂ(x"‘) — F;(0)], Vk€K.

1<i<n
Logo
25 [Fj(a*) = F5(0)] 2 pll=*|*.

Dividindo por ||z¥||, temos que

(B () = B O] 2 i

k
A I .y .
Claramente, como ||z¥|| — oo e =ty € limitado, temos que

|Fj(a")] = oo.

Assim, como |Fj(z*)| — oo e por hipdtese, [—F(z*)];+ < co temos que

Fj(z*) — o0

zk
Logo, existe ko tal que iz >0V k > K.

Contudo, [z], = =¥, entao

z5[F(z*) = F(0)); 2 pllz*|I*

J

Portanto,

[25]+ [F3(z*))+ — oo.

36

AVA
AVAYEY
AY

2 5 4 5 6 7 unesp 1 12 13 14 15

16

17

18



Um exemplo onde esta condi¢do se cumpre mas a funcdo nao é uma P-fungao
uniforme é o seguinte. Tome a fungao F(z) = 1 e a sequéncia {zx} = k. Esta sequéncia
cumpre a condi¢ao mas a fun¢ao nao é uma P-funcao uniforme e de fato neste caso para

todo k € N

LI"J[:*B(:Ek) = (F(zx) + xx — F(Ik)g + xi)Q

(1+k—vV1+Kk2)?

_((1+k)2—(1+k2))2
T\ 1+k+VIFR

Logo, Lrp(1) é ilimitado.
Isto mostra que para conjuntos de nivel a fun¢ido de Fischer-Burmeister Penali-

zada é melhor do que a funcao de Fischer-Burmeister.
O proximo teorema mostra que /¥, fornece um limite para o erro global para

um problema de complementaridade com uma P-funcao uniforme.

Teorema 2.5.8. Se F é uma P-fungdo, entdo existe uma constante 7 > 0 tal que
|z — z*|| < 7¥x(2)

para todo x € R", onde x* € a unica solugio do NCP(F).

Prova 2.5.8. De fato. Chen, mostrou em [3] que (|| min{z, F(z)}|| + [z]}[F(z)]+) é um

limite para o erro global para 0 NCP(F) com F sendo uma P-fungdo uniforme.
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Portanto, para todo x € R", temos que

|l — z*|| 7i(|| min{z, F(2)}|| + [2]4[F(2)]+)?
ro(|| min{z, F(z)}1 + [2]4[F(2)]+)?
rallmin{z, P(@)} + veellais [Fi()) 2
73|| min{z, F(z)} + vec{[z:]+[Fi(2)]+ }I?
73(|| min{z, F(2)}|? + ||vec{[z:]+ [Fi(z)]+ }]?)
28 minfa, o) Hlai Ao

73(02||<I)p3(£)||2 + |vec{ [zl [Fi(z)]+ }I*) + 2¢ ijl |6rB(zi, Fi(2))|[z:] 4 [Fi(2)]+

73(|[c®@ pp(z) + vec{[z:i]+ [Fi(x)]+ }]?)
T(3l[A@ra(2) + (1 — Avee{[z:i]+ [Fi(2)]+ HI?)
TW (),

onde a sequnda e a terceira inequagoes sequem da equivaléncia das normas, a quarta
inequagdo seque do Lema 3.1 em [25] com ¢ > 0 sendo uma contante. Ty,Ty,7T3,T SG0

constantes positivas apropriadas que dependem da dimensdao n, e T também depende de A.

Proposicao 2.5.9. Se F' é uma Py-fungdo e o NCP(F) tem um conjunto solugdo néo

vazio e limitado, entdo existe um ponto factivel estrito para o NCP(F).

Prova 2.5.9. De fato. Para um pardmetro u > 0 fizo, defina

orp(a,byu) :=a+b—va2+ b2+ 2u

Qpp(x;u) := vec{prp(zi, Fi(z);u)}.

Note que, para u =0, ¢rg(a,b;u) e Prp(z;u) se reduzem as fungées ¢prp(a,b) e Prp(z)

respectivamente, e tém a sequinte propriedade
¢rp(a,bju) =0 & a>0, b>0, ab=uy,

portanto

Spp(z;u)=0 & x>0, F(z) >0, z:;Fi(z)=u Vi
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Pelo Lema 2.5.2, o conjunto de nivel
E;ﬁ;g((.‘) = {T e R" | “CDFB(QE)H S C}

sao nao vazios e limitados para ¢ > 0 suficientemente pequeno. Nds queremos mostrar

que isto implica na compacidade do conjunto de nivel
Lrp(c/2;u) :=={z € R : ||Ppp(z;u)|| < ¢/2}

para u > 0 suficientemente pequeno.

Para isto, primeiro observamos a sequinte relagdo para todo u > 0, veja [11]

|®rp(z) — Pra(z;u)|| < kv, (2.21)

onde k := \/2n.
Tome

u:=(c/(2k))*>0

entao, para todo x € Lpp(c/2;u), nds temos que
|1®r(@)|| < ||®rs(x) — Pra(z;u)|| + || PFa(z; u)]
< kvu+c/2
= C.

Consequentemente, © € Lrg(c) implica que L(c/2;u) é compacto. Além disso,

para toda solugdo * do NCP(F), temos que
|@rp(z*;u)|| < ||®rp(a*) — @rp(a*;u)l| + ||Pra(z")|| < kviu = c/2.

Isto implica que o conjunto de nivel Lrp(c/2;u) € ndo vazio, pois o conjunto
solu¢d@o do NCP(F), que é ndo vazio por hipdtese, pertence ao conjunto de nivel.
A aplicagdo continua ||[Ppp(.;u)|| portanto, atinge um minimo global x, o qual

obviamente também é um minimo global da correspondente fun¢io de mérito

1
\I’FB(:E; u) = é-@pg(x;u)tq)pg(x; u).
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Logo, x, € um ponto estaciondrio desta fungdo de mérito. Como F é uma Fp-

fungao por hipdtese, seque de [12] que z,, é uma solugdo do sistema e equagoes nao-lineares

Spp(z;u) = 0.

Em particular, x, satisfaz a condigio v, > 0 e F(x,) > 0. Logo, x, € um

ponto factivel estrito para o NCP(F).
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Capitulo 3

O Problema de Inequacoes Variacionais

com Restricoes de Caixa, VIP(F,l,u)

3.1 Introducgao

Problemas de Complementaridade sao casos especiais de Inequagdes Variacionais. Neste
capitulo iremos tratar de uma generalizagdo do Problema de Complementaridade Nao
linear, o Problema de Inequagoes Variacionais com restrigoes do tipo caixa, ao qual nos
referiremos apenas por VIP-caiza. Analogamente ao NCP(F) faremos uma reformulagéo
do VIP-caiza para obtermos um problema de otimizacao irrestrita equivalente. Definicdes

e resultados tedricos serao apresentados.

3.2 Formulacao do VIP-caiza

O Problema de Inequagdes Variacionais geral é definido da seguinte forma.

Definigao 3.2.1. Sejam F : R® — R" uma func¢do de classe C' e Q um subconjunto
do R", O Problema de Inequagées Variacionais, denotado por VIP(F,)) consiste em

encontrar x* € () tal que

(F(z*),z—z*) >0 Vz €.
Neste capitulo iremos admitir como conjunto §2 apenas “caixas” contidas no R”,
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ou seja, ! = {x € R" : | <z < u}, onde [ e u sdo vetores no R" e —co e 00, sdo valores
admissiveis para l; e u;, respectivamente, i = 1,...,n.

A partir de agora usaremos a notagdo VIP(F,l,u) para denotar o Problema de
Inequagoes Variacionais com restrigoes do tipo caixa e vamos supor que o VIP(F,l,u)

admite pelo menos uma solugao.

Note que.

1. Se todo os limites sdo infinitos, ou seja, [; = —oo e u; = oo para todo ,i=1,...,n,
entdao o VIP(F,l,u) = VIP(F,R"), que é equivalente ao problema de encontrar

uma solucao para o sistema F(z) = 0.

. Se l; = 0 e u; = oo para todo i, i = 1,...,n, entdo o VIP(F,l,u) = VIP(F,R}),

que é equivalente ao Problema de Complementaridade Nao Linear, NCP(F).
As justificativas para as observacoes anteriores seguem abaixo.
. Sel; = —00 ewu; =00 paratodo i,i=1,...,n, entdo y := x — z* pode ser qualquer
vetor do R™. Logo
(F(z*),y) 20 VyeR",

o que implica que F(z*) = 0.

A reciproca é trivial.

. Primeiramente, se z* é solugao do VIP(F,R"}), entao

(F(z*),z—2*) >0 VzeR}.

Logo, pela factibilidade de z* temos que z* € R’ e portanto z* > 0.
Suponha agora que exista um indice i, i € I = {1,...,n} tal que F;(z*) < 0.

Tome 7 € R’} da seguinte forma
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% i=g%e:

onde e; ¢ a i-ésima coluna da matriz identidade ordem n.

Assim, como haviamos suposto inicialmente que z* é solugdo do VIP(F,R%}) e

z € R, temos que

Absurdo, pois «* é solucao do VIP(F,l,u). Portanto, F(z*) > 0.

Mostremos agora que

Com efeito.

Como z* é solugdao do VIP(F,R7), temos que

(F(z*),z—-z") >0 Yz €R].

(F(z*),z) — (F(z*),z*) 20 Yz € R}

(F{z?), =) 2Pz}, o) Y2 R,

Como 0 € R}, temos que
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Mas, 2* > 0 e F(z*) > 0, logo

(Flz); ") =0

Portanto de (3.1) e (3.2) (F(z*),z*) = 0.

Reciprocamente, para todo z* solugdo do NCP(F), temos que

' =0, , F(z*) >0 e (" Fz")) =10

0 < (F(z*),z) — (F(z*),z') Vz e R}

(F(z*),z—2*) >0 Vz R

Portanto, z* é solugao do VIP(F,R?).

O Problema de Inequagdes Variacionais ndo é um problema de otimizacao, en-

tretanto a cada VIP(F, Q) est4 associado um problema de otimizagao linear tedrico da

forma

min(F(z*), z) (3.3)
s.a. x €.

O proximo resultado mostra a equivaléncia do VIP(F,{2) com o problema de

minimizacao (3.3).
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Teorema 3.2.1. Um ponto x* € §2 é uma solugao do VIP(F, Q) se, e somente se, =* €

um minimizador global do problema (3.3).

Prova 3.2.1. Primeiramente, vamos admitir que x* é uma solugio do VIP(F, ), logo

(F(z*),z—2*) >0 Vze.

Assim,

(F(z*),z) — (F(z*),2") >0 Yz €Q

(Flz"),3) = (Fle")z") Yoell

Logo, pela defini¢ao de minimizador global, temos que z* € solug¢do do problema
(3.8).

Reciprocamente, se x* é um minimizador global de (3.3), entdo

(Flz")x) > (F{z*).2") Yzl

(F(z%),z) — (F(z*),z*) >0 Yz €N

(F(z*),z—2z") >0 YVz €.

Portanto, x* € solug¢do do VIP(F,Q).
]

Comegaremos agora a reformulagio do VI P(F, 1, u) como um problema de otimiza-
¢ao pratico. Para isto utilizaremos a estrutura especial das restricoes do tipo caixa.
Como visto anteriormente, o VIP(F,l,u) consiste em, dada uma funcao

F:R" - R", F € C!, encontrar z* pertencente a caixa, tal que

(F(z*),z—z")20 Vz, l<z < u
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Primeiramente, vamos escrever o conjunto factivel do VIP(F,l,u) da seguinte

maneira.

()= {ﬂ?eRﬂlzg SI,‘ S’b‘.,ﬁ (iEItu), Ei S:’Ei (IEII), T; < U (?;EIH)},

onde I, I; e I, sdo subconjuntos disjuntos de I = {1,...,n}, os quais correspondem as
variaveis com limites inferiores e superiores, somente limites inferiores e somente limites
superiores, respectivamente.

Iremos assumir que todos os limites sao finitos, ou seja, —oo < [; e u; < oo para
Jr=38 TR E) W

Vamos denotar por Iy o conjunto de indices das varidveis livres, ou seja, as va-
ridveis sem limites inferiores e nem superiores.

Note que

If = f\(f;u Uunu Iu).

Denote por I; o complemento de Iy no conjunto I, logo

If:= f\f_f:I;uUI;UIu

A partir dessa notagdo podemos escrever o conjuto 2 da seguinte forma

T; i € I
Uu; 1 (S I{u
U; i € Iu

\ livre i € Iy )
Agora, valendo-se da estrutura de §2, vamos reformula-lo como a nao negatividade
de uma fungao g : R® — R™, com m := 2|I,| + |I}| + |I.|, onde g é definida da seguinte

maneira.
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E claro que um ponto x € § se, e somente se, g(z) > 0, ou seja,

Q={zeR":g(z) >0}

A titulo de nao sobrecarregar a notagiao vamos assumir que o vetor variavel z e

o operador F estao ordenados como a seguir

z = (Tg, Tty T1, ) € F = (Fy, By, R, F,),

onde zy representa xy, e assim sucessivamente.
Fazendo uso desta notagao ¢ facil ver que Vg(z) € uma matriz nxm, independente

da variavel = dada por

0 0 0 0
Ew —E 0 0

0 0 E 0

0 0 0 —-E,

Vg(z) =

Onde as submatrizes E'’s indicam matrizes identidades cujas dimensoes sao com-
pativeis e Vg(x) denota o Jacobiano transposto.
Levando-se em conta o Teorema 3.2.1 e a nova representacao do conjunto §2

obtemos o seguinte problema de otimizacao equivalente ao VIP(F, [, u)

min(F(z*), z) (3.4)
s.a. g(z) > 0.

Assim, podemos estabelecer as condi¢oes de KKT para o Problema 3.4 que sao

dadas por

F(z) — Vg(z)z = 0
0.

z 20, g(x) 2

Iremos nos referir ao sistema (3.5) apenas como condigdes de KKT do VIP(F,l,u).

AVA
AVAYEY
AY

2 5 4 5 6 7 unesp 1 12 13 14 15 16 17

18



O proximo resultado ressalta que as condigoes de KKT acima sao totalmente
equivalentes ao problema original VIP(F,l,u) no sentido que um ponto z* é uma solugao
do VIP(F,l,u) se, e somente se, existe um vetor z* € R” tal que (z*, z*) satisfaz o sistema

(3.5).

Teorema 3.2.2. Um ponto z* € uma solugao do VIP(F,l,u) se, e somente se, existe um

vetor z* € R™ tal que (x*, z*) € solugao de (3.5).

Prova 3.2.2. Pela converidade do problema (3.4) temos que as condigées de KKT (necessdrias
de primeira ordem) sao também suficientes, caracterizando assim, a total equivaléncia en-

tre o problema (8.4) e o sistema (3.5). Portanto, pelo Teorema 3.2.1 o resultado fica claro.

Analisando o sistema KKT (3.5) podemos observar que as duas tltimas condigdes
nada mais sao do que um problema de complementaridade nao linear. Vamos entao

nos beneficiar da reformulacao feita no capitulo anterior utilizando a fungao de Fischer-

Burmeister Penalizada para reformular as condigoes de KKT (3.5) como um sistema nao

linear homogéneo ®,(w) = 0. Logo

F(z) — Vg(z)z

D)\(w) = ¢’»\(91(:27), 1)

¢A(gm(m)a zm)
ew = (z,2) € R**™,

Associado ao sistema (3.6) est4 a fun¢do de mérito natural ¥y(w), definida por

V() = gllB(w)|l

O proximo resultado evidencia a equivaléncia entre solugdes do VIP(F,l,u) e os

minimizadores globais de W,.

Teorema 3.2.3. Um ponto w* € R™™ ¢ uma solugdo do sistema (3.5) se, e somente se,

w* € um minimizador global de Wy com valor objetivo ¥y(w*) = 0.
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Prova 3.2.3. Primeiramente suponha que w* é um minimizador global de U y(w) e

U(w*) =0, logo

Sl =0

(Pa(w®), Pa(w*)) =0

(Pa(w™), @a(w*)) = 0.

Logo, ®)(w*) = 0.

Assim,

F(z) - Vg(x)z=0

Mailx), %) =0Vi, £=1,.0.ym

E como, ¢y € uma NCP-fungdo temos que w* satisfaz o sistema (8.5), logo o
resultado segue.

Reciprocamente, se w* satisfaz (3.5), entdo

F(z*) — Vg(z*)z* =

e, consequentemente

Portanto, w* é um minimizador global de V.
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Corolério 3.2.4. Um ponto w* = (z*,z*) € R**™ ¢ um minimizador global de Uy com

valor objetivo ¥y(w*) = 0 se, e somente se, x* € uma solugdo do VIP(F,l,u).

Prova 3.2.4. O resultado seque diretamente a partir da aplicagdo dos Teoremas 3.2.2 e

3.2.3

Uma vez que a maioria dos métodos usados para encontrar pontos de minimo de
fungoes convergem para pontos estacionarios das mesmas, que nem sempre sao minimos
globais, faz sentido a seguinte questdo: sob quais hip6teses um ponto estacionéario de )
¢ um ponto de minimo global e, portanto, uma solu¢do do VIP(F,l,u)?

Teoricamente, esta ¢ a mais importante questdo neste capitulo, pois caracteriza

solugoes do VIP(F,l,u) como pontos estacionarios de U,.
Teorema 3.2.5. Seja w* = (z*,2*) € R"™ um ponto estaciondrio de V5. Assuma que
1. VF(x*)ss € nao singular e;
2. 0o Complemento de Schur VF(z*)/VF(z*)ss € uma Py-matriz.
Entao, ¥)(w*) =0 e z* € solugio do VIP(F,l,u).

Prova 3.2.5. De fato.

Primeiramente, vamos particionar os vetores w e ®y(w) da seguinte maneira

w= (:I:I,If, Z)

( (F(z) - Az); \
(F(z) — Az)f
¢(91(z), 21)

\ $(gm (), 2m) )
onde A denota Vg(z).
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Logo,

Va(eg,27,2) = 5lI(F@) = A2l + 51I(F(@) - A2 + Y 53(0i(2), ).

Assim,

Ve, Ua(zs, x5, 2) = (F(z) — A2);.

Vrfllf,\(xf,xf,z) =( (.L‘) —AZ) 7

+¢’«\(91($)r Zl)-m(gl($)= 31)'

0oy
091(17)

V.¥(zfs, x5, 2) = —(F(x) - Az)f.%(z) + ¢,\(gA(:1:),z_)%;?(g_(m),z.).

Consequentemente, denotando-se
(F(z) — A2)y := L(z,z); =: Ly
(F(z) — Az)j:= L(z,2)j =: Ly

vec{pa(gi(z), z:)},i=1,...,m = @r(9(2), 2) =: ¢,

obtemos

VF(.’I?);_(L; + VF(.’L‘)hFLf
VU(zs,25,2) = | VF(z)j;Ls + VF(z)j5L7 + Vg7 (z)Da(w)ps |-
_Vtgf_(x) + Dy (w) oy

o1
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onde D,(w) e Dy(w) sao matrizes diagonais com elementos

@ = A (1 = —\/5%%) + (1= N)[zi]+lg: (@)

i = A (1 2 ;2) i /\)[gi(x)]+[zi]f+1
gi(z %

2
) + 3
respectivamente.

Assim, pela hipdtese de que w* = (z*, 2*) é um ponto estaciondrio de ¥y, temos

VF(z*) 5L} + VF(z");7L5 = 0

VF(z*) 7L} + VF(2*)77L} + Vg7,(2*)Da(w*)¢ = 0

~Vg;5.(x*)' L + Dy(w*) ¢} = 0.

E como, VF(x*)ss € nao singular, obtemos de (3.7) que

L} = -VF(z*);{VF(z*) 7L}

Logo, substituindo em (3.8), vemos que

(VF(z" ) g7 — VF(:.:")HVF(:B*)}}VF(x“)ff)L} + Vg7 (z%)Da(w*) g} = 0. (3.10)

Assuma sem perda de generalidade que as matrizes diagonais D,(w*) e Dy(w*) sdo
nao singulares, com elementos diagonais positivos (isto se deve ao fato de que o i-ésimo
elemento da diagonal é sempre multiplicado pelo elemento correspondente ¢(g:(z*), 2!))
o qual é igual a zero se o elemento diagonal € igual a zero, assim trocando-se os elementos
diagonais nulos nada muda em (8.7)-(3.9).

Logo,(3.9) é equivalente a

AVA
AVAYEY
AY
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3 = Dy(w*) ™' Vgz.(z") L,

que junto a (3.10) implica em

(VF(z*)/VF(z")ss + Vgz.(a")Da(w") Dy(w") " (Vgy.(z*))) L} = 0. (3.11)

D

Agora, levando-se em conta a estrutura de Vg(z*) e que as matrizes D,(w) e
Dy(w) sao definidas positivas , € fdcil ver que D é uma matriz diagonal definida positiva.

Usando este fato e a hipdtese de que o Complemento de Schur VF(z*)/VF(z*)ss

é uma Py-matriz, obtemos que o sistema linear em (3.11) é nao singular, veja [5] Teorema

3.8. Logo L =0 € a dnica solugdo de (3.11). Assim, devido a (3.7) e (3.9), temos que

Consequentemente, ®y(w*) =0 e ¥y(w*) = 0.

Portanto, x* € solugao do VIP(F,l,u).
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Capitulo 4

O Problema de Inequacoes

Variacionais, VIP(F,Q)

4.1 Introducao

Nos capitulos anteriores tratamos de casos particulares de problemas de inequagdes varia-
cionais, que foram: o problema de complementaridade nao linear e o problema de ine-
quagoes variacionais com restrigoes do tipo caiza, onde nés os reformulamos como um
problema de otimizagao equivalente.

Seguindo esta mesma linha de raciocinio, vamos estabelecer resultados anilogos
para um problema mais geral, onde o conjunto §2 é formado por restrigdes lineares de

igualdade e por restri¢oes de desigualdade.

4.2 Formulagao do VIP(F, Q)

O problema de inequagoes variacionais tratado neste capitulo é definido exatamente como

no capitulo anterior com diferenca apenas no conjunto 2 que aqui é dado por

Q:={reR": Az =b e g(z) > 0},

onde A € RP*" ¢ g : R® — R™ é convexa e pelo menos continuamente diferenciavel e

vamos admitir também que o conjunto (2 satisfaz alguma “constraint qualification”.

o4
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Tendo em vista o novo conjunto €2, vamos caminhar no mesmo sentido do capitulo
2 para reformuld-lo como um problema de otimiza¢ao equivalente.
Assim, de acordo com o Teorema 3.2.1, temos que z* é uma solugao do VIP(F, Q)

se, e somente se, * é uma solugao do problema

min(F(z*), z)
s.a. x €l

Logo, valendo-se da estrutura do nosso conjunto €2, vemos que z* deve ser solucao

do problema

min(F(z*), z >)
s.a. Ar=0»>
g(z) 2 0.

Agora, aplicando-se as condi¢oes de KKT ao problema (4.1) obtemos o seguinte

sistema

F(z)+ Ay —Vg(z)z = 0
Ar—-b=0

2'g(x) = 0

z2 20 g(z) 20

(4.2)

O préximo teorema mostra a total equivaléncia entre o sistema KKT (4.2) e o

problema VIP(F,().

Teorema 4.2.1. Um ponto z* é uma solugao do problema VIP(F,) se, e somente,

existem y* € R? e 2* € R™ tais que (z*,y*, 2*) satisfazem o sistema KKT (4.2).
Prova 4.2.1. Analogamente a demonstra¢ido do Teorema 3.2.2

Analogamente ao capitulo 3, temos que as duas ltimas condigdes no sistema (4.2)
nada mais sao que um problema de complementaridade nao linear. Assim, vamos entao
utilizar a fungdo de Fischer-Burmeister Penalizada para reformula-las, logo o sistema KKT

pode ser reescrito como




F(z)+ Ay = Vg(z)z=0
Az —b=0
or(91(z),21) = 0

QE},\(gm(fL‘), Zm) = (.
Vamos denotar o sistema (4.3) por ®,(t) =0, onde t = (z,y, 2) € R**P+™
Associado a funcdo ®,(t) estd a funcdo de mérito Uy(t), definida da seguinte

maneira

UA(1) = 5lIBAOIP

Assim,

1 1 y I
() = 3IIF(@) + A'y = Vo(@)2|l* + 3 llAz = bl + 5 3 B (9(2), ).
i=l

O proximo resultado evidencia a equivaléncia entre solugdes do VIP(F,§2) e os

minimizadores globais de W, (t).

Teorema 4.2.2. Um ponto t* = (z*,y*, z*) € uma solugdo do sistema (4.2) se, e somente

se, t* é um minimizador global de ¥y com valor objetivo zero.
Prova 4.2.2. Analogamente a demonstragao do Teorema 3.2.5.

Como a busca por minimizadores globais é um trabalho muito dificil, especial-
mente em problemas de grande porte, ¢ interessante caracterizar pontos estacionérios da
funcdo de mérito como solugdes do VIP(F,Q).

O proximo teorema relaciona pontos estacionérios de Wy (t) como solugdes do
VIP(F,Q).

Primeiramente, vamos definir a matriz K como sendo a matriz cujas colunas

formam uma base para o nucleo de A.

Teorema 4.2.3. Se t* = (z*,y*, 2*) € R*P*™ & um ponto estaciondrio de V() e

K'[F (z*) + nyvzg;(:r*)]K > 0.
i=1
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Entao, x* é uma solugao do VIP(F,Q).

Prova 4.2.3. Como t* é um ponto estaciondrio de Vy(t), temos que

VI, ()=

E como

Wi(t) = GIIF () + Ay — Vg(@)2IP + LllAz — b + 3 3 B(aio), 2
i=1

P

i=1

temos que
szq, 2)(F(z) + A'y = Vg(x)2) + A'(Az - b) + Vg z)
V,Ux(t) = A(F(z)A'y ~ Vg(z)2)
V.0x() = ~V'g(x)(F(z) + A'y — Vg(z)2) + Dy(t)6}

onde D,(t*) e Dy(t*) sdo como no capitulo anterior.

Logo, como t* é um ponto estaciondrio de V), temos que
V. Ux(t) (z*) - Zv2g, ) (F(z*)+
Aly* — Vg(z*)2") + AY(Ax* — b) + Vig(z*)Da(t*)¢3 = 0.

V,Ux(t) = A(F(z*)A'y" — Vg(z*)z*) = 0.

V.0,(t) = —V'g(z*)(F(z) + Aly* — Vg(z*)2*) + Dy(t*)$} = 0.
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Para facilitar a demonstra¢ao vamos denotar

m

P=F'(z*) - Z V2gi(z*)2!
i=1

s = F(z*) + A" — Vgi(z*)2.

Assim, podemos escrever o sistema VW, (t*) = 0 como

Ps+ A'(Az* — b) + V'g(z*)D.g} = 0

—Vtg(z*)s + Dyo} = 0.

Logo, multiplicando-se (4.5) por s*, obtemos

s'[Ps + A'(Az™ — b) + V'g(z*)Dagy] = 0.

Mas por (4.6), s € N(A), logo de (4.8) vemos que

s'Ps = —5'Vg(z*)D,(t*)¢5.

E por (4.4), temos que

s'Ps = —@\Dyp(t*)Dy(t*) ¢} < 0,

pois Dy(t*)Dy(t*) > 0, como visto no capitulo anterior.
Agora, usando a hipétese de que K*PK > 0 e que s € N(A), temos que s = 0,
logo

F(z*) + A'y* — Vg(z*)z = 0.

E por (4.7) e (4.5) temos respectivamente que
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Az*—b=0.

Portanto, W, (t*) = 0 e consequentemente x* € uma solugao do VIP(F, Q).

Note que na demonstragdo do teorema anterior ndo foi requerido a convexidade
das fungdes g's, caracterizando assim, uma vantagem em relacao a estratégia apresentada

por Andreani, Friedlander e Martinez em [1].
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Capitulo 5

Experimentos Numéricos

5.1 Introducao

Neste capitulo vamos descrever o método usado para a resolu¢do dos problemas estudados
nos capitulos anteriores e mostrar resultados numeéricos de varios problemas presentes na
literatura, entre eles, alguns problemas propostos nas bibliotecas MCPLIB ¢ GAM-

SLIB, além de alguns problemas encontrados em [24].

5.2 Descricao do Algoritmo

Nosso algoritmo foi implementado em MATLAB 6.5 e testado em um computador AMD
ATHLON XP (tm) - 2000 com 256 MB de memoéria RAM. O comando ‘‘fminsearch”
do MATLAB foi usado para minimizar a fungio penalizada ¥,(z), este comando necessita
dos seguintes parametros: a func¢do a ser minimizada e o ponto inicial para o inicio dos
calculos . Para cada teste os valores de A testados sao, A = 0.1, A\ =0.3, A = 0.5, A = 0.7,
A=10.9e A =1 o0 qual representa a fun¢do de Fischer-Burmeister sem penaliza¢doo. Os
critérios de parada usados no método sdo nimero méximo de iteragdes (100.000), nimero
méximo de avaliagoes da fungao (100.000) e tolerancia no valor da funcio (10~%°), todos

com relacao a funcao de mérito ¥y (z).
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5.3 Problemas Propostos

Em nossa gama de problemas procuramos inserir tanto problemas classicos da literatura
sobre o tema, como alguns dos problemas das bibliotecas GAMSLIB e MCPLIB,
quanto problemas de outras fontes.

As tabelas contendo os resultados numeéricos foram elaboradas da seguinte maneira:

PI: mostra o ponto inicial dado para o inicio do algoritmo;

A: mostra os valores de A que foram utilizados;

Ty mostra a solugao encontrada pelo algoritmo;

U, (zs): mostra o valor da fungido ¥,(z;) no ponto zy;

it: mostra o nimero de iteragoes;

fcalc: mostra o nimero de avaliagées da fungao Wy;

tempo (s): em segundos, mostra o tempo transcorrido do fnicio até o fim do
programa.

E: indica que houve um estouro no nimero de interacgoes.

-: indica que o valor objetivo do ponto que a implementagdo encontrou esta longe

de zero nao sendo assim uma solugio do problema.
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5.3.1 Problema de Complementaridade Nao Linear

1. Kojima-Shinido n=4 [23|

323 + 2x129 + 223 + 23 + 324 — 6

2x? + 1 + 22 + 1023 + 214 — 2

F(z) =

3z% + 120 + 222 + 223 + 924 — 9

z} + 323 + 223 + 374 — 3

zs

U(zy)

(1.22 -0.00 -0.00 0.50)

4.6204e-026

(1.22 -0.00 -0.00 0.50)

1.4152e-025

(1.22 -0.00 -0.00 0.50)

3.5674e-025

(1.22 0.00 -0.00 0.50)

1.4205e-025

(1.22 -0.00 -0.00 0.50)

1.3189e-025

(1.00 -0.00 3.00 0.00)

4.2002e-026

(-1.35 -0.34 -0.05 0.33)

(1.22 -0.00 -0.00 0.50)

9.3205e-026

(1.22 -0.00 -0.00 0.50)

1.6084e-025

(1.00 -0.00 3.00 0.00)

4.6139e-026

(1.22 0.00 0.00 0.50)

4.5989¢-026

(1.22 0.00 0.00 0.50)

8.0718e-026

(10 10 10 10)

(-0.11 -0.62 6.85 -0.62)

(-0.11 -0.62 6.85 -0.62)

(1.00 -0.00 3.00 -0.00

9.0952¢-026

)
(1.00 -0.00 3.00 -0.00)

3.4673e-025

1.00 -0.00 3.00 0.00)

1.0107e-025

(
(

0.00 2.13 -0.27 0.13)

Tabela 5.1: Kojima-Shinido n=4
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2. Fukushima n=3

221 + 0.2z — 0.529 + 0.123 — 4

~0.5z1 + z2 + 0.123 + 0.5

0.5.’81 - 0.23:2 + 2.’53 —-0.5

&

(zy)

it

(1.64 0.32 -0.00)

1.4122e-026

240

(1.64 0.32 0.00)

7.5439e-026

208

(1.64 0.32 0.00 )

5.7489¢-026

206

(1.64 0.32 0.00)

6.7429e-027

185

(1.64 0.32 -0.00)

1.5582e-025

181

(1.64 0.32 0.00)

1.6360e-025

189

(1.64 0.32 -0.00)

2.4636e-025

254

(1.64 0.32 0.00

8.9686¢-026

238

)
(1.64 0.32 0.00)

1.3809e-026

226

(1.64 0.32 -0.00

2.5634e-026

200

)
(1.64 0.32 -0.00)

2.6640e-026

192

(1.64 0.32 0.00)

3.4796e-025

210

-(10 10 10)

(1.64 0.32 -0.00)

6.8414e-026

260

1.64 0.32 0.00)

1.6568e-025

240

2.8046e-026

234

(
(1.64 0.32 0.00)
(1.64 0.32 0.00)

4.6933e-026

205

(1.64 0.32 -0.00 )

4.8932e-026

217

(1.64 0.32 -0.00)

9.1462¢-026

219

Tabela 5.2: Fukushima n=3

cm 1 2 3 4 5 6 4 unesp -

AVA
AVAYEY

12

1.3

14

15

16

17

18



3. Hilbert n=5 [2]

( 1
1/2
1/3
1/4

\ 1/5

1/5 )

1/6 Ty
1/7 T3
1/8 T4
1/9 |

(371\

)

)

U(zy)

1.00 -0.00 0.00 -0.00 -0.00

1.7546e-016

1.00 -0.00 0.00 -0.00 -0.00

9.2030e-019

1.00 -0.00 0.00 -0.00 -0.00

2.9772e-021

1.2522e-024

1.00 -0.00 -0.00 -0.00 0.00

1.8285e-020

( )
( )
( )
(1.00 -0.00 -0.00 -0.00 0.00)
( )
(1.00 0.00 -0.00 -0.00 -0.00)

4.6289¢-021

(1.00 -0.00 -0.00 -0.00 0.00)

1.7516e-021

(1.00 0.00 -0.00 -0.00 -0.00)

6.8686e-011

(1.00 0.00 0.00 -0.00 -0.00)

8.8402e-020

(1.00 0.00 -0.00 0.00 -0.00)

3.6221e-023

(1.00 0.00 -0.00 -0.00 -0.00)

5.5106e-020

(1.00 -0.00 -0.00 -0.00 0.00)

2.6040e-017

(12345)

(1.00 -0.00 -0.00 -0.00 0.00)

1.9740e-022

(1.00 -0.00 -0.00 -0.00 0.00)

1.9480e-019

(1.00 -0.00 -0.00 -0.00 0.00)

1.3102e-018

(1.00 0.00 0.00 -0.00 -0.00)

8.3303e-022

(1.00 -0.00 0.00 -0.00 -0.00)

1.3603e-023

(1.00 -0.00 0.00 -0.00 0.00)

3.3573e-021

cm 1 2 3 4 5 6 7 unesp

Tabela 5.3: Hilbert n=>5
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4. Fathi n=5 6|

2 2 2 )
6 6 6
9 10 10
10 13 14
10 14 17 )

5. Harker Nash Cournot n=5 [10]

F(z) = [c+ L"*z"* — p(Q)(e — %)1

c=[10 8 6 4 2J;
b=[1.21. 1 0.9 0.8];
L=[5555 5);
e=[11111];

v=1.1
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s

¥(zy)

tempo (s)

{141 1 41 1)

(1.00 -0.00 -0.00 -0.00 -0.00)

2.8262e-022

0.71

(1.00 -0.00 -0.00 -0.00 -0.00)

3.3424e-025

0.35

(1.00 -0.00 0.00 -0.00 0.00)

6.3040e-026

0.35

(1.00 0.00 0.00 -0.00 0.00 )

6.1536e-026

0.25

(1.00 -0.00 -0.00 0.00 0.00 )

3.4767e-026

0.25

(1.00 0.00 0.00 0.00 -0.00)

4.5882e-026

0.25

(0 10 102 10® 10%)

(1.00 -0.00 -0.00 -0.00 -0.00)

2.5749e-026

1.24

(0.35 -116.11 193.82 -165.28 60.54)

21.03

(0.09 0.09 0.19 0.09 -0.01)

1.11

(1.00 -0.00 -0.00 -0.00 -0.00)

1.3477e-025

1.25

(-0.53 0.40 0.21 0.16 0.14 )

20.68

(0.05 0.12 0.12 0.11 0.11)

20.62

-(5043021)

(1.00 -0.00 -0.00 -0.00 -0.00)

6.9454e-025

1.00

(1.00 -0.00 -0.00 -0.00 -0.00)

1.9136e-025

0.62

(1.00 -0.00 -0.00 -0.00 -0.00)

1.4159e-026

0.51

(1.00 -0.00 -0.00 -0.00 0.00)

6.6492¢-026

0.35

(1.00 0.00 0.00 0.00 0.00)

2.6372e-026

0.37

( 1.00 0.00 0.00 -0.00 0.00)

3.7955e-026

0.39

Tabela 5.4: Fathi n=5
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oy

¥(zy)

tempo (s)

(11111)

(15.43 12.50 9.66 7.17 5.13)

1.6508e-021

3.66

(15.43 12.50 9.66 7.17 5.13 )

6.1712e-024

1.65

(15.43 12.50 9.66 7.17 5.13)

6.6996e-026

0.96

(15.43 12.50 9.66 7.17 5.13)

3.8394e-026

0.59

(15.43 12.50 9.66 7.17 5.13)

7.1449e-026

0.43

15.43 12.50 9.66 7.17 5

2.9207e-026

0.69

15.43 12.50 9.66 7.17 5.13

7.9997e-018

2.92

1.2795e-024

1.25

15.43 12.50 9.66 7.17 5.13

1.1286e-024

1.01

15.43 12.50 9.66 7.17 5.13

4.6641e-025

0.48

( 13)
( )
(15.43 12.50 9.66 7.17 5.13)
( )
( )
( )

15.43 12.50 9.66 7.17 5.13

7.1506e-026

0.32

(15.43 12.50 9.66 7.17 5.13 )

1.4311e-025

0.52

10(1-11-11)

15.43 12.50 9.66 7.17 5.13)

2.7711e-021

3.60

15.43 12.50 9.66 7.17 5.13)

1.2157e-025

1.06

15.43 12.50 9.66 7.17 5.13)

1.2115e-025

0.72

(
(
(
(

15.43 12.50 9.66 7.17 5.13)

2.0365e-025

0.48

(15.43 12.50 9.66 7.17 5.13 )

5.8904e-026

0.41

(15.43 12.50 9.66 7.17 5.13)

1.2571e-025

0.61

5

Tabela 5.5: Harker Nash Cournot n=5
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5.3.2 VIP-Caixa

1. Fukushima n=3

2z; + 0.223 — 0.5z5 + 0.1z3 — 4
F(z) = —0.5z1 + x5 + 0.1z3 + 0.5
0.5z, — 0.2z9 + 223 — 0.5

G ={zeR:-1<z<1}

Q={z€R’°:2<2 <3, 2221, 231}

2. Murty n=5 |0]

(1

0
0

\ 0

QG={zeR":ix01<z;<1,i=1,...

O ={zeR":-1<z<1}
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Zf

W(zy)

it

fcale

tempo (s)

(1.00 -0.00 0.00)

7.4339e-022

12223

17357

6.79

(1.00 0.00 -0.00 )

2.8746e-025

4355

6211

241

(1.00 -0.00 -0.00)

7.0800e-026

2202

3207

1.25

(1.00 0.00 -0.00)

1.8217e-025

1865

2698

1.04

(1.00 0.00 0.00 )

5.1671e-026

2266

3275

1.28

(1.00 0.00 0.00)

1.0897e-025

1895

2744

1.06

(1.00 0.00 -0.00)

5.3928e-020

15790

22356

8.68

( 1.00 0.00 0.00)

2.8794e-025

3104

4462

1.75

(1.00 0.00 0.00)

2.6999¢-026

2777

3997

(1.00 -0.00 -0.00 )

6.4885e-026

2346

3381

(1.00 0.00 0.00)

1.2063e-024

2795

4043

(1.00 0.00 -0.00)

2.6036¢-025

2959

4289

(1.00 0.00 0.00)

1.0632e-018

12029

17064

(1.00 0.00 0.00)

1.7590e-024

3826

5505

(1.00 0.00 -0.00)

1.2675e-025

2583

3688

(1.00 -0.00 0.00)

9.0624¢-026

1866

2729

(1.00 0.00 0.00 )

1.2908e-025

1865

2713

(1.00 -0.00 -0.00)

8.6599¢e-026

2220

3222

Tabela 5.6: Fukushima 2,

| B
cm1234567unesp1

12

1.3

14

15 16

17

18



zf

¥(zy)

2.00 1.00 -0.15)

7.7450e-026

2.00 1.00 -0.15)

1.4997e-025

2.00 1.00 -0.15)

8.4853e-026

2.2665e-025

2.00 1.00 -0.15)

1.0239e-025

2.00 1.00 -0.15

4.5488e-026

(
(
(
(2.00 1.00 -0.15)
(
(
(2.00 1.00 -0.15

1.4546e-024

1.9063e-025

)
)
(2.00 1.00 -0.15)
(2.00 1.00 -0.15)

4.3632¢-026

(12.00 1.00 -0.15 )

3.4707e-026

(2.00 1.00 -0.15)

1.0195e-025

(2.00 1.00 -0.15)

9.9674e-025

(2.00 1.00 -0.1¢

3.6195e-024

4264

1.1276e-025

1959

15)
(2.00 1.00 -0.15)
(2.00 1.00 -0.15)

7.1054e-026

1499

(2.00 1.00 -0.15 )

5.9566e-026

1224

(2.00 1.00 -0.15)

1.1091e-025

1491

(2.00 1.00 -0.15)

1.2199e-025

4399

Tabela 5.7: Fukushima 2,

cm 1 2 3 4 5 o 7 unesp -

AVA
AVAYEY

12

1.3

14

15

16

17

18



il

W(zy)

tempo (s)

(-0.01 0.02 0.11 0.20 0.82)

50.25

(0.10 0.20 0.30 0.40 1.00)

7.6953e-024

92.11

(0.10 0.20 0.30 0.40 0.99)

2.4158e-006

52.08

(0.10 0.20 0.30 0.40 1.00)

1.1312e-025

21.35

(0.08 0.17 0.28 0.37 0.89 )

51.08

(0.09 0.19 0.30 0.66 0.97)

50.09

(0.06 0.08 0.15 0.33 0.91 )

3.2830e-004

01.85

(0.10 0.20 0.30 0.40 1.00)

4.0383e-020

54.05

(0.10 0.20 0.30 0.40 1.00 )

1.6993e-025

27.90

(0.10 0.20 0.30 0.40 1.00 )

2.0255e-025

15.79

(0.06 0.12 0.18 0.30 0.56)

46.31

(0.07 0.13 0.22 0.32 0.67)

46.35

(0.03 0.02 -0.01 0.14 0.70 )

48.80

(0.10 0.20 0.30 0.40 1.00

1.2636e-006

54.39

0.10 0.20 0.30 0.40 1.00

1.0511e-024

17.96

2.3515e-025

15.32

0.43 0.16 0.20 0.21 0.58

45.92

)
( )
(0.10 0.20 0.30 0.40 1.00)
( )
( )

0.10 0.19 0.64 0.45 0.95

12.32

Tabela 5.8: Murty €,

cm 1 2 5 4 5 6 q |uneSp

AVA
AVAYEY
Yy

1.3

14

15

le 17

18



f

V(zy)

it

tempo (s)

(0.97 -0.98 0.99 -1.00 1.00)

2.2087e-007

76664

54.07

(1.00 -1.00 1.00 -1.00 1.00)

5.3311e-014

76759

04.34

(-0.72 0.61 -0.26 -0.03 0.61)

53029

50.99

(1.00 -1.00 1.00 -1.00 1.00)

1.2071e-023

46015

32.29

(-0.85 1.10 -0.88 0.42 0.46)

22272

46.97

(-0.76 0.69 0.54 0.82 -0.59

18385

46.62

(1.00 -1.00 1.00 -1.00 1.00)

1.0096e-009

76629

55.57

(0.09 0.06 -0.51 0.82 0.00)

32837

25.93

( 1.00 -1.00 1.00 -1.00 1.00)

5.7197e-019

59871

46.25

(1.00 -1.00 1.00 -1.00 1.00)

2.8025e-023

31053

23.85

(1.00 -1.00 1.00 -1.00 1.00 )

6.9738e-021

34080

25.56

(-0.97 0.97 0.00 -0.99 1.00)

41018

53.78

(-0.57 0.39 -0.11 -0.22 0.70)

9.1020e-004

31619

48.20

(1.00 -1.00 1.00 -1.00 1.00)

8.8281e-021

76644

54.67

(1.00 -1.00 1.00 -1.00 1.00 )

1.8195e-019

69891

49.88

(1.00 -1.00 1.00 -1.00 1.00)

1.7160e-023

33539

23.75

(1.00 -1.00 1.00 -1.00 1.00)

2.9954e-024

36720

25.89

( 1.00 -1.00 1.00 -1.00 1.00)

2.4740e-023

58500

41.64

Tabela 5.9: Murty

AVA

AVAYEY

cm 1 2 3 4 5 6 4 unesp -

1 12

1.3

14

15

16

17 18



5.3.3 VIP Geral

1. Braess n=5 [18]

Q={zeR°:Br=bez >0}

onde

2. Fukushima n=3

271 + 0.273 — 0.525 + 0.173 — 4
F(z) = —0.5z; + x5 + 0.1z3 + 0.5
0‘51,'1 — 0.211:2 + 2153 - 0.5

Q={reR®:2?+0422 +0.622 -1 <0}

AVA
AVAVAL

1 12 13

234567Unesp

14

15

16

17

18



Ty

W(zy)

tempo (s)

(4.00 2.00 2.00 2.00 4.00)

1.3049e-018

50.57

(4.00 2.00 2.00 2.00 4.00)

1.4543e-024

24.92

(3.83 0.17 1.83 0.00 0.01)

6.76

(4.00 2.00 2.00 2.00 4.00)

1.3263e-025

11.52

(4.00 2.00 2.00 2.00 4.00)

8.1054e-025

8.14

(4.03 1.45 1.21 2.32 2.14)

5.12

(4.00 2.00 2.00 2.00 4.00 )

7.6498¢-020

04.01

(0.01 0.00 0.01 0.00 0.06)

3.80

(0.85 0.03 2.22 0.14 3.90)

E

45.27

(2.92 0.04 0.08 0.04 2.95)

16450

8.55

4.00 2.00 2.00 2.00 4.00

8.8969e-026

19684

10.21

4.00 2.00 2.00 2.00 4.00

2.8003e-025

26463

13.98

E

40.65

4.00 2.00 2.00 2.00 4.00

2.5599¢-024

24.38

( )
( )
(2.94 0.02 0.18 0.01 0.93 )
( )
( )

2.99 0.00 0.01 0.00 3.00

8.61

(3.01 0.08 0.19 0.08 2.82)

7.10

(4.00 2.00 2.00 2.00 4.00)

4.9693e-025

11.73

(2.70 2.12 1.60 1.48 4.05)

41.90

Tabela 5.10:

Braess n=5

| o
cm1234567unesp1

12

1.3

14

15 16

17

18



.'ITJ(

U(xy)

it

(1.00 0.00 -0.00)

5.1847¢-026

631

(1.00 0.00 0.00)

1.0394e-025

933

(1.00 0.00 0.00)

1.6755e-026

536

(1.00 -0.00 -0.00)

3.1667e-026

499

(1.00 -0.00 0.00)

4.9759e-026

454

(1.00 -0.00 0.00)

4.7558e-026

469

(1.00 0.00 -0.00 )

4.5941e-026

420

(1.00 0.00 -0.00)

7.5343e-026

327

(1.00 0.00 -0.00)

7.6743e-026

321

(1.00 -0.00 0.00)

3.5566e-026

302

(1.00 0.00 0.00)

3.1263e-026

267

(1.00 -0.00 -0.00)

5.2109e-026

293

(1.00 0.00 -0.00)

3.4571e-025

399

(1.00 0.00 0.00)

4.1960e-026

372

(1.00 0.00 -0.00)

3.9872¢-026

364

(1.00 -0.00 0.00)

7.7354e-026

292

(1.00 -0.00 0.00)

6.1133e-026

298

(1.00 0.00 -0.00)

4.4431e-026

327

Tabela 5.11: Fukushima n=3




3. Harker Nash Cournot n=5 [19]

@)]

F(z) = [e+ L'*z'* — p(Q)(e -

c=[10 8 6 4 2;
b=[1.2 1. 1 0.9 0.8];
L=[555 5 5];
e=[11111];
vy=11

Q={zeR°:z1+x2+23+T4+25=05, >0}

4. Hilbert n=5 |[2]

fy 11 1/3 1/5 )

1/2 1/4 1/6
1/5 1/7

1/4 1/6 1/8

\ 1/5 1/6 1/7 1/9 /

Q={zeR°:z;+z+a3+24+25=5,7 >0}

5. Kojima-Shinido n=4 [23]

322 + 22175 + 222 + 73+ 324 — 6
Plz) = 222 + 1 + 22 + 1023 + 274 — 2
3z} + 2120 + 223 + 223 + 974 — 9

2% + 322 + 223 + 314 — 3

Q={ze€ Re:zy+Zo+23+x4=4,2> 0}

A‘A
AVAYEY

cm 1 2 5 4 5 6 7 unespw 13 14 15 16 17 18



Ty

V(zy)

0.98 0.99 1.00 1.01 1.02

3.5979e-020

( )
(2.34 2.17 2.18 1.94 1.87)
(0.98 0.99 1.00 1.01 1.02)

1.5752e-025

(0.98 0.99 1.00 1.01 1.02)

5.1224e-025

(10.44 8.45 7.37 6.03 4.40)

(-2.14 1.77 -1.48 11.87 -1.08)

(1.03 1.02 1.06 0.99 1.07)

(0.98 0.99 1.00 1.01 1.02)

4.7079e-025

(10.98 0.99 1.00 1.01 1.02)

6.1480e-025

(0.98 0.99 1.00 1.01 1.02 )

4.5990e-024

(0.98 0.99 1.00 1.01 1.02 )

1.2931e-025

(0.87 1.43 0.35 0.36 1.14

4.3811e-023

)
(0.98 0.99 1.00 1.01 1.02)
(0.98 0.99 1.00 1.01 1.02)

1.8669¢-023

(10.98 0.99 1.00 1.01 1.02)

8.7566e-026

(0.98 0.99 1.00 1.01 1.02 )

2.8092e-025

(0.98 0.99 1.00 1.01 1.02)

6.8800e-025

(-2.24 4.50 -1.92 11.28 -1.76 )

Tabela 5.12: Harker Nash Cournot n=>5

cm 1 2 5 4 5 6 q |uneSp

AVA
oy

AVAYEY

14

15

16

17

18



:Ef

¥(zy)

fcalc

tempo (s)

(-0.00 -0.00 -0.00 -0.00 5.00)

5.3426e-024

34188

16.74

(0.00 0.00 0.00 -0.00 5.00)

1.2308e-024

13010

6.96

(-0.00 -0.00 0.00 0.00 5.00)

1.2345e-025

12400

6.03

(-0.00 0.00 0.00 -0.00 5.00)

4.5734e-025

12898

6.21

(0.00 0.00 -0.00 -0.00 5.00)

2.3730e-009

E

42.74

(0.00 0.00 0.00 -0.00 5.00)

9.0834e-026

6.84

(-0.01 -0.00 -0.00 0.51 4.50)

7.1745e-005

41.94

(-0.00 -0.00 0.00 -0.00 5.00)

4.1551e-025

8.51

(0.00 -0.00 -0.00 -0.00 5.00)

3.2940e-025

5.98

(-0.00 -0.00 0.00 0.00 5.00 )

1.2902e-025

6.18

(1.24 0.58 0.29 0.12 -0.00)

7.3535e-006

42.19

(-0.00 0.00 -0.00 -0.00 5.00 )

8.2027e-026

7.36

(-0.16 -0.04 -0.02 0.02 5.21)

2.6950e-004

E

45.53

(0.00 -0.00 -0.00 -0.00 5.00 )

3.5276e-024

20020

10.69

(-0.00 0.00 0.00 -0.00 5.00)

3.5526e-025

11097

6.12

( -0.00 -0.00 -0.00 -0.00 5.00)

1.4319e-025

12260

6.55

(-0.00 -0.00 -0.00 0.00 5.00 )

8.5647e-025

11667

6.18

(-0.00 -0.00 -0.00 2.68 2.32)

E

46.26

Tabela 5.13: Hilbert n=5

T T unesp

AVA
AVAYEY
Yy

13 14 15

le 17

18



Ty

¥(zy)

tempo (s)

(3.32 -1.93 3.62 -1.04)

2.88

(1.22 -0.00 -0.00 2.78)

2.2801e-025

3.95

(1.03 0.60 -0.00 2.37)

1.5154e-025

3.90

(1.22 0.00 -0.00 2.78)

1.7950e-025

2.61

(1.03 0.60 -0.00 2.37)

2.0870e-025

2.77

(1.22 0.00 0.00 2.78)

7.6217e-026

2.7¢

(1.03 0.57 -0.01 2.41 )

2.7921e-007

38.44

(1.00 -0.00 3.00 0.00)

1.5408e-023

7.88

(1.12 1.72 0.41 0.75)

1.2285e-025

2.38

(1.22 -0.00 -0.00 2.78 )

6.0063e-025

2.41

(1.22 0.00 -0.00 2.78)

1.0489-025

2.45

(1.22 0.00 0.00 2.78 )

2.2554e-025

2.56

(1.18 0.95 0.01 1.85)

(1.12 1.72 0.41 0.75)

1.9974e-025

(1.22 0.00 -0.00 2.78)

1.9983e-024

(1.22 -0.00 -0.00 2.78)

2.1603e-025

6075

(1.62 0.00 2.25 0.12)

1.8476e-024

0987

( 1.03 0.60 -0.00 2.37)

8.1495e-026

5662

Tabela 5.14: Kojima-Shinido n=4

AVA
AVAYEY

|
cm 1 2 5 4 5 6 7 unesp ) 1 12

1.3

14

15

le 17

18



6. Mathiesen n=3 [19]

0.9(5z9 + 3z3)/x;
F(z)=—| 0.1(5z; + 3z3/z2 — 5)
-3

AQ={zeR® : x1+290+13=1, 01 —29—23<0, > 0}

7. Pang e Murty Nash Cournot n=5 23]

F(z) = [c+ LYz — p(Q)(e — é)]

c=[10 8 6 4 2];
b=[1.21. 1 0.9 0.8];
L=[55 5 5 5];

e={1 ¥ 1.1 1}
v=1.1

Q={:FERSZII+;'CQ+IE;;+.’L‘4+I5=5, .TZO}

AVA
AVAYEY
AY

2 5 4 5 6 7 unesp 1 12 13

14

15

16

17

18



f

V(zy)

(0.50 0.08 0.42)

6.5759e-026

(0.50 0.08 0.42)

7.4141e-026

(0.50 0.08 0.42 )

1.3242¢-025

0.50 0.08 0.42

2.1098e-025

0.50 0.08 0.42

6.5772e-026

1.2337e-025

5.5829¢-025

0.50 0.08 0.42

1.7745e-025

(
(
(0.50 0.08 0.42
(
(
(0.58 0.09 0.25

)
)
)
0.50 0.08 0.42)
)
)

(0.38 0.00 0.03 )

(0.46 -0.00 -0.00 )

0.32 0.02 0.05 )

0.50 -0.04 0.54)

8.6364e-006

1.3088e-004

(
(
(0.50 -0.05 0.55)
(0.50 0.08 0.42 )

1.3306e-024

(0.50 0.08 0.42)

1.5388e-025

(0.50 0.08 0.42 )

7.1229¢-026

(0.50 0.08 0.42)

7.0064e-026

Tabela 5.15: Mathiesen n=3

AVA
AVAYEY

cm 1 2 5 4 5 6 7 unesp wl 12

1.3

14

15

16

17

18



Iy

tempo (s)

(-10.85 16.21 4.23 16.07 16.56)

3.94

(1.21 6.58 6.02 4.38 4.24)

51.91

0.96 0.98 1.00 1.02 1.04)

1.9864e-025

10.00

8.4317e-025

12.03

(
(0.96 0.98 1.00 1.02 1.04
(

3.6153e-025

11.18

)
0.96 0.98 1.00 1.02 1.04)
(1.57 1.18 0.70 0.18 0.10)

53.02

(0.96 0.98 1.00 1.02 1.04 )

9.6805e-022

43.18

(0.96 0.98 1.00 1.02 1.04

2.4515e-024

19.15

3.9562¢-024

13.79

(0.96 0.98 1.00 1.02 1.04

9.4189%e-025

8.56

)
(0.96 0.98 1.00 1.02 1.04)
)
)

(1.06 1.09 1.12 1.22 1.17

56.36

( 0.09 1.87 1.13 0.62 0.27)

52.69

(4.00 0.67 3.69 4.31 0.84 )

50.01

(0.92 0.92 0.96 0.96 1.00 )

52.60

(0.96 0.98 1.00 1.02 1.04)

1.0356e-024

11.47

(0.96 0.98 1.00 1.02 1.04 )

5.8294e-025

8.09

(1.60 1.64 1.72 1.77 1.79)

52.38

(0.96 0.98 1.00 1.02 1.04 )

4.3046e-025

11.32

Tabela 5.16: Pang e Murty Nash Cournot n=>5

I v
cm 1 2 3 4 5 o 7 unesp

1 12 13

14

15

16

17 18




5.4 Conclusoes

Nossos experimentos numéricos mostram que a fun¢do de Fischer-Burmeister Penalizada
é competitiva com a func¢ao de Fischer-Burmeister, em todos os nossos testes pelo menos
um dos parametros de A # 1 que testamos se comportou melhor que o parametro A = 1,
que representa a funcao de Fischer-Burmeister sem penalizagao.

A tnica excessao que temos é no primeiro teste em problemas de complementari-
dade nao-linear, onde o parametro A = 1 com o primeiro ponto inicial se comportou melhor
do que qualquer outro parametro testado, entretanto, o ponto para o qual convergiu é
uma solugao diferente das demais.

Também houve casos em que a funcao de Fischer-Burmeister nao conseguiu en-
contrar uma solugao para o problema, apesar disso sempre houve um parametro de A # 1
que conseguiu encontrar uma solugao.

Podemos notar, em nosso conjunto de experimentos, que todos os parametros de

A # 1 em algum momento foi o melhor, isto nos mostra que o fator de penalizacao 6timo

pode variar, ou seja, hora devemos penalizar muito, hora devemos penalizar pouco.

AVA
AVAVAY

cm 1 2 5 4 5 6 7 unespwl 12 13 14 15 16 17 18



Capitulo 6

Conclusoes

Nesta dissertagao tivemos a oportunidade de estudar o Problema de Inequagtes Varia-
cionais geral VIP(F,()) e seus casos particulares: o Problema de Complementaridade
Nao Linear NCP(F) e o Problema de Inequagoes Variacionais com restrigoes do tipo
caixa VIP(F,l,u). Fizemos um estudo aprofundado da funcdo de Fischer-Burmeister
Penalizada aplicando-a a resolugao do Problema de Complementaridade Nao Linear ana-
lizando suas propriedades, qualidades e mostrando sua superioridade perante a funcdo de
Fischer-Burmeister segundo o critério de conjuntos de nivel limitados. Estendemos sua
aplicagao para a resolugao do VIP com restri¢oes do tipo caixa e do VIP geral, apresen-
tando resultados que caracterizam pontos estacionarios da funcao de mérito como solugoes
do problema em questao.

Nossos experimentos numéricos mostraram que a fungao de Fischer-Burmeister
Penalizada é competitiva com a func¢ao de Fischer-Burmeister, nota-se que quanto maior
a dimensao do problema, maior a dificuldade da estratégia de minimizacao ser robusta no
VI P-caixa e no VIP geral, pois a quantidade de varidveis da funcao de mérito aumenta
significativamente.

Como nossa gama de experimentos numéricos ¢ pequena, podemos apenas con-
cluir que a penalizacao da fun¢ao de Fischer-Burmeister é benéfica pois, sempre apresen-
tamos um parametro de A\ # 1 que se comportou melhor do que a funcao de Fischer-
Burmeister sem penalizacao.

Continuando nesta mesma linha de pesquisa, um caminho a se seguir é o de

AVA
AVAYEY

cm 1 2 5 4 5 6 7 unespwl 12 13 14 15 16 17 18



transformar o parametro A em uma variavel, criando assim um critério para decidir se
na k-ésima iteracao deve-se ou nao penalizar a fungao de Fischer-Burmeister e, se sim,
o quanto se deve penalizar. Acreditamos que esta estratégia seja muito mais robusta

que a estratégia que utiliza A como um parametro fixo no sentido de diminuir o nimero

de iteracoes para se obter a convergéncia e no sentido de resolver problemas que esta

estratégia tem dificuldade.

AVA
AVAVAL

1 12 13 14 15 16 17

L4y L T unesp

18
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