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Resumo

Neste trabalho fazemos um estudo aprofundado da função de Fischer­Burmeister

Penalizada e a utilizamos para a reformulação do Problema de Complementaridade Não

Linear NCP(F), do Problema de Inequações Variacionais com restrições do tipo caixa

VIP(F,l,u) e do Problema de Inequações Variacionais geral VIP(F,N) que têm impor­
tantes aplicações na programação matemática, nos problemas de equilíbrio e na enge­

nharia. Encontramos relações entre pontos estacionários e mínimos globais e terminamos

com experimentos numéricos comparando a robustez da função de Fischer­Burmeister e

da função de Fischer­Burmeister Penalizada.

Palavras­chave: Inequações Variacionais, Complementaridade, Função de Fischer­Burmeister,

Otimização.
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Abstract

In this work we make a deep study of the Fischer­Burmeister Penalized function

and we utilize it for reformulation of the Nonlinear Complementarity Problem NCP(F),

the Variational Inequality Problem with constraints of box type VIP(F,l,u) and the

Variational Inequality Problem VIP(F,0) that have important applications in math­
ematical programming, equilibrium problems and in engineering. We found relations

between stationary points and global minimizers and we finished with numerical experi­

ments comparing the robustness of Fischer­Burmeister and Fischer­Burmeister Penalized

functions.

Keywords: Variational Inequality, Complementarity, Fischer­Burmeister Function, Op­
timization.
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Introdução

Problemas de Inequações Variacionais e de Complementaridade provêem de uma diversi­

dade de fontes e disciplinas. À enorme gama de aplicações destes problemas faz com que

o seu estudo, tanto teórico quanto prático, seja de suma importância para a matemática

moderna.

Segundo Pang [22], as fontes de tais problemas podem ser classificadas basica­
mente em três categorias, que são elas: programação matemática, problemas de equilíbrio

em economia e aplicações na engenharia.

e Programação Matemática: Problemas de otimização são uma grande fonte de apli­

cações para problemas de complementaridade. Considerando­se um problema de

otimização não­linear na sua forma padrão,

min f(x)

sa. res

onde, N = (fr E Rº : hi(r) = 0, i =1,...,m e gj)wír) <0,j=1,...,p) e f, hi, 9:
R" — R são todas continuamente diferenciáveis, temos que as condições de Karush­

Kuhn­Tucker (KKT) deste problema correspondem precisamente a um problema de

inequações variacionais específico, veja [22] página 275 para mais detalhes.

Problemas de Equilíbrio: Um modelo de equilíbrio fundamental que tem encontrado

inúmeras aplicações em economia, estudo de oligopólios e teoria de jogos é devido a

Nash [20]. Pode ser provado que um vetor de estratégia x é um equilíbrio desejado
se, e somente se, r resolve um problema de inequações variacionais específico, veja

[20] para mais detalhes.

Aplicações na Engenharia: Um grande número de problemas de inequações em

mecânica pode ser formulado como inequações variacionais e problemas de com­

1
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plementaridade, veja [21], muitos dos quais estão inseridos em espaços de funções.

Incluídos nestas aplicações na engenharia estão: problemas de contato, problemas

elastoplásticos, problemas em redes neurais, redes elétricas, etc.

Atualmente existem vários métodos propostos para resolver problemas de com­

plementaridade e de inequações variacionais; muitos desses métodos estão fundados no

fato de reformulá­los como um sistema de equações não lineares homogêneas, ou como

problemas de otimização , veja [8, 14, 15, 16, 17]. Motivados pelas características especiais
e pelo ótimo desempenho da função de Fischer­Burmeister Penalizada para o problema

de complementaridade não linear em [4], neste trabalho estendemos sua aplicação para a

resolução do problema de inequações variacionais com restrições de igualdade (lineares)
e de desigualdade e com restrições do tipo caixa, estudando suas propriedades práticas e
teóricas.

O trabalho está organizado da seguinte forma: no primeiro capítulo, apresenta­

mos conceitos e resultados relevantes que serão usados durante todo o texto. No segundo

capítulo abordaremos a reformulação e resolução do problema de complementaridade não

linear, apresentamos também a função de Fischer­Burmeister Penalizada junto com suas

propriedades, além de resultados importantes. O terceiro capítulo tratará de uma gene­

ralização do problema de complementaridade não linear, o problema de inequações varia­

cionais com restrições do tipo caixa, ao qual nos referiremos apenas por VIP caixa, sua

reformulação utilizando a função de Fischer­Burmeister Penalizada e resultados teóricos

também serão estudados. O quarto capítulo aborda um problema de inequações varia­

cionais mais geral onde o conjunto de restrições é composto por restrições de igualdade

(restrições lineares) e de desigualdade. O quinto capítulo é composto por experimen­

tos numéricos sobre os três problemas estudados, uma comparação de robustez entre as

funções de Fischer­Burmeister e Fischer­Burmeister Penalizada será feita. O sexto e úl­

timo capítulo apresenta a conclusão sobre o nosso trabalho e futuros trabalhos a serem

realizados.
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Capítulo 1

Preliminares

Neste capítulo apresentaremos a notação que será usada no decorrer desta dissertação,

bem como alguns conceitos necessários para o desenvolvimento da mesma.

1.1 Definições e Notações

. R" denota o espaço vetorial real cujos elementos x E R”" são vetores coluna da forma

onde rx; E R para todo i =1,...,n.

. Para xrER", 1º = (r1,T12,..., Tn), denota o vetor transposto.

. Para r7,y E R", o produto interno usual de r por y é denotado e definido por

n

(1,4) =X "1yi=1YY.
i=]1

. Parar E R”, ||x|| = Vx'r, denota a norma Euclidiana.

. A distância (Euclidiana) entre dois elementos x,y E R" é definida e denotada por

d(x,y) = |lx ­ yll.
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. Para r,y E R", se (r,y) = O, então dizemos que x e y são ortogonais e denotamos

por r Ly.

. Para r,y € R" a notação xr < y (<, >, >) significa que tr; < y; (<, >, >) para todo

1i=1l,...,n.

. A E R**” denota uma matriz com n linhas e m colunas.

. IT, denota a matriz identidade de ordem n, que é definida como Ir, = (a;;), onde

aj =1,sei=jeaj=0,seiZ].

. (Gradiente) Para uma função f : Rº — R. O gradiente de f no ponto r é definido

e denotado por

víle)=| :

de (0)Orn

onde, Lx) denota a derivada parcial de f com relação a variável r., i =Ll,...,n.
t

. C"(N)) denota o conjunto das funções f : Rº — R tais que, f é diferenciável e tem

derivada contínua até a ordem n, no conjunto £..

­. (Matriz Hessiana de f) À matriz Hessiana de f/ : Rº — R é definida e denotada por

Vºf(z) = (2).
. (Jacobiano) Seja F : Rº — R", F(r) = (Fi(x), Fa(r),..., Fn(9)(, E: ROO R,
i=1,...,m. À matriz Jacobiana de F é definida e denotada por

F'(1) =

V"Fn(x)

Note que, se F : Rº — R então F'(x) = V'F(x).

. Seja A = (a) E R"*"” uma matriz, à matriz transposta de A é definida e denotada

por A* = (a;;).
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. A € RM” é dita ser semi­definida positiva se x' Ar > O, para todo x E R” e denotada

por A > O.

. A € R”*” é dita ser definida positiva se x'Ar > O, para todo z E R, z £ O e

denotada por A > O.

. vecízi), denota o vetor cuja i­ésima componente é z;.

. L(c), denota o conjunto de nível de uma função.

. Bír,e) = (y ER" : dírt,y) < e) denota a bola Euclidiana.

. z7 denota a função max(0,2).

. Dada uma matriz M E R"*”,

A B

C D
M=

assuma que AÀ é não singular. O Complemento de Schur de A em M é definido como
a matriz S = D— CA“"'B.

Definição 1.1.1. Uma função F : Rº — R" é dita ser

e FPo­função se, para todo x ey em R” com x £ y, existe um índice à tal que

tiÊÉyu (i­y)lE(X)— FRQ))>O;

e P­função se, para todo x ey em R" com x £ y, existe um índice i tal que

(x; — y)lFi(x) — F(yY)) > O ;

e P­função uniforme se, eriste uma constante positiva 11 tal que, para todo x ey mo

R”, existe um índice à tal que

(x; — y)[F(z) — F(Y)] > ully — |]? .
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Dado o Problema de Otimização

min f(x)

sa. xrE

definimos.

Definição 1.1.2. Um ponto x1* € QN é um minimizador local de f em O) se, e somente se,

eriste e > O tal que f(x) > f(x*) para todo x E O) tal que ||z = x*|| <e. Se f(x) > f(x*)

para todo x E N tal que x É x* ellt—x*||<e, diremos que se trata de um minimizador
local estrito em 9.

Definição 1.1.3. Um ponto x1* € QN é um minimizador global de f em 9) se, e somente

se, f(x) > f(x*) para todo x E N. Se f(x) > f(x*) para todo x E N tal que x É xº,
diremos que se trata de um minimizador global estrito em 9.

1.2 Condições de Otimalidade

Proposição 1.2.1 (Condições Necessárias de Primeira Ordem). Seja Ff: Rº > R,
fEeCL Sex é um minimizador local de f em R", então Vf(x*) =0.

Proposição 1.2.2 (Condições Necessárias de Segunda Ordem). Seja f: Rº SR,

f EC. Sex” é um minimizador local de f em R”, então:

1. VÍi(1*)=O;

2. Vefíz')>O.

Proposição 1.2.3 (Condições Suficientes de Segunda Ordem). Seja Ff: Rº SR,
fECL Sex ER, VÍf(1*) =0 e Vºf(x*) > O, então x* é um minimizador local estrito
de fem R”.

As condições necessárias devem obrigatoriamente serem satisfeitas por minimizadores;

já as condições suficientes, quando satisfeitas, garantem que o ponto em questão seja um
minimizador.
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Consideremos agora o seguinte problema de otimização

min f(x) (1.1)

sa. ref

onde, N = fr E Rº : hi(r7) = 0, é = l....,m e gjir) <O0,j=1,...,p) ef, h,
9; : Rº — R são todas continuamente diferenciáveis.

Definição 1.2.1. Para um ponto factível x, definimos o conjunto das restrições ativas

por

Ji=(]:9j(1)=0).

Definição 1.2.2. Um ponto x* é dito ser regular se os gradientes das funções das res­

trições de igualdade Vhi(x*), i = 1,...,m junto com os gradientes das restrições de

desigualdade ativas Vg;(x*), j E J são linearmente independentes.

Teorema 1.2.4 (Condições de Karush­Kuhn­Tucker, (KKT)). Se 1* é um mini­

mizador local regular de (1.1), (Vai(x*) :i € JYU Vhn(t*),..., hm(X*)) é um conjunto

linearmente independente, então existem e são únicos 1; > 0,4 EJ e A1,..., Am tais que

i=1ieJ

Desta forma, se x* é um ponto regular e minimizador local de (1.1), definindo
1thi=0seid J, podemos reescrever as condições de KKT da seguinte forma:

VÍ(2") + S miVoi(8*) + S. AiVhi(x1*) =0O
i=1ie
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gi(xX) <O0, i=1,...,p.

Se (1, A,u) E R'xR”" x R? satisfaz o sistema anterior, então x* será chamado
de um ponto estacionário de (1.1).
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Capítulo 2

O Problema de Complementaridade

Não Linear, NCP(F)

2.1. Introdução

Neste capítulo iremos apresentar alguns dos principais conceitos que serão necessários

para o decorrer do nosso trabaho, tais como: o conceito de função­NCP e de conjuntos de

nível, além disso, apresentaremos também as funções de Fischer­Burmeister e de Fischer­

Burmeister Penalizada juntamente com suas propriedades e resultados relevantes.

2.2 Formulação do Problema de Complementaridade

Não Linear

Seja F : Rº — R" uma função continuamente diferenciável.

Definição 2.2.1. O Problema de Complementaridade Não Linear, denotado por NCP(F),

consiste em encontrar um vetor x* E R” tal que

1'>0, F(1)>0 e (1º, F(1))=O

Em outras palavras, um NCP(F) consiste em, dada uma função

F:Rº—R",FeCl, encontrar 1* E R". tal que
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F(r)ERY e xº 1 F(1º).

Atualmente existem vários métodos voltados a resolver o NOP(F) ou problemas
relacionados. Estes métodos estão baseados no fato de reformulá­los como um sistema

de equações não lineares homogêneas usando uma função­NCP, ou como um problema de

otimização usando uma função de mérito adequada.

Definição 2.2.2 (função­NCP). Dizemos que uma função é: Rº — R é uma função­
NCP se

d(a,b)= 0 Ss ab=0,a>0, b>O.

Note geometricamente que uma função­NCP apresenta as suas raízes sobre os

semi­eixos positivos mais a origem (veja a figura a seguir).

Figura 2.1: as raízes de uma função­NCP

Alguns exemplos de funções­NCP podem ser encontradas em [14], de onde pode­
mos citar:

e d1(a,b) := à minº(a,b);

e d2(a,b) := 3((ab)º + minº(0,a) + minº(0,b)).

Uma vez definido o conceito de função­NCP, podemos definir um vetor D(x) da

seguinte maneira:
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d(x1, Fi(z))

$(Tn, Fn(x))

Definindo o vetor D(r) desta forma, podemos obter o seguinte resultado que

mostra a equivalência entre o problema de complementaridade não linear e o sistema

homogêneo de equações não lineares (2.1).

Lema 2.2.1. Um ponto x* E R" é uma solução do sistema de equações D(x) = O se, e

somente se, x* for solução do NCP(F).

Prova 2.2.1. De fato.

Primeiramente suponha que x* E R" é uma solução do sistema $(x) = 0. Como

DP(2") = vecíó(x;, Fi(1*))),

temos que

p(ri, Fi(r9*))=0, i=1l,...,n.

Logo, pela caracterização de NCP­funções e pelo fato de é ser uma, temos que

riF(r)=0 e 17 >O, F(1) >O0, i=1l...,n.

x1'>0, F(1)>0 e (x, F(1*)) =O.

Portanto, x* é solução do NCP(F).

Reciprocamente, se x* é solução do NCP(F), temos que

1º >0, F(1)>0 e (1º, F(1*)) =O.

11

PV
AVAVAY

2 3 4 5 6 7 unesp ”. 12 13 14 15 16 17 18



Logo, analizando cada componente vemos que, 13 > O, F;i(x*) > O e consequente­

mente xiF;(xr*) =0, i=1l,...,n.

Tendo em vista o fato de é ser uma função­NCP vem que

d(x;, Fi(1))

Portanto, x* é solução do sistema P(x) = O.

A próxima definição nos dá o conceito de função de mérito.

Definição 2.2.3 (Função de Mérito). Tome C E R". Uma função de mérito para o

NCP é uma função não negativa UV: C— R tal que 1º é uma solução do NCP se, e

somente se, x* E C e V(x*) = O.

Claramente, pela definição anterior, nota­se que V(r) é uma função de mérito

para o NCP se, e somente se, as soluções do NC P coincidem com as soluções globais do

problema

min V(r)

TEC

com valor funcional zero.

Neste trabalho admitiremos apenas C = R" e o próximo resultado, nos garante

a existência de uma função de mérito natural com C = R” para todo NCP(F).

Proposição 2.2.2. Para todo NCP(F), a função

E(1) := Z18(0)/,
é uma função de mérito, onde D(x) é definido em (2.1).

Prova 2.2.2. De fato.

Para todo x* pertencente ao conjunto solução do problema (2.2) temos que
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D(x*)=O0.

Portanto, pelo Lema 2.2.1, temos que x* é solução do NCP(F).

Agora, se X é solução do NC P(F) então, novamente pelo Lema 2.2.1 £ é solução

do sistema (2.1). Então pela não negatividade da função V(x) o resultado segue imedia­
tamente.

Apresentamos agora a função de Fischer­Burmeister, além de algumas propriedades

e resultados que nos ajudarão no decorrer do nosso trabalho.

A função de Fischer­Burmeister é definida da seguinte maneira:

dre(a,b) =a+b­ Vo +.

Esta função foi apresentada pela primeira vez em [9] e tem atraído a atenção de

muitos pesquisadores; vários algoritmos foram baseados com ênfase nesta função devido

as suas ótimas propriedades.

Proposição 2.2.3. A função de Fischer­Burmeister é uma função­NCP.

Prova 2.2.3. De fato.

Primeiramente, vamos assumir que ab=0,a> 0 eb>O0, logo,

dre(a,b)= a +b — Va? + b?

E q+b— Val +2ab+

= a +b— V(a+b)?

= a+b—(a+b)|
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a>0,b5>0= O

Reciprocamente, assuma que &Érpr(a,b) = O, logo

dre(a,b) = 0

a+b— Va?+b=0

a+b=V/0a2+b?.

Agora, elevando­se ao quadrado ambos os lados de (2.3), temos que

a? +2ab+bº= a2 +?

ab=O0.

Sem perda de generalidade suponha b = O, logo de (2.3)

a = |a|

Portanto, a > O.

Analogamente, prova­se que b > O.

Logo, o resultado fica provado.

Uma vez provado que a função Qrg(a,b) de Fischer­Burmeister é uma função­

NCP, faz sentido pensarmos no sistema:
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drB(x1, Fi(x))

e na função de mérito

1
Vrg(r) := a!/Pre(o)|]º,

a qual, pelos resultados anteriores, reformula o NCP.

Os próximos três resultados garantem que a função de mérito VUrg(x) é continua­
mente diferenciável.

Proposição 2.2.4. Seja gre(a,b) a função de Fischer­Burmeister, então a função 9% p(a, b)
é diferenciável e

(0,0), se(a,b) = (0,0)

2V'dre(a,b).bre(a,b), se(a, b) £ (0,0)
onde D(.) é o operador diferencial.

D(grg(a,b)) = |
Prova 2.2.4. Com efeito

dép(a,b) =(a+b— Va? +b2)

= 20º + 2ab + 26º — 2(a + b) Va? + bº.

e Para (a, b) £ (0,0).

Pela regra da cadeia, temos que

Distala,1)) = 2( ÚEE(a,9), ÉSE(0, 9) brala,D)
2V'drg(a,b).dre(a, b)

15
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e Para (a,b) = (0,0)

2 a dre(a,b) — d$g8(0, O)Digrelo D) SER O ao)b—0

dig(a, b)
= lim

ao Il(a,b)l|
b—0

. 20º +20ab+2b?º —2(a+b)Va? +b?
in

Ta, 5)ao

b—O0

20º + 2ab + 2bº — 2(a + b) (a? + b?= lim
cm JETRb=O0

alma —olm CFAVETO 2,mo VA TOmA2 vo mo Verb—0

Mas

2 a?< lim —= < lim —la] <lima=0. (2.5)
a

0 < lim TA Épa. a? + b? ão b—0 b—0O

Logo, pelo Teorema do Confronto o primeiro e o terceiro limites em (2.4) são
nulos. E

(a—b)º>O,

aº —2ab+b?>O,

aº + bº > 2ab,

0 < lim 20b < lim a + = lim ya? +b2 =0
sol vat+bI co Ver +rlo 15b—O

16
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STXPlim CFDVEFO pma+b=0.
mo Va?t+b? são

Logo, por (2.5), (2.6) e (2.7)

= lim = 0ao ll(a, 5)

Portanto, gtp(a,b) é diferenciável.

Proposição 2.2.5. D(gtp(a,b)) é contínua.

Prova 2.2.5. Com efeito.

e Para (c,d) £ (0,0).

lim D(g£5(a,b)) = lim 2V"'érp(a, b).dre(a, b)
b—d bd

2V'dre(c, d).ére(c,d).

e Para (a,b) = (0,0).

lim Dígtg(a,b)) = lim 2V'dre(a, b).bre(a, b)
b—0 b—O

= lim2
a b ?

1­ l1­FS. ( Va? + b? Va? TE) '
Mas como o primeiro termo é limitado e o segundo é um infinitésimo, temos que

a+b— Va?t+b).

lim D(gt.5(a,b)) = 0.
b—0

Portanto, D(g%p(a,b)) é contínua.
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Corolário 2.2.6. A função de mérito Vrp(r) é continuamente diferenciável.

Prova 2.2.6. De fato.

Eralz) = Z/Ore(a)|?
1 n

i=1l

Como, cada F, é continuamente diferenciável, e V(x) é soma de funções 3d7­p(a,b),
o resultado segue imediatamente das Proposições 2.2.4 e 2.2.5.

A diferenciabilidade da função de mérito natural de Fischer­Burmeister torna

possível o desenvolvimento de métodos para a resolução do NCP, com rápida convergência

local e global |[8, 16].

Uma propriedade desejada na aplicação destes métodos é que os conjuntos de

nível sejam limitados. À hipótese necessária para que a função de mérito de Fischer­

Burmeister tenha conjuntos de nível limitados é que a função F' seja uma P­função uni­

forme (Proposição 2.5.5), a qual é restritiva desta maneira.

Algumas modificações foram então propostas no intuito de melhorar este condi­

cionante, entre elas:

e Luo e Tseng [17]

n

Pur i= 3) O([­dre(as, FO) + slF(0)B,
i=1l

onde, 27 := max(0,2z), para z E R.

Esta função de mérito apresenta conjuntos de nível limitados para NCP(F) monótonos

com ponto factível estrito, isto é, 7 > 0 e F(7) > O.

e Kanzow, Yamashita e Fukushima [13]

VxyF():= à) óreo, Fi(x))]3] + [x:F(0))%).
1=1l

18
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Esta função preserva a propriedade da função de Luo e Tseng, entretanto ambas

as funções apresentam dificuldades algorítmicas devido a sua definição.

A função de Fischer­Burmeister tem boas propriedades para resolver o NCP

como um sistema não suave de equações ou como um problema de otimização, onde

pontos estacionários são equivalentes a soluções do NCFP.

Na próxima sessão, estudaremos a função de Fischer­Burmeister Penalizada, que

combina a atraente característica da função de mérito Vxyr e da função de Fischer­

Burmeister.

2.3 A Função de Fischer­Burmeister Penalizada

A função de Fischer­Burmeister Penalizada denotada por gx(a,b) é uma combinação con­

vexa da função de Fischer­Burmeister rg com o termo ab, e é definida pela seguinte

expressão,

dr(a,b) := Adre(a, b) + (1— A)azby,

onde, À E(0,1] é um parâmetro fixo.
Claramente, quando À se aproxima de 1, então 2, se aproxima da função de

Fischer­Burmeister érp.

Note que o termo ab, penaliza a condição de complementaridade no octante

positivo, logo é intuitivo chamá­la de função de Fischer­Burmeister Penalizada.
O próximo resultado garante que a função dx(a,b) é uma função­NCP.

Proposição 2.3.1. A função de Fischer­Burmeister Penalizada 0, é uma função­NCP.

Prova 2.3.1. Primeiramente, vamos assumir que a > 0, b> O eab=O0.

Logo,

dr(a,b) = Abre(a,b) + (1— A)azb,

= Agrp(a,b).
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%drB(a, b) =O

pois, grp(a,b) é uma função­NCP pela Proposição 2.2.3.

Portanto, g1(a,b) = O.

Reciprocamente, assuma que Qx(a,b) = O.
Vamos provar primeiro que a > O eb> O. Suponha por contradição, sem perda

de generalidade, que a < O, logo

dx(a,b) = Apre(a,b) + (1— Mazby

= Agrpe(a,b)

E como grp(a,b) é uma função­NCP, temos que,

d1É O,

o que é uma contradição, pois havíamos suposto que Qx(a,b) = O.

Portanto, a > O e b>O0.

Provemos agora que, ab= O.

dax(a, b) =0

>0 >O

Logo, grp(a,b) = O e como grep(a,b) é uma função­NCP temos que

a>0,b>O0eab=0.

Portanto, gx(a,b) é uma função­NCP.
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Analogamente às funções D$Drp(r) e Vróp(r) podemos definir o sistema

ONÇA Fi(x))

Dr(r) = :

e a função de mérito

E1(0) = Z116a(0)|.
Vamos definir agora uma função auxiliar que nos ajudará no manuseio da função

de mérito VU, (x).
Defina v, da seguinte maneira

1

a qual, obviamente é uma função­NCP.

Assim, a função de mérito VW, pode ser expressa como

P1(2) = Z|18(0)|?

= 3) Ás, FO)

=> 3d(11, R(9)
i=1

=X va(s1, R(0)).
i=l

2.4 Propriedades das Funções dx, 1, e VD,

Faremos agora um estudo sobre as propriedades das funções dx, vv. e Vx. Para isto,

comecemos definindo o seguinte conjunto:

Ny; = ((a,b)va > 0,b>0,eab=0).

21
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Proposição 2.4.1. A função dx: Rº — R satisfaz as seguintes propriedades

1. dr(a, b) =0S (a, b) E Na;

2. dxr(a,b) é continuamente diferenciável em RºNN,;

k3. Sejam fa"), (b=) C R, duas sequências tais que, ak bE — oco, ou aº — —oo, ou
b* — —oco. Então |épx(aº, bE)| — co.

Prova 2.4.1. 1. O resultado segue imediatamente do fato de dx(a,b) ser uma função­
NCP.

2. O resultado segue imediatamente do fato que dx(a, b)é uma combinação convexa de

funções continuamente diferenciáveis em RºNN;.

3. Suponha primeiramente que ak ok — co. Logo, existe um número ko E N tal que

Vk > ko, at >0ebt>O.

Assim, temos que

at +bt— Var +(05)2 > O.

Mas como at bE — oo é claro que

Ióa(as, d5)| = [A(at + bº — /(at)2 + (bE)I) + (1 — aJar Ué | — oo.
Suponha agora que

Ara
AVAVAY

2 3 4 5 6 7 unesp ”. 12 13 14 15 16 17 18



Consequentemente,

E, portanto

Analogamente, se supormos b* — —oo, tem­se |éx(a",b")| — co.

HH

O próximo resultado mostra que a função vx(a, b) é continuamente diferenciável.

Proposição 2.4.2. À função vv, é continuamente diferenciável em R?.

Prova 2.4.2.
1

= 2a +b = VET) + (1— Na,b,]º

= 2/º6&p(0, 0) + 2A(1 — A)dra(a, basba + (asda)
Portanto, basta provar que é$p(a,b), dre(a,b)azrb, e atbi são continuamente

diferenciáveis.

De fato.

e dibpn(a,b) é continuamente diferenciável pelas Proposições 2.2.4 e 2.2.5.

e dre(a,b)a,b, é continuamente diferenciável, pois gre(a, b)a+by é contínua em R?
e

Odre(a, b)azb. ­ OdrB
da Oda

23
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(0,0), sea=O0

(1 — Téo) abr, +a,bróre(a,b) c.c.
é contínua em R? e

DS: = Es (a, b)a1by + brardre(a,b)

(0,0), se b= O

(1 — Tri) a,b, +b,ardre(a,b) c.c.
é contínua em R?.

Portanto, dgreg(a, b)a4b, é continuamente diferenciável.

e f(a,b)=a2bº é continuamente diferenciável, pois f é contínua em R? e

a, b) = 2a,b?.a,

0, sea <O

20b%, sea>O0
é contínua em R? e

of '

ap (2d) =2b,at.b,

0, se b<O

2ba?, seb>O0
é contínua em R?. Portanto, f é continuamente diferenciável. Portanto, vx(a,b) é
continuamente diferenciável.

Corolário 2.4.3. À função VU. (x) é continuamente diferenciável.

24
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Prova 2.4.3. O resultado segue do fato de que F é de classe Cº e Vx(x) é soma de

funções continuamente diferenciáveis.

As propriedades a seguir são cruciais para podermos estudar as propriedades de

um ponto estacionário de VW (x).

Proposição 2.4.4. As seguintes sentenças são verdadeiras para Ux

1. va(a,b) = 0 Vys(a,b) = 0 Ya(a,b) = 0 Ya(a,b) = O;

2. Wa(a,b). XVa(a,b) > O.

Prova 2.4.4. De fato.

1. Se va(a,b) = O, então (a,b) é um mínimo global da função vx(a,b).

Logo, pelas condições necessárias de otimalidade em minimização irrestrita e pela

Proposição 2.4.2, temos que Vyx(a,b) = (0,0). Consequentemente, se (a,b) é um

ponto estacionário, então é claro que suas derivadas parciais têm valor nulo em

(a, b). Assim somente falta provar a implicação

oada (a, b) =0=> var(a, b) = O,
Em vista da Proposição 2.4.2, nós podemos assumir que a £ O.

Logo

dm
da (a,b) = dx(a, 6) Aa, b)

= da.) 3 (1= pg) + = Mata)

0, sea <O
4(a):

1, sea>O0
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Logo, temos que, ou gx(a,b) = O ou Sr(a, b) = O.
Se d1(a,b) = O, então o resultado está provado.

Assuma então que aa, b) =0. Como brqg(a) > O, temos que

la lal jaaMes Verse dd)

a

Me.9

Entretanto

1 =081­—2————— =>
ll(a, b)| Va?+ b?

& va? +b­a=0

sa=/0º+b

Sal=o"+b

Sb =.

Mas isto implica que a > 0, b > O eab=0, o que faz com que dx(a,b) = O, provando
assim o item L.
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2. Em vista da Proposição 2.4.2 o resultado fica claro se a = 0. Com isso, assuma que

a FO.

Logo,

aTF) +(1= Mba(a)
—­ >O

>O

Analogamente,

OU» bai(e = na.) |» É ­ TETE) * (1 = Mara(b)
vv >O
>O

O próximo teorema nos dá uma condição para um ponto estacionário ser uma

solução do NC P(F).

Teorema 2.4.5. Assuma que x* é um ponto estacionário de V, tal que o Jacobiano

F'(x*) seja uma Po­matriz. Então x* é uma solução do NCP(F).

Prova 2.4.5. Note que,

i=1

Note também que,
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oO%, OM, + O, OF) + O, dFz + Oy, OF;

OW, MW.ÃOF + Ux + 041, OFa dA MOF; ++

oO, MNÃoOh  NWVxÃOF + Ox. , MVxOF,

o, N.omh MN OF, Vu, OF; UV, + UV, OF,dx,SF dn, aro, Cc taRO O nO AEROL
Logo,

VU»
Or)

E
Ox?

da
Or;

x i Ha
PP)

Agora, como x* E R" é um ponto estacionário de VU, temos que

dm
da

Analisando, cada componente de (2.8), temos que

t Vs0=VVWV(1*) = (x*, F(x*)) + F'(1*) TC F(1*)).
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da Ob

Pré­multiplicando a i­ésima equação por aSe (ri, FE(1*)), obtemos

(x, F(x*)) + [F'(1*)' F(1*))|i=0, Vi=1...,n

da
Ob

x |F'(1*)'

(at, Fla) Paços, (8) +
A

Ob

(as,FX”)
CA, F(X))) =0, Vi=1...,n. (2.9)

Assuma agora que a(x", F(x*)) £0. Por hipótese F'(x*) e, portanto, F'(x*)'
é uma Po­matriz. Assim, existe um índice io tal que Za (xt, Fi(x*))£0O e

%» * / ta Fala))(F'(0")
Por outro lado, temos que

CSa(a*,F(a"))ly, > 0.

IV» UV
——(x* * *») > 2.11(at, Fala") at (ah, Fo(2'))> O (211)

pela Proposição 2.4.4 item 2. E em vista da Proposição 2.4.4 item 1, (2.9) ­ (2.11), nós
obtemos

LUND Na, + "oBa io) Fio(z1)Em (3, Fio(")) =O0.
Pela Proposição 2.4.4 item 1

UNE Fi (1*)) =0O,

o que novamente pela Proposição 2.4.4 item 1 implica que diaDe (xi, Fio(x*)) = O, que con­
tradiz a escolha do índice io. Logo, dia (x*, F(x*)) = O, o que novamente pela Proposição
2.4.4 item 1, implica que Vx(x) = O que nos dá que x* é uma solução do NCP(F).

5

Teorema 2.4.6. Seja F uma Po­função diferenciável e x* um ponto estacionário de W,.

Então x* é uma solução do NCP(F).

Prova 2.4.6. O resultado segue do fato de que se F é uma Po­função diferenciável, então

sua matriz Jacobiana F'(x) é uma Po­matriz e do Teorema 2.4.5.
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2.5 Conjuntos de Nível

Nesta sessão apresentaremos definições e resultados sobre conjuntos de nível, os quais são

de extrema importância, pois quando limitados garantem a existência de pontos limites

para as sequências geradas pelos métodos de resolução do NCP(F).

Definição 2.5.1. Definimos o conjunto de nível c e denotamos por L(c) o seguinte con­

Junto

L(c)i= (fr ER" : Wa(r)<c).

Definição 2.5.2. Definimos o conjunto de nível factível e denotamos por L(c,F) o
seguinte conjunto

onde o conjunto F

F=(reR":r>0eF(r)>O),

denota o conjunto factível do problema de complementaridade não­linear NCP(F).

Vejamos agora resultados que garantem a limitação dos conjuntos de nível L(c).

Proposição 2.5.1. As seguintes sentenças são verdadeiras.

1. Se Crp(o) = (fr E Rº : Vpp(x) < c) é limitado para algum c > O, então L(C') é
limitado para c' = Nºc;

2. SeL:i=(xEeF:x'F(x)<c) é limitado para algum c > O, então L(c, F) é limitado
(1­2)?c?2

para C = *—

Prova 2.5.1... 1. Por definição temos que
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Pa(2) = Zllvec(Xdralas, Fi) + (1 Med ROLA?
1

> 22 Il re(o)||?

= AU pp(0).

Assim, para todo x E L(C'), temos que

Vr(z) < Ne.

Mas, por (2.12) e (2.13), vemos que

Assim, dividindo por Xº obtemos

Vre(r)<ec.

Portanto, x E Cre(c) e como Lrp(c) é limitado o resultado fica claro.

2. Como drp é não­negativa em F, temos que

91(2) = Zllvec(X6ralas Fi(2)) + (1— NaiF(0))?

> 3(1— XY) |vecta:;Fi(x))||?
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(1­2
2n

onde, a segunda desigualdade, segue do fato que ||z||1 < Ynllz|| para todo z E R”.

> (1ºF(x))?

Logo,

(1­2)?(2 F(1))º < Va(2).
Assim, para todo x E L(c', F), temos que

Mas, por (2.14) e (2.15), vem que

(1— x)?
2n

('F(1))! < 1,() < CMo,
2n

Consequentemente, dividindo­se por >, obtemos

(t'F(1))º <c

x'F(r)<c.

Portanto, x E L e como L é limitado por hipótese o resultado fica claro.

H

Lema 2.5.2. Seja F uma Po­função continuamente diferenciável e suponha que o con­

junto solução do NC P(F) seja não vazio e limitado. Então os conjuntos de nível

Lrpe(c) = (z ER": Vrpe(r) < ck,

são limitados para todo c positivo suficientemente pequeno.

Prova 2.5.2. Veja [7] Lema 4.3.
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Corolário 2.5.3. Seja F uma Po­função continuamente diferenciável e suponha que o

conjunto solução do NCP(F) seja não vazio e limitado. Então as curvas de nível L(c)
são limitadas para todo c suficientemente pequeno.

Prova 2.5.3. De fato.

O resultado se comprova imediatamente da aplicação do Lema 2.5.2 e da Proposição

2.5.1 item 1.

Corolário 2.5.4. Seja F uma função afim. Se o conjunto solução do NCP(F) é limitado,

então L(c, FP) é limitado para todo c> O.

Prova 2.5.4. Se o conjunto solução do NCP(F) é limitado, então o conjunto

treF:z'F(r)<c),

é limitado para todo c > O.

Logo, o resultado segue da Proposição 2.5.1 item 2.

HE

Proposição 2.5.5. Suponha que F é uma P­função uniforme. Então o conjunto de nível

Lrpe(c') é limitado.

Prova 2.5.5. Assuma que exista uma sequência (x*) tal que

lim ||&º|| = co
k—oo

V(") < V(xo).

Defina o conjunto de índices J = (i : (xk) seja ilimitado).
Como fx*Y é ilimitada, J £ Q.
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Tome (2º) uma sequência limitada definida da seguinte forma

O seiey,

xt se i É J.

Da definição de (2º) e da hipótese sobre F , temos que

nD (25)? = pl" — 2?
ieJ

< max (af = 25(R(2) — R(2))

é (F(2") — Fi(2"))

= ri(Fj;(2") — F;(2º))

= |13||F5 (2º) — F;(25)),

onde 1 é a constante positiva da definição de P­função uniforme e j é um dos índices

para o qual o máximo é atingido e o qual sem perda de generalidade, assumimos ser

independente de k. Como j E J, nós podemos assumir, sem perda de generalidade, que

fIzé|) — oo. (2.19)

Dividindo por |x*|, de (2.18) temos que

ulei| < |F(2º) — F;(2º)|.

Assim, como F;(z*) é limitado, implica que

(1E5(29)|) — oo.

Logo, de (2.19) e (2.20) temos que

lêre(z;, Fj(2"))| — oo,

34
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o que contradiz (2.17).

Daremos agora uma condição para que o conjunto L(c) seja limitado para todo
c>O.

Condição 2.5.1. Toda sequência (x*) tal que

Ilzº|| > oo, [­z*]] < oco e [­F(15)]+ < oo,

e que se cumpra

maxlzt), [F(2)]. — oo.
Teorema 2.5.6. Se a função F satisfaz a Condição 2.5.1, então os conjuntos de nível

L(c) são limitados para todo c > O.

Prova 2.5.6. De fato.

Assuma que exista uma sequência ilimitada fx*) & L(c) para algum c > O.
Como Vx(x") < c para todo k > O, a sequência (Urp(x")) é também limitada pela
demonstração da Proposição 2.5.1. Logo não existe um índice i tal que x&º — —oo ou
Fi(xt*) — —oo. Como F satisfaz a condição anterior, existe pelo menos um índice j fixo

em uma subsequência tal que [E], [F;(x1*)]+ — co.
Contudo, isto implica que Vx(x"*) é ilimitada, o que contradiz a hipótese.

HE

Para a função de Fischer­Burmeister e outras propostas a hipótese para se ter

conjuntos de nível limitados é que a função F seja uma P­função uniforme. O próximo

teorema garante que se F é uma P­função uniforme então a Condição 2.5.1 é satisfeita.

Teorema 2.5.7. Seja F uma P­função uniforme, então dada uma sequência (x*) tal que

Ilt*|| — oo, [­z"]+ < co e [­F(2"5)], < oo.
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maxlef: [FE], — co.
Prova 2.5.7. Como F é uma P­função uniforme sabemos que

max zé[F(2) — R(0)] > ullz*|/.
1<i<n

Como i E (1,...,n) temos que existe um índice j fivro e K CN tal que

max zé[F(zº) — R(0)] = zh[F(") — F;(0)], Vk E K.
1<i<n

Logo

TilF; (2º) — F;(0)] > pll|?.
Dividindo por ||x*||, temos que

LT:

k

Claramente, como ||x*|| > oco e Tim É limitado, temos que

|F5(2")| — oo.

Assim, como |F;i(x*)| — co e por hipótese, [­F(x*)]+ < co temos que

Fi(8º) = oo

zK
Logo, existe ko tal que ET >O0Vk>KkL,

kContudo, [x4], = x*, então

xilF(2º) — F(O0)); > plle"|?.

Portanto,

ei1+[F;(2))+ — oo.
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Um exemplo onde esta condição se cumpre mas a função não é uma P­função

uniforme é o seguinte. Tome a função F(r) = 1 e a sequência (r,) = k. Esta sequência

cumpre a condição mas a função não é uma P­função uniforme e de fato neste caso para

todo k E N

Vre(") = (F(t.) +, — /F(r1)º + 9)?

= (14+k­ V14+k)?

­ (RAS)O V1+E+V1+R

2

Logo, Lrg(1) é ilimitado.

Isto mostra que para conjuntos de nível a função de Fischer­Burmeister Penali­

zada é melhor do que a função de Fischer­Burmeister.

O próximo teorema mostra que yV, fornece um limite para o erro global para
um problema de complementaridade com uma P­função uniforme.

Teorema 2.5.8. Se F é uma P­função, então existe uma constante 17 > O tal que

Ile = "|| < 18% (1)
para todo x E R", onde x* é a única solução do NCP(F).

Prova 2.5.8. De fato. Chen, mostrou em [3] que (|| min(x, F(x)YX|| + [[]] [F(x))]) é um
limite para o erro global para o NCP(F) com F sendo uma P­função uniforme.
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Portanto, para todo x E R", temos que

le— "|

<

ni(I|l minto, F(x))| + [2)5 [F(2)].)?

t2(ll minfz, F(x)X||1 + [e] [F(0)),?
Tall minfz, F(x)) + vecf[z;].[Fi(x))+)?
73|| minto, F(x)) + vecflx;]4 [F;()]., )|l?
t3(|| minto, F(x) ||? + |lvecflx;l+[Fi(x)]4+)1P)

2 » | mintt;, Fi(x)J[x;]4[Fi(0))+
t3(Cº|| rB()||? + |lvecClxil+[Fi(0))+31?) + 2c » IdrB(xi,Fi())lei [Fi(0))+
T3(||ePrg(x) + vecí[z;]4[Fi(x)]+HH?)
T(31|APreg(x) + (1— A)vecf[z;l+[Fi()]4+H|?)
TV. (x),

onde a segunda e a terceira inequações seguem da equivalência das normas, a quarta

inequação segue do Lema 3.1 em [25] com c > O sendo uma contante. T1,T2,T13,T são
constantes positivas apropriadas que dependem da dimensão n, eT também depende de ».

Proposição 2.5.9. Se F é uma Po­função e o NCP(F) tem um conjunto solução não

vazio e limitado, então existe um ponto factível estrito para o NCP(F).

Prova 2.5.9. De fato. Para um parâmetro u > O fixo, defina

dre(a, bju):= a +b— Va? +b2+2u

Dpg(r;u) := vecíóre(ri, F;(r€);u)).

Note que, para u = O, grep(a, bju) e Pre(t;u) se reduzem as funções dre(a,b) e Pre(D)
respectivamente, e têm a seguinte propriedade

portanto

dre(a,bju)=0 Sea>0, b>0, ab=u,

drg(tju)=0 &S r>0, F(r)>O0, xiF(rd)=u Vi

38

PV
AVAVAY

5 6 7 unesp ”. 12 13 14 15 16 17 18



Pelo Lema 2.5.2, o conjunto de nível

Lrp(c):= (x E Rº | ||PBre(x)|| < c)

são não vazios e limitados para c > O suficientemente pequeno. Nós queremos mostrar

que isto implica na compacidade do conjunto de nível

Lre(c/2;u) = (rx E R: ||brB(t;u)|| < c/2)

para u > O suficientemente pequeno.

Para isto, primeiro observamos a seguinte relação para todo u > O, veja [11]

||dre(r) — Pre(t;u)|| < kVu, (2.21)

onde k := V2n.

Tome

u:=(c/(2k))º >O

então, para todo x E Lre(c/2;u), nós temos que

IIDre(o)|| < ||drg(x) — Dre(x;u)|| + |[|Oreg(;u)||

< kVu+c/2

=Cc

Consequentemente, x E Lrp(c) implica que L(c/2;u) é compacto. Além disso,

para toda solução x* do NCP(F), temos que

I|Pre(x";u)|| < ||dpp(1") — Dre(a";u)|| + ||OrB(1")|| < ku = c/2.

Isto implica que o conjunto de nível Lrp(c/2;u) é não vazio, pois o conjunto

solução do NCP(F), que é não vazio por hipótese, pertence ao conjunto de nível.

A aplicação contínua ||;>Dpr(.;u)|| portanto, atinge um mínimo global x, o qual

obviamente também é um mínimo global da correspondente função de mérito

1

Vre(r;u):= a rB(z;u)'Srg(x;U).
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Logo, xr, é um ponto estacionário desta função de mérito. Como F é uma Po­

função por hipótese, segue de [12] que x, é uma solução do sistema e equações não­lineares

Drg(rc;u)=0O0.

Em particular, x, satisfaz a condição 1, > O e F(r)>O. Logo, Tt, éum

ponto factível estrito para o NCP(F).
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Capítulo 3

O Problema de Inequações Variacionais

com Restrições de Caixa, VIP(F,.L,u)

3.1 Introdução

Problemas de Complementaridade são casos especiais de Inequações Variacionais. Neste

capítulo iremos tratar de uma generalização do Problema de Complementaridade Não

linear, o Problema de Inequações Variacionais com restrições do tipo caixa, ao qual nos

referiremos apenas por VIP­caira. Analogamente ao NCP(F) faremos uma reformulação
do VIP­caira para obtermos um problema de otimização irrestrita equivalente. Definições

e resultados teóricos serão apresentados.

3.2 Formulação do VIP­caixa

O Problema de Inequações Variacionais geral é definido da seguinte forma.

Definição 3.2.1. Sejam F : Rº — R" uma função de classe Cº e SQ) um subconjunto

do R", O Problema de Inequações Variacionais, denotado por VIP(F,9) consiste em

encontrar x* E €) tal que

(F(1),1r—x")>0 VreEN.

Neste capítulo iremos admitir como conjunto 6) apenas “caixas” contidas no R”,
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ou seja, ON= (rr ER": [<xr<u), onde L e u são vetores no Rº e —oo e oo, são valores
admissíveis para [l; e u;, respectivamente, 4 = 1,...,n.

A partir de agora usaremos a notação VIP(F,l,u) para denotar o Problema de

Inequações Variacionais com restrições do tipo caixa e vamos supor que o VIP(F, lu)
admite pelo menos uma solução.

Note que.

1. Se todo os limites são infinitos, ou seja, l; = —co e u; = oo para todo 1, é =1,...,n,

então o VIP(F,l,yu) = VIP(F,R"), que é equivalente ao problema de encontrar
uma solução para o sistema F(x) = O.

. Selj=0 eu =00 para todo 1, i = 1,...,n, então o VIP(F,l,yu) = VIP(F,R'),
que é equivalente ao Problema de Complementaridade Não Linear, NCP(F).

As Justificativas para as observações anteriores seguem abaixo.

. Sel; =—00 e u; = oo para todo 1, i = 1,...,n, então y := x — r* pode ser qualquer

vetor do R"”. Logo

o que implica que F(x*) = O.

A recíproca é trivial.

. Primeiramente, se x* é solução do VIP(F,R?), então

(F(1),r—x")>0 YrekR,.

Logo, pela factibilidade de x* temos que x* E R". e portanto x* > O.

Suponha agora que exista um índice 1, 1 € 1 =(1,...,n) tal que Fi(x*) <O.

Tome z E R"! da seguinte forma
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ImxT' te,

onde e; é a i­ésima coluna da matriz identidade ordem n.

Assim, como havíamos suposto inicialmente que x* é solução do VIP(F,R?) e
T E Rº), temos que

Absurdo, pois x* é solução do VIP(F,l,u). Portanto, F(x*) > O.

Mostremos agora que

(F("), 1”)

Com efeito.

Como z* é solução do VIP(F,R"), temos que

(F(r),1r—­x*)>0 VYreR,.

(F(1"),x)

Como 0 E R'1, temos que
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Mas, x* > 0 e F(x*) > O, logo

(F(2"),2º) > O.

Portanto de (3.1) e (3.2) (F(1*),x1*) =O.

Reciprocamente, para todo x* solução do NCP(F), temos que

1*>0, ,F(1)>0 e (1º, F(1*)) =O.

(F(1*),1”) < (F(1*),1) VT ER

0 < (F(1*),x) — (F(1*),x1*) VreRt

(F(r),r—x*)>0 VYVreR,.

Portanto, x* é solução do VIP(F,R").

O Problema de Inequações Variacionais não é um problema de otimização, en­

tretanto a cada VIP(F,9) está associado um problema de otimização linear teórico da
forma

sa. r€Es.

O próximo resultado mostra a equivalência do VIP(F,N) com o problema de

minimização (3.3).
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Teorema 3.2.1. Um ponto x* € QN) é uma solução do VIP(F,O)) se, e somente se, x* é

um minimizador global do problema (3.3).

Prova 3.2.1. Primeiramente, vamos admitir que x* é uma solução do VIP(F,9Y), logo

(F(r),r­x")>0 VYVre

(F(1*),1) — (F(1),1*) >O Vr€Q

(F(1*),1) > (F(1*),1*) VreN.

Logo, pela definição de minimizador global, temos que x* é solução do problema

(3.3).

Reciprocamente, se x* é um minimizador global de (3.3), então

(F(1*),2) > (F(1*),1*) Vr€O

(F(x*),x1) — (F(1),1º) >O Vref

(F(r),r­x1)>0 VYVref.

Portanto, x* é solução do VIP(F,O).

o

Começaremos agora a reformulação do VIP(F, 1, u) como um problema de otimiza­

ção prático. Para isto utilizaremos a estrutura especial das restrições do tipo caixa.

Como visto anteriormente, o VIP(F,l,u) consiste em, dada uma função

F:Rº­R", Fe CI, encontrar x* pertencente a caixa, tal que

(F(x),r—­x2)>0VYx,l<xr<u.
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Primeiramente, vamos escrever o conjunto factível do VIP(F,l,u) da seguinte

maneira.

onde Ji, 1, e 1, são subconjuntos disjuntos de ] = (f1,...,n), os quais correspondem as
variáveis com limites inferiores e superiores, somente limites inferiores e somente limites

superiores, respectivamente.

Iremos assumir que todos os limites são finitos, ou seja, —oo < |; e u; < oo para

1 ELT.ULRUI,.

Vamos denotar por 1; o conjunto de índices das variáveis livres, ou seja, as va­
riáveis sem limites inferiores e nem superiores.

Note que

If := NU UU IL).

Denote por I; o complemento de TI; no conjunto 7, logo

I; = N,=TIKURkUl,

A partir dessa notação podemos escrever o conjuto £) da seguinte forma

< TF; iehxh |
U; i E Ih

livre 1 E ; J
Agora, valendo­se da estrutura de 92), vamos reformulá­lo como a não negatividade

de uma função g : Rº — R"", com m := 2/Ir.| + |71] + |/.|, onde gq é definida da seguinte
maneira.

rn;­l (iel)

u­xn (1€ IL)

x; — lh (i E 1)

u­xxn (iel)
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É claro que um ponto x E 9) se, e somente se, g(r) > O, ou seja,

N=íreR":g9(r)>0).

A título de não sobrecarregar a notação vamos assumir que o vetor variável r e

o operador F estão ordenados como a seguir

TT =(Ts, Tu Lt Lu) e F=(F, FF, Fy),

onde xr; representa £,, e assim sucessivamente.
Fazendo uso desta notação é fácil ver que Vg(x) é uma matriz nxm, independente

da variável x dada por

0 0 0 O

Em En 0 O

0 o E O

o 0 0 —E,

Vo(r) =

Onde as submatrizes E's indicam matrizes identidades cujas dimensões são com­

patíveis e Vg(x) denota o Jacobiano transposto.

Levando­se em conta o Teorema 3.2.1 e a nova representação do conjunto £S2

obtemos o seguinte problema de otimização equivalente ao VIP(F,l,u)

min(F(x*),x) (3.4)

sa. gír)>O.

Assim, podemos estabelecer as condições de KKT para o Problema 3.4 que são

dadas por

F(r1) — Vo(r):z =

z > 0,9(7) > O.

Iremos nos referir ao sistema (3.5) apenas como condições de KKT do VIP(F,l,u).
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O próximo resultado ressalta que as condições de KKT acima são totalmente

equivalentes ao problema original VIP(F,l,u) no sentido que um ponto x* é uma solução
do VIP(F,l,u) se, e somente se, existe um vetor z2* € R" tal que (x*, 2*) satisfaz o sistema

(3.5).

Teorema 3.2.2. Um ponto x* é uma solução do VIP(F,l,u) se, e somente se, existe um
vetor 2* E R" tal que (x*, 2*) é solução de (3.5).

Prova 3.2.2. Pela converidade do problema (3.4) temos que as condições de KKT (necessárias
de primeira ordem) são também suficientes, caracterizando assim, a total equivalência en­

tre o problema (3.4) e o sistema (3.5). Portanto, pelo Teorema 3.2.1 o resultado fica claro.

H

Analisando o sistema KKT (3.5) podemos observar que as duas últimas condições

nada mais são do que um problema de complementaridade não linear. Vamos então

nos beneficiar da reformulação feita no capítulo anterior utilizando a função de Fischer­

Burmeister Penalizada para reformular as condições de KKT (3.5) como um sistema não

linear homogêneo D,(w) = O. Logo

$dx(Im(D), Zm)

euw=(r,2) ER”.

Associado ao sistema (3.6) está a função de mérito natural W,(w), definida por

Ea(1) = 2|[0(20)||.
O próximo resultado evidencia a equivalência entre soluções do VIP(F,l,yju) e os

minimizadores globais de WY,.

Teorema 3.2.3. Um ponto w* E R"t" é uma solução do sistema (3.5) se, e somente se,

w* é um minimizador global de Ux com valor objetivo Vx(w*) = O.
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Prova 3.2.3. Primeiramente suponha que w* é um minimizador global de Vx(w) e

Vw") = O, logo

llOa(P=0

3 (Pal), Gal”) = O

(Pa(w"), Pa(W")) = O.

dígi(x),2:) = O Vi, i=1...,m.

E como, dx é uma NCP­função temos que w* satisfaz o sistema (3.5), logo o

resultado segue.

Reciprocamente, se w* satisfaz (3.5), então

F(x*) — Va(t*)2* = O

(2*)'g(x") = O

z* > 0, ,g(1) > O

Como dx é uma NCP­função, temos que

e, consequentemente

Portanto, w* é um minimizador global de VW.
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Corolário 3.2.4. Um ponto w* = (x*,2*) E RP" é um minimizador global de UV, com

valor objetivo Ux (w") = O se, e somente se, x1* é uma solução do VIP(F,l,u).

Prova 3.2.4. O resultado segue diretamente a partir da aplicação dos Teoremas 3.2.2 e

3.2.3

Uma vez que a maioria dos métodos usados para encontrar pontos de mínimo de

funções convergem para pontos estacionários das mesmas, que nem sempre são mínimos

globais, faz sentido a seguinte questão: sob quais hipóteses um ponto estacionário de 9,

é um ponto de mínimo global e, portanto, uma solução do VIP(F,1,u)?

Teoricamente, esta é a mais importante questão neste capítulo, pois caracteriza

soluções do VIP(F,l,u) como pontos estacionários de V,.

Teorema 3.2.5. Seja w"* = (x*,2*) E Rº" um ponto estacionário de UV,. Assuma que

1. VF(x*)s; é não singular e;

2. o Complemento de Schur VF(x*)/VF(x*)s; é uma Po­matriz.

Então, VV) (w") =0 e x* é solução do VIP(F,l,u).

Prova 3.2.5. De fato.

Primeiramente, vamos particionar os vetores w e BPx(w) da seguinte maneira

w=(rsn,TR 2)

onde A denota Vg(rx).
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Logo,

Pas, 7,2) = I(P(2) = Ad)IP + 3I0P(0) — A) + DO 26860),2)
Assim,

Via, Pat, x17,2) = (F(1)— Az)s.

oF
Or;

OF;
VejVa(ts, 15,2) = (F(x1) — Az); Er

+óslai(o),1)­5 5 (01(9), 21)­52mí) I)+...+

+da(9n(2), tm). got (am(2), em E)
OA Id»

Consequentemente, denotando­se

(F(x) — Az); := L(x1,2)s =: Ly

(F(r) — Az); = L(x,2)j =: L;

vecígi(gi(x), zi) 1 i =1,...,m = dr(9(1),2) = dx,

VF(z)sL; + VF(x);5L;
VF(x)j;L; + VF(x)j;L; + Var (r)Da(w)dx |»

—V'gr(x) + Dsi(w)ds
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onde Da(w) e Dyi(w) são matrizes diagonais com elementos

alia NL a(2)a; (1 La):+a A)lzil+[9:(D)]4

i(x)º + 2?
Zi ,= É ­Tn + (1— Mai) [214gi

respectivamente.

Assim, pela hipótese de que w" = (x*,2*) é um ponto estacionário de V,, temos

VF(1º)L++VF(1),jL+=0

VEF(2")j5Ly + VF(2º) 5715 + Vgr (2º)Da(w")d5 =0

—Vgr (2*)' Lt + Di(w")65 =0.
E como, VF(x*)s; é não singular, obtemos de (3.7) que

Li = —VF(º)])VF(1º)y5LS.
Logo, substituindo em (3.8), vemos que

(VF(x*)j] — VF(1º)gVF(xº)3VF(2)AL + Voz (z)Da(w")di=0. — (3110)
Assuma sem perda de generalidade que as matrizes diagonais Da(w*) e Di(w*) são

não singulares, com elementos diagonais positivos (isto se deve ao fato de que o i­ésimo

elemento da diagonal é sempre multiplicado pelo elemento correspondente gx(g:(T*), 2i))

o qual é igual a zero se o elemento diagonal é igual a zero, assim trocando­se os elementos

diagonais nulos nada muda em (3.7)­(3.9).

Logo, (3.9) é equivalente a
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dj = Ds(w") Var (1º)'Li,
que junto a (3.10) implica em

(VF(2*)/VF(1*)ss + Var (2)Da(w")Ds(w")(Voz (1º))')LF=0. (3.11)
D

Agora, levando­se em conta a estrutura de Vg(x*) e que as matrizes D.(w) e
Dpy(w) são definidas positivas , é fácil ver que D é uma matriz diagonal definida positiva.

Usando este fato e a hipótese de que o Complemento de Schur VF(x*)/VF(1*)s;
é uma Po­matriz, obtemos que o sistema linear em (3.11) é não singular, veja [5] Teorema

3.3. Logo Ly =0 é a única solução de (3.11). Assim, devido a (3.7) e (38.9), temos que

Consequentemente, Dx(w*") = 0 e Uyi(w") = O.

Portanto, x* é solução do VIP(F,l,u).
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Capítulo 4

O Problema de Inequações

Variacionais, VIP(F,O)

4.1 Introdução

Nos capítulos anteriores tratamos de casos particulares de problemas de inequações varia­

cionais, que foram: o problema de complementaridade não linear e o problema de ine­

quações variacionais com restrições do tipo caira, onde nós os reformulamos como um

problema de otimização equivalente.

Seguindo esta mesma linha de raciocínio, vamos estabelecer resultados análogos

para um problema mais geral, onde o conjunto 62 é formado por restrições lineares de

igualdade e por restrições de desigualdade.

4.2 Formulação do VIP(F, O)

O problema de inequações variacionais tratado neste capítulo é definido exatamente como

no capítulo anterior com diferença apenas no conjunto £$) que aqui é dado por

= (reR":Ar =beg(r)>O),

onde À E RP” eg: R" — R" é convexa e pelo menos continuamente diferenciável e

vamos admitir também que o conjunto € satisfaz alguma “constraint qualification”.

o4
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Tendo em vista o novo conjunto 9), vamos caminhar no mesmo sentido do capítulo

2 para reformulá­lo como um problema de otimização equivalente.

Assim, de acordo com o Teorema 3.2.1, temos que x* é uma solução do VIP(F,9)
se, e somente se, r* é uma solução do problema

min(F(x*),x)

sa. res.

Logo, valendo­se da estrutura do nosso conjunto N, vemos que x* deve ser solução

do problema

g9(x) > O.

Agora, aplicando­se as condições de KKT ao problema (4.1) obtemos o seguinte
sistema

F(x)+ A'y— Va(r)z = O
Ar —b=0

z'9(x) = O

2 20, g9(7)Z2O.

(4.2)

O próximo teorema mostra a total equivalência entre o sistema KKT (4.2) e o

problema VIP(F,O).

Teorema 4.2.1. Um ponto x* é uma solução do problema VIP(F,91) se, e somente,

eristem y* E RP? e 2* E R” tais que (x*,y*,2*) satisfazem o sistema KKT (4.2).

Prova 4.2.1. Analogamente a demonstração do Teorema 3.2.2

Analogamente ao capítulo 3, temos que as duas últimas condições no sistema (4.2)

nada mais são que um problema de complementaridade não linear. Assim, vamos então

utilizar a função de Fischer­Burmeister Penalizada para reformulá­las, logo o sistema KKT

pode ser reescrito como
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F(x) + A'y— Vo(t)z = O
Ar —b=O

daln(r),21) =0

dr(Im(X), 2m) = O.

Vamos denotar o sistema (4.3) por $.(t) = O, onde t = (x,y,2) E RPATM

Associado à função Dy(t) está a função de mérito V,(t), definida da seguinte
maneira

91(0) = 21190.
Assim,

1 1 1
(8) = Z|[F(0) + Ay — Vala)a|? + 2114 — o) + 3 di(gi(0), 2)

i=]1

O próximo resultado evidencia a equivalência entre soluções do VIP(F,N) e os

minimizadores globais de VW, (t).

Teorema 4.2.2. Um ponto t* = (x*,y*,2*) é uma solução do sistema (4.2) se, e somente

se, t* é um minimizador global de UV, com valor objetivo zero.

Prova 4.2.2. Analogamente à demonstração do Teorema 3.2.3.

Como a busca por minimizadores globais é um trabalho muito difícil, especial­

mente em problemas de grande porte, é interessante caracterizar pontos estacionários da

função de mérito como soluções do VIP(F,9).

O próximo teorema relaciona pontos estacionários de Wx(t) como soluções do

VIP(F,O).

Primeiramente, vamos definir a matriz K como sendo a matriz cujas colunas

formam uma base para o núcleo de A.

Teorema 4.2.3. Se t* = (x*,y",2*) E RPM é um ponto estacionário de U,(t) e

K'[F(1) +)" yiVg()|K > O.
1=1
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Então, x1* é uma solução do VIP(F,S).

Prova 4.2.3. Como t* é um ponto estacionário de Vx(t), temos que

VU (1) =0.

1 1 1Va(8) = Z|[F(z) + A'y — Valz)a|? + 2 Az — bIP +23 (a(o),21)
i=l

­ 36 + [44]; — [Val2)2]I)?º +DOAbi+>di(gi(0), z
i=1l

temos que

(>Vºgi(x)zi)(F(x) + Ay — Vo(r)z) + A'(Ax — b) + Vo(x)
V,VU (t)= A(F(x2)A'y — Vo(x)z)

V.Y (t) = —V'g(1)(F(x) + A'y — Va(x)z) + De(t*)ds

onde D,(t*) e Di(t*) são como no capítulo anterior.

Logo, como t* é um ponto estacionário de W,, temos que

VV(t) >Vºgi(x* x*)+

Ay" — Valíz")2") + A'(Ax* — b) + Vi9(x")Da(t*)os = O.

V,Va(t) = A(F(1º)A'Y* — Va(1*)2*) = O.

V.91(t) = —V'g(1")(F(1) + AY* — Va(2º)2*) + De(tº)63 = 0.
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Para facilitar a demonstração vamos denotar

P=F(1)' =X Vox):
i=l

s=F(1)+ AY — Vo(1*)z.

Assim, podemos escrever o sistema VV, (t*) = O como

Ps + A'(Ax* — b) + Vig(x*)Dagi = 0

—V'g(1*)s + Didi =0.

Logo, multiplicando­se (4.5) por s!, obtemos

s'[Ps + A'(Ax* — b) + V'g(z)Dagi] = O.

Mas por (4.6), s E N(A), logo de (4.8) vemos que

s'Ps = —s'Vo(x)Da(t)OS.

E por (4.4), temos que

s'Ps = A Dv(t*) Ds (t)os < 0,

pois Dy(t*)Dy(t*) > O, como visto no capítulo anterior.

Agora, usando a hipótese de que K'PK > 0 e que s E N(A), temos que s = O,
logo

F(x*) + A'Y* — Vo(r*)z = O.

E por (4.7) e (4.5) temos respectivamente que

Deft)d1=0
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Axr*—b=O0.

Portanto, V.(t*) = O e consequentemente x* é uma solução do VIP(F,9).

Note que na demonstração do teorema anterior não foi requerido a convexidade

das funções g!s, caracterizando assim, uma vantagem em relação à estratégia apresentada
por Andreani, Friedlander e Martínez em [1].
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Capítulo 5

Experimentos Numéricos

5.1 Introdução

Neste capítulo vamos descrever o método usado para a resolução dos problemas estudados

nos capítulos anteriores e mostrar resultados numéricos de vários problemas presentes na

literatura, entre eles, alguns problemas propostos nas bibliotecas MCPLIB e GAM­

SLIB, além de alguns problemas encontrados em [24].

5.2 Descrição do Algoritmo

Nosso algoritmo foi implementado em MATLAB 6.5 e testado em um computador AMD

ATHLON XP (tm) ­ 2000 com 256MB de memória RAM. O comando ““fminsearch”
do MATLAB foi usado para minimizar a função penalizada V,(r), este comando necessita

dos seguintes parâmetros: a função a ser minimizada e o ponto inicial para o ínicio dos

cálculos . Para cada teste os valores de À testados são, à = 0.1, À = 0.3, À = 0.5, À = 0.7,

ÀA=0.9e€ A=1 0 qual representa a função de Fischer­Burmeister sem penalizaçãoo. Os

critérios de parada usados no método são número máximo de iterações (100.000), número

máximo de avaliações da função (100.000) e tolerância no valor da função (107%), todos
com relação a função de mérito Vx(x).
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5.3 Problemas Propostos

Em nossa gama de problemas procuramos inserir tanto problemas clássicos da literatura

sobre o tema, como alguns dos problemas das bibliotecas GAMSLIB e MCPLIB,

quanto problemas de outras fontes.

As tabelas contendo os resultados numéricos foram elaboradas da seguinte maneira:

PI: mostra o ponto inicial dado para o início do algoritmo;

À: mostra os valores de À que foram utilizados;

Ts: mostra a solução encontrada pelo algoritmo;

Vr(rs): mostra o valor da função Vx(rs) no ponto x;
it: mostra o número de iterações;

fcalce: mostra o número de avaliações da função VW,;

tempo (s): em segundos, mostra o tempo transcorrido do ínicio até o fim do

programa.

E: indica que houve um estouro no número de interações.

­: indica que o valor objetivo do ponto que a implementação encontrou esta longe
de zero não sendo assim uma solução do problema.
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5.3.1. Problema de Complementaridade Não Linear

1. Kojima­Shinido n=4 [23]

3rº + 2x1ra +273 +x3+3x1­6

F(r)= 277 +x1+xT73+10r;g+2x%,—­2
3r? + Xr1xo+ 272 +2x;+Ix,­91 2

Ti +3xr3+2x%3+3xt1,­3

Ts P(xs)
(1.22 ­0.00 ­0.00 0.50) 4.6204e­026

(1.22 ­0.00 ­0.00 0.50) 1.41520­025

(1.22 ­0.00 ­0.00 0.50) 3.0674e­025

(1.22 0.00 ­0.00 0.50) 1.4205e­025

(1.22 ­0.00 ­0.00 0.50) 1.31890­025

(1.00 ­0.00 3.00 0.00) 4.2002e­026

(­1.35 ­0.34 ­0.05 0.33)
(1.22 ­0.00 ­0.00 0.50) 9.3205e­026

(1.22 ­0.00 ­0.00 0.50) 1.6084e­025

(1.00 ­0.00 3.00 0.00) 4.6139e­026

4.5989e­026(1.22 0.00 0.00 0.50)
(1.22 0.00 0.00 0.50) 8.0718e­026

(10 10 10 10)

0.11 ­0.62 6.85 ­0.62)(­

(­0.11 ­0.62 6.85 ­0.62)

(1.00 ­0.00 3.00 ­0.00) 9.0952e­026

(1.00 ­0.00 3.00 ­0.00) 3.4673e­025

1.00 ­0.00 3.00 0.00) 1.0107e­025(

(0.00 2.13 ­0.27 0.13)

5

Tabela 5.1: Kojima­Shinido n=4
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2. Fukushima n—=3

2x, + 0.273 — 0.5%x2 + O0.1r3 — 41

—O0.5%1 + 12 + 0.123 + 0.5

Lf V(rr) it

(1.64 0.32 ­0.00) 1.4122e­026 240

(1.64 0.32 0.00) 7.5439e­026 208

(1.64 0.32 0.00 ) 5.7489e­026 206

(1.64 0.32 0.00) 6.7429e­027 185

(1.64 0.32 ­0.00) 1.5582e­025 181

(1.64 0.32 0.00) 1.6360e­025 189

(1.64 0.32 ­0.00) 2.4636e­025 254

8.9686e­026 238(1.64 0.32 0.00)

(1.64 0.32 0.00) 1.3809e­026 226

(1.64 0.32 ­0.00 2.5634e­026 200)

(1.64 0.32 ­0.00) 2.6640e­026 192

(1.64 0.32 0.00) 3.4796e­025 210

­(10 10 10)

(1.64 0.32 ­0.00) 6.8414e­026 260

1.64 0.32 0.00) 1.6568e­025 240

2.8046e­026 234

(

(1.64 0.32 0.00)

(1.64 0.32 0.00) 4.6933e­026 205

(1.64 0.32 ­0.00 ) 4.89320­026 217

(1.64 0.32 ­0.00) 9.1462e­026 219

5

Tabela 5.2: Fukushima n=3
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3. Hilbert n=5 [2]

(a
1/2

1/3

1/4

1/5

1/5|
1/6 Ta

1/7 3

1/8 Ta

1/9| Vas/
Ts Ví(xs)

1.00 ­0.00 0.00 ­0.00 ­0.00 1.7546e­016

1.00 ­0.00 0.00 ­0.00 ­0.00 9.2030e­019

1.00 ­0.00 0.00 ­0.00 ­0.00 2.9772e­021

1.25220­024

1.00 ­0.00 ­0.00 ­0.00 0.00 1.8285e­020

( )

( )

( )

(1.00 ­0.00 ­0.00 ­0.00 0.00)

( )

(1.00 0.00 ­0.00 ­0.00 ­0.00) 4.6289e­021

(1.00 ­0.00 ­0.00 ­0.00 0.00) 1.7516e­021

(1.00 0.00 ­0.00 ­0.00 ­0.00) 6.8686e­011

(1.00 0.00 0.00 ­0.00 ­0.00) 8.8402e­020

(1.00 0.00 ­0.00 0.00 ­0.00) 3.6221e­023

(1.00 0.00 ­0.00 ­0.00 ­0.00) 5.09106e­020

(1.00 ­0.00 ­0.00 ­0.00 0.00) 2.6040e­017

1.00 ­0.00 ­0.00 ­0.00 0.00) 1.9740e­022

1.9480e­019

(

(1.00 ­0.00 ­0.00 ­0.00 0.00)

(1.00 ­0.00 ­0.00 ­0.00 0.00) 1.3102e­018

(1.00 0.00 0.00 ­0.00 ­0.00) 8.3303e­022

(1.00 ­0.00 0.00 ­0.00 ­0.00) 1.3603e­023

(1.00 ­0.00 0.00 ­0.00 0.00) 3.3573e­021

Tabela 5.3: Hilbert n=5
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4. Fathi n=5 [6]

2 2 2 2
6 6 6

6 9 10 10

6 10 13 14

10 1 17)

5. Harker Nash Cournot n=5 [10]

c=|[10 8 6 4 2];

b=[1.21. 10.9 0.8];
L=[55555];

e=[11111];

1=11
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Ts V(xs)

(1­11­11)

(1.00 ­0.00 ­0.00 ­0.00 ­0.00) 2.82620­022

(1.00 ­0.00 ­0.00 ­0.00 ­0.00) 3.3424e­025

(1.00 ­0.00 0.00 ­0.00 0.00) 6.3040e­026

(1.00 0.00 0.00 ­0.00 0.00 ) 6.1536e­026

(1.00 ­0.00 ­0.00 0.00 0.00 ) 3.4767e­026

(1.00 0.00 0.00 0.00 ­0.00) 4.58820­026

(0 10 10º 10º 10º)

(1.00 ­0.00 ­0.00 ­0.00 ­0.00) 2.5749e­026

(0.35 ­116.11 193.82 ­165.28 60.54)

(0.09 0.09 0.19 0.09 ­0.01)
(1.00 ­0.00 ­0.00 ­0.00 ­0.00) 1.3477e­025

(­0.53 0.40 0.21 0.16 0.14 )
(0.05 0.12 0.12 0.11 0.11)

­(50 430 21)

1.00 ­0.00 ­0.00 ­0.00 ­0.00) 6.9454e­025

1.9136e­025

(

(1.00 ­0.00 ­0.00 ­0.00 ­0.00)
(1.00 ­0.00 ­0.00 ­0.00 ­0.00) 1.4159e­026

(1.00 ­0.00 ­0.00 ­0.00 0.00) 6.6492e0­026

(1.00 0.00 0.00 0.00 0.00) 2.63720­026

( 1.00 0.00 0.00 ­0.00 0.00) 3.79550­026

5

Tabela 5.4: Fathi n=5
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Ts V(xr)

(15.43 12.50 9.66 7.17 5.13 1.6508e­021)

(15.43 12.50 9.66 7.17 5.13 ) 6.1712e­024

15.43 12.50 9.66 7.17 5.13 6.6996e­026

15.43 12.50 9.66 7.17 5.13 3.8394e­026

7.1449e­026

15.43 12.50 9.66 7.17 5.13 2.9207e­026

)

)

15.43 12.50 9.66 7.17 5.13)

)

) 7.9997e­018

15.43 12.50 9.66 7.17 5.13) 1.2795e­024

15.43 12.50 9.66 7.17 5.13) 1.1286e­024

15.43 12.50 9.66 7.17 5.13) 4.6641e­025

(

(

(

(

(15.43 12.50 9.66 7.17 5.13

(

(
(

( 15.43 12.50 9.66 7.17 5.13) 7.1506e­026

(15.43 12.50 9.66 7.17 5.13 ) 1.4311e­025

10(1­11­11)

15.43 12.50 9.66 7.17 5.13 2.7711e­021

1.2157e­025

1.2115e­025

(

(15.43 12.50 9.66 7.17 5.13

(

(15.43 12.50 9.66 7.17 5.13

)

)

15.43 12.50 9.66 7.17 5.13)
) 2.0365e­025

(15.43 12.50 9.66 7.17 5.13 ) 5.8904e­026

(15.43 12.50 9.66 7.17 5.13) 1.2571e­025

5

Tabela 5.5: Harker Nash Cournot n=5
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5.3.2 VIP­Caixa

1. Fukushima n=3

2x1 + 0.22] — 0.5%29 + 0.173 — 4
F(r) = —O0.5x71 + 12 + 0.123 + 0.5

0.5x, — 0.2x9 + 273 — 0.5

NMi=(reR:­1<rI<1)

Na =(reR:2<x1)<3, n>1,1;3<1)

2. Murty n=5 |C]

(1

1)

| O
NM =fÍíreRº:ix0l<xr <1,i=1...,n)

M=(reR:­1<x1<1)
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Ts V(rs) it

(1.00 ­0.00 0.00) 7.4339e­022 12223

(1.00 0.00 ­0.00 ) 2.8746€­025 4359

(1.00 ­0.00 ­0.00) 7.0800e­026 2202

1.8217e­025 1865(1.00 0.00 ­0.00)
(1.00 0.00 0.00 ) 9.1671e­026 2266

(1.00 0.00 0.00) 1.0897e­025 1895

(1.00 0.00 ­0.00) 5.3928e­020 15790

1.00 0.00 0.00) 2.8794e­025 3104

1.00 0.00 0.00) 2.6999e­026 2777

6.4885e­026 2346

1.00 0.00 0.00) 1.2063e­024 2799

(

(
(1.00 ­0.00 ­0.00 )

(

( 1.00 0.00 ­0.00) 2.6036e­025 2959

1.0632e­018 12029(1.00 0.00 0.00)
(1.00 0.00 0.00) 1.7590e­024 3826

1.00 0.00 ­0.00) 1.2675e­025 2583

9.0624e­026 1866

(
(1.00 ­0.00 0.00)

(1.00 0.00 0.00 ) 1.2908e­025 1865

(1.00 ­0.00 ­0.00) 8.6599e­026 2220

5

Tabela 5.6: Fukushima O,
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Tf V(rs) it

(2.00 1.00 ­0.15 7.7450e­026 2806

(2.00 1.00 ­0.15 1.4997e­025 1507

(2.00 1.00 ­0.15 8.4853e­026 1102

2.00 1.00 ­0.15 2.2665€­025 1099

1.0239e­025 1143

2.00 1.00 ­0.15 4.5488e­026 1270

1.4546€­024 3740

2.00 1.00 ­0.15 1.9063e­025 1599

2.00 1.00 ­0.15

)

)

)

)

2.00 1.00 ­0.15)

)

)

)

)

(

(

(

(2.00 1.00 ­0.15

(

( 4.3632e­026 1238

( 2.00 1.00 ­0.15 ) 3.4707e­026 1540

2.00 1.00 ­0.15 1.01950­025 1585

2.00 1.00 ­0.15 5.9674e­025 2626

3.6195e­024 4264

2.00 1.00 ­0.15 1.1276e­025 1959

( )
( )

(2.00 1.00 ­0.15)

( )

(2.00 1.00 ­0.15) 7.1054e­026 1499

(2.00 1.00 ­0.15 ) 5.9566€­026 1224

(2.00 1.00 ­0.15) 1.10910­025 1491

(2.00 1.00 ­0.15) 1.2199e­025 4399

5

Tabela 5.7: Fukushima 9,

6 7

PV
AVAVAY

unesp”* 12 13 14 15 16 17 18



Lf Vir)

(­0.01 0.02 0.11 0.20 0.82)

(0.10 0.20 0.30 0.40 1.00 7.6953e­024

(0.10 0.20 0.30 0.40 0.99 2.4158e­006

(0.10 0.20 0.30 0.40 1.00 1.13120­025

(0.09 0.19 0.30 0.66 0.97

)

)

)

(0.08 0.17 0.28 0.37 0.89 )

)

)(0.06 0.08 0.15 0.33 0.91 3.2830e­0D04

(0.10 0.20 0.30 0.40 1.00) 4.0383e­020

(0.10 0.20 0.30 0.40 1.00 ) 1.6993e­025

(0.10 0.20 0.30 0.40 1.00 2.0255e­025)

(0.06 0.12 0.18 0.30 0.56)
(0.07 0.13 0.22 0.32 0.67)

(0.03 0.02 ­0.01 0.14 0.70 )
(0.10 0.20 0.30 0.40 1.00 1.2636e­006

0.10 0.20 0.30 0.40 1.00 1.0511e­024

2.3015€­025

)

( )

(0.10 0.20 0.30 0.40 1.00)

(0.43 0.16 0.20 0.21 0.58)

(0.10 0.19 0.64 0.45 0.95)

5

Tabela 5.8: Murty ON,
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Ts V(rr)
0.97 ­0.98 0.99 ­1.00 1.00 2.2087e­007( )

(1.00 ­1.00 1.00 ­1.00 1.00) 5.3311e­014

(­0.72 0.61 ­0.26 ­0.03 0.61)

(1.00 ­1.00 1.00 ­1.00 1.00) 1.2071e0­023

(­0.85 1.10 ­0.88 0.42 0.46)

(­0.76 0.69 0.54 0.82 ­0.59

(1.00 ­1.00 1.00 ­1.00 1.00) 1.0096e­009

(0.09 0.06 ­0.51 0.82 0.00)

( 1.00 ­1.00 1.00 ­1.00 1.00) 5.7197e­019

(1.00 ­1.00 1.00 ­1.00 1.00 2.8025e­023

6.9738e­021

)

(1.00 ­1.00 1.00 ­1.00 1.00 )
(­0.97 0.97 0.00 ­0.99 1.00)

(­0.57 0.39 ­0.11 ­0.22 0.70) 9.1020e­004

(1.00 ­1.00 1.00 ­1.00 1.00 8.8281e­021

(1.00 ­1.00 1.00 ­1.00 1.00 1.8195e­019

1.7160e­023

)

)

1.00 ­1.00 1.00 ­1.00 1.00)

) 2.9954e­024

(

(1.00 ­1.00 1.00 ­1.00 1.00

( 1.00 ­1.00 1.00 ­1.00 1.00) 2.4740e­023

5

Tabela 5.9: Murty Sl,
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5.3.3 VIP Geral

1. Braess n=5 [18]

N=(reR:Br=ber>0)

onde

2. FfFukushima n=3

2x1 + 0.27? — 0.5%9 + 0.173 — 4
F(r) = —O0.5%,1 + xa +O0.123 + 0.5

N=(íreR:17+0473+0.6x3—­1<0)
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Lf V(xs)

(4.00 2.00 2.00 2.00 4.00 1.3049e­018

(4.00 2.00 2.00 2.00 4.00 1.4543e­024

(3.83 0.17 1.83 0.00 0.01

1.3263e­025

(4.00 2.00 2.00 2.00 4.00 8.1054e­025

(4.03 1.45 1.21 2.32 2.14

)

)

)

(4.00 2.00 2.00 2.00 4.00)

)

)

)(4.00 2.00 2.00 2.00 4.00 7.6498e­020

(0.01 0.00 0.01 0.00 0.06)

(0.85 0.03 2.22 0.14 3.90)
(2.92 0.04 0.08 0.04 2.95)

4,00 2.00 2.00 2.00 4.00 8.8969e­026

4.00 2.00 2.00 2.00 4.00 2.8003e­025

4.00 2.00 2.00 2.00 4.00 2.5599e­024

(
(

(2.94 0.02 0.18 0.01 0.93

(

(

(3.01 0.08 0.19 0.08 2.82

(4.00 2.00 2.00 2.00 4.00 4.9693e­025

)
)

)
)

2.99 0.00 0.01 0.00 3.00 )

)

)

)(2.70 2.12 1.60 1.48 4.05

Tabela 5.10:
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rf V(xs) it

(1.00 0.00 ­0.00) 5.1847e­026 631

(1.00 0.00 0.00) 1.0394e­025 533

(1.00 0.00 0.00) 1.6755e­026 536

(1.00 ­0.00 ­0.00) 3.1667e­026 499

(1.00 ­0.00 0.00 4.9759e­026 454

(1.00 ­0.00 0.00 4.79008e­026 469

4.5941e­026 420

(1.00 0.00 ­0.00 7.5343e­026 327

)

)

(1.00 0.00 ­0.00 )

)

)(1.00 0.00 ­0.00 7.6743e­026 321

(1.00 ­0.00 0.00) 3.5566€­026 302

(1.00 0.00 0.00) 3.1263e­026 267

(1.00 ­0.00 ­0.00) 5.2109e­026 293

(1.00 0.00 ­0.00) 3.4571e­025 399

(1.00 0.00 0.00) 4.1960e­026 372

1.00 0.00 ­0.00) 3.9872e­026 364

7.7354e­026 292

6.1133e­026 298

(

(1.00 ­0.00 0.00)

(1.00 ­0.00 0.00)

(1.00 0.00 ­0.00) 4.4431e­026 327

5

Tabela 5.11: Fukushima n=3
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3. Harker Nash Cournot n=5 [19]

F(x) = [e + Lx! — p(Q)(e — 7
c=[108 6 4 2];
b=[1.21.10.9 0.8];
L=[55555];
e=[1 1111];

1=11

N=(rERin+tI+IZAH+T+IGA=, x>0)

4. Hilbert n=5 [2]

(1 1/21/38 1/4 1/5 À
1/2 1/38 1/4 1/5 1/6

1/3 1/4 1/5 1/6 1/7
1/4 1/5 1/6 1/7 1/8

| 1/5 1/6 1/7 1/8 1/9 |
N=(r ER:+rI+I3+T+ID=5,07>O0)

5. Kojima­Shinido n=4 [23]

3x1 +2r1ra +2x3 +ra+3xa—6

2x1 + x, + x3 + 10xr3 + 2x, 2F(z)
3x? + r1r2 + 2173 +2r3+Ixa—­9

Tt +3r3+2%3+3xra—­3

N=(rEeR:in+r+I+IQ=4,2>0)
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Tf V(xs)

0.98 0.99 1.00 1.01 1.02 3.0979e­020( )

(2.34 2.17 2.18 1.94 1.87)

(0.98 0.99 1.00 1.01 1.02) 1.5752e­025

(0.98 0.99 1.00 1.01 1.02) 5.1224e­025

(10.44 8.45 7.37 6.03 4.40)

(­2.14 1.77 ­1.48 11.87 ­1.08)

(1.03 1.02 1.06 0.99 1.07)

(0.98 0.99 1.00 1.01 1.02) 4.7079e­025

6.1480e­025( 0.98 0.99 1.00 1.01 1.02)
(0.98 0.99 1.00 1.01 1.02 4.5990e­024

(0.98 0.99 1.00 1.01 1.02 1.2931e­025

4.3811e­023

)

)
0.87 1.43 0.35 0.36 1.14)

)
)

(

(0.98 0.99 1.00 1.01 1.02

(0.98 0.99 1.00 1.01 1.02 1.8669e­023

( 0.98 0.99 1.00 1.01 1.02) 8.7566e­026

2.8092e­025(0.98 0.99 1.00 1.01 1.02 )

(0.98 0.99 1.00 1.01 1.02) 6.8800e­025

(­2.24 4.50 ­1.92 11.28 ­1.76 )

5

Tabela 5.12: Harker Nash Cournot n=5
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Tf V(rr)

(­0.00 ­0.00 ­0.00 ­0.00 5.00) 5.3426e­024

(0.00 0.00 0.00 ­0.00 5.00) 1.2308e­024

(­0.00 ­0.00 0.00 0.00 5.00) 1.2345e­025

(­0.00 0.00 0.00 ­0.00 5.00) 4.5734e­025

(0.00 0.00 ­0.00 ­0.00 5.00) 2.3730e­009

(0.00 0.00 0.00 ­0.00 5.00) 9.0834e­026

­0.01 ­0.00 ­0.00 0.51 4.50) 7.1745€­005

4.15510­025

0.00 ­0.00 ­0.00 ­0.00 5.00) 3.2940e­025

(

(­0.00 ­0.00 0.00 ­0.00 5.00)

(
(­0.00 ­0.00 0.00 0.00 5.00 ) 1.2902e­025

(1.24 0.58 0.29 0.12 ­0.00) 7.3535€­006

(­0.00 0.00 ­0.00 ­0.00 5.00 ) 8.2027e­026

(­0.16 ­0.04 ­0.02 0.02 5.21) 2.6950e­004

(0.00 ­0.00 ­0.00 ­0.00 5.00 ) 3.5276€­024

(­0.00 0.00 0.00 ­0.00 5.00) 3.59026€­025

( ­0.00 ­0.00 ­0.00 ­0.00 5.00) 1.4319e­025

(­0.00 ­0.00 ­0.00 0.00 5.00 ) 8.5647e­025

(­0.00 ­0.00 ­0.00 2.68 2.32)

Tabela 5.13: Hilbert n=5
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Ts V(xs) 1

(3.32 ­1.93 3.62 ­1.04) 4403

(1.22 ­0.00 ­0.00 2.78) 2.2801€­025 6125

1.03 0.60 ­0.00 2.37) 1.5154e­025 6131

1.7950e­025 4077

(

(1.22 0.00 ­0.00 2.78)

(1.03 0.60 ­0.00 2.37) 2.0870e­025 4359

(1.22 0.00 0.00 2.78) 7.6217e­026 4318

(1.03 0.57 ­0.01 2.41 ) 2.7921e­007 12465

(1.00 ­0.00 3.00 0.00) 1.5408e­023 12284

(1.12 1.72 0.41 0.75) 1.2285e­025 3122

(1.22 ­0.00 ­0.00 2.78 ) 6.0063e­025 3739

(1.22 0.00 ­0.00 2.78) 1.0489e­025 3770

(1.22 0.00 0.00 2.78 ) 2.2554€­025 3979

1.18 0.95 0.01 1.85) 15916(
(1.12 1.72 0.41 0.75) 1.9974e­025 5259

(1.22 0.00 ­0.00 2.78) 1.9983e­024 6058

(1.22 ­0.00 ­0.00 2.78) 2.1603e­025 6075

(1.62 0.00 2.25 0.12) 1.8476e­024 5587

( 1.03 0.60 ­0.00 2.37) 8.1495e­026 5662

5

Tabela 5.14: Kojima­Shinido n=4

6 7
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6. Mathiesen n=3 [19]

0.9(5r2 + 3x3) /x1

—3

N=(reR:irntxritrgsl, 1— XT X7<O0,xr>O0)

7. Pang e Murty Nash Cournot n=5 [23]

F(x) = [o+ 1º 4"? — p(Q)(e — o)
c=|[10 8 6 4 2];

b=[1.21. 10.9 0.8];
L=|55555];

e=[11111];
q=11

N=(rEeR ix +rIo+Igt+gíai+xas=5, r1>0
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Ts Vis)

(0.50 0.08 0.42) 6.5759e­026

(0.50 0.08 0.42) 7.4141e­026

(0.50 0.08 0.42 ) 1.3242e­025

(0.50 0.08 0.42 2.1098e­025

6.57726­026

0.50 0.08 0.42 1.2337e­025

)
0.50 0.08 0.42)

)

) 5.0829e­025

0.50 0.08 0.42) 1.7745€­025

(

(

(0.50 0.08 0.42

(

(0.58 0.09 0.25)
(0.38 0.00 0.03 )

(0.46 ­0.00 ­0.00 )
(0.32 0.02 0.05 )

0.50 ­0.04 0.54) 8.6364e­006

1.3088e­004

(

(0.50 ­0.05 0.55)

( 1.3306e­0240.50 0.08 0.42 )

(0.50 0.08 0.42) 1.5388e­025

(0.50 0.08 0.42 ) 7.1229e­026

(0.50 0.08 0.42) 7.0064e­026

5 6

Tabela 5.15: Mathiesen n=3
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Ts 1t

(­10.85 16.21 4.23 16.07 16.56) 4186

(1.21 6.58 6.02 4.38 4.24) 17140

( 0.96 0.98 1.00 1.02 1.04) 1.9864e­025 12608

(0.96 0.98 1.00 1.02 1.04) 8.4317e­025 15504

(0.96 0.98 1.00 1.02 1.04) 3.6153e­025 13360

(1.57 1.18 0.70 0.18 0.10) 16802

(0.96 0.98 1.00 1.02 1.04 ) 9.6805e­022 51517

(0.96 0.98 1.00 1.02 1.04 ) 2.4515e­024 22683

0.96 0.98 1.00 1.02 1.04) 3.9062e­024 16597

9.4189c­025 9991

(

(0.96 0.98 1.00 1.02 1.04)

(1.06 1.09 1.12 1.22 1.17) 20429

0.09 1.87 1.13 0.62 0.27) 13305(

(4.00 0.67 3.69 4.31 0.84 ) 17006

(0.92 0.92 0.96 0.96 1.00 ) 39852

(0.96 0.98 1.00 1.02 1.04) 1.0356e­024 14775

(0.96 0.98 1.00 1.02 1.04 ) 9.8294e­025 10443

(1.60 1.64 1.72 1.77 1.79) 34549

(0.96 0.98 1.00 1.02 1.04 ) 4.3046e­025 14557

5

Tabela 5.16: Pang e Murty Nash Cournot n=5
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5.4 Conclusões

Nossos experimentos numéricos mostram que a função de Fischer­Burmeister Penalizada

é competitiva com a função de Fischer­Burmeister, em todos os nossos testes pelo menos

um dos parâmetros de À é 1 que testamos se comportou melhor que o parâmetro À = 1,

que representa a função de Fischer­Burmeister sem penalização.

À única excessão que temos é no primeiro teste em problemas de complementari­

dade não­linear, onde o parâmetro À = 1 com o primeiro ponto inicial se comportou melhor

do que qualquer outro parâmetro testado, entretanto, o ponto para o qual convergiu é

uma solução diferente das demais.

Também houve casos em que a função de Fischer­Burmeister não conseguiu en­

contrar uma solução para o problema, apesar disso sempre houve um parâmetro de A É 1

que conseguiu encontrar uma solução.

Podemos notar, em nosso conjunto de experimentos, que todos os parâmetros de

AÉlem algum momento foi o melhor, isto nos mostra que o fator de penalização ótimo

pode variar, ou seja, hora devemos penalizar muito, hora devemos penalizar pouco.
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Capítulo 6

Conclusoes

Nesta dissertação tivemos a oportunidade de estudar o Problema de Inequações Varia­

cionais geral VIP(F,N) e seus casos particulares: o Problema de Complementaridade

Não Linear NCP(F) e o Problema de Inequações Variacionais com restrições do tipo

caixa VIP(F,l,yu). Fizemos um estudo aprofundado da função de Fischer­Burmeister

Penalizada aplicando­a à resolução do Problema de Complementaridade Não Linear ana­

lizando suas propriedades, qualidades e mostrando sua superioridade perante a função de

Fischer­Burmeister segundo o critério de conjuntos de nível limitados. Estendemos sua

aplicação para a resolução do VIP com restrições do tipo caixa e do VIP geral, apresen­

tando resultados que caracterizam pontos estacionários da função de mérito como soluções

do problema em questão.

Nossos experimentos numéricos mostraram que a função de Fischer­Burmeister

Penalizada é competitiva com a função de Fischer­Burmeister, nota­se que quanto maior

a dimensão do problema, maior a dificuldade da estratégia de minimização ser robusta no

VIP­caixa e no VIP geral, pois a quantidade de variáveis da função de mérito aumenta

significativamente.

Como nossa gama de experimentos numéricos é pequena, podemos apenas con­

cluir que a penalização da função de Fischer­Burmeister é benéfica pois, sempre apresen­

tamos um parâmetro de À é 1 que se comportou melhor do que a função de Fischer­

Burmeister sem penalização.

Continuando nesta mesma linha de pesquisa, um caminho a se seguir é o de

PV
AVAVAY

2 3 4 5 6 7 unesp ”. 12 13 14 15 16 17 18



transformar o parâmetro À em uma variável, criando assim um critério para decidir se

na k­ésima iteração deve­se ou não penalizar a função de Fischer­Burmeister e, se sim,
o quanto se deve penalizar. Acreditamos que esta estratégia seja muito mais robusta

que a estratégia que utiliza À como um parâmetro fixo no sentido de diminuir o número

de iterações para se obter a convergência e no sentido de resolver problemas que esta

estratégia tem dificuldade.
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