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Resumo

O presente trabalho apresenta um estudo acerca das solugoes analiticas e numéricas
para algumas classes de escoamentos incompressiveis, isotérmicos e laminares de fluidos
Newtonianos no estado estacionario ou transiente. As solugoes analiticas para os esco-
amentos estacionarios de fluidos nao-Newtonianos também serao obtidas, utilizando o
modelo Lei das Poténcias. Em consequéncia da dificuldade em se obter solugoes analiti-
cas de um sistema de Equacoes Diferenciais Parciais, os escoamentos apresentados neste
trabalho pertencem a classe de escoamentos unidirecionais e retilineos. Desta forma, o
problema analitico é reduzido a duas varidveis primitivas desconhecidas: a componente
nao-nula da velocidade e a pressao, assim, uma simples integracao ou técnicas consolidadas
da matematica, como Solugoes por Similaridade e Separacao de Variaveis, serao aplicadas
para obtengao das solugoes analiticas. As solu¢oes numéricas vém para ampliar os estudos
na area, trazendo a possibilidade de resolver as equagoes que modelam outras classes de
escoamentos. O método empregado para obtengao das solugoes numéricas, sera o Método
da Projegao, que consiste em desacoplar as variaveis velocidade e pressao das equagoes
de Navier-Stokes. As equagoes resultantes deste desacoplamento serao aproximadas pela
técnica de Diferencas Finitas sobre uma malha deslocada. As solugoes analiticas obtidas
serao de grande valia no processo de verificacao da metodologia numérica, implementada
em Python™.,

Palavras-Chave: Escoamentos Incompressiveis, Fluidos Newtonianos e nao-Newtonianos,
Solugoes Analiticas, Diferencas Finitas, Método da Projecao.






Abstract

The present work presents a study about the analytical and numerical solutions for
some classes of incompressible, isothermal and laminar flows of Newtonian fluids in the
steady or transient state. Analytical solutions for steady state flows of non-Newtonian
fluids will also be obtained, using the Power Law model. As a consequence of the dif-
ficulty in obtaining analytical solutions of a Partial Differential Equations system, the
flows presented in this work belong to the class of unidirectional and rectilinear flows.
In this way, the analytical problem is reduced to two primary unknown variables: the
non-zero component of velocity and pressure, thus, a simple integration or consolidated
techniques of mathematics, such as Solutions by Similarity and Separation of Variables,
will be applied to obtain the analytical solutions. The numerical solutions are presented
here in order to widen the studies in the area, which provides the possibility of solving
the equations that model other classes of the flows. The method employed to obten the
numerical solutions used will be the Projection Method, which consists on decoupling the
velocity and pressure variables from the Navier-Stokes equations. The resulting equations
will be approximated by the Finite Difference technique on a staggered grid. The analy-
tical solutions obtained will be very useful for the process of verification of the numerical
methodology, which is implemented in Python™.

Keywords: Incompressible Flows, Newtonian and Non-Newtonian Fluids, Analytical
Solutions, Finite Differences, Projection Method.
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CAPITULO

1

Introducao

A Mecéanica dos Fluidos Computacional aborda a simulacao numérica de escoamentos
de fluidos, transferéncia de calor, dentre outros fenémenos. Os escoamentos sao mode-
lados por equagoes diferenciais parciais que descrevem as leis de conservacao de massa,
quantidade de movimento e energia. Nesta area, discretiza-se os sistemas de equacoes
diferenciais parciais por um conjunto de equacoes algébricas que podem ser resolvidas
computacionalmente. Uma ferramenta para a verificacao destas metodologias numéricas
sao os estudos teoricos e as solugoes analiticas, que também auxiliam no entendimento
da dinamica de fluidos complexos e na escolha dos parametros existentes nos modelos,
[18, 19].

A solugao analitica é obtida para alguns problemas, aqueles em que as condig¢oes do
escoamento e de sua geometria geram hipéteses de simplificagdo das equagoes como, por
exemplo, o escoamento totalmente desenvolvido entre placas paralelas ou em tubo que,
inclusive, é uma classe de escoamentos mais simples e sua solucao analitica pode ser
encontrada na literatura tanto para fluidos Newtonianos como nao-Newtonianos, [3, 11,
10, 20]

Aos poucos, em consequéncia da evolugao da tecnologia, foram elaborados mais estudos
[37, 36], sobre o comportamento dos fluidos, também tornando possivel a simulac¢ao de
escoamentos de fluidos que possibilita a observagao dos diferentes tipos de fluidos sobre
diferentes situagoes, como exemplo, diversos escoamentos laminares, aqueles em que o
fluido move-se em camadas ou laminas, ou seja, existe um minimo de agitagdo das vérias
camadas do fluido; diversos escoamentos turbulentos, em que as particulas misturam-se de
forma nao linear, e diversos escoamentos transicionais. No final do século XIX, Reynolds
realizou estudos relacionados a escoamentos dentro de tubos e verificou o fenémeno de
transi¢ao de um escoamento laminar para um turbulento, e constatou que, de acordo com
um parametro adimensional, conhecido posteriormente como nimero de Reynolds, seria
possivel identificar se o escoamento ¢ laminar ou turbulento [35].

O objetivo desta ciéncia é estudar o comportamento de fluidos quando submetidos
a uma deformagao ou forca de cisalhamento, estudar seu fluxo e, ainda, estudar sua
resisténcia ao escoamento. A propriedade fisica que mede esta resisténcia é designada
viscosidade. Como visto em [8], a viscosidade pode ser entendida como uma resisténcia
do fluido a um escoamento de cisalhamento, ou seja, quando um fluido é submetido a uma
tensao, se ele flui rapidamente, pode-se dizer que é pouco viscoso, como exemplo, a agua.
Por outro lado, se o fluido possui alguma resisténcia ao escoamento, pode-se dizer que é
um fluido viscoso, por exemplo, os 6leos.

Podemos classificar os fluidos como Newtonianos e nao-Newtonianos. KEssa classifi-
cacao considera a relacao existente entre a tensao de cisalhamento aplicada e a taxa de

15



1. Introdugao 16

deformacao sofrida [24]. Um fluido ¢ dito Newtoniano quando a tensao de cisalhamento
aplicada é diretamente proporcional a taxa de deformagao. Sao classificados como fluidos
nao-Newtonianos aqueles nos quais a tensao de cisalhamento nao é diretamente propor-
cional & taxa de deformacao sofrida.

Vale ressaltar, como visto em [31], que os fluidos Newtonianos constituem uma larga
porcentagem dos fluidos presentes na biosfera, mas nao ha qualquer duvida que os fluidos
nao-Newtonianos sao igualmente relevantes em variadissimos contextos, como exemplo, a
maioria dos fluidos sintéticos industriais.

Assumindo a hipétese de nao-escorregamento ¢ o problema do escoamentos de flui-
dos viscoelasticos totalmente desenvolvidos em um canal ou tubo, Oliveira e Pinho [29]
obtiveram a solu¢ao analitica para estes escoamentos considerando um fluido modelado
pela equagao constitutiva sPTT (simplified Phan-Thien—Tanner). Em seguida, Alves et
al. [3] publicaram a soluca@o analitica considerando o modelo PTT (Phan-Thien-Tanner),
o qual apresenta uma derivada convectada mais geral. Oliveira [28] contribuiu nessa linha
utilizando o fluido FENE-P. Considerando os fluidos viscoelasticos, sPTT e FENE-P, com
contribuigao de um solvente Newtoniano, Cruz e Pinho [10] também derivaram a solugao
analitica para este problema. A adi¢ao de um solvente Newtoniano ao fluido viscoelastico
insere o termo dissipativo na equagao do momento, o que torna o célculo da solu¢ao ana-
litica para a velocidade, matematicamente, mais trabalhoso. Em seguida, eles publicaram
o trabalho [11] para modelos viscoelasticos multimodo sPTT, FENE-P e Giesckus, tam-
bém considerando o solvente Newtoniano. Afonso et al. [1] combinaram a influéncia de
eletro-cinética e forcas de pressao e obtiveram a solugao analitica para o referido problema
usando os fluidos sPTT e FENE-P [16, 17, 26, 25]. Outros autores podem ser citados com
trabalhos de obtengao de solugoes analiticas [13, 14, 27, 33].

Neste trabalho, pretende-se iniciar os estudos em solugoes analiticas de escoamentos
incompressiveis, isotérmicos e laminares, no estado estacionario com fluidos Newtonianos e
nao-Newtonianos. A viscosidade ¢ modelada a partir da Lei das Poténcias ( Power Law) |5]
e, no estado transiente, utiliza-se os métodos de Solugao por Similaridade e Separagao de
Variaveis [4, 22, 30]. E importante destacar que, no contexto dos casos nao-Newtonianos,
até onde foi feito o levantamento bibliografico, ha uma deficiéncia na literatura de solugoes
analiticas para o caso do modelo da Lei das Poténcias. Os Problemas 3.1.5 e 3.1.6 foram
resolvidos a partir das ideias de L.L. Ferras.

Frente a limitagao dos estudos tedricos, em que nao é possivel determinar solugoes
analiticas para escoamentos mais complexos, este trabalho apresenta um método numeérico
que pode ser estendido e aplicado para resolver escoamentos mais gerais. O método
numérico escolhido para este trabalho foi o Método da Projecéo [6] e sua implementagao foi
feita no Google Colaboratory em Python — vale ressaltar que outros softwares poderiam ter
sido utilizados, Matlab ou Octave, por exemplo. O Método da Projegao resolve as variaveis
primitivas, velocidade e pressdo, de maneira segregada. As equacOes sdo discretizadas
em uma malha deslocada, pois, neste trabalho serda considerado o sistema Cartesiano
bidimensional, utilizando a técnica de diferencas finitas, com células de dimensoes dx e
dy. As componentes u e v da velocidade sao aproximadas, respectivamente, nos pontos
(i+ %, Jj)e(i,j+ %) Por outro lado, a pressao e a fungao potencial sao avaliadas no centro
da célula, ou seja, (i, ).

Este trabalho é organizado da seguinte forma:

- Capitulo 2: neste capitulo sao apresentadas as equagoes governantes que descre-
vem os escoamentos de fluidos Newtonianos e nao-Newtonianos, incompressiveis,
isotérmicos e laminares. Para o fluido Newtoniano e Newtoniano Generalizado (um
caso nao-Newtoniano), as equagOes sao apresentadas na forma vetorial e em co-
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ordenadas Cartesianas bidimensionais. O modelo reolégico utilizado para o caso
nao-Newtoniano é a Lei das Poténcias.

- Capitulo 3: este capitulo estd dividido em duas partes, escoamentos estacionarios
e transientes. Para o estado estacionario, os processos para a obtengao da solugao
analitica dos problemas sao aplicados aos dois casos: fluido Newtoniano e nao-
Newtoniano. Enquanto que para o estado transiente, devido a adi¢ao da variavel
temporal, recorre-se aos métodos de solugao por similaridade ou separagao de va-
riaveis para obtencao das solugoes analiticas somente para o caso Newtoniano.

- Capitulo 4: este capitulo é dedicado a parte numérica do trabalho, em que descreve-
se toda a metodologia numérica bem como a adimensionalizacao das equagoes. Os
resultados das simulacoes numéricas do escoamento de um fluido Newtoniano em um
canal bidimensional sao apresentados neste capitulo. E, a fim de unir a parte teérica
com a parte numérica deste trabalho, resultados das comparagoes entre as solugoes
numéricas e analiticas serao apresentados, proporcionando, assim, uma verificacao
e uma analise de convergéncia da metodologia numérica implementada.

- Capitulo 5: consideracoes finais do trabalho.






CAPITULO

2

Formulacao Matematica

Neste capitulo sao apresentadas as equagoes de Navier-Stokes para os escoamentos
incompressiveis, isotérmicos e laminares de fluidos Newtonianos. Para o caso dos fluidos
nao-Newtonianos serd utilizado um modelo de Fluido Newtoniano Generalizado conhe-
cido como Lei das Poténcias. As equagdes serao apresentadas na forma vetorial e em
coordenadas Cartesianas bidimensionais.

2.1 Equacgoes Governantes

As equagoes que descrevem os escoamentos incompressiveis, isotérmicos e laminares
sao as equagoes da continuidade e da quantidade de movimento, apresentadas, na forma
conservativa e vetorial por

V-u=0 (2.1)

ot

respectivamente, em 2 x [0, 7], T > 0, com apropriadas condigdes iniciais em ¢ = 0 e de
contorno em 02, sendo 2 C R™ um aberto, ¢ € [0,7T] ¢ a variavel independente temporal,
u:Qx[0,7] >R'eo:Qx[0,T] - M,x,(R) definidos em cada (X,t) € Q x [0,T]
do escoamento sao, respectivamente, um campo vetorial que representa a velocidade do
escoamento e um campo tensorial que representa as tensoes geradas no escoamento em
decorréncia das propriedades do fluido, p : © x [0,7] — R uma fungao escalar que mede
a pressao durante o escoamento em cada (X, t) € Q x [0,7] do dominio, f um campo de
forca externa, e p € R7 representa a densidade do fluido.

Tendo em mente que, em um sistema de coordenadas Cartesianas bidimensionais, seja

p{a—u+v-(uu)]=v-a‘+pf (2.2)

X = [ﬂ o vetor posicao e u = Z] o vetor velocidade, cujas entradas sao as componentes
da velocidade u = u(z,y,t) = u(x,t) e v = v(z,y,t) = v(x,t) ao longo das dire¢oes x
e y, respectivamente. A densidade do fluido é representada por p, t o tempo, f = [g],
onde f = f(x,y,t) = f(x,¢) algum campo de forga, como gravitacional, magnético ou
eletromagnético e o = o (z,y,t) = o(x,t) é o tensor tensao total, definido por

o=1—-7pl (2.3)

19
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onde p é a pressao, I é o tensor identidade e 7 é o tensor simétrico das tensoes. Esse tensor
¢é determinado a partir de uma equagao constitutiva que descreveré algumas caracteristicas
do fluido.

Desta forma, substituindo o tensor tensao total (2.3) na equagao (2.2), obtém-se,

ot

As segoes 2.1.1 ¢ 2.1.2 s@o dedicadas a descrigao do tensor 7.

p{a—u+v-(uu)}:—v-p+v-1—+pf. (2.4)

2.1.1 Fluido Newtoniano

Define-se fluido como uma substancia que se deforma continuamente sob a acao de
uma tensao de cisalhamento, assim, é possivel classifici-lo a partir da relacdo entre a
tensdo de cisalhamento e a taxa de deformagao (ver, por exemplo, [5, 32, 30]).

Em modelos de fluidos Newtonianos, o tensor 7 é linearmente proporcional ao tensor

taxa de deformacao, descrito por
T = 2n,D, (2.5)

onde 7,, a constante de proporcionalidade, representa a viscosidade dinamica do fluido e
D representa o tensor taxa de deformagcao, definido por

D= % (Vu+ (Vu)"). (2.6)

Em coordenadas Cartesianas bidimensionais, o tensor 7 (2.5) e o tensor taxa de de-
formagao (2.6), tornam-se

e[ -

Tey  Tyy
e
Ju Ou ou Ov 2@ @ " @
1 9z Oy or Or 1 ox oxr Oy
oxr Oy dy Oy Ooxr 0Oy dy

Calculando o divergente da equagao (2.3) para um fluido Newtoniano, tem-se

V.o = V.- (r—pl =

= V'(Q%D—PI):
= 2,V-D—-V . .pl=
p0u (@gl“)
il 8] o 2812 21 -
°2 |0z Oy (@_i_@) 2@ oz Jy| |0 p
or 0Oy dy

- {(MZ 0%v  O%*u 820]_[8p 8p]

0x? + oy?  Ox? + Oy? or Oy

considerando as componentes u e v pelo menos de classe C%(Q2), o que é suficiente
para aplicar o Teorema de Schwarz; e em seguida considera-se a equagao (2.1), em que

v ou
- om Portanto, a equagao da continuidade (2.1) e da quantidade de movimento
Y x

(2.4), em coordenadas Cartesianas bidimensionais para um fluido Newtoniano, podem ser
reescritas como 9 9
u v
=0, (2.9)

5 "oy
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p du N O(uu) N duv)|  Op @ 0%u
ot ox y
ov  O(uww) Od(ww)]  Ip Pv 0%
P {Bt * Ox * oy | Is

A seguir, na secao 2.1.2, o tensor T sera descrito para o caso de um fluido nao-Newtoniano.

+ pfe, (2.10)

+ pfy- (2.11)

2.1.2 Fluido nao-Newtoniano

Como visto anteriormente, no caso do fluido Newtoniano, 7, é sempre constante. Nos
casos em que a viscosidade do fluido sofre alteragao com a variacdo da taxa de cisalha-
mento, temperatura ou pressao, podemos trata-los como escoamentos de Fluidos Newto-
nianos Generalizados. Esta classe de fluidos ¢ classificada como fluido nao-Newtoniano.

Neste trabalho, para o caso dos fluidos nao-Newtonianos, sera considerada a variagao
da viscosidade com a taxa de cisalhamento . Desta forma, o tensor 7 serd descrito por

T =2n(y)D . (2.12)
A taxa de cisalhamento 7 é definida por:
Y =+v2D:D (2.13)

onde a operagao : descreve um produto tensorial. Substituindo a equagao (2.12) na
equagao (2.4), tem-se

p {a—“ LV (uu)] V. (n(y)vu) — V.p+V- (n(y)VuT) + of. (2.14)

ot
Os modelos Lei das Poténcias, Carreau e Casson expressam as variagoes da viscosidade
em func¢ao da taxa de cisalhamento [5, 21]. No contexto deste trabalho, o modelo escolhido
é o da Lei das Poténcias, onde a viscosidade é expressa por

.n—1

n(y) =my (2.15)

onde m e n sao constantes positivas conhecidas, respectivamente, como consisténcia e
indice da Lei das Poténcias.
Quando n = 1, a equagao (2.15) reduz-se ao fluido Newtoniano,

L 1-1 .0
n=my =n=my =n=m

uma vez que a viscosidade torna-sc constante.

Por outro lado, quando n < 1, a viscosidade diminui com o aumento da taxa de
cisalhamento, configurando um fluido reofluidificante. E, se n > 1, a viscosidade aumenta
com a taxa de cisalhamento, sendo classificado como fluido dilatante.

A Figura 2.1 mostra o comportamento da variagao da viscosidade em funcao da taxa
de cisalhamento modelado pela Lei das Poténcias.
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Lei das Poténcias

104 4
103 4
102 -
E 100+
w0
2
=
= 100 _K
10—1 E
-2
10 — n<l1
—_n=1
10-3 — n>1
0 2000 4000 6000 8000 10000

v(1/s)

Figura 2.1: Esbogo da viscosidade variando com a taxa de cisalhamento com pardmetros
m=15n=078,n=1en=2.

A equagao (2.14), escrita em coordenadas Cartesianas bidimensionais, é descrita pelo
seguinte sistema:

du  Ouu) Owv)| ~ dp 0 ( . du 0 . [Ov  Ou
p[aﬁ or T oy | T ar T 2an "o ) T, 0\ 5 gy, ) ) Tl

ov  O(uv)  Owv)|  Jp 0 - Ov 0 - [Ov  Ou ‘
o |5+ 5+ | = o (105 )+ 3 (00 (5 + ) ) + ot

A taxa de cisalhamento dada pela equagao (2.13), torna-se

2 2
’7= QZZDijDﬂ,
i=1 i=j

. ou\ ov\? ou o\’

No Capitulo 3, resolveremos analiticamente o sistema de equagoes (2.9), (2.16) e (2.17)
para casos particulares.

ou scja,




CAPITULO

3

Escoamentos Unidirecionais e Retilineos

Neste capitulo sao apresentados os escoamentos unidirecionais e retilineos, ou seja,
aqueles que possuem somente uma componente da velocidade nao-nula e que apresentam
a direcao do escoamento sempre paralela a um dos eixos coordenados.

Estes tipos de escoamentos serao estudados em duas segoes: para problemas estaci-
onarios (Segdo 3.1) e para problemas transientes (Secao 3.2). No caso estacionario, os
problemas serao resolvidos para fluidos Newtonianos e para fluidos modelados pela Lei
das Poténcias. Ja no caso transiente, os problemas serao resolvidos apenas para os fluidos
Newtonianos. Para os problemas que resolveremos a partir desta secao, a for¢ca de campo
f, quando agir, serd o campo gravitacional.

Suponha que um sistema de coordenadas cartesianas seja escolhido para descrever
um escoamento retilineo, com o eixo-r sendo paralelo a direcao do escoamento, como na
Figura 3.1.

Fluxo

Figura 3.1: Geometria de um escoamento em um canal de se¢ao transversal retangular
bidimensional.

Desta forma, u é o inico componente da velocidade nao nulo e,
v=0. (3.1)
Assim, a equagao da continuidade (2.9) para escoamentos incompressiveis, torna-se

ou
Fr 0, (3.2)

o que indica a componente da velocidade u nao muda na direcao do escoamento, ou seja,
u é independente de x
u=u(y,t). (3.3)

23
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Segundo [32, 30], os escoamentos que satisfazem as afirmagoes (3.1) e (3.3) sdo chamados
escoamentos totalmente desenvolvidos, ou seja, aqueles em que o perfil de velocidade nao
muda na dire¢cao do escoamento.

3.1 Escoamentos Estacionarios

Considerando os escoamentos no estado estacionério, ou seja, aqueles em que as pro-
priedades do fluido nao variam com o passar do tempo, o que indica que a componente
temporal é nula

ou
— =0 3.4
at ) ( )
portanto, u = u(y).

e Fluidos Newtonianos

A partir das hipoteses (3.1), (3.2) e (3.4), podemos escrever a equagao da quantidade
de movimento em relagao a z (2.10) como,

op 0*u
_ = = 0. 3.5
5 " <8y2>+pf (3.5)
Simplificando a equagdo (2.4), vem
op dry,
- = » = 0. 3.6
o Ty M (3.6)

O tinico componente nao-nulo do tensor ¢ a tensao de cisalhamento 7,,,

du
Tyz = nsd_y (37)

Desta forma, a Equagao Diferencial Ordinaria linear de segunda ordem (3.5) ¢ integrada
em relacao a y, obtendo o perfil de velocidade do escoamento

uly) = 2}78 (% - x) Y} + ey + co (3.8)
Portanto, o perfil de velocidade do escoamento é uma parabola que envolve duas constan-
tes, ¢1 e o, que sao determinadas pela aplicagao das condi¢oes de contorno apropriadas
para cada escoamento.

Ao derivar a equagao (3.8) e substituir em (3.7), obtém-se a tensao de cisalhamento,
que varia linearmente em y,

Tya(y) = <% - Pfx) Y+ nsCr (3.9)

Por outro lado, da afirmagao (3.1), a equagao da quantidade de movimento em relagao a

Yy (211) reduz-se a

e [luidos nao-Newtonianos: modelo Lei das Poténcias
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Aplicando as simplificagoes (3.1), (3.2) e (3.4) nas equagoes (2.16), (2.17) e (2.18),
tem-se que

d - du dp
= (05 ) = 4ot 3.1
n—1
onde, n(3) = my" ' =m j—"y‘

A solugao analitica dos problemas envolvendo escoamentos unidirecionais, retilineos e
estacionarios sao apresentadas a seguir — sendo dividida em dois casos:

e Com fluido Newtoniano;

e Com fluido nao-Newtoniano, a partir do Modelo Lei das Poténcias.

3.1.1 Escoamento Couette Planar

O escoamento Couette planar também conhecido como fluxo de cisalhamento simples,
é o escoamento totalmente desenvolvido induzido entre duas placas paralelas infinitas,
colocadas a uma distancia H uma da outra, quando uma delas, neste caso, a superior,
esta se movendo continuamente com velocidade V' em relacao a outra.

v
Y Vv H

Figura 3.2: Escoamento Couette planar.

Fluido Newtoniano

Supoe-se que o gradiente de pressao e a componente da gravidade na dire¢ao x sejam
nulos. Entao, a equagao (3.8) reduz-se a:

u(y) = a1y + co. (3.12)

A equagao (3.12) mostra que este escoamento tem o perfil de velocidade linear. Para a
geometria representada na Figura 3.2 as condigoes de contorno sao:

uly) =0emy =0
wly)=Vemy=H

a partir da primeira condi¢ao de contorno, descobre-se que:

wy)=cy+c=0=c10+c = cy =0,
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considera-se entao a constante ¢ = 0 e a segunda condicao de contorno,

wy) =cy+e=>V=cH+0=>V=cH=¢=—

T
Obtidas as constantes ¢; e cq, substitui-se na equagao (3.12),
V
= — 3.13
u(y) = 7y (3.13)

com 0 < y < H, representa a solucao analitica para o escoamento Couette planar no
estado estacionério para o caso Newtoniano.
Para obter a tensao de cisalhamento correspondente ao escoamento, deriva-se a equa-

¢ao (3.13), como segue,
du d [V V
YT =Tls7— = Tls7 | 77 = Ns—7= 3.14
Ty () Crm ndy<Hy> sy (3.14)

mostrando que a tensao de cisalhamento é constante.

Por outro lado, ao integrar a equagao (3.13), obtém-se a taxa de fluxo volumétrico por
unidade de largura, que representa o volume de fluido que atravessa uma determinada
area em um tempo determinado,

H

H
Q / /v V[T v H? 0\ VH? 1
Q _ Y LML 'l DL C A 1
W = vl =g | . H\2 2 oo 2 (3.15)
0

0

e a tensao de cisalhamento 7, exercida pelo fluido na placa superior é

V
Tw = _Tyxly:H = _nsﬁa (316)

o sinal negativo representa a parede superior voltada para a direcao y negativa do sistema
de coordenadas escolhido. A forga de cisalhamento por unidade de largura necessaria para
mover a placa superior &,
L
0

L
F
w
0
onde L é o comprimento da placa.

Agora, considerando o caso em que ambas placas se movem com a mesma velocidade
V. As condigbes de contorno tornam-se entao,

Oh

, (3.17)

SIS

:’)’/S

E|<
E|<
m|<

Aplica-se as condigoes de contorno para obter as constantes,
cil0+co=cH+c=V

ou scja,
co=Vec =0,

logo, substituindo as constantes ¢; e ¢z na equagao (3.12),

u(y) = V.
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Assim, neste caso, o escoamento Couette planar se degenera em um escoamento com perfil
de velocidade constante

V

v

B —

Figura 3.3: Escoamento Couette planar com perfil de velocidade constante.

A seguir, uma representacao do perfil de velocidade para o escoamento Couette planar
no estado estacionario para o caso Newtoniano.

Escoamento Couette planar

1.0

08 /S
M //é/
A1/

N\

velocidade =0 |
velocidade = 0.2
velocidade = 0.4
velocidade = 0.6
velocidade = 0.8 |
1 1 1

0.6 0.7 0.8

0.0

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.

Figura 3.4: Solugao analitica para o escoamento Couette planar com as velocidades 0,
0.2, 0.4, 0.6 e 0.8, e amplitude H = 1.
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Fluido nao-Newtoniano: modelo Lei das Poténcias

O gradiente de pressao e a componente da gravidade na direcao x sao nulos. Desta
forma, a equagao (3.11) reduz-se a:

d du
ay \"ay) ="
O Jda el (3.18)

Integra-se a primeira equagao de (3.18) em relagao a v,

d du du
/dy (nd )dy—/Ody:Bnd—y =c. (3.19)

Antes de comegar a modelagem da viscosidade, é necessario analisar o sinal da derivada,
uma vez que a expressao que descreve a viscosidade 7, apresentada em (3.18), inclui o

modulo de d_Z )

du
u crescente, entao — > 0
dy

u
Figura 3.5: Tlustragao do comportamento de g 2o escoamento Couette planar.
Y

du
Como — > 0, substituindo a equagao (3.18) em (3.19), tem-se:

dy

n—1 n 1

du du du Cc1\n
By () () 20

m@
dy

integra-se (3.20) em relagao a y,

/—dy— — n/dy#uz (%)Ey—k@. (3.21)

Para obter as constantes ¢y e ¢y, aplica-se as condigoes de contorno,

C1

():u(()):>0:< ) 04 o= o =0,

m

V=uH)=V = (m) H=c = (%)nm

onde ¢; > 0. Logo, reescreve-se a equagao (3.21),
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com 0 < y < H, que representa a solucao analitica para o escoamento Couette pla-
nar no estado estacionario no caso nao-Newtoniano. Para este escoamento, percebe-se
que a solugao analitica para as duas classes de fluidos, Newtoniano e nao-Newtoniano,
coincidem.

3.1.2 Escoamento Poiseuille Planar Totalmente Desenvolvido

O escoamento Poiseuille planar ocorre quando um fluido é colocado em movimento, a

. 0 P
partir de um gradiente de pressao constante —p, entre duas placas infinitas, paralelas e
x

estacionarias, com a componente da gravidade nula.

Figura 3.6: Escoamento Poiseuille planar.

Fluido Newtoniano

Com estas hipoteses a equagao (3.6) reduz-se a:

u 1 0p

em que agora 8_p ¢ uma constante negativa. Para obter a solucao geral para o estado
x

estaciondrio, integra-se a equagao (3.22) duas vezes em rela¢ao a y, como ¢é apresentado
na equacao (3.8).

Toma-se no eixo de simetria do escoamento passando pela origem do plano Cartesiano,
como mostra a Figura 3.6. Assume-se que a distancia entre as duas placas seja 2H. Desta
forma, as condigoes de contorno sao:

d
Tyz(y) = TIsd—Z =0 em y = 0 (eixo de simetria)

u(y) =0 em y = H (placa estacionaria)

em consequéncia da simetria do fluxo, a condi¢ao u = 0 em y = —H também poderia ser
usada.

Para aplicar a condigao de contorno no eixo de simetria, deriva-se a equagao (3.8),
obtendo a tensao de cisalhamento,

0
= —py +nsc1. (3.23)

op o
du d (27]5 ox tay+ C2) < 1 0p )
=1s +c
ox

Tor =gy = s dy 15 O
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1 0
Ao aplicar as condi¢oes de contorno, descobre-se as constantes ¢; =0 e ¢, = —3 apH
Ts 0%
Logo, a distribui¢ao da tensao de cisalhamento é dada por
Ip
(y) = — 3.24
Te(y) = 5 (324)

ou seja, T, varia linearmente, sendo zero no eixo de simetria e atingindo seu valor absoluto
méaximo na parede. A tensao de cisalhamento exercida pelo fluido na parede em y = H é

dp

o = ~Tyelyn =~ H.

As constantes ¢; e ¢y s@o substituidas na equacao (3.8), que descreve o seguinte perfil de

velocidade parabdlica,
1 Op

u(y) = —2—775%(17 -7, (3.25)

com —H <y < H. A equacao (3.25) é a solugao analitica para o escoamento Poiseuille
planar totalmente desenvolvido no estado estacionério para o caso Newtoniano.

Se o gradiente de pressao for negativo, entao o fluxo esté na dire¢ao positiva, como na
Figura 3.6. No cixo de simetria, onde y = 0, a velocidade u atinge seu valor méximo,

S 1 dp
maxr 2778 ax

A taxa de fluxo volumétrico por unidade de largura é dada por,

H
%= /udy
—H

0

= 2 —y)dy =

P

H18
P P 9
op = TP 2g | =
Ns Ox +/2nsc9xyy

0

[

([ s [
S +(; = [)))-

(-

§p

Il
)

1 Gp 1 8p H3
2773 6$ 2773 or 3 >
3 8p H? op

6175 8$>
6775H3 + 2n,H?

1212 ) N

—4n,H?
12773 )

= 2

&L' 3773
2 Op —20p 4

= LH= —H°W. 3.26
3775 ox @= 3775 ox ( )
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A equagao (3.26) indica que a taxa de fluxo volumétrico @) é proporcional ao gradiente

~ p . . .. . ,
de pressao —, e inversamente proporcional a viscosidade 7. Observe também que, como

9 ox
3_p é negativo, () é positivo.
x
Por outro lado, a velocidade média u é dada por,
0= Q. — _—20p H2.
WH 3ns Ox

A seguir, uma representacao do perfil de velocidade para o escoamento Poiseuille planar
totalmente desenvolvido no estado estacionério para o caso Newtoniano.

Escoamento Poiseuille planar totalmente desenvolvido

1.00 A —— Perfil de velocidade

0.50 1

0.25 1

> 0.00 A1

—0.25 A1

—0.50 1

—0.75 1

—1.00 1

0.000 0.001 0.002 0.003 0.004
u

Figura 3.7: Solucao analitica para o escoamento Poiseuille planar totalmente desenvolvido

0
com os parametros 1, = 0.3, P 0.0027 e amplitude do canal H = 1.

Ox

Fluido nao-Newtoniano: modelo Lei das Poténcias

A partir da descricao ja feita das hipoteses de simplificacao para este problema, a
equacdo (3.11) reduz-se a
d du)  Op
dy ndy  Ox

Rt et (3.27)
- |y

Integra-se a primeira equacao do sistema de equacoes (3.27) em relagao a y, resultando

em
du op

nd_y = _6_xy+cl
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d
aplicando a condigao de contorno 7,, = n£ =0 em y = 0, tem-se,
0
0= —a—io te = e =0, (3.28)

du dp
logo, 'r]d—y =3

Para a modelagem da viscosidade 7, é necessario analisar o sinal da derivada do pro-
blema, a Figura 3.8 ilustra seu comportamento.

H

u
Figura 3.8: Ilustracao do comportamento de ™ no escoamento Poiseuille planar total-
Y
mente desenvolvido.

Este escoamento é simétrico, portanto, resolve-se para metade do canal, neste caso,

du
para — >0, y < 0,

dy
n—1 n m
du op du dp du opl \~
_ dwy _ 9% Qv _ [ _9p 2 2

du

"y

0 .
comoy <0,m>0e 8_p < 0 se quisermos uma solucao real, n deve ser impar.
x
Integra-se a equagao (3.29) em relagao a v,

du Op 1 1
—dy = ———— nd
dy ( 5~’Em> /y v

u(y) = <_@l>’1” ( . )y+ + e, (3.30)

3=

orm 14+n

por outro lado, a partir da condi¢ao de contorno u = 0 em y = —H, obtém-se a constante

Co )
op1\" [ n L1in
0‘(‘%%) <1+n> (=) e

C?"(‘aa) <1+n>(‘H) |

Substituindo a constante ¢, em (3.30), tem-se,

B op 1 n Lin _@i% n ol
u(y)_(_axm) (1+n>y ( 8xm> <1+n>( Hy= =

3=
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u<y>=(—@i)i( L) - ), <y <0

orm 14+n

que é a solugao analitica para o escoamento Poiseuille planar totalmente desenvolvido no
estado estacionario para o caso nao-Newtoniano. Devendo ser n impar para obtencao de
solucao real.

A representagao grafica do perfil de velocidade, descrita pela solugao analitica acima,
é apresentada a seguir na Figura 3.9.

Escoamento Poiseuille planar totalmente desenvolvido

1.00 A —— Perfil de velocidade

0.50 A

0.25 1

> 0.00 A

—0.25 A1

—0.50 1

—0.75 A1

—1.00 A1

u le-9

Figura 3.9: Solucao analitica para o escoamento Poiseuille planar totalmente desenvolvido

0
para o caso nao-Newtoniano com os pardmetros n = 1/3, m = 1, @D _ —0.0027 e

. ox
amplitude do canal H = 1.

3.1.3 Escoamento Poiseuille Planar com Escorregamento

Considere o escoamento Poiseuille planar totalmente desenvolvido do Problema (3.1.2),
e assuma que o deslizamento ocorre ao longo das duas placas, de acordo com a lei do
deslizamento dada por
Tw = Puy em y = H,

onde f > 0 é o parametro de deslizamento do material, 7, é a tensao de cisalhamento
exercida pelo fluido na placa, que pode ser descrita por

Tw = _7@Ay:H7

e u,, ¢ a velocidade de deslizamento.
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Tw = —Tyx = Buw

Figura 3.10: Escoamento Poiseuille planar com escorregamento.

Fluido Newtoniano

Este fluxo é simétrico em relagao ao eixo de simetria. Neste caso, as condigoes de
contorno sao

Tyxznsd—Z=Oemy:0,

Tw = Puy em y = H.

A condigdo em y = 0 resulta em ¢; = 0, com base na equacgao (3.8) para o gradiente de
pressao constante e gravidade nula. Consequentemente,

1 dp ,
com a tensao de cisalhamento dada por,
du d /1 0dp, L ap
Tye = —Ns—7— = —Ns 7 a_ = —7Y,
Y g dy g dy \ 2ns Ox 2 oz’
0
onde Ty |y—p = Ty = ey
x

Para obter a constante ¢y, aplica-se a condi¢ao de contorno em y = H,

1 10 10 10
logo,
1 dp 1 Jp 1 dp 5 | 2nsH
=——H-——H'=——— | H* "+ —
“ B ox 2ns Ox 2ns Ox * B
e, assim,
1dp, 10p/(,, 2nH 10p(,, 2nH
=5 92¢ oo\ =—5— |(H —y*). (331
uy) 21 oz 2n, Ox * 5] 21, Ox + B Y (3:31)

A equagdo (3.31) é a solugao analitica do escoamento Poiseuille planar com escorrega-
mento no estado estacionario para o caso Newtoniano, e descreve o perfil de velocidade
do escoamento. Observe também que esta expressao reduz-se ao perfil do escoamento
de Poiseuille padrao quando f — oo, uma vez que a velocidade de escorregamento é
inversamente proporcional ao coeficiente de escorregamento [5.

Uma outra alternativa para a expressao da distribuicao de velocidade é,

Lap

_ o 2,2
o) = = 51 (1 )
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o que indica que u é a superposicao da velocidade de escorregamento u,, a distribuicao de
velocidade do problema 3.1.2.
Para obter a taxa de fluxo volumétrico por unidade de largura, faz-se,

=lo
I
[\
I
QU
<
I

a 1 dp 2nsH
= 2 —— = (H*+—=——¢") |dy =
/0 ( 27758:E( - s Z/)) Y
A 1 0p B 1 opon,H A1 op
- ? =T — 222 =
/0 2n, Ox dy+/0 2ns 0x  f3 dy+/0 21 8xy)

19 " 1 dp2n.H 1" 1 9p 41"
_ _pH2y 4= ﬁLy n 9P 3 _
2ns Ox 0 2ns 0z fB 0 6n, 0x” |,

2
1 8pH3 1 Op2nH N 1 8pH3>

2,0z 2,0z S 6ns Ox

(
|
(
=2 (45 3)) -
(
(
(
(

1 0p,.5 (2 2n
= 2(——=—=H%(= =
20, O <3 i 6H>>
3
_ (20 2nOp HTN
67 Ox 2ns Ox BH
= 9 _i@ 3_@£2 =
B 3ns Ox or )
op 1 31
= 2 - 3 =
oxr  3ns ( * Hﬁ))
—20p ... 31 2 Op . 315
= —H (1 =Q=—-——HW|[1 : 3.32
37, 0a ( i Hﬂ) O 50 T (3:32)
A velocidade média u é dada por
N Q 2 0p o 3ns
=——=———H"(1 ) :
“SWH T 301 T BH (3:33)

A seguir, uma representacao do perfil de velocidade do escoamento Poiseuille planar com
escorregamento.
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Escoamento Poiseuille planar com escorregamento

1.00 1

0.75 1

0.50 1

0.25 1

> 0.00 A

—0.25 1

—0.50 1

—0.75 A1

—1.00 1

Figura 3.11: Solucao analitica para o escoamento Poiseuille planar com escorregamento

0
com os parametros de deslizamento do material 5 = 0.2, 0.4, 0.6 ¢ 0.8, s = 0.3, @

ox
—0.0027 e amplitude do canal H = 1.

Fluido nao-Newtoniano: modelo Lei das Poténcias

0
A partir das hipoteses ja apresentadas para este problema op constante e gravidade

" Ox
nula, a equagao (3.11) reduz-se a
£ () - o
dy \'dy) 0z’
Y é’u 0 (3.34)
n=m d_y

Integra-se a primeira equagao do sistema de equagoes (3.34) em relagao a y,

d du dp du op
/dy (ndy) or | WG, T et (3.35)
. .~ du
Para obter a constante c;, aplica-se a condi¢ao de contorno 7, = 'nd— =0emy=0,
Y

0
0=——pO+C1:>61:O.
ox

Obtida a constante ¢; = 0, podemos substitui-la em (3.35), e desta forma,

du  dp
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Para fazer a modelagem da viscosidade n é preciso analisar o comportamento da derivada,
como ilustra a Figura 3.12.

Tw = —Tyx — Buw

d
Figura 3.12: Ilustracao do comportamento de d_u no escoamento Poiseuille planar com
Y

escorregamento.
e - )
Como o escoamento é simétrico, busca-se a solu¢ao apenas para T >0, y <0, e

substituindo a modelagem de viscosidade dada pela segunda equagao do sistema (3.34)
em (3.36), vem,

du™du _ op o (du\"_ b
m dy dy oz m dy ) oz”
du op 1 "

Integra-se (3.37) em relagao a v,

1
du 8p 1 n 1
B N ad
dy < c%vm) /y vy=

u(y)z(—%%) ( " >y+ o (3.38)

1+n

Para obter a constante ¢y, deve-se calcular a tensao de cisalhamento, obtida derivando a
equagao (3.38), para posteriormente aplicar a condigao de contorno 7, = fu,. Sendo

3=

assim,
1 1
op 1\ [ n I1+nY\ 10, opl\» 1
T, - f— _— n = —_— - n
v orm 14+n n Y orm Y
consequentemente,
6p 1 71‘ 1 8p 1 %
Tw — _Tyazly:—H = — —gg (—H)" = — %EH .
1
Da condi¢ao de contorno 7, = fu, implica u, = BTw e, considerando que u(—H) =

1
1 /0p1l "
—— (—p—H ) , iguala-se a equagao (3.38), para obter a constante ¢y

B \O0xm
dp 1 n 1in 1 (op1 "
(_%E) (1+n>y Tres I6] (8me) =

3=
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() (- ()n)

a constante ¢y, descrita por (3.39), é substituida na equagao (3.38), que apresenta a solugao
analitica para o escoamento Poiseuille planar com escorregamento no estado estacionério

para o caso nao-Newtoniano
1 n
gy () emsr) =
B 1+n

uly) = _opl n_\ e _ (901

yo= orm 14+n y drm
EHQ 1 n 14n 1+n 1 1

— R n o — n — n — < <

() (2o - o). nzvse

1+n
onde n é tal que a solugao seja valida matematicamente.
A representacgao grafica do perfil de velocidade, descrita pela solugao analitica acima,
é apresentada a seguir na Figura 3.13.

3=
Sl=

3=

Escoamento Poiseuille planar com escorregamento

1.00 1

0.75 4

0.50 1

Y
/

> 0.00
-0.25
—0.50
— B1=02
-0.75 B,=0.4
/— B:=0.6
—1.00 — B4=08
0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0
u le-11

Figura 3.13: Solucao analitica para o escoamento Poiseuille planar com escorregamento
para o caso nao-Newtoniano com os pardmetros n = 1/2, m = 1 e com os parametros

de deslizamento do material § = 0.2, 0.4, 0.6 ¢ 0.8, @ = —0.0027 ¢ amplitude do canal

ox
H=1.

3.1.4 Escoamento Couette-Poiseuille Planar

Considere o escoamento Poiseuille planar totalmente desenvolvido com a placa superior
movendo-se com a velocidade constante V. Este escoamento é denominado Couette-
Poiseuille planar ou Couette geral.

Em contraste com os dois exemplos anteriores, este escoamento nao é simétrico em
relacao ao eixo de simetria do canal, desta maneira, ter a origem das coordenadas car-
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tesianas na linha central nao é conveniente. Portanto, a origem é movida para a placa
inferior.

2y

Figura 3.14: Escoamento Couette-Poiseuille planar.

Fluido Newtoniano

As condigbes de contorno para este escoamento sao:

u=0emy=0
u=Vemy=a

onde a é a distancia entre as duas placas.

A partir das condigoes de contorno pode-se obter as constantes de integracao ¢; e cs.
Como u(0) = 0, tem-se que
1 dp

0= —-—0? 0 =y =0
2775855 ‘|‘C1 +Cz Co s

ou seja, co = 0. E, como u(a) =V,

= 18pa2—|—ca:>c—v 18pa
2, 0x ! "Tu 2,00
V 1 Jp . _
obtendo ¢; = — — 5 a—a. Logo, obtidas as constantes ¢; e ¢o, substitui-se na equa-
a 15 Ox

gao (3.8), gerando a solucao analitica do escoamento no estado estacionario para o caso
Newtoniano

u(y) = —y — 5—5-(ay — v*). (3.40)

A partir da solugao analitica para este escoamento, descrita pela equagao (3.40), pode-
se obter a tensao de cisalhamento

du
Tyx — nsd_y:
1% 1 Jp
d P s a2
B (ay 2nsax(ay y)) B

V 1 Op 1 0p
= —— —Za+ =22
s <a 21 8xa+ ns 0T y)
v, lop

= s - (a—2y). (3.41)
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O perfil de velocidade deste escoamento, descrito por (3.40), quando a = 2H e com
o eixo-y transladado a uma distancia H e quando V = 0, se degenera ao escoamento
Poiseuille planar totalmente desenvolvido, como mostra o Problema (3.1.2), com perfil
de velocidade parabdlico, descrito pela equagao (3.8). Por outro lado, se o gradiente de
pressao for zero, o escoamento se degenera para o Couette planar, estudado no Problema
(3.1.1), onde o perfil de velocidade é linear. Desta forma, a soluc¢ao analitica apresentada
na equagao (3.40) é a soma das solugdes para os dois problemas citados acima. FEssa
superposigao de solugdes é resultado da linearidade da equagao (3.5) e das condigdes de
contorno.

Observe também que a equagao (3.40) é valida ndo apenas quando o gradiente de
pressao e o movimento da parede conduzem o fluido na mesma direcao, mas também

. 0 o .
quando se opoem. Quando 8_p > 0, pode ocorrer um fluxo reverso na dire¢ao-z negativa.

Por fim, é possivel encontrar o ponto y* onde a velocidade atinge seu valor maximo. Este
ponto é um zero da tensao de cisalhamento

v _1op
a 20z

nsV

a L
quando V = 0, y* = o ou seja, & metade da largura do canal, como esperado no caso

N

:ns

particular do escoamento Poiseuille.
Uma representacao grafica do perfil de velocidade para o escoamento Couette-Poiseuille
planar no estado estacionario para o caso Newtoniano é apresentada na Figura 3.15.
Para o gradiente de pressao positivo:

Escoamento Couette-Poiseuille planar

1.0 1

0.8 1

0.6 1

>

0.4 1

0.2 1 —— velocidade = 0.1
—— velocidade = 0.4
—— velocidade = 0.6
—— velocidade = 0.8

0.0 1 —— velocidade = 1.0

-0.75 -0.50 -0.25 0.00 0.25 0.50 0.75 1.00
u

Figura 3.15: Solugao analitica para o escoamento Couette-Poiseuille planar com veloci-
dade méaxima em y* representado por pontos nos graficos com V = 0.1, 0.4, 0.6, 0.8 e 1.0,
Ip

amplitude a =1, ny = 0.3 ¢ 9 2.
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E, para o gradiente de pressao negativo, na Figura 3.16:

Escoamento Couette-Poiseuille planar

1.0
0.8 1
[
0.6 1
>
0.4 1
0.2 1 —— velocidade = 0.1
—— velocidade = 0.4
= —— velocidade = 0.6
—— velocidade = 0.8
0.0 1 —— velocidade = 1.0

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 1.4
u

Figura 3.16: Solugao analitica para o escoamento Couette-Poiseuille planar com veloci-
dade méaxima em y* representado por pontos nos graficos com V = 0.1, 0.4, 0.6, 0.8 e 1.0,

0
amplitude a =1, ns =0.3 e a—i = -2

Fluido nao-Newtoniano: modelo Lei das Poténcias

A resolugao deste problema segue o trabalho [20] de Davaa, Shiguechi e Momoki,
no qual os autores apresentam os detalhes desta resolugao e diversos dados acerca do

comportamento deste escoamento.
d (ndu> _Op
dy \'dy) 9z’
y gu n—1 . (342)

n=m d_y

Integra-se a primeira equagao de (3.42) em relacao a y, obtendo

du 0Jp
— = . 3.43
i R (3.43)
Este escoamento nao é simétrico. Portanto, para a modelagem do parametro n divide-se
o canal longitudinalmente em dois: como ilustrado na Figura 3.17.



3. Escoamentos Unidirecionais e Retilineos 42

d
Figura 3.17: Tlustracao do sinal de d_u no escoamento Couette-Poiseuille planar.
Y

Considerando a equagao (3.43), para 0 < y < h*, vem

du, ap op
h*)=0=0= —h" =0 =——h"
dy (") ox Ta=a ox
0
Obtendo a constante ¢; = ——ph*. Desta forma, pode-se substituir a constante e reescre-
ver a equagao (3.43).
du, Jp

=—(y—h"). 3.44
3y 5 ) (3.44)

dug : - :
Como dl > 0, aplica-se a viscosidade 1 em (3.44), da seguinte forma
Y

du,\"  9p . du, (0p 1 " o1
w () = Fe-m = e = () =) (3.45)

Para obter o perfil de velocidade, integra-se (3.45) em relagao a y,

Ua(y) = <8p ! )i < n ) (y — ) 1 e (3.46)

drm n+1

da condigao de contorno u,(0) = 0, pode-se obter a constante c,

0:(@l>n< i )(O—h*)li”+c2:>

orm n+1

op 1 " n o Lin
= (o) ()

obtida a constante ¢y, pode-se reescrever a equacao (3.46)

1
8p 1 n n 14+n 14+n
ug(y) = (P2 — ) = (=R ], 0< y < A 3.47
0= (RL) (2 -1 — 1)) 0y (3.47
que descreve o perfil de velocidade para a parte crescente do canal, no estado estacionério
e para o caso nao-Newtoniano.

Pela continuidade da derivada de u, ¢; possui o mesmo valor para a parte em que a
velocidade decresce, onde h* < y < h, ou seja, a constante ¢; é dada por
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e desta forma, reescreve-se a equagao (3.43)

du, JIp
— = —(y—h"). A4
gy T ) (3.48)
Substituindo a modelagem de 1 considerando % < 0, tem-se
Y
dub " (9})
—m ==Y = ZE =
" < dy ) oW =)=
duy, op 1 " 1
0 [ h* — )=, 3.49
e (2) o) (3.49)

Para obter o perfil de velocidade desta parte do canal, integra-se (3.49) em relagao a y

up(y) = <@l)}l ( n ) (h* — )5 + o (3.50)

drxrm n+1

e, da condicao de contorno u,(h) =V, é possivel obter a constante de integragao cy

. Bpl % n « 14n
02_‘/_(%%) (n+1><h —h)

assim, substituindo a constante ¢, na equagao (3.50), é obtida a solugao analitica para a
parte em que a velocidade descresce, no estado estacionéario e no caso nao-Newtoniano.

_(0p1
up(y) = <%E)
Vale ressaltar que o indice n é determinado de tal forma que a solucao seja valida mate-
maticamente.
A representacao grafica do perfil de velocidade, descrita pelas soluges analiticas para
uq € up, a partir das equagoes (3.47) e (3.51), respectivamente, sdo apresentadas a seguir

nas Figuras 3.18 e 3.19.
Para o gradiente de pressao positivo:

3=

14+n 14n

(n i 1) (R —y) = — (" =h) = |+ V, A" <y<h (351
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Escoamento Couette-Poiseuille planar

1.0 1 b P
1 e R
1 I/ o
: 1 //
1 I R
1 1 S/
0.84 1 7
1 4
1 /
1
1 /
1 /
! !
1
0.6 4 |
i :
! 1
> 1
1
1
0.4 !
1
1
0.2
—— h*=10.3
h* = 0.5
0.0 h* = 0.8
-0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0.0 0.2 0.4

u

Figura 3.18: Solucao analitica para o escoamento Couette-Poiseuille planar para o caso

nao-Newtoniano com os pardmetros n =1/3, m =1, h* =0.3,05e08 h=1e

A linha continua representa u, e a pontilhada wuy.

E, para o gradiente de pressao negativo:

Escoamento Couette-Poiseuille planar

1.0 1 <1 I~ I
So ~ 1
S \ 1
S \ 1
~ 1 1
I 1 1
\\ 1 1
0.8 A ~ i
N 1
\ 1
\ :
\ 1
\ 1
. 1
0.6 1 { !
A 1
\ 1
1
> 1
1
]
0.4 4 i
1
1
0.2 1
— h*=0.3
h* = 0.5
0.0 A h* = 0.8
-0.4 -0.2 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8

L _y

Figura 3.19: Solucao analitica para o escoamento Couette-Poiseuille planar para o caso

nao-Newtoniano com os parametrosn =1/3, m =1, h* =0.3,0.5e 08 h=1e

A linha continua representa u, e a pontilhada wuy.

—2.
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Além disso, escolhida a altura h* onde ocorre a velocidade méxima, qual deve ser a
velocidade V' na placa?

Como u é continua em h* entdo u,(h*) = uy(h*). Logo, aplica-se as equagoes (3.47) e
(3.51), que representam as solugoes analiticas para cada parte do canal, em h*

(2)' () o= (22)' () o

4 =<8pl)i( . )[(h*_hﬁ"—(—h*)”ﬁ"]

%m n+1

ou scja, escolhida a altura A*, 0 < h* < h, obtém-se o valor da velocidade V' na placa.

3.1.5 Escoamento Poiseuille Entre Placas Inclinadas

Considere o escoamento estacionario entre duas placas inclinadas paralelas, impulsio-
nado tanto pelo gradiente de pressao constante quanto pela gravidade. A distancia entre
as duas placas ¢ 2H. Um esbogo do problema é mostrado na Figura 3.20. O angulo
formado pelas duas placas e a dire¢ao horizontal é 6.

Figura 3.20: Esbogo do escoamento Poiseuille entre placas inclinadas.

Fluido Newtoniano

A solugao geral deste escoamento é representada pela equagao (3.8), com as constantes
¢ e ¢ a determinar, [ = ||f|| representando a gravidade.
Logo, a solugao analitica ¢ dada por

1
u(y) = T (g—i - x) y? + c1y + ¢ onde f, = fsen(6) (3.52)

com as condi¢oes de contorno,

— =0emy =0,
u=0emy==+H.
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As constantes de integracao sao obtidas a partir das condi¢oes de contorno. Para aplicar a
primeira condigao, é necessario derivar a equagao (3.52) em relagao a y, e assim obtém-se
¢; = 0. Para determinar ¢, aplica-se a condigao da placa na equagao (3.52). Portanto, a
solucao analitica para este escoamento no estado estacionario e para o caso Newtoniano
é dada pela equagao (3.53).

) = 5o (52— pfsent®)) 12 - 7). (3.53)

Uma representacao do perfil de velocidade para o escoamento Poiseuille entre placas in-
clinadas no estado estacionario e para o caso Newtoniano é apresentada na Figura 3.21.

Escoamento Poiseuille entre placas inclinadas

1.0 — 6=0

_n

—_ 9_6

_n

N g_Z

0.8 — 9=I

=3

_n

—_ 9_7
0.6

>

0.4
0.2 1
0.0

0 2500 5000 7500 10000 12500 15000 17500 20000
u

Figura 3.21: Solugao analitica para o escoamento Poiseuille entre placas inclinadas com o

angulo formado entre as duas placas e a dire¢ao horizontal 6 = 0, %, %, % e g, amplitude
dp

H =1, viscosidade n; = 0.3, i —0.0027, gravidade f = 9.81 e densidade p = 1350.

Fluido nao-Newtoniano: modelo Lei das Poténcias

Este problema, no caso do modelo Lei das Poténcias, foi resolvido com base nas ideias
de L.L. Ferras quando visitou o Programa de Pés-Graduacao em Matematica Aplicada e
Computacional - P6sMAC em 2014.

L) _ P p onde £, = fren(d),

dy \'dy Ox (3.54)
o [du |

n= dy
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onde f = ||f]| representa a gravidade. Integra-se a primeira equacao de (3.54) em relagio
a y, obtendo
du 0
Ud—y = <_8_Z + fsen(9)> y+c (3.55)

. ) . du
para determinar a constante c¢;, aplica-se a condi¢do de contorno i 0Oemy = 0,
Y

fazendo

n0 = <—@ + fsen(@)) 0O+cp=c =0
ox

desta forma, ¢; = 0. Portanto, reescreve-se a equagao (3.55), tendo

du op
n@ = < o + fsen(é)) Y.

Para prosseguir com a modelagem para a viscosidade, é preciso analisar o comportamento
da derivada, tal fato é ilustrado na Figura 3.22.

d
Figura 3.22: Ilustragao do sinal de d_u no escoamento Poiseuille entre placas inclinadas.
Y

Nota-se que o escoamento ¢é simétrico, ou seja, a solugao serd determinada somente
u . .
para metade do canal, a parte crescente onde T > 0, y < 0. Sendo assim, aplica-se o

modelo Lei das Poténcias, a partir da segunda equagao de (3.54), tem-se
du

" du op
2T (3)- (e

du (l <_% 4 fsen(9)>)}l Y (3.56)

dy  \m
1 1+n
ny n
3.57
( 1 + n) + Co, ( )

m

Agora, integra-se a equacao (3.56) em relagao a y,

=
&
I
AN
3|~
I
QD|QD
SRkl
+
kh
wn
@
=8
=
~—
S~
3
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para obter a constante ¢y, aplica-se a condi¢ao de contorno u =0 em y = —H,

0— (% (—% + fsen(é))))}l <1Zn> (—H) 5" 4 e,

6= — ((% (—% + fsen(e)>)' (1_’:n> (-H)“é”) (3.58)

obtida a constante ¢y, substitui-se na equagao (3.57), que fornece a solugao analitica para
o escoamento no estado estacionario e para o caso nao-Newtoniano.

3=

) = (= (—%Hsen(e)))’l‘( L) - ), —H <y S0 G359

m 1+n

onde o parametro n é tal que a solucao seja valida matematicamente.
A representacao grafica do perfil de velocidade, descrita pela solugao analitica (3.59),
é apresentada a seguir na Figura 3.23.

Escoamento Poiseuille entre placas inclinadas

1.0 1 — 6=0

— 9=l

6

_n

— 0=7

0.8 1 — =0

6 3

_n

— 6=3
0.6 1

N

0.4 1
0.2 1
0.0 A

0 25 50 75 100 125 150 175

Figura 3.23: Solucao analitica para o escoamento Poiseuille entre placas inclinadas para o

caso nao-Newtoniano com os parametros n = 1/3, m = 1 e com o angulo formado entre as

0
duas placas e a dire¢ao horizontal 6 = 0, rrrw z, amplitude H =1, P _ —0.0027

, 64 3°2 ox
e gravidade f = 9.81.

3.1.6 Escoamento de uma Pelicula Sobre uma Placa Inclinada

Considere o escoamento incompressivel e isotérmico de uma pelicula fina sobre uma
placa inclinada, de espessura uniforme d e com o angulo formado entre a placa e a direcao
horizontal 6, como mostra a Figura 3.24.
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Figura 3.24: O escoamento de uma pelicula fina sobre uma placa com inclinagao 6.

Fluido Newtoniano

O ar ambiente é considerado estacionario entao, na interface fluido-ar a tensao de
cisalhamento ¢ nula, 7,, = 0, e o fluxo ¢ impulsionado apenas pelo campo gravitacional,
.0 .
entao 8_p = 0 e, portanto, a pressdo também s6 depende de y, p = p(y). Para este
x

problema, a tensao superficial do liquido pode ser desprezada.
A equacao governante para este escoamento é dada por

d*u
USF = —pfsen(d),
dp Yy (3.60)
& = pf cos(0)
onde f = || ‘/F||7 com as condigoes de contorno na placa e superficie livre, descritas, respec-
tivamente, por
u=0emy=0,
du (3.61)
Tyz:nsd—y:()emy:d

Para resolver os sistemas de equagoes (3.60)—(3.61), integra-se a primeira equagdo do
sistema de equagoes (3.60) duas vezes em relagao a y, fazendo

dQud __pfsen(d) /dy N du  pfsen(f)

y+a
dy UE

—dy
dy? Ns

2] 2
dy s UE 2

resultando no perfil de velocidade para o problema com duas constantes de integragao, c;

e ¢y, a determinar.

uly) = pfsen(0) y°

— + 1y + co. 3.62
n 2 +ay+c (3.62)
Para obter as constantes, aplica-se as condi¢oes de contorno, como segue
sen () y? sen(f) 0
u(y) = MC—()y—+Cly+02=>0= pf—()—-i—cl()—l—cQ:>cz =0

s 2 s 2
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ou seja, co = 0. Para aplicar a segunda condicao de contorno, calcula-se a tensao de
cisalhamento

du —pfsen(d
Tye = Ns—— = 1s </)fn—()y + 61) = —pfsen(0)y + nsc1

obtida a tensao de cisalhamento, utiliza-se a segunda condic¢ao de contorno, ou seja,

Ty (0) = —pfsen(0)d + nscy

dai segue,
sen
— pfsen(0)d + nsc1 = 0 = nsc; = pfsen(0)d = ¢, = % (3.63)
sen(6)d
entao ¢; = M. Portanto, pode-se substituir as constantes c¢; e ¢y na equagao

s
(3.62), obtendo a solugao analitica da velocidade no estado estacionario e para o caso
Newtoniano, que é dada por

_ pfsen(d) y?
u(y) = E— <5y - 5) : (3.64)

Consequentemente, a velocidade média, %, ao longo de uma se¢ao transversal da pelicula
¢é obtida por

5
; 1 _ pfsen(9)0*
== . 3.65
0 / 31s (3.65)
0
Por outro lado, a taxa de volume por unidade de largura,
Q _ / oo
T ; udy =
5 2
C (O [y Yy
s 0 2
_ (pfsen(9)> _5?;_2_3;_3} _
s 2 61,
- <pfsen(0)> [60y% — 2y3r B
s i 12 B
([ pfsen(0) [60° —25°]
= " BEE =
_ (pfsen(9) [*] _
= 0 Bh
3
_ pfsen(0)0” SZI;](@)‘S _ (3.66)

Ja para solucionar a pressdo, integra-se a equagao (2.11) em relagao a y, desta forma,

p(y) = —pf cos(0)y + c.

Na superficie livre, em y = 4, a pressdo deve ser igual a pressao atmosférica, p(d) = py,
logo, ¢ = py + pf cos(f). Portanto, a pressao neste escoamento ¢ distribuida da seguinte
forma

p(y) = po + pf(6 — y)cos().



3. Escoamentos Unidirecionais e Retilineos 51

Uma representagao do perfil de velocidade para o escoamento de uma pelicula sobre uma
placa inclinada, é apresentada na Figura 3.25.

Escoamento de uma pelicula sobre uma placa inclinada

0.0010 A
0.0008 A
0.0006 A
>

0.0004 4

6=0

_n

0.0002 o 6

. 1 _n

— 9= I

_n

— 6= Z

_n

0.0000 A 6= 2

0.0000 0.0025 0.0050 0.0075 0.0100 0.0125 0.0150 0.0175 0.0200
u

Figura 3.25: Solugao analitica para o escoamento de uma pelicula sobre uma placa in-
clinada com os angulos # = 0, %, Z, % e g, gravidade f = 9.81, densidade p = 1350,
viscosidade 1, = 0.3 e espessura do canal 6 = 0.001

Fluido nao-Newtoniano: modelo Lei das Poténcias

Este problema, no caso do modelo Lei das Poténcias, foi resolvido com base nas ideias
de L.L. Ferras quando visitou o Programa de Pés-Graduagao em Matematica Aplicada e
Computacional - P6sMAC em 2014.

d du

— (n- ) = pfsen(0),

dy\'dy/) (3.67)
du|™™ '

U:’md—y

Integra-se a primeira equagao de (3.67) em relagao a y, obtendo

d
n—u = pfsen(0)y + ¢ (3.68)
dy
. - du
para obter a constante ¢, aplica-se a condigao de contorno 7, = g, = 0emy=
Y
0= pfsen(0)d +c; = ¢ = —pfsen(6)d (3.69)

substitui-se ¢; = —pfsen(f)d em (3.68), obtendo,

i pfsen(f)(y — 9). (3.70)
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Para prosseguir com a modelagem da viscosidade, analisa-se o comportamento da deri-
vada, como mostra a Figura 3.26.

du
Figura 3.26: Analise do comportamento de Em no escoamento de uma pelicula sobre uma
Y
placa inclinada.

du
Como este escoamento tem comportamento crescente, — > 0. Modela-se a viscosi-

dy
dade a partir da Lei das Poténcias,
du\" du [ —pfsen(f) " 1
m (dy) = —pfsen(d)(6 —y) = Q- ( p- (0 —y)n. (3.71)
Integra-se a equagao (3.71) em relagao a y,
_n —pfsen(0) " i
) == (PO ) (3.72)

aplica-se a condi¢ao de contorno u(y) = 0 em y = 0 na equagao (3.72), para obter a
constante cy

)n(d—y)ltn +co =

01— __" (—pfsen(@)
n+1 m

Portanto, substituindo ¢, em (3.72) obtém-se a solugao analitica para a velocidade com
fluido nao-Newtoniano com a viscosidade modelada a partir da Lei das poténcias

) = o (L) 5 - - ), 0 <y <o

onde n ¢é tal que a solugao seja valida matematicamente.
A representagao grafica do perfil de velocidade, descrita pela solugao analitica acima,
¢é apresentada a seguir na Figura 3.27.
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Escoamento de uma pelicula sobre uma placa inclinada

0.0010 A
0.0008 -
0.0006 A
>
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6=0
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. ) _n

6=7

_n

6=3
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0.0000 A 6= 2
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Figura 3.27: Solucao analitica para o escoamento de uma pelicula sobre uma placa incli-

nada para o caso nao-Newtoniano com os parametros n = 1/3, m = 1 e com os angulos
T m T

0 =0,

e 13 e g, gravidade f = 9.81, densidade p = 1350 e espessura do canal
1.

3.1.7 Escoamento Couette Planar em Duas Camadas

Dois liquidos A e B, incompressiveis e imisciveis, ou seja, de densidades diferentes pa
e pp, onde ps > pp e que nao se misturam, com viscosidades n4 e np fluem entre duas
placas paralelas infinitas. O escoamento é induzido pelo movimento da placa superior

que se move com velocidade V', enquanto a placa inferior é estacionaria, como mostra a
Figura 3.28.

V.
fluido B !
Hp u? = uP(y)
) fAuido_A/
Hy _>; u = UA(y) Y

=y

Figura 3.28: Escoamento Couette planar em duas camadas.
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Fluido Newtoniano

As distribui¢oes de velocidade em ambas camadas obedecem a equagao (2.9) e sdo
dadas pela equagao (3.8). As condigoes de contorno para este problema sao

ut =yt 0<y < Hy,
uP =cBy+cl, Hy<y<Hp+ Hp.

onde u# & a distribuicao de velocidade com constantes de integracao cf! e ¢4 para o fluido

A, ub ¢ a distribuicao de velocidade com cP e ¢} constantes de integracio para o fluido

B. As constantes sao determinadas pelas condi¢oes de contorno nos limites solidos e na
interface das duas camadas.

Aplica-se primeiro as condigoes de contorno de nao escorregamento nas duas placas
y=0=u"=0
assim, ¢4 = 0. Por outro lado, em
y=Hys+Hp=u=V

logo, c¥ =V — c¢B(H, + Hp). Desta forma, reescreve-se as distribuigoes de velocidade,

ut =iy, 0 <y < Ha,
UB=V—CIB(HA+HB—Z/>, HASZ/SHA—FHB.

Na interface, y = H 4, temos duas condigoes adicionais:

(a) a distribuicao de velocidade é continua, ou seja, u* = uf em y = H4;
(b) a transferéncia de momento através da interface é continua, ou seja, Ty’i = Tylfc em
du? du?
y=Hy=>nys——— =nps—— em y = Hy.
dy dy
A partir das condi¢oes da interface, descobre-se que
oA NssV B nasV

= e C =
Y masHp +npsHa 7 nasHp +npsHa

portanto, os perfis de velocidade nas duas camadas sao

A 7733‘/
— I<y< H
T Hp e, Y =
uB =V — M4 (Ha+ Hp —y), Ha <y < Ha+ Hp.

NasHp +npsHy

Se os dois liquidos tém a mesma viscosidade, nas = ngs = 75, entao os dois perfis de
velocidade sao os mesmos e os resultados se simplificam para o perfil de velocidade linear
do escoamento Couette de uma camada, como segue:

A B 4

u =u = —-———————1.
H,+ Hg”

Uma representagao grafica da solugao analitica para o escoamento Couette planar em
duas camadas, no estado estacionario e para o caso Newtoniano é apresentada a seguir
na Figura 3.29.
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Escoamento Couette planar em duas camadas

1.0 A :
1
I
1
1
1
1
0.8 i
1
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/
/ —— vel. fluidoA=0
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Figura 3.29: Solugao analitica para o escoamento Couette planar em duas camadas com
as velocidades v = 0, 0.2 e 0.4 na tampa superior, viscosidade do fluido A, nas = 0.1,
viscosidade do fluido B, ngs = 0.5, amplitude do canal de fluido A, H4 = 0.7 e amplitude
do canal de fluido B, Hg = 0.3. Em azul claro, os perfis de velocidade do fluido A e em

azul escuro os perfis de velocidade do fluido B.

Fluido nao-Newtoniano: modelo Lei das Poténcias

As condigoes para cada fluido sao

a( aty

dy NA dy — Y
dUA na—1

nNa =ma d_y

para o Fluido A, e

d du”\ 0
duB "7

B = mMmp d_y

para o Fluido B.

Na interface y = H,4, valem duas condigoes:

(c) a distribui¢ao de velocidade é continua
ut(Ha) = u®(Ha);

(d) a transferéncia de momento ¢ continua

du? du®”
A _ B _ _
Txy(HA) = sz(HB) = N4 Q- nB i emy = Hyu.
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Para iniciar a modelagem da viscosidade para o caso nao-Newtoniano, analisa-se o com-
portamento do escoamento — tal fato pode ser analisado a partir do comportamento da
derivada da distribui¢ao de velocidade de cada fluido.

H=H,+ Hp
du®
fluido B uf = uP(y) E> Hy<y<Hjs+ Hp
Hy
fluido
du? 0
u? = ut(y) dy 0<y<Hy
y
0
xr
A duB
Figura 3.30: Analise do comportamento de m e T no escoamento Couette planar em
Y Y
duas camadas.
. dUA . A -
Para o fluido A, onde 0 < y < Hy, T > 0, ou seja, u” é crescente. Integra-se a
Y
primeira equagao de (3.1.7) em relacao a y, que gera
du A
A——— =C 3.73
Ui dy 1 ( )

modela-se a viscosidade, 14, de acordo com o modelo Lei das Poténcias
1
dut\™ v et \"a
! ( dy ) ' (mA) (3.74)
integra-se a equacgao (3.74) em relagao a v,

A 1

Uﬂw=(£L>My+§y0§y§HA (3.75)
ma

da condicdo de contorno u? = 0, na placa inferior em y = 0, obtém-se,
0=u0)=c} =c} =0.

O processo é analogo para o fluido B, ou seja,

1

By [0\ B _
u’(y) = my) vt Hasy<HatHg=H (3.76)

na placa superior, u? =V emy=H = Hy + Hp,

1
cB\ s cB\ s
V =u(Hs+ Hp) = (m_1> (Ha+ Hp) + cop = 5 =V — (m—l) (Ha+ Hp)
B B

da condigao (d),
du? B du®
nA_dy = nB_dy
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e, da equagao (3.73), vem
el =P (3.77)

Por outro lado, da condigao (c),

AN my B\ ng
<C_1> AHA: <C_1> B(—HB)+V
ma mpg

€m resumao,

e, se ny = npg = n, € simples explicitar c{‘

(c)n (( HAI + Mz 1> -V = <(m3)}lHA+ <mA)7ILHB> (s =V =

ma)»  (mp)» (mamg)»
0’14 = T (mams) i v,
((mp)nHa + (ma)n Hg)"
Portanto,
(mp)»
u(y) = 7 ; Vy, 0<y < Hyu
((mp)w"Ha + (ma)=Hpg)
A (3.78)
m n
uB(y) = = V(y— (Hs+Hp))+V, Hy<y<H,

((mp)sHa + (ma)=Hp)

representando as solugoes analiticas para a velocidade dos escoamentos com fluidos A e B
descritos neste problema. Vale ressaltar que o parametro n ¢ tal que a solugao scja valida
matematicamente.

Outro fato importante é que ao colocar os parametros ng =ng =1e my = mpg =1,
o perfil de velocidade apresentado no sistema de equagoes (3.78) coincide com o perfil de
velocidade para o caso Newtoniano.

A representacao gréafica do perfil de velocidade, descritas pelas solugdes analiticas
acima, é apresentada a seguir na Figura 3.31.
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Escoamento Couette planar em duas camadas
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Figura 3.31: Solucao analitica para o escoamento Couette planar em duas camadas para
o caso nao-Newtoniano com os parametros ny = np = 1/3, maq = 1 e mp = 0.7 com as
velocidades v = 0, 0.2 e 0.4 na tampa superior, amplitude do canal de fluido A, H4 = 0.7
e amplitude do canal de fluido B, Hg = 0.3. Em azul claro, os perfis de velocidade do
fluido A e em azul escuro os perfis de velocidade do fluido B.

3.2 Escoamentos Transientes

Nesta secao sao apresentados os escoamentos unidirecionais, retilineos e transientes,
ou seja, aqueles em que as propriedades do fluido em um ponto do campo variam com o
tempo. Esta classe de escoamento é descrita pelas equagoes (3.79) e (3.10) para fluidos
Newtonianos. Os problemas apresentados a seguir podem ser encontrados em [30].
A partir da simplica¢ao para cada problema, de acordo com sua geometria e condig¢oes
de contorno e inicial, a equagao (3.79),
ou dp 0u

— =5+ Nz + T
Por = an e TP

pode reduzir-se & uma Equacao Diferencial Parcial homogénea ou nao homogénea. Neste
trabalho, serao utilizados os métodos de Solucao por Similaridade e Separacao de Varia-
veis.

No método de Solugao por Similaridade, busca-se reduzir o nimero de variaveis inde-
pendentes y, t, e combina-las em uma variavel de similaridade,

§= S(y,t), (380)

A vantagem deste método é que se existe uma solugao por similaridade, entao a Equagao
Diferencial Parcial original para u(y,t) ¢ reduzida a uma Equacao Diferencial Ordinaria
para u().

Por outro lado, nos problemas homogéneos que admitem o método de Separacao de
Variaveis, a variavel dependente u(y,t) é expressa na forma

u(y,t) =Y (y)T'(t)

(3.79)

(3.81)



3. Escoamentos Unidirecionais e Retilineos 59

A aplicacao da equagao (3.81) na equagao governante transforma o problema em um
problema equivalente em que resolve-se duas Equagoes Diferenciais Ordinéarias com Y (y)
e T'(t) como variaveis dependentes.

Além disso, o Lema 1 e¢ o Lema 2 serao utilizados para obtencao das solucoes.

Lema 1. Seja L um operador diferencial parcial linear de ordem k cujos coeficientes estao
definidos em um aberto Q C R™. Suponha que
(U] 522 (3.82)

m=1

¢ um conjunto de funcoes de classe C* em Q satisfazendo a Equacdo Diferencial Parcial
linear homogénea Lu = 0, onde a cada fun¢io u (suficientemente diferencidvel) corres-
ponde a uma unica funcao Lu; dessa maneira definimos um operador ou transformac¢ao
L. Logo, se o conjunto de fungoes (3.82) é uma sequéncia de escalares tal que a série

u(@) = it () (3.83)

€ convergente e k vezes diferencidvel termo a termo em (), entao u satisfaz Lu = 0.

Lema 2. As fungoes y1(t) = exp((A +ip)t) e ya(t) = exp((A —iu)t), com o significado
expresso por exp((A+ip)t) = exp(At)(cos(ut)+isen(ut)), sdo solugdes de ay” +by +cy =0
quando as raizes da equagdo caracteristica ar®+br-+c = 0 sdo niimeros complexos (A\ip).

Observacdo 1 Se y; e y» sio solugdes da equacdo ay + by + cy = 0 entdo qualquer
combinagao linear de y; e y, também ¢é solugao. Ou seja, se as raizes da equagao carac-
teristica sdo nimeros complexos (A £ iu), com p # 0, entdo a solugao geral da equagdo é
y = c1 exp(At) cos(put) + co exp(At)sen(put).

A seguir, sao obtidas as solugoes analiticas de quatro casos distintos no estado tran-
siente para o caso Newtoniano utilizando as técnicas descritas acima que melhor convém
para cada problema.

3.2.1 Escoamento Préximo a uma Placa Subitamente Colocada
em Movimento
Considera-se um fluido Newtoniano incompressivel semi-infinito, de viscosidade 7, e

densidade p, delimitado inferiormente por uma placa, em y = 0, como mostra a Figura
3.32.

t<0 t=0" t=t;>0
Y
iy (o)

|4 V

Figura 3.32: Escoamento proximo a uma placa subitamente colocada em movimento.

Inicialmente, a placa e o fluido encontram-se em repouso. No tempo ¢ = 01, a placa
comeca a se mover na dire¢ao x, com velocidade constante V. Neste caso, o gradiente de
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pressao e a componente da gravidade na dire¢ao do fluxo s@o nulos. Este problema foi
estudado por Stokes em 1851 e é denominado problema de Rayleigh ou primeiro problema

de Stokes.
A equagao governante para este problema ¢ homogénea e ¢ dada por

ou  u

onde v = ' & a viscosidade cinematica. A equagao (3.84) é conhecida como equagao do

p
calor ou difusao. As condigoes de contorno e inicial, sao:

u=V, emy=0,1t>0,
u=0, emy— o0, t >0, (3.85)
u=0,emt=0, 0<y < oo.

Utiliza-se o método de solucao por similaridade, este método pode ser empregado para
resolver alguns problemas nao-lineares. Analisando a equac@o governante (3.84), observa-

se que u depende de uma combinacao de y e t, da forma %

Além de t e y, a velocidade u deve ser uma funcao de V e p, também. Desta forma,
pode-se concluir que a velocidade adimensional % deve ser uma funcao das quantidades

cinematicas restantes deste escoamento: v, t e y.
Assume-se que a existéncia de uma solugao por similaridade e que a combinacao ade-
quada destas quantidades nao sejam conhecidas a priori, que a solucao seja da forma,

u(y,t) = Vf(E), (3.86)
onde,
&= a%w com n >0 (3.87)

e {(y,t) é a variavel de similaridade, a é uma constante a ser determinada posteriormente
para que & seja adimensional e n um nimero positivo a ser escolhido para que a equagao
(3.84) possa ser transformada em uma equagao diferencial ordinaria com f como variavel
dependente e ¢ como independente. A condigao de contorno em y = 0 é equivalente a

f=1 em¢=0,

a condi¢ao de contorno em y — oo e a condi¢ao inicial formam uma tnica condig¢do de
contorno para f,
f=0, em £ = .

Note que 0
% = %g%ﬁ & —natil = %%;é/(:) —naﬂgrl =0. (3.88)
Assim, derivando a equacio (3.86),
S W v = vt s e v, es9)
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ou Of((y,t) dfo(y,t)  a .,
ay_v Ay _Vdf Ay =Vl
e?
0*u 0 a ., . a 0 / . a ., 85 _ a? "
= 9 (vr©) - Vigpl €)=V f €5 =V f(6)
Agora, substituindo os resultados acima na equagao (3.84), tem-se
au o 775 azu f / o 773 a2 " 775 a2 " 5 / _
ARY T & —Vngf (€)= ?Vt?_" €) < ?ﬁ_nf ) +n2f ) =0
PN f// + n—it2n_1f/ =0
va

: 1 o . ~
Considera-se n = — para eliminar o termo transiente, e a expressao se transforma em uma

equacao diferencial ordinaria da forma,

v, & y
+ —=f =0com & =a——+. 3.90
Por conveniéncia e para tornar £ adimensional, usa-se a = ——=. Assim,

2V

¢ y

//_|_—/=0<:> l/+2 l=07 — . 391

f ) ! 5f fr+2f com & N (3.91)

v NG,
A solucéo da equacao diferencial ordinaria de segunda ordem (3.91), é dada por
£
f(&) = Cl/ exp(—27)dz + ¢, (3.92)
0

onde z é uma variavel “ficticia” de integracao. Em £ =0, f = 1, tem-se ¢ = 1. Por outro
lado, £ — o0, f =0,

o 1 2
0= —? d 1= = ——=x -
01/0 exp(—z%)dz + 1 = oxp(—2)dz 7

ou seja,
) 3

SVl

2
onde erf(£) é a fungao erro definida por N fog exp(—z?)dz. Substituindo entdo na equagio
T

f&) = exp(—2%)dz 4+ 1 =1 — erf(€),

(3.86), temos a solugao analitica para o escoamento proximo a uma placa subitamente
colocada em movimento, no estado transiente e para o caso Newtoniano

u(y,t) =V {1 — orf (2\%)} ou % —1—ef (2\%> , (3.93)

para t > 0. Uma animagao do perfil de velocidade u(y,t) é exibida no GeoGebra™ a

partir do link https://www.geogebra.org/classic/wvgmybt2 — para colocar a animagao
em movimento, volte o controle deslizante do tempo (¢) em 0 e aperte o play do respectivo
controle deslizante.




3. Escoamentos Unidirecionais e Retilineos 62

3.2.2 Escoamento Préximo a uma Placa em Movimento Oscila-
torio
Considere o fluxo de um fluido Newtoniano semi-infinito, colocado em movimento a
partir de uma placa oscilante com velocidade

V' = Vycos(wt), t > 0. (3.94)

Neste caso, o gradiente de pressao constante e a componente em x da gravidade sao nulas.
A equacao governante deste problema é
ou 0%u

com condig¢oes de contorno e inicial,

u = Vpcos(wt), emy =0, t >0,
u=0, emy — oo, t >0, (3.96)
u=0 emt=0, 0<y < o0.

Da condicao de contorno em y = 0, apresentada na primeira equacao do sistema de
equagoes (3.96), w representa a frequéncia angular do movimento sinusoidal. Além disso,

quando t — 0, u(0,t) — Vp

este fato, juntamente com a condicao inicial, descrita pela tltima equagao do sistema de
equagoes (3.96), mostra uma descontinuidade de u(y,t) em ¢t = 0 para y = 0.

Para obter a solugao analitica deste problema, aplica-se o método de Separacao de
Variaveis. Portanto, separa-se as duas variaveis independentes e representa a velocidade
u(y,t), como

u(y,t) = Re[Y (y) exp(iwt)], (3.97)
onde Re representa a parte real de Y (y) exp(iwt), i ¢ a unidade imaginaria descrita por
i = /=1, exp(iwt) = cos(wt) + isen(wt) e Y (y) representa uma fungao complexa.

Substitui-se a equagado (3.97) em (3.95), de tal forma,

Re[Y (y)iwexp(iwt)] = vRe {d S;(Qy) exp(iwt)] =
Re [(ti(y) — l/d ;;(Zy)> exp(iwt)] =0 (3.98)
observe que se
iwY (y) — v fygy) =0, (3.99)

entdo, a equagao (3.98) se satisfaz. Portanto, impde-se que a equagao (3.99) seja verda-
deira. Assim,

Vd;;(zy) = wY(y) =
T - By
d2y(y)—iﬁy(y) ~ 0. (3.100)
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\/?:\/g(wri).

Seja m = 4/ i 21(1 + i), logo, reescreve-se a equagao diferencial ordinaria (3.100),
v\ 2w

cuja solugao geral ¢ dada por

Note que

Y (y) = c1 exp(—my) + ¢y exp(my). (3.101)

Para determinar as constantes c¢; e ¢y, aplica-se as condi¢oes de contorno. Como u — 0
quando y — oo e u(y,t) = Re[Y (y) exp(iwt)], entao, Y(y) deve tender a zero quando
y — 00 e, portanto, ¢y deve ser nula. Obtida a constante ¢y, reescreve-se a equagao
(3.101),

Y(y) = c1exp(—my).

Por outro lado, em y = 0, tem-se u = Vj cos(wt). Logo,
Vocos(wt) = wu(0,t)
= Re[Y(0) exp(iwt)]
= Re[c; exp(—m0) exp(iwt)]
= Re[c; exp(iwt)]
[

= Relcy cos(wt) + icysen(wt)],
ou seja, ¢; = Vp. Assim, reescreve-se a equagao (3.101), substituindo a constante ¢; obtida

Y (y) = Voexp(—my),

e assim, a solucao analitica para o escoamento proximo a uma placa em movimento
oscilatorio, no estado transiente e para o caso Newtoniano é dada por

u(y,t) = VoRe[exp(—my) exp(iwt)] = Vj exp <—\/gy> cos (wt - \/§y> . (3.102)

Uma animagao do perfil de velocidade u(y,t) é exibida no GeoGebra™ a partir do
link https://wuw.geogebra.org/classic/qrzbedhj — para colocar a animacao em mo-
vimento, volte o controle deslizante do tempo (t) em 0 e aperte o play do respectivo
controle deslizante.

3.2.3 Escoamento Couette Planar

Considere um fluido Newtoniano de densidade p e viscosidade 7 limitado por duas
placas paralelas infinitas, separadas por uma distancia H, como mostra a Figura 3.33.



3. Escoamentos Unidirecionais e Retilineos 64

SN S

T

Figura 3.33: Escoamento Couette planar no estado transiente.

O fluido e as placas estao inicialmente em repouso. No tempo ¢ = 0", a placa infe-
rior é movimentada repentinamente a uma velocidade constante V' no seu préprio plano,
enquanto a placa superior é mantida estacionaria.

A equagao governante ¢ dada por

ou 0%u

com as condigoes de contorno e inicial,

u=V, emy=0,t>0
u=0,emy=H, t>0 (3.104)
u=0,emt=0 0<y<H.

Note que enquanto a equagao governante é homogénea, a condicao de contorno nao é.
Diferentemente dos problemas anteriores, das secoes 3.2.1 e 3.2.2, este problema estéa
definido em um dominio espacial limitado, 0 < y < H. Além disso, este problema admite
uma solucao estacionaria, ou seja, no caso em que t — oo. Esta solucao estacionaria foi
mostrada na secao 3.1.1. Desta forma, serd possivel transformar este problema em um
problema homogéneo, com condi¢gao de contorno também homogénea, e assim, aplicar o
método de Separacao de Variaveis para problemas homogéneos em dominios limitados.
Sendo assim, decompoée-se a solu¢do u(y,t) em componente estacionéaria e componente
transiente

u(y,t) = uly) —uly, t) (3.105)

onde u(y) é a componente estacionaria dada por
Y
(- 3)
u(y) i
e u(y,t) é a componente transiente. Assim, a equacao (3.105) é reescrita como
w(y,t) =V (1 - %) —a(y, ). (3.106)

Substituindo a equacao (3.106) nas equagbes (3.103) e (3.104), obtemos um novo pro-
blema, agora com equacao governante e condigoes de contorno homogéneas.

ou o%*u



3. Escoamentos Unidirecionais e Retilineos 65

e?
u=0,emy=0,1t>0
u=0 emy=H, t>0 (3.108)
EzV(l—%), emt=0 0<y<H.

Agora, aplica-se o método de Separagao de Variaveis
uly,t) =Y (y)T(1), (3.109)
substituindo a equagao (3.109) na equagao governante (3.107), tem-se

W) _,2 (YéZlT(U) = v — v

1 dr@) 1 d*Y(y)
vI(t) dt Y(y) dy? (3:110)

Iguala-se ambas fungoes de (3.110) a uma mesma constante, a fim de que as duas fungoes
2

S .. . . . Al . . «
em varidveis distintas sejam iguais. Por conveniéncia, a constante escolhida foi e

d*Y (y)
dy? =

Logo,
1 dr(t) o* 1 d*Y(y)

VI(t) dt—  H?2  Y(y) dy?

para a fungdo em relagao a T'(t),

1 dT(t) a?  dT(t) _VT(?‘,)on N d7T(t) N vT(t)a?

o _ — 111
VI(6) dt ZERMT H? at e =0 G
e, em relagao a Y (y),
1 &%y 2 &y 2y d’y Y
W) _ o L dV) oVl  dV) oV W) g

Y(y) dy2 H? dy? H? dy? H?
As equagoes (3.111) e (3.112) sdo duas equagoes diferenciais ordinarias e, a solucdo da
equacao (3.111) é
a’v
T(t) =coexp | ——=1 ], (3.113)

onde ¢y é uma constante de integragao arbitraria que seréd determinada pela condigao
2

‘v
inicial, e exp _ﬁt é o fator integrante. Por outro lado, a equagao (3.112), que é uma

equagao diferencial ordinaria de segunda ordem homogénea com coeficientes constantes,
cuja solucao geral é (ver Lema 2)

Y (y) = c1sen (%) + co cos (%) , (3.114)

as constantes ¢; e ¢y sao determinadas pelas condigoes de contorno. Aplica-se a equagao
(3.109) nas condigoes de contorno em y =0ey = H,

Y(0)T(t) = 0 e Y(H)T(t) = 0

o caso em que T(t) = 0 é excluido, j4 que corresponde ao estado estacionario, pois é o
caso em que t — o0o. Portanto, as condigoes tornam-se:

Y(0)=0e Y(H) =0, (3.115)
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note que para encontrar as condigoes de contorno em Y (y) é essencial que essas condigoes
sejam homogéneas.

Emy=0=0=c0+cl = c3 =0 entdo Y(y) = ¢ysen (%) )
Agora, em y = H,

H
Y(H)=0=0=csen (%) = 0 = ¢sen(a)
que possui infinitas raizes da forma

ap =k, k=1,2,...

cada uma dessas raizes correspondem a uma solucao Yx(y) e Tx(t). Por superposicao (ver
Lema 1),

s 2,2
t) = Z Bysen (%) exp ( Vakt) Z Bysen ( ) exp (— VkHZ t) , (3.116)
k=1

onde a constante By = corcii ¢ determinada pela condicao inicial. Para ¢ = 0, obtém-se,

gBksen (k%) v (1 - %) . (3.117)

Para isolar By, aproveitamos o seguinte resultado,

1
1 —
/ (sen(kmy)sen(nmy))dy = ¢ 2’
0 0,
.. ~ nmy .
Multiplica-se ambos lados da equagao (3.117) por sen <T) e integra-se de 0 a H,

ki:o;Bk, /OHsen (%) sen (n_;r;;) dy = V/OH (1 — %) sen (n_:;;) dy.

Fazendo a mudanca de variavel £ = %, segue

ZB’“/ sen(km&)sen(nmwé)d§ = V/( — &)sen(nmé)dE.

O caso utilizado aqui é para k = n, entdo,

1 ! 1 B, V 2V
Bi= = 1-— dc =V — — =—= By =— A1
k5 V/O (1 —&)sen(nmé)dE Vlm = 5 = - = By = (3.118)
substitui-se By na equacao (3.116), logo,

_ oV <= 1 kmy vk*m3t
u(y,t) = — Z zsen <?> exp (— e ) (3.119)
k=1

por fim, como foi obtido o termo transiente %(y,t), substitui-se a equagao (3.119) na
equagao (3.106)

u(y,t) =V (1 - —> Z ~sen ( ) exp (— ”iggt> . (3.120)

A equagao (3.120) é a solugao analitica para o escoamento Couette planar no estado
transiente para o caso Newtoniano.
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3.2.4 Escoamento Poiseuille Planar

Considera-se um fluxo transiente que é induzido por um gradiente de pressao constante
aplicado de maneira repentina. Um fluido Newtoniano de densidade p e viscosidade 7
esta contido entre duas placas horizontais separadas por uma distancia 2H, como mostra
a Figura 3.34,

Figura 3.34: Escoamento Poiseuille planar no estado transiente.

O fluido est4 inicialmente em repouso. No tempo ¢ = 0T, o gradiente de pressao

0
constante 8_p ¢é aplicado, colocando o liquido em movimento.
z

A equacao governante deste fluxo é,

ou op 0*u

pa = o + T]Sa—y2. (3.121)

Posiciona-se o eixo-z no plano de simetria do escoamento. Consequentemente, as condi-
¢oes de contorno e inicial sao,

u=0,emy==+H, t>0,
9
a_ZZO’ emy =0, t>0, (3.122)

u=0 emt=0 0<y<H.

O problema esta definido em um dominio espacial limitado, 0 < y < H. Entretanto,
a equagao governante (3.121) nao é homogénea, portanto, o método de Separacao de
Variaveis nao pode ser aplicado diretamente. Como este problema admite solu¢ao no
estado estacionario, como visto na se¢ao 3.1.2, entao, primeiro, decompoe-se a solucao da
equagao (3.121)

u(y,t) = u(y) —ul(y,t) (3.123)

onde u(y) é a componente no regime estacionario dada por

_op 1
0x 2n;

uly) = (H? —y?) (3.124)

e u(y,t) é a componente no regime transiente. Logo, a equagao (3.123) torna-se

op 1

o0, (H? — ) —(y, t). (3.125)

u(y,t) =

Substituindo a equagao (3.123) nas equagoes (3.121) e (3.122),

ou op o*u ou _ Ip ( op 325>

TPt T "o Mo T Yot T ox " \own, o
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ou op Op 0% ou n,0%u
Por = "oz Tox oy ot p o (3.126)
ou seja, a equagao (3.126) é a nova equagao governante do problema, agora homogénea.
E, as novas condigoes de contorno, também homogéneas, sao

u=0,emy=H, t>0,
ou
dy =0, emy=0,1t>0, (3.127)
_op 1

ox 21

(H—y?), emt =0, 0<y < H.
Assim é possivel aplicar o método de Separacao de Variaveis

iy, 1) = Y ())T(0). (3.128)
Aplica-se a equagao (3.128) em (3.126), tem-se

oY (WT(t) 0 0* (Y ()T(1))
ot p 0y?

dT)  ns
dt _? (®) dy?

=0=Y(y)

p dAT(t) 1 dY(y)
nT(t) At Y(y) dy?

(3.129)

2
[guala-se ambas equagoes de (3.129) a mesma constante, —%. Para a fun¢ao em relagao

1 dT(¢) 2 dT(¢) T(t)a?
p t o t nsL' (1)

i A = 3.130

nsT(t) dt H? dt * pH? 0 ( )

e, em relagao a Y (y),

1 &Yy o V() Y(y)e?

Vo) e m T ap A
a solugao da equagao (3.130) é
nsta?
T(t) =coexp | — DI (3.132)

2

nsta”\ : ) : < o
onde, exp | — é o fator integrante e ¢y é uma constante de integracao arbitréria

pH?
que serd determinada pela condigdo inicial. Por outro lado, a equagao (3.131) é uma
equacao diferencial ordinaria de segunda ordem homogénea com coeficientes constantes,
cuja solugao geral é (ver Lema 2)

! !
Y (y) = c1sen <ﬁy) + ¢y cos (%) : (3.133)
- . . . dY (0) .
Da condigao sobre o eixo de simetria, y = 0, tem-se que W 0, dessa forma, derivando
Y

a equacao (3.133) em relagdo a y e aplicando em y = 0, segue

H

dY(0) ca S(ay) Coly <ay):>0 clo
H

— =—c — ——sen =— =c=0

dy J] H H
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entao, a equagao (3.133) reduz-se a,
Y(y) = ¢y cos (%)
da condigao sobre as placas, tem-se Y (H) =Y (—H) = 0 entao,
Y (H) = cycos (%) = 0 = ¢y cos(a)
que possui infinitas raizes da forma,

ay, = kg k=1,2,.. (3.134)

para cada uma dessas raizes existe uma solugao Yx(y) e Ti(f), as quais sao definidas pelo
principio da superposicao, (ver Lema 1)

_ s _ > kmy Nkt
u(y.t) = BuVi(y)Ti(t) = 1(y,t) = > _ By cos <ﬁ> exp (- LH ) (3.135)
k=1

k=1

Da condigao inicial,
u(y,0) = u(y) —u(y,0) = 0 = u(y) —u(y,0) = u(y) =u(y,0), entao
op 1, v\ = kmy
_%2_775}] (l_ﬁ —E_:Bkcos S5 ) (3.136)

Para isolar By sera aproveitado o seguinte resultado

1

/1 ( (kwy) nwy —,sek=mn
cos | —— | cos (—> dy = ¢ 2

0 2 2 0, se k # n.

k
Assim, multiplicando ambos lados da equagao (3.136) por cos <%) e integrando de 0

a H,

= = kmy kmy op 1 = y? kmy
B sy MYV ay= P g2 [ (1= L 5T g
Yoo e (53 oo (557 ) = Gt | (1= ) o (5 )

faz-se a mudanca de variavel £ = %,

[e%e) 1 k’ :l{? a 1 1 k
S o (5o () - -1 ()

Resolve-se as integrais, obtendo By. Consequentemente, substituindo na equagao (3.135),

km km
) — _@Lhﬂi —16(km) cos (7) + 32sen (7> kry . _nsk2w2t
u\y,v) = o 2, £ (lmr)3 CcOs i exp —p4H2 .

(3.137)
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k k
Para k impar, tem-se cos <§) = 0 esen (g) +1. Logo, das equagoes (3.137) e (3.124),

reescreve-se a equagao (3.123),

o= o B e () (225275

(3.138)
A equagao (3.138) representa a solugdo analitica do escoamento Poiseuille planar no estado
transiente e para o caso Newtoniano.
No Capitulo 4 sera apresentada a metodologia numeérica, a discretizacao das equagoes e
a solugao numérica para um escoamento em um canal bidimensional, no caso Newtoniano.
Este escoamento foi resolvido no capitulo 3 para um fluido Newtoniano e nao-Newtoniano
no problema 3.1.2.




CAPITULO

Z

Metodologia Numeérica

Neste capitulo é apresentada a adimensionalizacao das equagoes bem como os passos
para a obtencao da solugao numérica. Esta solugao numérica serda obtida a partir do
Método da Projecao, que desacopla a velocidade e pressao nas equacoes de Navier-Stokes,
também ¢é apresentada a discretizacao das equacoes por diferencas finitas, utilizando a
formulacao explicita.

O termo convectivo presente nas equagoes constitutivas é aproximado pela técnica de
alta ordem CUBISTA (Convergent and Universally Bounded Interpolation Scheme for
the Treament of Advection) [2], este termo é um dos principais causadores de dificuldades
numeéricas nas implementacoes e simulagoes. Para o tratamento da fronteira, é usado o
esquema FOU (First Order Upwind) que possui boas propriedades de estabilidade e ¢é
incondicionalmente estavel |7, 15]. A implementacdo numérica é feita no Python™.

4.1 Adimensionalizagao

O processo de adimensionalizagao das equagoes em mecanica dos fluidos computacional
consiste na utilizacao das equagoes que modelam os escoamentos de forma adimensional.
Este processo permite mostrar os efeitos fisicos e formular o modelo para o problema
independente do sistema de unidades de medidas. A partir disso, aparecem constantes
adimensionais como, por exemplo, o niimero de Reynolds, de Weissenberg, entre outros,
conhecidos na literatura [18, 34].

As varidveis adimensionais, acrescidas do sobrescrito *, sao:

x p

_ _ A . 4.1
i T TP oe (4.1)

onde L descreve o comprimento do canal, U a velocidade e p a densidade. A partir disso,
aparecem os nimeros adimensionais

e Nuamero de Reynolds (Re): estabelece a razao entre as forgas inerciais e as forgas
viscosas do escoamento e é definido por

_pUL
Mo

Re (4.2)

onde 7 ¢ a viscosidade total do fluido, dada por 1y = 1s+n,, a qual 75 ¢ a viscosidade
do solvente e 1, a viscosidade do polimero.

71
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e Nuamero de Froude (F'r): representa a razao entre as forgas inerciais e as forgas do
campo e é dado por
Fr=—. (4.3)
VgL

Para obter a equagao da continuidade em sua forma adimensional, faz-se as seguintes
manupulagoes

@+@_0:>5)Uu*+aUv*_0:>g 8u*+8v* 0o
oxr Oy OLx*  OLy* L |0z  Oy*|
~—
£0
ou*  Ov*
= 4.4
ox* i oy* 0 (4:4)

e, de forma similar, sao obtidas as equagoes da quantidade de movimento em suas formas
adimensionais sem o acrescimo do sobrescrito *, (ver Observagao 2), em relagdo a x e
y, respectivamente

ou  O(uuw)  Oww)  dp , 1 [0*u  O*u 1
ov  O(uww)  Owvv)  Jp 1 T0% 0% )
ot " or oy oy Re o o) TERM (4.6)

Observacao 2 Por questao de simplicidade, no decorrer do trabalho, a nota¢ao acrescida
do sobrescrito x mas varidveis adimensionais serd omitida, uma vez que as constantes
adimensionais jda denotam que a equacdo estd em sua forma adimensional.

4.2 Meétodo da Projecao

A partir da adimensionalizagdo das equagoes realizada na Segao 4.1, reescreve-se o
sistema de equagoes (2.9)—(2.11) da seguinte maneira,

V.u=0, (4.7)

ou 1, 1
E—I—V-(uu)——Vp+EV u+F_r2f' (4.8)

As equagdes (4.7) e (4.8) descrevem um sistema de equagoes diferenciais parciais de na-
tureza mista, para [12], isto significa que enquanto a equacdo da continuidade (4.7) é
eliptica, a equagao da quantidade de movimento (4.8) determina um processo transiente
e é parabolica.

Sabe-se como é a evolucao temporal da velocidade u mas, por outro lado, nao se sabe
ocorre esta evolugao para a pressao p. Como a equagao da continuidade e da quantidade
de movimento devem ser simultaneamente satisfeitas, a ligacdo entre elas é dada pela
especificacao do campo escalar da pressao, ou seja, o papel da pressao em escoamentos
incompressiveis ¢ de garantir que, a cada instante de tempo, a equagao da continuidade
esteja satisfeita. Logo, ha um acoplamento entre a pressao e a velocidade.

Neste trabalho, utiliza-se um método numérico segregado, ou seja, obtem-se a solugao
de equagoes de Navier-Stokes incompressiveis calculando a velocidade u e a pressao p
de maneira consecutiva e separada. Para isto, utiliza-se o Método da Projecao, que se
fundamenta no Teorema de Helmholtz-Hodge. A demonstracao deste teorema também
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sera apresentada e pode ser encontrada em [6].

Teorema 1. (Decomposi¢ao de Helmholtz-Hodge) Seja Q@ uma regiao com fronteira suave
0f) e u um campo vetorial definido em ). Nestes termos, a decomposi¢ao de u na forma

u+ Vi (4.9)

existe e € unica, sendo ¥ um campo escalar também definido em €. Jd o campo vetorial
u € solenoidal e paralelo a OS2, ou seja,

u

V-u=0 (4.10)

e, ao longo de 01,
u-n=0 (4.11)

onde 11 € o vetor normal a OS2 e orientado para fora de €.
Demonstracao. Primeiramente, estabelece a relagao de ortogonalidade

/u.wdvzo.

Q

Pela propriedade do operador divergente, tem-se:

V- (u) = (V- (u)p +u-Ve

aplicando o Teorema da Divergéncia e considerando a hipdtese de que V -u = 0, vem

Q/u.wdvz[)v.(¢u)dvzag¢u.ﬁdA=o

porque u -1 = 0 em OL).
Para provar a unicidade, suponha que 0 = uy + Vipy = us + Viby. Entao

0=u + V) —ug — Viho = ug —uz + V(YY1 — 1)

fazendo o produto interno com uy — us € integrando, tem-se que

0 = /<U1 —Ug) - (U1 — ug) + (U1 — ug) - V(¥ — ho)dV =

0
= /||U1 — ws|® + (w1 — uz) - V(b1 — ho)dV =
Q

= /||u1—u2||2dV
Q

pela relagao de ortogonalidade. Seque que uy; = us e, entao Vi, = Vibs.
Se i =u+ Vi, note que

V.=V +V- (V) =V (V)= Ay

e, para provar a exristéncia,

i-7=n Vi
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de fato, dado a, definimos v pela solu¢ao do problema de Neumann

- 0 A
V%) =V -1 em (, coma—qﬁzu-nemé‘ﬁ.
m
Sabe-se, [9], que a solugao para este problema existe e € unica até a adi¢io de uma
constante a 1. Desta escolha de 1, define-se u = u — V. Entdao, u tem as propriedades

desejadas V-u=0 eu-n =0 pela construgao de 1.

—— campo gradiente

campo vetorial que ¢ livre de divergéncia ¢
paralelo a fronteira suave

Figura 4.1: Decomposi¢cao de um campo vetorial em uma parte livre de divergencia e um
campo gradiente.

A principal ideia do Método da Projecao consiste em definir um campo de velocidade
intermediaria 1 a partir de

ou N 1
E—FV'(HU)——VP—F%

onde p é o campo de pressao tentativo tal que

1
[Viu] + 5t (4.12)

pP#D

em seguida, aplica-se o Teorema 1, onde u pode ser decomposto como mostra a equagao
(4.9), ¢ ¥ = ¥(x,t) ¢ um potencial auxiliar determinado pela equagao de poisson

V3 =V i (4.13)
que é obtida substituindo a decomposi¢ao (4.9) em (4.7) como a seguir
V- @-V)=0=V-a-V*=0=V- -ia= V4.

Portanto, a partir do entendimento numérico, assume-se que o termo nao-linear na equa-
¢ao de Navier-Stokes seja aproximado explicitamente e, assim, o propdsito é a resolucao
da equagao (4.12) para a velocidade u e da equac@o de poisson

V) = Vil (4.14)

para o potencial auxiliar 1 entao, conhecido 1), a velocidade u é obtida a partir da
decomposigao (4.9). Desta forma, da decomposigao (4.9) e da equagdo (4.12), define-se
uma férmula de atualizagao para expressar p em termos do campo tentativo p e .
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4.2.1 Algoritmo Numeérico

Supoe-se que a velocidade u™ e a pressao p” sejam conhecidas no tempo t = t,,. Os
passos a seguir realizam o calculo de u"™* e p"*! no tempo ¢, = t, + dt. Considera-se
entao as equagoes

V-u"tt =0, (4.15)
n+1 n
% + conv(uu)” = —Vp"t + é #
como aproximagoes discretas no tempo para as equagoes (4.7) e (4.8), respectivamente;
onde conv(uu)” e £ sdo aproximagoes explicitas para V - (uu) e f em t = t,,.

A equacao (4.17), a seguir, descreve uma aproximagao discreta no tempo para (4.12),

similar a equacdo (4.16)

[V2u"] + —f" (4.16)

ﬁn—i—l _ ﬁ_" ~ L 1 o 1
5+ conv(uu)” = —Vp" ' + E[V "] + an (4.17)

onde faz-sc " = u” ¢ p"*! = p". Da decomposicao (4.9), tem-sc
u=u+Vy=u=u—-Vy,
como u" = u", atualiza-se a velocidade fazendo
utl = Gl oyt (4.18)

que, acompanhado da equagao (4.15), resulta na equagao de poisson

0
VartT=v.art! — V2t o vyt = v gt (4.19)

calculadas "*! e ", a partir das equagoes (4.17) e (4.19), respectivamente, calcula-se
u"t! por (4.18).
Por fim, para obter a expressao que calcula p"™!, substitui-se (4.18) em (4.17)

ﬁn+1 —u” + ( )n v~n+1 4+ 1 [V2~n] + 1 £ (4 20)
————— + conv(un)" = — —[V*a — .
ot P Re Fr?
em seguida, subtrai-se esta expressao de (4.16), que resulta em
wn—kl . wn—kl
\V4 (pn—l—l - I~3n+1 - 5 > -0 = pn+1 — I~3n+1 T 5 ) (421)

O termo convectivo na equacao do momento gera uma restricdo para o passo temporal
dt, que é baseada na condigao CFL (Courant-Friedrichs-Lewy) [19], que determina

5tOFL S min{5tCFLm,5tchy}, (4.22)
onde 5 5
5tCFLz = —:E [§] 5tCFLy = Y . (423)
|umaz| ’Umaz|

Aqui, as velocidades Uy € Vpmae representam, respectivamente, os valores maximos que
as componentes do vetor velocidade u e v alcangam nas dire¢oes x e y. Assim, o passo
temporal admitido nas simulagoes precisa respeitar a restrigao (4.22). De outro modo, a
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forma explicita da integracao temporal da equacao do momento faz com que o seu termo
viscoso gere a restricao de estabilidade parabolica dt,;s. descrita por

O - (om)”. (4.24)

Assim, o passo temporal da formulacdo explicita é obtido da equagao (4.25)

1
6tvisczﬁ% |: ! ! :| :ﬁRe

ot = FO min{Fviscétvisca FCFL(StCFL} (425)

onde Fy, Fs. € Fopp sio fatores de controle do passo no tempo, no intervalo |0, 1] para
ter estabilidade.

Portanto, o algoritmo computacional da formulacao explicita é descrito pelos seguintes
passos:

1°: inicializacao das variaveis p, um campo de pressao tentativo, e 0!, um campo

de velocidade intermediério, a partir da equagao (4.12), por Euler Explicito;

29: resolver a equagao de Poisson (4.19) com as seguintes condi¢oes de contorno:

%
on

= 0 em contornos rigidos e entradas de fluidos

1 = 0, nas saidas de fluidos.

39: atualizar a velocidade final a partir de (4.18);

49°: atualizar o campo de pressdo por (4.21).

O codigo feito a partir dos passos descritos neste trabalho pode ser visto em https://
colab.research.google.com/drive/1DZ_7s3AocHZDGrT1KGOLgDRQAOety6T207usp=sharing.
Vale ressaltar que este codigo pode ser adaptado para outros casos, exigindo poucas alte-
ragoes.

4.3 Discretizacao das Equacoes

O objetivo de uma técnica de discretizagao é transformar as equagoes diferenciais par-
ciais (4.7)—(4.8) em um sistema de equagoes algébricas correspondente. Sob condigdes
adequadas, a solugao desse sistema cria um conjunto de valores associado & solucao das
equacgoes originais em alguma regiao predeterminada. O processo de discretizacao é di-
vidido em duas etapas: a discretizagao do dominio €2 e das equagoes. Na primeira etapa
¢ fornecida uma representacao numérica do dominio, incluindo as posi¢oes dos pontos
onde se deseja avaliar a solugao, conhecida também como malha computacional. Na se-
gunda etapa, a discretizacao das equagoes fornece equacgoes de diferencas que relaciona as
variaveis dependentes nos pontos do dominio discretizado.

4.3.1 Aproximagao para as Derivadas por Diferencas Finitas

Para aproximar as derivadas das fungoes incognitas em relagao a variavel temporal e
espacial presentes nas equacoes de Navier-Stokes utiliza-se a técnica de Diferencas Finitas
[12]. Seja ¢ uma fungao de uma variavel real, logo
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e Diferenca progressiva para a primeira derivada:

¢ (x) = ozt h]z — o) _ gqb”(f), r<&<z+h.

e Diferencga regressiva para a primeira derivada:

(;5/(11;) _ (;5(.%) - i(iﬂ — h) . g¢//(§), r—h< é‘ < 7.

e Diferenca central para a primeira derivada:

h) — —h h?
o' (z) = AChy )%(b(x ) _ E¢”’(£), r—h<&<ax+h.

e Diferenca central para a segunda derivada:

(b//(x):¢(m+h)_2¢;(f)+¢(x_h) _;L_;¢(4)(§)> t—h<&<z+h.

O ultimo termo em cada uma das igualdades acima é intitulado erro de truncamento local
associado. Nas referéncias [12, 18] é encontrado um estudo mais profundo sobre o assunto.

Para resolver o conjunto de equagoes diferenciais parciais (4.7)—(4.8) usando a técnica
de diferencas finitas ¢ usada a mesma estratégia de aproximar derivadas por diferencas,
mas sobre uma malha composta por células deslocadas. Dessa forma, a pressao é ava-
liada no centro das células computacionais e as componentes do vetor velocidade (u,v)
sao discretizadas nas faces das células. Uma representacao da malha composta por cé-
lulas deslocadas com a posicao de discretizagao das varidveis envolvidas nos modelos é
apresentada na Figura 4.2.

| 0 |
yh | |
Yi,j+
yj+% A N
Yj i j P Uil | 0Y
Yj-1 —
Zi_1 Z Titl x

Figura 4.2: Representagao da célula deslocada utilizada pela metodologia numérica.
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4.3.2 Termos Convectivos

Os termos convectivos presentes nas equagoes da quantidade de movimento envolvem
componentes de velocidade em pontos nao definidos na discretizagao. E possivel calculé-
los por meio da expressao

n

_ n n n _ 3y
iv1; — conv(uu)i, ag, A7 —upu

ox N ox

n

conv(uu v
(uu) 2l (4.26)

tendo em vista o primeiro termo convectivo da equagao da quantidade de movimento na
direcao x e de maneira andloga para os demais termos. Para aproximar os valores ul e
u;'; ¢ calculada a média aritmética dos valores de u nos pontos vizinhos, aqueles definidos
na discretizagao, e os valores de uj,; ; e uj'; sao obtidos por meio do uso de esquemas de
conveceao.

Neste trabalho utiliza-se o esquema CUBISTA [2] para aproximar os termos convecti-
VOS.

Considere o termo conv(uu)zj, o procedimento é feito da segunte maneira:

Seja o termo u;'; descrito pela expressao

u! ;T u? ;.

—n it 1—3,
T R (4.27)

Se u}; > 0, define-se

UD = Wity UD = W1 @ UR= T g5 (4.28)
e, seu;; <0,
— " — 1" I
Up =Wy, Up = U € UR = Ul (4.29)

onde D, U e R designam, respectivamente, os pontos imediatamente para onde segue o
escoamento (downstream), na diregdo de onde vem o escoamento (upstream) e o imedia-
tamente depois, na mesma dire¢do (remote upstream,).

A Uy — UR
Seja u = , logo,
Up — UR
i(?uU—BuR), seO<fL<§,
u — : (Bup + 6uy —ug), sed < <32, (4.30)
.7. 1 -~ :
" Z(BUD—FUU), se§1<u<1,
uy, se u & [0,1].
O valor uj, ; ¢ calculado analogamente, bem como para os demais componentes dos

termos convectivos.

4.3.3 Equagoes Discretizadas

A partir do conceito de malha deslocada, a discretizacao espacial das equagoes da
continuidade e da quantidade de movimento sao executadas pelo método de diferencas
centradas de segunda ordem, e o termo convectivo pelo esquema de alta ordem CUBISTA.

Seja C;; uma célula computacional, como mostra a Figura 4.2, com centro (z;,y;).
Desta forma, a velocidade u é calculada na face vertical a direita e a velocidade v na face
horizontal superior. As demais propriedades sao calculadas no centro da célula computa-
cional.
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e Equacao da continuidade, discretizada no centro da célula C; ;:

U; ;1 - — UWU; 1 - V;, ;1 — 0V . 1
1+3.0 =35 I +t3 LI
2 2] 4 e 2 =0 (4.31)

ox dy

e Equacao da quantidade de movimento em relacao a z, discretizada entre as células

Cij e Ciyrye
;15— u?+%,j N J(uu) N d(uv) _ Dit1; — Pij n
ot ox Ay ox
u” 4, . —2u” + u" oo, =2u" 4 u" .
i z+§,] +2,] 2,] 4 i+5,J+1 +27] 27]_1 + 1 fxn (4 32)
Re da? 512 Fr277 7
e Equacao da quantidade de movimento em relacao a y, discretizada entre as células
Cij e Cijsr:
Vitlj — V?Jr%,j N d(uv) N a(vv) _ Dit1; — Pij n
ot Ox dy oy
i V?_’_%J —2v+2? +v! 1 V?+%,j+1 2v! Z+27 + v L1 . . (433)
Tre 522 592 2 Y. .

Isolando os termos 1,1 ; e V, 11> nas equagoes (4.32)—(4.33), é possivel reescrevé-las

como
- d(uu) I(av) Pit1; — Di
1 ot — — | == = 4.34
Wil = l—l—z,] + |: O Ay Sz + ( )
1 “ZLg,j - 2uz+2,j +u ~1 N u?+§,j+1 2uz+2,J +uf ~1j-1 N 1 fon
Re ox? 0y? Fr? ’
- d(av) I(vv) Dit1; — Dij
1=V 40t |— — — ) -] 4.35
VH—%,] VH_l + [ ax ay 5y + ( )
1 Vz+2 2V+2, tvi —3.J n V:‘l+%,j+1 v} Vitd, tvi 11 n 1 o
Re dz? dy? Fr? '

Os termos 6(uu)7 8(uv)7 O(uv) e 8(VV), denotados neste trabalho por conv(uu),
ox 0 ox dy

Y
conv(uv), conv(vu) e conv(vv), respectivamente, representam os termos convectivos nao-
lineares que sao discretizados no espaco pelo esquema CUBISTA.

e Equacgao de Poisson, dada por (4.19), para determinar o potencial auxiliar 1), dis-

cretizada por diferencas centradas:

n ~ o~ n+1
Yig1; — 2055 + i n Vi1 — 2055 + i1 i _ Ui Lj — U1 n
(622) (6y?) dx
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e Corregao da velocidade, feita por (4.18), discretizada por diferengas centradas:

n+l _ /n+l
n+l _ ~nt+l _ Titlg (] ,
U T T T e (4.37)
n+1 n+1
,Un—i-l — snt+l wiJ"‘l — w%] (4 38)
ity ity Sy ' ‘
e Atualizac¢do do campo de pressao (4.21):
el
piy =Dy (4.39)

4.4 Solucao Numérica para um Escoamento em um Ca-
nal Bidimensional

Nesta sec¢ao sao apresentados os resultados numéricos obtidos a partir da implementa-
¢ao do Método da Projecao para o escoamento Poiseuille planar totalmente desenvolvido,
cuja solucao analitica no caso Newtoniano foi descrita nas se¢oes 3.1.2, no estado estaci-
onario, e 3.2.4, no estado transiente.

Para a verificagao da metodologia numérica, utiliza-se os seguintes valores para as
constantes de referéncia ¢ demais parametros:

e Amplitude do canal: H = 1;

e Comprimento do canal: 2;

Densidade: 1350;

Viscosidade cinemaética: 0.3;

e Gradiente de pressao constante: —0.0027;
) 30
e Nimero de Reynolds: Re = 9

As condigbes de contorno sao aquelas decritas na subsegao (4.2.1). Para fazer a veri-
ficacao do codigo é feito uma analise de convergéncia da solugao numérica para a solugao
analitica considerando trés tipos de malhas, M;, M, e M3, com os seus respectivos espa-
camentos espaciais, apresentados na Tabela 4.1

Tabela 4.1: Numero de células e espacamento das malhas espaciais com o espagamento
0torr, calculado e o espacamento ot utilizado.

Malha | Numero de células | Espacamento | dtopr, ot
M, 10x 5 dx =6y =0.2 1.6 | 0.0266
M, 20 x 10 dx =0y =0.1 0.8 | 0.0066
M;y 40 x 20 ox =0y =20.05] 0.4 |0.0016

Para fazer a analise da ordem de convergéncia é necesséario calcular o erro. Porém,
como visto em [23], métodos de diferengas finitas ndo produzem uma fun¢ao f(z) como
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uma aproximagao de f(x). Eles produzem um conjunto de valores F; nos pontos da malha
x;. Desta forma, a norma-p utilizada neste caso é dada por

E, = (AwAyZZI%'I”) : (4.40)
i

No contexto deste trabalho, podemos reescrever a norma (4.40) como

|Ec]]2 = (Ayz |6ij|2) (4.41)
J

onde ¢ é o espagamento da malha espacial ¢ = dx = dy e |e;;|*> é o erro absoluto.
A ordem de convergéncia espacial do método numérico é entao definida por

= log<—§_2> (4.42)

log 2
As Tabelas 4.2 e 4.3 a seguir apresentam os erros, nimero de iteragoes e tempo de
conclusao para cada uma das malhas, e a ordem de convergéncia, respectivamente.

Tabela 4.2: Erro, nimero de iteragoes e tempo de conclusao para cada malha.

Malha Erro [teracoes | Tempo
M,y 0.0001 187 1.2s
My | 29773 x 1075 750 28.0s
M; | 7.6765 x 1076 3000 5min32s

Tabela 4.3: Ordem de convergéncia para cada malha.

Malhas | Ordem de convergéncia
M, e My 1.8550
My e M 1.9555

Pode-se dizer, com base nas Tabelas 4.2 e 4.3 que os valores sao satifatorios. O erro foi
diminuindo da malha menos refinada para a mais refinada, o que era esperado. O ntmero
de iteragoes aumentou, consideravelmente, motivo pelo qual nao foi possivel refinar ainda
mais a malha, ao tentar com uma malha ainda mais fina de 80 x 40, por exemplo, o nimero
de iteragoes subiu para 12000 e o tempo de conclusao para aproximadamente 4 horas — o
que também era esperado, conhecendo as limitacoes do ambiente de execucao. Em uma
magquina convencional, nao seria possivel realizar o teste com esta malha. Por outro lado,
analisando a ordem de convergéncia, ¢ visto que mesmo considerando a malha M; que é
a mais grossa, com a M, a ordem de convergéncia ja se aproximou de dois. Mas quando
consideramos a M, e M3 que é a mais refinada, o resultado foi ainda mais satisfatorio,
se aproximando ainda mais de dois, o que era esperado pois os métodos utilizados para a
discretizacao das equacoes sao de ordem dois.

A seguir, sao apresentados os graficos gerados pela implementagao numérica. O grafico
(4.3) apresenta o perfil de velocidade para as trés malhas, My, My e Ms, apresentando o
perfil de velocidade parabdlico ja mostrado na parte analitica deste trabalho 3.1.2.
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Perfil de velocidade com a malha (10x5)

“0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 1.25 1.50 1.75 2.00
u

Perfil de velocidade com a malha (20x10)

0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 1.25 1.50 1.75 2.00
u

Perfil de velocidade com a malha (40x20)

0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 1.25 1.50 1.75 2.00
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Figura 4.3: Perfil de velocidade numérico para cada uma das malhas.

Por outro lado, no grafico (4.4) é feita a comparagao dos resultados numéricos com o
analitico, onde é possivel observar que quanto mais refinada a malha, mais nos aproxima-
mos na linha continua que representa a solugao exata, e mesmo com a malha mais grossa,

o resultado é satisfatorio.
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Escoamento Poiseuille planar totalmente desenvolvido

1.00 4
0.75 4
0.50 1
0.25 4
—— Perfil de velocidade analitico
0,00 x  Perfil de velocidade numérico ([10, 5]x[10, 5])
> ’ @ Perfil de velocidade numérico ([20, 10]x[20, 10])
® Perfil de velocidade numérico ([40, 20]x[40, 20])
—0.25 1
—0.50 A
—0.75 1
—1.00 A
0.000 0.001 0.002 0.003 0.004

u

Figura 4.4: Perfil de velocidade analitico e numérico para o escoamento Poiseuille planar
totalmente desenvolvido em cada uma das malhas.

E, para validar os resultados, o grafico (4.5) mostra os erros obtidos na implementa-
¢ao numérica para cada uma das malhas, onde é possivel observar a diminui¢ao do erro
conforme a malha ¢ mais refinada.

Erros para cada malha

0.00010 -
0.00008 -
© 0.00006 -
fra]
0.00004 1
0.00002 - \
0*9\ -\?’Q\ -\'—‘9\
S S o

Tamanho da malha

Figura 4.5: Erros obtidos na implementagao numérica para cada uma das malhas adota-
das.






CAPITULO

5

Consideracoes Finais

Neste trabalho foram apresentadas as equacoes que modelam escoamentos incompres-
siveis, isotérmicos e laminares, no estado estacionério e transiente, com fluido Newtoniano
e nao-Newtoniano.

Na parte tedrica, a partir das simplificacoes das equagoes de Navier-Stokes e da geo-
metria, obtemos a solugao analitica para cada problema, ou scja, o perfil de velocidade
de cada escoamento. Este processo foi feito para dois casos: com fluido Newtoniano e
nao-Newtoniano onde, para o caso nao-Newtoniano, a viscosidade foi modelada pela Lei
das Poténcias.

No contexto do modelo Lei das Poténcias, foi mostrada a solucao analitica de cada
problema e mostrado graficamente que o perfil de velocidade coincidia com o obtido no
caso com o fluido Newtoniano, escolhidos os pardmetros m e n que permitiam que a
solugao fosse valida matematicamente.

Todos os problemas resolvidos na parte teérica no estado estacionario tiveram seu
respectivo perfil de velocidade implementado, permitindo que fosse feita a simulagao do
comportamento de cada um, sendo possivel analisar os efeitos do gradiente de pressao
constante, aplicar diversas inclinagoes na placa, dentre outros parametros.

Para implementar o perfil de velocidade de cada escoamento e os demais graficos apre-
sentados neste trabalho, foram utilizados o GeoGebra™ e a linguagem de programacao
Python™. Principalmente na parte numeérica, onde foi implementado o Método da Pro-
jecao, foi utilizada a plataforma Google Colab, que permite que seja executado um cédigo
Python™ pelo navegador, sem precisar de nenhuma instalacdo na maquina, precisando
apenas do acesso a internet, além de armazenar os c6digos no Google Drive, gerando mais
praticidade.

No estado transiente, a solucao analitica foi obtida para quatro problemas, e os méto-
dos usados nesta parte do trabalho sao os métodos de Solucao por Similaridade e Separa-
¢ao de Variaveis. Em consequéncia, foi possivel analisar a diferenca entre as duas técnicas
para obtengao da solugao e suas caracteristicas. O Problema (3.2.1) foi resolvido pelo
método de solucao por similaridade, haja vista que o fluido considerado é semi-infinito e
nao atinge o estado estacionario, em t = 0 o fluido e a placa estao em repouso, ou seja,
nao ha escoamento. Por outro lado, os demais problemas, foram resolvidos a partir da
Separacao de Variaveis.

Na parte numérica, o método numérico utilizado foi o Método da Projec¢ao, que resolve
as varidveis primitivas, velocidade e pressao, separadamente. As equagoes foram discreti-
zadas em uma malha deslocada, pois foi considerado o sistema Cartesiano bidimensional,
utilizando a técnica de diferencas finitas. Os passos para o algoritmo numérico, as equa-
¢oes discretizadas e a discretizagao do termo convectivo, realizada a partir do esquema
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CUBISTA, foram descritas na se¢ao 4.3. Os testes numéricos foram realizados utilizando
trés malhas, comecando de uma malha mais grossa e indo até uma mais refinada. Para
verificagao dos resultados, foi comparado os resultados numéricos de cada malha com a
solucao analitica obtida na primeira parte do trabalho, o problema escolhido foi o 3.1.2.
Foram calculados o erro, ordem de convergéncia, tempo e nimero de iteragoes para cada
malha, gerando resultados satisfatorios até mesmo na malha mais grossa. Os graficos dos
perfis de velocidade, comparacao com a solucao analitica e erros sao apresentados.



1]

4]

[5]
(6]

7]

8]

9]

[10]

[11]

[12]

[13]

[14]

Referéncias

A.M. Afonso, M.A. Alves, and F.T. Pinho. Analytical solution of mixed electro-
osmotic/pressure driven flows of viscoelastic fluids in microchannels. Journal of Non-

Newtonian Fluid Mechanics, 159:50-63, 2009.

M.A. Alves, P.J. Oliveira, and F.T. Pinho. A convergent and universally bounded in-
terpolation scheme for the treatment of advecion. International journal for numerical
methods in fluids, 41:47-75, 2003.

M.A. Alves, F.T. Pinho, and P.J. Oliveira. Study of steady pipe and channel flows of a
single-mode Phan-Thien-Tanner fluid. Journal of Non-Newtonian Fluid Mechanics,
101:55-76, 2001.

W. Boyce and R.C. DiPrima. FEquacoes Diferenciais Elementares e Problemas de
Valores de Contorno. Editora LTC, 8a. Edi¢ao, 2006.

R.E.S. Bretas. Reologia De Polimeros Fundidos. EDUFSCAR - Sao Carlos, 2000.

A.J. Chorin and J.E. Marsden. A Mathematical Introduction to Fluid Mechanics.
Springer, 1992. 3rd ed.

L. Corréa. Metodologia para desenvolvimento de esquemas upwind de alta resolugao.
SBMAC - Notas em Matemaética Aplicada, v. 57, 2011.

C. M. Costa. Caracterizagao reologica de fluidos complexos. Rio de Janeiro. PUC -
RJ, 2017.

R. Courant and D. Hilbert. Methods of Mathematical Physics. Wiley — VCH, 1924.

D.O.A. Cruz and F.T. Pinho. Analytical solutions for fully developed laminar flow
of some viscoelastic liquids with a Newtonian solvent contribution. Journal of Non-
Newtonian Fluid Mechanics, 132:28-35, 2005.

D.O.A. Cruz and F.T. Pinho. Fully-developed pipe and planar flows of multimode
viscoelastic fluids. Journal of Non-Newtonian Fluid Mechanics, 141:85-98, 2007.

J.A. Cuminato and M. Meneguette Jr. Discretizagao de Equagoes Diferenciais Par-
ciais: Técnica de Diferencgas Finitas. Colecao Matematica Aplicada, SBM, Rio de
Janeiro, 2013.

S. Das and S. Chakraborty. Analytical solutions for velocity, temperature and con-
centration distribution in electroosmotic microchannel flows of a non-Newtonian bio-
fluid. Anal. Chim. Acta, 559:15-24, 2006.

P. Dutta and A. Beskok. Analytical solution of combined electroosmotic/pressure
driven flows in two-dimensional straight channels: finite debye layer effects. Anal.
Chem., 73:1979-1986, 2001.

87



REFERENCIAS 88

[15]

[16]

[17]

[18]

[19]

[20]

[21]

[22]
23]

[24]

[25]

[26]

[27]

28]

[29]

[30]

[31]

V. G. Ferreira. Modelagem Matemdtica e Simula¢io Numérica em Dindmica dos
Fluidos. SBMAC - Notas em Matemética Aplicada, v. 15, 2012.

L.L. Ferras, J.M. Nobrega, and F.T. Pinho. Analytical solutions for channel flows of
Phan-Thien-Tanner and Giesekus fluids under slip. Journal of Non-Newtonian Fluid
Mechanics, 171-172:97-105, 2012.

L.L. Ferras, J.M. Nobrega, and F.T. Pinho. Analytical solutions for Newtonian
and inelastic non-Newtonian flows with wall slip. Journal of Non-Newtonian Fluid
Mechanics, 175-176:76-88, 2012.

J.H. Ferziger and M. Peric. Computational Methods for Fluid Dynamics. Springer,
3rd edition, 2002.

C.A.J. Fletcher. Computational techniques for fluid dynamics. vol. I e II. Springer,
1991.

T. Shigechi G. Davaa and S. Momoki. Plane Couette-Poiseuille flow of Power-Law
non-Newtonian fluids. Reports of the Faculty of Engineering, Nagasaki University,
30, 2000.

F. Irgens. Rheology and Non-Newtonian Fluids. Springer, Cham, 2014.
V. Iério. EDP: Um Curso de Graduagao. Colecao Universitaria, IMPA, RJ, 2007.

R.J. Leveque. Finite Difference Methods for ordinary and partial differential equati-
ons: steady-state and time-dependent problems. Siam - Philadelphia, 2007.

C. P. Livi. Fundamentos de fenomenos de transporte: um texto para cursos bdsicos.
Rio de Janeiro. LTC, 2015.

M. A. Alves J.M. Nébrega L.L. Ferras, A. M. Afonso and F.T. Pinho. Analytical and
numerical study of the electro-osmotic annular flow of viscoelastic fluids. Journal of
Colloid and Interface Science, 420:152—-157, 2014.

M. A. Alves J.M. Noébrega L.L. Ferras, A. M. Afonso and F.T. Pinho. Electro-
osmotic and pressure-driven flow of viscoelastic fluids in microchannels: Analytical
and semi-analytical solutions. Physics of Fluids, 28, 2016.

M. Mirzazadeh, M.P. Escudier, F. Rashidi, and S.H. Hashemabadi. Analytical solu-
tion of purely tangential flow for PTT viscoelastic fluid through concentric annulus.
Journal of Non-Newtonian Fluid Mechanics, 129:88-97, 2005.

P.J. Oliveira. An exact solution for tube and slit flow of a FENE-P fluid. Acta
Mechanica, 158:157-167, 2002.

P.J. Oliveira and F.T. Pinho. Analytical solution for fully developed channel and
pipe flow of Phan-Thien-Tanner fluids. Journal of Fluid Mechanics, 387:271-280,
1999.

T.C. Papanastasiou, G.C. Georgiou, and A.N. Alexandrou. Viscous Fluid Flow. CRC
Press LLC, Boca Raton, London, New York, Washington, D.C., 2000.

F. T. Pinho. Cdlculo de escoamentos de fluidos nao-Newtonianos em regime laminar:
“Desenvolvimentos e aplicagoes recentes da metodologia dos volumes finitos”. PhD
thesis, Universidade do Porto, 2013.



REFERENCIAS 89

[32] A. T. McDonald R. W. Fox. Introdugao a Mecanica dos Fluidos. Editora Guanabara
Dois S.A., 1981.

[33] J.J. Van Schaftingen and M.J. Crochet. Analytical and numerical solution of the Poi-
seuille flow of a Johnson-Segalman fluid. Journal of Non-Newtonian Fluid Mechanics,
18:335-351, 1985.

[34] J. Brighton W. Hughes and N. Winowich. Shaum’s Outline of Fluid Dynamics.
McGraw-Hill Companies, 1999.

[35] F. M. White. Mecanica dos Fluidos. AMGH, Porto Alegre, 2011.

[36] R. Fan Y. Chen, W. Li and X. Liu. Gpu optimization for high-quality kinetic fluid
simulation. IEEE Transactions on Visualization and Computer Graphics, 2021.

[37] H. Wang Z. H. Ma and S. H. Pu. Gpu computing of compressible flow problems
by a meshless method with space-filling curves. Journal of Computational Physics,
263:113-135, 2014.



