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Resumo

Nesta dissertacao investigaremos as formulacoes duais que descrevem
particulas massivas de spin-2 em D = 2 + 1. Faremos isso através da imersao
de calibre de Noether e da técnica da agao mestra. Daremos atengao especial
ao desacoplamento de graus de liberdade esptrios. Através do uso de simetrias
locais oferecemos uma explicacao para o fato de termos trés modelos auto-duais
para a descri¢ao de particulas de spin-2, enquanto que para particulas de spin-1,
existem somente dois modelos auto-duais. Para particulas de spin-2 um modelo
auto-dual generalizado sera definido, e mostraremos que ele equivale a um par
de modelos auto-duais de massas distintas e helicidades opostas. No processo
de dualizagao, veremos que além de um termo de Chern-Simons, um termo de

Einstein-Hilbert podera ser usado como termo de mistura na agao mestra.

Palavras Chave: Auto-dual, Imersao de Calibre de Noether, acao mestra,

spin-2, Chern-Simons, dualidade.
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Abstract

In this master’s thesis we investigate dual formulations for massive spin-
2 particles in D = 2 4+ 1. This is carried out by means of the Noether gauge
embedding and the master action technique. We pay special attention to the
decoupling of redundant degrees of freedom. Through the use of local symmetries,
we argue why we have three self-dual models for the description of spin-2 particles,
while for spin-1 particles, there are only two self-dual models. A generalized
self-dual model is defined and shown to be equivalent to a couple of self-dual
models with different masses and oposite helicities. In the dualization process,
we demonstrate that in addition to the Chern-Simons term, the Einstein-Hilbert

action can also be used as a mixing term.

Palavras Chave: Self-dual, Noether gauge embedding, master action, spin-2,

Chern-Simons, duality.
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Capitulo 1

Introducao

A maneira pela qual compreendemos a natureza passa sem divida pela
construcao de modelos matematicos. No entanto, verifica-se que nem sempre os
fenomenos sao descritos por uma unica formulacao. Podemos citar um exem-
plo historicamente importante, a dualidade onda particula. Intensas discussoes
foram feitas a esse respeito, hoje isso nos permite uma visao mais abrangente
sobre a natureza da luz. Isso capta bem a importancia de se propor descri¢oes
alternativas, a idéia na verdade é que no final elas se complementem. Nesse
sentido o estudo de teorias duais tem sido um campo de crescente interesse nos
ultimos anos, levando a afluentes em varias areas da fisica tedrica. De fato, os
métodos de dualizacao tem sido de grande valia para a elucidacao de diversos
problemas em teorias de calibre supersimétricas, fisica da matéria condensada,
sistemas estatisticos (modelo de Ising), teorias de supercordas entre outras.

Portanto, o éxito dos métodos de dualizacao é suficiente para nos mo-
tivar a uma introducao ao tema estudando primeiramente formulacoes duais
para particulas de spin-1. Desde a construcao do modelo de Maxwell-Chern-
Simons M C'S [18] seguida pela proposta do modelo auto-dual AD [39], ambos
em D = 2+ 1, a equivaléncia entre esses modelos, vide [20], pode ser confir-
mada mesmo quando os campos fundamentais estao em interacao com a matéria

fermiénica [31], ou matéria bosonica, como mostramos em [16].
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Por outro lado, atualmente busca-se na literatura [11, 28, 12] uma gen-
eralizagao dos procedimentos de dualizagao para modelos que descrevem modos
massivos de spin-2, bem como para spins maiores que 2. Particulas de alto spin
satisfazem certos vinculos que podem ser naturalmente associados a simetrias de
calibre e é exatamente nesse contexto de teorias duais com simetria de calibre que
se insere o nosso trabalho. Talvez a maior motivagao para o estudo de teorias de
spin alto, seja o fato de que a teoria de cordas contém em seu espectro um nimero
infinito de particulas massivas e de spin indefinidamente alto, o que agrega ainda
mais importancia a investigacao desses modelos.

Nosso objetivo principal nesta dissertacao é entao, fazer uma general-
izacao dos métodos de dualizacao desenvolvidos para spin-1, para particulas
massivas de spin-2 restritas a mundos planares D = 2 + 1, tendo em vista no
futuro uma generalizacao para particulas com altos valores de spin e em outras
dimensoes. A escolha pelo mundo planar segue do fato de ser nao tao trivial com
D =1+1, nem tao complicado com D = 34 1. Além disso, ja temos experiéncia
em D = 2+ 1 com particulas de spin-1. Outra razao para se estudar particulas
massivas de spin-2 em mundos planares, é que tais modelos podem contribuir
para a descri¢ao de particulas de spin-2 sem massa em D = 3+ 1 (graviton), pois
a redugao dimensional de particulas sem massa em D dimensoes esté relacionada
a particulas massivas em D — 1 dimensoes, vide [5]. Para abordar os modelos
duais de spin-2, vamos confrontar dois métodos de dualizacao, a saber, a imersao
de calibre de Noether e acao mestra; os quais descrevemos brevemente a seguir.

A idéia basica de usar a corrente de Noether de uma teoria com simetria
global para construir uma teoria com simetria local foi proposta pela primeira
vez nos trabalhos de supergravidade [22, 24, 25, 29] . Porém, de maneira in-
dependente, essa idéia foi empregada nos trabalhos [3, 9, 10] como método de
dualizacao onde desenvolveu-se um algoritmo sisteméatico para a obtencgao de teo-
rias duais com simetria de calibre. Isso é possivel adicionando a densidade de
lagrangiana sem simetria contra-termos até que obtenha-se a teoria invariante.

Esses contra-termos consistem de determinadas funcoes do que se conhece como
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vetor de Euler. Fazendo isso de forma apropriada, ao minimizar o modelo obtido
apés o procedimento, automaticamente as equacoes de movimento do modelo
original estarao imersas no novo modelo. Em geral, essas fungoes sao quadraticas
no vetor de Euler, porém veremos que nem sempre isso é verdade, o que sera feito
mostrando-se um caso onde temos uma funcao linear desses vetores.

Entretanto, o fato de simplesmente se obter modelos invariantes por sime-
tria de calibre nao nos garante a equivaléncia entre os modelos a nivel quantico.
Nesse sentido, desenvolveu-se um método capaz de relacionar as funcoes de cor-
relacao dos modelos de partida e resultante de forma simples. Esse método rece-
beu o nome de acao mestra. Talvez o exemplo mais notavel de onde isso ocorre
seja a dualidade entre os modelos Maxwell-Chern-Simons e auto-dual MCS/AD
[20, 7]. Nesse contexto uma ac¢ao mestra, ou seja, uma acao que engloba o
conteudo desses dois modelos pode ser construida através da adicao de um termo
de mistura de forma adequada ao modelo sem simetria de calibre. Mostraremos
na segao 2.3 que a adigao desse termo deve seguir um critério determinante: nao
possuir conteido de particulas. Caso contrario, os espectros das teorias suposta-
mente duais podem nao coincidir.

Esses métodos de dualizagao serao primeiramente motivados através da
aplicagao a modelos de spin-1. No capitulo 1, iniciaremos com o modelo de Proca
em D = 3+ 1 aplicando o método de Imersdao de Calibre de Noether (ICN)
e, conferindo simetria a esse modelo, veremos que cuidados devem ser levados
em conta quando aplicamos esses métodos. No capitulo 2 é feita uma revisao
da dualidade AD/MC'S visando estabelecer um paralelo com o caso de spin-2.
Consideramos neste contexto a intera¢ao com a matéria escalar com simetria U(1)
[16]. Os dois tltimos capitulos sdo reservados ao estudo de modelos de spin-2,
onde obteremos o modelo auto-dual de primeira ordem [4] e o relacionaremos via
métodos de dualizacao a dois outros modelos auto-duais um de segunda ordem, j&
encontrado em [4, 19] e a aproximacao quadrética da formulagao topologicamente
massiva da gravitagao de [18] que é de terceira ordem. Mostraremos para spin-1

e spin-2, o desacoplamento de graus de liberdade esptrios.



Capitulo 2

Imersao de calibre de Noether e

Acao Mestra em D=3-+1

Campos vetoriais com massa nao nula, podem ser descritos pelo mod-
elo de Proca, que nesse capitulo sera abordado em D = 3 4+ 1. No entanto, é
bem conhecido que tal modelo nao possui simetria por transformacao de calibre.
Particularmente por essa razao, o modelo de Proca é um bom laboratério para
a introducao do método de (IC'N). No entanto, apés a obtencao de modelos
invariantes de calibre via imersao, nao fica clara a equivaléncia quantica entre os
modelos interpolados. Nesse contexto introduziremos o método da Acao Mestra,
o qual permite estabelecer a equivaléncia entre os modelos a nivel quantico. Além
disso, outros aspectos podem ser explorados de maneira bastante ilustrativa, é
o caso por exemplo da contagem dos graus de liberdade e do papel dos campos

auxiliares bem como o uso de um termo de mistura apropriado na agao mestra.

2.1 Imersao de calibre de Noether do modelo de
Proca

E importante que tanto o procedimento de imersao de calibre quanto o

método da agao mestra preservem o conteudo fisico do modelo original. Sendo as-

12
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sim, mudancas na estrutura analitica do propagador devem ser motivo de atencao.
Por isso vamos comegar revisando algumas propriedades do modelo de Proca em
D = 3 + 1, para em seguida promover a imersao de calibre. A densidade de
lagrangiana é dada por
R m?
EP - _ZFM F/“, + TAHAN’ (21)

que é de segunda ordem, e nos fornece como equagao de movimento:
OF,, +m?A, =0, (2.2)

ou seja:

(O+m*)A, —9,0,A* =0 (2.3)
da aplicacao de 0, na equacao acima obtém-se
0,A” =0, (2.4)

condigao que nos permite reescrever a equagao de movimento (2.3) como uma
equacao de Klein-Gordon:

(O+m?*)A, =0. (2.5)

Como esperado, ja que o modelo descreve um boson massivo. E importante notar
que a transversalidade de A, é conseqiiéncia direta das equacoes de movimento,
e tem papel importante como condigao subsididaria para a eliminacao dos graus
de liberdade espiirios, reduzindo-os de quatro para trés. Isso esta de acordo com
o spin s = 1 associado a particula, ja que n = 2s+ 1, onde n é o numero de graus
de liberdade de um boson massivo de spin s em D =3+ 1

Por outro lado a agao associada ao modelo pode ser escrita a fim de
explicitar o operador inverso do propagador. No espaco das coordenadas isso fica

1
Sp =3 / da A (g0 = 0,8, + mPgy) A", (2.6)
e no espago dos momentos, usando as transformadas de Fourier dos campos de

calibre escrevemos

Sp =3 / A% A (k) (=20, + m2g,,) A4(— k), (2.7)
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onde definimos o projetor 6,, = ¢,,, — (k,k,)/k*. Sendo assim, temos o operador

inverso do propagador:

Dy, (k) = m*(gu — Ou) + (m* = k%), (2.8)

vp

fazendo a inversao através de Da”D;M1 = ¢°, levando em conta as identidades:

(9'a = 0 )(g™ = 07) = g"" — 0" (2.9)
or 0 = " (2.10)
(g, — 0" )0 =0 (2.11)
obtemos o propagador:
DV(k) = (g — ) — g (2.12)
m (k2 — m?)
= %(ga" —0°) + B(k*)0™ (2.13)

Ou seja, temos um pélo massivo em k* = m? em B(k?). E, se analisamos o sinal
do residuo, vemos que

lim (k> —m*)B(k*)=—-1<0 (2.14)

k2—m?2

Sendo o residuo negativo, dizemos que o modelo de Proca possui um pélo massivo
fisico e é livre de fantasmas. Do contrario, se ao analisarmos o conteudo de
particulas de uma dada teoria encontramos um residuo positivo associado ao
polo, isso implica na existéncia de estados com norma negativa, os quais nao
possuem interpretacao probabilistica. Porém, seremos breves na discussao sobre
as propriedades analiticas dos propagadores. Sobre a ocorréncia e a explicacao

aprofundada de pdlos fantasmas no propagador vide por exemplo [32, 33, 40].

Obviamente, a caracteristica do modelo de Proca que mais nos inter-
essa nesta sec¢ao, reside no fato desse modelo nao ser invariante por transformacoes
de calibre A, — A, 4+ 0,c. A seguir vamos estudar o procedimento de JCN. A

técnica consiste basicamente em transformar uma teoria sem simetria de calibre
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em uma teoria com simetria de calibre. Para ilustrar isso vamos aplicar o algo-
ritmo de imersao de calibre sobre o modelo de Proca e estudar suas conseqiiéncias.
Queremos que o modelo seja invariante por uma transformacgao de simetria local,
tal que:

0A, = 0, A (2.15)

com A uma fungao abitraria das coordenadas e do tempo. Definindo o vetor de

Euler:
0Sp
K, = 2.1
S Av (2.16)
Sob a transformagao (2.15) temos:
6Sp = / d'r K,6A" = / dr K,0"A (2.17)

Essa transformacao, é especialmente importante pois se o novo modelo, invariante

pela transformacao de calibre for tal que:
Lo = Lp+ gK“KH (2.18)

onde a é uma constante, quando tomarmos uma variacao abitraria da agao Sy,

teremos:

T a— / d'z (K"6A, + aK"§K,) (2.19)

Entao, se K, = 0 tem-se 655, = 0. Ou seja, as equagoes de movimento do
modelo de Proca estao imersas no modelo invariante. Por outro, lado resta fazer
a determinacao do coeficiente a. Para que isso seja feito de forma sistemaética,
iremos adotar nesta dissertacao o algoritmo de imersao de calibre utilizado prin-
cipalmente nas referéncias [3, 9, 10]. Comegamos com o calculo do vetor de Euler

oLp

K" =
0A,

= (DH”“ + m2gw)Au (2.20)
Propondo, entao, que a primeira iteracao seja da forma

LY =Lp —a,K” (2.21)
onde a, é um campo auxiliar. Teremos, sob (2.15) que

oLW = K¥(9,A — ba,) — m2a,0"A (2.22)
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Portanto se definirmos:

da, = O, A (2.23)
teremos
m2
LW = —m?a,0"A = -5 <7al,a”) : (2.24)
Logo a densidade de lagrangiana escrita da forma
2
£® = 04T 0
2 1%
2
= Lp—a,K"+ mTa,,a”, (2.25)

é automaticamente invariante por transformacoes de calibre. Completando quadrado

em a, obtemos uma densidade de lagrangiana da forma (2.18):

(2.26)

Verifica-se que a expressao para £ pode ser arranjada de forma explicitamente

invariante de calibre com derivadas de ordem superior a dois:

1 U
E(Q) = 'COS = ZFMV <1 + ﬁ) FMV (227)
e U
—  _AM Ho — @
o[ (1 2)). o

onde o subscrito “OS” refere-se a “ordem superior”. Vemos que, de fato, as
solucgoes da equacao de Klein-Gordon estao imersas nas solucoes das equacoes de

movimento 6£?) = 0, mas nao é a solucdo mais geral. No espaco dos momentos
k.2

EOS . —/Iu(l{f) |:2_77’L2

(k* — mz)QW} A%(=k). (2.29)

Em tempo, nao devemos esquecer que sendo o modelo OS' invariante de calibre,
deve-se adicionar um termo de fixagao que garanta a inversao do operador cinético

que resulta no propagador. O termo que escolhemos é da forma:

A
L= 5(8MA“)2 (2.30)
No espaco dos momentos com calibre fixado, nds escrevemos:
A 15 K s 2 2 ia
Los = §A“(k) _ﬁ(k — M )0u0 + A6 (Gua — 0,a) | A% (—K)  (2.31)
1 .
= —A“(k:)D;;(k)AO‘(—k:) (2.32)
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fazendo a inversao obtém-se

1 m2
Duy(k) == W(gﬂu - 9;1,1/) - lf2(k2——7”n2)9/“/ (233)
1
= W(gw/ - e;w) + B(/{Q)@wj. (2.34)

Ou seja, temos um pélo nao massivo em k> = 0 e um pélo massivo no termo
independente de calibre B(k?) . No entanto os sinais dos residuos correspondentes

aos polos sao opostos, como podemos notar através de

klim EB(k*)=1>0 (2.35)
20
kgth(k? —m?)B(k*) = -1<0 (2.36)

sendo que o polo nao massivo neste caso corresponde a um fantasma. O apareci-
mento de polos extras devido ao procedimento de IC'N foi notado pela primeira
vez em [6]. A ocorréncia indesejavel deste pélo, nos obriga a recorrer a outro
mecanismo que seja capaz de corrigir o problema, ou seja, que nos forneca
uma teoria de calibre equivalente a Lp exatamente com o mesmo contetdo de
particulas.

Note que é caracteristica de teorias com ordem superior na derivada que
o propagador possa ser escrito em fragoes parciais, neste caso podemos perceber
que:

m? 1 1

~EE D = B (2.37)

E interessante notar que pelo menos um sinal entre os que acompanham cada
fracao decomposta sera sempre negativo, o que é uma importante conseqiiéncia

fisica ja que isso leva a existéncia de pelo menos um fantasma no propagador

mesmo invertendo o sinal na frente de Log(A4,) a mao *.

'Em [23] os autores apresentam uma teoria de calibre de ordem superior em D = 2 + 1, que

pode ser ajustada de forma que o espectro seja livre de tachyons e fantasmas.
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2.2 Imersao do modelo de Proca linearizado

Consideremos um modelo proposto em [1] e também explorado por
[36]. O modelo consiste em estabelecer o acoplamento entre um campo tensorial

elementar B,,,, antissimétrico com transformagao de simetria definida, ao campo

2
de calibre A,. A teoria de partida possui uma densidade de lagrangiana da

seguinte forma:

2 1 1
Lp,=L0 = %A“Au ~ 1B" B — 1 " By Fu, (2.38)

Onde o subscrito refere-se a “Proca linearizado”. O 1ltimo termo, de acopla-
mento, é de origem topoldgica e usualmente chamado de termo B A F 2. Pode-
mos interpretar £ como uma densidade de lagrangiana de Proca de primeira
ordem pois, eliminando o campo antissimétrico B,, (completando quadrado),
recuperamos o modelo de Proca.

As equacoes de movimento nos permitem definir os tensores de Euler:

55O 1 e
e T m*A, + 5 €m0 B p (2.39)
59 B, 1 N
MMV - (SB:“‘V - - 2# - 5 euyaﬁa Aﬁ, (240)

e, em seguida, escreve-se a variagao.
650 = K, 0A" + M, 6 B" . (2.41)
O algoritmo de imersao é entao iniciado com a seguinte proposta:
LW =0 —q, K" — b, M" (2.42)

sendo que os campos auxiliares a,, e b, sao escolhidos de forma que suas variagoes
cancelem a variacdo da densidade de lagrangiana de partida £© sob as trans-

formacoes:

A, = 0,A (2.43)

2Em D = 2+ 1 terfamos um acoplamento vetorial e em D = 1 + 1 um acoplamento escalar.
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By, = 0A, — DA, (2.44)

que sdo simetrias do termo B A F' em (2.38). Assim obtém-se:
da, = 0A, = 0,A (2.45)

Sbyy = 0B, = 9,M, — O,A, (2.46)

que atendem a este proposito, e nos fornecem

oL = —a,6K" — b, oM™ (2.47)
2 1
_ 5 (—m?aua“ + wab“”) , (2.48)

e fica 6bvio que uma densidade de lagrangiana da forma:

2

|
Lo =M 4 %aua“ = 4ot (2.49)

¢é agora invariante de calibre. Entao, completando quadrado nos campos auxiliares

é possivel escrever a nova densidade de lagrangiana

1
£2 — p0 _ ﬁKuKu + M, M"™. (2.50)

Resta agora, substituir as expressoes de K, e M, , para recuperar a densidade

ns

de lagrangiana em termos dos potenciais fundamentais.
K, K" =m*A, A" + 2m?* Bt A,,0,Bg, + (26" €,,p00" B0, Bg,,  (2.51)
M, M" = EB"”BW — B B,,0,A5 + ﬁQE"”O‘BeMMPGAA”(‘?aAg (2.52)
Para a contracao entre tensores de Levi-Civita, usamos os resultados:
e”ameuym = —det[0%] ; o=a,0,y, o =v,p,\ (2.53)

e‘“’aﬁeump = —2ldet[6%); o=a,B, o =vp (2.54)

Os indices o correspondem as colunas do determinante, enquanto os indices o’ as
linhas. Assim, chegamos a uma expressao final para a densidade de lagrangiana

de Kalb-Ramond
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1 1
L0 = — 2P 08 BP0, By, + e, A0 A + %e,mmﬂgﬂA

(2.55)
que pode ser escrita como:
1 1 m
L® = Lyxr = EHWHWA — 7" Fw ZEWWBWFPA (2.56)
onde
H,\=0,B,x+ 0,By\, + O\By. (2.57)

O modelo MK R ¢ invariante sob as transformacgoes de calibre (2.43) e (2.44)
como esperavamos. No que se refere as propriedades analiticas do propagador
da teoria efetiva obtida integrando-se em B,,, os cdlculos sao demasiadamente
técnicos, e reservamos os detalhes para o apéndice A. Por hora, é suficiente dizer
que o propagador para o foton apds integracao sobre B, na integral de trajetoria,

pode ser escrito da seguinte maneira:

2 2
0 (2.58)

D, (k) = W@‘“’ — O) — R ) O

Temos um pdélo massivo no propagador de (A.30), este p6lo possui um residuo
negativo no limite que k? — m?2, ou seja teremos uma particula fisica massiva de
spin-1. Logo, ao baixarmos a ordem do modelo de Proca antes de aplicarmos a

ICN, evitamos o aparecimento de polos extras nao fisicos.

2.3 Acoes Mestra para os modelos de Proca e
Proca linearizado

Pelo método da acao mestra, podemos recuperar os mesmos resultados
das segoes 2.1 e 2.2. Por se tratar da primeira vez em que abordamos o tema
nesta dissertacao, essa introducao tera um carater didatico com vistas a uma
abordagem mais detalhada do ponto de vista técnico, isso sem duvida serd 1til

no decorrer das demais secoes. Para construirmos uma acao mestra a partir
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do modelo de Proca é necessario adicionar um termo de mistura que acople os
campos originais, nesse caso A,,, aos campos duais que chamamos fl“. O termo de
mistura deve ser tal que tenha a simetria de calibre desejada e cancele os termos
quadraticos nos campos originais (A4,) que possuam derivadas, isso nos permitird
obter uma teoria dual de calibre que seja local mesmo apds integracao sobre os

campos originais. Assim somos levados a um termo de mistura do tipo Maxwell

- 1 2 1 - -
Su(AA) = /d4a: {—ZFW(A)F“”(A) + %A#A“ + ZF“”(A —A)F* (A — A)

= / d'z {—A"Eeﬂ A, + AO0" A, + @AMA } (2.59)
9 [ 22 [ 2 2 a3 :

da integracao funcional em A, resulta uma teoria de calibre local:
- - [0 U ~
Sy(A) = — [ d'x AP | =2 (1 4+ — || A? 2.60
B P N P
que é exatamente a teoria de ordem superior, obtida em (2.28). Portanto com
problemas na estrutura analitica do propagador com um pélo extra (sem massa)
nao fisico que agora podemos entender a partir da mudanca de variaveis flu —

A, + A, em (2.59) que nos leva a

Sui(A, A) = / di [EP(A) + iFW(A)F“”(A) (2.61)

onde o segundo termo possui um foton nao fisico (pela troca de sinal do termo
de Maxwell). A seguir veremos como a lineariza¢gdo do modelo de Proca resolve

o problema também no formalismo da acao mestra.

Seguindo o algoritmo descrito no exemplo anterior, para definirmos a
acao mestra partimos do modelo de proca linearizado (2.38) que depende dos
campos originais A, e B, e adicionamos um termo de mistura com os campos
duais de calibre flu e BW, de forma que obtemos as simetrias de calibre desejadas
e cancelamos os termos quadréticos nos campos originais A, e B, que possuem
derivadas. Sendo assim, construimos a acao mestra ja acrescentando fontes para
os campos A, e B,,:

2 1 1
SulJa, J5] = / d'z [%AMA“ — 1 BuB" — 5B, 0,4,
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1 N
N QEWM(BW o B;W)aa(A'y B A“/) + J,ZAH + JE”BW (2.62)
ou seja se fizermos B;w — BW + B, e flﬂ — fl# — flu + A, ficamos com:
1 ~ ~
SM[JA, JB] = SPL[JA, JB] -+ 5 / d*x e“”‘”BW@aAﬁ, (263)

onde o segundo termo nao possui conteido fisico, dado seu carater topologico.

Isso nos permite relacionar os funcionais geradores
W[ Ja, 5] = / DA,DA,DB,, DB, exp [~iSu[Ja, J5]]
= c/ DA,DB,, exp [—iSpL[Ja, JB]]
= cWpr[Ja, JB] (2.64)
(c=constante), e obviamente:
(Apr(@1) - Aun(@n)) i = (A (1) Aun (n)) P (2.65)

<B'u11,1 (xl)""Bp,NVN(xN)>M = <Bu11/1 (1’1)....BMNVN(ZL‘N)>pL (266)

Por outro lado, sem as mudangas de variaveis temos de (2.62):

2
1
Sulda, Jg] = / d'z [%AHA“ + AuC" = 7 Bu B
1 N _
B WM 4 56“"“73#,@,47] (2.67)
onde C* = B0, Bon + J4 ¢ WH = —gewwaailv + J&” que pode ser reescrito

completando quadrado da seguinte forma:

m? c\? 1
5 (A# + EI;) — Z(BW - 2I/VW)2

SM[JA,JB] = /d4l‘

C,CH
2m?2

1 . -
+ W, W §E‘WCWBW,(9,1A7} (2.68)

. c
com a mudanca de varidveis A, — A, — 5 e B, — B, + 2W,, desacoplamos

A, e B,,. Integrando sobre A, e B, e calculando os produtos C,,C* e W, WH

recuperamos o modelo de Maxwell-Kalb-Rammond (2.56) ficando com:

Wulda,Jg| = ¢ /DAMDBW exrp {—i/d% [,MKR(AN;BW) — JZFM(B)

2

J -
—2—77;‘2 + B G L (A) + Jg} (2.69)
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onde:

5, 1 v Do
Fu(B) = =5 e B (2.70)

G (A) = —€ay %A (2.71)
Calculando as fungoes de correlagdo através de (2.69), e comparando com os

resultados (2.65) e (2.66), temos:
(Ap(1) - Aun () pr = (Fia (1) - - Fun (@) uxr + T.C (2.72)

<Bu1u1($1) s BMNVN(fN»PL = <Gu1u1($1) T GMNVN($N)>MKR +T.C (2~73)

onde T.C' entende-se por termos de contato. Tais termos ocorrem sempre que
o expoente no funcional gerador possui dependéncia quadratica na fonte J. A
derivada funcional aplicada na exponencial, quando atua sobre termos da ordem
de J?, resulta em termos do tipo d,,6(z—y), que sdo ndao nulos somente no “ponto
de contato” x =y e p = v. De (2.73) temos entao os mapeamentos duais obtidos

naturalmente via acao mestra:

D, 1 v D
AH And FN(B) == —wewma B (274)

B, > Gu(A) = —€ay 0" A7, (2.75)

o que garante a equivaléncia a nivel quantico entre o modelo de Proca de primeira
ordem e o modelo de calibre Maxwell-Kalb-Rammond, o que nao fica claro no
método de IC'N. Entendemos também como construir uma agao mestra que
interpole entre teorias duais, de calibre e de nao calibre, de tal forma que elas
possuam o mesmo espectro. E importante que o termo de mistura nao possua
contetudo fisico (espectro vazio) como é o caso do termo de mistura em (2.62). No
apéndice B analisamos também o que acontece quando o acoplamento entre B,
e A, ocorre de maneira nao-topolégica, isto ¢, com um termo do tipo B, F'*". E
possivel mostrar que nesse caso para a integracao funcional em B,,, devemos usar
um termo de fixacao de calibre do tipo Kalb-Rammond, e isso permite recuperar
completamente o caso topologico. Mostramos também como a simetria deve ser

imposta no caso da imersao de calibre de Noether.



Capitulo 3

Dualizacao de modelos de spin-1

em D=2+1

Em D = 2+ 1 a equagao de movimento do modelo de Proca (2.2)
implica que A, possui trés componentes independentes, a condi¢ao de transver-
salidade elimina a componente correspondente a propagacao de spin zero, o que
reduz os graus de liberdade fisicos para duas componentes de helicidades opostas
+1 e —1 que estao misturadas na equagao de movimento. Diferente do caso
D = 3+1, serd possivel em D = 241 desacoplarmos os graus de liberdade fisicos
de forma local. Mostraremos que existe um par de densidades de lagrangianas as-
sociadas a essas projecoes. Cada um desses modelos recebe o nome de auto-dual
AD. Com o objetivo futuro de estudar o caso de spin-2, obteremos teorias de
calibre duais a cada modelo AD via acao mestra e IC'N, reproduzindo os calculos
de [3] e [20]. Trataremos também, ainda que brevemente, o caso de interagao com

a matéria escalar.

3.1 Sobre a obtencao do modelo Auto-dual AD

Em [39] os autores conseguem separar os modos propagantes do mod-
elo de Proca em D = 2 + 1, através de um procedimento que chamaram de

extrair a raiz quadrada da equagao de movimento (2.2). Basicamente, o proced-

24
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imento consiste em explicitar o operador atuando sobre o potencial A, em (2.2)
e reescreve-lo como o produto de dois outros operadores, um que da conta da
helicidade +1 e outro da helicidade —1. O fato é que isso pode ser interpretado
como duas equacoes de movimento, de onde pode-se perguntar entao que densi-
dade de lagrangiana da origem a essas duas equagoes, obtém-se como resposta a
densidade de lagrangiana AD. No entanto, é interessante notar que também é
possivel obter diretamente os modelos AD de helicidades +1 e —1 se baixarmos
a ordem da densidade de lagrangiana de Proca através da adicao de um campo

auxiliar B,, elementar:

1 2
,CPL = §BHBM - EMVaBuaVAa + %AHAW (3'1)

Se em seguida fizermos uma mudanga de variaveis

1

A —
2

1 - .
nw EAH By (32)

teremos dois modelos auto-duais desacoplados:

m -~ m -~
B, — —B,+—=A, ;
ovet Vet

2

L — A A — %Eul/a/}uay[la n %Euuabﬁuéu + %Bué’yéa

m2
2
L(A,, m)ap + L(B,, —m)ap. (3.3)
A densidade de lagrangiana auto-dual nao é invariante por transformacoes de
calibre. Uma caracteristica importante de cada modelo auto-dual refere-se a
transformacao de paridade. Em D = 2 4+ 1 a transformacao usual de paridade:
(x,y) — (—z,—y) é na verdade equivalente a uma rotagdo usual de A0 = 7
e possui determinante igual a 1. A densidade de lagrangiana AD é invariante
por tal transformacao. Mas, se definirmos a transformagao por inversao de um
tnico eixo (r,y) — (—x,y), o determinante da transformagao é igual a —1 como
acontece com a transformacao de paridade em D = 3+ 1. E facil ver que o termo
de Chern-Simons na densidade de lagrangiana AD quebra essa simetria, e dessa
forma dizemos que a teoria nao tem simetria de paridade. Isso ird ocorrer também
para o modelo que serd obtido posteriormente, o modelo Maxwell-Chern-Simons.

Entretanto, como a transformacao de paridade muda o sinal dos termos de C'S
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em (3.3), se fizermos em seguida uma troca de A, e B, recuperamos a teoria
original e a simetria de paridade da agao original de Proca esta garantida.

Seja entao a densidade de lagrangiana do modelo auto-dual:
m? m
Lap(ftm) = "5 fu = D 05, (3.4)

composta por um termo de Proca e um termo de Chern-Simons (C'S). Sua

equacao de movimento é dada por
v 1 vBy

Novamente, assim como no modelo de Proca, a transversalidade é conseqiiéncia

direta das equacoes de movimento
o, f" =0. (3.6)

Além disso perceba que tomando o rotacional na equagao de movimento (3.5)e

utilizando novamente (3.5) e (3.6), obtemos a equagao de Klein-Gordon
(O+m?) f, =0, (3.7)

logo, se é possivel escrever uma equagao de Klein-Gordon (3.7) e de transversali-
dade (3.6) a partir da equacao de movimento de AD, entao esta teoria descreve
um boson massivo de spin-1.

E um momento apropriado para a introducao da representagao do grupo

de Lorentz (J#)"7 = ie’"7, ¢ facil verificar que:
[‘]/M JI/] = ieuyat]a (38)

Usando P* = i0" podemos agora reescrever (3.5) de forma a explicitar o sinal da

helicidade (Pauli-Lubanski) da seguinte forma:
(J- P)7fy = —mf" (3.9)

Definindo a helicidade @ = —J - P/v/ P? temos a helicidade +1. Note que isso

decorre de uma pré definigdo do sinal da massa no termo C'S em (3.5), pois
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fazendo m — —m a helicidade mudaria de sinal. Concluimos que o modelo de
Proca em D = 2+ 1 contém no seu espectro duas particulas de massa m, spin-1 e
helicidades +1 e —1. Na proxima segao faremos a imersao de calibre de Noether

do modelo AD de helicidade definida.

3.2 A imersao de Calibre de Noether AD/MCS

Seja entao o modelo de primeira ordem dado por (3.4), onde a simetria
de calibre nao existe. A idéia é obter uma teoria de calibre dual a AD, ou seja,

que possua a simetria:

5f, = 0,A (3.10)

com A uma fungao arbitraria das coordenadas e do tempo. Da equagao de movi-

mento (3.5) definimos o vetor de Euler, vide [3],

KH = 5?}?” — m2 i — meted, £, (3.11)
“w

a proposta inicial é promover uma iteracao da densidade de lagrangiana original

usando um campo auxiliar a,:
LY = Lap —a, K", (3.12)

A transformacao do campo auxiliar, é escolhida de forma que cancele a variagao

0L 4p, sendo assim,

da, = 0, A (3.13)
e entao,
LW = —a,0K". (3.14)
A expressao para 0K, fica:
6K, =m*5f, — me"*0,6 fo = m*0, A = m*say,. (3.15)

Logo
2
5LV = 5 (m?a”au> (3.16)
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e com isso a densidade de lagrangiana

2
m
,C(Q) = E(l) + TCLMCL“
m2
= Lap —a,K"+ TCLM% (3.17)

¢ invariante de calibre. Completando o quadrado em a, obtém-se ([3]):

1
2
E() - EAD—ﬁK#KIJ‘
1 v m vo
= PP DEL) + S s (3.18)

O qual é exatamente o modelo Maxwell-Chern-Simons de [20] que por sua vez é
de segunda ordem, e possui simetria de calibre. Obtido o modelo M C'S, podemos
estudar a equivaléncia com o modelo AD no nivel classico. Dada a densidade de
lagrangiana

1
‘CMCS = _ZFMVF;W + %EuaﬂAuFaﬁ, (319)

obtém-se a equacao de movimento com relacao ao quadri-potencial A, que fica
0, F"™ + me” P9, Az = 0. (3.20)

No entanto, para uma comparagao entre as equagoes de movimento dos modelos
MCS e AD, é interessante escrever essa equacao, em termos do que chamamos

de forma dual do tensor FH.

1
Fr = ie“aﬁFaﬁ = P9, Ap, (3.21)
de onde vem naturalmente a identidade de Bianchi:
0,F" =0 (3.22)
Além disso, invertendo a relagao (3.21) e substituindo em (3.20), ficamos com

—e"P 0y Fs +mF” = 0. (3.23)

Comparando (3.22) e (3.23) com (3.5)e (3.6), vemos que os modelos MCS e

AD descrevem a mesma fisica classicamente. Porém, a equivaléncia entre os
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modelos nao deve se restringir somente ao nivel classico, elas devem ser descri¢oes
alternativas de uma mesma fisica principalmente do ponto de vista quantico. Na
proxima secao o método da Agao Mestra é usado para mostrar a equivaléncia
entre os modelos MC'S e AD a nivel quantico, o que é realizado calculando-se

suas fungoes de correlagao.

3.3 Dualidade AD/MCS via acao mestra

Na segao (2.3) entendemos através do modelo de Proca como construir
a acao mestra. Aqui, seguindo o mesmo procedimento, somos levados a seguinte

expressao

sM:/ﬁ{%ﬁ%—%W%@h+%W%%—M@mrﬂ»(MQ

que foi sugerida pela primeira vez em [20], na forma

2
Ly = % Ff—mf, "+ %F“Au. (3.25)

Com relagao a f, temos a equacao de movimento,

F
fu=t (3.26)
e com relagao a A, concluimos que,
F" = €70, fa. (3.27)

E facil verificar que substituindo (3.26) em (3.27) podemos eliminar f* em funcio
de A, e recuperar a equagao de movimento de MC'S (3.23), ou eliminar F* em
fungao de f* e deduzirmos a equagao de movimento AD (3.5). F*(A) é invariante
de gauge assim como o termo de Chern-Simons (tdltimo termo de 3.24). Logo
Ly (AP 4+ 0Hp) = Ly (A*). Assim, podemos dizer que Ly, é uma versiao da teoria
auto-dual onde a simetria de gauge estd explicita.

Por outro lado, o ultimo termo de (3.24) que mistura os campos é um

Chern-Simons. Apds fazer a traslagao A, — A, + f, que o desacopla, o mesmo
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nao mais interfere no conteiudo dinamico de £j;. Agora escrevemos a acao mestra
adicionando um termo de fonte, vide [7], referente ao campo f,, de maneira a

definir o funcional gerador, apds a translagao mencionada, por:

WylJ] = /Df“DAu exp {—i/d?’x [EAD(f) + %G“WA“&,AQ + J“fﬂ} } .
(3.28)
Como os campos de calibre A, estao desacoplados dos campos duais f,,, podemos

fazer a integral funcional em A,, e concluir que

Sem a traslacao, (3.24) pode ser rearranjada da seguinte forma:

m2 4 e ’ 4 m o 1 v
7 (fl - m 8VAQ) -+ J! fli + 56“ AuﬁyAa - ZFM FMV] y

SulJ] = / P

(3.30)

fazendo f* — fH* 4 F*/m temos o funcional gerador

“w 2
Wuls) = [ DA,Df,cap {—z' [ [cMcﬁ IE #+m7fuf“+fuJ“H

m

_ , JHFR P
= c/DAMexp{—z/d?’x {EMcst T 2_7712] } (3.31)

De (3.29) e (3.31) concluimos que, vide [7]

(for (@1) e fun (TN)) ap = <Fm($1) "'FHqufN)

m

Yves +T1.C. (3.32)

ou seja a equivaléncia entre os modelos permanece mesmo no nivel quantico, com

mapeamento dual dado por:

Fu(A)
s =2 (3.33)
O que nos mostra que a condicao de transversalidade J,f* = 0 que aparece

naturalmente como conseqiiéncia das equagoes de movimento do modelo auto-
dual equivale a uma identidade de Bianchi no modelo de M C'S, mesmo no nivel
das fungbes de correlacdo, ou seja, quanticamente. As relagoes (3.32) e (3.33)
mostram que o modelo AD é equivalente ao setor invariante de calibre da teoria de

calibre MC'S. Na proxima secao, mostramos que mudancas ocorrem nas relacoes



31

de dualidade entre os modelos AD e MC'S, quando acoplamos os campos auto-
duais f, com a matéria escalar com simetria U(1). O acoplamento ¢ feito através

de um termo linear e um termo quadratico nos campos f,

3.4 Dualidade AD/MCS com acoplamento a
campos escalares U(1)

A acao mestra é utilizada agora para estabelecer a equivaléncia a nivel quantico,
quando os campos auto-duais sao acoplados a matéria. O acoplamento com a
matéria foi recentemente abordado nas referéncias [3, 16, 31]. Veja que mudangas
isso acarreta, quando é proposto o acoplamento com campos escalares com sime-

tria U(1). A agdo mestra sofre a seguinte modificacao:

2
SulJv] = / &’z [£¢¢*+%f“fu—%%mf“aﬁf”—ef”c]ﬁo)
m o ayAf ol
+ eas ([T = AN ([T = AY) + —F,(4)], (3.34)

onde adicionamos também um termo de fonte v* referente ao dual F, = €,,,,0" A%,
pois sabemos que independente de interagoes sempre teremos a identidade de

Bianchi d,F* = 0 sendo trivialmente satisfeita. Acima definimos:

IO = i(¢°0,0 — $0,0") (3.35)
w2 = m?+ 2ae’p*o (3.36)
Loy = —¢" (O+m3)¢ (3.37)

Ou seja, para a = 1 temos acoplamento minimo (D*¢)*D,¢ com D' = (O —
ieft)¢p. Para a = 0 o acoplamento torna-se linear —e f“Jl(LO). Como o campo auto-
dual f, nao é campo de calibre, nao hd necessidade de acoplamento minimo com
esse campo. Fazendo f# — fr'+ J5e"*0, A, + fL—iJ“(O) em (3.34) e, em seguida
integrando funcionalmente em f,,, o funcional gerador fica escrito como:

2

€
Wpe s rrcs|J,v] = / D¢*DPDA,, exp / AP [LW - Q—MJ“(O)JISO)



32

u €uva OAY  m?
v 2

T paEw (AP A) %GMA#aVAa - Z—?J;O>euvaayAa ,
(3.38)
onde o subscrito ¢p¢* + MC'S refere-se a soma da acao de matéria escalar com
a agao de Maxwell-Chern-Simons. Agora, temos uma teoria de calibre semel-
hante ao modelo de MCS com termo do tipo Thirring (J,SO)J“(O)) bosonico e
acoplamento invariante de calibre JﬁO)F #(A), além de acoplamento nao linear no
denominador do termo de Maxwell. Por outro lado, sem a mudanca de variavel,

(3.34) equivale a

2
SulJ,v] = / d*z {Ew* + % f"fo — meas, [CO°AY — e fr 0
m 8”A0‘]

+ D, AYQPAY e 2

> - (3.39)

Fazendo f* — fr+v*/m? seguido por A* — AF+ fH e integrando funcionalmente

sobre A,, ficamos com o funcional gerador dual:

2
* c m vV Lo
Wegr+aplJiv] = /D¢ D¢Dfy efﬁp/d% [ﬁdxb* + %f“fu — S ewaf'0"f
0 p
- €fMJlS ) + ’ng'u(f) + Wu“vu} , (340)

onde definimos g, = (p*/m?)f, — e/ mQJ,SO), que corresponde a um acoplamento
em geral nao minimo, entre o modelo auto-dual AD e campos escalares U(1).
Podemos agora derivar o funcional gerador com respeito a fonte v,, primeiro

através de (3.38) e em seguida por (3.40). Resulta que:

o) | Funax),

s +mcs = (Gu1(21) -+ gun (TN ))gpr+ap + T.C. (3.41)

ou seja temos o mapeamento dual

Fu(A) > € 10
B

(3.42)

Logo, a identidade de Bianchi d,,F* resulta, a menos de termos de contato, em

2
o (“— fu— iﬂo)) — 0, (3.43)
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que é valida dentro das fungoes de correlacao.

Se adicionamos agora um termo de fonte para 8“J,SO) temos
I m
Wyld,v,0] = /ng*D(éDA#Dfﬂ /d3:c {deb* + ?f”fu - gewaf“a”fa
v b 1O 4 qn JO
+ EFH(A) —eftJ)) +ad" 7| . (3.44)

Fazendo ¢ — e7¢ e ¢* — €'%¢* temos:

m
—€

2
Wyld,v,a] = /qu*DqSDAMDfM exp /d3x [£¢¢* -I—%f”f“ -5

o f' 0 [
(s x
+ EF“(A) — ef“Jlgo) + ad" (2efrod”™) + O(aQ)} . (3.45)
A partir de (3.44) e (3.45), derivando com relacao a fonte a(z) obtemos:
IO — 0"(2e fro ) (3.46)

valido nas funcgoes de correlacao, a menos de termos de contato. Substituindo
(3.46) em (3.43), temos, a menos de termos de contato, a seguinte igualdade vélida
classicamente (minimize 3.25 sem fontes) e no interior de fungoes de correlagao::

o | fu+ 2—€§(a —1)¢*of.| =0. (3.47)

m

Essa relagao se reduz a 0" f, = 0 para acoplamento minimo a = 1. Por outro
lado nao ha necessidade de acoplamento minimo ja que o modelo auto-dual AD
nao possui simetria de calibre. Para qualquer valor de “a”, (3.47) reduz o niimero
de graus de liberdade em uma unidade como deve ser para particulas de spin-
1. O vinculo (3.47) ou (3.43) é conseqiiéncia direta da identidade de Bianchi
o"F,(A) = 0. Ou seja, podemos concluir que o desacoplamento de graus de
liberdade espurios ainda ocorre mesmo na presenca de matéria para qualquer
valor de a devido as identidades que sao satisfeitas trivialmente. Retornamos a

esse ponto no capitulo 4.



Capitulo 4

Dualizacao de modelos de spin-2

em D=2+1

Motivados pelo estudo da equivaléncia entre os modelos massivos de
spin-1, propomos neste capitulo a aplicacao dos métodos desenvolvidos anteri-
ormente, agora para modelos massivos de spin-2. Comecaremos com o modelo
de Einstein-Hilbert (FH) para a gravitagao [18], quadratico nas flutuagoes do
dreibein. Pode se dizer que este modelo é o equivalente para spin-2 ao modelo de
Maxwell para spin-1, porém com uma ressalva importante, o termo de Maxwell
em D = 2+ 1 possui uma particula escalar sem massa como contetido fisico en-
quanto que o termo de FH por si s6 nao possui modo propagante e pode ser
escrito na forma de um termo do tipo C'S. Adicionaremos ao termo de £H um
termo que garanta massa aos modos propagantes da maneira mais simples, as-
sim como o termo de Proca o faz para o caso de spin-1. Nesse caso o termo de
massa ¢ chamado de Fierz-Pauli [26, 27]. Chamaremos entao de Einstein-Hilbert-
Fierz-Pauli (EHF P) o modelo andlogo ao modelo de Proca. Para particulas de
spin-1, mostramos no capitulo 2 que baixando a ordem do modelo de Proca com
a adicao de um campo auxiliar e, em seguida, fazendo uma mudanga de varidveis
adequada, é possivel obter o modelo auto-dual (na verdade obtemos um par de

densidades de lagrangianas AD com helicidades distintas +1 e —1). Aqui us-

34
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aremos a mesma idéia e mostraremos que é possivel obter o modelo auto-dual
para particulas de spin-2 ADS) a partir do modelo de EHF P. O modelo ADS)
foi proposto originalmente por Aragone e Khoudeir em 1986 [4]. Aqui o supere-
scrito em ADS) refere-se a ordem das derivadas no modelo, enquanto o subscrito
ao spin (2). O modelo ADél) nao possui simetria pela transformagao de cali-
bre ¢ f.,, = 0,&, sendo assim vamos impor essa simetria via JCN. Obtém-se
apos a ICN um modelo de segunda ordem nas derivadas que vamos chamar de
ADéQ). Diferente do que acontece no caso de spin-1, apds a imersao dessa simetria
ainda ¢ possivel a imersao de uma segunda simetria de calibre d f,,, = €, A que
nos leva a um modelo de terceira ordem AD§3). O modelo ADS)’) ¢ a bem con-
hecida formulacao topologicamente massiva para particulas de spin-2 proposta
em [18] quando escrito na forma quadrética nas flutuacoes do dreibein. Diante da
semelhanca com o roteiro do capitulo anterior, investigamos qual a relagao entre
estes modelos através da técnica da agao mestra pela qual conseguimos mostrar
a equivaléncia e o mapeamento dual a nivel quantico entre as trés formulacoes, o

que é um resultado original desse trabalho.

4.1 O modelo Einstein-Hilbert-Fierz-Pauli

A adicao de termos massivos a teoria da gravidade pode ser feita
adicionado a densidade de lagrangiana de Einstein-Hilbert um termo de massa
de Fierz-Pauli, a desvantagem quando se recorre a esse procedimento é que o
termo massivo nao possui simetria por transformacao de calibre. Porém antes
de adicionar um termo de massa vamos expandir a densidade de lagrangiana de
Einstein-Hilbert em relacao ao dreibein, €,o = Nua + huo onde 7,, ¢ a métrica
plana de Minkowski com signatura (—,+,+), enquanto h,, é a flutuagdo ou
desvio do dreibein em relacao ao espaco plano. Assim, expandindo até termos

quadréticos em h,, temos (vide apéndice-B).

1 1 1
Lpy==(V=9gR)wm==—T,T" - —T* 4.1
EH 2( 9gR)nn o2k A2 (4.1)
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onde g é o determinante da métrica, R é a curvatura escalar de Riemman e
T, = me“agaahﬁy com traco ' =T, A Somando o termo de massa de Fierz-Pauli

teremos entao um modelo equivalente ao modelo de Proca para spin-2:

L S T2+m2(h2—h hH) (4.2)
EHFP — 2m2 uv 4m2 2 nv Y .

Em decorréncia da linearizacao em termos do dreibein, h,, é nao-simétrico nos
indices. Como argumentado em [30, 41|, como estamos interessados em for-
mulagoes de primeira ordem ¢é necessario trabalhar com campos h,g sem simetria.
O que equivale a expandir no dreibein e nao na métrica. De onde podemos ver
que o termo de massa em (4.2) nao possui simetria pela transformacao de calibre
Oh = 0,€, que é simetria apenas para m = 0.

Na secao 2.1 vimos que o modelo de Proca descreve um boson escalar
massivo de spin-1, eliminando as componentes espirias de spin-0. Fizemos isso
através da condigao de transversalidade d,A" = 0 e mostrando que sua equacao
de movimento pode ser escrita como uma equacao de Klein-Gordon. Para nos con-
vencermos de que a densidade de lagrangiana (4.2) de fato descreve uma particula
massiva de spin-2, nés devemos mostrar que condicoes subsidiarias eliminam as
componentes espurias de spin s = 0 e s = 1. Para tornar isso claro vejamos que

(4.2) pode ser reescrita (vide apéndice-B) como:

1 0, hx, 0" (R M + hHA
Learp = 5 — Au (2 + ) + 0,h0"h — 281,hA”E)Ah
Oy (DPRH + DR

2

+ O,h0 Ry, + +m?(h?® — hy,h*) | .(4.3)

E interessante notar que dessa forma a densidade de lagrangiana imediatamente
acima ¢ valida em D dimensoes. A principio, em D dimensoes existem D? graus
de liberdade independentes, haja visto que h,, ¢ uma matriz D x D. Para a
eliminagao dos graus de liberdade espirios vide [26, 27, 30] usamos as seguintes
condigoes subsididrias: transversalidade d,h*” = 0 = J,h*", trago nulo h = 0 e
parte antissimétrica hy,,) = 0. Além disso deve ser possivel escrever a equacao de

movimento como uma equagao de Klein-Gordon, o que vai garantir a descrigao de
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um modo propagante massivo de spin-2. Minimizando (4.3), podemos verificar

que:

5%}% = (Oh —m*h — 0,95h*7) — 99"h — AW
Ap

+ 9"9,h"N + 929,h"M + m2h =0 (4.4)

De onde vem naturalmente que h,, ¢ simétrico na camada de massa, em outras

palavras

hpw) =0 (4.5)
Por outro lado aplicando 7y, em (4.4) supondo D > 3, vem que:
(D —2)0h — (D — 1)m?h] = (D — 2)9,03h*". (4.6)

Em seguida, reescrevendo o primeiro termo no lado direito de (4.4) usando (4.6)

e aplicando 0y, obtemos

O"h = O\ (4.7)
substituindo (4.7) em (4.6) temos a condigao de trago nulo:
h=0 (4.8)
por fim usando (4.8) em (4.7) temos a condi¢ao de transversalidade
O\ =0 = O\h M. (4.9)

Resta ainda mostrar que a equagao de movimento pode ser reescrita como uma
equacao de Klein-Gordon, isso pode ser facilmente notado quando substituimos

(4.5), (4.8) e (4.9) em (4.4).0 que nos da
(O —m2)h™) =0, (4.10)

Em D dimensoes a condi¢ao de trago nulo (4.8) elimina 1 grau de liberdade ref-
erente ao modo de propagacao de spin-0, por outro lado a condi¢ao de transver-
salidade (4.9) elimina D. Por ltimo o fato da parte antissimétrica ser nula (4.5)

elimina (D? — D) /2. Logo em D dimensoes restam D? — (1+ D) — (D*—D)/2 =
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D(D —1)/2 — 1 graus de liberdade. Da contagem, podemos concluir que em
D = 2 4+ 1 vamos ficar com dois graus de liberdade, um correspondente a
propagacao de helicidade +2 e o outro de helicidade —2, em D = 3 + 1 tere-

mos 5 graus de liberdade, o que esta de acordo com 2s + 1 para s = 2.

4.2 Sobre a obtencao do modelo ADél)

Mantendo um paralelo com o que fizemos para spin-1, vamos obter
agora o modelo auto-dual para particulas de spin-2 em D = 2 + 1 através da
adi¢ao de um campo auxiliar elementar W,, que nos permite baixar a ordem,
vide [4], da densidade de lagrangiana (4.2) que é de segunda ordem, da seguinte

forma:

2 2

Lep = m7(W2 = W, W) + W, TH + m?(h2 — hy b, (4.11)

Fazendo W, — 1/vV2(W,, — hu,) € hyy — 1/v/2(h,, + W) obtém-se:

2

‘Cgl);[FP = %(W2 - WMVWVM) + %EW*BWWOQI/T%”
m2 7 7 T m 687 7 v
+ 7(112 - h/“/h N) - 56“ ﬁhuyaahﬁ

Os termos que carregam uma derivada na densidade de lagrangiana (4.12) sao
semelhantes aos termos de CS, do caso de spin-1, para diferencid-los vamos chama-
los de C' Sél). A densidade de lagrangiana auto-dual de primeira ordem para spin-2

proposta em [4] é entdo obtida,

m ., m? o m?
L), = - ¢ O f, Oafar — o fw "+ (4.13)

com f = n" f,,. Lembrando que f,, nao possui simetria em seus indices podemos
verificar que os dois ultimos termos acima (Fierz-Pauli) quebram a simetria de

calibre ¢ f,, = 0,&, do termo de C’Sél). As equagoes de movimento sao:

1
—E "+ [ = f =0, (4.14)
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onde definimos o operador E*7 = e"#*9,,. Aplicando 9, 1, e O, em (4.14) temos

respectivamente:
0" f =0.f"", (4.15)
1 wB
/= 2mE e (4.16)
1
—E"P0, f5" = 0"f — 0, f". (4.17)
m

Usando (4.15) no lado esquerdo de (4.17) obtém-se
9" = 0", (4.18)
que combinado com (4.15) resulta:
Bl — ) = 0. (4.19)
De posse dessas equagoes, isolamos f“# de (4.14) e substituimos em (4.16):

f= —ﬁ (Of = 0,05™) =0 (4.20)

Pois usamos a aplicagao de 0, em (4.18). Aplicando agora, €,,, em (4.14) pode-se

obter que:
S =0 (4.21)

onde fizemos uso de (4.15). Como o trago f é nulo, isso implica de (4.18) e (4.19)

que:

B, " =0 =0, 4.22
w 2

Portanto f,,, = f(u) é transverso, simétrico e sem traco. Aplicando E,, em (4.14)

ficamos com:
1

B B = B [ (4.2
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ap6s aluma manipulagao ! o lado esquerdo de (4.23) pode ser reescrito como:
E" Bo f” = 0Ff L, (4.25)

com E,, f**) adequadamente isolado de (4.14) podemos reescrever o lado direito

de (4.23) e com isso obter:
(D - m2)f(0cu) =0. (426)

O que estd em consonancia com o que mostramos na se¢ao anterior. Veja agora,
que os dois graus de liberdade restantes correspondentes as helicidades +2 e —2,
podem ser explicitados na relacao de Pauli-Lubanski. Agora é um bom momento
para definirmos os geradores de translagao e de rotacao para estados de spin-2.

De [30] temos:
( Jéﬁ)aﬂpa — %((Wpeﬂlw + §Bp oo + §oo Bup + 5ﬁaeaup) (4‘27)

que satifaz:

[(J3)2%7 (Jaw)opr] = i€ 5(J5) 7P (4.28)
(T8 (Jop)opry = 8(s5 + 1T, (4.29)
com s = 2. A identidade é definida como:

70— _1

« 1 (6% (0%
2= fﬂm+§@£+@£y (4.30)

Sobre tensores simétricos e sem traco temos: Iafj sf (9) = £(@8) com isso demonstra-

se a partir de (4.14) a relagao de helicidade:

(P Jy+am)*? , fr7) =0, (4.31)

1Use o resultado:

Eo, B"P = — (6165 — 6162)0 — 610,07 + 650"0, + 610,0° — 650"9,] (4.24)
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com a = +2. Trocando m — —m terfamos o = —2. As equagoes (4.28), (4.29)
estao deduzidas no apéndice-A. As equagoes (4.20), (4.21), (4.22) e (4.26) carac-
terizam uma particula massiva de spin-2. Pode-se pensar que uma formulacao
possivel para a descrigao de um modo massivo de spin-2 seria aquela onde desde o
principio é usado um campo f(,,) (simétrico) pelo menos, ao invés de um campo
nao-simétrico. Porém os autores em [30] demonstram facilmente que esse mod-
elo perde consisténcia, embora seja possivel a eliminagao dos modos de spin-0, o
mesmo nao ocorre com os modos de spin-1. Nesse sentido entende-se que a parte
anti-simétrica de f,, ¢ necessaria para a eliminagao dos modos de spin-1 como se

fossem multiplicadores de lagrange que garantem os vinculos necessarios.

4.3 Imersao de calibre de Noether

4.3.1 De AD;I) para ADéQ)

Da mesma forma como ¢é possivel obter o modelo de MC'S de segunda ordem
a partir do modelo AD que é de primeira ordem, impondo a esse ultimo uma
simetria local presente no termo de Chern-Simons mas quebrada pelo termo de
Proca, vamos agora através do método de IC'N conferir ao modelo ADgl) simetria

pela transformacao de calibre local,

5fuu - ltfl/' (432)

Por essa transformacao o termo C’Sél) de (4.13) ¢ invariante porém o mesmo
nao é verdade para o termo de massa de Fierz-Pauli. Essa é uma maneira de
determinar que simetria devemos impor ao modelo. Em outras palavras, olha-se
para a simetria da densidade de lagrangiana que é quebrada pelo termo de massa.
Do célculo do tensor de Euler para a densidade de lagrangiana (4.13) vem que:

asgY

Mﬁ“/
d f By

= —mEf, 7 —m2 1P+ m?7 f (4.33)
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1) < \ . < L .
onde Sé ) 6 a acao corresponde a (4.13). Considere entdo a primeira iteracao

sobre a densidade de lagrangiana original com a ajuda de um campo auxiliar ag,
Ly =LY), —agM» (4.34)

. ~ .. ~ 1 .
de forma que a variacao de ag, cancele a vairiacao de E(Al))2 sob (4.32) e com isso:

(551 = —GBW(SM’GW

2
= %6(%7@75 —a?). (4.35)
Sendo assim, é facil ver que:
1) m’ 2
Lo = L5}, —ag M " (aga — a?) (4.36)

¢ invariante pela simetria imposta (4.32). Resolvendo a equagdo de movimento
para ag, e subtituindo as solugoes pode se encontrar:

. 1 , 1
LQ — [,54%)2 + 2—7712]\/[1,“]\/[“ — 4—7712

M? (4.37)

Novamente, notamos que os dois tltimos termos acima sao quadraticos no tensor
~ . 1 ~

de Euler, o que por sua vez garante que as equagoes de movimento de ADé ) estdo

imersas nas equagoes de movimento de AD%Q). Substituindo (4.33), e recordando

que T}, = Meuap0” f© ficamos com:

]' (0% v 1 v m 107 14
EQ = ‘65421)32 = 56# ﬁEV’yE <8af,8 87]‘15“ - §aafﬁ,ua’yf£ > - 56# Bf;waafﬁ
1 1 m
= —T,T"——T°——
2m2 " 4m? 2

e“aﬁfw(?afﬁ”, (4.38)
que ¢é de segunda ordem nas derivadas, assim como o modelo M C'S. Note entre-
tanto que nesse caso nao se pode dizer que (4.38) é uma teoria topologicamente

massiva pois C’Sél) contribui para o tensor energia-momento (vide [30]). O mod-

elo (4.38) aparaceu pela primeira vez em [4, 19].

4.3.2 De ADg) para AD§3)

No caso de spin-1, apds a imersao de calibre os termos de Maxwell

e Chern-Simons, sao invariantes pela simetria imposta 04, = d,¢. Contudo,
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ocorre para particulas de spin-2 um fato inusitado, o termo de EH (primeiros

dois termos de 4.38) possui simetria pela seguinte transformacao local
0 fur = €uval\®, (4.39)

porém o mesmo nao ocorre com o termo de massa C’Sél). Por isso, como o termo
de massa (C’Sél)) quebra a simetria, vamos impor (4.39) sobre (4.38) aplicando

novamente a ICN. Dessa vez o tensor de Euler fica:

M

(2)
_ 08" _ iEﬁﬂT”ﬁ _ LEVMT — T, (4.40)
(wa/ m 2m

Com um campo auxiliar a,, escolhido adequadamente, podemos escrever:
m
Ly =L +anM™ oL, = —5 0w B ") (4.41)

e entao

m 174
EQ = £1 + 5(alﬂ,Euﬁa6 ), (442)

¢ invariante sob (4.39) além de continuar invariante sob (4.32).

Porém diferente do que estamos acostumados, dessa vez nao temos uma
funcao quadrética nos tensores de Euler. Porém mesmo sendo linear em MH*
podemos mostrar que as equagoes de AD;Z) estao imersas no novo modelo Ls.

Para mostrar isso perceba que o tensor de Euler pode ser escrito como:

1 )
M» = BPO(——T"+ 2T —mf,"
( m- P * 2m mfs )
= E"b," (4.43)
com isso nds escrevemos
2 v m v
Lo=LY) +au, B + 5 (@0 B %ag") (4.44)

desacoplando a,, de b,, nés ficamos com:

m b, L bg” 1 )
o = 2 () (o) e

2 m_ — v
= L0, — 5w B a" 4 b M (4.45)



44

onde fizemos a,, — G, + by /m. A menos de um termo totalmente desacoplado

em d,,, que pode ser desprezado temos:

2 1 v
0Ly = L), + o3 M (4.46)
e assim
1
Lo = M"™0fy — —M" 0y, (4.47)

ou seja isso garante que de fato as equacoes de movimento do modelo AD;Z),
M™ =, estao imersas no novo modelo pois garantem 0Ly = 0. Por outro lado

(4.46) pode ser escrita de forma explicita:

— p® 1 v L 1 v v
EQ = CADQ == —wﬂlyT H =+ WT + %(TquﬁMT 53— TVME MT)
1 1 1
= —T, 7"+ —T%— — £, (0§ EP+ — O+ EP
2m2 " * 4m? me a )frs

(4.48)

Onde notamos uma inversao de sinal no termo de Einstein-Hilbert se comparar-
mos com E(A%Q em (4.38) e Lpyrp em (4.2). Note o aparecimento de um termo
de Chern-Simons que corresponde ao truncamento quadratico nas flutuacoes do
dreinbein da gravidade topologicamente massiva de [18]. Note que tanto o termo
de Einstein-Hilbert com sinal trocado em (4.48) como o termo de massa (0553))

sdo invariantes sob (4.32) e (4.39) e portanto nao hé mais como aplicar novamente

aICN.

4.4 O método da Acao Mestra ADS) /AD;2> /ADé?’)

A imersao de calibre adotada nas secoes anteriores permitem a obtencao dos
modelos ADéQ) e ADé?’) porém nao nos garante a equivaléncia entre eles. E de
nosso conhecimento do capitulo 2 que através da técnica da acao mestra pode-
se nao s6 obter os modelos duais como também estabelecer a equivaléncia entre
eles no nivel quantico. Para isso permita-nos nessa sessao a introducao de uma

nova notacao mais adequada ao tipo de manipulacao que faremos, que consistira



45

de uma seqiiéncia conveniente de mudancas de variaveis. Apods algum calculo é
possivel representar o termo de Einstein-Hilbert quadratico da seguinte forma:

NN «
_%/d% ( /__gR)hh:/d3x€ s i”%(h) _ }l/h.cm(h) (4.49)

co1m:

02 *(h) = €77 [Onhys — 05 (hoyr + Ty)] (4.50)

vide [19]. Além disso convém resumir a notagdo dos termos de Chern-Simons

C’Sél) e Fierz-Pauli:
[1ar = [eca oo, (451)
/ () pp = / &z (2= fu ). (4.52)

A agdo mestra pode ser entao construida a partir do modelo ADS) através da
adicao de termos de mistura. No caso de spin-1 o termo que adicionamos corre-
sponde a um termo de C'S, o fato desse termo por si s6 nao possuir dinamica foi
fundamental para a equivaléncia espectral. Aqui, sabemos que tanto o termo de
C’Sél) quanto o termo de Einstein-Hilbert separadamente nao possuem dinamica.
Por isso sugerimos uma acao mestra com dois termos de mistura da seguinte

forma:

sio= 5 [rare s [Py [U-aau-a

- /h A)-dQh—A) (4.53)

onde o superescrito “S” refere-se ao singleto de paridade, nesse caso de helicidade
+2. Note que com relacao aos trés primeiros termos de (4.53) o procedimento é
totalmente andlogo ao que fizemos no caso de spin-1, vide (3.34). Ficard mais
claro posteriormente a adicao do tltimo termo , o que pode se dizer no momento
é que a é uma constante abitraria a priori. A adi¢ao de um termo de fonte nos

permite escrever o funcional gerador correspondente:

Wo[J) = / DAus Dhas Dfap expi (Sfﬁ / APz fop jaﬁ) (4.54)
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e é simples ver que se hog — hop + Aap € Aap — Aap + fap entao:

WSJ] =c / Dfapexpi (S§g2(f)+ / d3£€fagja6> : (4.55)

Logo isso nos permite concluir que:

<fu11/1 ($1) T fMNVN (xN»Sf/I = <fM1V1 (1‘1) e fuNVN ($N)>51(411))2 (456)

Por outro lado se nao sao feitas as mudancas de variaveis o que temos é reescrito

da seguinte forma:

L om? Wy M
Sarld] :7/(f2)FP+/d3mfagU ﬁ—E/A- dA—a/(h—A)-dQ(h—A)
(4.57)
onde U = me®29,A,” + j*°. Com fusg — fap + (NaslU — 2Uas)/2m? nés
desacoplamos f,3 completamente. Apés a integragao do termo gaussiano em faﬁ

nds ficamos com

. 1 o 1 m
Sylil = /d% <ﬁ wgU” _WW) —5/A~ dA

- a/(h—A)-dQ(h—A)

_ /{_A'dTQ(A)_%A-dA} —a/(h—A)-dQ(h—A)

+ /d% {jaﬂFag(A) | 1%sa _ Uﬁ)T : (4.58)

2m? 4m?
sendo que a fonte encontra-se acoplada a combinacao:

Fop(4) = Top(a) - 20, (159)

onde Tj,(A) = (%)GBV)\aVAA « ¢ invariante pela transformacao de calibre 04,5 =
O0n€p. Em seguida com a transformacao de varidveis hos — hag + Aag 10S
desacoplamos h,g independentemente dos valores escolhidos para a constante

abitraria “a”. Integrando em h,p resultard o modelo intermedidrio AD§2) que

obtivemos via imersao de calibre em (4.38)

W [J] :/DAagexpz'{sfg(AH/d% [j“ﬁFaﬁ(AH—jaﬁjﬁa - (jﬁ)Q]},

2m?2 4m?
(4.60)
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coI1n:

4 2

O primeiro termo acima é analogo ao termo de Maxwell, e correspondente a

S@ = / {—A'd—Q(A) ~2Ad4 . (4.61)

aproximacao quadratica do modelo de Einstein-Hilbert como ja foi dito.

Como haviamos mencionado, os termos de FH e C’Sél) nao possuem
dinamica separadamente porém juntos eles descrevem um modo massivo de spin-
2, pois pode-se mostrar a equivaléncia com o modelo ADS) tanto no nivel classico
como no nivel quantico. Calculando a fungao de correlagao através de (4.60) e

(4.55):

<fM1V1 (xl) T fMNVN(wN»qu% = <FM1V1 [A(xl)] T FHNVN [A(:L‘N)Dsl(fg) + T.C
(4.62)
De (4.62) vem o mapeamento dual

TH(A)
fap = Fap(A) = Tap(A) = =5, (4.63)

que ¢ similar ao que ocorre no no caso de spin-1, quando f,, < €,,,0"A%/m. Note

que ambos os lados de (4.63) sdo invariantes por transformagoes de calibre.

Por outro lado se fizermos a = —1/4 em (4.58) vamos ter:
1
SS1j] = —% A dA+Z/(h- dQh) — - dQUA) — A - dQ(R))
“Pse ()
3. | a8 J " Jpa _ \p
/d x {] Fos(A) + o2 4m2] (4.64)

onde usando as identidades abaixo, vide apéndice-B,

/h-dQ(A):/A-dQ(h):/Q(h)-dA (4.65)

podemos reescrever (4.64) da seguinte forma

Silj] = —%/{A+%(_g}.d[f1+%(_g}
+ %/Q(fb)-dﬁ(ﬁ)—i-}l/h-d(z(h)

‘a3 ; -1\ 2
.a 7*%jsa Ul
+ / d*x {] FF.5(A) + ng — 4;;2} (4.66)
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Facilmente percebe-se que apds A,z — Ang — Qap(h)/2m desacoplamos A,z de

hap € obtemos.

1 1
Srlil = —% A-dAJr%/Q(h)-dQ(h)JrZ/h-dQ(h)
: Q 7*%jga (h)?
3 af . Ba  \Up
+ /d x [j Fo3 (A Qm) + 52 am? | (4.67)

Para desacoplar A,g de jos fazemos A, — Anpg+ (jga — ngaj/’j/Z) /m? o que por

sua vez resulta em:

m 1 1
1 = —— | A-dA+— | Q) dQh) +~ [ h-dQ(h
i) = -2 o [ 0w+ g [ 1o
1 1 oA s
+ g | = g [ E2 B
: -\ % (jl)?
3 af Ba _ M 4
+ /d x |:j Fus <2m) + s amZ | (4.68)
onde:
Q QN _ Tt (—am)
Foa(—=t) = 1,(-=2) -2 \Tom) 4,
a,@( 2m) «a ( 2m> 9 Nag, ( 69)
Q 9,07 EEPh
1676} I - T — (7)‘) 4
r ( Qm) 2m m?2 ’ (4.70)

lembrando que EM = eM¥9,. Com a integracao em flag ficamos com:

WS = o / Dhys expi [Sf},(h)Jr / i [jaﬂFag (—%) +o<ﬁ)”,
(4.71)

onde por fim obtém-se o modelo auto-dual de terceira ordem que equivale a versao
quadrética do modelo topologicamente massivo para a gravitagao de [18], vide

também [19].

S (h) = SLm/Q(h) -dQ(n) +;l/h~d§2(h). (4.72)

Como era esperado, assim como ocorreu via imersao de calibre de Noether ocorre
uma inversao de sinal no termo de Einstein-Hilbert (segundo termo de 4.72) ao
passarmos de (4.61) para (4.72). Sabemos do capitulo 1 que modelos de or-
dem superior na derivada possuem uma caracteristica problemética. Ao analis-

armos o conteudo de particula de tais modelos olhando para a estrutura analitica
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do propagador ocorre o aparecimento de pdélos nao fisicos, os chamados fantas-
mas. No momento, como AD§3) é de ordem superior, entao de forma precipitada
poderiamos chegar a conclusao desastrosa de que o modelo descreve um modo
propagante nao fisico. Contudo, do nosso ponto de vista, o modelo ADég) é obtido
a partir de ADS) o qual é livre de fantasmas como pode ser visto em [30] onde
mostra-se que o sinal do tensor energia momento é positivo definido via técnica
de acao reduzida. Além disso a obtencao de AD§3) advém da adicao de termos
de mistura do tipo Eistein-Hilbert e do tipo CSS) a densidade de lagrangiana
auto-dual os quais nao possuem contetdo fisico, e portanto era de se esperar que
nao viessem causar nenhuma alteracao danosa a estrutura analitica do propa-
gador. Para uma andlise do conteiido de particulas do propagador de AD§3), vide
[18] onde conclui-se que nao hé fantasmas. Nesse sentido argumentamos que é
impossivel a ocorréncia de um modelo auto-dual de ordem superior para o caso
de spin-1. Pois nesse contexto o analogo do termo de mistura de FH seria um
termo de mistura do tipo Maxwell, mas este contém um modo propagante escalar
sem massa, e nao pode ser utilizado sem que ocorra alteracao no espectro das teo-
rias interpoladas. Isso explica de certa forma por que temos modelos auto-duais
apenas de primeira e segunda ordem para spin-1.

A vpartir de (4.55) e (4.71) concluimos sobre a equivaléncia entre as

funcoes de correlacao:

Q) Qan)
<f,LL1V1 (131) U fuNVN (xN)>Sf;£ - <F#1V1 [_W] e F#NVN |:_ Im Sf43£+T C
(4.73)
de onde temos o mapeamento dual,
Q
o Fog | —— 4.74
Jap = Fap ( 2m> (4.74)

que permite também a recuperagao das equagoes de movimento do modelo de

. . , ;. . e e . ~ 3
primeira ordem no nivel classico a partir da minimizacao de 51(4 [))2.
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4.4.1 Permanéncia a nivel quantico das condigoes

subsidiarias

O conhecimento detalhado de um determinado modelo, passa sem
divida pela obtengao de maneiras alternativas de descrevé-lo, a grande vantagem
de se possuir descricoes alternativas e de estabelecer um mapeamento dual entre
elas é que caracteristicas nao aparentes em um modelo sao evidentes em outro. O
melhor momento para ilustrar isso é agora. Para o caso de spin-1 a condigao de
transversalidade 9, f* = 0 do modelo de primeira ordem AD reaparece no mod-
elo de segunda ordem MC'S como uma identidade trivial de Bianchi 9,F* = 0 2.
Algo andlogo ocorre para spin-2. Mostraremos a permanéncia no nivel quantico
das condi¢oes subsididrias discutidas no nivel classico (4.20), (4.21) e (4.22).

Sobre a condicao de simetria f,g = fgo pode-se usar a dualidade en-

tre o modelo AD§3) e o modelo ADS). Percebe-se, olhando para (4.70) que
Tops (—%) = Tjsq (—%) e consequentemente [ (—%) = [, (—%) Isso
afeta diretamente o lado direito da igualdade (4.73) pois sendo assim s6 sobre-
vivem desse lado funcoes de correlagao com Fl,5. Logo o mapeamento dual
(4.74) automaticamente garante que fungoes de correlacao envolvendo a parte
anti-simétrica fjo5 sdo nulas a menos de termos de contato. A relagao (4.73)

pode ser reescrita:

<f(#1l/1)($1) T f(ﬂNVN)($N>>SS£

_ <F<W1> [_M] e Fn [_MDS@ +T.C (475)

2m 2m

Isso garante que os graus de liberdade redundantes fj,g sao eliminados também
a nivel quantico e a condicao fi,3 = 0 que é dinamica em ES)D2 torna-se trivial:
Top(—/2m) = Tpa(—Q/2m) em L), .

A condigao de trago nulo (4.14) pode ser vista usando a dualidade en-

tre os modelos de segunda ordem ADéQ) e primeira ordem ADS). Para isso,

2Por ser identicamente satisfeita ela serd valida mesmo ao implementarmos interacdes com

outros campos como vimos na se¢ao 3.4.
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primeiramente vamos reescrever (4.60) da seguinte forma:
Ao EMEY (A A 2
S[]] _ / dB.CE |:_ jas 4( YA + )\’Y) . %AMQT#O[(A)
jaﬁjﬁa . (]5)2
2m? 4m?

+ P Fs(A) + (4.76)

entdo vamos decompor o termo de fonte em j*% = n*¢ 4 527 4 57 onde, ;3 =
jgo‘ e jf{ﬁ = —jflo‘. Logo o termo de fonte em (4.55) pode ser escrito como
Japi®® = fo+ jg‘ﬁ flap) + jjﬂ fiag- Derivadas funcionais com relacdo a ¢ nos dao
agora fungoes de correlacao envolvendo o traco f. Portanto, se conseguirmos uma
mudanca de varidveis que elimine o traco ¢ em (4.76) as fungoes de correlacgao
envolvendo o trago f ser@o nulas. Substituindo o novo termo de fonte em (4.76)

vem que:

U oy 2
g [j] _ / dsjj [_ AuaE E (A'y)\ + A)\’Y) . mTA,uaTua(A>

4
[0+ (s)/] T, "(A)
2

+ 54 Tua(A) + 5" Tha(A) — +O0(jag)| (477)

Sendo assim se fizermos A#* — AFY 4 (% — 77“0‘) % nés podemos cancelar o
termo —¢T",(A)/2 em (4.77). Isso implica que todas as fungdes de correlagao
envolvendo f,# serao nulas a menos de termos de contato. Sobre a permanéncia
da condicdo de transversalidade note que através do mapeamento dual (4.63)
temos f < —T*" (A)/2 e com o f = 0. Entdo o mapeamento dual (4.63) se
reduz & fop < T,3. Como 0“l,3 = 0 identicamente segue que 9%f,3 = 0
Levando em conta que fjog = 0 temos também 9°f.3 = 0. Portanto a condigao
de transversalidade estd relacionada a uma identidade trvial (07,3 = 0) na
teoria L(jj)%. Apenas a condicao de trago nulo nao possui aparentemente um

andlogo trivial. Concluimos neste capitulo que é possivel relacionar os modelos

ADS), ADéz), ADgg) através de uma tnica agao mestra.



Capitulo 5

Modelo auto-dual generalizado

(ADG>) e seu dual

Em D =2+ 1, a partir do modelo de Proca mostra-se que através do
uso de campos auxiliares é possivel obter dois modelos auto-duais AD com helici-
dades opostas +1 e —1. Ou seja separam-se as helicidades misturadas no modelo.
Por outro lado em [8] foi explorado o caminho inverso. Partindo dos modelos auto-

” 1 onde as helicidades sao

duais aplicou-se um procedimento denominado “solda
novamente misturadas, segundo uma transformacgao de simetria. Os autores de
[15], sem o uso de equagbes de movimento, generalizam o procedimento de solda,
usando modelos M C'S com massas e helicidades distintas. Resulta dai, um mod-
elo M CS-Proca ou auto-dual generalizado ADG. A equivaléncia a nivel quantico
desse ultimo, com dois modelos M C'S com helicidades +1 e —1 e massas distintas
foi entao verificada em [14] através da técnica da a¢do mestra. No modelo M C'S-
Proca existem dois tipos de termos de massa, isto é, o termo de C'S e o termo de
Proca. J4a para spin-2 vimos que existem pelo menos 3 possiveis termos de massa.
Portanto é oportuno uma generalizacao desse procedimento em completa analo-

gia ao que foi feito para spin-1, para o caso de particulas de spin-2 com massas

e helicidades distintas. Promoveremos a solda de dois modelos ADéQ). Isso nos

!Originalmente para solda de quiralidades por M.Stone (1989)

o2
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levard a um modelo auto-dual generalizado para particulas de spin-2 ADG5 cujo
o espectro sera obtido na secao 5.2 no ambito da acao mestra via a equivaléncia

a nivel quantico com um par de AD§2) de massas e helicidades distintas.

5.1 Solda generalizada para spin-2

Seja o modelo AD§2), para uma particula de helicidade +1 e massa m

S%Q(A,er):/{—AdTMnL%A-dA} . (5.1)

que pode ser escrita na forma

1
SSJ)JQ(A my) = /d3$ {5052:\, auA,\uaﬂA'ya + %EMVAAMO‘&,A,\&] ) (5.2)

onde

1
VA __ VA VA
Céjﬁ’y = —éﬁu Gaﬁ,\/ ‘I— €a Euﬁ,y (53)
Por outro lado o modelo abaixo descreve uma particula de helicidade —2 e massa

m_.
5(2) B _ 3 1 UV 8 prya m_ UV «a
O Bm) = [ de S0 0,800 B — Toe B0, By . (5.4

Ambos os modelos (5.2) e (5.4) sado invariantes por transformacoes rigidas in-
dependentes 0A,3 = aop € 0Bys = bos. NOs agora generalizamos para massas
distintas |m4| # |m_| o procedimento de solda de [35] elevando essas simetrias a

nivel local e relacionando dA,3 com 0B,z de tal forma que
0A,, =& 3 0B, =af, (5.5)

onde &, = ,,(x) sao fungdes abitrarias, e & uma constante também abitraria a
principio. Calculando as variagoes de Sfl))Z(A, my) e Sﬁb (B, m_) e somando-as,
temos:

5(S2),(Amy) + 52 (Bom_)) = / Fr I 0,6y, (5.6)

onde temos a corrente de Noether:

JHA = O GO VA (5.7)

afy



e definimos:

K" = A" +aB™ Bw“ =myA Nl —am_B "

o4

(5.8)

Assim vemos que a simples soma de dois modelos ADgQ) de helicidades opostas

nao ¢é invariante sob (5.5). Prosseguindo, adicionamos um campo auxiliar H,,

com transformagao apropriada para cancelar (5.6). Ou seja, com:
6Huu)\ = _81/6)\“

ficamos com:

(5.9)

0 (81(42£2 (Aam-f—) + Sz(élzgg<B7m—) + /d?’l' HMVAJMV)\) = /de HMVA(SJMV)\

COImMo:

ST — ngg 85(5704 + Oé2£’¥a) + E'W/\<m+f,yu — a2m7€fyu>

se fixarmos o = +4/m /m_ néds ficamos com:

0" = (14 o®)Chys SH™

dessa forma pode se obter:

SSolda = S,(42£2 (Au m-‘r) + Sz(42£2<B7 m—)

1 2
+ /d3x lHW,\J“V’\ + —( +2a )ng;\HWAHO‘M

Usando as equagoes de movimento para H,,, de volta em (5.13) temos:
S.S'olda = Sf£2 (A7 m+) + 51(421))2 (Bu m*)
1 VA VA «
m /d?’x (euﬁwea — € €ay) Sy o
substituindo J,,\ de (?7) ficamos com:

SSolda = ’S(,(42[))2 (Aa m+) + Sz(f%z(Ba m—)

1 v o Al ~

~ ey | O IO 4 (7~ )
1 -

Se=s ] Cata

(5.10)

(5.11)

(5.12)

(5.13)

(5.14)

(5.15)
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que pode ser reescrita, apds algumas paginas de célculos, em funcao de uma
combinacao de campos que é invariante pelas transformagoes de simetria (5.5),
ou seja:

fr = aAm — BH (5.16)

Dessa forma, podemos obter:

1
Ssaaa = 5 [ 0 O Db

2
+ (m—i- ; m—) /d3l’ euykfuaayfka
B m+2m7 /d?’x (f’mfau _ fz) (5'17)

ou ainda, recuperando a notacao, podemos reescrever o modelo acima como um

modelo auto-dual generalizado de spin-2:

SSolda - / [_f : df(f) + (m+ ; m_)f . df + m+2m_ (fz)FP~ (518)

Em completa analogia com o que ocorre para o caso de particulas de spin-1. Para
o caso de massas iguais &« = £1 (my = m_) o termo C’Sél) é perdido, e o que
temos é uma teoria com simetria de paridade, que corresponde exatamente ao
modelo de FH F'P tratado na segao 4.1. E importante notar que através da solda
de helicidades conseguimos gerar de maneira original a partir de (5.2) e (5.4), o
termo de massa nao trivial de Fierz-Pauli (f2 — f,, f**)/2 proposto pela primeira
vez em [26, 27], de maneira construtivista para a descrigdo consistente de uma

particula massiva de spin-2.

5.2 Teoria de calibre dual ao modelo ADG,

Em analogia, com o que foi feito para para particulas de spin-1 em [14], vamos
mostrar a equivaléncia quantica entre o modelo auto-dual generalizado, obtido
via solda na secao anterior, e dois modelos auto-duais de segunda ordem nas

derivadas ADéZ) com massas e helicidades distintas. Para simplificar usaremos
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parametros ag e a; abitrarios a priori.

f-dQ(f)

. (5.19)

SADG:/|:% (fQ)FP+%f-df—

Seguindo [14] e o que vimos no capitulo-2 é prudente baixar a ordem do mod-
elo ADG,. Para isso usaremos um campo auxiliar A,g reescrevendo o termo
quadratico de Einstein-Hilbert com a ajuda de um termo do tipo de Fierz-Pauli,
vide (4.2). Dois termos de mistura sem conteudo fisico serdo também adiciona-
dos, com esses termos acoplamos os campos Ayg € fap a0s campos duais Aaﬁ e

Baﬁ. O funcional gerador é entao escrito como:
Wj = /DADBDfDA exp i Sy () (5.20)

onde temos:

Suli) = 9 [ (Pt [1eds+ [daps

1 2
+ 5/(A)FP+/>\-df (5.21)
~ ~ aq ~ ~
- Jo-Brag-a-% [¢-A - A
E fécil notar que Bag — Bag + Aag € Aag — Aag + fap nos tltimos dois termos
da expressao imediatamente promovem seu desacoplamento. Como estes nao
possuem modos propagantes, isso garante que o contetdo fisico de Sapg, € de

Sy é 0 mesmo:

W= [Drelsosntnes i) (522

Por outro lado sem as mudancas de variaveis ficamos com:
Su(j) = —/B-dfl—% fl-dflJr/d?’ijfW
+ %/(AQ)FPJF/A-M (5.23)
s 2 (P [1-4(Brad)

integrando em A\,5 € fop vamos ter:

Su(j) = —/B-M—% [LdA—i/fL dQ(A)
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1

- (B4 a1 A) - dQ(B + a, A) (5.24)
0
3 8,5 o Jasd®™
BPr | josgFP(B+ aA) + 2280 L

+ / x |:j sFP(B+ a1 A) + 20 lag

De acordo com o que encontramos na solda de modelos AD%Q) (5.18) ¢é natural

escolher, os seguintes valores para os parametros
Qg =Mmime_; a; = my —m_ (5.25)

Em seguida em analogia com o que foi feito em [14] para spin-1 nds redefinimos

0S campos flaﬁ e Baﬁ afim de desacopla-los:

Ay = Yrfes = yM-Bes (5.26)
o Vg +m_ ’

- mi/QAag + mg/QBag

Bay = 5.27
8 T (5.27)

disso resulta:

Wil = / DADB ¢ Sim+m-] (5.28)
onde
Slimem] = S§H(Amy) + ST (B, —m_)
+ / @ | P (A, B) + v Jide (5.29)
J avi4, 2mom_ dmym_ .

com Sf}, definido em (4.61) e

Fus(A,B) = €ap,0°C7, — %ewaﬂcyA (5.30)
1 Aag Bag

Cos = — 5.31

h VMg +m_ <./m++,/m_) ( )

onde F,, (A, B) é invariante por transformacoes de calibre § A, = 0a€s € 0Bop =
0aCs . Concluimos que o modelo generalizado descreve duas particulas massivas,
uma com massa m, e helicidade +2 e outra com massa m_ com helicidade —2.

Comparando as funcoes de correlagao temos:

<fu1l/1 <$1> e fuNVN (xN)>SADG(f,m+,m_) =

<le,1 [C(I1>] . F,U«NVN [C(xN)]>Sf£(A,m+)+Sf£)(B,fm_) +T.C (5.32)
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com mapeamento dual dado por:
fop < Fup(C) (5.33)

Sabemos que, seria impossivel por exemplo obter fungoes de correlacao entre
os campos Ayp e fap pois os campos A,g sao dependentes da escolha de calibre
enquanto os campos f,g sdo invariantes de calibre. Entretanto desde que, F,3(C)
¢ independente das escolhas de calibre nés podemos relaciona-lo com os campos
fuv- Contudo, isso nao ¢ suficiente para garantir a equivaléncia quantica entre
Sapac,(f) e Sfj)j(A, m+)+Sfj)3(B, —m_). Pois, segundo o mapeamento dual (5.33)
os campos f,, estao relacionados a uma combinacao linear especifica de A,z e
B,g. Isso de certa forma é intrigante, pois poderiamos propor uma unica teoria
que tivesse como campos fundamentais exatamente essa combinacao. Porém se
conseguirmos mapear qualquer combinacgao linear de objetos independentes de
calibre com os campos f,,, do modelo ADG, entao garantiremos que as teorias
Sapa, € Sf},(A,mQ + Sfl)D(B, —m—) sao de fato equivalentes quanticamente.
Para fazer isso vamos adicionar termos de fonte para os objetos invariantes de
calibre T),,(A) e T,,,(B) e entao calcular suas funcoes de correlagdo. Além disso
vamos suprimir os termos de fonte referentes a f,5j%’, sendo assim definimos o

novo funcional gerador:

Wit j-] = /Df DADADB exp iSu [j+,]-] (5.34)

onde temos

Sur 10 7) = Suli = 0)+ [ o [HTu(D)+ P Tu®)] . 639
E a definicao dos termos de fonte abaixo:

i = \/mfﬁ (% - ”\;jni) (5.36)

5—E_W(j%+j%>. (5.37)

Integrando em f,3 e Aug e substituindo as rotacoes (5.26) e (5.27) afim de de-

sacoplar os campos A, € Bog, ficamos com

W[jJr?j*] = W[J+73*:|
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_ /DADBeXp i{ SE(Am.) + 8B, ~m_)

o [ T +j“aTW<B>1} (5.38)

Por outro lado sem as integracoes sobre os campos f,3 € Aog mas fazendo as
translacoes Ang — Ang 4 fap © Bap — Bag + Aap em (5.34) ficaremos com:

Sulini] = 9 [Pt S [1ear+ [Gooas

+ %/(V)FP+/A.df+/j-dA

_ /B~d[1—% A.dA+/5+.dA+/5_.dé

(5.39)
Para desacoplar flaﬁ e Bag dos termos de fonte, podemos fazer
” ~ ay ~ ar ~ ~
Baﬂ - Baﬁ - ?Aaﬁ - ?(]—)aﬁ + (]—&-)aﬁ (540)

seguido de Aaﬁ — flag + (3—)045, 0 que nos leva apds a integracao sobre flag e

B.g

Sulini] = 5 [P+ [sedss [Gcar
+ %/(A2)FP+/A-d(f+3_)
w9 i [ di (5.41)

integrando em A, temos a versdo dual do modelo (5.38)

Su [73] = Sanelh) + [ £odi =5 [ 100G+ 0 G

onde O(3j?) entende-se por termos de ordem quadrética em j_ e j,. Substituindo

(5.37) em (5.42) e integrando por partes ficamos com:

W [j—i-?j—] = W [5-&-73—] =
[Prew {SADG<f> + [ @ [ D )

+ 2 Daa™ (@ ms) fu] + O(?) } (5.43)
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onde definimos o operador diferencial:

1
DM (2. m) = NN [m B}y — BB (5.44)

Percebe-se que (5.43) e (5.38) sdo ambos simétricos pela troca (my,m_, jy,j_) —

(—m_,—my,j_,j1), além disso, agora podemos calcular as fungoes de correlagao.
Por exemplo, com relagdo a j; derivando funcionalmente (5.43) e (5.38) vamos

ter:

<Ta1[31 [A(:Ul)] ... ToNBN [A(mN)D _

2 2
SCL(Am)+8Eh(B,~m_)

l)aﬂﬁulm(xlvn1+)"'l)aNﬁNMNVN(xNGﬂ@+)<fﬁuq($1)"'prVN($N)>

+7.C

Sapc

(5.45)

Poderfamos também calcular fungoes de correlagao envolvendo 7),,(A) e T, (B).
Dessa forma provamos que o modelo ADG de fato equivale ao setor invariante
de calibre do par Sﬁ) (A,my)+ Sfl))(B , —m_), de forma andloga ao que acontece

para modos de spin-1, o que esta demonstrado em [14].



Capitulo 6

Conclusao

A dualizacao de modelos de spin-1, serve como um laboratério para
generalizar os métodos de imersao de calibre de Noether e acao mestra, para spin-
2. No contexto de spin-1, verificou-se duas caracteristicas fundamentais sobre
esses métodos através do modelo de Proca, aprendemos que, ao dar simetria de
calibre para uma teoria sem essa simetria, também aumentamos a ordem nas
derivadas com relacao ao modelo original. Isso pode ser problematico quando
obtém-se uma teoria de ordem superior, onde é provavel o aparecimento de pdlos
nao fisicos no propagador. No que se refere ao método da acao mestra a histéria
nao ¢é diferente. O que aprendemos nesse caso é que para a construcao de uma
acao mestra que interpole entre as teorias equivalentes, é necessario adicionar um
termo de mistura sem contetdo fisico, pois do contrario o modelo obtido terd um
espectro nao coincidente com o modelo de partida. Em ambos os casos, a adi¢ao
de campos auxiliares leva a restauracao da estrutura analitica do propagador,
evitando o aparecimento de polos fantasmas.

Vimos que as particulas massivas de spin-2 em D = 2 + 1, podem ser
descritas por trés modelos auto-duais equivalentes. Esses modelos podem ser
relacionados via métodos de dualizacao de imersao de calibre de Noether e acao
mestra. Via ICN, através do uso de argumentos de simetria local explicamos

por que em modelos de spin-2 existem trés formulagoes equivalentes, diferente do

61



62

que ocorre para spin-1, (MCS/AD). Isso ocorreu porque ao impor a simetria de
calibre oh,, = 9,§, do termo dinamico sobre o modelo ADgl) [4] obtém-se um
modelo auto-dual de segunda ordem ADéZ) [4, 19], cujo termo de massa é do tipo
Chern-Simons C’Sél) e nao possui a simetria de calibre 65, = €,,oA“ do termo de
EH, sendo assim impondo essa simetria, obtivemos uma formulacao de terceira
ordem ADS’), a qual foi identificada como o modelo topologicamente massivo da
gravitacao [18] na aproximacao linearizada.

A equivaléncia quantica entre esses trés modelos, foi elucidada pela con-
strucao de uma tunica acao mestra que interpola entre os modelos. Nesse caso
vimos que além do termo de Chern-Simons o termo de Eistein-Hilbert pode
ser usado como termo de mistura, isso por que separadamente esse termo nao
possui dinamica. Além disso, via acao mestra, conseguimos mostrar que as
condicoes subsidiarias de trago nulo, transversalidade e parte antissimétrica nula
permanecem mesmo a nivel quantico. Isso permite concluir sobre o desacopla-
mento de graus de liberdade esptirios, o que é uma condicao essencial para a
descricao de uma particula de spin-2 de forma consistente, pois dessa forma as
componentes de spin mais baixas, spin-0 e spin-1, sao eliminadas.

Os autores em [21], concluiram que uma teoria constituida pela soma
de um termo de Einstein-Hilbert quadratico, um termo de massa de Fierz-Pauli
e um termo de massa de Chern-Simons de terceira ordem nao possui espectro
fisico, pelo fato dos termos de massa requererem cada um, um sinal diferente
para o termo de FH. Isso de fato foi notado por nés nesta dissertacao quando
verificamos a mudanca de sinal sofrida pelo termo de £ H na passagem do mod-
elo AD;Q) para o modelo ADS’). Com isso em completa analogia com o que
ja foi feito para particulas de spin-1, propusemos uma acao auto-dual general-
izada ADG que consiste na soma de um termo de FH, um termo de massa de
Fierz-Pauli e um termo de massa de Chern-Simons (porém agora de primeira
ordem). Vimos que o modelo proposto contém duas particulas fisicas massivas
no espectro. Isto é, mostramos a equivaléncia quantica entre o setor invariante

de calibre de ADéZ)(A, my) + AD§2)(B, —m_) e ADG calculando as fungoes de
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correlacao. Além disso, num procedimento inverso generalizamos o procedimento
de solda para os dois modelos auto-duais ADSY (A, m,) e ADY (B, —m_) com
massas distintas encontrando o modelo auto-dual generalizado ADG, e gerando
de forma original o termo de massa de Fierz-Pauli.

Alguns aspectos sobre modelos de spin-2, nao foram abordados neste tra-
balho talvez o mais importante seja levar em conta a interacao com outros cam-
pos. Porém, acreditamos que, com o conhecimento que acumulamos no ambito
das teorias livres, essas caréncias possam ser supridas brevemente. Nossa perspec-
tiva para o futuro consiste basicamente em generalizar, os métodos de dualizagao
para particulas massivas de altos valores de spin em D = 241 e incluir interagao
com outros campos. E importante notar que o tema de interagoes para particulas
bosonicas de spin-2 ou maior ¢ ainda objeto de intensa pesquisa. Vide por ex-
emplo [38, 42]. Por fim a parte final dessa dissertagdo encontra-se na forma de

pre-print em [17].
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Apeéendice A

Modelo de Proca de 12 ordem

A.1 Propagador

Faremos a seguir a integragao funcional no campo auxiliar B, [2] do modelo de
Maxwell-Kalb-Ramond obtido via ICN (vide [37]) e a¢do mestra (vide [6]) no
capitulo 2. E necessario lembrar que o modelo de M K R é invariante de calibre,
portanto devemos fixar o calibre e isso modifica a densidade de lagrangiana da

seguinte forma:

A A
Lyvkrifg = Lukr+ ?1(5,%1”)2 - 72(5,/3”“)2

1 A
= L(A) + S H" Houn + %eu,,pAB“”Fp* - Z(0,B")

= E(Au) + ‘C(BMW Au) (A-l)
onde
1 A
L(A,) = _ZFWFW + ?1(3”14#)2 (A.2)

substituindo a expressao para H,,, nds voltamos a expressao (2.55) que pode ser

rearranjada como:

1 HBY a0 Do
E(B;u/, Au) — ZBp/\ € €u2p/\ + 2)\25[[1(%@5] Bg,, + %F:/\Bu)\
1
= ;B7O}By, + %F;;BVA (A.3)
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onde estamos definindo:

1
O = 56" ey Oa + 2X201,0,0” (A.4)
1
F:)\ = §€V)\QBFQB. (A5)
14 1 v 14 14 v
000105 = (050" 05 — 5,0"0 — 550" D + 550" Ds). (A.6)

Logo, nds escrevemos a funcao de particao:
. 4 1 ANBY m ok vA
ZMKRyfg = /DAMDBHV ¢ | e £+ 3 B0 Byt 5 B (A7)
para a integragao funcional em B, nds fazemos a mudanga de varidveis B —

B» = BP — m((’)_l)%F*o‘ﬁ com jacobiano trivial DB” = DB sendo assim

temos:
Zviknes, = /DA#DBW o) A2 [ LA+ BAON By, 2 P (0D | (A.8)
= o [Daetelean-trio ] (A.9)

Para obter uma teoria efetiva, e conseqiientemente o propagador, nés precisamos

inverter o operador O e para isso nés usamos:

pA?
v — A o
Ogﬁ(o 1)ZV = 5@55] (A.10)
onde definimos a identidade sobre tensores antisimétricos:

o 1 g g
57,05 = 5(6285 — 3507) (A.11)
vamos comegar reescrevendo o primeiro termo em (A.4) como segue:
€ o N == — 20001 5% + 480”0 (A.12)

logo nos podemos escrever

Ok = —08.6% + 2 (A + 1) 610", (A.13)

o primeiro termo do lado direito de (A.13) é proporcional a identidade, resta
escrever o segundo termo como um projetor para realizar a inversao, para isso

note que:

O
010”056, 9%0,) = Ea{gaalag] (A.14)
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entao definimos o projetor como:

g 2 g
0", = 55[[50 105 (A.15)
logo
Ok = =00l 6% + 0 (A + 1) O4 (A.16)

sendo que os produtos tensoriais satisfazem

OL.0% 055 = OF.67, (A.17)
oL 0% 00 = O, (A.18)
orer = o, (A.19)

logo, podemos inverter o operador definindo:

Ohs = ady, 04 + 0055 (A.20)
—1\po o o
(O~ = Adp,0)) + BOY, (A.21)
com:
a=-0 ; b=0MN+1) (A.22)
entao temos,
1
bA 1 1
B=———"— B=—=(14— A.24
(a+b) D( +>\2) (4.24)
entao:
(O 1re = —lép o+ 1 1+ 1 Sl (A.25)
w gkt g Ao ) M '
substituindo esse resultado em (A.9) nds temos:
m? . m? 1
O R = P L, (A.26)

pois o segundo termo do inverso do operador em (A.25) se anula quando multi-

plicamos o projetor, que contém produtos de derivadas (vide definigdo A.15) pela
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definigao de F};, que contém simbolos de Levi-Civita pois nessa contragao temos

objetos do tipo €*79,0, = 0. Sendo assim escrevemos a agao efetiva:

4 m2 v 1
Sep = | d'e |L(A) — P S F (A.27)
O /\1 m2 v
= /d4l’ A,u |:§¢9#V — 7(9“@,, + TQ'MV:| A
1 A0
= /d4l’ A* |:§<|:| + m2)9p,u - 17(9;1,1/ - 6),LLl/):| A”
- / d'z AP D LA, (A.28)

No espago dos momentos ((J — —k?), o operador acima fica:

-1 1 2 2 >‘1k2
D, (k)= —§(k; —m?)0,, + T(gm, —0,) (A.29)

logo o propagador para o foton pode ser escrito da seguinte maneira:

2 2

D, (k)= W(guu —0u) — m@uy (A.30)

Temos um pélo massivo no propagador de (A.30), este pélo possui um residuo

negativo no limite que k> — m?, ou seja ele nao é um fantasma.

A.2 Acoplamento nao topolégico

A.2.1 Imersao de Calibre de Noether

Vamos considerar que o acoplamento com o campo auxilar seja feito

de forma nao topoldgica, isso modifica a teoria anterior da seguinte maneira

m? 1. I
Lprnt) = Lo = TA“AM - ZB“ B, + 53“ F, (A.31)
de onde podemos definir os vetores de Euler:
K'Y =m?A" — 9,BY (A.32)
af 1 a 1 af3
M = —B* + —F“". (A.33)

2 2
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Como foi feito anteriormente vamos propor uma iteragao exatamente como (2.21),
sendo que os campos auxiliares a, e b,,, devem ser tais que cancelem a variacao de
Ly. A priori, neste caso nao sabemos que transformacoes de simetria dos campos
fundamentais devemos impor, haja visto a natureza nao topoldgica do modelo.

Contudo escolhendo os campos auxiliares de forma apropriada ficamos com
6Ly = —a, 6K — bagd M, (A.34)
0 que mos leva a:
§L; = —m*a, 6 A7 + a,0,0 B* — %bagéBaﬁ (A.35)

e entao devemos encontrar uma transformacao de simetria que nos permita es-
crever fungoes locais de da, e 0b,,. Olhando para a expressao imediatamente
acima notamos que o campo B*” deve ter uma transformacao especial, diferente
da usada no caso topoldgico, e de tal forma que cancele o segundo termo. Uma

transformacao que atende a este propdsito é dada por:
§BY = 60‘5“”(8#/\1, —-0,\,) = 6b° (A.36)

O mesmo nao é necessario para o campo A, pois neste caso usando uma trans-

formacao de calibre U(1) usual
0A, = 0\ = day, (A.37)

pode-se completar quadrado em a,. Com isso obtemos uma densidade de la-
grangiana que ¢ naturalmente invariante de gauge pelas transformagoes (A.36) e

(A.37) escrita como (2.50) porém aqui temos:

K, K" =m*A, A" — 2m*A,0,B*" + 8" B,»0,B* (A.38)
v 1 v 1 2% 1 2%
My MY = 2By BY + 2 B I + 2 FME, (A.39)

Entao como resultado temos um modelo andlogo ao M K R que chamaremos de

MK R(nty com densidade de lagrangiana dada por

1 1
LMK Ryp) = —2—m2(’J‘VBM(%BOM — Z—lFaﬁFaﬁ +A9"B,,, (A.40)
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redefinindo B,,, — mB,,, e rearranjando os termos nés temos

! (A1)

1 1
Latkrom = =5 (0B = JF" Fuy + 5B F™,

A.2.2 Acao Mestra

Para a densidade de lagrangiana de Proca de primeira ordem nao

topoldgica (A.31), propoe-se agora a construgao da agdo mestra

2 1 1 . .
Sul[Ja, Jp] = / d*x [%AMA” + =B, B" 4+ =(B,, — B,,)(F" — F")

4 2
1
= 5B Fu+ JiAu+ Ty B (A.42)

Fazendo a mudanca trivial BW — BW + B, e flm, — flw, + A,, mostra-se a

equivaléncia entre a acao mestra e a teoria nao topoldgica

WM[JA,JB] = /DAMDAMDBMVDBMV exrp /dgl‘ [ﬁpL(NT)[JA,JB}

1. -
+ §BWF‘“’} (A.43)
onde:
Lprnty[Ja, JB) = Lty + J4 A+ T B (A.44)
da integracao funcional sobre éwj e fl# temos uma constante.
Por outro lado (A.42) equivale a
2 1 1 . 1=
SulJa, JB] = / >z {%AMA“ + ZB“"BW — §BWF“” — §BWF‘“’—|—
I [ v
+ §B,WF“” + JLA, + Jg BW} . (A.45)
Integrando funcionalmente sobre A, e B,,, e logo apds escolhendo 3 = —1 e

redefinindo B, — mB,,, podemos escrever o funcional gerador como:

. 1 ~ 1
WJa, Jg] = / DA, DB, exp [—5(8,,31152 -1

. JiJ v
+ ]ZF;L(B) - ;mgu + Jg GW(A) —JB
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que é exatamente o modelo M KRy dado em (A.41). Sendo assim podemos

calcular agora as fungoes de correlagao a partir de (A.46) e (A.43), que nos da

<Au1(x1) o 'A,uN(xN»PL(NT) = <Fu1($1) cee FuN<xN>>MKR(NT) -+ T.C (A47)

<Bu1u1 (1‘1) Tt B,uNVN(xN»PL(NT) = <G,u11/1 (l‘l) Tt GHNVN(xN»MKR(NT) +T.C

(A.48)
onde temos os mapeamentos duais:
A, < F,(B) = —% d"B,, (A.49)
m
By, < Gm/(;l) = FMV(A)7 (A.50)

o que garante a equivaléncia a nivel quantico entre o modelo de Proca de primeira
ordem nao topoldgico e o modelo de Maxwell-Kalb-Rammond nao topolégico. A
teoria M K R(y7) é invariante pelas transformacoes de simetria (A.36) e (A.37).
Portanto assim como no caso anterior devemos adicionar termos de fixacao de
gauge. Neste ponto ¢é interessante notar que o termo de fixacao referente ao
campo B, deve ter a mesma forma que o primeiro termo na expressao (2.55) o
qual é o termo de Kalb-Ramond, pois se tentdssemos um termo de fixacao como
o utilizado no caso anterior nao estriamos de fato fixando o calibre. Logo ficamos

COI1:

A Ao (1
‘CMKR<NT)+f9 = EMKR(NT)+?1(8;AAM)2_?2 (ZEWBVEMVﬂz\aVBp/\aOBM) , (A.51)

Tomando Bus — €a3,5B7° recuperamos o modelo topoldgico.



Apeéendice B

Einstein-Hilbert linearizado e

notacoes

B.1 Linearizacao

A teoria de Einstein-Hilbert linearizada, descreve um modo propagante
(D > 4) sem massa e de spin-2, num espago-tempo plano. A densidade de

lagrangiana do modelo incluindo um fator 1/2 é dada por:

1
EEH = 5\/—QR (Bl)

Na equacao acima g ¢ o determinante da métrica e R é o escalar de Riemann que
pode ser obtido a partir de um objeto tensorial mais geral, chamado tensor de

curvatura de Riemann que é escrito em fungao dos simbolos de Christoffel I'z
lo' _ « a a T a M
R%gy5 = 03155 — 061, + 170, Ugs — s, (B-2)
com

1
re, = §gp0(augw + 0vGop — OG- (B.3)

Vamos fazer entao a linearizagdo. A principio pode-se fazer isso linearizando na
métrica g, = 7, + ", onde temos a métrica plana de Minkowski 7, e um desvio

da métrica h,,. Ou por outro lado podemos fazer a linearizagao nos dreibeine
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_ L . - u
€pa = Mpa + Npa- Nesse caso a métrica fica escrita como g,, = e,0e”,. Segundo a
linearizacao nos dreibeine expandindo até a ordem quadrética em h,, obtemos a
seguinte expressao:

9po = Tpo + Qh(po') + haphaa (B4)
97 =7 = 2, (8.5)

Substituindo (B.4) e (B.5) em (B.3) nds obtemos uma expansdo até termos

quadraticos para o simbolo de Christoffel

1
PZV - aﬂh(pa) + Eaﬂ(haphall) - Qh(pa)auh(ay)
1 . i
+ 0k + S0u(R, 1) = 2KD0, b

1
= Oy = 50" (hayh",) + 207Dy hyu- (B.6)

O escalar de Riemann é obtido da aplicacao da métrica inversa ao tensor de Ricci

R = gﬁéR@(g
= (0 — 209\ Rys (B.7)
onde:

Substituindo (B.8) em (B.7) nds obteremos o escalar de Riemann R. Porém
para a construcao do modelo de Einstein-Hilbert linearizado devemos antes disso
calcular o fator /—g em (B.1) até termos lineares em h,g, visto que em /—gR
o fator R (vide B.6, B.7, B.8) é no minimo linear em h,3. Nessa aproximacao
usando a matriz 3 x 3 dada em (B.4) nao ¢ dificil ver que g = —(1 + 2h). Apés
outra expansao /—¢g = 1 + h. Com isso obtemos o modelo de Einstein-Hilbert
linearizado no dretbein.

1 1
LEHzév_gR = §(l+h)R

1 1 1 1
— §auhauh+Zauhwaah;w‘l‘§8thaahw+zauhm8ahw

1 1
— O Duhay = 0K Oyl — 00D, h. (B.9)
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No préximo tépico vamos relacionar a expressao explicita que obtivemos aqui,

com as notagoes que encontramos via a¢ao mestra e imersao de calibre de Noether.

B.2 Notacoes

Primeiramente é necessario dizer que, na parte de spin-2 desta dissertacao ado-
tamos a signatura (—, 4+, +), com isso, a regra para contragoes dos simbolos de

Levi-Civita fica escrita como:

#Pe,n = —detln®,) oc=pa,B ; o =pyA (B.10)
e“aﬂew,\ = —detln®,] oc=a,6 ; o =7\ (B.11)
e““ﬁew,\ = -2l nf (B.12)
e g = —3. (B.13)

Via imersao de calibre de Noether, a formulacao lagrangiana que obtivemos nat-
uralmente para o modelo de Einstein-Hilbert, é dada pela expressao (4.38):

1 1
L= 55Ty — 5T (B.14)

onde T}, = me, ,,0"h",, logo podemos reescrever:
KA _afBy 1 1
ﬁ =€ € §8yhmﬁﬂhw - Z—lal,h,\uagh,m (B15)

Usando (B.10) pode-se verificar que:

1 1

1
v 2 __ /
2m2T# Tou = 4m2T T2 —9h (B.16)

Por outro lado, por conveniéncia adotamos a seguinte notagao [19], para abordar

os célculos via técnica da a¢@o mestra, vide (4.49, 4.50):

L = ih -dQ(h)

e‘“’)‘hu 00,8, %(h)
= B.1
4 ( 7)

onde

02 %(h) = €77 [Onhys — D5 (hoyr + hy)] (B.18)
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Apds integracoes por partes, e algum calculo pode-se mostrar que:

/d% Bh-dﬁ(h)] = —/d3x B\/—_gR] (B.19)

Logo as notagoes podem ser relacionadas por:

1 1 1
3 o 3 v 2
/d z [Zh : dQ(h)] _ _/d x {ﬁw T+ 75T ] . (B.20)

Uma vantagem da notacao que adotamos nos calculos da acao mestra, refere-se a
facilidade em mostrar que o termo de Einstein-Hilbert depende somente da parte
simétrica h(g) pois

e29,0,%(h) = —2EM E*hy (B.21)
substituindo em (B.17) temos
1 1 A po
Zh ~dQ(h) = —§h(Au)E E" Do) (B.22)

Além disso, o termo quadratico de Chern-Simons de terceira ordem obtido via

acao mestra é dado por:

1
- S—m/Q(h)-dQ(h) (B.23)

Usando (B.21) em (B.23) é facil verificar, apds uma integragdo por partes que:

1
- / - / d*x {%h(w)DHWE’Mh(W : (B.24)

ou seja o termo de Chern-Simons de terceira ordem, também depende somente

da parte simétrica do desvio h,,. Por outro lado a partir da expressao que
. 3 .. ~ . , .

obtivemos para o termo C’Sé ) via imersdo de calibre também podemos verificar

sua dependéncia com a parte simétrica. Veja o segundo termo na expressao (4.48):
1
— — [ (OO B — DG EP) £ (B.25)
m

decompondo f., = fiuw) + €uaA® e substituindo na expressao imediatamente

acima podemos apds algumas manipulacoes mostrar que:

1 1
oy Jou (OO B = DOV ET) 5 = 5 D07 B iy (B.26)
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Embora seja um pouco sttil, pereceber a dependéncia com a parte simétrica de

h

w, devemos nos lembrar que este termo ¢ invariante pela simetria de calibre

Ohuw = €4\ sendo assim deviamos esperar que somente a parte simétrica de

. sobrevivesse.

B.3 Demonstragao de (4.65)

Para a demonstracao das identidades, vamos recorrer a expressao (B.18) e em

seguida escrever:
/ h- dQA) = / B € 00, [0\Ays — 05 (Agx + Ax)]
= / Pz [—20,h0" A + 20,hO\A™N + 20°h,, 0" A
— O"hgpO, A% — 0%, OnAM — 0" hy,0, A
—  0%au0, A" + 0y hy, 0" A*Y + 0, b, 0" A (B.27)
Vamos escrever também a expressao contraria, isto é:
/ A-dQ(h) = / dPx [—20,A0"h + 20, A0\h™ + 20” Au, 0" h
— 0" A0 h™ — 0% Ag ONPM — OF Ay, 0, R
0%Anu 0" + 0,A4,0" R* + 0, A4, 0" hH]. (B.28)

Apo6s uma inspec¢ao termo a termo concluimos que:

/ b dQ(A) = / A dO(h). (B.29)
Por outro lado, apés uma integracao por partes é facil verificar que
/dgx " hua0,Q(A) " = / &z ey (A)0, 0, (B.30)

ou seja
/ h- dQ(A) = / Q(A) - dh (B.31)

logo fica demonstrado que a identidade abaixo é verdadeira

/h~ dQ(A):/A- dQ(h):/Q(A)- dh (B.32)
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