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Resumo

Nesta dissertação investigaremos as formulações duais que descrevem

part́ıculas massivas de spin-2 em D = 2 + 1. Faremos isso através da imersão

de calibre de Noether e da técnica da ação mestra. Daremos atenção especial

ao desacoplamento de graus de liberdade espúrios. Através do uso de simetrias

locais oferecemos uma explicação para o fato de termos três modelos auto-duais

para a descrição de part́ıculas de spin-2, enquanto que para part́ıculas de spin-1,

existem somente dois modelos auto-duais. Para part́ıculas de spin-2 um modelo

auto-dual generalizado será definido, e mostraremos que ele equivale a um par

de modelos auto-duais de massas distintas e helicidades opostas. No processo

de dualização, veremos que além de um termo de Chern-Simons, um termo de

Einstein-Hilbert poderá ser usado como termo de mistura na ação mestra.

Palavras Chave: Auto-dual, Imersão de Calibre de Noether, ação mestra,

spin-2, Chern-Simons, dualidade.



MENDONÇA, E. L. Massive dual theories of spin-2 in D=2+1 . 2009,

80f. Dissertação (Mestrado em F́ısica) - Faculdade de Engenharia do Campus de

Guaratinguetá, Universidade Estadual Paulista, Guaratinguetá.

Abstract

In this master’s thesis we investigate dual formulations for massive spin-

2 particles in D = 2 + 1. This is carried out by means of the Noether gauge

embedding and the master action technique. We pay special attention to the

decoupling of redundant degrees of freedom. Through the use of local symmetries,

we argue why we have three self-dual models for the description of spin-2 particles,

while for spin-1 particles, there are only two self-dual models. A generalized

self-dual model is defined and shown to be equivalent to a couple of self-dual

models with different masses and oposite helicities. In the dualization process,

we demonstrate that in addition to the Chern-Simons term, the Einstein-Hilbert

action can also be used as a mixing term.

Palavras Chave: Self-dual, Noether gauge embedding, master action, spin-2,

Chern-Simons, duality.
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Caṕıtulo 1

Introdução

A maneira pela qual compreendemos a natureza passa sem dúvida pela

construção de modelos matemáticos. No entanto, verifica-se que nem sempre os

fenômenos são descritos por uma única formulação. Podemos citar um exem-

plo historicamente importante, a dualidade onda part́ıcula. Intensas discussões

foram feitas a esse respeito, hoje isso nos permite uma visão mais abrangente

sobre a natureza da luz. Isso capta bem a importância de se propor descrições

alternativas, a idéia na verdade é que no final elas se complementem. Nesse

sentido o estudo de teorias duais tem sido um campo de crescente interesse nos

últimos anos, levando a afluentes em várias áreas da f́ısica teórica. De fato, os

métodos de dualização tem sido de grande valia para a elucidação de diversos

problemas em teorias de calibre supersimétricas, f́ısica da matéria condensada,

sistemas estat́ısticos (modelo de Ising), teorias de supercordas entre outras.

Portanto, o êxito dos métodos de dualização é suficiente para nos mo-

tivar a uma introdução ao tema estudando primeiramente formulações duais

para part́ıculas de spin-1. Desde a construção do modelo de Maxwell-Chern-

Simons MCS [18] seguida pela proposta do modelo auto-dual AD [39], ambos

em D = 2 + 1, a equivalência entre esses modelos, vide [20], pôde ser confir-

mada mesmo quando os campos fundamentais estão em interação com a matéria

fermiônica [31], ou matéria bosônica, como mostramos em [16].
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Por outro lado, atualmente busca-se na literatura [11, 28, 12] uma gen-

eralização dos procedimentos de dualização para modelos que descrevem modos

massivos de spin-2, bem como para spins maiores que 2. Part́ıculas de alto spin

satisfazem certos v́ınculos que podem ser naturalmente associados a simetrias de

calibre e é exatamente nesse contexto de teorias duais com simetria de calibre que

se insere o nosso trabalho. Talvez a maior motivação para o estudo de teorias de

spin alto, seja o fato de que a teoria de cordas contém em seu espectro um número

infinito de part́ıculas massivas e de spin indefinidamente alto, o que agrega ainda

mais importância à investigação desses modelos.

Nosso objetivo principal nesta dissertação é então, fazer uma general-

ização dos métodos de dualização desenvolvidos para spin-1, para part́ıculas

massivas de spin-2 restritas a mundos planares D = 2 + 1, tendo em vista no

futuro uma generalização para part́ıculas com altos valores de spin e em outras

dimensões. A escolha pelo mundo planar segue do fato de ser não tão trivial com

D = 1+1, nem tão complicado com D = 3+1. Além disso, já temos experiência

em D = 2 + 1 com part́ıculas de spin-1. Outra razão para se estudar part́ıculas

massivas de spin-2 em mundos planares, é que tais modelos podem contribuir

para a descrição de part́ıculas de spin-2 sem massa em D = 3+1 (graviton), pois

a redução dimensional de part́ıculas sem massa em D dimensões está relacionada

a part́ıculas massivas em D − 1 dimensões, vide [5]. Para abordar os modelos

duais de spin-2, vamos confrontar dois métodos de dualização, a saber, a imersão

de calibre de Noether e ação mestra; os quais descrevemos brevemente a seguir.

A idéia básica de usar a corrente de Noether de uma teoria com simetria

global para construir uma teoria com simetria local foi proposta pela primeira

vez nos trabalhos de supergravidade [22, 24, 25, 29] . Porém, de maneira in-

dependente, essa idéia foi empregada nos trabalhos [3, 9, 10] como método de

dualização onde desenvolveu-se um algoritmo sistemático para a obtenção de teo-

rias duais com simetria de calibre. Isso é posśıvel adicionando a densidade de

lagrangiana sem simetria contra-termos até que obtenha-se a teoria invariante.

Esses contra-termos consistem de determinadas funções do que se conhece como
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vetor de Euler. Fazendo isso de forma apropriada, ao minimizar o modelo obtido

após o procedimento, automaticamente as equações de movimento do modelo

original estarão imersas no novo modelo. Em geral, essas funções são quadráticas

no vetor de Euler, porém veremos que nem sempre isso é verdade, o que será feito

mostrando-se um caso onde temos uma função linear desses vetores.

Entretanto, o fato de simplesmente se obter modelos invariantes por sime-

tria de calibre não nos garante a equivalência entre os modelos a ńıvel quântico.

Nesse sentido, desenvolveu-se um método capaz de relacionar as funções de cor-

relação dos modelos de partida e resultante de forma simples. Esse método rece-

beu o nome de ação mestra. Talvez o exemplo mais notável de onde isso ocorre

seja a dualidade entre os modelos Maxwell-Chern-Simons e auto-dual MCS/AD

[20, 7]. Nesse contexto uma ação mestra, ou seja, uma ação que engloba o

conteúdo desses dois modelos pôde ser constrúıda através da adição de um termo

de mistura de forma adequada ao modelo sem simetria de calibre. Mostraremos

na seção 2.3 que a adição desse termo deve seguir um critério determinante: não

possuir conteúdo de part́ıculas. Caso contrário, os espectros das teorias suposta-

mente duais podem não coincidir.

Esses métodos de dualização serão primeiramente motivados através da

aplicação a modelos de spin-1. No caṕıtulo 1, iniciaremos com o modelo de Proca

em D = 3 + 1 aplicando o método de Imersão de Calibre de Noether (ICN)

e, conferindo simetria a esse modelo, veremos que cuidados devem ser levados

em conta quando aplicamos esses métodos. No caṕıtulo 2 é feita uma revisão

da dualidade AD/MCS visando estabelecer um paralelo com o caso de spin-2.

Consideramos neste contexto a interação com a matéria escalar com simetria U(1)

[16]. Os dois últimos caṕıtulos são reservados ao estudo de modelos de spin-2,

onde obteremos o modelo auto-dual de primeira ordem [4] e o relacionaremos via

métodos de dualização a dois outros modelos auto-duais um de segunda ordem, já

encontrado em [4, 19] e a aproximação quadrática da formulação topologicamente

massiva da gravitação de [18] que é de terceira ordem. Mostraremos para spin-1

e spin-2, o desacoplamento de graus de liberdade espúrios.



Caṕıtulo 2

Imersão de calibre de Noether e

Ação Mestra em D=3+1

Campos vetoriais com massa não nula, podem ser descritos pelo mod-

elo de Proca, que nesse caṕıtulo será abordado em D = 3 + 1. No entanto, é

bem conhecido que tal modelo não possui simetria por transformação de calibre.

Particularmente por essa razão, o modelo de Proca é um bom laboratório para

a introdução do método de (ICN). No entanto, após a obtenção de modelos

invariantes de calibre via imersão, não fica clara a equivalência quântica entre os

modelos interpolados. Nesse contexto introduziremos o método da Ação Mestra,

o qual permite estabelecer a equivalência entre os modelos a ńıvel quântico. Além

disso, outros aspectos podem ser explorados de maneira bastante ilustrativa, é

o caso por exemplo da contagem dos graus de liberdade e do papel dos campos

auxiliares bem como o uso de um termo de mistura apropriado na ação mestra.

2.1 Imersão de calibre de Noether do modelo de

Proca

É importante que tanto o procedimento de imersão de calibre quanto o

método da ação mestra preservem o conteúdo f́ısico do modelo original. Sendo as-

12
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sim, mudanças na estrutura anaĺıtica do propagador devem ser motivo de atenção.

Por isso vamos começar revisando algumas propriedades do modelo de Proca em

D = 3 + 1, para em seguida promover a imersão de calibre. A densidade de

lagrangiana é dada por

LP = −1

4
F μνFμν +

m2

2
AμAμ, (2.1)

que é de segunda ordem, e nos fornece como equação de movimento:

∂μFμν + m2Aν = 0, (2.2)

ou seja:

(� + m2)Aν − ∂μ∂νA
μ = 0 (2.3)

da aplicação de ∂ν na equação acima obtém-se

∂νA
ν = 0, (2.4)

condição que nos permite reescrever a equação de movimento (2.3) como uma

equação de Klein-Gordon:

(� + m2)Aν = 0. (2.5)

Como esperado, já que o modelo descreve um boson massivo. É importante notar

que a transversalidade de Aμ é conseqüência direta das equações de movimento,

e tem papel importante como condição subsidiária para a eliminação dos graus

de liberdade espúrios, reduzindo-os de quatro para três. Isso está de acordo com

o spin s = 1 associado à part́ıcula, já que n = 2s+1, onde n é o número de graus

de liberdade de um boson massivo de spin s em D = 3 + 1

Por outro lado a ação associada ao modelo pode ser escrita a fim de

explicitar o operador inverso do propagador. No espaço das coordenadas isso fica

SP =
1

2

∫
d4x Aν(gνμ�− ∂ν∂μ + m2gνμ)Aμ, (2.6)

e no espaço dos momentos, usando as transformadas de Fourier dos campos de

calibre escrevemos

SP =
1

2

∫
d4k Ãν(k)(−k2θνμ + m2gνμ)Ãμ(−k), (2.7)
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onde definimos o projetor θνμ = gνμ − (kνkμ)/k2. Sendo assim, temos o operador

inverso do propagador:

D−1
νμ (k) = m2(gνμ − θνμ) + (m2 − k2)θνμ (2.8)

fazendo a inversão através de DανD−1
νμ = gα

μ levando em conta as identidades:

(gμ
α − θμ

α)(gαν − θαν) = gμν − θμν (2.9)

θμ
αθαν = θμν (2.10)

(gμ
α − θμ

α)θαν = 0 (2.11)

obtemos o propagador:

Dαν(k) =
1

m2
(gαν − θαν)− 1

(k2 −m2)
θαν (2.12)

≡ 1

m2
(gαν − θαν) + B(k2)θαν (2.13)

Ou seja, temos um pólo massivo em k2 = m2 em B(k2). E, se analisamos o sinal

do reśıduo, vemos que

lim
k2→m2

(k2 −m2)B(k2) = −1 < 0 (2.14)

Sendo o reśıduo negativo, dizemos que o modelo de Proca possui um pólo massivo

f́ısico e é livre de fantasmas. Do contrário, se ao analisarmos o conteúdo de

part́ıculas de uma dada teoria encontramos um reśıduo positivo associado ao

pólo, isso implica na existência de estados com norma negativa, os quais não

possuem interpretação probabiĺıstica. Porém, seremos breves na discussão sobre

as propriedades anaĺıticas dos propagadores. Sobre a ocorrência e a explicação

aprofundada de pólos fantasmas no propagador vide por exemplo [32, 33, 40].

Obviamente, a caracteŕıstica do modelo de Proca que mais nos inter-

essa nesta seção, reside no fato desse modelo não ser invariante por transformações

de calibre Aμ → Aμ + ∂μα. A seguir vamos estudar o procedimento de ICN . A

técnica consiste basicamente em transformar uma teoria sem simetria de calibre
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em uma teoria com simetria de calibre. Para ilustrar isso vamos aplicar o algo-

ritmo de imersão de calibre sobre o modelo de Proca e estudar suas conseqüências.

Queremos que o modelo seja invariante por uma transformação de simetria local,

tal que:

δAμ = ∂μΛ (2.15)

com Λ uma função abitrária das coordenadas e do tempo. Definindo o vetor de

Euler:

Kν ≡ δSP

δAν
(2.16)

Sob a transformação (2.15) temos:

δSP =

∫
d4x KνδA

ν =

∫
d4x Kν∂

νΛ (2.17)

Essa transformação, é especialmente importante pois se o novo modelo, invariante

pela transformação de calibre for tal que:

LInv = LP +
a

2
KμKμ (2.18)

onde a é uma constante, quando tomarmos uma variação abitrária da ação SInv

teremos:

δSInv =

∫
d4x (KνδAν + aKνδKν) (2.19)

Então, se Kμ = 0 tem-se δSInv = 0. Ou seja, as equações de movimento do

modelo de Proca estão imersas no modelo invariante. Por outro, lado resta fazer

a determinação do coeficiente a. Para que isso seja feito de forma sistemática,

iremos adotar nesta dissertação o algoŕıtmo de imersão de calibre utilizado prin-

cipalmente nas referências [3, 9, 10]. Começamos com o cálculo do vetor de Euler

Kν =
δLP

δAν

= (�θνμ + m2gνμ)Aμ (2.20)

Propondo, então, que a primeira iteração seja da forma

L(1) = LP − aνK
ν (2.21)

onde aν é um campo auxiliar. Teremos, sob (2.15) que

δL(1) = Kν(∂νΛ− δaν)−m2aν∂
μΛ (2.22)
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Portanto se definirmos:

δaμ = ∂μΛ (2.23)

teremos

δL(1) = −m2aν∂
νΛ = −δ

(
m2

2
aνa

ν

)
. (2.24)

Logo a densidade de lagrangiana escrita da forma

L(2) = L(1) +
m2

2
aνa

ν

= LP − aνK
ν +

m2

2
aνa

ν , (2.25)

é automaticamente invariante por transformações de calibre. Completando quadrado

em aν obtemos uma densidade de lagrangiana da forma (2.18):

L(2) = LP − KμK
μ

2m2
. (2.26)

Verifica-se que a expressão para L(2) pode ser arranjada de forma explicitamente

invariante de calibre com derivadas de ordem superior a dois:

L(2) ≡ LOS =
1

4
F μν

(
1 +

�
m2

)
Fμν (2.27)

= −Aμ

[�θμα

2

(
1 +

�
m2

)]
Aα (2.28)

onde o subscrito “OS” refere-se a “ordem superior”. Vemos que, de fato, as

soluções da equação de Klein-Gordon estão imersas nas soluções das equações de

movimento δL(2) = 0, mas não é a solução mais geral. No espaço dos momentos

L̃OS = −Ãμ(k)

[
k2

2m2
(k2 −m2)θμα

]
Ãα(−k). (2.29)

Em tempo, não devemos esquecer que sendo o modelo OS invariante de calibre,

deve-se adicionar um termo de fixação que garanta a inversão do operador cinético

que resulta no propagador. O termo que escolhemos é da forma:

Lfc =
λ

2
(∂μA

μ)2 (2.30)

No espaço dos momentos com calibre fixado, nós escrevemos:

L̃OS =
1

2
Ãμ(k)

[
− k2

m2
(k2 −m2)θμα + λk2(gμα − θμα)

]
Ãα(−k) (2.31)

=
1

2
Ãμ(k)D−1

μα(k)Ãα(−k) (2.32)
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fazendo a inversão obtém-se

Dμν(k) =
1

λk2
(gμν − θμν)− m2

k2(k2 −m2)
θμν (2.33)

=
1

λk2
(gμν − θμν) + B(k2)θμν . (2.34)

Ou seja, temos um pólo não massivo em k2 = 0 e um pólo massivo no termo

independente de calibre B(k2) . No entanto os sinais dos reśıduos correspondentes

aos pólos são opostos, como podemos notar através de

lim
k2→0

k2B(k2) = 1 > 0 (2.35)

lim
k2→m2

(k2 −m2)B(k2) = −1 < 0 (2.36)

sendo que o pólo não massivo neste caso corresponde a um fantasma. O apareci-

mento de pólos extras devido ao procedimento de ICN foi notado pela primeira

vez em [6]. A ocorrência indesejável deste pólo, nos obriga a recorrer a outro

mecanismo que seja capaz de corrigir o problema, ou seja, que nos forneça

uma teoria de calibre equivalente a LP exatamente com o mesmo conteúdo de

part́ıculas.

Note que é caracteŕıstica de teorias com ordem superior na derivada que

o propagador possa ser escrito em frações parciais, neste caso podemos perceber

que:

− m2

k2(k2 −m2)
=

1

k2
− 1

(k2 −m2)
. (2.37)

É interessante notar que pelo menos um sinal entre os que acompanham cada

fração decomposta será sempre negativo, o que é uma importante conseqüência

f́ısica já que isso leva a existência de pelo menos um fantasma no propagador

mesmo invertendo o sinal na frente de LOS(Aμ) a mão 1.

1Em [23] os autores apresentam uma teoria de calibre de ordem superior em D = 2 + 1, que

pode ser ajustada de forma que o espectro seja livre de tachyons e fantasmas.
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2.2 Imersão do modelo de Proca linearizado

Consideremos um modelo proposto em [1] e também explorado por

[36]. O modelo consiste em estabelecer o acoplamento entre um campo tensorial

elementar Bμν , antissimétrico com transformação de simetria definida, ao campo

de calibre Aμ. A teoria de partida possui uma densidade de lagrangiana da

seguinte forma:

LPL ≡ L(0) =
m2

2
AμAμ − 1

4
BμνBμν − 1

4
εμναγBμνFαγ. (2.38)

Onde o subscrito refere-se a “Proca linearizado”. O último termo, de acopla-

mento, é de origem topológica e usualmente chamado de termo B ∧ F 2. Pode-

mos interpretar L(0) como uma densidade de lagrangiana de Proca de primeira

ordem pois, eliminando o campo antissimétrico Bμν (completando quadrado),

recuperamos o modelo de Proca.

As equações de movimento nos permitem definir os tensores de Euler:

Kμ =
δS(0)

δAμ

= m2Aμ +
1

2
εμναβ∂νBαβ (2.39)

Mμν =
δS(0)

δBμν
= −Bμν

2
− 1

2
εμναβ∂αAβ, (2.40)

e, em seguida, escreve-se a variação.

δS(0) = KμδA
μ + MμνδB

μν . (2.41)

O algoritmo de imersão é então iniciado com a seguinte proposta:

L(1) = L(0) − aμK
μ − bμνM

μν , (2.42)

sendo que os campos auxiliares aμ e bμν são escolhidos de forma que suas variações

cancelem a variação da densidade de lagrangiana de partida L(0) sob as trans-

formações:

δAμ = ∂μΛ (2.43)

2Em D = 2 + 1 teŕıamos um acoplamento vetorial e em D = 1 + 1 um acoplamento escalar.
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δBμν = ∂μΛν − ∂νΛμ (2.44)

que são simetrias do termo B ∧ F em (2.38). Assim obtém-se:

δaμ = δAμ = ∂μΛ (2.45)

δbμν = δBμν = ∂μΛν − ∂νΛμ (2.46)

que atendem a este propósito, e nos fornecem

δL(1) = −aμδK
μ − bμνδM

μν (2.47)

= δ

(
−m2

2
aμa

μ +
1

4
bμνb

μν

)
, (2.48)

e fica óbvio que uma densidade de lagrangiana da forma:

L(2) = L(1) +
m2

2
aμa

μ − 1

4
bμνb

μν (2.49)

é agora invariante de calibre. Então, completando quadrado nos campos auxiliares

é posśıvel escrever a nova densidade de lagrangiana

L(2) = L(0) − 1

2m2
KμK

μ + MμνM
μν . (2.50)

Resta agora, substituir as expressões de Kμ e Mμν , para recuperar a densidade

de lagrangiana em termos dos potenciais fundamentais.

KμK
μ = m4AμA

μ + 2m2βεμαβγAμ∂αBβγ + β2εμαβγεμνρλ∂
νBρλ∂αBβγ (2.51)

MμνM
μν =

1

4
BμνB

μν − βεμναβBμν∂αAβ + β2εμναβεμνλρ∂
λAρ∂αAβ (2.52)

Para a contração entre tensores de Levi-Civita, usamos os resultados:

εμαβγεμνρλ = −det[δσ
σ′ ] ; σ = α, β, γ, σ′ = ν, ρ, λ (2.53)

εμναβεμνλρ = −2! det[δσ
σ′ ]; σ = α, β, σ′ = ν, ρ (2.54)

Os ı́ndices σ correspondem às colunas do determinante, enquanto os ı́ndices σ′ às

linhas. Assim, chegamos à uma expressão final para a densidade de lagrangiana

de Kalb-Ramond
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L(2) = −1

8
εμαβγεμνρλ∂

νBρλ∂αBβγ +
1

4
εμναβεμνλρ∂

λAρ∂αAβ +
m

2
εμνρλA

μ∂νBρλ

(2.55)

que pode ser escrita como:

L(2) ≡ LMKR =
1

12
HμνλHμνλ − 1

4
F μνFμν +

m

4
εμνρλB

μνF ρλ (2.56)

onde

Hμνλ = ∂μBνλ + ∂νBλμ + ∂λBμν . (2.57)

O modelo MKR é invariante sob as transformações de calibre (2.43) e (2.44)

como esperávamos. No que se refere as propriedades anaĺıticas do propagador

da teoria efetiva obtida integrando-se em Bμν , os cálculos são demasiadamente

técnicos, e reservamos os detalhes para o apêndice A. Por hora, é suficiente dizer

que o propagador para o foton após integração sobre Bμν na integral de trajetória,

pode ser escrito da seguinte maneira:

Dμν(k) =
2

λk2
(gμν − θμν)− 2

(k2 −m2)
θμν (2.58)

Temos um pólo massivo no propagador de (A.30), este pólo possui um reśıduo

negativo no limite que k2 → m2, ou seja teremos uma part́ıcula f́ısica massiva de

spin-1. Logo, ao baixarmos a ordem do modelo de Proca antes de aplicarmos a

ICN , evitamos o aparecimento de pólos extras não f́ısicos.

2.3 Ações Mestra para os modelos de Proca e

Proca linearizado

Pelo método da ação mestra, podemos recuperar os mesmos resultados

das seções 2.1 e 2.2. Por se tratar da primeira vez em que abordamos o tema

nesta dissertação, essa introdução terá um caráter didático com vistas a uma

abordagem mais detalhada do ponto de vista técnico, isso sem dúvida será útil

no decorrer das demais seções. Para construirmos uma ação mestra a partir
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do modelo de Proca é necessário adicionar um termo de mistura que acople os

campos originais, nesse caso Aμ, aos campos duais que chamamos Ãμ. O termo de

mistura deve ser tal que tenha a simetria de calibre desejada e cancele os termos

quadráticos nos campos originais (Aμ) que possuam derivadas, isso nos permitirá

obter uma teoria dual de calibre que seja local mesmo após integração sobre os

campos originais. Assim somos levados a um termo de mistura do tipo Maxwell

SM(A, Ã) =

∫
d4x

[
−1

4
Fμν(A)F μν(A) +

m2

2
AμA

μ +
1

4
Fμν(A− Ã)F μν(A− Ã)

]

=

∫
d4x

[
−Ãν �

2
θμ

νÃμ + Aν�θμ
νÃμ +

m2

2
AμAμ

]
(2.59)

da integração funcional em Aμ resulta uma teoria de calibre local:

SM(Ã) = −
∫

d4x Ãμ

[
�θμα

2

(
1 +

�
m2

)]
Ãα (2.60)

que é exatamente a teoria de ordem superior, obtida em (2.28). Portanto com

problemas na estrutura anaĺıtica do propagador com um pólo extra (sem massa)

não f́ısico que agora podemos entender a partir da mudança de variáveis Ãμ →
Ãμ + Aμ em (2.59) que nos leva a

SM(A, Ã) =

∫
d4x

[
LP (A) +

1

4
Fμν(Ã)F μν(Ã)

]
(2.61)

onde o segundo termo possúı um foton não f́ısico (pela troca de sinal do termo

de Maxwell). A seguir veremos como a linearização do modelo de Proca resolve

o problema também no formalismo da ação mestra.

Seguindo o algoritmo descrito no exemplo anterior, para definirmos a

ação mestra partimos do modelo de proca linearizado (2.38) que depende dos

campos originais Aμ e Bμν , e adicionamos um termo de mistura com os campos

duais de calibre Ãμ e B̃μν , de forma que obtemos as simetrias de calibre desejadas

e cancelamos os termos quadráticos nos campos originais Aμ e Bμν que possuem

derivadas. Sendo assim, construimos a ação mestra já acrescentando fontes para

os campos Aμ e Bμν :

SM [JA, JB] =

∫
d4x

[
m2

2
AμA

μ − 1

4
BμνB

μν − 1

2
εμναγBμν∂αAγ
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+
1

2
εμναγ(Bμν − B̃μν)∂α(Aγ − Ãγ) + Jμ

AAμ + Jμν
B Bμν

]
(2.62)

ou seja se fizermos B̃μν → B̃μν + Bμν e Ãμ → Ãμ → Ãμ + Aμ, ficamos com:

SM [JA, JB] = SPL[JA, JB] +
1

2

∫
d4x εμναγB̃μν∂αÃγ (2.63)

onde o segundo termo não possúı conteúdo f́ısico, dado seu caráter topológico.

Isso nos permite relacionar os funcionais geradores

WM [JA, JB] =

∫
DAμDÃμDBμνDB̃μν exp [−iSM [JA, JB]]

= c

∫
DAμDBμν exp [−iSPL[JA, JB]]

= c WPL[JA, JB] (2.64)

(c=constante), e obviamente:

〈Aμ1(x1)...AμN(xN)〉M = 〈Aμ1(x1)...AμN(xN)〉PL (2.65)

〈Bμ1ν1(x1)....BμNνN(xN)〉M = 〈Bμ1ν1(x1)....BμNνN(xN)〉PL (2.66)

Por outro lado, sem as mudanças de variáveis temos de (2.62):

SM [JA, JB] =

∫
d4x

[
m2

2
AμA

μ + AμC
μ − 1

4
BμνB

μν

+ BμνW
μν +

1

2
εμναγB̃μν∂αÃγ

]
(2.67)

onde Cμ ≡ βεμναγ∂νB̃αγ +Jμ
A e W μν ≡ −1

2
εμναγ∂αÃγ +Jμν

B que pode ser reescrito

completando quadrado da seguinte forma:

SM [JA, JB] =

∫
d4x

[
m2

2

(
Aμ +

Cμ

m2

)2

− 1

4
(Bμν − 2Wμν)

2

− CμC
μ

2m2
+ WμνW

μν +
1

2
εμναγB̃μν∂αÃγ

]
(2.68)

com a mudança de variáveis Aμ → Aμ − Cμ

m2 e Bμν → Bμν + 2Wμν desacoplamos

Aμ e Bμν . Integrando sobre Aμ e Bμν e calculando os produtos CμC
μ e WμνW

μν

recuperamos o modelo de Maxwell-Kalb-Rammond (2.56) ficando com:

WM [JA, JB] = c

∫
DÃμDB̃μν exp

[
−i

∫
d4x LMKR(Ãμ; B̃μν)− Jμ

AFμ(B̃)

− J2
A

2m2
+ Jμν

B Gμν(Ã) + J2
B

]
(2.69)
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onde:

Fμ(B̃) = − 1

2m2
εμναγ∂

νB̃αγ (2.70)

Gμν(Ã) = −εμναγ∂
αÃγ. (2.71)

Calculando as funções de correlação através de (2.69), e comparando com os

resultados (2.65) e (2.66), temos:

〈Aμ1(x1) · · ·AμN(xN)〉PL = 〈Fμ1(x1) · · ·FμN(xN)〉MKR + T.C (2.72)

〈Bμ1ν1(x1) · · ·BμNνN(xN)〉PL = 〈Gμ1ν1(x1) · · ·GμNνN(xN)〉MKR + T.C (2.73)

onde T.C entende-se por termos de contato. Tais termos ocorrem sempre que

o expoente no funcional gerador possui dependência quadrática na fonte J . A

derivada funcional aplicada na exponencial, quando atua sobre termos da ordem

de J2, resulta em termos do tipo δμνδ(x−y), que são não nulos somente no “ponto

de contato” x = y e μ = ν. De (2.73) temos então os mapeamentos duais obtidos

naturalmente via ação mestra:

Aμ ↔ Fμ(B̃) = − 1

2m2
εμναγ∂

νB̃αγ (2.74)

Bμν ↔ Gμν(Ã) = −εμναγ∂
αÃγ, (2.75)

o que garante a equivalência a ńıvel quântico entre o modelo de Proca de primeira

ordem e o modelo de calibre Maxwell-Kalb-Rammond, o que não fica claro no

método de ICN . Entendemos também como construir uma ação mestra que

interpole entre teorias duais, de calibre e de não calibre, de tal forma que elas

possuam o mesmo espectro. É importante que o termo de mistura não possua

conteúdo f́ısico (espectro vazio) como é o caso do termo de mistura em (2.62). No

apêndice B analisamos também o que acontece quando o acoplamento entre Bμν

e Aμ ocorre de maneira não-topológica, isto é, com um termo do tipo BμνF
μν . É

posśıvel mostrar que nesse caso para a integração funcional em Bμν devemos usar

um termo de fixação de calibre do tipo Kalb-Rammond, e isso permite recuperar

completamente o caso topológico. Mostramos também como a simetria deve ser

imposta no caso da imersão de calibre de Noether.



Caṕıtulo 3

Dualização de modelos de spin-1

em D=2+1

Em D = 2 + 1 a equação de movimento do modelo de Proca (2.2)

implica que Aν possui três componentes independentes, a condição de transver-

salidade elimina a componente correspondente a propagação de spin zero, o que

reduz os graus de liberdade f́ısicos para duas componentes de helicidades opostas

+1 e −1 que estão misturadas na equação de movimento. Diferente do caso

D = 3+1, será posśıvel em D = 2+1 desacoplarmos os graus de liberdade f́ısicos

de forma local. Mostraremos que existe um par de densidades de lagrangianas as-

sociadas a essas projeções. Cada um desses modelos recebe o nome de auto-dual

AD. Com o objetivo futuro de estudar o caso de spin-2, obteremos teorias de

calibre duais a cada modelo AD via ação mestra e ICN , reproduzindo os cálculos

de [3] e [20]. Trataremos também, ainda que brevemente, o caso de interação com

a matéria escalar.

3.1 Sobre a obtenção do modelo Auto-dual AD

Em [39] os autores conseguem separar os modos propagantes do mod-

elo de Proca em D = 2 + 1, através de um procedimento que chamaram de

extrair a raiz quadrada da equação de movimento (2.2). Basicamente, o proced-

24
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imento consiste em explicitar o operador atuando sobre o potencial Aμ em (2.2)

e reescreve-lo como o produto de dois outros operadores, um que dá conta da

helicidade +1 e outro da helicidade −1. O fato é que isso pode ser interpretado

como duas equações de movimento, de onde pode-se perguntar então que densi-

dade de lagrangiana dá origem à essas duas equações, obtém-se como resposta a

densidade de lagrangiana AD. No entanto, é interessante notar que também é

posśıvel obter diretamente os modelos AD de helicidades +1 e −1 se baixarmos

a ordem da densidade de lagrangiana de Proca através da adição de um campo

auxiliar Bμ elementar:

LPL =
1

2
BμBμ − εμναBμ∂νAα +

m2

2
AμAμ, (3.1)

Se em seguida fizermos uma mudança de variáveis

Bμ → m√
2
B̃μ +

m√
2
Ãμ ; Aμ → 1√

2
Ãμ − 1√

2
B̃μ (3.2)

teremos dois modelos auto-duais desacoplados:

L =
m2

2
ÃμÃ

μ − m

2
εμναÃμ∂νÃα +

m2

2
εμναB̃μB̃

μ +
m

2
B̃μ∂νB̃α

= L(Ãμ, m)AD + L(B̃μ,−m)AD. (3.3)

A densidade de lagrangiana auto-dual não é invariante por transformações de

calibre. Uma caracteŕıstica importante de cada modelo auto-dual refere-se a

transformação de paridade. Em D = 2 + 1 a transformação usual de paridade:

(x, y) → (−x,−y) é na verdade equivalente a uma rotação usual de Δθ = π

e possui determinante igual à 1. A densidade de lagrangiana AD é invariante

por tal transformação. Mas, se definirmos a transformação por inversão de um

único eixo (x, y) → (−x, y), o determinante da transformação é igual a −1 como

acontece com a transformação de paridade em D = 3+1. É fácil ver que o termo

de Chern-Simons na densidade de lagrangiana AD quebra essa simetria, e dessa

forma dizemos que a teoria não tem simetria de paridade. Isso irá ocorrer também

para o modelo que será obtido posteriormente, o modelo Maxwell-Chern-Simons.

Entretanto, como a transformação de paridade muda o sinal dos termos de CS
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em (3.3), se fizermos em seguida uma troca de Ãμ e B̃μν recuperamos a teoria

original e a simetria de paridade da ação original de Proca está garantida.

Seja então a densidade de lagrangiana do modelo auto-dual:

LAD(fμ, m) =
m2

2
fμfμ − m

2
εαβγfα∂βfγ, (3.4)

composta por um termo de Proca e um termo de Chern-Simons (CS). Sua

equação de movimento é dada por

f ν − 1

m
ενβγ∂βfγ = 0. (3.5)

Novamente, assim como no modelo de Proca, a transversalidade é conseqüência

direta das equações de movimento

∂νf
ν = 0. (3.6)

Além disso perceba que tomando o rotacional na equação de movimento (3.5)e

utilizando novamente (3.5) e (3.6), obtemos a equação de Klein-Gordon

(� + m2)fν = 0, (3.7)

logo, se é posśıvel escrever uma equação de Klein-Gordon (3.7) e de transversali-

dade (3.6) a partir da equação de movimento de AD, então esta teoria descreve

um boson massivo de spin-1.

É um momento apropriado para a introdução da representação do grupo

de Lorentz (Jμ)νγ = iενμγ , é fácil verificar que:

[Jμ, Jν ] = iεμναJα (3.8)

Usando P μ = i∂μ podemos agora reescrever (3.5) de forma a explicitar o sinal da

helicidade (Pauli-Lubanski) da seguinte forma:

(J · P )νγfγ = −mf ν (3.9)

Definindo a helicidade α = −J · P/
√

P 2 temos a helicidade +1. Note que isso

decorre de uma pré definição do sinal da massa no termo CS em (3.5), pois
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fazendo m → −m a helicidade mudaria de sinal. Conclúımos que o modelo de

Proca em D = 2+1 contém no seu espectro duas part́ıculas de massa m, spin-1 e

helicidades +1 e −1. Na próxima seção faremos a imersão de calibre de Noether

do modelo AD de helicidade definida.

3.2 A imersão de Calibre de Noether AD/MCS

Seja então o modelo de primeira ordem dado por (3.4), onde a simetria

de calibre não existe. A idéia é obter uma teoria de calibre dual a AD, ou seja,

que possua a simetria:

δfμ = ∂μΛ (3.10)

com Λ uma função arbitrária das coordenadas e do tempo. Da equação de movi-

mento (3.5) definimos o vetor de Euler, vide [3],

Kμ =
δLAD

δfμ

= m2fμ −mεμνα∂νfα. (3.11)

a proposta inicial é promover uma iteração da densidade de lagrangiana original

usando um campo auxiliar aμ:

L(1) = LAD − aμK
μ, (3.12)

A transformação do campo auxiliar, é escolhida de forma que cancele a variação

δLAD, sendo assim,

δaμ = ∂μΛ (3.13)

e então,

δL(1) = −aμδK
μ. (3.14)

A expressão para δKμ fica:

δKμ = m2δfμ −mεμνα∂νδfα = m2∂μΛ = m2δaμ. (3.15)

Logo

δL(1) = −δ

(
m2

2
aμaμ

)
(3.16)
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e com isso a densidade de lagrangiana

L(2) = L(1) +
m2

2
aμa

μ

= LAD − aμK
μ +

m2

2
aμaμ (3.17)

é invariante de calibre. Completando o quadrado em aμ obtém-se ([3]):

L(2) = LAD − 1

2m2
KμKμ

= −1

4
F μν(f)Fμν(f) +

m

2
εμναfμ∂νfβ. (3.18)

O qual é exatamente o modelo Maxwell-Chern-Simons de [20] que por sua vez é

de segunda ordem, e possui simetria de calibre. Obtido o modelo MCS, podemos

estudar a equivalência com o modelo AD no ńıvel clássico. Dada a densidade de

lagrangiana

LMCS = −1

4
F μνFμν +

m

4
εμαβAμFαβ, (3.19)

obtém-se a equação de movimento com relação ao quadri-potencial Aμ, que fica

∂μF
μν + mεναβ∂αAβ = 0. (3.20)

No entanto, para uma comparação entre as equações de movimento dos modelos

MCS e AD, é interessante escrever essa equação, em termos do que chamamos

de forma dual do tensor F μν .

F μ ≡ 1

2
εμαβFαβ = εμαβ∂αAβ, (3.21)

de onde vem naturalmente a identidade de Bianchi:

∂μF
μ = 0 (3.22)

Além disso, invertendo a relação (3.21) e substituindo em (3.20), ficamos com

−εναβ∂αFβ + mF ν = 0. (3.23)

Comparando (3.22) e (3.23) com (3.5)e (3.6), vemos que os modelos MCS e

AD descrevem a mesma f́ısica classicamente. Porém, a equivalência entre os
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modelos não deve se restringir somente ao ńıvel clássico, elas devem ser descrições

alternativas de uma mesma f́ısica principalmente do ponto de vista quântico. Na

próxima seção o método da Ação Mestra é usado para mostrar a equivalência

entre os modelos MCS e AD a ńıvel quântico, o que é realizado calculando-se

suas funções de correlação.

3.3 Dualidade AD/MCS via ação mestra

Na seção (2.3) entendemos através do modelo de Proca como construir

a ação mestra. Aqui, seguindo o mesmo procedimento, somos levados à seguinte

expressão

SM =

∫
d3x

[
m2

2
fμfμ − m

2
εμναfμ∂νfα +

m

2
εμνα(Aμ − fμ)∂ν(Aα − fα)

]
(3.24)

que foi sugerida pela primeira vez em [20], na forma

LM =
m2

2
fμfμ −mfμF

μ +
m

2
F μAμ. (3.25)

Com relação a fμ temos a equação de movimento,

fμ =
Fμ

m
(3.26)

e com relação a Aμ conclúımos que,

F ν = ενγα∂γfα. (3.27)

É fácil verificar que substituindo (3.26) em (3.27) podemos eliminar fμ em função

de Aμ e recuperar a equação de movimento de MCS (3.23), ou eliminar F μ em

função de fμ e deduzirmos a equação de movimento AD (3.5). F μ(A) é invariante

de gauge assim como o termo de Chern-Simons (último termo de 3.24). Logo

LM(Aμ + ∂μφ) = LM(Aμ). Assim, podemos dizer que LM é uma versão da teoria

auto-dual onde a simetria de gauge está expĺıcita.

Por outro lado, o último termo de (3.24) que mistura os campos é um

Chern-Simons. Após fazer a traslação Aμ → Aμ + fμ que o desacopla, o mesmo
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não mais interfere no conteúdo dinâmico de LM . Agora escrevemos a ação mestra

adicionando um termo de fonte, vide [7], referente ao campo fμ, de maneira a

definir o funcional gerador, após a translação mencionada, por:

WM [J ] =

∫
DfμDAμ exp

{
−i

∫
d3x

[
LAD(f) +

m

2
εμναAμ∂νAα + Jμfμ

]}
.

(3.28)

Como os campos de calibre Aμ estão desacoplados dos campos duais fμ, podemos

fazer a integral funcional em Aμ, e concluir que

WM [J ] = cWAD[J ], (3.29)

Sem a traslação, (3.24) pode ser rearranjada da seguinte forma:

SM [J ] =

∫
d3x

[
m2

2

(
fμ − εμνα

m
∂νAα

)2

+ Jμfμ +
m

2
εμναAμ∂νAα − 1

4
F μνFμν

]
,

(3.30)

fazendo fμ → fμ + F μ/m temos o funcional gerador

WM [J ] =

∫
DAμDfμ exp

{
−i

∫
d3x

[
LMCS +

JμF μ

m
+

m2

2
fμf

μ + fμJ
μ

]}

= c̃

∫
DAμexp

{
−i

∫
d3x

[
LMCS +

JμF μ

m
− J2

2m2

]}
. (3.31)

De (3.29) e (3.31) conclúımos que, vide [7]

〈fμ1(x1)...fμN
(xN)〉AD = 〈Fμ1(x1)

m
...

FμN
(xN)

m
〉MCS + T.C. (3.32)

ou seja a equivalência entre os modelos permanece mesmo no ńıvel quântico, com

mapeamento dual dado por:

fμ ↔ Fμ(A)

m
(3.33)

O que nos mostra que a condição de transversalidade ∂μf
μ = 0 que aparece

naturalmente como conseqüência das equações de movimento do modelo auto-

dual equivale a uma identidade de Bianchi no modelo de MCS, mesmo no ńıvel

das funções de correlação, ou seja, quânticamente. As relações (3.32) e (3.33)

mostram que o modelo AD é equivalente ao setor invariante de calibre da teoria de

calibre MCS. Na próxima seção, mostramos que mudanças ocorrem nas relações
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de dualidade entre os modelos AD e MCS, quando acoplamos os campos auto-

duais fμ com a matéria escalar com simetria U(1). O acoplamento é feito através

de um termo linear e um termo quadrático nos campos fμ

3.4 Dualidade AD/MCS com acoplamento a

campos escalares U(1)

A ação mestra é utilizada agora para estabelecer a equivalência a ńıvel quântico,

quando os campos auto-duais são acoplados à matéria. O acoplamento com a

matéria foi recentemente abordado nas referências [3, 16, 31]. Veja que mudanças

isso acarreta, quando é proposto o acoplamento com campos escalares com sime-

tria U(1). A ação mestra sofre a seguinte modificação:

SM [J, v] =

∫
d3x

[
Lφφ∗ +

μ2

2
fμfμ − m

2
εαβγf

α∂βfγ − e f νJ (0)
ν

+
m

2
εαβγ(f

α − Aα)∂β(fγ − Aγ) +
vμ

m
Fμ(A)

]
, (3.34)

onde adicionamos também um termo de fonte vμ referente ao dual Fμ = εμνα∂νAα,

pois sabemos que independente de interações sempre teremos a identidade de

Bianchi ∂μF
μ = 0 sendo trivialmente satisfeita. Acima definimos:

J (0)
ν = i (φ∗∂νφ− φ∂νφ

∗) (3.35)

μ2 = m2 + 2ae2φ∗φ (3.36)

Lφφ∗ = −φ∗
(
� + m2

φ

)
φ (3.37)

Ou seja, para a = 1 temos acoplamento mı́nimo (Dμφ)∗Dμφ com Dμφ = (∂μ −
iefμ)φ. Para a = 0 o acoplamento torna-se linear −efμJ

(0)
μ . Como o campo auto-

dual fμ não é campo de calibre, não há necessidade de acoplamento mı́nimo com

esse campo. Fazendo fμ → fμ + m
μ2 ε

μνα∂νAα + e2

μ2 J
μ(0) em (3.34) e, em seguida

integrando funcionalmente em fμ, o funcional gerador fica escrito como:

Wφφ∗+MCS[J, v] =

∫
Dφ∗DφDAμ exp

∫
d3x

[
Lφφ∗ − e2

2μ2
Jμ(0)J (0)

μ
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+ vμ εμνα∂νAα

m
− m2

4μ2
Fμν(A)F μν(A) +

m

2
εμναAμ∂νAα − em

μ2
J (0)

μ εμνα∂νAα

]
,

(3.38)

onde o subscrito φφ∗ + MCS refere-se à soma da ação de matéria escalar com

a ação de Maxwell-Chern-Simons. Agora, temos uma teoria de calibre semel-

hante ao modelo de MCS com termo do tipo Thirring (J
(0)
μ Jμ(0)) bosônico e

acoplamento invariante de calibre J
(0)
μ F μ(A), além de acoplamento não linear no

denominador do termo de Maxwell. Por outro lado, sem a mudança de variável,

(3.34) equivale a

SM [J, v] =

∫
d3x

[
Lφφ∗ +

μ2

2
fμfμ −mεαβγf

α∂βAγ − e f νJ (0)
ν

+
m

2
εαβγA

α∂βAγ + vμ εμνα∂νAα

m

]
. (3.39)

Fazendo fμ → fμ+vμ/m2 seguido por Aμ → Aμ+fμ, e integrando funcionalmente

sobre Aμ ficamos com o funcional gerador dual:

Wφφ∗+AD[J, v] =

∫
Dφ∗DφDfμ exp

∫
d3x

[
Lφφ∗ +

μ2

2
fμfμ − m

2
εμναfμ∂νfα

− efμJ (0)
μ + vμg

μ(f) +
μ2

2m4
vμvμ

]
, (3.40)

onde definimos gμ = (μ2/m2)fμ − e/m2J
(0)
μ , que corresponde a um acoplamento

em geral não mı́nimo, entre o modelo auto-dual AD e campos escalares U(1).

Podemos agora derivar o funcional gerador com respeito a fonte vμ, primeiro

através de (3.38) e em seguida por (3.40). Resulta que:

〈Fμ1(x1)

m
· · · FμN(xN)

m
〉φφ∗+MCS = 〈gμ1(x1) · · · gμN(xN)〉φφ∗+AD + T.C. (3.41)

ou seja temos o mapeamento dual

Fμ(A)

m
↔ μ2

m2
fμ − e

m2
J (0)

μ (3.42)

Logo, a identidade de Bianchi ∂μF
μ resulta, a menos de termos de contato, em

∂μ

(
μ2

m2
fμ − e

m2
J (0)

μ

)
= 0, (3.43)
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que é válida dentro das funções de correlação.

Se adicionamos agora um termo de fonte para ∂μJ
(0)
μ temos

WM [J, v, α] =

∫
Dφ∗DφDAμDfμ

∫
d3x

[
Lφφ∗ +

μ2

2
fμfμ − m

2
εμναfμ∂νfα

+
vμ

m
Fμ(A)− efμJ (0)

μ + α∂μJ (0)
μ

]
. (3.44)

Fazendo φ→ e−iαφ e φ∗ → eiαφ∗ temos:

WM [J, v, α] =

∫
Dφ∗DφDAμDfμ exp

∫
d3x

[
Lφφ∗ +

μ2

2
fμfμ − m

2
εμναfμ∂νfα

+
vμ

m
Fμ(A)− efμJ (0)

μ + α∂μ(2efμφφ∗) +O(α2)

]
. (3.45)

A partir de (3.44) e (3.45), derivando com relação a fonte α(x) obtemos:

∂μJ (0)
μ ↔ ∂μ(2e fμφ∗φ) (3.46)

válido nas funções de correlação, a menos de termos de contato. Substituindo

(3.46) em (3.43), temos, a menos de termos de contato, a seguinte igualdade válida

classicamente (minimize 3.25 sem fontes) e no interior de funções de correlação::

∂μ

[
fμ +

2e2

m2
(a− 1)φ∗φfμ

]
= 0. (3.47)

Essa relação se reduz a ∂μfμ = 0 para acoplamento mı́nimo a = 1. Por outro

lado não há necessidade de acoplamento mı́nimo já que o modelo auto-dual AD

não possui simetria de calibre. Para qualquer valor de “a”, (3.47) reduz o número

de graus de liberdade em uma unidade como deve ser para part́ıculas de spin-

1. O v́ınculo (3.47) ou (3.43) é conseqüência direta da identidade de Bianchi

∂μFμ(A) = 0. Ou seja, podemos concluir que o desacoplamento de graus de

liberdade espúrios ainda ocorre mesmo na presença de matéria para qualquer

valor de a devido as identidades que são satisfeitas trivialmente. Retornamos a

esse ponto no caṕıtulo 4.



Caṕıtulo 4

Dualização de modelos de spin-2

em D=2+1

Motivados pelo estudo da equivalência entre os modelos massivos de

spin-1, propomos neste caṕıtulo a aplicação dos métodos desenvolvidos anteri-

ormente, agora para modelos massivos de spin-2. Começaremos com o modelo

de Einstein-Hilbert (EH) para a gravitação [18], quadrático nas flutuações do

dreibein. Pode se dizer que este modelo é o equivalente para spin-2 ao modelo de

Maxwell para spin-1, porém com uma ressalva importante, o termo de Maxwell

em D = 2 + 1 possui uma part́ıcula escalar sem massa como conteúdo f́ısico en-

quanto que o termo de EH por si só não possui modo propagante e pode ser

escrito na forma de um termo do tipo CS. Adicionaremos ao termo de EH um

termo que garanta massa aos modos propagantes da maneira mais simples, as-

sim como o termo de Proca o faz para o caso de spin-1. Nesse caso o termo de

massa é chamado de Fierz-Pauli [26, 27]. Chamaremos então de Einstein-Hilbert-

Fierz-Pauli (EHFP ) o modelo análogo ao modelo de Proca. Para part́ıculas de

spin-1, mostramos no caṕıtulo 2 que baixando a ordem do modelo de Proca com

a adição de um campo auxiliar e, em seguida, fazendo uma mudança de variáveis

adequada, é posśıvel obter o modelo auto-dual (na verdade obtemos um par de

densidades de lagrangianas AD com helicidades distintas +1 e −1). Aqui us-

34
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aremos a mesma idéia e mostraremos que é posśıvel obter o modelo auto-dual

para part́ıculas de spin-2 AD
(1)
2 a partir do modelo de EHFP . O modelo AD

(1)
2

foi proposto originalmente por Aragone e Khoudeir em 1986 [4]. Aqui o supere-

scrito em AD
(1)
2 refere-se a ordem das derivadas no modelo, enquanto o subscrito

ao spin (2). O modelo AD
(1)
2 não possúı simetria pela transformação de cali-

bre δfμν = ∂μξν , sendo assim vamos impor essa simetria via ICN . Obtém-se

após a ICN um modelo de segunda ordem nas derivadas que vamos chamar de

AD
(2)
2 . Diferente do que acontece no caso de spin-1, após a imersão dessa simetria

ainda é posśıvel a imersão de uma segunda simetria de calibre δfμν = εμναΛα que

nos leva a um modelo de terceira ordem AD
(3)
2 . O modelo AD

(3)
2 é a bem con-

hecida formulação topologicamente massiva para part́ıculas de spin-2 proposta

em [18] quando escrito na forma quadrática nas flutuações do dreibein. Diante da

semelhança com o roteiro do caṕıtulo anterior, investigamos qual a relação entre

estes modelos através da técnica da ação mestra pela qual conseguimos mostrar

a equivalência e o mapeamento dual a ńıvel quântico entre as três formulações, o

que é um resultado original desse trabalho.

4.1 O modelo Einstein-Hilbert-Fierz-Pauli

A adição de termos massivos a teoria da gravidade pode ser feita

adicionado à densidade de lagrangiana de Einstein-Hilbert um termo de massa

de Fierz-Pauli, a desvantagem quando se recorre a esse procedimento é que o

termo massivo não possúı simetria por transformação de calibre. Porém antes

de adicionar um termo de massa vamos expandir a densidade de lagrangiana de

Einstein-Hilbert em relação ao dreibein, eμα = ημα + hμα onde ημα é a métrica

plana de Minkowski com signatura (−, +, +), enquanto hμα é a flutuação ou

desvio do dreibein em relação ao espaço plano. Assim, expandindo até termos

quadráticos em hμα temos (vide apêndice-B).

LEH =
1

2
(
√−gR)hh =

1

2m2
TμνT

νμ − 1

4m2
T 2 (4.1)
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onde g é o determinante da métrica, R é a curvatura escalar de Riemman e

Tμν ≡ mεμαβ∂αhβ
ν com traço T = T μ

μ . Somando o termo de massa de Fierz-Pauli

teremos então um modelo equivalente ao modelo de Proca para spin-2:

LEHFP =
1

2m2
TμνT

νμ − 1

4m2
T 2 +

m2

2
(h2 − hμνh

νμ), (4.2)

Em decorrência da linearização em termos do dreibein, hμν é não-simétrico nos

ı́ndices. Como argumentado em [30, 41], como estamos interessados em for-

mulações de primeira ordem é necessário trabalhar com campos hαβ sem simetria.

O que equivale a expandir no dreibein e não na métrica. De onde podemos ver

que o termo de massa em (4.2) não possúı simetria pela transformação de calibre

δhμν = ∂μξν que é simetria apenas para m = 0.

Na seção 2.1 vimos que o modelo de Proca descreve um boson escalar

massivo de spin-1, eliminando as componentes espúrias de spin-0. Fizemos isso

através da condição de transversalidade ∂μA
μ = 0 e mostrando que sua equação

de movimento pode ser escrita como uma equação de Klein-Gordon. Para nos con-

vencermos de que a densidade de lagrangiana (4.2) de fato descreve uma part́ıcula

massiva de spin-2, nós devemos mostrar que condições subsidiárias eliminam as

componentes espúrias de spin s = 0 e s = 1. Para tornar isso claro vejamos que

(4.2) pode ser reescrita (vide apêndice-B) como:

LEHFP =
1

2

[
−∂νhλμ∂

ν(hλμ + hμλ)

2
+ ∂νh∂νh− 2∂νh

λν∂λh

+ ∂νh
νλ∂μhλμ +

∂νhλμ(∂λhνμ + ∂μhλν)

2
+ m2(h2 − hμνh

νμ)

]
.(4.3)

É interessante notar que dessa forma a densidade de lagrangiana imediatamente

acima é válida em D dimensões. A prinćıpio, em D dimensões existem D2 graus

de liberdade independentes, haja visto que hμν é uma matriz D × D. Para a

eliminação dos graus de liberdade espúrios vide [26, 27, 30] usamos as seguintes

condições subsidiárias: transversalidade ∂μh
μν = 0 = ∂νh

μν , traço nulo h = 0 e

parte antissimétrica h[μν] = 0. Além disso deve ser posśıvel escrever a equação de

movimento como uma equação de Klein-Gordon, o que vai garantir a descrição de
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um modo propagante massivo de spin-2. Minimizando (4.3), podemos verificar

que:

δSEHFP

δhλμ

= ηλμ(�h−m2h− ∂α∂βhαβ)− ∂λ∂μh−�h(λμ)

+ ∂μ∂νh
(νλ) + ∂λ∂νh

(νμ) + m2hμλ = 0 (4.4)

De onde vem naturalmente que hμν é simétrico na camada de massa, em outras

palavras

h[μν] = 0 (4.5)

Por outro lado aplicando ηλμ em (4.4) supondo D ≥ 3, vem que:

[(D − 2)�h− (D − 1)m2h] = (D − 2)∂α∂βhαβ. (4.6)

Em seguida, reescrevendo o primeiro termo no lado direito de (4.4) usando (4.6)

e aplicando ∂λ, obtemos

∂μh = ∂λh
μλ (4.7)

substituindo (4.7) em (4.6) temos a condição de traço nulo:

h = 0 (4.8)

por fim usando (4.8) em (4.7) temos a condição de transversalidade

∂λh
μλ = 0 = ∂λh

λμ. (4.9)

Resta ainda mostrar que a equação de movimento pode ser reescrita como uma

equação de Klein-Gordon, isso pode ser facilmente notado quando substitúımos

(4.5), (4.8) e (4.9) em (4.4).o que nos dá

(�−m2)h(μν) = 0. (4.10)

Em D dimensões a condição de traço nulo (4.8) elimina 1 grau de liberdade ref-

erente ao modo de propagação de spin-0, por outro lado a condição de transver-

salidade (4.9) elimina D. Por último o fato da parte antissimétrica ser nula (4.5)

elimina (D2−D)/2. Logo em D dimensões restam D2− (1+D)− (D2−D)/2 =
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D(D − 1)/2 − 1 graus de liberdade. Da contagem, podemos concluir que em

D = 2 + 1 vamos ficar com dois graus de liberdade, um correspondente a

propagação de helicidade +2 e o outro de helicidade −2, em D = 3 + 1 tere-

mos 5 graus de liberdade, o que está de acordo com 2s + 1 para s = 2.

4.2 Sobre a obtenção do modelo AD
(1)
2

Mantendo um paralelo com o que fizemos para spin-1, vamos obter

agora o modelo auto-dual para part́ıculas de spin-2 em D = 2 + 1 através da

adição de um campo auxiliar elementar Wμν que nos permite baixar a ordem,

vide [4], da densidade de lagrangiana (4.2) que é de segunda ordem, da seguinte

forma:

L(1)
EHFP =

m2

2
(W 2 −WμνW

νμ) + WμνT
μν +

m2

2
(h2 − hμνh

νμ), (4.11)

Fazendo Wμν → 1/
√

2(W̃μν − h̃μν) e hμν → 1/
√

2(h̃μν + W̃μν) obtém-se:

L(1)
EHFP =

m2

2
(W̃ 2 − W̃μνW̃

νμ) +
m

2
εμαβW̃μν∂αW̃ ν

β

+
m2

2
(h̃2 − h̃μν h̃

νμ)− m

2
εμαβh̃μν∂αh̃ ν

β

= L(1)
AD2+

+ L(1)
AD2− (4.12)

Os termos que carregam uma derivada na densidade de lagrangiana (4.12) são

semelhantes aos termos de CS, do caso de spin-1, para diferenciá-los vamos chamá-

los de CS
(1)
2 . A densidade de lagrangiana auto-dual de primeira ordem para spin-2

proposta em [4] é então obtida,

L(1)
AD2

=
m

2
εμαβf λ

μ ∂αfβλ − m2

2
fμνf

νμ +
m2

2
f 2 (4.13)

com f = ημνfμν . Lembrando que fμν não possúı simetria em seus ı́ndices podemos

verificar que os dois últimos termos acima (Fierz-Pauli) quebram a simetria de

calibre δfμν = ∂μξν do termo de CS
(1)
2 . As equações de movimento são:

1

m
Eμβf ν

β + f νμ − ημνf = 0, (4.14)
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onde definimos o operador Eμβ = εμβα∂α. Aplicando ∂μ, ημν e ∂ν em (4.14) temos

respectivamente:

∂νf = ∂μf
νμ, (4.15)

f =
1

2m
Eμβfβμ, (4.16)

1

m
Eμβ∂νf

ν
β = ∂μf − ∂νf

νμ. (4.17)

Usando (4.15) no lado esquerdo de (4.17) obtém-se

∂νf = ∂μf
μν , (4.18)

que combinado com (4.15) resulta:

∂μ(fμν − f νμ) = 0. (4.19)

De posse dessas equações, isolamos f νμ de (4.14) e substitúımos em (4.16):

f = − 1

2m2

(
�f − ∂ν∂βfβν

)
= 0 (4.20)

Pois usamos a aplicação de ∂ν em (4.18). Aplicando agora, ενμγ em (4.14) pode-se

obter que:

f[νμ] = 0 (4.21)

onde fizemos uso de (4.15). Como o traço f é nulo, isso implica de (4.18) e (4.19)

que:

∂μf
μν = 0 = ∂μf

νμ. (4.22)

Portanto fμν = f(μν) é transverso, simétrico e sem traço. Aplicando Eαν em (4.14)

ficamos com:
1

m
EανE

μβf
ν)

(β = −Eανf
(νμ) (4.23)
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após aluma manipulação 1 o lado esquerdo de (4.23) pode ser reescrito como:

EμβEανf
ν)

(β = �f
μ)

(α , (4.25)

com Eανf
(νμ) adequadamente isolado de (4.14) podemos reescrever o lado direito

de (4.23) e com isso obter:

(�−m2)f(αμ) = 0. (4.26)

O que está em consonância com o que mostramos na seção anterior. Veja agora,

que os dois graus de liberdade restantes correspondentes as helicidades +2 e −2,

podem ser explicitados na relação de Pauli-Lubanski. Agora é um bom momento

para definirmos os geradores de translação e de rotação para estados de spin-2.

De [30] temos:

(Jμ
2 )αβρσ =

i

2
(δαρεβμσ + δβρεαμσ + δασεβμρ + δβσεαμρ) (4.27)

que satifaz:

[(Jμ
2 )αβρσ, (J2ν)σρλγ] = iεμ

νδ(J
δ
2 )αβρσ (4.28)

(Jμ
2 )αβρσ(J2μ)σρλγ = s(s + 1)Iαβ

γλ, (4.29)

com s = 2. A identidade é definida como:

Iαβ
γλ = −1

3
δαβδγλ +

1

2
(δα

λδβ
γ + δα

γ δβ
λ). (4.30)

Sobre tensores simétricos e sem traço temos: Iαβ
γδf

(γδ) = f (αβ) com isso demonstra-

se a partir de (4.14) a relação de helicidade:

(P · J2 + αm)αβ
ρσf̃

(ρσ) = 0, (4.31)

1Use o resultado:

EανEμβ = − [
(δμ

αδβ
ν − δμ

ν δβ
α)�− δμ

α∂ν∂β + δβ
α∂μ∂ν + δμ

ν ∂α∂β − δβ
ν ∂μ∂α

]
(4.24)
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com α = +2. Trocando m → −m teŕıamos α = −2. As equações (4.28), (4.29)

estão deduzidas no apêndice-A. As equações (4.20), (4.21), (4.22) e (4.26) carac-

terizam uma part́ıcula massiva de spin-2. Pode-se pensar que uma formulação

posśıvel para a descrição de um modo massivo de spin-2 seria aquela onde desde o

principio é usado um campo f(μν) (simétrico) pelo menos, ao invés de um campo

não-simétrico. Porém os autores em [30] demonstram facilmente que esse mod-

elo perde consistência, embora seja posśıvel a eliminação dos modos de spin-0, o

mesmo não ocorre com os modos de spin-1. Nesse sentido entende-se que a parte

anti-simétrica de fμν é necessária para a eliminação dos modos de spin-1 como se

fossem multiplicadores de lagrange que garantem os v́ınculos necessários.

4.3 Imersão de calibre de Noether

4.3.1 De AD
(1)
2 para AD

(2)
2

Da mesma forma como é posśıvel obter o modelo de MCS de segunda ordem

a partir do modelo AD que é de primeira ordem, impondo a esse último uma

simetria local presente no termo de Chern-Simons mas quebrada pelo termo de

Proca, vamos agora através do método de ICN conferir ao modelo AD
(1)
2 simetria

pela transformação de calibre local,

δfμν = ∂μξν . (4.32)

Por essa transformação o termo CS
(1)
2 de (4.13) é invariante porém o mesmo

não é verdade para o termo de massa de Fierz-Pauli. Essa é uma maneira de

determinar que simetria devemos impor ao modelo. Em outras palavras, olha-se

para a simetria da densidade de lagrangiana que é quebrada pelo termo de massa.

Do cálculo do tensor de Euler para a densidade de lagrangiana (4.13) vem que:

Mβγ =
δS

(1)
2

δfβγ

= −mEβλf γ
λ −m2fγβ + m2δβγf (4.33)
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onde S
(1)
2 é a ação corresponde à (4.13). Considere então a primeira iteração

sobre a densidade de lagrangiana original com a ajuda de um campo auxiliar aβγ

L1 = L(1)
AD2

− aβγM
βγ (4.34)

de forma que a variação de aβγ cancele a vairiação de L(1)
AD2

sob (4.32) e com isso:

δL1 = −aβγδM
βγ

=
m2

2
δ(aβγa

γβ − a2). (4.35)

Sendo assim, é fácil ver que:

L2 = L(1)
AD2

− aβγM
βγ − m2

2
(aβγa

γβ − a2) (4.36)

é invariante pela simetria imposta (4.32). Resolvendo a equação de movimento

para aβγ e subtituindo as soluções pode se encontrar:

L2 = L(1)
AD2

+
1

2m2
MνμM

μν − 1

4m2
M2 (4.37)

Novamente, notamos que os dois últimos termos acima são quadráticos no tensor

de Euler, o que por sua vez garante que as equações de movimento de AD
(1)
2 estão

imersas nas equações de movimento de AD
(2)
2 . Substituindo (4.33), e recordando

que Tμν = mεμαβ∂αfβ
ν ficamos com:

L2 ≡ L(2)
AD2

=
1

2
εμαβενγξ

(
∂αf ν

β ∂γf ξ
μ −

1

2
∂αfβμ∂

γf ξν

)
− m

2
εμαβfμν∂αf ν

β

=
1

2m2
TμνT

νμ − 1

4m2
T 2 − m

2
εμαβfμν∂αf ν

β , (4.38)

que é de segunda ordem nas derivadas, assim como o modelo MCS. Note entre-

tanto que nesse caso não se pode dizer que (4.38) é uma teoria topologicamente

massiva pois CS
(1)
2 contribui para o tensor energia-momento (vide [30]). O mod-

elo (4.38) aparaceu pela primeira vez em [4, 19].

4.3.2 De AD
(2)
2 para AD

(3)
2

No caso de spin-1, após a imersão de calibre os termos de Maxwell

e Chern-Simons, são invariantes pela simetria imposta δAμ = ∂μφ. Contudo,
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ocorre para part́ıculas de spin-2 um fato inusitado, o termo de EH (primeiros

dois termos de 4.38) possui simetria pela seguinte transformação local

δfμν = εμναΛα, (4.39)

porém o mesmo não ocorre com o termo de massa CS
(1)
2 . Por isso, como o termo

de massa (CS
(1)
2 ) quebra a simetria, vamos impor (4.39) sobre (4.38) aplicando

novamente a ICN . Dessa vez o tensor de Euler fica:

Mμν =
δS

(2)
2

δfμν

=
1

m
EβμT ν

β −
1

2m
EνμT − T μν . (4.40)

Com um campo auxiliar aμν escolhido adequadamente, podemos escrever:

L1 = L(2)
AD2

+ aμνM
μν ; δL1 = −m

2
δ(aμνE

μβa ν
β ) (4.41)

e então

L2 = L1 +
m

2
(aμνE

μβa ν
β ), (4.42)

é invariante sob (4.39) além de continuar invariante sob (4.32).

Porém diferente do que estamos acostumados, dessa vez não temos uma

função quadrática nos tensores de Euler. Porém mesmo sendo linear em Mμν

podemos mostrar que as equações de AD
(2)
2 estão imersas no novo modelo L2.

Para mostrar isso perceba que o tensor de Euler pode ser escrito como:

Mμν = Eμβ

(
− 1

m
T ν

β +
δν
β

2m
T −mf ν

β

)
≡ Eμβb ν

β (4.43)

com isso nós escrevemos

L2 = L(2)
AD2

+ aμνE
μβb ν

β +
m

2
(aμνE

μβa ν
β ) (4.44)

desacoplando aμν de bμν nós ficamos com:

L2 = L(2)
AD2

− m

2

(
aμν − bμν

m

)
Eμβ

(
a ν

β − b ν
β

m

)
+

1

2m
bμνE

μβb ν
β

= L(2)
AD2

− m

2
ãμνE

μβã ν
β +

1

2m
bμνM

μν (4.45)
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onde fizemos aμν → ãμν + bμν/m. A menos de um termo totalmente desacoplado

em ãμν , que pode ser desprezado temos:

δL2 = L(2)
AD2

+
1

2m2
bμνM

μν (4.46)

e assim

L2 = Mμνδfμν − 1

m
Mμνδbμν (4.47)

ou seja isso garante que de fato as equações de movimento do modelo AD
(2)
2 ,

Mμν = 0, estão imersas no novo modelo pois garantem δL2 = 0. Por outro lado

(4.46) pode ser escrita de forma expĺıcita:

L2 ≡ L(3)
AD2

= − 1

2m2
TμνT

νμ +
1

4m2
T 2 +

1

2m3
(TνμE

βμT ν
β − TνμE

νμT )

= − 1

2m2
TμνT

νμ +
1

4m2
T 2 − 1

2m
fαμ(�θαγEβμ −�θαμEβγ)fγβ

(4.48)

Onde notamos uma inversão de sinal no termo de Einstein-Hilbert se comparar-

mos com L(2)
AD2

em (4.38) e LEHFP em (4.2). Note o aparecimento de um termo

de Chern-Simons que corresponde ao truncamento quadrático nas flutuações do

dreinbein da gravidade topologicamente massiva de [18]. Note que tanto o termo

de Einstein-Hilbert com sinal trocado em (4.48) como o termo de massa (CS
(3)
2 )

são invariantes sob (4.32) e (4.39) e portanto não há mais como aplicar novamente

a ICN .

4.4 O método da Ação Mestra AD
(1)
2 /AD

(2)
2 /AD

(3)
2

A imersão de calibre adotada nas seções anteriores permitem a obtenção dos

modelos AD
(2)
2 e AD

(3)
2 porém não nos garante a equivalência entre eles. É de

nosso conhecimento do caṕıtulo 2 que através da técnica da ação mestra pode-

se não só obter os modelos duais como também estabelecer a equivalência entre

eles no ńıvel quântico. Para isso permita-nos nessa sessão a introdução de uma

nova notação mais adequada ao tipo de manipulação que faremos, que consistirá
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de uma seqüência conveniente de mudanças de variáveis. Após algum cálculo é

posśıvel representar o termo de Einstein-Hilbert quadrático da seguinte forma:

−1

2

∫
d3x

(√−g R
)

hh
=

∫
d3x

εμνλhμ
α∂νΩλα(h)

4
≡ 1

4

∫
h · d Ω(h) , (4.49)

com:

Ωλ
α(h) ≡ εαβγ [∂λhγβ − ∂β (hγλ + hλγ)] (4.50)

vide [19]. Além disso convém resumir a notação dos termos de Chern-Simons

CS
(1)
2 e Fierz-Pauli: ∫

f · d f ≡
∫

d3x εμ
νλfμα∂νfλα (4.51)∫ (

f2
)

FP
≡

∫
d3x

(
f 2 − fμνf

νμ
)
. (4.52)

A ação mestra pode ser então constrúıda a partir do modelo AD
(1)
2 através da

adição de termos de mistura. No caso de spin-1 o termo que adicionamos corre-

sponde a um termo de CS, o fato desse termo por si só não possuir dinâmica foi

fundamental para a equivalência espectral. Aqui, sabemos que tanto o termo de

CS
(1)
2 quanto o termo de Einstein-Hilbert separadamente não possuem dinâmica.

Por isso sugerimos uma ação mestra com dois termos de mistura da seguinte

forma:

SS
M =

m

2

∫
f · d f +

m2

2

∫ (
f2

)
FP
− m

2

∫
(f − A) · d (f − A)

− a

∫
(h− A) · d Ω(h− A) , (4.53)

onde o superescrito “S” refere-se ao singleto de paridade, nesse caso de helicidade

+2. Note que com relação aos três primeiros termos de (4.53) o procedimento é

totalmente análogo ao que fizemos no caso de spin-1, vide (3.34). Ficará mais

claro posteriormente a adição do último termo , o que pode se dizer no momento

é que a é uma constante abitrária a priori. A adição de um termo de fonte nos

permite escrever o funcional gerador correspondente:

W S [J ] =

∫
DAαβ Dhαβ Dfαβ exp i

(
SS

M +

∫
d3xfαβ jαβ

)
(4.54)
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e é simples ver que se hαβ → hαβ + Aαβ e Aαβ → Aαβ + fαβ então:

W S [J ] = c

∫
Dfαβ exp i

(
S

(1)
AD2

(f) +

∫
d3xfαβjαβ

)
. (4.55)

Logo isso nos permite concluir que:

〈fμ1ν1(x1) · · · fμNνN
(xN)〉SS

M
= 〈fμ1ν1(x1) · · · fμNνN

(xN)〉
S

(1)
AD2

(4.56)

Por outro lado se não são feitas as mudanças de variáveis o que temos é reescrito

da seguinte forma:

SS
M [j] =

m2

2

∫ (
f2

)
FP

+

∫
d3xfαβUαβ − m

2

∫
A · dA− a

∫
(h− A) · d Ω(h−A)

(4.57)

onde Uαβ ≡ mεανλ∂νA
β

λ + jαβ. Com fαβ → fαβ + (ηαβU − 2Uαβ)/2m2 nós

desacoplamos fαβ completamente. Após a integração do termo gaussiano em f̃αβ

nós ficamos com

SS
M [j] =

∫
d3x

(
1

2m2
UαβUβα − 1

4m2
U2

)
− m

2

∫
A · dA

− a

∫
(h− A) · d Ω(h− A)

=

∫ [
−A · d Ω(A)

4
− m

2
A · d A

]
− a

∫
(h− A) · d Ω(h− A)

+

∫
d3x

[
jαβFαβ(A) +

jαβjβα

2m2
− (jμ

μ)2

4m2

]
, (4.58)

sendo que a fonte encontra-se acoplada à combinação:

Fαβ(A) ≡ Tαβ(A)− Tμ
μ(A)

2
ηαβ (4.59)

onde Tβα(A) ≡ ( 1
m

)εβνλ∂
νAλ

α é invariante pela transformação de calibre δAαβ =

∂αξβ. Em seguida com a transformação de variáveis hαβ → hαβ + Aαβ nós

desacoplamos hαβ independentemente dos valores escolhidos para a constante

abitrária “a”. Integrando em hαβ resultará o modelo intermediário AD
(2)
2 que

obtivemos via imersão de calibre em (4.38)

W S [J ] =

∫
DAαβ exp i

{
S

(2)
AD(A) +

∫
d3x

[
jαβFαβ(A) +

jαβjβα

2m2
− (jμ

μ)2

4m2

]}
,

(4.60)
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com:

S
(2)
AD =

∫ [
−A · d Ω(A)

4
− m

2
A · d A

]
. (4.61)

O primeiro termo acima é análogo ao termo de Maxwell, e correspondente a

aproximação quadrática do modelo de Einstein-Hilbert como ja foi dito.

Como hav́ıamos mencionado, os termos de EH e CS
(1)
2 não possuem

dinâmica separadamente porém juntos eles descrevem um modo massivo de spin-

2, pois pode-se mostrar a equivalência com o modelo AD
(1)
2 tanto no ńıvel clássico

como no ńıvel quântico. Calculando a função de correlação através de (4.60) e

(4.55):

〈fμ1ν1(x1) · · · fμNνN
(xN)〉

S
(1)
AD

= 〈Fμ1ν1 [A(x1)] · · ·FμNνN
[A(xN)]〉

S
(2)
AD

+ T.C

(4.62)

De (4.62) vem o mapeamento dual

fαβ ↔ Fαβ(A) = Tαβ(A)− T μ
μ (A)

2
ηαβ, (4.63)

que é similar ao que ocorre no no caso de spin-1, quando fμ ↔ εμνα∂νAα/m. Note

que ambos os lados de (4.63) são invariantes por transformações de calibre.

Por outro lado se fizermos a = −1/4 em (4.58) vamos ter:

SS
M [j] = −m

2

∫
A · dA +

1

4

∫
(h · dΩ(h)− h · dΩ(A)− A · dΩ(h))∫

d3x

[
jαβFαβ(A) +

jαβjβα

2m2
− (jμ

μ)2

4m2

]
(4.64)

onde usando as identidades abaixo, vide apêndice-B,∫
h · d Ω(A) =

∫
A · d Ω(h) =

∫
Ω(h) · d A (4.65)

podemos reescrever (4.64) da seguinte forma

SI [j] = −m

2

∫ [
A +

Ω(h)

2m

]
· d

[
A +

Ω(h)

2m

]

+
1

8m

∫
Ω(h) · d Ω(h) +

1

4

∫
h · d Ω(h)

+

∫
d3x

[
jαβFαβ(A) +

jαβjβα

2m2
− (jμ

μ)2

4m2

]
(4.66)
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Facilmente percebe-se que após Aαβ → Aαβ − Ωαβ(h)/2m desacoplamos Aαβ de

hαβ e obtemos.

SI [j] = −m

2

∫
A · dA +

1

8m

∫
Ω(h) · dΩ(h) +

1

4

∫
h · dΩ(h)

+

∫
d3x

[
jαβFαβ

(
A− Ω

2m

)
+

jαβjβα

2m2
− (jμ

μ)2

4m2

]
. (4.67)

Para desacoplar Aαβ de jαβ fazemos Aαβ → Aαβ +
(
jβα − ηβαjμ

μ/2
)
/m2 o que por

sua vez resulta em:

SI [j] = −m

2

∫
A · dA +

1

8m

∫
Ω(h) · dΩ(h) +

1

4

∫
h · dΩ(h)

+
1

2m3

∫
jμ
μ · djμ

μ −
1

2m3

∫
d3x εμνλjμ

μ ∂μ jνλ

+

∫
d3x

[
jαβFαβ

(−Ω

2m

)
+

jαβjβα

2m2
− (jμ

μ)2

4m2

]
. (4.68)

onde:

Fαβ

(
− Ω

2m

)
= Tαβ

(
− Ω

2m

)
− Tμ

μ
(− Ω

2m

)
2

ηαβ, (4.69)

Tαβ

(
− Ω

2m

)
= −εανλ∂νΩλ

β

2m
=

EαγEβλh(γλ)

m2
, (4.70)

lembrando que Eλμ ≡ ελμν∂ν . Com a integração em Ãαβ ficamos com:

W S [J ] = c

∫
Dhαβ exp i

[
S

(3)
AD(h) +

∫
d3x

[
jαβFαβ

(
− Ω

2m

)
+O(j2)

]]
,

(4.71)

onde por fim obtém-se o modelo auto-dual de terceira ordem que equivale a versão

quadrática do modelo topologicamente massivo para a gravitação de [18], vide

também [19].

S
(3)
AD(h) =

1

8m

∫
Ω(h) · d Ω(h) +

1

4

∫
h · d Ω(h). (4.72)

Como era esperado, assim como ocorreu via imersão de calibre de Noether ocorre

uma inversão de sinal no termo de Einstein-Hilbert (segundo termo de 4.72) ao

passarmos de (4.61) para (4.72). Sabemos do caṕıtulo 1 que modelos de or-

dem superior na derivada possuem uma caracteŕıstica problemática. Ao analis-

armos o conteúdo de part́ıcula de tais modelos olhando para a estrutura anaĺıtica
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do propagador ocorre o aparecimento de pólos não f́ısicos, os chamados fantas-

mas. No momento, como AD
(3)
2 é de ordem superior, então de forma precipitada

podeŕıamos chegar a conclusão desastrosa de que o modelo descreve um modo

propagante não f́ısico. Contudo, do nosso ponto de vista, o modelo AD
(3)
2 é obtido

a partir de AD
(1)
2 o qual é livre de fantasmas como pode ser visto em [30] onde

mostra-se que o sinal do tensor energia momento é positivo definido via técnica

de ação reduzida. Além disso a obtenção de AD
(3)
2 advém da adição de termos

de mistura do tipo Eistein-Hilbert e do tipo CS
(1)
2 à densidade de lagrangiana

auto-dual os quais não possuem conteúdo f́ısico, e portanto era de se esperar que

não viessem causar nenhuma alteração danosa à estrutura anaĺıtica do propa-

gador. Para uma análise do conteúdo de part́ıculas do propagador de AD
(3)
2 , vide

[18] onde conclui-se que não há fantasmas. Nesse sentido argumentamos que é

imposśıvel a ocorrência de um modelo auto-dual de ordem superior para o caso

de spin-1. Pois nesse contexto o análogo do termo de mistura de EH seria um

termo de mistura do tipo Maxwell, mas este contém um modo propagante escalar

sem massa, e não pode ser utilizado sem que ocorra alteração no espectro das teo-

rias interpoladas. Isso explica de certa forma por que temos modelos auto-duais

apenas de primeira e segunda ordem para spin-1.

A partir de (4.55) e (4.71) conclúımos sobre a equivalência entre as

funções de correlação:

〈fμ1ν1(x1) · · · fμNνN
(xN)〉

S
(1)
AD

=

〈
Fμ1ν1

[
−Ω(x1)

2m

]
· · ·FμNνN

[
−Ω(xN)

2m

]〉
S

(3)
AD

+T.C

(4.73)

de onde temos o mapeamento dual,

fαβ ↔ Fαβ

(
− Ω

2m

)
(4.74)

que permite também a recuperação das equações de movimento do modelo de

primeira ordem no ńıvel clássico a partir da minimização de S
(3)
AD2

.
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4.4.1 Permanência a ńıvel quântico das condições

subsidiárias

O conhecimento detalhado de um determinado modelo, passa sem

dúvida pela obtenção de maneiras alternativas de descrevê-lo, a grande vantagem

de se possuir descrições alternativas e de estabelecer um mapeamento dual entre

elas é que caracteŕısticas não aparentes em um modelo são evidentes em outro. O

melhor momento para ilustrar isso é agora. Para o caso de spin-1 a condição de

transversalidade ∂μf
μ = 0 do modelo de primeira ordem AD reaparece no mod-

elo de segunda ordem MCS como uma identidade trivial de Bianchi ∂μF
μ = 0 2.

Algo análogo ocorre para spin-2. Mostraremos a permanência no ńıvel quântico

das condições subsidiárias discutidas no ńıvel clássico (4.20), (4.21) e (4.22).

Sobre a condição de simetria fαβ = fβα pode-se usar a dualidade en-

tre o modelo AD
(3)
2 e o modelo AD

(1)
2 . Percebe-se, olhando para (4.70) que

Tαβ

(− Ω
2m

)
= Tβα

(− Ω
2m

)
e consequentemente Fαβ

(− Ω
2m

)
= Fβα

(− Ω
2m

)
. Isso

afeta diretamente o lado direito da igualdade (4.73) pois sendo assim só sobre-

vivem desse lado funções de correlação com F(αβ). Logo o mapeamento dual

(4.74) automaticamente garante que funções de correlação envolvendo a parte

anti-simétrica f[αβ] são nulas a menos de termos de contato. A relação (4.73)

pode ser reescrita:

〈
f(μ1ν1)(x1) · · · f(μNνN )(xN)

〉
S

(1)
AD

=

〈
F(μ1ν1)

[
−Ω(x1)

2m

]
· · ·F(μNνN )

[
−Ω(xN)

2m

]〉
S

(3)
AD

+ T.C (4.75)

Isso garante que os graus de liberdade redundantes f[αβ] são eliminados também

a ńıvel quântico e a condição f[αβ] = 0 que é dinâmica em L(1)
AD2

torna-se trivial:

Tαβ(−Ω/2m) = Tβα(−Ω/2m) em L(3)
AD2

.

A condição de traço nulo (4.14) pode ser vista usando a dualidade en-

tre os modelos de segunda ordem AD
(2)
2 e primeira ordem AD

(1)
2 . Para isso,

2Por ser identicamente satisfeita ela será válida mesmo ao implementarmos interações com

outros campos como vimos na seção 3.4.
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primeiramente vamos reescrever (4.60) da seguinte forma:

S [j] =

∫
d3x

[
−AμαEμλEαγ (Aγλ + Aλγ)

4
− m2

2
AμαT μα(A)

+ jαβFαβ(A) +
jαβjβα

2m2
− (jμ

μ)2

4m2

]
(4.76)

então vamos decompor o termo de fonte em jαβ = ηαβφ + jαβ
S + jαβ

A onde, jαβ
S =

jβα
S e jαβ

A = −jβα
A . Logo o termo de fonte em (4.55) pode ser escrito como

fαβjαβ = f φ + jαβ
S f(αβ) + jαβ

A f[αβ]. Derivadas funcionais com relação a φ nos dão

agora funções de correlação envolvendo o traço f . Portanto, se conseguirmos uma

mudança de variáveis que elimine o traço φ em (4.76) as funções de correlação

envolvendo o traço f serão nulas. Substituindo o novo termo de fonte em (4.76)

vem que:

S [j] =

∫
d3x

[
−AμαEμλEαγ (Aγλ + Aλγ)

4
− m2

2
AμαT μα(A)

+ jμα
A Tμα(A) + jμα

S Tμα(A)− [φ + (jS)ν
ν ]T

μ
μ (A)

2
+O(j2

αβ)

]
(4.77)

Sendo assim se fizermos Aμα → Aμα +
(

Eμα

m
− ημα

)
φ

2m2 nós podemos cancelar o

termo −φT μ
μ(A)/2 em (4.77). Isso implica que todas as funções de correlação

envolvendo f μ
μ serão nulas a menos de termos de contato. Sobre a permanência

da condição de transversalidade note que através do mapeamento dual (4.63)

temos f ↔ −T μ
μ(A)/2 e com o f = 0. Então o mapeamento dual (4.63) se

reduz à fαβ ↔ Tαβ. Como ∂αTαβ = 0 identicamente segue que ∂αfαβ = 0

Levando em conta que f[αβ] = 0 temos também ∂βfαβ = 0. Portanto a condição

de transversalidade está relacionada a uma identidade trvial (∂αTαβ = 0) na

teoria L(3)
AD2

. Apenas a condição de traço nulo não possui aparentemente um

análogo trivial. Conclúımos neste caṕıtulo que é posśıvel relacionar os modelos

AD
(1)
2 , AD

(2)
2 , AD

(3)
2 através de uma única ação mestra.



Caṕıtulo 5

Modelo auto-dual generalizado

(ADG2) e seu dual

Em D = 2 + 1, a partir do modelo de Proca mostra-se que através do

uso de campos auxiliares é posśıvel obter dois modelos auto-duais AD com helici-

dades opostas +1 e −1. Ou seja separam-se as helicidades misturadas no modelo.

Por outro lado em [8] foi explorado o caminho inverso. Partindo dos modelos auto-

duais aplicou-se um procedimento denominado “solda” 1, onde as helicidades são

novamente misturadas, segundo uma transformação de simetria. Os autores de

[15], sem o uso de equações de movimento, generalizam o procedimento de solda,

usando modelos MCS com massas e helicidades distintas. Resulta dáı, um mod-

elo MCS-Proca ou auto-dual generalizado ADG. A equivalência a ńıvel quântico

desse último, com dois modelos MCS com helicidades +1 e −1 e massas distintas

foi então verificada em [14] através da técnica da ação mestra. No modelo MCS-

Proca existem dois tipos de termos de massa, isto é, o termo de CS e o termo de

Proca. Já para spin-2 vimos que existem pelo menos 3 posśıveis termos de massa.

Portanto é oportuno uma generalização desse procedimento em completa analo-

gia ao que foi feito para spin-1, para o caso de part́ıculas de spin-2 com massas

e helicidades distintas. Promoveremos a solda de dois modelos AD
(2)
2 . Isso nos

1Originalmente para solda de quiralidades por M.Stone (1989)
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levará a um modelo auto-dual generalizado para part́ıculas de spin-2 ADG2 cujo

o espectro será obtido na seção 5.2 no âmbito da ação mestra via a equivalência

a ńıvel quântico com um par de AD
(2)
2 de massas e helicidades distintas.

5.1 Solda generalizada para spin-2

Seja o modelo AD
(2)
2 , para uma part́ıcula de helicidade +1 e massa m+

S
(2)
AD2

(A, m+) =

∫ [
−A · d Ω(A)

4
+

m+

2
A · d A

]
. (5.1)

que pode ser escrita na forma

S
(2)
AD2

(A, m+) =

∫
d3x

[
1

2
Cμνλ

αβγ ∂νAλμ∂
βAγα +

m+

2
εμνλA α

μ ∂νAλα

]
. (5.2)

onde

Cμνλ
αβγ ≡ −

1

2
εμνλεαβγ + ε νλ

α εμ
βγ (5.3)

Por outro lado o modelo abaixo descreve uma part́ıcula de helicidade −2 e massa

m−.

S
(2)
AD2

(B, m−) =

∫
d3x

[
1

2
Cμνλ

αβγ ∂νBλμ∂
βBγα − m−

2
εμνλB α

μ ∂νBλα

]
. (5.4)

Ambos os modelos (5.2) e (5.4) são invariantes por transformações ŕıgidas in-

dependentes δAαβ = aαβ e δBαβ = bαβ. Nós agora generalizamos para massas

distintas |m+| 
= |m−| o procedimento de solda de [35] elevando essas simetrias a

ńıvel local e relacionando δAαβ com δBαβ de tal forma que

δAμν = ξμν ; δBμν = αξμν (5.5)

onde ξμν = ξμν(x) são funções abitrárias, e α uma constante também abitrária a

prinćıpio. Calculando as variações de S
(2)
AD2

(A, m+) e S
(2)
AD2

(B, m−) e somando-as,

temos:

δ(S
(2)
AD2

(A, m+) + S
(2)
AD2

(B, m−)) =

∫
d3x Jμνλ ∂νξλμ (5.6)

onde temos a corrente de Noether:

Jμνλ = Cμνλ
αβγ ∂βhγα + εγνλh̃ μ

γ (5.7)
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e definimos:

hγα = Aγα + αBγα ; h̃ μ
γ = m+A μ

γ − αm−B μ
γ (5.8)

Assim vemos que a simples soma de dois modelos AD
(2)
2 de helicidades opostas

não é invariante sob (5.5). Prosseguindo, adicionamos um campo auxiliar Hμνλ

com transformação apropriada para cancelar (5.6). Ou seja, com:

δHμνλ = −∂νξλμ (5.9)

ficamos com:

δ

(
S

(2)
AD2

(A, m+) + S
(2)
AD2

(B, m−) +

∫
d3x HμνλJ

μνλ

)
=

∫
d3x HμνλδJ

μνλ

(5.10)

como:

δJμνλ = Cμνλ
αβγ ∂β(ξγα + α2ξγα) + εγνλ(m+ξ μ

γ − α2m−ξ μ
γ ) (5.11)

se fixarmos α = ±√
m+/m− nós ficamos com:

δJμνλ = (1 + α2)Cμνλ
αβγ δHαβγ (5.12)

dessa forma pode se obter:

SSolda = S
(2)
AD2

(A, m+) + S
(2)
AD2

(B, m−)

+

∫
d3x

[
HμνλJ

μνλ +
(1 + α2)

2
Cμνλ

αβγHμνλH
αβγ

]
(5.13)

Usando as equações de movimento para Hμνλ de volta em (5.13) temos:

SSolda = S
(2)
AD2

(A, m+) + S
(2)
AD2

(B, m−)

− 1

8(1 + α2)

∫
d3x (εμ

βγε
νλ

α − εμνλεαβγ)JμνλJ
αβγ (5.14)

substituindo Jμνλ de (??) ficamos com:

SSolda = S
(2)
AD2

(A, m+) + S
(2)
AD2

(B, m−)

− 1

2(1 + α2)

∫
d3x [Cμνλ

αβγ∂nuhλμ∂
βhγα + (h̃μαh̃αμ − h̃2)]

− 1

(1 + α2)

∫
d3x εμνλh̃μγ∂νh

γ
λ (5.15)
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que pode ser reescrita, após algumas páginas de cálculos, em função de uma

combinação de campos que é invariante pelas transformações de simetria (5.5),

ou seja:

fμν = αAμν −Bμν (5.16)

Dessa forma, podemos obter:

SSolda =
1

2

∫
d3x Cμνλ

αβγ∂νfλμ∂
βfγα

+
(m+ −m−)

2

∫
d3x εμνλf α

μ ∂νf
α

λ

− m+m−
2

∫
d3x (fμαfαμ − f 2). (5.17)

ou ainda, recuperando a notação, podemos reescrever o modelo acima como um

modelo auto-dual generalizado de spin-2:

SSolda =

∫ [
−f · d Ω(f)

4
+

(m+ −m−)

2
f · d f +

m+m−
2

(f2)FP .

]
(5.18)

Em completa analogia com o que ocorre para o caso de part́ıculas de spin-1. Para

o caso de massas iguais α = ±1 (m+ = m−) o termo CS
(1)
2 é perdido, e o que

temos é uma teoria com simetria de paridade, que corresponde exatamente ao

modelo de EHFP tratado na seção 4.1. É importante notar que através da solda

de helicidades conseguimos gerar de maneira original a partir de (5.2) e (5.4), o

termo de massa não trivial de Fierz-Pauli (f2−fμνf
νμ)/2 proposto pela primeira

vez em [26, 27], de maneira construtivista para a descrição consistente de uma

part́ıcula massiva de spin-2.

5.2 Teoria de calibre dual ao modelo ADG2

Em analogia, com o que foi feito para para part́ıculas de spin-1 em [14], vamos

mostrar a equivalência quântica entre o modelo auto-dual generalizado, obtido

via solda na seção anterior, e dois modelos auto-duais de segunda ordem nas

derivadas AD
(2)
2 com massas e helicidades distintas. Para simplificar usaremos
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parâmetros a0 e a1 abitrários a priori.

SADG =

∫ [
a0

2

(
f 2

)
FP

+
a1

2
f · d f − f · d Ω(f)

4

]
. (5.19)

Seguindo [14] e o que vimos no caṕıtulo-2 é prudente baixar a ordem do mod-

elo ADG2. Para isso usaremos um campo auxiliar λαβ reescrevendo o termo

quadrático de Einstein-Hilbert com a ajuda de um termo do tipo de Fierz-Pauli,

vide (4.2). Dois termos de mistura sem conteúdo f́ısico serão também adiciona-

dos, com esses termos acoplamos os campos λαβ e fαβ aos campos duais Ãαβ e

B̃αβ. O funcional gerador é então escrito como:

W [j] =

∫
DÃDB̃Df Dλ exp i SM(j) , (5.20)

onde temos:

SM(j) =
a0

2

∫ (
f 2

)
FP

+
a1

2

∫
f · d f +

∫
d3x jμνfμν

+
1

2

∫ (
λ2

)
FP

+

∫
λ · d f (5.21)

−
∫

(λ− B̃) · d (f − Ã)− a1

2

∫
(f − Ã) · d (f − Ã).

É fácil notar que B̃αβ → B̃αβ + λαβ e Ãαβ → Ãαβ + fαβ nos últimos dois termos

da expressão imediatamente promovem seu desacoplamento. Como estes não

possuem modos propagantes, isso garante que o conteúdo f́ısico de SADG2 e de

SM é o mesmo:

W [j] = c

∫
Df ei[SGSD(f)+

R
d3x jμνfμν] (5.22)

Por outro lado sem as mudanças de variáveis ficamos com:

SM(j) = −
∫

B̃ · d Ã− a1

2

∫
Ã · d Ã +

∫
d3x jμνfμν

+
1

2

∫ (
λ2

)
FP

+

∫
λ · d Ã (5.23)

+
a0

2

∫ (
f 2

)
FP

+

∫
f · d

(
B̃ + a1Ã

)
integrando em λαβ e fαβ vamos ter:

SM(j) = −
∫

B̃ · d Ã− a1

2

∫
Ã · d Ã− 1

4

∫
Ã · dΩ(Ã)
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− 1

4a0

∫
(B̃ + a1Ã) · dΩ(B̃ + a1Ã) (5.24)

+

∫
d3x

[
jαβFαβ(B̃ + a1Ã) +

jαβjαβ

2a0

− j2

4a0

]

De acordo com o que encontramos na solda de modelos AD
(2)
2 (5.18) é natural

escolher, os seguintes valores para os parâmetros

a0 = m+m− ; a1 = m+ −m− (5.25)

Em seguida em analogia com o que foi feito em [14] para spin-1 nós redefinimos

os campos Ãαβ e B̃αβ afim de desacoplá-los:

Ãαβ =

√
m+Aαβ −√m−Bαβ√

m+ + m−
(5.26)

B̃αβ = −m
3/2
+ Aαβ + m

3/2
− Bαβ√

m+ + m−
(5.27)

disso resulta:

W [j] =

∫
DADB ei S[j,m+,m−] (5.28)

onde

S [j, m+, m−] = S
(2)
AD(A, m+) + S

(2)
AD(B,−m−)

+

∫
d3x

[
jανFαν(A, B) +

jανjνα

2m+m−
− jμ

μjα
α

4m+m−

]
(5.29)

com S
(2)
AD definido em (4.61) e

Fαν(A, B) = εαβγ∂
βCγ

ν − ηαν

2
εμγλ∂μCγλ (5.30)

Cαβ = − 1√
m+ + m−

(
Aαβ√
m+

+
Bαβ√
m−

)
(5.31)

onde Fαν(A, B) é invariante por transformações de calibre δAαβ = ∂αξβ e δBαβ =

∂αζβ . Conclúımos que o modelo generalizado descreve duas part́ıculas massivas,

uma com massa m+ e helicidade +2 e outra com massa m− com helicidade −2.

Comparando as funções de correlação temos:

〈fμ1ν1(x1) · · · fμNνN
(xN)〉SADG(f,m+,m−) =

〈Fμ1ν1 [C(x1)] · · ·FμNνN
[C(xN)]〉

S
(2)
AD(A,m+)+S

(2)
AD(B,−m−)

+ T.C (5.32)
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com mapeamento dual dado por:

fαβ ↔ Fαβ(C) (5.33)

Sabemos que, seria imposśıvel por exemplo obter funções de correlação entre

os campos Aαβ e fαβ pois os campos Aαβ são dependentes da escolha de calibre

enquanto os campos fαβ são invariantes de calibre. Entretanto desde que, Fαβ(C)

é independente das escolhas de calibre nós podemos relacioná-lo com os campos

fμν . Contudo, isso não é suficiente para garantir a equivalência quântica entre

SADG2(f) e S
(2)
AD(A, m+)+S

(2)
AD(B,−m−). Pois, segundo o mapeamento dual (5.33)

os campos fμν estão relacionados a uma combinação linear espećıfica de Aαβ e

Bαβ. Isso de certa forma é intrigante, pois podeŕıamos propor uma única teoria

que tivesse como campos fundamentais exatamente essa combinação. Porém se

conseguirmos mapear qualquer combinação linear de objetos independentes de

calibre com os campos fμν do modelo ADG2 então garantiremos que as teorias

SADG2 e S
(2)
AD(A, m+) + S

(2)
AD(B,−m−) são de fato equivalentes quânticamente.

Para fazer isso vamos adicionar termos de fonte para os objetos invariantes de

calibre Tμα(A) e Tμα(B) e então calcular suas funções de correlação. Além disso

vamos suprimir os termos de fonte referentes a fαβjαβ, sendo assim definimos o

novo funcional gerador:

W̃
[
j̃+, j̃−

]
=

∫
Df DλDÃDB̃ exp iS̃M

[
j̃+, j̃−

]
(5.34)

onde temos

S̃M

[
j̃+, j̃−

]
= SM(j = 0) +

∫
d3x

[
j̃μα
+ Tμα(Ã) + j̃μα

− Tμα(B̃)
]

. (5.35)

E a definição dos termos de fonte abaixo:

j̃+ ≡ 1√
m+ + m−

(
m−j+√

m+

− m+j−√
m−

)
(5.36)

j̃− ≡ − 1√
m+ + m−

(
j+√
m+

+
j−√
m−

)
. (5.37)

Integrando em fαβ e λαβ e substituindo as rotações (5.26) e (5.27) afim de de-

sacoplar os campos Ãαβ e B̃αβ, ficamos com

W [j+, j−] = W̃
[
j̃+, j̃−

]
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=

∫
DADB exp i

{
S

(2)
SD(A, m+) + S

(2)
SD(B,−m−)

+

∫
d3x [jμα

+ Tμα(A) + jμα
− Tμα(B)]

}
(5.38)

Por outro lado sem as integrações sobre os campos fαβ e λαβ mas fazendo as

translações Ãαβ → Ãαβ + fαβ e B̃αβ → B̃αβ + λαβ em (5.34) ficaremos com:

S̃M

[
j̃+, j̃−

]
=

a0

2

∫ (
f 2

)
FP

+
a1

2

∫
f · d f +

∫
j̃+ · d f

+
1

2

∫ (
λ2

)
FP

+

∫
λ · d f +

∫
j̃− · d λ

−
∫

B̃ · d Ã− a1

2

∫
Ã · d Ã +

∫
j̃+ · d Ã +

∫
j̃− · d B̃

(5.39)

Para desacoplar Ãαβ e B̃αβ dos termos de fonte, podemos fazer

B̃αβ → B̃αβ − a1

2
Ãαβ − a1

2
(j̃−)αβ + (j̃+)αβ (5.40)

seguido de Ãαβ → Ãαβ + (j̃−)αβ, o que nos leva após a integração sobre Ãαβ e

B̃αβ

S̃M

[
j̃+, j̃−

]
=

a0

2

∫ (
f 2

)
FP

+
a1

2

∫
f · d f +

∫
j̃+ · d f

+
1

2

∫ (
λ2

)
FP

+

∫
λ · d (f + j̃−)

+
a1

2

∫
j̃− · d j̃− +

∫
j̃− · d j̃+ (5.41)

integrando em λαβ temos a versão dual do modelo (5.38)

S̃M

[
j̃+, j̃−

]
= SADG(f) +

∫
f · dj̃+ − 1

2

∫
f · dΩ(j̃−) +O(j2) (5.42)

onde O(j2) entende-se por termos de ordem quadrática em j− e j+. Substituindo

(5.37) em (5.42) e integrando por partes ficamos com:

W [j+, j−] = W̃
[
j̃+, j̃−

]
=∫

Df exp i

{
SADG(f) +

∫
d3x

[
jλα
+ Dλα

μν(x,−m−)fμν

+ jλα
− Dλα

μν(x, m+)fμν

]
+O(j2)

}
(5.43)
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onde definimos o operador diferencial:

Dλαμν(x, m) =
1√

m
√

m+ + m−

[
m Eλμ

x ηαν − Eλ(μ
x Eν)α

x

]
(5.44)

Percebe-se que (5.43) e (5.38) são ambos simétricos pela troca (m+, m−, j+, j−) →
(−m−,−m+, j−, j+), além disso, agora podemos calcular as funções de correlação.

Por exemplo, com relação a j+ derivando funcionalmente (5.43) e (5.38) vamos

ter:

〈
Tα1β1 [A(x1)] · · ·TαNβN [A(xN)]

〉
S

(2)
AD(A,m+)+S

(2)
AD(B,−m−)

=

Dα1β1μ1ν1(x1, m+) · · ·DαNβNμNνN (xN , m+) 〈fμ1ν1(x1) · · · fμNνN
(xN)〉SADG

+ T.C

(5.45)

Podeŕıamos também calcular funções de correlação envolvendo Tμα(A) e Tμα(B).

Dessa forma provamos que o modelo ADG de fato equivale ao setor invariante

de calibre do par S
(2)
AD(A, m+)+S

(2)
AD(B,−m−), de forma análoga ao que acontece

para modos de spin-1, o que esta demonstrado em [14].



Caṕıtulo 6

Conclusão

A dualização de modelos de spin-1, serve como um laboratório para

generalizar os métodos de imersão de calibre de Noether e ação mestra, para spin-

2. No contexto de spin-1, verificou-se duas caracteŕısticas fundamentais sobre

esses métodos através do modelo de Proca, aprendemos que, ao dar simetria de

calibre para uma teoria sem essa simetria, também aumentamos a ordem nas

derivadas com relação ao modelo original. Isso pode ser problemático quando

obtém-se uma teoria de ordem superior, onde é provável o aparecimento de pólos

não f́ısicos no propagador. No que se refere ao método da ação mestra a história

não é diferente. O que aprendemos nesse caso é que para a construção de uma

ação mestra que interpole entre as teorias equivalentes, é necessário adicionar um

termo de mistura sem conteúdo f́ısico, pois do contrário o modelo obtido terá um

espectro não coincidente com o modelo de partida. Em ambos os casos, a adição

de campos auxiliares leva a restauração da estrutura anaĺıtica do propagador,

evitando o aparecimento de pólos fantasmas.

Vimos que as part́ıculas massivas de spin-2 em D = 2 + 1, podem ser

descritas por três modelos auto-duais equivalentes. Esses modelos podem ser

relacionados via métodos de dualização de imersão de calibre de Noether e ação

mestra. Via ICN , através do uso de argumentos de simetria local explicamos

por que em modelos de spin-2 existem três formulações equivalentes, diferente do
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que ocorre para spin-1, (MCS/AD). Isso ocorreu porque ao impor a simetria de

calibre δhμν = ∂μξν do termo dinâmico sobre o modelo AD
(1)
2 [4] obtém-se um

modelo auto-dual de segunda ordem AD
(2)
2 [4, 19], cujo termo de massa é do tipo

Chern-Simons CS
(1)
2 e não possui a simetria de calibre δhμν = εμναΛα do termo de

EH, sendo assim impondo essa simetria, obtivemos uma formulação de terceira

ordem AD
(3)
2 , a qual foi identificada como o modelo topologicamente massivo da

gravitação [18] na aproximação linearizada.

A equivalência quântica entre esses três modelos, foi elucidada pela con-

strução de uma única ação mestra que interpola entre os modelos. Nesse caso

vimos que além do termo de Chern-Simons o termo de Eistein-Hilbert pôde

ser usado como termo de mistura, isso por que separadamente esse termo não

possui dinâmica. Além disso, via ação mestra, conseguimos mostrar que as

condições subsidiárias de traço nulo, transversalidade e parte antissimétrica nula

permanecem mesmo a ńıvel quântico. Isso permite concluir sobre o desacopla-

mento de graus de liberdade espúrios, o que é uma condição essencial para a

descrição de uma part́ıcula de spin-2 de forma consistente, pois dessa forma as

componentes de spin mais baixas, spin-0 e spin-1, são eliminadas.

Os autores em [21], conclúıram que uma teoria constitúıda pela soma

de um termo de Einstein-Hilbert quadrático, um termo de massa de Fierz-Pauli

e um termo de massa de Chern-Simons de terceira ordem não possúı espectro

f́ısico, pelo fato dos termos de massa requererem cada um, um sinal diferente

para o termo de EH. Isso de fato foi notado por nós nesta dissertação quando

verificamos a mudança de sinal sofrida pelo termo de EH na passagem do mod-

elo AD
(2)
2 para o modelo AD

(3)
2 . Com isso em completa analogia com o que

ja foi feito para part́ıculas de spin-1, propusemos uma ação auto-dual general-

izada ADG que consiste na soma de um termo de EH, um termo de massa de

Fierz-Pauli e um termo de massa de Chern-Simons (porém agora de primeira

ordem). Vimos que o modelo proposto contém duas part́ıculas f́ısicas massivas

no espectro. Isto é, mostramos a equivalência quântica entre o setor invariante

de calibre de AD
(2)
2 (A, m+) + AD

(2)
2 (B,−m−) e ADG calculando as funções de
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correlação. Além disso, num procedimento inverso generalizamos o procedimento

de solda para os dois modelos auto-duais AD
(2)
2 (A, m+) e AD

(2)
2 (B,−m−) com

massas distintas encontrando o modelo auto-dual generalizado ADG, e gerando

de forma original o termo de massa de Fierz-Pauli.

Alguns aspectos sobre modelos de spin-2, não foram abordados neste tra-

balho talvez o mais importante seja levar em conta a interação com outros cam-

pos. Porém, acreditamos que, com o conhecimento que acumulamos no âmbito

das teorias livres, essas carências possam ser supridas brevemente. Nossa perspec-

tiva para o futuro consiste basicamente em generalizar, os métodos de dualização

para part́ıculas massivas de altos valores de spin em D = 2+1 e incluir interação

com outros campos. É importante notar que o tema de interações para part́ıculas

bosonicas de spin-2 ou maior é ainda objeto de intensa pesquisa. Vide por ex-

emplo [38, 42]. Por fim a parte final dessa dissertação encontra-se na forma de

pre-print em [17].
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Apêndice A

Modelo de Proca de 1a. ordem

A.1 Propagador

Faremos a seguir a integração funcional no campo auxiliar Bμν [2] do modelo de

Maxwell-Kalb-Ramond obtido via ICN (vide [37]) e ação mestra (vide [6]) no

caṕıtulo 2. É necessário lembrar que o modelo de MKR é invariante de calibre,

portanto devemos fixar o calibre e isso modifica a densidade de lagrangiana da

seguinte forma:

LMKR+fg = LMKR +
λ1

2
(∂μA

μ)2 − λ2

2
(∂νB

νμ)2

= L(Aμ) +
1

12
HμνλHμνλ +

m

4
εμνρλB

μνF ρλ − λ2

2
(∂νB

νμ)2

= L(Aμ) + L(Bμν , Aμ) (A.1)

onde

L(Aμ) = −1

4
F μνFμν +

λ1

2
(∂μA

μ)2 (A.2)

substituindo a expressão para Hμνλ nós voltamos a expressão (2.55) que pode ser

rearranjada como:

L(Bμν , Aμ) =
1

4
Bρλ

[
εμαβγεμνρλ∂

ν∂α

2
+ 2λ2δ

[γ
[λ∂ρ]∂

β]

]
Bβγ +

m

2
F ∗νλB

νλ

=
1

4
BρλOβγ

ρλBβγ +
m

2
F ∗νλB

νλ (A.3)
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onde estamos definindo:

Oβγ
ρλ ≡

1

2
εμαβγεμνρλ∂

ν∂α + 2λ2δ
[γ
[λ∂ρ]∂

β] (A.4)

F ∗νλ ≡
1

2
ενλαβFαβ. (A.5)

δ
[μ
[α∂ν]∂β] =

1

4
(δμ

α∂ν∂β − δν
α∂μ∂β − δμ

β∂ν∂α + δν
β∂μ∂α). (A.6)

Logo, nós escrevemos a função de partição:

ZMKR+fg =

∫
DAμDBμν ei

R
d4x[L(Aμ)+ 1

4
BρλOβγ

ρλ Bβγ+m
2

F ∗νλBνλ] (A.7)

para a integração funcional em Bμν nós fazemos a mudança de variáveis Bρλ →
B̃ρλ = Bρλ − m(O−1)ρλ

αβF ∗αβ com jacobiano trivial DBρλ = DB̃ρλ sendo assim

temos:

ZMKR+fg =

∫
DAμDB̃μν e

i
R

d4x
h
L(Aμ)+ 1

4
B̃ρλOβγ

ρλ B̃βγ−m2

4
F ∗νγ(O−1)δβ

νγF ∗δβ

i
(A.8)

= c

∫
DAμe

i
R

d4x
h
L(Aμ)−m2

4
F ∗νγ(O−1)δβ

νγF ∗δβ

i
. (A.9)

Para obter uma teoria efetiva, e conseqüentemente o propagador, nós precisamos

inverter o operador Oβγ
ρλ , e para isso nós usamos:

Oμν
αβ(O−1)ρλ

μν = δρ
[αδσ

β] (A.10)

onde definimos a identidade sobre tensores antisimétricos:

δρ
[αδσ

β] ≡
1

2
(δρ

αδσ
β − δρ

βδσ
α) (A.11)

vamos começar reescrevendo o primeiro termo em (A.4) como segue:

ερμνλεραβγ∂λ∂
γ == −2�δμ

[αδν
β] + 4δ

[μ
[α∂ν]∂β] (A.12)

logo nos podemos escrever

Oμν
αβ = −�δμ

[αδν
β] + 2 (λ2 + 1) δ

[μ
[α∂ν]∂β]. (A.13)

o primeiro termo do lado direito de (A.13) é proporcional a identidade, resta

escrever o segundo termo como um projetor para realizar a inversão, para isso

note que:

δ
[μ
[α∂ν]∂β]δ

[ρ
[μ∂

σ]∂ν] =
�
2

δ
[ρ
[α∂σ]∂β] (A.14)
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então definimos o projetor como:

Θρσ
αβ ≡

2

�δ
[ρ
[α∂σ]∂β] (A.15)

logo

Oμν
αβ = −�δμ

[αδν
β] + � (λ2 + 1) Θμν

αβ (A.16)

sendo que os produtos tensoriais satisfazem

δμ
[αδν

β] δρ
[μδ

σ
ν] = δρ

[αδσ
β] (A.17)

δμ
[αδν

β]Θ
ρσ
μν = Θρσ

αβ (A.18)

Θμν
αβΘρσ

μν = Θρσ
αβ (A.19)

logo, podemos inverter o operador definindo:

Oμν
αβ = aδμ

[αδν
β] + bΘμν

αβ (A.20)

(O−1)ρσ
μν = Aδρ

[μδ
σ
ν] + BΘρσ

μν (A.21)

com:

a = −� ; b = � (λ2 + 1) (A.22)

então temos,

aA = 1 =⇒ A = − 1

� (A.23)

B = − bA

(a + b)
=⇒ B =

1

�

(
1 +

1

λ2

)
(A.24)

então:

(O−1)ρσ
μν = − 1

�δρ
[μδ

σ
ν] +

1

�

(
1 +

1

λ2

)
Θρσ

μν (A.25)

substituindo esse resultado em (A.9) nós temos:

−m2

4
F ∗νγ(O−1)δβ

νγF
∗
δβ = −m2

4
F μν 1

�Fμν (A.26)

pois o segundo termo do inverso do operador em (A.25) se anula quando multi-

plicamos o projetor, que contém produtos de derivadas (vide definição A.15) pela
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definição de F ∗μν que contém śımbolos de Levi-Civita pois nessa contração temos

objetos do tipo εμναβ∂μ∂ν = 0. Sendo assim escrevemos a ação efetiva:

Sef =

∫
d4x

[
L(Aμ)− m2

4
F μν 1

�Fμν

]
(A.27)

=

∫
d4x Aμ

[
�
2

θμν − λ1

2
∂μ∂ν +

m2

2
θμν

]
Aν

=

∫
d4x Aμ

[
1

2
(� + m2)θμν − λ1�

2
(gμν − θμν)

]
Aν

=

∫
d4x AμD−1

μν Aν . (A.28)

No espaço dos momentos (� → −k2), o operador acima fica:

D−1
μν (k) = −1

2
(k2 −m2)θμν +

λ1k
2

2
(gμν − θμν) (A.29)

logo o propagador para o foton pode ser escrito da seguinte maneira:

Dμν(k) =
2

λk2
(gμν − θμν)− 2

(k2 −m2)
θμν (A.30)

Temos um pólo massivo no propagador de (A.30), este pólo possui um reśıduo

negativo no limite que k2 → m2, ou seja ele não é um fantasma.

A.2 Acoplamento não topológico

A.2.1 Imersão de Calibre de Noether

Vamos considerar que o acoplamento com o campo auxilar seja feito

de forma não topológica, isso modifica a teoria anterior da seguinte maneira

LPL(NT ) ≡ L0 =
m2

2
AμA

μ − 1

4
BμνBμν +

1

2
BμνFμν , (A.31)

de onde podemos definir os vetores de Euler:

Kγ = m2Aγ − ∂αBαγ (A.32)

Mαβ =
1

2
Bα +

1

2
F αβ. (A.33)
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Como foi feito anteriormente vamos propor uma iteração exatamente como (2.21),

sendo que os campos auxiliares aμ e bμν devem ser tais que cancelem a variação de

L0. A priori, neste caso não sabemos que transformações de simetria dos campos

fundamentais devemos impor, haja visto a natureza não topológica do modelo.

Contudo escolhendo os campos auxiliares de forma apropriada ficamos com

δL1 = −aγδK
γ − bαβδMαβ, (A.34)

o que mos leva à:

δL1 = −m2aγδA
γ + aγ∂αδBαγ − 1

2
bαβδBαβ (A.35)

e então devemos encontrar uma transformação de simetria que nos permita es-

crever funções locais de δaμ e δbμν . Olhando para a expressão imediatamente

acima notamos que o campo Bμν deve ter uma transformação especial, diferente

da usada no caso topológico, e de tal forma que cancele o segundo termo. Uma

transformação que atende a este propósito é dada por:

δBαβ = εαβμν(∂μΛν − ∂νΛμ) ≡ δbαβ (A.36)

O mesmo não é necessário para o campo Aμ pois neste caso usando uma trans-

formação de calibre U(1) usual

δAμ = ∂μΛ = δaμ, (A.37)

pode-se completar quadrado em aμ. Com isso obtemos uma densidade de la-

grangiana que é naturalmente invariante de gauge pelas transformações (A.36) e

(A.37) escrita como (2.50) porém aqui temos:

KμK
μ = m4AμA

μ − 2m2Aγ∂αBαγ + ∂νBνλ∂αBαλ (A.38)

MμνM
μν =

1

4
BμνB

μν +
1

2
BμνF

μν +
1

4
F μνFμν (A.39)

Então como resultado temos um modelo análogo ao MKR que chamaremos de

MKR(NT ) com densidade de lagrangiana dada por

LMKR(NT )
= − 1

2m2
∂νBνλ∂αBαλ − 1

4
FαβFαβ + Aγ∂μBγμ, (A.40)
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redefinindo Bμν → mBμν , e rearranjando os termos nós temos

LMKR(NT )
= −1

2
(∂νB

νμ)2 − 1

4
F μνFμν +

1

2
BμνF

μν , (A.41)

A.2.2 Ação Mestra

Para a densidade de lagrangiana de Proca de primeira ordem não

topológica (A.31), propõe-se agora a construção da ação mestra

SM [JA, JB] =

∫
d3x

[
m2

2
AμA

μ +
1

4
BμνB

μν +
1

2
(Bμν − B̃μν)(F

μν − F̃ μν)

− 1

2
BμνFμν + Jμ

AAμ + Jμν
B Bμν ] (A.42)

Fazendo a mudança trivial B̃μν → B̃μν + Bμν e Ãμν → Ãμν + Aμν mostra-se a

equivalência entre a ação mestra e a teoria não topológica

WM [JA, JB] =

∫
DAμDÃμDBμνDB̃μν exp

∫
d3x

[LPL(NT )[JA, JB]

+
1

2
B̃μνF̃

μν

]
(A.43)

onde:

LPL(NT )[JA, JB] = LPL(NT ) + Jμ
AAμ + Jμν

B Bμν (A.44)

da integração funcional sobre B̃μν e Ãμ temos uma constante.

Por outro lado (A.42) equivale a

SM [JA, JB] =

∫
d3x

[
m2

2
AμA

μ +
1

4
BμνB

μν − 1

2
BμνF̃

μν − 1

2
B̃μνF

μν+

+
1

2
B̃μνF̃

μν + Jμ
AAμ + Jμν

B Bμν

]
. (A.45)

Integrando funcionalmente sobre Aμ e Bμν , e logo após escolhendo β = −1 e

redefinindo B̃μν → mB̃μν , podemos escrever o funcional gerador como:

WM [JA, JB] =

∫
DÃμDB̃μν exp

[
−1

2
(∂νB̃

νμ)2 − 1

4
F̃ μνF̃μν +

1

2
B̃μνF̃

μν

+ jμ
AFμ(B)− Jμ

AJAμ

2m2
+ Jμν

B Gμν(A)− Jμν
B JBμν

]
(A.46)
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que é exatamente o modelo MKRNT dado em (A.41). Sendo assim podemos

calcular agora as funções de correlação a partir de (A.46) e (A.43), que nos da

〈Aμ1(x1) · · ·AμN(xN)〉PL(NT ) = 〈Fμ1(x1) · · ·FμN(xN)〉MKR(NT ) + T.C (A.47)

〈Bμ1ν1(x1) · · ·BμNνN(xN)〉PL(NT ) = 〈Gμ1ν1(x1) · · ·GμNνN(xN)〉MKR(NT ) + T.C

(A.48)

onde temos os mapeamentos duais:

Aμ ↔ Fμ(B̃) = − 1

m2
∂νB̃νμ (A.49)

Bμν ↔ Gμν(Ã) = F̃μν(A), (A.50)

o que garante a equivalência a ńıvel quântico entre o modelo de Proca de primeira

ordem não topológico e o modelo de Maxwell-Kalb-Rammond não topológico. A

teoria MKR(NT ) é invariante pelas transformações de simetria (A.36) e (A.37).

Portanto assim como no caso anterior devemos adicionar termos de fixação de

gauge. Neste ponto é interessante notar que o termo de fixação referente ao

campo Bμν deve ter a mesma forma que o primeiro termo na expressão (2.55) o

qual é o termo de Kalb-Ramond, pois se tentássemos um termo de fixação como

o utilizado no caso anterior não estriamos de fato fixando o calibre. Logo ficamos

com:

LMKR(NT )+fg = LMKR(NT )
+

λ1

2
(∂μA

μ)2−λ2

2

(
1

4
εμαβγεμνρλ∂

νBρλ∂αBβγ

)
, (A.51)

Tomando Bαβ → εαβγδB
γδ recuperamos o modelo topológico.



Apêndice B

Einstein-Hilbert linearizado e

notações

B.1 Linearização

A teoria de Einstein-Hilbert linearizada, descreve um modo propagante

(D ≥ 4) sem massa e de spin-2, num espaço-tempo plano. A densidade de

lagrangiana do modelo incluindo um fator 1/2 é dada por:

LEH =
1

2

√−gR (B.1)

Na equação acima g é o determinante da métrica e R é o escalar de Riemann que

pode ser obtido a partir de um objeto tensorial mais geral, chamado tensor de

curvatura de Riemann que é escrito em função dos śımbolos de Christoffel Γα
βδ

Rα
βγδ = ∂γΓ

α
βδ − ∂δΓ

α
βγ + Γα

μγΓ
μ
βδ − Γα

μδΓ
μ
βγ , (B.2)

com

Γρ
μν =

1

2
gρσ(∂μgσν + ∂νgσμ − ∂σgμν). (B.3)

Vamos fazer então a linearização. A principio pode-se fazer isso linearizando na

métrica gμν = ημν +hμν onde temos a métrica plana de Minkowski ημν e um desvio

da métrica hμν . Ou por outro lado podemos fazer a linearização nos dreibeine
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eρa = ηρa + hρa. Nesse caso a métrica fica escrita como gρσ = eρae
a

σ. Segundo a

linearização nos dreibeine expandindo até a ordem quadrática em hμν obtemos a

seguinte expressão:

gρσ = ηρσ + 2h(ρσ) + haρh
a

σ (B.4)

gρσ = ηρσ − 2h(ρσ), (B.5)

Substituindo (B.4) e (B.5) em (B.3) nós obtemos uma expansão até termos

quadráticos para o śımbolo de Christoffel

Γρ
μν = ∂μh

(ρ
σ) +

1

2
∂μ(h ρ

a ha
ν)− 2h(ρσ)∂μh(σν)

+ ∂νh
(ρ

μ) +
1

2
∂ν(h

ρ
a ha

μ)− 2h(ρσ)∂νh(σμ)

− ∂ρhμν − 1

2
∂ρ(haμh

a
ν) + 2h(ρσ)∂σh(μν). (B.6)

O escalar de Riemann é obtido da aplicação da métrica inversa ao tensor de Ricci

R = gβδRβδ

= (ηβδ − 2h(βδ))Rβδ (B.7)

onde:

Rβδ = Rα
βαδ = ∂αΓα

βδ − ∂δΓ
α
βα + Γα

μαΓμ
βδ − Γα

μδΓ
μ
βα. (B.8)

Substituindo (B.8) em (B.7) nós obteremos o escalar de Riemann R. Porém

para a construção do modelo de Einstein-Hilbert linearizado devemos antes disso

calcular o fator
√−g em (B.1) até termos lineares em hαβ, visto que em

√−gR

o fator R (vide B.6, B.7, B.8) é no mı́nimo linear em hαβ. Nessa aproximação

usando a matriz 3× 3 dada em (B.4) não é dif́ıcil ver que g = −(1 + 2h). Após

outra expansão
√−g = 1 + h. Com isso obtemos o modelo de Einstein-Hilbert

linearizado no dreibein.

LEH =
1

2

√−gR =
1

2
(1 + h)R

=
1

2
∂μh∂μh +

1

4
∂μhαν∂αhμν +

1

2
∂μhαν∂αhνμ +

1

4
∂μhνα∂αhνμ

− 1

4
∂μhαν∂μhαν − 1

4
∂μhαν∂μhνα − ∂νh

μν∂μh. (B.9)
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No próximo tópico vamos relacionar a expressão explicita que obtivemos aqui,

com as notações que encontramos via ação mestra e imersão de calibre de Noether.

B.2 Notações

Primeiramente é necessário dizer que, na parte de spin-2 desta dissertação ado-

tamos a signatura (−, +, +), com isso, a regra para contrações dos śımbolos de

Levi-Civita fica escrita como:

εμαβεργλ = −det[ησ
σ′ ] σ = μ, α, β ; σ′ = ρ, γ, λ (B.10)

εμαβεμγλ = −det[ησ
σ′ ] σ = α, β ; σ′ = γ, λ (B.11)

εμαβεμαλ = −2! ηβ
λ (B.12)

εμαβεμαβ = −3!. (B.13)

Via imersão de calibre de Noether, a formulação lagrangiana que obtivemos nat-

uralmente para o modelo de Einstein-Hilbert, é dada pela expressão (4.38):

L =
1

2m2
T μνTνμ − 1

4m2
T 2 (B.14)

onde Tμν = mεμνα∂νhα
ν , logo podemos reescrever:

L = εμνλεαβγ

(
1

2
∂νhλα∂βhγμ − 1

4
∂νhλμ∂βhγα

)
(B.15)

Usando (B.10) pode-se verificar que:

1

2m2
T μνTνμ − 1

4m2
T 2 =

1

2

√−gR (B.16)

Por outro lado, por conveniência adotamos a seguinte notação [19], para abordar

os cálculos via técnica da ação mestra, vide (4.49, 4.50):

L =
1

4
h · dΩ(h)

=
εμνλhμ α∂νΩ

α
λ (h)

4
(B.17)

onde

Ωλ
α(h) ≡ εαβγ [∂λhγβ − ∂β (hγλ + hλγ)] (B.18)
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Após integrações por partes, e algum cálculo pode-se mostrar que:∫
d3x

[
1

4
h · dΩ(h)

]
= −

∫
d3x

[
1

2

√−gR

]
(B.19)

Logo as notações podem ser relacionadas por:∫
d3x

[
1

4
h · dΩ(h)

]
= −

∫
d3x

[
1

2m2
T μνTνμ +

1

4m2
T 2

]
. (B.20)

Uma vantagem da notação que adotamos nos cálculos da ação mestra, refere-se a

facilidade em mostrar que o termo de Einstein-Hilbert depende somente da parte

simétrica h(αβ) pois

εμνλ∂νΩ
α

λ (h) = −2EμλEαγh(γλ) (B.21)

substituindo em (B.17) temos

1

4
h · dΩ(h) = −1

2
h(λμ)E

λδEμαh(αδ). (B.22)

Além disso, o termo quadrático de Chern-Simons de terceira ordem obtido via

ação mestra é dado por:

L =
1

8m

∫
Ω(h) · d Ω(h) (B.23)

Usando (B.21) em (B.23) é fácil verificar, após uma integração por partes que:

1

8m

∫
Ω(h) · d Ω(h) = −

∫
d3x

[
1

2m
h(ρμ)�θργEμλh(γλ)

]
, (B.24)

ou seja o termo de Chern-Simons de terceira ordem, também depende somente

da parte simétrica do desvio hμν . Por outro lado a partir da expressão que

obtivemos para o termo CS
(3)
2 via imersão de calibre também podemos verificar

sua dependência com a parte simétrica. Veja o segundo termo na expressão (4.48):

L = − 1

2m
fαμ(�θαγEβμ −�θαμEβγ)fγβ (B.25)

decompondo fμν = f(μν) + εμναΛα e substituindo na expressão imediatamente

acima podemos após algumas manipulações mostrar que:

1

2m
fαμ(�θαγEβμ −�θαμEβγ)fγβ =

1

2m
h(ρμ)�θργEμλh(γλ). (B.26)
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Embora seja um pouco sútil, pereceber a dependência com a parte simétrica de

hμν , devemos nos lembrar que este termo é invariante pela simetria de calibre

δhμν = εμναΛα sendo assim dev́ıamos esperar que somente a parte simétrica de

hμν sobrevivesse.

B.3 Demonstração de (4.65)

Para a demonstração das identidades, vamos recorrer a expressão (B.18) e em

seguida escrever:∫
h · dΩ(A) =

∫
d3x εμνλhμα∂νε

αβγ [∂λAγβ − ∂β (Aγλ + Aλγ)]

=

∫
d3x

[−2∂μh∂μA + 2∂νh∂λA
λν + 2∂αhαμ∂

μA

− ∂μhαμ∂νA
αν − ∂αhαμ∂λA

λμ − ∂μhαμ∂νA
να

− ∂αhαμ∂νA
μν + ∂νhαμ∂

νAμα + ∂νhαμ∂
νAαμ] . (B.27)

Vamos escrever também a expressão contrária, isto é:∫
A · dΩ(h) =

∫
d3x

[−2∂μA∂μh + 2∂νA∂λh
λν + 2∂αAαμ∂

μh

− ∂μAαμ∂νh
αν − ∂αAαμ∂λh

λμ − ∂μAαμ∂νh
να

− ∂αAαμ∂νh
μν + ∂νAαμ∂

νhμα + ∂νAαμ∂
νhαμ] . (B.28)

Após uma inspeção termo a termo conclúımos que:∫
h · dΩ(A) =

∫
A · dΩ(h). (B.29)

Por outro lado, após uma integração por partes é fácil verificar que∫
d3x εμναhμα∂νΩ(A) α

λ =

∫
d3x εμνλΩμα(A)∂νh

α
λ (B.30)

ou seja ∫
h · dΩ(A) =

∫
Ω(A) · d h (B.31)

logo fica demonstrado que a identidade abaixo é verdadeira∫
h · dΩ(A) =

∫
A · dΩ(h) =

∫
Ω(A) · d h (B.32)
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