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Resumo

Neste trabalho investigamos algumas propriedades dinamicas de dois modelos descritos por
mapeamentos discretos: (i) mapa quadratico com perturbacao paramétrica e; (ii) modelo do
acelerador de Fermi concentrando particularmente na dindmica dissipativa. No caso (i) e com
a introducao de uma perturbacao paramétrica o espaco de parametros é bidimensional permi-
tindo assim um estudo de suas estruturas periddicas. Por outro lado o modelo do acelerador
de Fermi descrito em (ii) consiste de uma particula classica confinada entre duas paredes
rigidas sendo uma delas fixa e outra movendo-se periodicamente no tempo. A particula sofre
colisdes com ambas paredes, que assumiremos serem inelasticas. Isso implica em uma perda
fracional de energia a cada choque. O sao observadas nela. Mostramos que as estruturas
periodicas presentes no espaco de parametros ¢ bidimensional e estruturas periddicas tam-
bém modelo do acelerador de Fermi obedecem a uma regra de organizacao descrita por uma

equacao diofantina.

Palavras-chave: Modelo Fermi-Ulam, espaco de parametros, estruturas shrimp.



Abstract

Some dynamical properties are investigated in this work considering two models described
by discret mappings: (i) a quadratic map under a parametric perturbation and; (ii) a Fermi
accelerator model focusing particularly in the dissipative dynamics. In case (i) and with
the introduction of a parametric perturbation the parameter space becomes two-dimensional
allowing us to study periodic structures present in such space. On the other hand, the
Fermi accelerator model described in case (i), consists of a classical particle confined to
bounce between two rigid walls. Omne of them is fixed and the other one is assumed to
move periodically in time. Inelastic collisions are considered leading the particle to suffer
a fractional loss of energy upon collision. The parameter space is also two-dimensional and
periodic structures are observed. We show that the organization of such structures is described

by a diophantine equation.

Keywords: Fermi-Ulam model, parameter space, shrimp structures.
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Capitulo 1

Introducao

A dinamica é considerada hoje em dia um assunto interdisciplinar, sendo originalmente
uma ramificacao da fisica. Tudo comecou em meados de 1600, quando Newton inventou as
equagoes diferenciais (1), descobriu as leis de movimento e gravitagdo universal e as combinou
para explicar as leis de Kepler dos movimentos planetarios. Especificamente, Newton resolveu
o problema de dois corpos - o problema de calcular o movimento da Terra ao redor do Sol - com
a lei da atragao gravitacional entre eles. Matematicos e fisicos tentaram expandir os métodos
analiticos de Newton para o problema dos trés corpos, mas esse problema tornou-se muito
dificil de resolver. Depois de algum tempo o problema dos trés corpos era essencialmente
impossivel de resolver, no sentido de obter formulas explicitas para descrever o movimento
dos trés corpos. Nesse ponto a situacao parecia sem esperanca.

A quebra de pensamento veio com o trabalho de Poincaré no final dos anos 1800 (2). Ele
introduziu um novo ponto de vista que enfatizava as questoes qualitativamente e nao quanti-
tativamente como era usual na época. Por exemplo, ao invés de perguntar pela exata posicao
dos planetas em todos os instantes, ele perguntou: “E o sistema solar estavel para sempre, ou
alguns planetas eventualmente escapardao para o infinito?” (3). Poincaré desenvolveu apro-
ximagoes geométricas poderosas para analisar essas questoes. Essas aproximacoes surgiram
com aplicagoes que iriam além da mecanica celeste. Poincaré foi também a primeira pessoa a
enxergar a possibilidade de caos, no qual um sistema deterministico exibe um comportamento
dinamico que depende sensivelmente das condicoes iniciais.

Os estudos sobre caos voltaram na metade do século passado. Com a invencao de compu-



tadores nos anos de 1950 a dinamica voltou a ser estudada com mais énfase. O computador
permitiu experimentos com equacoes que antes eram impossiveis de se resolver. Tais expe-
rimentos levaram a descoberta por Lorenz (4) em 1963 do movimento cadtico em atratores
estranhos. Ele estudou alguns fendmenos atmosféricos e descobriu que as solugoes para suas
equacoes nunca retornavam para o equilibrio ou para um estado periédico. Ao contrario, elas
continuavam oscilando num molde irregular e nao periodico. Se ele comecasse suas simula-
coes a partir de duas condigoes iniciais proximas, o resultado do comportamento se tornaria
totalmente diferente. Ele também mostrou que existiam estruturas no caos. Quando plotados
em 3 dimensoes, as solucoes de suas equacgoes tinham a forma de asas de borboleta, surgindo
dai uma nova teoria fisica e matematica, a teoria do caos.

Antes da teoria de Lorenz, em 1939 surgiu um projeto chamado Manhattan, que consistia
em um projeto cientifico com varios profissionais de areas diferentes. Existiam dois cientistas,
Enrico Fermi e Stanislaw Ulam, que conviveram no mesmo ambiente cientifico. Em 1949,
Enrico Fermi (5), na tentativa de explicar a aceleracao dos raios cosmicos que viajavam
no meio interestelar, prop6s um modelo interativo com campos magnéticos oscilantes. Em
1961 Ulam (6) propos um modelo dindmico em que uma particula colide elasticamente (sem
perdas de energia) com uma parede rigida que oscila periodicamente com o tempo. Estas
por sua vez exercem assim o papel dos raios césmicos e dos campos magnéticos oscilantes,
respectivamente. Para que a dinamica se repita indefinidamente, é introduzida uma parede
rigida a uma certa distancia da parede movel, esta por sua vez reinjeta a particula para um
proximo choque. Esse modelo ficou conhecido como modelo Fermi-Ulam.

Nesse trabalho iremos estudar o modelo Fermi-Ulam para os casos conservativo e dissipa-
tivo e algumas propriedades serao discutidas, particularmente aquelas obtidas na presenca de
dissipacao. No caso dissipativo encontraremos estruturas no espaco de parametros que sao
conhecidas como estruturas shrimps (7).

A organizacao da dissertacao se da da seguinte forma. No capitulo 2 discutimos o mapa
quadratico (8), as expressoes dos pontos fixos serdo obtidas, a estabilidade das 6rbitas sao
caracterizadas, o célculo do expoente de Lyapunov é explicitado e por fim mostramos as

estruturas shrimps com as regras de organizagao. O capitulo 3 trata do modelo Fermi-Ulam,



especificamente o modelo completo, nele é mostrado a construgao do mapa para os dois tipos
de colisdes existentes. E mostrado o caso conservativo e dissipativo, ambos com os caculos das
matrizes Jacobianas e expoente de Lyapunov e finalmente as estruturas shrimps. O capitulo
4 é dedicado as discussoes da versao simplificada do modelo do acelerador de Fermi onde sao
apresentadas as aproximacoes feitas nesse caso, o mapa, a matriz Jacobiana, espacos de fases
e expoentes de Lyapunov, bem como as estruturas shrimps e suas regras de organizacao no

espaco de parametros. Por fim, as conclusoes e perspectivas sao discutidas no capitulo 5.



Capitulo 2

Mapa Quadratico

Nessa secao, discutiremos algumas propriedades do mapa quadritico. O mapeamento
serviu como um estudo inicial sobre shrimps. Antes porém, obtivemos as expressoes dos
pontos fixos, caracterizamos a estabilidade das o6rbitas, discutimos o célculo do expoente de
Lyapunov e por fim as estruturas shrimps propriamente. Mostraremos que o mapa quadratico
pode ser obtido através de uma transformagcao de variaveis feita no mapa logistico. O principal
objetivo é, através da introducao de uma perturbacao paramétrica no mapa quadratico,
caracterizar a distribuicao de estruturas peridédicas conhecidas como shrimp, que aparecem
imersas em uma regiao cadtica do espaco de parametros.

Este capitulo estd organizado da seguinte maneira: na secao 2.1 apresentamos os proce-
dimentos para obtencao do mapa quadratico através do mapa logistico, além da descrigao do
diagrama de orbita. Na secao 2.2 os pontos fixos e Orbitas periddicas foram encontrados e
uma classificacao quanto a estabilidade foi feita. O diagrama de 6rbita também é mostrado
aqui. Na secao 2.3 o expoente de Lyapunov foi calculado com o objetivo de caracterizar
quais parametros tornam a evolucao do sistema cadtica. Na secao 2.4 uma alteracao no
mapa foi proposta e um novo parametro que controla uma nao linearidade foi introduzido,

estabelecendo uma perturbacao paramétrica. Encontramos também as estruturas shrimps.



2.1 Mapa

Uma forma de obter o mapa quadratico é fazendo uma transformacao linear do tipo

y = ax + b no mapa logistico, definido como

Yn+1 = Ryn<1 - yn) (21)

onde R é um parametro de controle.

Esta equacao foi descrita pelo bidlogo Robert May em 1976 (9) como um modelo popu-
lacional, com y, sendo o ntimero de individuos da n-ésima geracao, e R como uma taxa de
crescimento da populagao.

Substituindo a transformagao, obtemos

arni1 +b = R(ax, +b)(1 —az, —b),

= R(—ad*s? - 2abx, + ax, — b* +b),

Tpy1 = —Razr? — Rr,(2b—1) + 2(—bR +R-1).
Fazendo b = % ea= —%, chegamos na expressao que define o mapa quadratico
Tpy1 =22 —c, (2.2)
onde ¢ = # ¢ uma constante arbitraria ¢ € [—2;0,25]. No intervalo de ¢ € [—2;0,25] e

considerando zy = 0, a evolucao da variavel x dada pelo mapa 2.2 converge sempre para um
atrator que pode ser cadtico ou nao. Para valores de ¢ fora desse intervalo e para a condi¢ao
inicial g = 0, o mapa diverge, com x — oo. A tabela 2.1 mostra a evolucao da dinamica do

mapeamento usando zg = 0,01 e ¢ = 0,30.



Iteragao Tn
0 0,01
1 0,30

2 0,39

20 1,15 x 10%
21 1,32 x 10'#2
22 00

Tabela 2.1: Sequéncia dinamica do mapa definido na Eq. (2.2) para xo = 0,01 e ¢ = 0,30.

2.2 Pontos Fixos e Orbitas Periodicas

Em mapas uni-dimensionais, os pontos fixos x* sao obtidos a partir da solu¢ao da seguinte
equacao

Tyl = Ty, = 2. (2.3)

Isso implica que nao ha variagao no valor de x,, para o seu sucessor em 1.
Para encontrarmos os pontos fixos substituiremos a Eq. (2.3) no mapa quadratico da Eq.

(2.2). Fazendo a substituigao, encontramos

o =2 —c (2.4)

Resolvendo a equacio do 2° grau 2*2 — 2* 4 ¢ = 0, obtemos duas raizes que correspondem

aos dois pontos fixos

1+ +1—4c

x] = 5 (2.5)
. l1l—v1—-4c
Ty= g (2.6)

Outra forma de obté-los é separando a Eq. (2.4) em f(z) = 22 — c e g(z) = z e fazendo
um grafico para verificar quando as funcgoes f e g se cruzam. A Fig. 2.1 mostra um exemplo
dessa analise para ¢ = —0,6. Os circulos indicados mostram a posicao de interseccao das
fungoes e define os pontos. Resolvendo analiticamente as Eqs. (2.5) e (2.6) para o mesmo
valor de ¢, encontramos z7 = 1,42 e x5 = —0,42, conforme mostrado na Fig. 2.1.

Para analisarmos a estabilidade dos pontos fixos em mapas uni-dimensionais devemos
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— f(x)
— 8kx)

Mo

Figura 2.1: Grafico das fungoes f(z) = 22 — c e g(xr) = . A intersecgao das duas curvas
identifica os pontos fixos.

propor um ponto z,, = r*+¢,, isto é, distante €, (com €, pequeno) do ponto fixo z* e verificar
se x, se aproxima (ponto fixo assintoticamente estével) ou se afasta (ponto fixo instavel) de
x* conforme a iteracao n passa. Se |e 1] < |€,] o ponto fixo é dito ser assintoticamente
estavel, ao passo que se |e,11]| > |€,| 0 ponto fixo é dito ser instavel.

Sabemos que x,.1 = f(z,) = f(z* + €,). Expandindo f(z* + ¢,) em Série de Taylor,

encontramos
of(x,
fz" +€,) = f(z¥) + gm ) (% + €, — 2) + O%(ep),
mas Tpy1 = T + €1 = f(2%) + %”i") en + O%*(e,), 0 que nos leva a
of(xy,
Ent1 — .g(x ) €n + 02(671)7 (27)
ja que f(x*) = z*.
Chamando v = %ﬁ”) L Eq. (2.7) para n = 1 fica 5 = ve; = %6, ou de forma
geral
en = (7)"€o. (2.8)

Com isso, concluimos que para estudar a estabilidade dos pontos fixos x*, devemos verificar
se |7] < 1 o que caracteriza um equilibrio assintoticamente estavel ou |y| > 1 que caracteriza

um equilibrio instavel.



Para o mapa quadratico, v = 2z* e substituindo os respectivos pontos fixos z7 e z3,
encontramos
Of(zn)

T = T
ox,, -

2(1+%;f%>7

Y

= 14+ +v1—4c,

Aplicando a condigao de estabilidade |y;| < 1, temos

-1< T < 1,
1< 14++V1—-4c <1,
-2 < Vv1—4c < 0,

o que nao faz nenhum sentido matemaético, ja que /1 — 4c obrigatoriamente deve ser positivo.

yvide V21_40 for instavel.

Assim, concluimos que || > 1 sempre que o ponto fixo 23 =
Para classificar a estabilidade do segundo ponto fixo 27, devemos olhar para v, e fazermos

a mesma analise, logo

—-1< Y2 <1,
1< 1—-+v1—-4c <1,
—3/4 < c < 1/4.

Com isso, concluimos que para —3/4 < ¢ < 1/4, |y| < 1 e o ponto fixo é assintoticamente

estavel. De forma complementar || > 1 para c fora desse intervalo, o que leva a um ponto



fixo instavel.
A mesma anélise pode ser feita para encontrar orbitas periddicas com periodo dois, s6
que dessa vez resolvendo

Tpio = Tp. (2.9)

Substituindo a Eq. (2.9) na Eq. (2.2) que descreve o mapa quadratico, obtemos

Tnpy —C = In, (2.10)
(22 —c)—c = x,, (2.11)
rt —2cx? —x, +c(—1+c) = 0, (2.12)

o que corresponde a uma equagao do quarto grau. Duas solugoes ja sao conhecidas, que sao

os pontos fixos encontrados anteriormente nas Eqgs. (2.5) e (2.6). As quatro solugoes da Eq.

(2.12) sao

1+vI—1

r o= %C (2.13)
1-vI—14

v = #C (2.14)
14+ v—dc—3

o = 5 — (2.15)
—1—/~4c—3

T 5 i (2.16)

A estabilidade da orbita de periodo 2 dada pelos pontos 2% Eq. (2.15) e 2} Eq. (2.16) sera

caracterizada fazendo | f? (a:n)‘ | = |34] < 1, na qual f?(z,) ¢ a derivada da segunda

composicio do mapa, isto & 5= [f(f(2.))] = 52 S (F(@)) 5= f (2n) = 52 f(@ast) g f(2a).

Com isso

Of (xn)|  Of (2n)

73,4 oz, ; oz, B T34y,
_ (—1 +v/—dc— 3) (—1 —V/—dc— 3)
B 2 2 ’

= 4+ 4ec.
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Calculando para quais valores de ¢, |y34] < 1, obtemos

1< 4 <1,
1< 444c <1,

—5/4 < c < —3/4.

Logo, a orbita de periodo 2 dada pelos pontos z3 e z) é assintoticamente estavel para

—5/4 < ¢ < —3/4 e instavel para valores de c fora desse intervalo.

2.2.1 Diagrama de Orbita

De acordo com a Fig. 2.2 podemos ver a existéncia de comportamentos periédicos. A
curva solida no intervalo de [—0,75,0,25] indica uma orbita de periodo 1. Em ¢ = —0,75,
a oOrbita de periodo 1 perde a estabilidade e se bifurca numa o6rbita de periodo 2. Esse
ponto é chamado de ponto de bifurcacao de periodo. Quando sao evoluidos, cada braco da
orbita de periodo 2 se bifurca em um novo periodo 2 e cada um dos remanscentes se bifurca
sucessivamente. Esse comportamento é descrito por uma equacgao do tipo 7' = Ty2™, onde Ty
é o periodo inicial da janela e m identifica a ordem da bifurcacdao. Essa é a primeira evidéncia
clara da ocorréncia de caos quando m — oo.

Essas bifurcacoes de periodo também serao mostradas na secao 2.4.1, além disso podemos
ver algumas regioes escuras sao comportamentos cadticos existentes no diagrama de Orbita.
Esses comportamentos podem ser encontrados pelo calculo do expoente de Lyapunov (10),

serd mostrado na proxima secao 2.3.

2.3 Expoentes de Lyapunov

Uma ferramenta matemaética muito utilizada na caracterizacao de caos em sistemas di-
namicos sdo os expoentes de Lyapunov (10). Eles sdo obtidos escolhendo duas condigoes
iniciais préximas e evoluindo-as segundo as equagoes que regem o mapa, sempre medindo o

afastamento entre elas ao longo das iteragoes.
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Figura 2.2: Diagrama de orbita para o mapa quadratico.

Inicialmente, admitimos que a dinamica seja dada por um mapeamento do tipo

Tni1 = F(xy,) (2.17)

para o qual F' seja uma funcao nao linear qualquer da variavel x. Utilizando uma condicao
inicial 2y e uma condi¢ao inicial proxima g + dy e iterando o mapa (2.17), apds n iteragoes,
teremos

para o qual §, ¢ a distancia entre as érbitas e n identifica a enésima composicao de F(zg).

Supondo que o afastamento da 6rbita seja exponencial, entao

5n =2 5™ (2.19)

Aplicando o logaritmo em ambos os lados da equacao acima, temos

A=-In[2. (2.20)
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Substituindo a Eq. (2.18) na Eq. (2.19) obtemos

1| g _ fw)
= Ly [FE0 £ %) (z0) | (2.21)
n 50
Tomando o limite quando dy — 0 da Eq. (2.21) temos
F) 5a) — F(™)
M i |10+ %) (o) | (2.22)
6o—0 50
Isolando A
1 ~ (n
A==In ‘F’( )(xo)‘ . (2.23)
n

Se A for negativo (A < 0), as Orbitas serao regulares (periodicas ou quase periodicas); se
A for positivo (A > 0), a orbita ¢ dita cadtica.
Considerando o caso em que n — 00 a expressao para o calculo do expoente de Lyapunov
¢ dada por
1 n
A= lim = In|F'(x)]. (2.24)
=1

n—oo N, 4

Um sistema ¢ dito cadético, ou sensivel as condigoes iniciais, quando a distancia entre elas
diverge exponencialmente com o tempo (caracterizado por ao menos um expoente de Lya-
punov A positivo). Quando nao houver divergéncia exponencial entre as condigoes iniciais
dizemos que a orbita do sistema nao é sensivel as condi¢oes iniciais (conduzindo a uma dina-
mica regular). A Fig. 2.3 mostra a evolugio temporal do expoente de Lyapunov formalmente

definido na Eq. (2.24) em func¢ao da iteracao do mapa, no qual f(z) = x*

— c representa a
equacao que define o mapa quadratico. Na figura, podemos ver claramente que A converge
para um platdo apoés um numero suficientemente grande de iteragoes. O expoente foi calcu-
lado para 5 condicoes iniciais diferentes mantendo ¢ = —1,8 e uma média entre os valores

assintoticos foi feita chegando em A = 0,404(2), o que indica uma regido cadtica. Aqui o valor

0,002 indica a incerteza na medida do valor médio.
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Figura 2.3: Expoente de Lyapunov A em fungao do niimero de iteragoes n para o mapa
quadratico calculado para 5 condicoes iniciais diferentes escolhidas aleatoriamente no intervalo
xo € [—2,2]. O valor de ¢ foi mantido constante ¢ = —1,8 e o valor médio obtido para o
expoente de Lyapunov foi A = 0,404(2).

2.4 Perturbacao Parameétrica

Nessa se¢ao, introduziremos uma perturbagao paramétrica ¢ — ¢(1 4 e cos(7n)) no mapa
definido na Eq. (2.2) com o intuito de adicionar um novo parametro no sistema e tornar
a dinamica, que j& era rica, mais rica, j& que agora e controla uma perturbacao em c que

depende da iteragao. O novo mapa agora ¢ definido como
Tpy1 = 22 — (1 + ecos(mn)), (2.25)

onde € € R é uma constante nao negativa.

De posse de um mapa com dois parametros de controle, podemos construir o que é co-
nhecido na literatura como espaco de parametros. Desde o artigo pioneiro de Gallas (7),
muito esfor¢o e especial atencao tem sido dado na construcao e caracterizagao de estruturas

presentes no espago de parametros em modelos teoricos (11; 12; 13) e experimentais (14).
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2.4.1 Shrimps

Em um de seus trabalhos, Lorenz (15) dedicou esforcos a compreender estruturas espaciais
intrigantes e ricas que aparecem no espaco de parametros e atualmente sao conhecidas como

shrimps. De acordo com Gallas (7) e (16),

“Shrimps sao formados por um conjunto reqular de janelas adjacentes centrado
em torno do par principal de interseccao super estdavel de arcos parabolicos. Um
shrimp € um mosaico duplamente infinito de dominios de estabilidade composto
por um dominio principal, acrescido de todos os dominios de estabilidade decor-
rentes de dois periodos adjacentes de duplica¢ao por cascata, juntamente com os

seus correspondentes dominios de caos.”

Podemos ver na Fig. 2.4 um exemplo de espago de parametros que possui shrimp, cons-
truido através de uma grade de 400x400 pares (c,¢) evoluidos 10° vezes e calculando o expoente
de Lyapunov através de uma média das tltimas 10? iteracoes, a fim de eliminar os efeitos
de transiente. O expoente de Lyapunov corresponde a escala de cores da figura e o caos é
caracterizado pela cor azul. A Fig. 2.4 mostra um dominio principal definido pelo shrimp de
maior tamanho, a partir do qual uma familia de shrimps segue um dos arcos parabolicos e
outra familia segue o outro arco.

Os shrimps também podem ser encontrados medindo outros observaveis na escala de cores.
A Fig. 2.5, por exemplo, mostra o espaco de parametros considerando na escala de cores uma
contagem do periodo das érbitas periddicas e a mesma estrutura geral pode ser observada.

De acordo com a Fig. 2.6, 8 caixas determinam regides distintas que foram ampliadas nas
Figs. 2.7 e 2.8 podemos perceber que existe uma regra de organizacao das estruturas shrimps.
Na Fig. 2.7a a faixa utilizada foi ¢ € [-0,893, — 0,885] e ¢ € [0,4335,0,439]. Podemos
perceber que os periodos se organizam de cima para baixo com 36 — 32 — 28 — 32 — 20.
Na Fig. 2.7b a faixa de parametros utilizada foi ¢ € [—0,898, — 0,89] e € € [0,429,0,4345]
e os periodos se organizaram de 32 — 28 — 24 — 28 — 16. Na caixa da Fig. 2.7c a
faixa foi ¢ € [—0,906, — 0,896] e ¢ € [0,4232,0,4287]. As estruturas se organizaram da
seguinte forma 28 — 24 — 20 — 22 — 18. Na Fig. 2.7d a faixa de parametros utilizada foi

c € [-0,912, - 0,9] e € € [0,417,0,425] e os periodos se organizaram de 18 — 26 — 22 —
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Figura 2.4: Espaco de parametros € versus ¢ no qual a escala de cores representa o maior
expoente de Lyapunov. As estruturas periddicas observadas em meio ao caos sao conhecidas
como shrimps.
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C
Figura 2.5: Espacgo de parametros construido com a escala de cores correspondendo ao periodo

das orbitas periédicas. A mesma estrutura geral da Fig. 2.4 é observada. Orbitas com periodo
superior a 20 foram consideradas como sendo cadticas e sao representadas pela cor negra.
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Figura 2.6: Espaco de parametros € versus ¢ no qual a escala de cores representa o periodo
das orbitas periodicas. Orbitas com periodo superior a 200 foram consideradas como sendo
cadticas e sao representadas pela cor amarela.
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Figura 2.7: Maximizacao das caixas na figura 2.6. (a) Maximizagao da caixa A. (b) Maxi-
mizagao da caixa B. (¢) Maximizagao da caixa C. (d) Maximizagdo da caixa D.
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Figura 2.8: Maximizagdo das caixas na figura 2.6. (a) Maximizagao da caixa E. (b) Maximi-
zagdo da caixa F. (¢) Maximizacdo da caixa G. (d) Maximiza¢do da caixa H.
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26 — 14. Na caixa da Fig. 2.8a a faixa foi ¢ € [—0,918, — 0,910] e ¢ € [0,412,0,4165]. As
estruturas se organizaram da seguinte forma 30 — 26 — 30 — 34 — 36 — 22. Na Fig.
2.8b a faixa de parametros utilizada foi ¢ € [—0,921, — 0,914] e € € [0,4095,0,4135] e os
periodos se organizaram de 36 — 34 — 30 — 26 — 30 — 32 — 18. Na caixa da Fig. 2.8c
a faixa foi ¢ € [—0,926, — 0,918] e ¢ € [0,4063,0,4095]. As estruturas se organizaram da
seguinte forma 32 — 30 — 26 — 30 — 22. Finalmente, na Fig. 2.8d a faixa de parametros
utilizada foi ¢ € [—0,934, — 0,9288] e ¢ € [0,4,0,4025] e os periodos se organizaram de
32 — 34 — 38 — 42 — 44 — 48.

Os periodos dos shrimps encontrados foram organizados numa arvore de periodos con-

forme mostrado na Fig. 2.9.

2.5 Conclusoes parciais

Como fechamento deste capitulo concluimos que no mapa quadratico com perturbacao pa-
ramétrica existem estruturas periddicas chamadas shrimps. Essas estruturas formam sequén-
cias de shrimps que se organizam de acordo com uma regra matematica que ainda nao con-
seguimos determinar. Como perspectiva desse trabalho pretendemos encontrar essa regra de

organizacao.
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Figura 2.9: Arvore de periodos do espaco de parametros para o mapa quadratico.



Capitulo 3

Modelo Fermi-Ulam

Baseado na proposta de Enrico Fermi (5), que tentava explicar a aceleragao dos raios
cosmicos na presenca de campos magnéticos oscilantes, Stanislaw Ulam (6) propos um modelo
dindmico na tentiva de modelar as ideias de Fermi. O sistema consistia de uma particula
classica confinada entre duas paredes rigidas, colidindo entre elas, sendo que uma delas move-
se periodicamente no tempo e a outra fixa. Por simplicidade, a particula é assumida como
sendo de massa unitiaria. As paredes possuem massa muito maiores que a da particula
de modo que no momento das colisoes nao ocorre mudanca na posicao e velocidade das
mesmas. O modelo ¢ ilustrado na Fig. 3.1. A parede movel oscila em torno da origem
com amplitude ¢’ e estd a uma distancia ¢ da parede fixa. O movimento da parede movel
é descrito por z,, = £ cos(wt), onde &' é a amplitude de oscilagdo da parede movel e w é
a frequéncia angular de oscilagao. A particula estd na auséncia de quaisquer campos de
forcas externas. Isso implica que a particula se move com velocidade constante entre os
choques. Nosso objetivo é determinar as estruturas shrimps no espaco de parametros. Elas
s6 podem ser observadas em sistemas dissipativos. Dessa forma introduzimos dois coeficientes
de restituigao no sistema, o € [0,1] e § € [0,1], eles fornecem uma perda fracional de energia
a cada choque, que é a condicao necessaria para a existéncia de atratores. Este capitulo esta
organizado da seguinte forma: na secao 3.1 apresentamos o modelo Fermi-Ulam completo e
detalhamos a dinamica do mesmo. Mostramos também a construcao do mapa para as colisoes
do tipo sucessivas e indiretas. Apresentamos na secao 3.2 o caso nao dissipativo. Obtivemos

os coeficientes da matriz Jacobiana e seu determinante, construimos o espaco de fases para
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Figura 3.1: Ilustracao do modelo Fermi-Ulam.

esse caso e calculamos o expoente de Lyapunov. Investigamos o modelo dissipativo na se¢ao
3.3 e calculamos a matriz Jacobiana com o correspondente determinante. Apresentamos a
convergéncia do expoente de Lyapunov para este caso e por fim encontramos as estruturas

shrimps para o caso completo do modelo de Fermi-Ulam dissipativo.

3.1 Modelo

A dindmica do modelo pode ser descrita utilizando um mapeamento discreto nas variaveis
velocidade e instante de colisao (tempo). Partiremos do principio de que a particula ja colidiu
com a parede moével num instante ¢t = ¢,,. Entdo, para este instante, z,(t,) = x,(¢,), onde
x, € a posicao da particula no instante ¢, e x,, representa a posicao da parede no mesmo
instante. Esse é um principio fisico, que indica que tanto a parede quanto a particula estao
no mesmo lugar, no mesmo instante de tempo, caso contrario nao serd possivel identificar o
choque.

Existem dois tipos de colisoes as serem consideradas, lembrando que a zona de colisao é o
intervalo de x € [—¢'.¢'], ou seja, é a amplitude de oscilacao onde a parede movel oscila em

torno de x = 0. Os tipos de colisoes sao:

e Colisoes Sucessivas: ocorrem quando a particula colide com a parede moével e antes

de sair da zona de colisao, sofre outras colisoes;

e Colisoes Indiretas: ocorrem quando a particula abandona a zona de colisao, colide

com a parede fixa e retorna a zona de colisao.
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3.1.1 Colisoes Sucessivas

Partindo da ideia que ja houve a colisdo no instante t,,, entao ,(t,) = z,(t,). A posigdo

da parede movel na proxima colisao sera

Ty (tny1) = €' cos [w(t, +t.)], (3.1)

ao passo que a posicao da particula na proxima colisao

Tp(tnt1) = Tp(tn) + valte). (32)
Portanto a condicao, x,(t,+1) = Tw(tnt1) conduz a seguinte equagio transcendental

g(t.) =€ cosw|(t, + t.)] — € cos (wty) + vn(te), (3.3)

onde t. ¢ obtida numericamente da menor solu¢do de g(t.) = 0 com t. € (0,2X]. Assim:

bnst = to + tn.
A velocidade da particula apo6s a colisao é obtida considerando a conservacao da energia e
momentum no referencial da parede movel, que é assumida como estando instantaneamente

em repouso no instante do choque. Para isso, faremos uma mudanca de referencial 3.2

R=7+1 (3.4)

onde R corresponde a posicao da particula medida pelo referencial inercial, 7 corresponde
a posicao da parede moével medida pelo referencial inercial e r’ corresponde a posicao da
particula medida pelo referencial nao inercial.

Derivando a equagao acima obtemos

<

<u
Il
=1
_|_

(3.5)
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Figura 3.2: Figura ilustrando o referencial inercial e o ndo inercial (')

A velocidade da particula no referencial da parede movel é dada por

=V 7.
A lei da reflexao considerada diz que
Uz/iepois = _ﬁvgntes’
o que leva a
Up+1 — Uy = _ﬁ<vn - Uw>7
Un4+1 = _an + (1 + ﬂ)vwa (36)

onde v,, representa a velocidade da parede movel, que é obtida derivando a posicao z,, em
relagdo ao tempo. Portanto, v, = —ew sin(wt,11).
E conveniente descrever a dinamica usando varidveis adimensionais, ou seja 2 =V,

/ « o~ . ”,
T =¢€ewt, = ¢pr1. O mapa para as colisoes sucessivas sera
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Figura 3.3: Tlustragao para colisoes indiretas.

Vn+1 = - nﬁ - (]- + 6)58111 gbn—&—la

Ts : (3.7)
Gns1 = [On + &¢] (mod 2m)
onde ¢, é obtido da solu¢do de G(¢.) = 0, onde G(¢.) assume a forma
G((bc) = £ COs (¢n + ¢c) — £ COS ¢n - Vn¢c (38)

Se G(¢.) nao admitir raiz para ¢, € (0,27], podemos concluir que a particula abandonou
a zona de colisao sem sofrer colisoes multiplas. Neste caso, a particula viaja em direcao a
parede fixa com a qual sofre uma colisao e retorna para um préoximo choque com a parede

movel. Este caso caracteriza os choques indiretos.

3.1.2 Colisoes Indiretas

Nesse caso, a particula sofre apenas uma colisao com a parede movel e retorna & parede
fixa, onde é refletida, sofrendo assim outra colisao com a parede moével. Serd levado em
consideracao o tempo que a particula gasta para realizar esse percurso. Para isso, tomamos o
ponto inicial dessa trajetoria em x,(t,). Entdo, x,(t,)=x,(t,)=¢€ cos (wt,). De acordo com
a Fig. 3.3, ela viaja para a direita no intervalo de tempo ¢4, colide com a parede fixa, viaja
para a esquerda no intervalo de tempo t. e entra na zona de colisdao. O exato instante do
choque seré designado por t.. Como ha choque com a parede fixa, o coeficiente de restituicao

a serd considerado na constru¢ao do mapa.
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A equacao que descreve o tempo de viagem para a direita é dado por

[—¢ t
L= €' cosw n (3.9)

/U’fl
e a equagao que descreve o movimento para a esquerda é

o= (3.10)

vy,

Quando a particula entra na zona de colisdo, sua posicao serd x, = ¢’ — av,t, logo

T (tnt1) = Tp(tntr)- (3.11)

ou ainda para a seguinte equacao

€ cos [w(t, +tg+te +t.)] =€ — avyt,. (3.12)

O instante da colisao serd determinado quando a posicao da particula for a mesma da

parede movel. Podemos definir a fungao f(¢.) como

f(te) = € coslw(ty +te+ta+t.)] — € + avyt,. (3.13)

o instante do choque ¢ obtido quando f(t.) = 0 para ¢ € [0,%).

Da lei de reflexao, temos

/ _ /
Up(depois) = _va(antes)7

o que leva a

U1 = Bav, + (1 4 B)vy,. (3.14)
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Considerando a expressao da velocidade da parede moével, temos que
Uns1 = Pav, — (1 + B)e’ sin (wtpyq). (3.15)

O tempo t,41 é dado por t,11 =t, +t. + tq4+ t., 0 que leva 0 mapeamento a ser escrito

usando varidveis adimensionais como

Vn+1 = 50&‘/” - (1 + B)&Sin ¢n+1
T : . (3.16)

¢n+1 = [¢n + Cbe + ¢d + ¢c] (HlOd 27T)

O mapeamento que descreve a dinamica pode ser escrito em uma forma compacta para

englobar ambas as colisoes indiretas e sucessivas, de modo que

Vo1 =V — (14 pesingp i
T , (3.17)

Gn1 = [on + AT?]  (mod 27)

onde as variaveis V* e AT correspondem ao tipo de colisao ocorrida. Quando a colisao for

sucessiva V* = —(0V,, e AT = ¢., com ¢, obtido de G(¢.) = 0 onde sera dada por

G(¢e) = €cos(¢pnr1) — ecos(pp) — Ve =0, (3.18)

cuja solucdo é obtida quando ¢. € (0,27].
Para as colisoes indiretas, as varidveis sao V' = affV,, e ATY = ¢4+ ¢ + ¢. com ¢, obtido

da solugao de F'(¢.) = 0, onde

F(¢e) = ecos(ppi1) — € + aVpd. = 0, (3.19)

cuja solugdo é obtida quando ¢. € [0,27).

Os termos auxiliares ¢4 e ¢. sao dados por

by = 1 —ecos(on)
TS av,
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3.2 (Caso Nao Dissipativo

Nesta secao vamos discutir dinamica do caso conservativo do modelo Fermi-Ulam. As
colisoes da particula com a parede sao consideradas elasticas e assim nao héa perda fracional
de energia. Com isso a velocidade é constante e nao muda em modulo entre os choques.

Considerando o mapa descrito em (3.17), para recuperarmos o caso conservativo, « = f§ =

1 e 0 mapa agora sera reescrito da seguinte forma

Vi1 =V, — 2esin ¢, 4y
T: , (3.20)

Gni1 = [dn + AT]  (mod 27)
onde, V* e AT correspondem ao tipo de colisao ocorrida.

3.2.1 Matriz Jacobiana

A matriz Jacobiana sera utilizada para calcular os expoentes de Lyapunov (10), sendo

escrita da seguinte forma

Jiu Jio OVntr  OVagr
J = = M | (3.21)
J J Opnt1  Obnt1
21 22 oV, On

Considerando o mapa definido por (3.20) e considerando o tipo de colisdo ocorrida, temos

para as colisoes sucessivas os coeficientes da matriz como sendo

v, Oon

Ji = 8VH = —1—2ecos(Pni1) gvﬂ,
avn—}—l aan—l—l
= = -2 n )

J12 90, €cos(pi1) 96,
j — aan+1 _ a¢c
21 a‘/” avnu

a¢n+1 a¢c
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Podemos obter g% e g% derivando implicitamente a Eq. (3.18), onde encontramos

8¢c _ gbc e a¢c _ ESin(¢n+1) — esin an

oV, =V, —esin(dpi1) O¢n  —esin(Puy1) — Vo

O determinante ¢ dado por

V., + esin ¢,

detJ = - ,
Vi1 + esin(¢n1)

(3.22)

e isso implica que a medida preservada do espaco de fases é

dp = (V 4+ esin¢)dVde.

Para as colisoes indiretas, os coeficientes da matriz Jacobiana sao dados por

ov,, 0oy,
Jii = 8V:1 = —2ecos(Ppi1) gv:,
oV, On
J12 = av:l = —2¢ COS(¢H+1) ggb:l?
Jor = aan—&-l _ 8¢d a¢e a¢c
2oV, ov, o av, oy
Oy, 0 0pe  O0e
JyZ 00w _ 004 D0e 00
0 —1+ecospy, O esing, Ode —1+e Oe
onde fit — —Hipen, GoL — pln, e = T e goe = 0.
Os termos g% e % sao encontrados derivando implicitamente a Eq. (3.19) e sdo dados
por
09 _ —Yctesim(Gun) (T g esin(dun)(1+ <)
v, V, — esin(¢n41) ¢y Vi —esin(¢ui)

O determinante da matriz Jacobiana para este caso é

V, + esin ¢,

det] = N )
Via1 + esin(ppi1)

(3.23)

que tem a mesma forma da expressao obtida para os choques sucessivos.
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3.2.2 Espaco de fases

A evolucao dinamica do sistema é dado a partir de uma sequéncia de estados. Assim,
dada uma condigao inicial (estado) (Vo,¢0), esta evolui para (Vi,¢1), depois para (Va,0) e
assim sucessivamente. A sequéncia desses pares recebe o nome de orbita e ao conjunto de
todas as oOrbitas possiveis da-se o nome de espaco de estados ou espaco de fases. O espaco de
fase pode exibir estruturas de formas diversas, contendo arranjos e organizacoes diferentes.
Nessa secao mostraremos o espaco de fases do modelo Fermi-Ulam conservativo. A Fig. 3.4
mostra o espaco de fase para o modelo Fermi-Ulam considerando um parametro de controle
e = 0,005 e 400 condi¢bes iniciais evoluidas a partir do mapa (3.17). A grade de condigoes
iniciais foi construida para a fase ¢y € [0,27) e foi dividida em 10 incrementos igualmente
espacados, assim como a velocidade Vp, o intervalo para V4 foi [0,001,0,25). Cada condigao
inicial foi iterada 5000 vezes.

Podemos perceber, analisando o espaco de fases, a presenca de uma rica estrutura, onde
curvas invariantes do tipo spanning coexistem com ilhas de estabilidade e mares de caos. As
curvas invariantes sao assim chamadas por serem invariantes por iteradas. Elas sao observa-
das num regime de altas energias e a curva invariante de mais baixa energia limita o mar de
caos. E possivel observar que essas curvas separam um caos global de um caos local caracteri-
zando uma transi¢ao de regime cadtico (acima da curva) para globalmente caotico (abaixo da
curva). As ilhas de estabilidade sdo caracterizadas por comportamentos periodicos ou quase
periodicos. Uma condicao inicial dada dentro de uma ilha de estabilidade jamais entrara na
regiao de caos e vice-versa. O mesmo ocorre com a curva invariante de modo que uma orbita

no mar de caos nao pode cruza-la.

3.2.3 Expoentes de Lyapunov

Como descrito na secao 2.3, o expoente de Lyapunov ¢ um importante indicador de caos
em um sistema dinamico. Ele consiste em verificar se o afastamento de duas condigoes iniciais
muito proximas é exponencial ou nao. Se A < 0, dizemos que a 6rbita é regular e nao ha perda
de previsibilidade. Se o afastamento for exponencial, A > 0, a 6rbita é dita ser cadtica. Além

disso, o expoente de Lyapunov serd um parametro importante para encontrar as estruturas
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Figura 3.4: Espaco de fase para o modelo Fermi-Ulam conservativo. O parametro de controle
utilizado foi € = 0.005 e 400 condigoes iniciais diferentes iteradas 1000 vezes.

shrimps, ja apresentadas na secao 2.4.1.

Nessa secao iremos mostrar o procedimento para o calculo do expoente de Lyapunov para
mapas bidimensionais, pois na sec¢ao 2.3 o calculo de expoente de Lyapunov mostrado foi
para o mapa quadratico, que ¢ um mapa unidimensional, portanto mais simples e direto.

Para mapas bidimensionais, como o modelo Fermi-Ulam, o expoente de Lyapunov é dado
por

n

1
Aj = lim — -
n—oo M, —1 n

1=

In|Af|  j=12 (3.24)

onde A;'- identifica os autovalores da matriz M escrita como
M =[] Ji(Vi¢n).
i=1

M = Jn(Vn>¢n)Jn—1 (Vn—l a¢n—1)~-'<]1 (‘/17¢1)J0(%7¢0) (325)

onde J representa a matriz Jacobiana do mapeamento avaliada ao longo da o6rbita. O produto
direto de matrizes da Eq. (3.25) pode ser um grande desafio particurlarmente, acarretando

em uma ocorréncia numeérica chamada de overflow. Para evitar esse produto e encontrarmos
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os autovalores, vamos utilizar um algoritmo chamado de Algoritmo de Triangularizagao (10).
O algoritmo consiste em reescrever a matriz J como o produto de duas matrizes, sendo uma

triangular T e outra ortogonal €, de modo que

J =0T. (3.26)

A matriz ortogonal considerada sera

cosf) —sind

6= : (3.27)
sinf cos6

e a matriz T, sendo uma triangular superior ¢ escrita como

Tll T12
T = . (3.28)
0 T

Sabendo que uma matriz ¢ dita ortogonal quando a sua transposta é igual a sua inversa
g g
(6= = 07) e o produto da matriz inversa por ela mesma resulta na matriz identidade T,

reescrevemos a matriz M como

M = JyJp1dn_o... T 10005 Jo. (3.29)

Aplicando a matriz inversa na Eq. (3.26), temos

0 J =T, (3.30)

e pela Eq. (3.29), chamamos os produtos J,60y = jl e 90_1Jo =Ty, reescrevendo-a, temos

M = JyJn1Jn_g..Jo i Ty. (3.31)
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Escrevendo a Eq. (3.30) na forma de matriz para encontrarmos os autovalores, temos que

T Tio cosf) —sinf Ji1 Jie
= : (3.32)
0 T22 sin 6 cos J21 J22
Tll = Jll COS 90 + JQl sin (90,
(3.33)

T22 = —J12 sin 00 + J22 COS 90.

A partir da equagao de matrizes (3.32) podemos encontrar a relacao de 6y em fungao de
J, onde
—sinfyJi1 + cosbyJa; = 0,

sin 90 . J21

= —. 3.34
COS 90 JH ( )

Podemos escrever as razoes trigonométricas de acordo com o teorema de Pitagoras, de

modo que
J21 Jll

VI + T VIR + T

Substituindo a Eq. (3.35) na Eq. (3.33), encontramos uma expressao para cada autovalor,

sin(f) = cos(f) = (3.35)

J121 + J221 T, — Ji1do2 — J12J21‘

Ty = ; 92 (3.36)
J3H + Jh VIR + Jh
O expoente de Lyapunov agora é calculado por
NI D
Aj=lim —» In|Tj| j=1.2. (3.37)

n—oo N,
i=1

Encontrada a expressao para calcular os expoentes de Lyapunov, podemos agora calculé-
los numericamente para o modelo Fermi-Ulam. A Fig. 3.5 mostra a convergéncia do expoente
de Lyapunov para 5 condicgoes inciais escolhidas no mar de caos para o parametro de controle
e = 0,004. Para n suficientemente grande temos que A = 0,78(2), onde o 0,02 corresponde ao

desvio padrao da média dos expoentes.
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Figura 3.5: Convergéncia do expoente de Lyapunov calculado para 5 condigoes iniciais dife-
rentes. Os parametros de controle usados foram ¢ = 0,004, a = § = 1.

3.3 Caso Dissipativo

Nessa secao discutiremos um pouco o caso dissipativo do modelo Fermi-Ulam. O caso dis-
sipativo é fundamental para que possamos encontrar as estruturas shrimps, um dos objetivos
desse trabalho. Nesse caso as colisoes ocorridas sao do tipo ineldsticas e consequentemente
os coeficientes de restituicao das paredes fixa a e mével 3 serao diferentes de 1. Entretanto
consideraremos o = f.

Na Fig. 3.6 podemos perceber que a estrutura mista do espaco de fases observada no
modelo nao dissipativo foi destruida quando a dissipagao foi introduzida. Para os parametros
de controle utilizados nesse caso ocorreu o surgimento de um atrator cadtico. Por outro lado,
se os parametros de controle forem mudados, é possivel encontrar um outro tipo de atrator,

chamado de ponto fixo periddico (17; 18).
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Figura 3.6: Atrator caotico observado no modelo Fermi-Ulam completo, dissipativo. Os
parametros de controle usados foram ¢ = 0,004, 8 = 0,93 e 200 condi¢oes iniciais.
3.3.1 Matriz Jacobiana
Os coeficientes da matriz Jacobiana para colisoes sucessivas sao
oV, On
an =—0—(1+p)e COS(¢n+1)§—V:1,
OV, OPn
a(b: =—(1+pP)e cos(¢n+1)%,
a¢n+1 _ a¢c
oV, ov,’
astn—ﬁ—l -1+ a¢c
O, On,
onde g“‘;; e gz; sado obtidas derivando implicitamente a funcao G(¢.)
0pe — @, . Op.  esin(¢ni1) — esingy
oV,  V, +esin(¢p1) O¢py  —esin(Ppy1) — Vi
O determinante da matriz é dado por
VTL i n
det(J) = g2—Yntesin(én) (3.38)

Vst + €sin(dni1)
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Os coeficientes da matriz Jacobiana para colisoes indiretas sao escritos como

ov, On
P = - (14 Becos(on)
Vi1 OPni1
—=—(1
90, —(1+ B)ecos(¢pir)—— 96,
8¢n+1 o _(1 — ECOS¢n) . (1 — E) + 8¢c
ov, V2 aV?2 o ov,’
a¢n+1 €sin ¢n a¢c
=1 .
9o,V o,
onde gf}c e g(‘é" sao obtidas derivando implicitamente a fungao F(¢.)
09, _ esn(dnn) [T 4 3vgl Tade 9g _ esin(Gnn)[l + 5]
oV, esin(gni1) — aVy, Oy —esin(Pni1) + aVy

O determinante da matriz Jacobiana é dado por

Vy, + esin(¢y,)

det(J) = o*B> - )
( ) ﬁ Vn+1 + €Sln(¢n+1)

(3.39)

Podemos concluir que os resultados das equagbes (3.38) e (3.39) mostram que a area
no espaco de fases sofre uma contracao quando a dissipacao e introduzida. Se a = § =1

recuperamos os resultados do determinante para o caso nao dissipativo.

3.3.2 Expoente de Lyapunov

Considerando os calculos na secao 3.2.3, podemos encontrar a convergéncia do expoente de
Lyapunov positivo para 5 condigoes iniciais distintas escolhidas ao longo do atrator cadtico,

conforme mostrado na Fig. 3.7.

3.4 Shrimps

Como descrito na se¢do 2.4.1, shrimps (16) sao formados por um conjunto regular de
janelas adjacentes centrado em torno do par principal de interseccao super estavel de arcos

parabdlicos. Um shrimp é um mosaico duplamente infinito de dominios de estabilidade com-
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Figura 3.7: Convergéncia do expoente de Lyapunov para 5 condi¢oes iniciais diferentes. Os
parametros de controle usados foram ¢ = 0,0035, a = = 0,94.

postos por um dominio principal, acrescido de todos os dominios de estabilidade decorrentes
de dois periodos adjacentes de duplicacao por cascata, juntamente com o0s seus correspon-
dentes dominios de caos. Sabemos também que os shrimps sao encontrados em sistemas
dissipativos, tudo indica que essas estruturas sao auto afins, ou seja, se uma regiao no inter-
valo no espaco de parametros for ampliado, para que se obtenha uma figura igual a anterior
é necessario que que se aumente os eixos com fatores de escala diferentes. Nesse trabalho nao
foi medida essa estrutura auto afim.

Na Fig. 3.8 podemos perceber que existe uma estrutura de periodo 4 seguida por uma
sequéncia de bifurcacdo e essa sequéncia cresce por um fator de 1 (4 - 5 - 6 — 7 —
8). No caso do modelo completo nao foi encontrada uma equacao que descreva todas as
sequéncias de shrimps, pois todas as sequéncias medidas crescem com fator 1 (19). A faixa de
parametros utilizada foi « € [0,66,0,72] e ¢ € [0,3,0,38]. A escala de cores utilizada identifica
o periodo das orbitas, com intervalo [0,500]. Orbitas com periodo superior a 500 foram
consideradas como caoéticas e sao representadas pela cor amarela. Foi utilizada uma janela
de 500x500 e cada par foi iterado 10° vezes. O tempo computacional gasto na construcao

da Fig. 3.8 utilizando compilador Fortran com representagao numérica de dupla precisao
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Figura 3.8: Espaco de parametros com sequéncia de estruturas shrimps do modelo Fermi-
Ulam completo, para o caso dissipativo. As estruturas foram construidas com escala de cores

correspondendo ao periodo das orbitas periddicas.

executados em um cluster com processadores Intel© XEON quad core foi da ordem de 15.000

horas de processamento. Baseado nisso, utilizamos no préximo capitulo o modelo Fermi-

Ulam simplificado. Nesse modelo nao é preciso resolver equacoes transcendentais, o esforco

computacional é menor, ele mantém a nao linearidade do problema.

3.5 Conclusoes parciais

Neste capitulo estudamos o modelo Fermi-Ulam completo. Nossos resultados por simula-

cao de larga escala permitiram observar as estruturas shrimps no espaco de parametros. Os

mesmos se organizam em uma sequéncia de shrimps e os periodos crescem por um fator 1.



Capitulo 4

Modelo Fermi-Ulam: uma versao de

paredes fixas

Nesse capitulo apresentaremos o modelo Fermi-Ulam considerando uma versao de paredes
fixas e discutiremos os resultados obtidos para o caso dissipativo. Este capitulo esta orga-
nizado da seguinte forma: na secao 4.1 apresentamos o modelo Fermi-Ulam simplificado e a
dinamica do modelo é explicada. Na secao 4.2 mostramos o mapa do modelo. Calculamos na
secao 4.3 a matriz Jacobiana e o determinante. Na secao 4.4 construimos o espaco de fases
para esse caso e ¢ mostrada a convergéncia o expoente de Lyapunov para cinco condigoes
iniciais distintas. Finalmente, na secao 4.5 encontramos as estruturas shrimps para o caso

dissipativo do modelo de Fermi-Ulam simplificado.

4.1 O Modelo

A solugao numérica de equagoes transcendentais como descritas no capitulo anterior, em
particular as equagoes (3.18) e (3.19) se tornam demasiadamente longas e exigem um grande
esfor¢co computacional, principalmente na obtencao das estruturas shrimps presentes no es-
pago de parametros. Existe na literatura (20; 21) uma versdo do modelo que evita a solugao
de equacbes trancendentais. E uma versao simplificada que considera ambas as paredes fixas,
0 que permite a imediata determinacao do instante das colisoes. Entretanto para manter a

nao linearidade do modelo, considera-se que ap6s o choque com uma das paredes, por exem-
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plo aquela localizada em x = 0, a particula sofre uma mudanga de energia/velocidade como
se a parede estivesse em movimento. Essa aproximacao mantém a esséncia do modelo e ao
mesmo tempo permite a obtencao de resultados analiticos com menor esforco, assim como
aceleram enormemente as simulagoes computacionais.

No modelo simplificado do acelerador de Fermi considera-se que as duas paredes estao
fixas, uma em z = 0 e a outra em x = 1, ja considerando variaveis adimensionais. Ao colidir
com uma das paredes (com a parede em x = 0, por exemplo), a particula sofre uma troca
de energia e momentum como se a parede estivesse se movendo. As solucoes das equacoes
transcendentais no modelo completo fornecem o momento em que a particula colide com a
parede movel. Uma vez que a parede em x = 0, no modelo simplificado, ¢ assumida como
sendo fixa, as equacoes produzidas no ato da colisao nao sao mais transcendentais, admitindo
agora solucgoes analiticas explicitas e reduzindo-se significantemente o tempo das simulagoes

numeéricas.

4.2 O Mapa

Considerando que o modelo assume paredes fixas e que o choque inelastico com coeficiente

de restituicdo a@ € [0,1] ocorre apenas na parede localizada em x = 0, o tempo entre os

2

T Assim o mapa é dado por

choques, ja considerando as varidveis adimensionais é At =

Va1 = oV, — (1 + a)esin dni|
TSIMP : . (41)

bnir = [60 + 2] (mod 27)

No modelo completo em algumas circunstancias a particula pode mover-se para a esquerda
ap6s uma colisao com a parede moével. Esse tido de choque leva as colisoes sucessivas. En-
tretanto no modelo simplificado tais choques nao sao permitidos, dado que ambas as paredes
sao fixas. Para evitar os choques multiplos no modelo simplificado quando a velocidade da
particula se torna negativa apds o choque, a particula é reinjetada de volta em direcao a
parede localizada em x = 1 com mesma velocidade. Esse procedimento é realizado a partir

do modulo introduzido do lado direito da equacao que define a velocidade no mapeamento
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(4.1). Se a velocidade é positiva apos o choque, o médulo nao afeta a dindmica.

4.3 Matriz Jacobiana

A matriz Jacobiana é dada pela Eq. (3.21) e os coeficientes da matriz para o caso do

modelo simplificado sao

8Vn+1 a¢n+1
—_— = — (1

o a— (14 a)ecos(¢nir) oV
oV, ojos

a¢:1 = —(1+4 a)ecos(dni1) §¢:1,
8an-i—l _ __2

oV, V2’
a¢n+1 -1

Oy, '

Com isso o determinante da matriz é dado por
Det(J) = 1. (4.2)

O sinal do determinante serd determinado de acordo com o valor dentro do moédulo na

Eq. (4.1), se aV,, — (1 + a)esin ¢,41 > 0, entdo o sinal dentro serd (41), caso contrario sera

(~1).

4.4 Espaco de Fases

Para construirmos o espaco de fases do modelo simplificado nao dissipativo, ou seja a = 1,
iteramos a Eq. (4.1) utilizando 144 condi¢oes iniciais divididas em 12 incrementos igualmente
espacados e iteradas 1000 vezes cada uma (esta combinagdo de condigbes iniciais foram es-
colhidas para que o espago de fases ficasse mais facil de se observar, ou seja, com menos
pontos plotados, mas qualquer outra combinagao poderia também ser usada). Os intervalos
utilizados foram ¢y € [0,27] e Vi € [0,01,0,25], assim como foi utilizado na segdo 3.2.2 no
espaco de fases para o modelo completo. A Fig. 4.1 mostra o espaco de fases para o modelo
Fermi-Ulam simplificado.

Comparando a Fig. 4.1 com a Fig. 3.4, podemos perceber que o modelo simplificado
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Figura 4.1: Espaco de fases do modelo Fermi-Ulam simplificado. O parametro de controle
utilizado foi e = 0,005, com 144 condigbes iniciais com ¢q € [0,27] e V, € [0,01,0,25]. Cada
condi¢ao inicial foi iterada 1000 vezes.

apresenta um espaco de fases muito semelhante ao do modelo completo, contendo ilhas de
estabilidade, mar de caos e as curvas invariantes do tipo spanning. Os choques com veloci-
dades negativas sao proibidos no modelo simplificado e isso fica evidenciado pela regidao mais
escura na parte inferior esquerda do espaco de fases, regiao esta afetada diretamente pelo
modulo introduzido na equacao de V1. A partir do conhecimento dos elementos da matriz
Jacobiana, podemos calcular os expoentes de Lyapunov. Na Fig. 4.2 calculamos o expoente
de Lyapunov para 5 condi¢oes iniciais distintas, com parametro de controle € = 0,005, veloci-
dade inicial V5 = 0,01 e ¢ variando em torno de 2,80. O expoente de Lyapunov médio obtido

foi A = 1,5(1), onde 0 0,1 é a incerteza obtida pelo cilculo do desvio padrdao da média.

4.5 Shrimps

Como falado nas se¢oes 2.4.1 e 3.4 as estruturas shrimps sao caracteristicas de sistemas

dissipativos. A Fig. 4.3 mostra o espaco de parametros obtido para o modelo simplificado
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Figura 4.2: Expoentes de Lyapunov para o modelo simplificado Fermi-Ulam, com 5 condicoes
iniciais, parametro de controle ¢ = 0,005, velocidade Vi = 0,01 e ¢.

do acelerador Fermi-Ulam. A escala de cores identifica o valor numérico dos expoentes de
Lyapunov.

Por outro lado, a Fig. 4.4 mostra o mesmo espaco de parametros obtido na Fig. 4.3,
entretanto considerando a escala de cores como identificacao do periodo de cada orbita.

De acordo com as Figs. 4.3 e 4.4 podemos perceber uma grande semelhanca entre elas. Em
particular estamos interessados nas regioes periddicas no espaco de parametros e determinar
como ocorre a organizacao das estruturas shrimps e possiveis leis de formacao. Sendo assim,
investigaremos as estruturas shrimps caracterizando seus periodos.

De acordo com a Fig. 4.5, as estruturas shrimps aparecem em uma sequéncia organizada.
A Fig. 4.4 foi obtida para a faixa ¢ € [0,75,1] e a € [0,2,0,5]. Podemos perceber existe que
uma estrutura aparentemente complicada nas vizinhancas da regiao S. A Fig. 4.5 corresponde
a ampliacao da caixa marcada em S, evidenciando a complexidade da estrutura. Neste estagio
de ampliacao ja podemos ver varios shrimps organizados em sequéncia. Ampliando a caixa A
da Fig. 4.5, podemos perceber ainda mais nitidamente que outras sequéncias de shrimps cada
vez mais microscopicos vao surgindo, conforme mostrado na Fig. 4.6a para a faixa de ¢ €
[0,91,0,914] e @ € [0,3355,0,3445]. As caixas marcadas em (a) com as letras B, C e D sio as

regioes ampliadas e devidamente mostradas na Figs. 4.6b,4.6¢ e 4.6d respectivamente. A faixa
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Figura 4.3: Espaco de parametros com a estrutura shrimp no modelo Fermi-Ulam simplificado
construida com escala de cor correspondendo ao méximo expoente de Lyapunov. Conside-
ramos uma janela de 1000 x 1000 e iterado 10° vezes cada divisdo. Usando como condicdo
inicial ¢y = 2,80 e V5 = 0,01.
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Figura 4.4: Espaco de parametros com a estrutura shrimp no modelo Fermi-Ulam simplificado
construida com escala de cor correspondendo ao periodo das orbitas periddicas. Utilizamos
aqui uma janela de 700 x 700 e iterado 10° vezes cada par de parametros considerando
®o = 2,80 e Vy = 0,01.
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Figura 4.5: Sequéncia de shrimps convergindo para uma estrutura de periodo 9.

de parametros da Fig. 4.6bée € [0,911,0,9119] e « € [0,3378,0,3395]. Podemos perceber que
os periodos se organizam da esquerda para a direita com 24 — 45 — 39 — 42 — 36 — 42....
Por outro lado a Fig. 4.6¢ obtida para a faixa e € [0,9122,0,9125] e € [0,338,0,3387] mostra
também uma organizacao dada por periodos 30 — 54 — 51 — 45 — 42 — 36. Finalmente
a Fig. 4.6d obtida para ¢ € [0,91245,0,91275] e o € [0,338,0,3387] mostra uma sequéncia
36 — 42 — 39 — 45 — 48. Os periodos medidos nas estruturas shrimps observadas no
espaco de parametros foram dispostos em uma estrutura do tipo arvore de periodo, de acordo
com a Fig. 4.7. Nessa mesma figura podemos ver a regra de organizagao que as estruturas
seguem, essa regra de organizacao pode ser vista como equagoes diofantinas lineares (22; 23)
dotipor=y+6,y=c+3,z=20+9ey=1y+9.

Na Fig. 4.7, considerando o primeiro periodo (24) como z, seguindo a regra descrita
acima (y = x4+ 6) encontramos agora o valor de y, caracterizado pelo segundo periodo (30), a
partir dele temos a proxima equagio, y = x + 3, novamente voltando para = (periodo 33). De

acordo com a arvore mostrada na figura, todos os periodos posteriores seguem essas mesmas
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Figura 4.6: Espaco de parametros com escala de cor representando o periodo das orbitas
periodicas do modelo Fermi-Ulam simplificado. (a) Maximizacao da caixa A. (b) Maximizagao
da caixa B. (¢) Maximizagao da caixa C. (d) Maximizagdo da caixa D.
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9 9 9 9 9
NN NN Y
24 30 33 39 42 48 51
6 3 6 3 6 3

Figura 4.7: Arvore de periodos do espaco de parametros (caixa A) para o modelo Fermi-Ulam
simplificado.

regras, sempre alternando entre x e y. Ainda na mesma figura, podemos observar que outra
regra aparece. Partindo novamente do primeiro periodo da arvore (24), que agora é g, a
nova equacao serd * = xg + 9, encontrando o novo z caracterizado pelo periodo (33). Do
mesmo modo, temos os valores de y. Comecando do segundo periodo (30) que ¢ o o, temos
y = yo + 9 encontrando o quarto periodo (39).

Ampliando essas sequéncias, podemos perceber que as estruturas menores aparecem e
continuam se organizando seguindo a mesma regra.

Quando olhamos para estruturas menores, assim como na Fig. 4.8, observamos a seguinte

organizacao com o mesmo padrao.

9
.' N/
| ¥/
24 36 30
54 415 %1 4|5 51 42 ffllﬁ 5:‘1 5|4 54 51 -‘—'!r5 4.2 112 39 -‘-'L5 48
.I'\ J .- i Il"x\__);"ll \ } II"\__ ,"lll \ ) ; II"\__ /lll I\'-\ _/"I ! _ I..'\__F,"'. I:\\,. ‘;Jll / II"\ _/";
36 36 3 6 3 36 3 36 3

Figura 4.8: Arvore de periodos do espaco de parametros para o modelo simplificado Fermi-
Ulam. Ampliacao da regiao entre os shrimps de periodo 24 e 33.

Observamos também que a sequéncia de shrimps converge para uma estrutura maior de
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periodo 9, como mostrado na Fig. 4.5.

4.6 Conclusoes parciais

Neste capitulo estudamos o modelo Fermi-Ulam simplificado e encontramos as estruturas
shrimps que se organizam no espaco de parametros seguindo algumas regras que sao vistas
como equacoes de diofantina. Foi possivel perceber que, mesmo quando uma regiao do espaco
de parametros é ampliada, as estruturas shrimps menores continuam respeitando a mesma

regra.



Capitulo 5

Conclusoes e Perspectivas

Neste trabalho estudamos algumas propriedades do mapa quadratico e o modelo Fermi-
Ulam. No mapa quadrético, foi mostrada a construcao do mapa e o diagrama

de orbita foi obtido. Nele foi possivel observar a existéncia de comportamentos periédico.
Em ¢ = —0,75, o ponto fixo de periodo 1 perde a estabilidade e se bifurca num comportamento
de periodo 2, que se bifurcam sucessivamente até a ocorréncia de caos. Esse comportamento
¢ descrito por uma equacao do tipo T = Ty2™, onde Ty ¢ o periodo inicial da janela e
m identifica a ordem da bifurcacao. Conforme conhecido na literatura, essa é a primeira
evidéncia clara de caos quando n — oo. Ao introduzirmos uma perturbacao paramétrica no
mapa quadratico, as estruturas shrimps sao observadas.

No modelo Fermi-Ulam completo investigamos o caso conservativo e dissipativo. No caso
conservativo foi mostrada a construcao do mapa para os dois tipos de colisoes existentes. A
matriz jacobiana foi determinada e o espaco de fases foi construido, evidenciando estruturas
com ilhas de estabilidade, mar de caos e curvas invariantes do tipo spanning. J& no caso
dissipativo vimos que a presenca de dissipacao afeta drasticamente a dindmica do modelo.
Ocorre a destruicao do espaco de fases misto podendo ser substituido por um atrator caético.
Encontramos também as estruturas shrimps no espaco de parametros e percebemos que essas
se organizam de forma que o seu periodo cresca com fator 1.

Quando o modelo Fermi-Ulam simplificado foi estudado, percebemos que este produz re-
sultados muito semelhantes ao do modelo completo. Esta simplificacao além de acelerar as

simulagoes numéricas, mantém a nao linearidade do problema e muitas de suas propriedades
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dinamicas sao mantidas. Foi mostrada a semelhanca com o espaco de fases do modelo simpli-
ficado com o modelo completo apresentando ilhas de estabilidades, mar de caos e as curvas
invariantes do tipo spanning.

Ao variarmos os parametros de controle o e € no caso dissipativo, construimos também
o espaco de parametros e nele foi possivel observar e caracterizar as estruturas shrimps. Ao
investigarmos em detalhes o espaco de parametros construido com escala de cores corres-
pondendo ao periodo das Orbitas periddicas, percebemos que as estruturas se organizavam
de acordo com uma regra linear. Essa regra é dada por uma equacao diofantina do tipo:

r=y+6,y=x+3, r=20+9ey=1o+9.

Em trabalhos futuros, pretendemos encontrar estruturas shrimps no espaco de parametros
em outros modelos de aceleradores de Fermi e procurar por

equacgoes diofantinas quadraticas.
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