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Resumo

Neste trabalho, formulamos um modelo para um problema real de planeja-
mento da producdo de uma fébrica de refrigerantes. Para resolvé-lo propomos
um algoritmo hibrido que combina o método de planos de corte e o algoritmo

Branch and Bound.

Palavras-chave: Programacio Inteira Mista, Planejamento da Produgéo,

Algoritmos Hibridos, Método de Planos de Corte.




Abstract

In this work, we formulate a Production Planning Model of a real soft drink
company. To solve it we study a hybrid algorithm that combines Cutting Planes

and the Branch and Bound algorithm.

Keywords: Mixed Integer Programming , Production Planning,

Hybrid Algorithms, Cutting Plane.

AVA
AVAVAY
a¥

2 3 4 5 6 i unesp 1012 13 14 15 16

17

18



Sumario

Modelos de Planejamento da Producgao
1.1 Problemas de Dimensionamento de Lote
1.2 Problemas de Dimensionamento de Lote e

Sequenciamento

Solucao de Problemas de Otimizagao Inteira Mista

2.1 Complexidade Computacional

2.2 Método de Planos de Corte
2.2.1 Corte Fracionério de Gomory
2.2.2 Inequagoes Validas para o Modelo de Lasdon-Terjung . . .
2.2.3 Inequagdes Supermodulares

2.3 Algoritmo Branch and Bound (B&B)

2.4 Métodos Heuristicos

Modelo de Planejamento da Produgao para uma Fabrica de Re-
frigerantes (FR)

3.1 A Linha de producao

3.2 O planejamento da produgao

3.3 Ferramentas para o Planejamento da Producao

Experimentos Computacionais

41 Geragaode Dados . . . . . . .. . ...




4.2 Solugao do Modelo FR

4.3 O Uso de Inequagoes Supermodulares na Solu¢ao do Modelo FR .

4.3.1 O uso da Biblioteca de Subrotinas do CPLEX
4.3.2 O algoritmo SolFR

5 Consideragoes Finais

Referéncias Bibliograficas

AVA
AVAVEY
VAY

2 3 4 5 6 i unesp 1012 13 14 15

94

16

17

18



Introducao

Introducao

A Pesquisa Operacional ganhou impulso principalmente durante a Segunda
Grande Guerra, quando foi utilizada para resolu¢ao de problemas de operagoes
militares: emprego eficiente de radares, canhoes, taticas de bombardeio entre
outras. Apos a guerra as técnicas desenvolvidas, principalmente a forma de coleta
de dados e informagoes para analise, passaram a ser utilizadas nas empresas em
problemas de administragao (Von Ellenrieder, 1971). Os modelos matematicos
também se tornaram uma nova ferramenta de trabalho nas empresas.

O uso da modelagem matematica favorece a inter-relagao dos departamentos
de uma empresa ja que é necessario entender e coletar dados de varios setores.
Permite também uma experimentacao prévia das decisoes a serem tomadas. No
entanto, a utilizagao de modelos mateméticos nas industrias passou por um pro-
cesso de conquista onde foi, e ainda é necessério, provar a eficiéncia dos modelos
no processo de decisao.

Com o desenvolvimento da pesquisa matematica e dos computadores, cada
vez mais a modelagem matematica tem se mostrado uma boa ferramenta nos
processos de decisdao. Hoje é aplicada nos mais variados tipos de empresas e pro-
blemas tais como: industria de bebidas, tabaco, transporte, localizacao (Clark,
2001) (Pattoloch, Schmidt, Kovalyov, 2001)(Williams, 1991).

Apesar deste avanco da ciéncia e da tecnologia ainda existem vérios tipos de
modelos que nao possuem um método de solugao capaz de fornecer uma solugao
6tima rapidamente. Este é o caso de alguns modelos de programagao inteira mista
que consideram tempos e custos de preparo de maquinas (tempo e custos de set
up). Por isso, é interessante o estudo de métodos de solu¢do que colaborem na
obtenc¢ao de bons resultados para estes modelos.

Neste trabalho apresentamos um modelo de Programagao Inteira Mista (PIM)
para resolver um problema de uma fabrica de refrigerantes de Sao José do Rio

Preto. O modelo desenvolvido envolve dimensionamento de lotes considerando
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Introducao

tempo e custos de preparo de méquinas (setup) e inicializagdo (startup), com
restricoes adicionais. Devido a complexidade do modelo obtido propomos sua
soluciao através de um método hibrido que combina o método de planos de corte
e 0o método Branch and Bound, conhecido como Branch and Cut (Padber e Rinald,
1991).

No capitulo 1 discutimos a modelagem de problemas classicos de planejamento
da produgao encontrados na literatura.

Para solucionar estes e outros modelos de programagao inteira mista existem
varios métodos: métodos exatos como o algoritmo Branch and Bound, e o Método
de Planos de Corte; e métodos de aproximacdo como é o caso das Heuristicas.

Estes métodos sao explicados com detalhes no capitulo 2.

O capitulo 3 descreve o funcionamento da fabrica de refrigerantes visitada e
o modelo matematico proposto (FR).

O método branch and cut desenvolvido, sua implementacao, e testes computa-
cionais realizados para testar a dificuldade do modelo formulado, e a eficiéncia

do algoritmo proposto para sua solucdo, sdo apresentados no capitulo 4.

O ultimo capitulo, capitulo 5, apresenta as conclusées obtidas com o trabalho

e sugestoes para trabalhos futuros.
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Capitulo 1

Modelos de Planejamento da

Producao

Um modelo matematico pode ser uma ferramenta 1til na determinacao do pro-
grama de produgao de uma empresa. Para a construgao do modelo, na maioria
das vezes, é necessario levar em considerac¢ao diversos fatores que influenciam a
producao tais como: capacidade da fabrica, se é necessirio ou nao preparar as
maquinas, e em caso positivo qual o tempo de preparo e o custo, quantos itens
serao produzidos, o horizonte de planejamento, os custos de produgao, custos de
armazenamento se houver excesso de producdo (estoque); entre muitos outros
fatores que podem surgir dependendo da empresa e do tipo de produto (Wagner,
1986).

Cada fator relevante para o problema implica em uma restri¢ao e/ou variavel
no modelo.

Descreveremos neste capitulo modelos classicos de dimensionamento de lote
que incorporam alguns dos elementos descritos acima. Fazemos também uma
breve discussao de modelos que combinam o dimensionamento de lote e o sequen-

ciamento da producao.




1.1 Problemas de Dimensionamento de Lote

1.1 Problemas de Dimensionamento de Lote

Consideremos um problema onde ha a produgdo de um tnico item. Esta produgao
¢ realizada por uma tnica maquina. O objetivo da produgao é suprir uma dada
demanda d; sobre um horizonte de planejamento de T periodos com o menor
custo total possivel.

O custo total é composto pelo custo de produgao ¢; e pelo custo de estoque
hy no periodo t; Considerando z; a quantidade a ser produzida no periodo t; ¢
o estoque (excedente de produgao) no periodo t e, tendo em vista o objetivo de
minimizar o custo total, a fungao objetivo do problema pode ser formulada como:

T
Min z = Z(c,_:n; + heey).

t=1
A garantia de que a producao de cada periodo satisfaca a demanda é assegu-

rada pela seguinte restricao de balango e estoque:
Tite1=d+e,t= L, 1T

A producao deve ser nao negativa. O estoque também serd considerado nao
negativo pois, nao estamos permitindo pedidos em atraso (backorders). Incluimos

entao ao modelo a restri¢ao abaixo.

Ty Z U, [ 2 0, t= ].}.-.,T.




1.1 Problemas de Dimensionamento de Lote

O modelo formulado é conhecido como modelo de dimensionamento de lote
de um item nao capacitado (PUNC):

T
Min z = Z(ctx; + heey)

t=1

Sujeito a:

Srter g =0t es =161 (1.2)

2, >0, >0, t=1,..,T. (1.3)

Em muitos casos é necessario levar em considerac¢ao a capacidade da fébrica
e o fato da maquina estar ou nao preparada para a produgao. Seja entao C; a
capacidade de producao da fabrica em cada periodo t. Tendo em vista que a
produgao nao pode ultrapassar esta capacidade é incluida ao modelo a restrigao

de capacidade:
Iy S Ch t = 1,...,T.

A funcao objetivo e as outras restricdes permanecem inalteradas. Assim o
novo modelo de produgdo de um item capacitado (PUC) é (Wolsey e Pochet,

1991):

7
Min z = Z(c,,a:t + heey)

t=1

Sujeito a:

rter=d+e, t=1,.,T,

< O L =1 00T

Ty 2 0, €t 2 U., 1= 1,...,T.




1.1 Problemas de Dimensionamento de Lote

Se ao invés da capacidade da fabrica s6 houver a necessidade de garantir que
s6 havera produgao se a maquina estiver preparada para tal, incorporamos ao

modelo a restrigao:

Iy S Myh t= 1}"'1T'

Onde, y; é uma variavel binaria, chamada de variavel de set-up, que é igual
a 1 se a maquina estiver preparada e 0 caso contrario; e M é um namero grande

que evita a limitacao da produgao.

Com esta restri¢ao, 0 < 2, < M, poderé haver produgdo apenas se a maquina

estiver preparada, y, = 1.

Para preparar uma méquina e manté-la preparada tem-se um custo fixo, que
muitas vezes pode ser alto e por isso é necessério considerd-lo no custo total da
produgao (Constantino, 1996). Este custo (custo de set-up), ¢ é incluido na
funcao objetivo que minimiza o custo total.

Temos entdo o modelo de producdo de um item néao capacitado com set-up

(PUNCS)(Wolsey e Pochet, 1991):

T
ﬂ'fin zZ = Z(C;Zﬁf_ + h-gﬁg + C:T}f_) (18)

t=1

Sujeito a:

I + €1 = dt 4 €, = 1,,T, (19)
z, < My, t=1,..T; (1.10)

2 >0, >0, y,=0/1, t=1,...,T. (1.11)

Observando o modelo PUNCS percebe-se que se substituirmos M por C,

estariamos considerando a capacidade e o preparo da maquina no mesmo modelo.




1.1 Problemas de Dimensionamento de Lote

Com isto o modelo obtido seria um modelo de produgdo de um item capacitado
com set-up (PUCS)(Wolsey e Pochet, 1991).
Se houver necessidade, pode se considerar o inicio da produgao pois, algumas

vezes a maquina, apesar de estar preparada, ndo comega a produzir imediata-

mente naquele periodo. Através da inclusdo da variavel de start-up z;, que é 1 se

ha o inicio da producao no periodo t e 0 caso contrario, das restri¢oes:

Zt Z Yt — Yt-1, t= 1:“'1T;
<t S Y, = 13 sT:

<t S 1= Yi—1, t= 11 }T!

e do custo de se iniciar a produgdo, ¢;, que também pode ser incluido no cus-

to total, formulamos um modelo de um item capacitado com custo de start-up
(PUCSS)(Constantino, 1996).

T
Min z = E(q:c; + cjye + ciz + huer)

t=1

Sujeito a:

B+ =+ e t=10015
aps O, 3=1, ... 18
%2 U — Yy t =101
wZ o t=1, 0 1

Zt S ik = Yi-1, t= ]-1 1T1




1.1 Problemas de Dimensionamento de Lote

1w 2l ep 2oy emp= 0L = L T (1.18)

As trés restri¢oes inseridas garantem que a produgao de um novo item sera

realizada apenas se a maquina for preparada naquele periodo, y; =1 e y;—; = 0.

E possivel modificar os modelos descritos acima para incorporar a produgao

de varios itens simultaneamente. Neste caso as varidveis passam a ser:
z; € a quantidade produzida do item 1 no periodo t;
eir € a quantidade estocada do item 1 no periodo t;
1 se a maquina estiver preparada para producao do item i no periodo t.

Yit :
() caso contrario.

1 se hé o inicio da producao do item i no periodo t.

0 caso contrario.

E os custos:

cit € o custo de producao do item 1 no periodo t;

hit € o custo de estoque do item i no periodo t;

¢}, € o custo de set-up do item i no periodo t;

Cit é a capacidade de producao do item i no periodo t.

Ha necessidade também de incorporar a producao dos vérios itens nas res-
trigoes. Assim teremos restrigoes de balanco e estoque, capacidade e startup para
cada item i e cada periodo t. O custo total a ser minimizado é obtido pela soma
dos custos de todos os itens em todos os periodos.

Consideremos os seguintes modelos multi-item:
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1.1 Problemas de Dimensionamento de Lote

a) Modelo de Planejamento da Produgiao Multi-item Capacitado (PMC)(Staggemeier
e Clark, 2001).

N T
Min z =Y ) (cuwi + hiei) (1.19)
=1 i=1

Sujeito a:

Ty + 6{(;_]} = d,‘g_ + €its = ].,...,T} = ].,...,N; (120]
(1.21)

(1.22)

onde b; é a capacidade necesséaria para produzir uma unidade do produto i.

b) Modelo de Planejamento da Produ¢ao Multi-item Capacitado com custo

de Setup(PMCS)(Trigeiro, Thomas e McClain, 1989).

N T
Min z = Z Z(Cu&";t + hiceir + ¢y Yit)
i=1 t=1
Sujeito a:
Tit + €i—1) = die + €ir, T =1, ...

N

Zbiiﬂs: <0y t=1,..

i=1

Tt S Myih t= 1) }T 1=

@i =1 g5 20, =1 w0 §

c¢) Modelo de Planejamento da Produg¢ao Multi-item Capacitado com Custo
de Set-up e Start-up (PMCSS) ou Modelo Ciclico de Produgao Dinamica Deter-

ministico(Constantino, 1996).




1.1 Problemas de Dimensionamento de Lote

T
: & z
Min z = E E (citit + cipzie + ciyzie + hirear)
i=1 t=1

Sujeito a:

Tip + ei(t—l) T dit + Eit, t= 11 "':Ta 1= 11 "')‘N';

Ti < Ciyih t= l) }T!
Zit Z Yit — Yi(t-1), t= ]-:"'sTs 1= 11!1\;1
Zit < Yi, = 11---:Ta 1= 1)'“3N;

Zit S 1— yg(t_”, = l,...,T, 3= 1,...,N;

T
Zy;t <l t=1, .. L

i=1
s w2 npe ay= Uyt sl sl bealpis N

Observe que a restri¢ao
T

Y w<l t=1,.,T

i=1

garante que haja producao de apenas um item por periodo.

Nesta secao discutimos alguns modelos classicos da literatura. No entanto,
vérios outros fatores podem ser incluidos para controlar a quantidade de insumos,
o tempo disponivel de producao, entre outros elementos do problema. Este é o
caso do modelo de dimensionamento de lote discutido no capitulo 3.

A producao de itens diferentes e que precisam de um preparo especial das
magquinas muitas vezes envolve o sequenciamento dos itens. Isto é, a ordem em
que os itens sdo produzidos pode interfir na capacidade da produgéo. Os modelos
multi-item discutidos nesta se¢ao nao consideram este elemento na defini¢ao dos
lotes. A sequéncia da producao é estabelecida antes ou depois do dimensionamen-
to dos lotes. Os modelos que consideraremos na se¢do 1.2 a seguir consideram o

dimensionamento de lotes e o sequenciamento em um mesmo modelo.

10
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1.2 Problemas de Dimensionamento de Lote e Sequenciamento

1.2 Problemas de Dimensionamento de Lote e

Sequenciamento

Na secao anterior descrevemos varios modelos de dimensionamento de lote. Entre
eles apresentamos modelos onde ha tempo e/ou custo de setup.

O setup aparece quando a produgao de um item necessita de algum tipo de
preparo: limpeza da méaquina, ajuste, entre outros.

O tempo e/ou custo de setup pode depender do préximo item a ser produzido.
Em uma empresa de refrigerante, por exemplo, a produgao de um refrigerante diet
apo6s a producgao de um refrigerante com agticar necessita de uma limpeza mais
detalhada da maquina, ou seja, ha necessidade de um tempo de setup maior, do
que se fosse produzida na ordem contraria, refrigerante diet e depois com agucar.
Outro exemplo que ilustra a relacao do setup com a ordem da produgao esta
na empresa de tintas. Produzir primeiro tonalidades diferentes de uma mesma
cor, apenas tons de azul, exige menos setup do que produzir tons iguais de cores
diferentes, azul claro, vermelho claro, depois azul escuro, em seguida vermelho
escuro. Assim, percebemos como o custo e o tempo de setup podem depender
da sequéncia em que os itens sao produzidos (Toledo, 2001)(Potts e Wassenhove,
1992).

Além da sequéncia, a formagao de estoque também contribui para a redugao
do setup pois, um lote grande utiliza 0 mesmo setup de um lote pequeno. E claro
que existe uma quantidade adequada a ser produzida de forma que o custo de
estoque seja o menor possivel (Haase e Kimms, 2000). Baseado nisto, tem sido
desenvolvidos modelos de produgao que determinam simultaneamente o tamanho
dos lotes e a sequéncia na qual os itens devem ser produzidos a fim de atender a
demanda com custo de estoque e custo de setup minimos.

Nesta secao apresentaremos alguns destes modelos que combinam dimensio-

namento de lote e sequenciamento da producdo em um tnico modelo.
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1.2 Problemas de Dimensionamento de Lote e Sequenciamento

Consideremos a produgido de varios itens realizada por uma tnica méaquina.
O objetivo da producgao é suprir uma dada demanda d; sobre um horizonte de
planejamento de T periodos a um custo total minimo. Porém, ha uma capacidade
C} em cada periodo t que deve ser respeitada e a cada novo item a ser produzido
é necessario um tempo para preparar a maquina que varia dependendo do item.
Este preparo gera um custo ¢}, que juntamente com o custo de estoque h;, forma
o custo total a ser minimizado.

Este problema é o mais simples no sentido de unir dimensionamento e sequen-
ciamento da producao. E chamado de problema de sequenciamento e dimension-
amento de lote discreto (PSDD), possui uma estrutura parecida com o modelo
(PMCSS) formulado na secao anterior (Drexl e Kimms, 1997).

Este modelo considera intervalos de tempo menores (dias, horas,...) que PM-
CSS, e em cada intervalo pode ser produzido no maximo um item, o que é garan-

tido pela restricao:

N
Y =l sl

i=1
A capacidade varia com os periodos e a pardmetro k; indica quanto de ca-
pacidade o item z;; utiliza. O modelo, ao contrario de PMCSS, determina que se
houver producao a capacidade seja totalmente utilizada, esta restri¢ao é conheci-

da como "tudo-ou-nada'":
kit:l:it = nys'h t= 13 "'}T'} 3= 13 ._,N

A funcao objetivo minimiza o custo de mudanca de item, ou seja, custo de
iniciar a produc¢ao de um novo item cj,, e o custo de estoque h;. O modelo

completo (Drexl e Kimms, 1997) é:

N T
Min z =) ) “(cizit + haea)

t=1 =1
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1.2 Problemas de Dimensionamento de Lote e Sequenciamento

Sujeito a:

Ti + €i(1-1) = dy &y 1=, T 4= 1w N (13?)

k,‘f,(l’:,'g = ng,‘h 1= 1,...,T, 1= 1,..‘, IV, (138)

N
Zyitsls i=1a$T! (139)

i=1

Zit 2 Yit — Yiit-1), t = Livon Ty 1 S0 NG (1-40)

Tity 24ty Eit 2 Uayit A U/l} t= ]-1 Sk T} 1= 1}"'1N' (141)

Observemos que nao ha necessidade de definir z;; binaria uma vez que o custo
¢, positivo na fungao objetivo e a restrigao (1.40) forcam esta condigdo.
Uma outra forma de modelar o problema é permitindo o uso parcial da ca-

pacidade, ou seja, substituindo a igualdade 1.38 por:
kizi < Cyir, t=1,...,T, 1=1,...,N.

E assim temos o problema de dimensionamento de lote e setup continuo

(PDSC) (Drexl e Kimms, 1997).

N T
Min z = Z (cizie + haeir)

i=1 t=1

Sujeito a:

T + e~y =du+ e, t=1,..,T, 1

Fixiy < Ct!;"iza = Ta 1=

N
Zyit <l,t=1, aT:

i=1

13
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1.2 Problemas de Dimensionamento de Lote e Sequenciamento

Zit 2> Yit — Yi(t-1), t=1, '-'1T) 1= 11-“1N; (146)

Lity Zity €Eit Z Dvyif = 0/11 t= 11 "')T} 1= 1}"'1N' (147)

Para aproveitarmos a capacidade que nao é utilizada totalmente em um perio-
do podemos permitir a produgao de mais um item por periodo. Para tanto subs-

tituimos a inequacgao de capacidade (1.44) do modelo PSDD pela inequagao:
kitmit S Cg(y;'g + yi[t—l))a t= 15 '”}Ts 1= 1}”'31\}"

Assim, permitimos a producgao de um item, : = 1 por exemplo, que tenha a
magquina preparada para sua produgao no periodo (t-1), yy(;—1) = 1, e um item,
1 = 2, que tenha a méaquina preparada para sua produgao no periodo t, y,, = 1.

Pois,

;i;”_.'lf”_ S Cf(U + ].)., t= ]., ,T.

k'gtiﬂgg S Cg(]. + 0), i = 1, ,T

Mantendo as demais restri¢oes inalteradas temos entao, o problema sequen-

ciamento e dimensionamento de lote proporcional (PLSP)(Drexl e Kimms, 1997):

N T
Min z =% ) (cizit + haeir) (1.48)

=1 =1

Sujeito a:

Ty + Ei(t—1) = (f.'z 4 ey, t = 1,

kazi < Co(Yie + Yig-1)), t =1,...

N

Y gkl i

14




1.2 Problemas de Dimensionamento de Lote e Sequenciamento

Zit Z Yit — Yi(t-1)» t= 11 "'aT) 1= l,,N,

Tity Zity €it = anit — 0/1} t= 11"'3T! 1= 1)"'}N'

Uma outra idéia que visa modelar os problemas de dimensionamento de lote

incluindo o sequenciamento é a de dividir os periodos, definidos entao de macro-

periodos, em periodos menores, micro-periodos. O modelo obtido, que se segue,

é conhecido como problema de sequenciamento e dimensionamento de lote geral

(PSDG)(Meyr, 2000).

N T T
Minz=Y 33 (chzi) + D (huea)
sES; 1=1 t=1 =1 t=1
Sujeito a:
ins+(f£(t-])=dit+cita t=L., T, i=1,...N;

SES;
N
szixis = Cia s € S!a 1= 1:"'11\}';
I:} sGSt
Bt £ 0k 9E Sy b= Lows IV
]N'
> s =i, €5

i=1

Zijs 2 Yi(s-1) T Yjis—1, SE€ S 1,7 =

Tis 2 ?ni(yis - y{[s—l))s s € S! 33‘? =
Tisy Zijs, €t = 0,4is=0/1, t=1,..,T,i=1,..,N,s € S..

Onde:




1.2 Problemas de Dimensionamento de Lote e Sequenciamento

S; = conjunto de micro-periodos s pertencentes ao macro-periodo t;

zijs = € 1 se ha troca de produgao do item 1 para o item j no inicio do

micro-periodo s; e 0 caso contrario.

¢i; = € o custo de realizar a troca do item i para o item j.

m; = producao minima do produto 1i.

A restrigao (1.55) é a restricao de balango e estoque; a restrigdao (1.56) con-
sidera a capacidade; as restrigoes (1.57) e (1.58) permitem que haja produgéio
apenas se a maquina estiver preparada para tal; a restri¢iao (1.59) controla a
mudanga do item i para o item j na produgao pois, zij, = 1 apenas se y;(;—1) = 1
e ¥js = 1 e a restricao (1.60) garante que se o setup de um novo item é realizado
entao ha a producao de pelo menos m; unidades deste item naquele micro periodo;
por fim temos a garantia de nao negatividade das variaveis. Observe que o ntimero
de micro-periodos, isto é o niumero de lotes, é determinado pelo usuério.

Podemos também considerar o tempo de preparo da mudanca do item i para
0 j, stij, na restricio de capacidade. Isto equivale substituir a restricdo (1.56)
por:

N

N N
Z Z kizis + Z Z Z St,'jz,fjs < Ct, s € Sh 1= ,...,N.

i=1 s€S, i=1 j=1 s€S,
Temos entao o modelo GLSP com tempo de setup (Meyr, 2000).
Muitos métodos sao desenvolvidos para solugao dos modelos apresentados.
Todos buscam uma solugao répida e de boa qualidade, solugoes 6timas se pos-
sivel. No préximo capitulo descrevemos um pouco destes métodos e da teoria de

complexidade que se desenvolveu para avalid-los.
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Capitulo 2

Solucao de Problemas de

Otimizacao Inteira Mista

Os modelos que descrevem problemas reais sao modelos na maioria das vezes
complexos, com vérias variaveis e restriges. Resolvé-los e encontrar uma solucao
boa e rapida pode ser uma tarefa dificil.

Quando se aplica um método de solugao em um problema linear testa-se
diregoes factiveis que possam melhorar esta solugao. Se nao existe uma direcao
que melhore a solu¢ao obtida do problema linear sabemos que encontramos a
solucao 6tima. No caso de problemas inteiros ou combinatoriais, em geral nao se
tem estas condigoes de otimalidade global. A solugao destes problemas pode ser
obtida através de enumeragao implicita das solugoes, isto é, uma vez obtida uma
boa solugao descarta-se uma parte das combinagdes possiveis por serem inviaveis
ou por nao terem possibilidade de superar o limite ja obtido (Puccini e Pizzolato,
1987).

Viérias técnicas de solugao de modelos de programagcéo inteira mista (PIM) sao
desenvolvidas para diminuir o tempo de solugao através de bons limites (solugoes
factiveis). O uso de heuristicas, por exemplo, garante uma solugdo factivel. Um

algoritmo hibrido, que combine heuristica e o método classico branch and bound




2 Solugao de Problemas de Otimizagao Inteira Mista

pode diminuir o tempo de solugao de um problema e dar uma solugao 6tima.
Neste capitulo descreveremos métodos cléssicos de solugao de PIM como o
algoritmo Branch and Bound e o método de Planos de Corte; e métodos heuris-
ticos. Faremos também uma breve discussao sobre complexidade computacional,
que nos orienta na decisao se um modelo ou um algoritmo sao bons ou nao.
Supomos que o leitor esteja familiarizado com resolucao de problemas de

otimizagdo linear. Em particular o método Simplex (Vanderbei, 2001) (Pucci-

ni e Pizzolato, 1987) e o método Dual Simplex (Bertsimas e Tsitsiklis, 1997)

(Bertsekas, 1992).




2.1 Complexidade Computacional

2.1 Complexidade Computacional

Nesta secao discutimos a complexidade computacional de problemas de otimiza-
¢ao, para isto é necessario entao definirmos o que é um problema, um exemplar
do modelo ou problema e um algoritmo.

Definigao 2.1: Um problema é uma questao geral a ser respondida, normal-
mente com varios parametros, ou variaveis livres, cujos valores sao deixados sem
especifica¢gio. Um problema é definido por: uma descri¢ao geral de todos seus
parametros estabelecendo que propriedades a resposta ou solugao deve satisfazer.
Um exemplar de um problema é obtida especificando valores particulares para
todos os parametros do problema.(Garey e Johnson, 1997)

Defini¢ao 2.2: Um algoritmo é um procedimento passo-a-passo para solugao
de problemas. Um algoritmo é dito resolver um problema se puder ser aplicado a
qualquer exemplar do problema e garantir uma solucéo para este exemplar.(Garey
e Johnson, 1997)

Diante da disponibilidade de varios algoritmos para resolu¢ao de um mesmo
problema, surge a necessidade de se ter um critério de anélise para a escolha do
mais adequado.

O critério mais utilizado é o tempo de execugao.

Este tempo se refere ao numero de vezes que uma determinada operacao é
realizada.

Para medir o tempo de execugio foi desenvolvida a func¢do tempo T(.) do
algoritmo, que associa o tempo de execu¢do ao tamanho dos dados de entrada
(exemplar do problema).

Diante dos intimeros exemplares que podem ser geradas criou-se trés tipos
de situagoes onde o comportamento do algoritmo pode ser estudado e a funcao
tempo obtida:

i) Estudo do melhor caso, ou seja, o menor tempo que o algoritmo leva para

executar todas possiveis entradas de tamanho n.
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2.1 Complexidade Computacional

11) Estudo do pior caso, que é o maior tempo sobre as entradas de tamanho

iii) Estudo do caso médio (ou esperado), é a média dos tempos de execugao
de todas entradas de tamanho n.

Apesar de ser possivel fazer estas avaliacgoes, a obtencao da fungao T(.) é
dificil. Por isso, criou-se o conceito de complexidade assintética. Isto é, ao invés de
determinar T(.), determina-se uma fun¢do F(.) que limita o tempo do algoritmo.

Defini¢ao 2.3 :Sejam f e g : N — R. Diz-se que f domina g assintoticamente
quando 3 constantes C e ng > 0 tais que :

g(n) < Cf(n), Yn > no.

Assim, se a fun¢do F(.) domina assintoticamente a funcao T(.) que de-
fine o tempo de execugdo de um algoritmo dizemos que este algoritmo é de or-
dem O(F(.)). A notagdo O, (brg — O) foi introduzida por Paul Bachmann em
1894.(Campello e Maculan, 1994)

Por exemplo, seja g(n) = 3n®*+2n%. g(n) é de ordem O(n®), pois, para ny = 0

e C =5 tem-se 3n> + 2n? < 5n® (Campello e Maculan, 1994).

Sabendo entao como medir a eficiéncia de um algoritmo, podemos definir um
algoritmo como sendo bom se o seu tempo de execucao puder ser limitado por
uma fun¢ao polinomial e entao diz-se que o algoritmo tem complexidade de tempo
polinomial. Se a fun¢do obtida é exponencial o algoritmo é dito ter complexidade
exponencial (Campello e Maculan, 1994).

Esse conceito de "bom'se deve ao fato de que sempre existe um N tal que a
partir dele as fun¢oes exponenciais sao maiores que as fungoes polinomiais.

A classifica¢dao nao se restringe apenas aos algoritmos. Muitos problemas sao
dados como faceis ou dificeis se podem ou nao ser resolvidos por algoritmos com
tempo polinomial. Para classifici-los existem as classes P, NP e NP-completo.

Um problema é dito pertencer & classe P se existe um algoritmo com tempo
polinomial que o resolva.

Para definirmos a classe NP precisamos saber o que é um algoritmo nao-

20
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2.1 Complexidade Computacional

deterministico.

Defini¢ao 2.4 Um algoritmo é ndao deterministico se gera respostas diferentes
para um mesmo exemplar, ou seja, ha um desvio condicional que vai para dois
lugares diferentes ao mesmo tempo.

Um problema é dito pertencer a classe NP, se é resolvido por um algoritmo
nao deterministico.

Observemos que os algoritmos que nao possuem o desvio sao casos especiais
de algoritmos nao deterministicos. Com isso podemos concluir que PCNP.

Se todo problema da classe NP puder ser transformado em tempo polinomial
em um problema P’ que também estd na classe NP, entao dizemos que este
problema é NP-completo. Caso nao pertenca a classe NP dizemos que é NP-
dificil (Reeves, 1993).

Tendo em vista as dificulades de resolugdo de certos modelos como o mode-
lo PUCSS visto na segao 1.1, que é NP-dificil (Bitran e Yanasse, 1982), varias
pesquisas sao desenvolvidas afim de se encontrar métodos que déem boas solugoes
no menor tempo possivel para estes modelos.

Métodos como Branch and Bound (Fleischman, 1990), Heuristicas (Araijo e

Arenales, 2000), Planos de Corte (Constantino, 1996), sdo adaptados e utilizados

sozinhos ou em algoritmos hibridos (Belvaux e Wolsey, 2000) no propoésito de me-
lhorar o processo de solucao de problemas que ainda nao sao resolvidos em tempo

polinomial. As préximas sec¢oes fazem uma breve descrigao destes algoritmos.

AVA
cm 1 2 3 4 5 6 i unespw-l 12 13 14 15 1e¢ 17 18



2.4 Método de Planos de Corte

2.2 Meétodo de Planos de Corte

Considere um modelo de otimizagao linear inteiro (PI) definido por:
mazr Z = cx
Sujeito a:
Az <b

:CEZ_’;

O conjunto de pontos § = {z € Z} : Az < b} é chamado de regido factivel
do modelo.
Se substituirmos a restrigao z € Z} por z € R no conjunto S, obtemos um

modelo linear:
s 2= c
Sujeito a:
Az <b
reRy

Este novo problema é chamado de Relaxacao Linear de PI, (RL).

Defini¢ao 2.5: Um poliedro PC R" é o conjunto de pontos que satisfaz um
nimero finito de inequagdes lineares, isto é, Pz{x efYodn< b} ,onde (A,b)
¢ uma matriz m X (n + 1) (Nemhauser e Wolsey, 1988).

Para um problema de otimizacao inteiro a regiao factivel sao pontos, isto é,
S C Z} onde S:{:z: € 4L A< b} .

Defini¢ao 2.6: Dado um conjunto S C R", um ponto = € R" é uma com-

i = G g v . it
binagdo conveza de pontos de S se existir um conjunto finito de pontos {z'},_,

t t i o
emSeum A € R com DY, A=1lez =), Nz O envoltério convexo

22




2.4 Meétodo de Planos de Corte

de S, denotado por conv(S), é o conjunto de todos pontos que sao combinagoes

convexas dos pontos de S (Nemhauser e Wolsey, 1988).

Assim observamos que, ao contrario dos modelos lineares a regiao factivel dos

modelos inteiros nao constituem um conjunto convexo.

Ezemplo 2.1

Problema Inteiro

Max z=x+y

sujeito a: x+y<3
x+3y< 6

X, y> 0 e inteiro.

z.5

Fig. 2.1-Regido Factivel do Problema Inteiro

Problema Relaxado
Max z=x-+y
sujeito a: x+y< 3
x+3y< 6
y; x>0

Fig. 2.2-Regiao Factivel do Problema Relaxado




2.4 Método de Planos de Corte

As inequagoes que definem o envoltério convexo deste problema sio,

>0,y>0,z+y<3eiz+y<2

Fig. 2.3-Envoltério Convexo

Pelo teorema 2.1 abaixo, a solugao 6tima do problema linear estd em um dos
vértices (ponto extremo) da regiao factivel.

Teorema 2.1:Considere o problema de minimizagao cx sobre um poliedro P.
Suponha que P tem pelo menos um ponto extremo e que ha uma solugao 6tima.
Entao, ha uma solugao 6tima que é um ponto extremo de P (Bertsimas e Tsitsiklis,
1997).

Sendo assim se conhecermos as equagoes que formam o envoltério convexo de
um problema inteiro poderemos resolvé-lo como se fosse um problema de otimiza-
¢ao linear.

No entanto, o nimero de inequagoes necessarias para descrever o envoltorio
convexo pode ser alto. Uma alternativa é ir acrescentando ao problema restrigées
(inequagdes) que diminuam a regidao factivel da R.L. sem "cortar'"solugdes in-
teiras, e ir se aproximando do envoltério convexo. Estas inequagées sao chamadas
Inequagoes Validas.

Defini¢io 2.7:Uma inequacio do tipo a’z < o, a € R*,a € R, é chamada

inequacao valida em relacao a S se § C {3: eER"faTz < a}, ou seja, é uma

inequagao que ¢ satisfeita por qualquer solugdo inteira factivel (Ferreira e
Wakabayashi, 1996).
Encontrar uma inequacao valida implica encontrar um plano que separe um

ponto infactivel da regiao factivel. O teorema 2.2 a seguir garante que isto é
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2.4 Meétodo de Planos de Corte

sempre possivel.

Teorema 2.2: Suponha P e P sejam dois poliedros disjuntos e nao vazios em

R". Entao existe um hiperplano que gera dois semi-espagos, H e H, tais que

P C He P C H (Vanderbei, 2001).

O problema de gerar uma inequagao valida que separa um ponto e um con-
junto é conhecido como Problema de Separagao.

A idéia geral do método de planos de corte é tratar o problema inteiro como
um problema linear, ao qual sao acrescentadas progressivamente inequagoes vali-
das (Planos de Corte) que cortam parte da regiao factivel. Este corte é feito de
forma a eliminar a solucao 6tima da relaxagao linear, se esta for infactivel para o
problema inteiro.

A primeira aplicagao deste método foi feita por Gomory na década de 50 para
resolver problemas de programacao linear inteira (PLI) (Wakabayashi e Ferreira,
1998). A idéia basica do método esta descrita no algoritmo PC abaixo.

Algoritmo PC

Inicializagao: Resolva a relazagao linear do problema PLI.

Passo 1: Se a solugdo dtima for inteira pare, o problema estd resolvido.

Se for infactivel pare pois o problema inteiro serd infactivel.
Se for fraciondria passe para o passo 2.

Passo 2: Gere uma inequagao vdlida que elimina a solugao dtima da

relazagdo linear. (Problema de Separagao)

Passo 3: Acrescente o plano de Corte ao problema.

Passo 4: Reotimize o problema obtido no passo 3 e volte ao passo 1.




2.4 Método de Planos de Corte

3 3

No exemplo 2.1 a solugao 6tima da R.L. é (3, 3). A inequagdo 1z +y < 2é

um Plano de Corte que elimina este ponto 6timo nao inteiro.

Fig. 2.4-Plano de Corte
Observe que este plano de corte faz parte da definicao do envoltério convexo
do problema e nao estd incluido no conjunto de restrigoes original.
As definicoes 2.8, 2.9 e 2.10 a seguir, ajudam a caracterizar melhor as ine-
quagoes que definem o envoltério convexo de um PLI.
Definicao 2.8: As inequagoes mx < mp € Y& < 7 sao ditas equivalentes se

(7,70) = A(m,m) para algum valor v > 0. Se existir g > 0 tal que y > urm e

Yo < pmo, entdo {z € R} : yz < 4o} C {z € R} : 7z < 7w} . Neste caso dizemos

que vz < 7 domina ou é mais forte que 7z < 7 ou que mz < Ty é dominada

por ou é mais fraca que vz < 4p.

Definigao 2.9: Se (7, mp) é uma inequagao vélidapara P,e F={z € P : 7z = 7o},

F é chamada uma face de P, e dizemos que (7, 7o) representa F. Uma face F é
dita ser propria se F# () e F# P (Nemhauser e Wolsey, 1988).

Definicao 2.10: Uma inequacao valida maximal é uma inequagao que nao é
dominada por nenhuma outra, ou seja, ela define uma face nao vazia do conv(JS5).
(Nemhauser e Wolsey, 1988)

Nas subsecoes a seguir discutimos com mais detalhes procedimentos para a

geragao de planos de corte.
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2.4 Método de Planos de Corte

2.2.1 Corte Fracionario de Gomory

O Plano de Corte descrito a seguir foi proposto por Gomory na década de 50 e é
chamado de Corte Fracionario de Gomory (Puccini e Pizzolato, 1987).

Para obter um corte fracionario de Gomory partimos da solugao é6tima da RL
obtida pelo método Simplex.

Seja xpg; variavel basica escrita como;

rg; = f),' — E YijTy, 1 = 11 ey 12
JEN

Onde:

yij € o coeficiente das variaveis nao bésicas;

g; ¢ a parte fracionaria de b;;

fij € a parte fracionaria de y;;;

N conjunto dos indices das variaveis nao basicas.
Considere que

bi = |b:] + gi € yi; = lyis] + fis

Substituindo 2.2 na equagao 2.1 resulta:

zgi = (|b:] — Z[yeﬂxi) + (9i — Z fijz;). (2.3)

JEN JEN

Temos que g; < 1, e que todos f;j e z; sdo maiores ou iguais a zero. Entao
(9i — 2_jen fijaj) € estritamente menor que 1. Queremos zp; inteira, entdo (g; —
> jen fijz;) também deve ser inteira. Sendo este dltimo termo menor que 1 e

inteiro podemos supor:

(9:— Y fiz;) 0.
JEN

Temos entao:

- fizi < —gis

JEN

27
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2.4 Método de Planos de Corte

Z fijzi 2 gi

JEN

A inequacao 2.5 é chamada de Corte Fracionario de Gomory.

A seguir ilustramos o algoritmo PC (se¢ao 2.4) onde no passo 2 é gerado um
corte fracionario de Gomory e a reotimizagao do passo 4 é feita usando o método
dual simplex.

Ezemplo 2.9

Max z = 2z + 22
Sujeito &:
T+ 2, <H
-z1+22<0
6z, + 229 <21

Ty, TEZO

A solucgao 6tima da RL é:
3. |

- 5.},3 + 4—3,5

+ 223 — %3:5

1 1

1 3
+ 5%3— 3Ts

9
4
1
2
u
4

2 r—3 1 ol
(Max) z2=54 — 523 — 3%s5
Como z,, =2 € x4 nao possuem valores inteiros podemos gerar Cortes de

Gomory usando qualquer uma delas.

it B




2.4 Maétodo de Planos de Corte

Ty
:n4+%x5=%
1=|1]+ faa=140
7=zl +fis =0+

Corte gerado 3z5 > 1.

Vamos usar o plano de corte gerado pela variavel bésica z;
B s 3
-2-13 + 433'5 2 4"

Coloquemos s; como variavel de folga. %333 + 4135 — 5 =

1 1 3
S1 = 5333 + Zu"‘,,s e Z (26)

Acrescentamos a restri¢ao 2.6 a RL do PI e usamos como nova variavel bésica.

A nova solugao basica é primal infactivel s;<0. Como temos uma solucao dual

factivel reotimizamos usando o dual- simplex. A nova solucao étima é:
=0 + I — 331
=132 44s
5%5 T 81

T5 — 287

As linhas de z,, z3, x4 geram o mesmo corte 5 > 1 . Acrescentando-o ao
problema e reotimizando a solugao 6tima sera:
g = 1-— 3-5‘] + 282
Ty =2+ 451 — 33,

€ry = 3 + 51 — S2




2.4 Meétodo de Planos de Corte

r3 =14 2581 — 59
r5 =14 59
(Maz)z=T7—s
O problema inteiro esta resolvido pois a solugao da RL é inteira. A solucao

6tima do PI é entao:

Observemos que se uma variavel de folga/excesso s;, associada ao plano de
corte ¢ reentrar na base o plano de corte ¢ pode ser eliminado do problema, pois
esta restri¢ao é redundante. Este fato impde um limite maximo no nimero de
cortes de Gomory presentes no problema relaxado a cada iteracdo. No méximo
n cortes sao gerados, que é o numero de variaveis. Qualquer combinacao linear

inteira das linhas com z; fracionéria, pode ser usado para gerar o plano de corte.

Observamos que os cortes fracionarios de Gomory foram gerados a partir da
solugao 6tima da relaxacao linear. Um procedimento mais geral é gerar os planos
de corte através do algoritmo Chvatal-Gomory (Algoritmo CG) que utiliza os
dados da matriz de restri¢ées descrito a seguir (Rangel, 1995).

Algoritmo CG

Passo 1: EjEN(uaj);rj < ub para todo u >0, u € R,.
Passo 2: ) . y|ua,

- < ub, desde x > 0

Jz;
wmplica - jeN((Ua_j) — |ua;])z; <0.
Passo 3: ).y |ua;|z; < [ub],
Chvatal desenvolveu este procedimento explicitamente em 1973. Porém Go-
mory em 1958-1963 o havia desenvolvido implicitamente (Rangel, 1995). Este
procedimento foi utilizado por Vanderbeck e Wolsey (1992) para gerar inequagoes

véalidas para o modelo de Lasdon-Terjung, decrito na préxima se¢ao.
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2.4 Método de Planos de Corte

2.2.2 Inequacoes Validas para o Modelo de Lasdon-Terjung

Considere um problema onde as méquinas produzem a uma taxa b, um deter-
minado item. A demanda deste item do periodo t, d;, deve ser satisfeita pelo
ntumero de maquinas x; trabalhando no periodo. Os custos envolvidos sao o cus-
to de estoque h; e o custo de start-up f;. Queremos determinar quantas maquinas
estdo ativas, quantas serao iniciadas no periodo ¢, z; e qual sera o estoque ¢; ao
final de cada periodo (Vanderbeck e Wolsey, 1992), (Lasdon, 1970).

Temos o seguinte modelo formulado:

T T
Min z=Y he+ Y _ fiz (2.5
t=1 t=1

Sujeito a:
e-1+bry=di+e, t=1,.,T,; (2.8)
Zi DB =T, =1, L} (2.9)
By By &y = 0 tndeiras, t=1,:,TY (2.10)
e =10, agp=10, er=k. (2.11)
onde k é a quantidade de estoque desejada ao final do periodo de planeja-

mento.

Proposi¢iao 2.3: Seja X a regiao factivel do problema inteiro apresentado

q

t=p

b+1 b—1 d
e+ ’VT-‘ Teg1 + ’V 5 -’ Tiyo + 2142 > " t+;'t+2-l (2.12)

acima e d, , = dy. A inequagao

¢ valida para o envoltério convexo de X, conv(X) (Vanderbeck e Wolsey, 1992).
Prova:
A inequagao 2.12 foi obtida através de uma iteracao do algoritmo CG, con-
siderando um subconjunto das restricoes que definem o conjunto X.

Somando a equagao (2.8), para os periodos t + 1 e t + 2 temos




2.4 Método de Planos de Corte

" et + bryyy = diyy + €41

€1 + 02iqr = diga + €142
erterp1 +b(zip1+xep2)=dip1 Hdipoterpr Fega

Como €444 > 0 obtemos

et + b(Teg1 + Teg2) 2 dipr + diga. (2.13)

Adicionando a inequagdo (2.9) para o periodo t + 2, zy42 > Ty42 — Tep1, @

(2.13) e dividindo a inequagao resultante por 2 obtemos

2142 2 Tygo — Teg1
+

et + b(Te41 + Teg2) > degr + diyo
STl
Leot B(zyprtoegs) + haga > HLLOEE L Bps S

Tomando o teto de todos os termos da inequagao

H-I e+ !-5—-2'11 Te41 + [I%l] Try2 + [%] Zip2 = [_L—Ldt I;Jt 2-| .

M e+ ’-Eizl-‘ Teyr + [l’;—l-‘ Teyo + Ze42 = [éi%ﬁﬂ-l .
o
E possivel provar ainda que sob certas condigdes a inequagao valida 2.12
desenvolvida acima é uma faceta de conv(X) (Vanderbeck e Wolsey, 1992).
Uma outra forma de gerar as inequagdes validas para problemas PLI, é
aproveitar a estrutura do modelo para desenvolvé-las. As Inequagoes Supermo-

dulares discutidas a seguir sdo geradas a partir da estrutura do modelo

PUCSS,(segao 1.1).

2.2.3 Inequagoes Supermodulares

Considere o modelo de determinagao de lote de um item capacitado com startup

e setup (PUCSS) descrito na segao 1.1:
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7
Min z = Z(Ctﬂﬁ'g + ¢y + ¢ + huer)

=1
Sujeito a:

ntea=d+e,t=1,...,T.
<O i=1.T. (2.16)
2 2 Yo =Yooty T2 1y, T (2.17)
B W V=l L (2.18)

Zt S 1 Yt—1, t= 111T1 (219)

Ty 2 Ua €t Z 0:?}-'. €<= 0/11 t= ]-1 '.!T (220)

Nesta subsegao iremos descrever uma classe de inequagoes vélidas, inequagoes
supermodulares a esquerda, para o conjunto de pontos da regiao factivel de
PUCSS, que sera denotado por X.

A idéia que motiva a defini¢ao destas inequagoes é o objetivo de encontrar
um limite inferior LB(x, y, z) para o estoque ¢; do periodo t dependente de x, y,
A

As inequagoes Supermodulares a esquerda tem este nome porque as funcoes
utilizadas para encontrar o limite sao supermodulares' e o periodo ao qual x, y,
z pertencem sao periodos posteriores a e;. Ou seja, faremos uma estimativa para
o valor do estoque no periodo t em funcdo da produgao futura do item.

O papel do estoque é ajudar a suprir a demanda quando a producdo nao é
suficiente. O estoque ex_; de um periodo (k — 1) pode ser usado para suprir a

demanda de varios periodos posteriores a (k — 1). Para isto é necessario que:

ex-1 > ((dx — ak) + (digr — Ta1) + ... + (dj — z5)) (2.21)

! Defini¢ao: (Nemhauser e Wolsey,1998) Suponha que N seja um conjunto finito e f seja uma
fungao de valor real sobre um subconjunto de N. f é supermodular se

—1(S) + (—£(U)) > (~F(SUUV)) + (~F(S NV)) paraS, U C N.
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Neste caso o produto estocado no periodo (k-1) pode suprir, juntamente com
a produgao, a demanda dos periodos k até j.

Observando a inequacao 2.16, vemos que se nao ocorre setup no periodo t, a
producao z; é nula. Assim, podemos desconsiderar a produgao nos periodos onde
nao ocorrem setup na expressao 2.21. Denotaremos este conjunto de periodos por
S, onde § C {k,....T} para ke N = {1,...,T}.

Considerando que a producao nos periodos {k, ...,j} € no maximo Zte{k,.,,,j}\s C,
para cada j € {k,...,T}, o valor do estoque no periodo anterior, ex_;, tem que

ser maior ou igual a:

+
fi(S) = mazjy,..1 { (ij =i Cﬁ) } ’
tefk,...iN\S

onde Dy; é a soma das demandas d; para t={k,...,j}.

Isto é, fr(S) é um limite inferior para eg_;.

Abaixo enunciamos um lema que garante que se ocorre setup em algum perio-
do o valor de fi(5) serd transformado em valor negativo ou nulo e o estoque nao
sera limitado, ¢; > 0.

Lema 2.1 Suponha k € N, S C {k,...,T}, u=min{t: ¢t € S},

v=max{t :t€ S}, o menor e o maior elemento do conjunto S.

Se Yu + Zut1,0 < 1 entdo nenhum set-up ocorre em S. Onde Z,4;, = E:H A
e 0 se ut1>v.

Demonstragao:

Yi = Yu T Yut1 — Yu + Yut2 — Yu+1 + - + Yj-

Considerando z; > y; — y;— (restri¢ao 2.17) podemos escrever,

Yo + WVt — B lera — oy oot U5 L Yot 3 i %

Tendo que v é o maior elemento do conjunto S ,

Yu + Zf:tt+l Zi S Yu + Zu+1,u < 1.

Sendo y; binaria resulta que y; = 0, ou seja, nao ocorre setup em S.

Assim, a funcdo fi(s) e o lema 2.1 acima garantem que a inequagao:
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L (e (2.22)
¢é valida para o modelo PUCSS.

Acompanhando o exemplo abaixo, retirado de (Constantino, 1996), percebe-
mos que é possivel obter inequagées validas mais fortes do que (3.21) se fizermos
uma decomposicao do valor de fi(S).

Ezemplo 2./ Considere um exemplar do problema de um tnico item PUCSS,

cuja demanda, capacidade e estoque sao na tabela 2.1.

Tabela 2.1: Dados de um exemplar do modelo PUCSS

periodo 2 | periodo 3 | periodo 4 | periodo 5

capacidade | 3 11 8 7

estoque 2 3 4 d

demanda 1 8 2 6

Suponhamos k=2 e que nenhum set-up ocorre no intervalo [u,v], 2< u < v <5.

Calculando f, para os possiveis conjuntos S, obtemos:

£0(2,2)} =1, £{(2,3)} =9, £{(2,4)} =11, £{(2,9)} =17, /{(3,3)} =6,
£{(3,4)} =8, £{(3,5)} = 14, /,{(4,4)} =0, £2{(4,5)} = 3, f2{(5,5)} = 0.

Tomemos f>{(2,3)}, como exemplo, f>{(2,3)} = 9 & limite inferior para e;.
er 2 f{(2,3)} =9 (2.23)

Mas, f2{(2,3)} = 9 pode ser decomposto como 1+6+9-1-6.

Se observarmos, o primeiro termo da decomposi¢ao, 1, é limite inferior para
e; se nenhum set-up ocorre no periodo 2; o segundo se nenhum set-up ocorre
no periodo 3; e o terceiro se nenhum set-up ocorre nos periodos 2 e 3. Esta

decomposigao resulta na inequagao:

1I(1—y2)+6(l—y3)+2(l —y—23) <91 —yp — z3) < €. (2.24)

Que é mais forte que (2.23) (ver defini¢do 2.8 se¢do 2).
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De uma maneira geral, queremos entao decompor fi(.S). Para obter esta

decomposicao, defina g, € R para k <u <v < T como:
Buo = Fullyo]) + il + 1,0 = 1]) = fullu + 1,0]) — fel(w, v — 1]).
Assim, a expressdo geral para (2.24) é:
ek 2 Puv(l = Yu — Zut1,0)-

Podemos definir fi também em funcao de valores nao negativos de /.

Lema 2.2: Se Buy = fr([u,v])+ fe([u+1,v=1]) = fi([u+1,v]) — fe([u,v—1]),
entao
(1)Bup > 0, para k < u < v <

(i) f([w, v]) = Pucacioco Piir Para k Su <o <

Teorema 2.3:(Constantino,1996) (Inequagoes Supermodulares & Esquerda)

Dado k € N e Buo=fr([u,v]) + fr([u+1,v=1]) = fe([u+1,v]) — fi([u, v —1]),
para k < u < v < T, suponha que F seja um conjunto de pares (u,v) tal que
FC {(u,v): k<u<v<T}

Entao a seguinte inequacao é valida para X:

Cr—1 Z Z 61&,0(1 == Wi u-}-l_.v)-

(u,v)eF

Demonstragao: Devemos demonstrar que qualquer ponto da regiao factivel
X satisfaz a inequagao 2.24.

Tomemos um ponto (x, y, z, e)€X e S={j € {k,...,n} : y; = 0} & o conjunto
dos periodos onde nao ocorre setup.

Se S = (), ou seja, ocorre setup em todos os periodos, y;=1 parak < j <n,e

sendo fBuy > 0 Vu, v,ovalor Y Suu(1 —1— Zyt1,) € negativo. Temos entao:
(u,w)eF

€L—1 Z 0 Z = z 6IJ,UZ‘U+1,U‘
(u,v)eF
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Suponhamos S# (. Decompomos S em p subconjuntos disjuntos tal que
v;i—1+1 < u; parai=2,...,p. Se um par (u, v) nao satifizer arelaciou; <u < v < v;
para algum i entdo este par (u, v) ndo esta contido em S e pelo menos um setup
ocorre neste intervalo {u, u+1, ..., v}. Entao 1 — y, — Zu41,, < 0 pois, se fosse
maior que zero pelo lema 2.1 nao ocorreria setup neste intervalo. Dai,

E ﬁt:,v(l = 1 == Zu+1,v) S E?:l E 6u,v(1 = ]- == Zu+l,v)

(u,w)eF (u,v)eFu;<u<v<y;

Observe que no segundo membro tomamos (u,v) € F e tal que
u; <u < v <wv;. Tirando (—Zu41,4) temos

?=1 z ﬁu,v(_Zu+l‘v) S E?;] Z ﬁu,u S

(u,v) € Fyui <u<v<v; () EFu; <uv<;

<Y X Bue

u; <uv<y;

Pelo lema 2.2 ii podemos substituir a soma Y,  Bu. por Yo, fe([ui,vi])-

u;<ufv<y;

Sendo fi supermodular, a interse¢ao dos conjuntos vazia, e fr(f) = 0 temos:

P Ji((ui, vi]) < (U, [ui, vi]) = fi(S) < err.

o

Até aqui construimos inequagoes véilidas para o modelo PUCSS. Para utiliza-
las como planos de corte o primeiro passo é resolver o problema de separagao,
ou seja, encontrar uma inequacao que seja violada pelo ponto étimo (x, y, z,
e)€ R*T+!, Mais ainda, queremos que a diferenca,

Z ﬁu:vpuu — €k—1 (226)

(uw)eF

onde pyy = (1 — Yu — Zus10), S€Ja a maior possivel.
O que determina tal inequagao é k, periodo para o qual a inequacao sera
gerada, e o conjunto F de intervalos. Os valores f,, dependem de k e para cada

ke N ha um conjunto F que maximiza Y, Sy vpuv-
(uv)eF
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O fato de fi ser supermodular resulta, 8., > 0. Pois se tomarmos
S=(u+1, v) e U=(v, v-1) na defini¢do de fung¢io supermodular podemos compro-
var que

fre(u,v) + fe(u+1,v—=1) > fe(u+1,v) + fi(u,v —1) e assim
Buv = fi([u,v]) + fe([u+ 1,0 = 1)) = fi([w+1,v]) — f([u,v —1]) > 0.

Sabendo que f,, > 0, F maxima a expressao 2.26 se e somente se:

{(u,v) : k<u<v<TePuvpuw >0} CFe
FC{(u,v):k<u<v<Tepuw >0}

Ou seja, F contém todos os pares tal que Buupuw > 0 e ainda pode conter
pares onde Byupuw = 0.

Ha necessidade de apés gerar F, verificar se a inequagao foi violada, ja que
podem ocorrer casos onde a expressao 2.26 nao seja positiva.

Denotaremos vyy = Diy — Cru—1, para k < u, v < n.

Para relacionar +,, com f3,, observemos que

mag j=r,... 7{(Dikj — Zte{k,,..j}\{n,...,v} Ci)} = Dky — Cry-1 parak <u<v<n,e
FT;II;J — fk({t£1 nery U})-

Desde que dj < Cj, v4»<0 para u>v entdo vy} =0 para u>v.

Pode-se calcular +,, para k < u < v < n recursivamente fazendo:
V-1 = 05

Yuv = Yup—1 + do;

Yur = Yu—-1,0 — Cu=i»

O seguinte lema da uma condicao para f,, ser positivo.
Lema 2.3:(Constantino, 1996) Suponha que 7, seja definido como

Diy — Cru-1. Se Buy > 0, entdo v} >0 e ’T:+1,v—1 = 0.

Para computar py, =1 — y, — Zy41,, usaremos as definicoes:

Peik-1=1—y + 2




2.4 Meétodo de Planos de Corte

puu — pu..u—l e Zu;
Puv = Pu—1,v 4+ 24— Yu + Yu—-1-

Definido o periodo k para o qual serd gerada a inequagdo, e conhecido o
ponto (x, y, z, ) solugao da RL, o algoritmo de separagao pode ser definido como

o algoritmo IISE descrito a seguir.

Algoritmo para Identificagdo de Inequagées Supermodulares a
Esquerda (IISE), (Constantino, 1996)
Inicializacao: F=0; (u, v)=(k, k-1); Yuo = 0; puv = 1 — Yu — Zyy1;
Iteragdao principal: Para(v<n) faga:
passo 1: v=v+1;
Passo 2: Yyy = Yuu—-1 + dy;
passo 3: puy = Puu—1 — 2}
passo 4: se (py, > 0) F=FU {(u,v)};
passo 5: enquanto ((u<v) e Yy, — Cy > 0) faca

a) u=u+1I

b) Yuv = F}{u—-],u = Cu—l;

€) Puv = Pu-1, + Zu = Yu + Yu-1;
d) se (puw > 0) F=FU{(u,v)};
passo 6: Verifica se a inequagao obtida € violada pela solu¢io da RL.
Nos passos 4 e 5 d) calculamos p,,, e escolhemos os pares (u,v) tal que p,, > 0.
Assim, garantimos Suypu > 0 C F.
Como d, é sempre nao negativo e Yu,u—1 > 0, no passo 2 teremos v,, > 0. O
passo 5 garante que mesmo imcrementando u teremos vy, > 0 .
A seguir mostraremos um exemplo de aplicacao do algoritmo para uma ins-
tancia do problema PUCSS.
Ezemplo 2.5 Tomemos k=2, T=6;
Capacidade = {3, 2, 5, 7, 8, 11};
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Demanda = {2, 0, 3, 4, 5, 9};

y = {3, 0, 0, 0.625, 0.625, 0.5455};
z = {3, 0, 0, 0.625, 0, 0};
e={7.7,4,0,0, 0%

Inicializagéo: = @, (11.J V):(g, 1), Y2,1 = O, P21 = l—y2+22 =1-040=1.

Enquanto (v<6)
(1<6)

Passo: 1) v=1+1
Passo:2)v2 =721+ dy =0
Passo :3)paa=p21—22=1

4)p>0= F={(22)}
Passo : 5)(2 £ 2). Volto para o iteragao principal.

Passo

(2<6)

Passo: 1) v=2+1
Passo:2)Ys3 =722 +d3 =3

)
Passo: 3)pa3=pra—2z3=1
Passo:4)py3 > 0= F=FU{(2,3)}
Passo:5)((2<3)eyes—Ca=1>0)
a)u=2+1

b)ysz=73—Cy=1
C)psz =p23+2z3—yYs+y2=1
d)pss > 0= F = FU{(3,3)}
Passo: 5)(3 £ 3). Volto para o iteragdo principal.




2.4 Método de Planos de Corte

(3<6)

Passo: 1) v=3+1

Passo:2)ysa =733+ds =5

Passo : 3)psa = p33z — z4 = 0.375

Passo :4)psqa > 0= F = FU{(3,4)}

Passo : 5)((3 < 4)eys 4 — C3 = 0). Volto para o iteragdo principal.

(4<6)

Passo:
Passo: 3.5 = 73, ds = 10
Passo : 5= p3s—25 =037
Passo :
Passo: 5)((3 < 5)eyss —C3 =5 >0)
a)u=3+1
b)yas =135 —C3 =35
¢)pas = p3s+ 24— ya+ys = 0.375
d)pss > 0= F = FU{(4,5)}

Passo: 5)4(4 < 5)evss — Cy = —2 < 0.Volto para o iteracdo principal.

(5<6)

Passo: 1) v=>5+1
Passo: 2 Y4,6 = V4,5 + dﬁ =14

Passo:4)pss > 0= F = FU{(4,6)}

)
Passo : 3)pag = pas — 26 = 0.375
)
Passo: 5)((4 < 6)eyas —Cq =7 >0)

a)u=4+1
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b)’Ys.ﬁ =g Cy=T
c)pse = pas+ 25 — Ys + ya = 0.375
d){)&{j == F=FU {(5,6)}

Passo : 5)(5 < 6)eys 6 — C5 = —1 < 0. Volto para o iteragdo principal.

(6 £ 6).

Encontramos F={ (2, 2);(2, 3); (3, 3); (3, 4); (3, 5); (4, 5); (4, 6); (5, 6) }

Os valores de /3, associados sao dados abaixo.

B22=0; B23=2; B33=1; PBas=4;
Bas=0; Bas=5; Bac=2; Pse=T;

A inequacgao gerada é entao,
e1 201 —y2) +2(1 —y2—2z3) + 1(1 —y3) +4(1 —y3 — z4) +
0(1 —y3— 24— 25) + 5(1 —ya — 25) + 2(1 — y4 — 25 — 26) + 7(1 — y5 — 2)

Passo : 6) Vejamos se este conjunto F viola a inequacdo gerada.

> Bup(l = Yu = Zut1,0)=9,75.
(u,v)eF

A inequagao é violada pois,
er—1 =€ =17 2 9,75 = E ﬁu‘v(l == Yu Zu+1,u)-
(u,w)eF

E pode portanto ser incluida ao modelo diminuindo entao a regiao factivel.

E importante observar que se a inequagao nao fosse violada calculariamos um

novo conjunto F escolhendo outro valor para k.
No capitulo 4 discutimos a eficiéncia destas inequacoes na solugao de um

modelo de determinacdo de lotes de uma fabrica de refrigerantes.
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2.3 Algoritmo Branch and Bound (B&B)

O algoritmo Branch and Bound original deve-se a Lang e Doig em 1960 e esta
na classe dos métodos de enumeragio implicita (Rangel, 1995). O termo branch
refere-se ao fato de que o método efetua parti¢ées no espago das solugoes. O termo
bound ressalta que a prova da otimalidade da solugdo utiliza limites calculados ao
longo da enumeracao (Goldbarg e Luna, 2000). Assim, a idéia basica do método
é procurar a solugao 6tima particionando o conjunto de solugbes possiveis do
problema de programacao linear inteiro (PPLI) em subconjuntos (subproblemas)
mais restritos. Estes subproblemas por sua vez, fornecerao limites que servirao
para avaliar a necessidade de novas partigoes.

Este processo pode ser representado através de um esquema de arvore de
decisao.

A primeira partigao é feita a partir da solu¢do da relaxacdo do problema
inicial.

A solugao da RL é um limite superior para o valor da funcao objetivo (FO)
do PLI, considerando que este seja um problema de maximizacao. Se a solugao
nao for inteira escolhemos uma das varidveis fracionarias zj, e construimos dois
novos problemas de PL pela introdugao das restrigoes:

zr < |ak] e zx > |zx] + 1, onde |zi] é o maior valor inteiro menor ou igual
a Tf.

Resolvemos estes dois subproblemas e se necessario repetimos o processo.
Podemos descrever o algoritmo numa iteragdo t do método, para um problema

de maximizagao, através dos seguintes passos:
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Algoritmo B&B

Inicialmente precisamos de um limite inferior para zy;, por ezemplo z* = —co.
Chamemos de lista mestra (LM) a lista dos problemas.

Passo 1: Se a lista mestra estd vazia pare. Se nao selecione um subproblema
Pf; e retire da lista.

Passo 2: Resolva a relazagao linear de P;. Se for infactivel ou z, < z*,
(onde z, € a solugdo dtima da RL de P:;)»‘ Pr: estd sondado, volte ao passo 1.

Se ndo vd para o passo 3.

Passo 3: Se a solugdo da RL de Pr: € inteira , isto €, satisfaz as restrigoes

de inteiros, guarde a solugdo e atualiza o limite inferior; z* = z,. P‘,; estd
sondado. Volte ao passo 1. Se nao prossiga para o passo 4.

Passo 4: Escolha z;, que ndo tenha valor inteiro na solugio dtima de P‘;.
eI L= b;.

Crie dois novos subproblemas:

O primeiro é obtido acrescentando a P‘; a restri¢io T; < |_A,-J.

O segundo acrescentamos x; > |b;| + 1.

Acrescente estes dois novos subproblemas a lista mestra e volte ao passo 1.

Vamos ilustrar o algoritmo 1 através do seguinte exemplo.

Ezemplo 2.2

Maz z = 4z, + z,
Sujeito a:
Txy + 429 < 13

xy1,29 2> 0, e interro.

Inicializa¢@o: Temos LM={P1} limite inferior z = —oo.
Iteragao 1:
Passo 1: Selecionamos P1.

Passo 2: Resolvemos a RL de P1. A solugao da RL é

44
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13
o = 743, T = =y T2 = 0.
Passo 3: A solugao nao é inteira.

Passo 4: Escolhemos z; para particionar e acrescentamos a lista mestra os

subproblemas P2 com a restricao z; < 1 e P3 com z; > 2.

Iteracao 2:

Passo 1: Temos LM={P2, P3}. Selecionemos P3.

Passo 2: Resolvendo P3 vemos que é infactivel.
Iteracgao 3:
Passo 1: Temos LM={P2}. Selecionemos P2.

Passo 2: Resolvendo a RL de P2 obtemos a solugao:
Z9 = 5.5 < 2‘, Iy = 1, g = 1.5.

Passo 3: A solugao é fracionaria.

Passo 4: Escolhemos z; para particionar e geramos entao dois novos sub-
problemas P4 e P5 com z, < 1, 2, > 2, respectivamente e os colocamos na lista
mestra.

Iteragao 4:

Passo 1: Temos LM={P4, P5}. Selecionemos P4.

Passo 2: Resolvendo a RL de P4 obtemos:
ry = I9 = 1 Z4 = 5

Passo 3: A solugao é inteira e portanto sera guardada. O limite inferior deve
ser atualizado 2* = 5 = z4

Iteragao 5:

Passo 1: LM={P5}.

Passo 2: Resolvendo a RL de P5 obtemos:

r = {]71} Ty = 21 25 = 4.84.

s

O subproblema ¢é factivel porém 25 = 4.84 < 5 = z*. O que significa que nao

obteremos solu¢ao melhor se prosseguirmos particionando entdo paramos.
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Iteragao 6:

Passo 1: A LM esta vazia. Paramos o algoritmo.

Analisando as solug¢oes obtidas vemos que o subproblema P4 fornece a solugao

otimas
¥ =ws =l =5

A representagao da arvore de busca do modelo é dado na figura 2.6 abaixo:

infactivel

Fig. 2.6-Arvore de busca
A eficiéncia do método Branch and Bound depende da qualidade de seus li-

mites, do critério de escolha das varidveis a serem particionadas, e do critério

de selecao de subproblemas da LM. H4 na literatura por exemplo (Nemhauser e

Wolsey, 1988) varios critérios para estas escolhas.

Limitantes

e Relazagio Linear (Nemhauser e Wolsey, 1988)
e Relazagao Lagrangeana (Fisher, 1981)

e Heuristicas (Reeves, 1993)
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Escolha da variavel para particao (Nemhauser e Wolsey, 1988)
o Mdzima infactibilidade
Seja f; a parte fracionaria da variavel z;. O critério de escolha de variavel de

maxima infactibilidade escolhe a variavel tal que:

ma:z:{lr;in{fj, (1-f)}}

Ou seja, guarda a menor distancia de z; a um inteiro e escolhe a variavel que
tiver a maior destas distancias.
e Minima infactibilidade

Faz o inverso da méaxima infactibilidade:

?:s.irz{m;l-X{f}, (1-£)}}

Armazena a malor distancia da variavel fracionaria a um inteiro e escolhe a

variavel que tiver a menor destas distancias.

e Ramificagdo forte (Strong Branch)
Fixa as variaveis candidatas (fracionédria) com valores diferentes. A que re-

sultar melhor valor para o subproblema resolvido é escolhida.

Escolha do subproblema (Nemhauser e Wolsey, 1988)

e Busca em profundidade

A busca em profundidade opta pelo subproblema que acabou de ser inserido
na lista mestra, ou seja, se o né resolvido nao for podado o préximo né escolhido
sera um de seus filhos. Percebemos entao que a busca segue se aprofundando em

1IN ramo na arvore.
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2.3 Algoritmo Branch and Bound (B&B)

A representagao em arvore deste tipo de busca é do tipo:

Fig. 2.7-Arvore de busca em profundidade
e Busca em largura
A busca em largura caminha na arvore resolvendo todos os nés de um nivel
para depois passar para o proximo. Podemos definir nivel como sendo a menor
distancia, nimero de nés, do né corrente ao né raiz.

A Aarvore de busca neste caso é:

Fig. 2.8-Arvore de busca em largura

e Melhor limite superior

Supondo que juntamente com o subproblema guardemos a solugao de sua re-

laxagao, o préximo né escolhido seria o que tem maior valor na relaxacao (melhor
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limite superior).

e Melhor estimativa

Pode se resolver os subproblemas de forma que déem uma solugao, nao neces-
sariamente factivel, fazendo arredondamento por exemplo, e o que obtiver melhor

valor é escolhido.

E possivel ainda utilizar o método de planos de corte para acelerar a solugao

do método Branch and Bound. Se aplicarmos planos de corte em um né da arvore
do Branch and Bound, estaremos diminuindo a regiao factivel do subproblema
associado e assim podemos melhorar a qualidade do limite obtido. Se os planos
de corte sao gerados apenas no né raiz, este método é conhecido como Cut and
Branch. Temos ainda o método Branch and Cut (Crowder, Johnson e Padberg,
1983) (Padberg e Rinaldi, 1991) se geramos os planos de corte em outros nés da
arvore.

Tendo em vista que as heuristicas podem fornecer limitantes para o método

Branch and Bound, na préxima segao fazemos uma breve discussio sobre o tema.
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2.4 Meétodos Heuristicos

Métodos exatos para solucao de problemas de programacao linear inteira mista,
nem sempre fornecem a solugao 6tima em tempo hébil, seja por causa de sua
estrutura ou por sua dimensao. Muitas vezes, o que se busca é obter solugoes
factiveis para estes problemas em tempo razoavel. Para este fim sao aplicados os
métodos heuristicos, que visam forner solugoes factiveis boas, muitas vezes até
bem proximas da solugdo otima.

O termo heuristica é derivado do grego heuriskein, que significa descobrir ou
achar [Reeves, 1993]. Em otimizagdo podemos definir uma heuristica como sendo
um método de solugao de problemas de otimizagao que visa encontrar, com tempo
e custo razoaveis, uma solugao para o problemas, sendo que nao hd garantia de
otimalidade para solu¢do encontrada.

Uma possivel classificagao das heuristicas é (Goldbarg e Luna, 2000):

Heuristicas Cldssicas:

Miopes ou Gulosas, Busca local, Particionamento.

Heuristicas Estocdsticas:

Busca Tabu (Tabu Search), Simulated Anneling, GRASP.

Heuristicas Analdgicas:

Redes Neurais, Computacgao Evolutiva.

O que justifica o uso de tais métodos é a rapidez de solucao. A classe de
modelos NP-dificeis, (segao 2.1), motiva cada vez mais o estudo de heuristicas.
Modelos como PMCSS, que é NP-dificil (Bitran e Yanasse, 1982) tem sido re-
solvido com o uso de heuristicas (Aratjo e Arenales, 2000).

Também encontramos aplicagoes das heuristicas Busca Tabu (Gopalakrishnan

e outros, 2001), Simulated Anneling (Ozdamar e Ali Bozyel, 2000) na solugio de

modelo de dimensionamento de lote com tempos de set up.
Além disso, métodos heuristicos podem ser utilizados para resolver o problema

de separagiao em algoritmos de planos de corte. Vanderbeck e Wolsey (1992)
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fazem uso de um algoritmo guloso na geracdo de uma familia de inequagdes

validas para o modelo de produgdo de Lasdon-Terjung. As heuristicas também
podem ser tteis na redugao do nimero de nés da arvore do Branch and Bound
(Constantino, 1996).

No capitulo 4 apresentamos resultados da solucao de um modelo de determi-
nacao de lotes, onde os métodos Branch and Bound, Planos de Corte e Heuristicas

sao utilizados de maneira hibrida.




Capitulo 3

Modelo de Planejamento da

Producao para uma Fabrica de

Refrigerantes (FR)

O estudo de problemas reais é muito importante tanto para a solu¢ao do problema
em si quanto para o amadurecimento da formulagio de modelos matematicos.
Além disso, colabora para o enriquecimento da literatura sobre o assunto.

Neste capitulo, descrevemos as linhas de producao de uma fabrica de refrige-
rantes na regiao de Sao José do Rio Preto e propomos um modelo matematico

para o dimensionamento de lote de uma destas linhas.

3.1 A Linha de producgao

A Empresa Arco Iris fabrica agua, pinga e 12 sabores de refrigerantes em diversos
tamanhos. A unidade da empresa situada em Sao José do Rio Preto é responsavel
pela producao dos refrigerantes e vasilhames descartaveis. A fabrica possui 3
linhas de produgao, das quais uma se destina a produgdo de refrigerantes em
vasilhames de vidro.

A producao do refrigerante é realizada em vérias etapas. Primeiro, é prepara-
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do o xarope que produziré o refrigerante. Este xarope é armazenado em tanques
que sao ligados, através de mangueiras especiais, a linha de producao. A fibrica
possui 4 tanques grandes e 3 pequenos. Os tanques pequenos tem capacidade
para 4 tachadas, onde um tachada sdo 1310 litros, e os grandes para 10 tachadas.
Os tanques menores se destinam a sabores com demanda menor. Os taques de-
vem trabalhar com pelo menos meia capacidade para garantir a homogeneidade
do xarope. A homogenizagao é o processo de mistura dos ingredientes do xarope.
A hélice que mistura os ingredientes esta abaixo do meio do tanque e deve es-
tar quase toda coberta para que seja possivel misturar os ingredientes e deixar o
xarope homogéneo. Uma amostra do liquido do fundo e de cima sao retiradas.
Se estiverem iguais a hélice pode ser desligada. Um proporcionador mistura o
xarope composto & dgua tratada na proporcao de uma parte de xarope para cin-
co de agua. Esta mistura recebe gas carbénico e se torna o refrigerante que vai
para enchedora.

As maquinas sdo ajustadas inicialmente para produzir refrigerantes de um
determinado sabor em um determinado tamanho. Se for necessario fabricar ou-

tro sabor e/ou tamanho é preciso parar a linha de produgdo e fazer os ajustes

necesséarios nas maquinas para trocar o tamanho e/ou trocar o sabor do xarope.

Os insumos necessarios para a producdo sdo: xarope de diversos sabores,
vasilhames, tampas, rotulos variados, e dgua gaseificada.

Cada unidade de produgao, ou linha de produgao, é constituida por uma es-
teira rolante e diversas maquinas alinhadas em série. As maquinas sao utilizadas
para esterilizar os vasilhames, encher as garrafas, fechar, rotular, codificar e em-
pacotar os refrigerantes. Ao final do processo os refrigerantes sao colocados nos
paletes e estocados. O palete é um suporte de madeira feito de forma a ter espagos
onde o garfo da empilhadeira se encaixa para poder movimenté-los. A operagao
da linha de producgao é realizada na ordem descrita acima. Se for necessario a
retirada de um vasilhame por algum problema, este sé seré retirado depois de ser

rotulado. Existe apenas uma entrada de vasilhames. Uma representacao da linha

53

AVA
cm 1 2 3 4 5 6 i unespw-l 12 13 14 15 1e¢ 17 18



3.1 A Linha de producao

de produgao estd ilustrada na Figura 1 a seguir.

Gis Carbdnico

Enchedora Proporciona-
I dor

;_f

R ™ |

Capsulador Xarope Composto
TR TR

FRotulador T

HAgucar, liguido
concentrado, ext
vegetais, esséncias,
Empacotador QIOMas ¢ SUCOs.

Paletizacdo

N

S

Fig. 3.1: Esquema de Produgao da Fabrica de Refrigerantes

Os vasilhames de vidro sdao comprados e os de pléstico sdo produzidos na
prépria fabrica em um galpao separado.

Para produzir as garrafas plasticas a matéria prima é sugada por um tubo e
passa por processo de ressecamento, recebe a forma de um tubo de ensaio com o
"boca''pronta e entao vai para a forma. Existe um sistema elétrico interno que

mantém a temperatura mais quente que a temperatura ambiente.
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Os dois tipos de embalagem passam por um processo de lavagem antes de
serem enchidos. Os vasilhames de vidro sdo lavados de forma especial com soda
caustica.

A linha de produg¢ao dos vasilhames de vidro é um pouco diferente pois existe
a necessidade de controlar a pressdo das garrafas no enchimento para que nao
estourem. Em todo caso, se ocorre uma quebra de garrafas a linha de producéo
tem um sistema proprio que limpa o material derramado. Assim ndo é necessario
parar a producao para limpeza.

Existem 5 tipos de vasilhames de vidro: 200 ml, 290 ml, 600 ml,600 ml padrao
e 1 litro. Os vasilhames de plastico variam nos tamanhos: 250 ml, 350 ml, 600
ml e 2 litros.

A capacidade da linha de producao de vidro é um pouco menor que das outras
justamente pelo tempo a mais que se leva para verificar a pressdao nas garrafas.

Em todas as linhas de produgao de refrigerante existem funcionéarios que
verificam cada vasilhame pronto, o que garante uma maior qualidade do produto.

O gargalo da linha de produgao é a enchedora, que determina a capacidade da

produgdo. A enchedora é a parte da linha de producdo que enche as garrafas com

o refrigerante pronto. Ela possui vérias vélvulas, o que possibilita o enchimento

de mais de uma garrafa quase que simultaneamente. As linhas de produgao 1
e 2 possuem 42 véalvulas e a linha 3 possui 64 valvulas. A parte pds-enchedora
(rotular, fechar, empacotar) deve ter capacidade maior que a da enchedora, assim
como a parte pré-enchedora (preparo do liquido), pois se a enchedora estiver tra-
balhando bem o restante da linha de producdo deve acompanhé-la. Os tanques
foram construidos para armazenar xarope suficiente para a enchedora trabalhar

pelo menos 4 horas consecutivas.
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3.2 O planejamento da producao

Discutimos a seguir o modelo proposto para o planejamento da produgao da fabri-
ca de refrigerantes (FR) descrito na segdo anterior. Este modelo tenta retratar
matematicamente o planejamento para uma linha de produgdao de vasilhames
descartaveis.

O planejamento consiste em determinar a quantidade de refrigerante que
sera produzida de forma a satisfazer a demanda do mercado, nao ultrapassando
as capacldades da fabrica e com objetivo de minimizar os custos de producao,
armazenamento e preparo de maquinas.

Definindo os indices:

i: sabor, 1=1,...,s;
j: tamanho, j=1,...,q;

t: periods; t=1.. 1
Vamos supor conhecidas as quantidades:

b;; =xarope necessario na produgao de uma caixa de refrigerante sabor i
tamanho j;
k; =tempo de produgao de refrigerante do tamanho j;
o; =tempo de preparo da maquina para produgdo do refrigerante de sabor i;
; =tempo de preparo da maquina para produgao do refrigerante de tamanho
Js
h; =tempo disponivel no periodo t;
r

¢;; =custo de produgao de uma caixa de refrigerante sabor i tamanho j;

1

¢ =custo de armazenamento de uma caixa de refrigerante do tamanho j;

stam __ ‘ ¥ o
cf'*™ =custo de preparo da méaquina (custo de set up) para produgao

do refrigerante de tamanho j;

c##**® —custo de preparo da maquina (custo de set up) para produgao

1

do refrigerante de sabor i;
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d;j =demanda de refrigerante sabor i, tamanho j no periodo t;

¢, =capacidade de producgao no periodo t, medido em nimero de tachadas;
min= capacidade minima do tanque.

max= capacidade méxima do tanque.

l=capacidade de estoque, em m?;

aj =espago ocupado por uma caixa de refrigerantes do tamanho j, em m?;
Observe que estamos considerando os tempos e custos de setup independentes

da sequéncia de produgao.

As variaveis de decisao do modelo sao:

x;; =quantidade, em ntmero de caixas, do refrigerante sabor i, tamanho j,

produzida no periodo t;
yit =quantidade, em ntmero de tachadas, de xarope do sabor 1 usado no

periodo t;

e;jt = quantidade, em ntimero de caixas, de refrigerante do sabor i tamanho

j em estoque no periodo t;

1 se a méaquina estiver ajustada para a produ¢ao do sabor i no periodo t

0 caso contrario;

1 se a maquina estiver ajustada para a producao do tamanho j no periodo t

0 caso contrario;

1 se hé o inicio da producgao do sabor i no periodo t

0 caso contrario;

1 se ha o inicio da produgao do tamanho j no periodo t

0 caso contrario;
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Func¢ao Objetivo

A fungao objetivo expressa o objetivo do modelo que é minimizar o custo
total, que envolve o custo de produgao, o custo de armazenamento e o custo de
preparo de maquinas. O custo de preparo de maquina é considerado pois, ha um
custo fixo de manter uma méquina preparada.

A funcao objetivo é dada por:

s q

I
- r a stam ssab
Min E E E ( cijx,-ﬂ+cje,-ﬂ+cj Wy +C; z,—;)

i=1j=1t=1

Restricoes

e Quantidade de xarope disponivel para a produgao dos refrigerantes

Observamos que uma tachada sdo 1310 litros de xarope que produzem 7860
litros de refrigerante. Todo xarope preparado deve ser utilizado na produgao,
nao havendo assim sobras. Entao, a restri¢ao abaixo garante que a quantidade
necessaria de xarope para a produgao de cada sabor de refrigerante, i Brpilins

=1
seja igual a quantidade disponivel no periodo, 1310y;;.

q
Y bijwie = 1310y, i=1,..8t=1..,n

=

e Capacidade de producao medida em termos de tachadas de xarope

A capacidade de produgao da fabrica é medida pelo ntmero méximo de
tachadas de xarope que as maquinas conseguem trabalhar por periodo. Sendo
assimm, a quantidade total de tachadas utilizadas na produgao dos refrigerantes

nao deve ultrapassar a capacidade da fabrica, medida em nimero de tachadas.

S
Z yitgch t=11“'an'
i=1
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3.2 O planejamento da produgao

e Tempo disponivel

A fabrica tem disponivel um ntmero limitado de horas de trabalho por dia.
Durante este periodo sao produzidos varios tipos de refrigerante. Cada troca de
sabor e/ou tamanho de refrigerante consome um tempo de preparo das maquinas.
Portanto, a soma dos tempos de produgao dos refrigerantes com os tempos de
troca de sabor e tamanho de refrigerante devem ser menor ou igual o tempo

disponivel para produgao .

s 4 S q
Yo kitaek ¥ O b Y, [0S By T Ty
=1 1=] 1=1 §=1
e Ajustes das maquinas para troca de sabor
Havendo a necessidade de produgao do sabor i a maquina deve estar preparada
para a produgao deste. Logo, s6 pode haver produgao se a maquina estiver pronta

(z;x = 1). Para isto incluimos no modelo a restri¢ao de ajuste de sabor.

Bin £ Mzi, 1= Livadl 75 bl 2Ly

e Ajustes das maquinas para troca de Tamanho
Para produzir um tamanho j também é necessario que a méquina esteja
preparada para tal (wj;=1). Entdo incluimos a restricao de ajuste de tamanho

da méaquina.

Tijt S Mwﬂ,

e Balanco e Estoque

A empresa recebe os pedidos de compra de refrigerante, demanda, em cada

periodo. Estes pedidos devem ser atendidos pela producéo daquele periodo e/ou
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pelo estoque do periodo anterior. Todo o excedente é novamente estocado e
eventualmente usado em periodos posteriores.
A restricao que garante o balanco entre o atendimento da demanda e a quan-

tidade estocada é:

€ijt—1 + Tije = dije + €ije,

e Capacidade de Estoque

O armazenamento das caixas de refrigerante é feito em um galpao coberto, e
de tamanho limitado. Por isso, incluimos ao modelo a restricao que garante que
o espago ocupado pelos refrigerantes a serem estocados nao ultrapassara o espago

disponivel.

s g
2. 2 ajei <1,
i=1 j=1
e Capacidade dos Tanques
Os tanques que armazenam o xarope utilizado na produgao dos refrigerantes
tem uma capacidade méxima e minima de armazenamento que deve ser respeita-

da. Por isso, incluimos no modelo a seguinte restricao.

min < y; < maz,

e Troca de Sabor

As trés retrigoes a seguir garantem que se as maquinas foram preparadas no

periodo t, e nao estavam prontas no periodo anterior, s;; = 1 e s;;—1) = 0, havera

producao do sabor ¢ naquele perfodo. Com isto conseguimos contar o tempo de

preparo das maquinas para o novo sabor que comegara a ser produzido. Note que
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a variavel s;; estd incluida na restricao de tempo.

Sit 2 Zit — Zi(t=1)y v =

S < zy, 1=1,..

85 X 1 —=Zigeqy; 2= 150

e Troca de Tamanho
Para considerar a troca de tamanho usamos as restri¢oes similares as de troca
de sabor descritas acima, considerando que um novo tamanho de refrigerante sera

produzido.

Ujit > Wit — Wi(t-1) .;" = la'JQF = 1) EEPRLY

ey S § = lweeiib= 1,5

Vit S 1-— wj(t-—l]) .? = ]-1 s @ t= 11"':”'

e Tipo de variaveis
Para definir as varidveis binarias e garantir ndo negatividade da produgao,

incluimos as seguintes restrigoées ao modelo.

Tijt 2 0’ Cijt 2 0‘ Zit = 0/11 Wy = 0/11 Yit 2 01

8 = Lewspdi g = Livnty 3= 10 8
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O modelo construido (FR) é dado a seguir.

S q n
min ( CP X +("a-(“ ; +C3_famw . +C33abz_ )
ig gt Tt T 5t T4 it

i=1 j=1 t=1

Sujeito a:
"-f:'j.'.—l + :(J,'ﬂ = d,‘jg —+— t’:’,‘jl, 1 = ]., ..‘,S;j = l,

q
2 bijzie = 1310y,
i=1

S
Y vi <e,
1=1
s q

E z kj'?',‘jg+ z 0;sit + E f.?vﬂ .S ht’ t=1,..
i=1 j=1 1=1 j=1

T = Mz, v=lgsg=L,gt =18

T < Muw, 1i=:1

ats LA

Sit 2 Zit — Zi(t-1),

Si Sz, t=1,...8;

Sit S Jie= zi(l‘.—l)a = 11--'15; t= 1‘.-"'1

Vjt 2 Wit — Wie-1)y J = 1,.q; t=1, ...

Vst S Wi, J = 1! =y 45 t= 1!"'!”‘

Up <1 —Wi—1)s =L t =1, .

S q
E z ﬂlj(i,‘j;éf, t=1,...,n.
=15

min < s mes, t=1l...8 t=l0
=0, e 20, 24 =0[1, wi=0/1, ya 20,

t= s d =1 and = lnwn
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3.3. Ferramentas para o Planejamento da Producao

Como vimos no modelo descrito acima o processo de planejamento da pro-
dugao é bastante complexo. Ha varios fatores que o engenheiro de produgao deve
levar em consideragao no momento de determinar a programagao da produgao:
as quantidades de xarope e tempo de produgao disponiveis, a demanda a ser
suprida, a capacidade das méquinas, manutencao de uma quantidade razoavel de
refrigerante em estoque para conseguir suprir uma demanda inesperada. Além
disso, existe um tempo e um espago maximos para estocagem dos refrigerantes.
Tudo isso deve ser retratado no modelo matemadtico para que sua resposta seja
um plano de trabalho o mais completo possivel.

O modelo FR foi definido considerando a producao de refrigerantes de s sa-
bores, em ¢ tamanhos e em n periodos, envolvendo [n(2(s + q) + s(2¢ + 1))]
variaveis das quais [ns(2q + 1)] sdo nao negativas e [2n(s + ¢)] sdo binarias. O
total de restricoes é [n(4s+3(sq+1+q))]. Estes nimeros podem gerar instancias
grandes dependendo do ntimero de sabores, tamanhos e periodos considerados.

Na proxima sec¢ao explicitamos algumas ferramentas que podem colaborar na
geragao das instancias e discutimos a utilizagao do modelo matematico proposto

como uma ferramenta para o planejamento da produgao.

3.3 Ferramentas para o Planejamento da Producao

A segao 3.2 descreve a constru¢ao de um modelo de otimizagao que pode ser
utilizado como ferramenta no processo de determinagao dos lotes da produgao.
Esta ferramenta considera os fatores relevantes da linha de produgao como ca-
pacidades, tempos, demanda entre outros. Alguns destes dados sdo fixos, por
exemplo a capacidade da maquina, outros nao como é o caso da demanda sema-
nal. Para cada novo planejamento é necessario atualizar os dados nao fixos. O
uso de softwares de modelagem facilitam o processo de construcao e solugao de
uma instancia do modelo.

O software de modelagem faz a interface entre o usuario e o modelo mateméti-
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3.3. Ferramentas para o Planejamento da Producao

co. Além disso, permite uma documentagao do problema e ainda gera instancias
do modelo em varios formatos. Estes formatos se referem a forma especifica de
entrada de dados necessaria para alguns softwares de otimizagao. Existem no
mercados varios softwares de modelagem por exemplo, LINGO (Schrage, 2001),
MPL (Maximal Software, 1998).

Neste trabalho fazemos o uso do MPL (Modeling Programming Language).
Descrevemos a seguir seus principais comandos.

1) TITLE - Comando inicial que indica o titulo do modelo;

i1) INDEX - Declara os indices das variaveis do problema;

iii) DATA - Neste campo sao declarados os dados do problema, que podem
ser fornecidos através de arquivos de dados, com o comando DATAFILE, podem
ser digitados diretamente no modelo em construgio; ou podem ainda ser extraidos
de bancos de dados ou planilhas de calculo.

iv) DECISION VARIABLES - Declara as variaveis de decisao do modelo;

v) MODEL - Inicia a descrigdo do modelo;

vi) MAX ou MIN - Declara a fungdo objetivo;

vii) SUBJECT TO - Declara as restrigdes;

viii) BOUND - Declara os limites das variaveis;

xix) BINARY e INTEGER - Indica o tipo de variavel, binéria ou inteira. Se
a variavel for maior ou igual a zero nao é necessario nenhum comando especifico.

x) END - Indica o fim do modelo.

.

Ao final de cada linha digitada no arquivo deve-se colocar ";". Os comentarios

podem ser inseridos entre chaves, {...}.

A seguir mostramos o arquivo FR.mpl com a descricdio do modelo FR (de-

scrito na se¢do 3.2 sem as restrigées de limite dos tanques) feita de acordo com a

estrutura do MPL.
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3.3. Ferramentas para o Planejamento da Produgao

{Arquivo FR.mpl}
TITLE
Fab_ Ref
{Modelo de programagdo inteira mista que faz a determinagdo dos lotes para o planejamento
da produgdo de uma fdbrica de refrigerantes. }
INDEX
{Sao considerados os sabores, os tamanhos e o periode no qual o refrigerante deve ser produzi-
do.}
sabor:=1..2;
tam:=1..5;
per:=1..5;
DATA

{Sdo declaradas a seguir as quantidades de zarope, tempos de produgdo, tempo de troca de
produgdo de sabor e tamanho, tempo disponivel de produgdo, custos de produgdo, armazena-
mento, e preparo das mdquinas para troca de sabor e tamanho, demanda, volume das caizas em
estoque, capacidades de estoque e produgdo. O comando DATAFILE indica que os dados estao

nos arquivos com ezxtensiao ".dat"}

quant_ b[sabor, tam|:=DATAFILE(quant_b.dat);
Tprod_k[tam|:=DATAFILE(Tprod_k.dat);

Ttrosab_ ofsabor]:=DATAFILE(Ttrosab_o.dat);
Trotam_ fftam|:=DATAFILE(Trotam_f.dat);
Tdisp_h[per|:=DATAFILE(Tdisp_h.dat);
cusprod[sabor, tam|:=DATAFILE(cusprod.dat);
cus_armftam|:=DATAFILE(cus_arm.dat);

cus_ startS[sabor, per|:=DATAFILE(cus_ startS.dat);
cus_startV[tam, per[:=DATAFILE(cus_startV.dat);
deman(sabor, tam, per[:=DATAFILE(deman.dat);
volftam|:=DATAFILE(vol.dat);
cap_estog[per|:=DATAFILE(cap _estoq.dat);

cap_ prod[per|:=DATAFILE(cap_prod.dat);

M2[tam, sabor, per]:=DATAFILE(M2.dat);

Mil[tam, sabor, per]:=DATAFILE(MI.dat);
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DECISION VARIABLES

{As varidveis de decisdo do modelo que definem o tamanho dos lotes, as quantidades de
zarope necessdrias para producdo, as quantidades de estoque e as que determinam o preparo das
mdquinas e o inicio da produgdo, sdo declaradas a seguir. }

zfsabor, tam, per|;
yfsabor, perf;
z[sabor, per];
wltam, per;
k[sabor, tam, per[;
s[sabor, per];

vftam, per];

MODEL

{ Pretende-se minizar o custo total, que envolve os custos de produgdo, armazenamento e
inicio da produgao. }
Min Custo=SUM(sabor, tam, per: cusprod*z+cus_ arm*k+cus_startS*z+cus_ start V*w);
SUBJECT TO
{Todas as restrigoes, 3.2 -3.15 respectivamente, do modelo FR sio declaradas a seguir. }
BE([sabor, tam, per|:k[sabor, tam, per-1]+z=deman+k(sabor, tam, per|;
capzfsabor, per[:SUM(tam: quant_b*z)=y*1310;
captac[per|:SUM(sabor:y)<=cap_ prod;
captem[per[:SUM(sabor, tam: Tprod_k*z)+SUM(sabor: Ttrosab_o*s)+SUM(tam: Trotam_ f*v)<=Tdisp_
Ts[sabor, tam, per[:x<=M2%z;
Ttfsabor, tam, per[:z<=M1*w;
s1Stfsabor, per[:s>=z-z[per-1J;
s25t[sabor, per|:s<=z;
s3St[sabor, per|:s<=1-z[per-1];
t1Stftam, per|:v>=w-w[per-1];
t28tftam, per|:v<=w;
t3Stftam, per[:v<=1-w[per-1];

caparm/[per[:SUM(sabor, tam:volftam[*(k[sabor, tam, per-1]+z-deman))<=cap _estog;
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BINARY

{E necessdrio indicar apenas as varidveis bindrias. }

{Fim do modelo FR.}

Pelos indices indicados no modelo geraremos uma instancia do problema com
2 sabores, 2 tamanhos diferentes de refrigerates, e 5 periodos no horizonte de

planejamento. Isto resulta em uma instincia com 90 varidveis e 145 restri¢oes

que o MPL gera quase instantaneamente. Para gerar modelos de outras dimensoes

é necessario atualizar os dados e os indices.
Os softwares de modelagem permitem também o acesso direto a pacotes de
otimizagao. Com isto podemos automatizar o uso do modelo matematico.

Abaixo ilustramos a interpretacao da resposta do modelo FR.

Exemplo 3.1: Consideremos uma situacao onde sera planejada a produgao
de 2 sabores e 2 tamanhos diferentes de refrigerantes, em 5 periodos. Ou seja, 4
refrigerantes distintos Ay, Bz, C21, D2z. Os dois ntimeros ao pé da letra indicam

o sabor e o tamanho do refrigerante respectivamente.
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A demanda de cada tipo de refrigerante em cada periodo e os custos de

produgao e estoque foram gerados aleatoriamente e sio descritos nas tabelas 3.1-

3.3 abaixo:

Tabela 3.1: Demanda dos refrigerantes

Refrig. || Per.1 || Per.2 || Per.3 | Per.4 || Per.5

53 642 545 962 621
23 649 964
9 695 645 641

48 304 948 589

Tabela 3.2: Custos de produgao

Refrig. || Custo prod.

.o 1,364
B:s 1,727
G 1,364
Dy 1,000

Tabela 3.3: Custos de Estoque

Tamanho || Custo Est.

1 0.682
2 1.318

O software MPL foi usado para obter esta instancia do problema no formato

MPS (Ilog, 2000) para ser resolvida usando o software CPLEX (Ilog, 2000). A

solugao 6tima obtida, com custo total de R§16.279,1, indica que a produgao dos
lotes deve ser feita de acordo com os dados descritos na tabela 3.4 e o estoque
no periodo é descrito na tabela 3.5. A quantidade de xarope necesséaria em cada

periodo é dada na tabela 3.6.
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Tabela 3.4: Determinagao dos lotes

Refrig.

Per.1

Per.2

Per.3

Per.4

-'4-lll'.

246,8

713,63

141,55

B2

605,2

649

600

704,55

174,5

675,9

504

548

695

Tabela 3.5: Estoque

Per.1

Per.2

Per.3

647

251,8

420,45

12,71

0

0

709,182

718,727

248,21

0

0

0

Tabela 3.6: Numero de Tachadas de Xarope

Refrig.

Per.1

Per.2

Per.3

Per.4

Per.5

Sabor 1

4.6

4.7

7.8

4

6.9

Sabor 2

3.8

6.8

4.5

7.9

5.3

Observando o planejamento do primeiro periodo vemos que sua produgao é de
700 caixas. Como a demanda exige apenas 53 caixas, as 647 caixas restante serao
estocadas. No segundo periodo a producao, 246.8 caixas, nao é suficiente para
abastecer a demanda de 642, utilizamos entao os itens estocados no primeiro

periodo. Este estoque nao é todo utilizado e pode portanto ajudar a suprir a

demanda de periodos posteriores.

O terceiro periodo tem uma produgao maior que sua demanda. Esta produgao

excedente aumentara o estoque ja existente. A produgdo no quarto periodo é

pequena e o estoque é todo utilizado. Assim, a producao do quinto periodo deve

ser igual sua demanda.

Lembremos que todo este planejamento foi feito levando em consideracao as
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capacidades das maquinas, os tempos disponiveis de produgao, o espago disponi-
vel para armazenamento entre outros fatores ja citados, e objetiva minimizar o
custo total do processo. Assim, quando um estoque é muito maior que a produgao
significa que estocar é mais barato que produzir naquele momento. Produzir o
refrigerante D,; na quantidade exata no periodo 5 para suprir a demanda por
exemplo, é mais vantajoso do que manter este produto em estoque. Observe que
o custo de estocar este item é maior que o custo de produgao.

O custo de preparo de maquina também influencia na determinacao dos lotes.

As varidveis de setup, wj, e z;, assumiram valor 1 para todos os refrigerantes em

todos os periodos. Isto porque ha producao de todos os refrigerantes em todos os
periodos o que significa que as maquinas devem estar preparadas para a producao.
Assim, é natural também que as variaveis de startup, v; e s;;, que indicam novo
preparo tenham valor 1 apenas no primeiro periodo, ja que consideramos que a
maquina permanece preparada para os proximos periodos.

Observe que a solugao obtida acima nao indica a ordem em que os refrigeran-
tes devem ser produzidos. O planejamento da produgao de itens que envolvem
tempos de setup, deve incluir também o sequenciamento pois, a ordem da pro-
dugao altera o tempo total de preparo das maquinas.

Observemos os tempos de preparo das maquinas quando hé troca de refrige-

rantes no periodo 1 apresentados na tabela 3.7 a seguir.
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Tabela 3.7: Tempos de preparo

Refrig. || A1 || Bia1 || Conn

0 i 14.818
273 |0 31,36
446 | 7.18 |0

17.6 | 4.46 | 4.46

Se produzirmos a sequéncia de refrigerantes Ay, Byz, C21, D33, no periodo 1

teremos as trocas:

e do sabor/tamanho 11 para 12 (tempo 2,73); 12 para 21 (tempo 31,36) e 21

para 22 (tempo 2,73).

Esta sequéncia resulta no tempo total de preparo 36,82. Porém, se realizarmos
a sequéncia:

e do sabor/tamanho 11 para 12 (tempo 2,73); 12 para 22 (tempo 4,46) e 22
para 21 (tempo 4,46);

teremos um tempo total de preparo de 11,65. Um terco do tempo da primeira
sequéncia proposta.

Existem métodos para considerar esta diferenca no tempo total de preparo
devido ao sequenciamento da produgao na definicao do programa de producao. A
primeira proposta consiste em fazer o planejamento da producgao em dois estagios.
Em um estagio é definido o dimensionamento dos lotes e no outro o sequencia-
mento da producao. Uma segunda proposta é combinar em um tinico modelo o
dimensionamento dos lotes e o sequenciamento da produgao conforme descrito na
se¢ao 1.2.(Drexl e Kimmms, 1997).

Neste trabalho supomos que o planejamento da producao é feito em dois
estagios. O modelo proposto na se¢ao 3.2 considera apenas o dimensionamento
dos lotes. O sequenciamento dos itens pode ser feito em um estagio anterior ou
posterior. Uma boa revisao sobre o problema de sequenciamento pode ser vista

em (Muller, 2001).
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No préximo capitulo descreveremos os experimentos computacionais realiza-

dos para estudar a solugao do modelo FR.
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Capitulo 4

Experimentos Computacionais

Atualmente existem muitos softwares de otimizagdo tais como CPLEX (ILOG,
2000), LINDO (Lindo system, 1999), que resolvem problemas gerais de otimiza-
¢ao inteira mista. A cada dia, novas técnicas de otimizagao sao incorporadas
aos softwares tornando-os mais eficientes. Se olharmos por exemplo, o uso dos
Planos de Corte no CPLEX, observamos que na versao 4.0 haviam os Cortes de
Cobertura Minima (Rangel, 1995) e os Corte de Cliques (Nemhauser e Wolsey,
1988), na versao 6.6 além dos anteriores foram incorporados os Cortes de Go-
mory , Cobertura de Fluxo , Cobertura GUB (Nemhauser e Wolsey, 1988) e na
versao 7.0 ja estao implementadas as Inequagoes de Caminho em Rede (Van Roy
e Wolsey, 1987) entre outras.

Alguns softwares possuem também bibliotecas de subrotinas que facilitam a
implementacao de algoritmos especificos para resolugao de classes especiais de
problemas de otimizagao. Neste trabalho utilizamos as bibliotecas de subrotinas
do CPLEX 6.6 para implementar o algoritmo SolFR que utiliza inquagdes super-
modulares na solugao do problema FR. Este algoritmo visa melhorar o processo
de solucao de Problemas de Planejamento da Producao de Grande Porte.

Na secao 4.1 sao descritos os parametros usados na geragao das instancias
testadas, na se¢ao 4.2 sao analisados os resultados obtidos com o software CPLEX.

Na secao 4.3 discutimos os resultados do uso do algoritmo SolFR e damos uma
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4 Experimentos Computacionais

breve descri¢ao dos passos iniciais para usar a biblioteca de subrotinas do CPLEX.

Em todos os testes computacionais o tempo de solucao foi limitado em meia

hora e o niamero de nés em 500000. O computador utilizado foi um PC pentium

III, 128 Mb, 800 Mhz.
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4.1. Geragao de Dados

4.1 Geracao de Dados

Para verificar a dificuldade de solugdo do modelo testamos instancias geradas
aleatoriamente em 6 dimensoes diferentes. Para cada dimensao descrita na tabela
4.1 geramos 10 instancias. Testando assim 60 instancias diferentes.

A tabela 4.1 a seguir mostra as dimensées geradas.

Tabela 4.1: Dimensoes geradas

Sabores

Tamanhos

Total Var.

Var. Binarias

Rest.

6

322

112

483

12

12

2100

480

3105

48

12

8784

1440

13068

96

3

900

240

780

6

2

420

1680

10

14 504 136 728 14

O segundo conjunto de exemplares (Dim 2) do modelo FR tem dimensées de
um problema real, considerando a producao de vasilhames de plastico. O primeiro
e o terceiro tipo foram gerados como sendo exemplares pequenos e grandes com
relagao ao nimero de itens. Ao utilizar as inequagoes supermodulares nao con-
seguimos resolver os exemplares tipo 2 e 3 por falta de meméria. Por isso, geramos
uma nova classe de problemas, tipo 4, 5 e 6 que sao modelos que consideramos
serem pequenos, médios e grandes.

Os parametros utilizados para a geracao dos dados estdo descritos na tabela

4.2 a seguir.
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Tabela 4.2: Parametros usados para a geragao de instancias do modelo FR.

Tipo de dados Nome || Intervalo

Quantidade de Xarope by [5, 10]

Tempo setup: sabor - (1, 20]

Tempo setup: tamanho ; 1, 20]

Tempo: producado o [1, 5]

Custo: produgao . 1, 3]

Custo: armazenagem o (0.5, 1.5]

Custo setup: sabor [10, 20]

Custo setup: tamanho (10, 20]

Nivel maximo de produgao (sabor) [700, 750]

Nivel maximo de produgao (tamanho) [700, 750]

Volume [0.4, 1]

(30 25 2ot dijekij+3; 0+ fi)

Tempo total: disponivel h, (0.97)T)

(20: 20, bij*dije)
T

Capacidade total: producao Ct

Capacidade total: estoque 1 500000
Demanda dije [0, 700]

A obtencao de instancias factiveis para este modelo foi um trabalho complica-
do. Os parametros usados foram estabelecidos através de testes computacionais.
Para definir a demanda estabelecemos que se a instancia a ser gerada envolvesse
mais que 4 periodos, a demanda dos 4 primeiros periodos estaria entre 0 e 100 e
a dos demais periodos entre 500 e 700. Este processo de construcao de instancias
factiveis foi baseado em parametros usados em (Aratjo e Arenales, 2000).

Para utilizagao das Inequagoes Supermodulares como Planos de Corte é necessério
que a demanda seja sempre menor ou igual a M1 e M2. Se a demanda for maior

que M1 ou M2, uma reformulac¢ao dos dados deve ser incluida na implementagao
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do método de solugao (Constantino, 1996).

4.2 Solucao do Modelo FR

Nesta segao apresentamos resultados da resolucao do modelo FR obtidos com
o CPLEX. Este software de otimizagao resolve problemas de otimizacao inteira
mista e possui varias opcoes de métodos para resolvé-los, como o método Branch
and Bound, método de Planos de Corte e Heuristicas. Além de podermos optar
pelo método, ou métodos pois é possivel utiliza-los de maneira hibrida, o CPLEX
possul varias opgoes que podem melhorar o desempenho do algoritmo usado. Este
é o caso das opgoes de busca na arvore do método Branch and Bound e das op¢oes
de tipos de Planos de Corte a serem aplicados.

Resolvemos as instancias com 9 combinagées diferentes de estratégias do soft-
ware CPLEX 6.6.

Dividimos os testes em estratégias tipo 1, que testam os efeitos da heuristica
e de planos de corte no modelo; estratégias tipo 2, que envolvem estratégias
diferentes de busca na arvore do Branch and Bound; e tipo 3 que combina os
parametros da melhor estratégia do tipo 1 e do tipo 2. O padrao do CPLEX, que
chamaremos de estratégia 1.1, utiliza os planos de corte, a heuristica e a selegao
de variaveis automaticamente; para selecionar o né da arvore ele opta pelo né de
melhor limite, veja se¢dao 2.3. As estratégias usadas estao descritas na tabela 4.3

a seguir.
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Tabela 4.3: Estratégias para Solugao do Modelo FR.

Estratégia | PC || H SVMI || SVS || SNML || SNME

Est.1.1 : . | auto. | auto. X

Est.1.2 . | auto. | auto.

Est.1.3 - auto. | auto.

Est.1.4 auto. auto. | auto.

X
X
X
X

Est.2.1 auto. . X -

Est.2.2 auto. ; X

Est.2.3 auto.

Est.2.4 auto.

Est.3.1 auto.

X: Utiliza esta opgao;

-: Nunca utiliza esta opgao;

auto.: A deciddo de usar ou nao é feita automaticamente pelo CPLEX.

PC: Planos de Corte;

H: Heuristica;

SVMI (Selecao de variavel): a mais infactivel;

SVS (Sele¢ao de variavel): strong branch;

SNML (Selegao de no): melhor limite;

SNME (Selecao de né): melhor estimativa;

Separamos os resultados obtidos em: instancias com solugao 6tima para todas
as estratégias; e instancias para as quais o pacote CPLEX falha em encontrar a
solugao 6tima em todas as estratégias.

Analisamos os resultados obtidos em termos de melhor solugao inteira en-
contrada, tempo de solugao, nimero de nés examinados e n6 da melhor solugao
inteira obtida. Os resultados (valor médio e desvio padrao) para as estratégias
tipo 1 estao descritos nas tabelas 4.4 a 4.11 e para a estratégia tipo 2 nas tabelas

4.12 a 4.19, para cada grupo de instancias. No célculo da média o nimero de
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4.2. Solug¢ao do Modelo FR

instancias utilizados é indicado entre chaves {}, abaixo da média é dado o desvio

padrao entre parénteses ().

Estratégias tipo 1:

e Funcio Objetivo (Valor Otimo)

Observamos uma certa variagao no valor da func¢ao objetivo nas solugoes de
algumas instancias que o CPLEX apontou como 6timas. Porém, foi uma variacao

pequena como podemos ver na tabela 4.4.

Tabela 4.4: Valor médio da FO (Desvio Padrao) (Sol. Otima)

Modelo

Estra.1.1

Estra.1.2

Estra.1.3

Estra.1.4

Dim. 1
{10}

91.875
(7.284)

91.875
(7.284)

91.875
(7.284)

91.875
(7.284)

Dim. 2
{10}

933.182
(80.562)

933.084
(80.542)

933.077
(80.540)

933.077
(80.540)

Dim. 4
{10}

195.153
(21.565)

195.155

(21.564)

195.155
(21.564)

195.155
(21.564)

Dim. 5

{10}

477.399
(46273,211)

477.401
(46281,756)

477.398
(46275,708)

477.397
(46271,085)

Dim. 6
{5}

115.596
(5.513)

115.596
(5.513)

115.596
(5.513)

115.596
(5.513)
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4.2. Solugao do Modelo FR

e Funcgao Objetivo (Melhor Solucao Inteira)

A diferenga no valor da melhor solucao inteira obtida em cada estratégia é
pequena (tabela 4.5). A estratégia 1.1 (default), que permite o uso de heuristica
e planos de corte, encontra em média as melhores solucoes.

Nao houve muita variagao no valor da solugao encontrada usando as diferentes
estratégias para a dimensao 6.

Tabela 4.5: Valor médio da FO (Desvio Padrao)(Melhor Sol. Int.)

Modelo

Estra.l.1

Estra.1.2

Estra.l.3

Estra.1.4

Dim 3
{10}

5.960.129
(672.515)

5.978.515
(678.307)

5.970.484
(678.648)

5.969.712
(678.890)

Dim 6
{5}

111.062
(474.258)

111.062
(474.259)

111.062
(474.258)

111.062
(474.258)
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e Tempo de Solugao (Solugao Otima)

Tendo em vista que todas as solugées das instancias da tabela 4.6 abaixo sao
6timas, o tempo de solugao é um fator importante.

Dos cinco tipos de intancias com solugao 6tima em todas as estratégias, trés
tiveram suas solug¢oes encontradas mais rapidamente com a estratégia 1.4 e duas
com a estratégia 1.3. Lembremos que estas estratégias nao permitem o uso de
heuristica.

As instancias que a estratégia 1.3 obteve os menores tempos sao as instancias

tipo 2 e 6, que sao duas das trés instancias com maior nimero de itens.

Tabela 4.6: Tempos Médios de Solugiao em Segundos (Sol. Otima)

Modelo

Estra.l.1

Estra.1.2

Estra.1.3

Estra.l.4

Dim 1
{10}

0,852
(0,352792)

0,886
(0,379918)

0,812
(0,371806)

0,696
(0,255786)

Dim 2
{10}

91,9
(55,183431)

94 4
(46,45715)

64,3
(37,36844)

76,5
(55,10243)

Dim 4
{10}

3,8
(4,0221608)

4,1
(4,254409)

3,1
(3,142893)

3
(3,527668)

Dim 5

{10}

11,8
(5,4934304)

48,6
(55,29155)

55,7

( 95,94912)

10,6
(6,552353)

Dim 6
{5}

777,6
(471,26882)

700,8
(346,9462)

571,8
(262,5218)

624,4
(296,4537)
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e Tempo de Solugdo (Sem Solugao Otima)

Para as instancias de dimensao 3 as estratégias 1.1 e 1.4 se destacam por
terem obtido em média os dois melhores tempos (tabela 4.7). A estratégia 1.1
encontra solugbes 6timas para 4 instincias e a estratégia 1.4 encontra solucao
Otima para 3 instancias. Lembrando da qualidade das solugdes estas também
foram as estratégias com melhores solugées inteiras (tabela 4.4 e 4.5). Nas in-
stancias de dimensdo 6 apenas a estratégia 1.3 consegue um tempo melhor pois

esta estratégia encontra solu¢ao 6tima para uma instancia.

Tabela 4.7: Tempos Médios de Solu¢ao em Segundos (Melhor Sol. Int.)

Modelo

Estra.l.1

Estra.1.2

Estra.1.3

Estra.1.4

Dim 3
{10}

1564,2
(316,74659)

1800
(0)

1800
(0)

1578,1
(386,1386)

Dim 6
{5}

1800
(0)

1800
(0)

1662
(308,5774)

1800
(0)
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e Nimero de Nés Examinados (Solugao Otima)

Para instancias com solucdo 6tima em todas as estratégias a estratégia 1.4

avalia menos nés em trés dos cinco tipos de instancias. A estratégia 1.1, avalia

menos nos para os demais tipos (tabela 4.8).

Tabela 4.8: Numero de Nés examinados (Sol.

Otima)

Modelo

Estra.l.1

Estra.1.2

Estra.1.3

Estra.1.4

Dim 1
{10}

34,2
(5,672546)

38,6
(5,125102)

41,8
(6,545567)

85,5
(152,8749)

Dim 2
{10}

463,1
(603,44059)

921,3
(1220,618)

896,3
(1180,001)

456,7
(538,1691)

Dim 4
{10}

84,6
(68,838297)

117a
(86,44851)

131,8
(98,13687)

96,2
(79,20971)

Dim 5

{10}

193 4
(226,60842)

3547,3
(4664,188)

5172,4
(10166,84)

292,2
(482,6208)

Dim 6

{5}

140609,8
(82614,519)

1514804
(82661,91)

1422814
(68786,84)

138274,2
(66944,29)

e Nimero de N6s Examinados (Melhor Solugao Inteira)

Para as instancias sem soluc¢ao 6tima a estratégia 1.1 também avalia menos

nos (tabela 4.9).

Tabela 4.9: Numero de N6s examinados (Melhor Sol. Int.)

Modelo

Estra.1.1

Estra.1.2

Estra.1.3

Estra.l.4

Dim 3
{10}

1142,9
(596,25189)

1620,3
(1048,058)

3077,3
(1381,415)

2154,7
(1574,515)

Dim 6
{5}

334866,2
(16582,753)

377136,2
(50453,47)

424193
(55347,16)

416777
30339,88)
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e N6 da melhor solugéo inteira (Otima)

Na tabela 4.10 observamos que o valor médio do né da melhor solugao inteira

para todas as estratégias possui um desvio padrao alto, indicando uma grande

variacao entre as instancias. A estratégia 1.1 encontra a solugdo 6tima primeiro

que as outras estratégias.

Tabela 4.10: N6 da melhor solugio inteiras (Sol. Otima)

Modelo

Estra.1.1

Estra.1.2

Estra.1.3

Estra.1.4

Dim 1

{10}

0
(0)

0
(0)

35,5
(2,505549)

33,1
(5,95259)

Dim 2

{10}

279,7
(514,22737)

685,8
(825,4909)

503,3
(683,7301)

205
(171,0179)

Dim 4
{10}

18,4
(27,512421)

111,6
(122,3185)

70,1
(12,56494)

68,2
(46,69237)

Dim 5

110}

133,2
(138,54787)

2452
(2890,321)

4090
(8153,541)

256,9
(468,0352)

Dim 6
{5}

82256,4
(92596,924)

138743 4
(93255,87)

128586
(70298,76)

88444,2
(92978,29)

e N6 da melhor solugao inteira

O mesmo nao ocorre para as instancias de dimensdo 3 e 6 (tabela 4.11). Para

estas instancias a melhor solucao foi encontrada primeiro com a estratégia 1.3.

Porém, se observarmos o valor da fungao objetivo (tabela 4.7) a qualidade da

solugao para as instancias de dimensao 3 é pior com esta estratégia.

Tabela 4.11: N6 da melhor solugao inteiras (Melhor Sol. Int.)

Modelo

Estra.1.1

Estra.1.2

Estra.1.3

Estra.1.4

Dim 3
{10}

933,3
(648,58822)

578,2
(444,2699)

4157
(36,42359)

910,8
(924,2901)

Dim 6
{5}

203116,2
(86272,902)

297694,6
(89915,27)

175708
(63592,49)

304679,8
(166963,6)
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Estratégias tipo 2:

Assim como no primeiro tipo de estratégias, iremos dividir a analise nos casos
com ou sem solugdo 6tima em todas as instancias. Neste segundo teste o CPLEX
nao obteve solugio 6tima para todas as instancias de dimensdo 6 e para uma das

instancias de dimensao 5.

e Fungio Objetivo (Solugio Otima)

Observamos uma pequena varia¢ao nas solucgoes étimas com as estratégias

tipo 2 também (tabela 4.12).

Tabela 4.12: Valor médio da FO (Sol. Otima)

Modelo

Estra.2.1

Estra.2.2

Estra.2.3

Estra.2.4

Dim 1
{10}

91875,51
(892,3505)

91875,51
(1199,616)

91875,51
(211,1686)

91875,51
(217,9309)

Dim 2
{10}

933175,5
(1201,544)

933175,5
(1624,698)

933180,5
(278,1288)

933175,5
(290,2394)

Dim 4
{10}

195153,6
(6668,739)

195153,6
(10342,28)

195153,6
(16,72689)

195153,6
(21,66538)

Dim 5

{9}

478385,7
(1558,262)

478379
(2807,622)

4783816
(65,63874)

478385,2
(89,94999)
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e Fungao Objetivo (Melhor Solugao Inteira)
A estratégia 2.2 encontrou as melhores solugoes para as instancias de dimen-
sao 3. Para as instancias de dimensdo 6 a estratégia 2.4 foi melhor (tabela 4.13).

Das 10 instancias de dimensao 5, dentro dos limites de tempo e nés, o CPLEX

nao pode provar que a solugdo obtida é étima.

Tabela 4.13: Valor médio da FO (Melhor Sol. Int.)

Modelo

Estra.2.1

Estra.2.2

Estra.2.3

Estra.2.4

Dim. 5

{1}

468.482

468.482

468.482

468.482

Dim 3

{10}

5.970.312
(678.956)

5.969.213
(678.607)

5.971.809
(678.889)

5.971.372
(679.272)

Dim 6
{10}

113.339
(5.243)

113.330
(5.243)

113.332
(5.243)

113.328
(5.242)
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e Tempo (Solugio Otima)

Para as instancias de dimensao 1 e 2 a estratégia 2.1 o tempo de CPU foi
menor (tabela 4.14). Com esta estratégia o CPLEX obteve a solugao 6tima em
quase um ter¢o do tempo que as estratégias 2.3 e 2.4. Porém, nos problemas de

dimensao 4 e 5 as estratégias 2.3 e 2.4 foram muito mais rapidas.

Tabela 4.14: Tempos de Solucio em Segundos (Sol. Otima)

Modelo || Estra.2.1 || Estra.2.2 || Estra.2.3 Estra.2.4

Dim 1 59 61 190,6 183
{10} | (65,5) (64) (235) (239)
Dim?2 | 57,8 59,7 184,4 175,8
{10} (72) (70,7) | (258,7) (262,9)
Dim 4 22.8 34 2 2
{10} (69) (105) (2,9) (3)
Dim5 | 20,3 29 17,5 17,9

{9} (22,8) (41,7) (16) (16,2)

e Tempo (Sem Solugio Otima)
No caso dos problemas sem solu¢dao 6tima, as estratégias 2.3 e 2.4 foram as

tinicas com destaque de menor tempo (tabela 4.15). O CPLEX encontra solugao

Otima para duas instancias em cada estratégia.

Tabela 4.15: Tempos de Solugdo em Segundos (Melhor Sol. Int.)

Modelo || Estra.2.1 || Estra.2.2 || Estra.2.3 Estra.2.4

Dim3 | 1800 1800 | 1782,098 1800
{10} (0) (0) | (56,61109) (0)

Dim 6 1800 1800 1797,239
{10} (0) (0) (0) (8,731049)

Dim5 1800 116,1 102,14
{1}
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eNimero de Nés examinados (Solugao Otima)
O namero de noés gerado na arvore Branch and Bound é menor com as estraté-

gias 2.3 e 2.4, cada uma tem menos nés examinados em dois tipos de dimensao

(tabela 4.16).

Tabela 4.16: Namero de nés examinados (Sol. Otima)

Modelo

Estra.2.1

Estra.2.2

Estra.2.3

Estra.2.4

Dim 1
{10}

500,2
(892,4)

639,5
(1199,7)

119,3
(211,2)

118,5
(217,9)

Dim 2
{10}

838,7
(1201,6)

1077,2
(1624,7)

207,9
(278,1)

205,3
(290,2)

Dim 4
{10}

2182,5
(6668,7)

3347,4
(10342,3)

14,7
(16,7)

16,5
(21,7)

Dim 5

{9}

1281,9

(1558,3)

1945
(2807,6)

72,2
(65,6)

82,3
(89,9)

e Numero de N6s Examinados (Melhor Solugao Inteira)

A estratégia 2.3 consegue avaliar menos nés que as outras estratégias e sua

diferenga com relagio as estratégias 2.1 e 2.2 é bem grande (tabela 4.17).

Tabela 4.17: Numero de nés examinados (Melhor Sol. Int.)

Modelo

Estra.2.1

Estra.2.2

Estra.2.3

Estra.2.4

Dim 3
{10}

2.614,6
(1800,204)

4.025,7
(2071,755)

353,9
(72,586)

364,5
(84,786)

Dim 6
{10}

235.983,5
(9240,444)

306.102,4
(11271,45)

31.457,3
(3739,506)

43.9452
(4381,755)

Dim 5

{1}

135.615

146.178

677
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e N6 da melhor solucio inteira (Otima)

De maneira geral a estratégia 2.3 encontra a melhor solucdo inteira (tabela

4.18) primeiro, exceto para os problemas de dimensao 2.

Tabela 4.18: N6 da melhor sol inteira encontrada (Sol. Otima)

Modelo || Estra.2.1 || Estra.2.2 || Estra.2.3 Estra.2.4

Dim 1 7 1 1 1
{10} (22,1) (3,2) (3,3) (3,2)
Dim 2 103 43 254,7 66,1
{10} (210,9) (62,9) (587) (86,4)
Dim 4 12 7 6,9 6,9
{10} (24,9) (10,6) (11,3) (11,3)
Dim 5 874,7 197 55 60,7
{9} (925,2) (139,9) (47,8) (54,2)

e N6 da melhor solugao inteira

Para os casos sem solugao dtima as estratégias 2.3 e 2.4 sao melhores (tabela

4.19). As estratégias 2.1 e 2.2 encontram suas melhores solugdes inteiras em nos

bem_mais fundos da érvore.

Tabela 4.19: N6 da melhor sol inteira encontrada (Melhor Sol. Int.)

Modelo || Estra.2.1 Estra.2.2 Estra.2.3 Estra.2.4

Dim 3 1051,6 1493,7 173 190
{10} | (924,695169) | (1259,324) | (103,0696) (116,9045)
Dim 6 140.357 | 102.572,4 | 18.792,1 14.884,9

{10} (79662,1919) | (88101,15) | (11373,86) (14177,74)
Dim 5 134846 18300 555 160

{1}

e Flow Cuts

O namero de planos de corte gerados em cada dimensao nao variou quando

houve mudanga de estratégia (ver tabela 4.20 abaixo). O corte gerado é sempre
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do tipo flow cut, apesar do CPLEX incluir outros tipos de planos de corte.

Tabela 4.20: Namero de Flow Cuts gerados

Modelo || Estra.1.1 || Estra.1.4 || Estra.2.1 || Estra.2.2 || Estra.2.3 || Estra.2.4

Dim1 | 804 80,4 80,4 80,4 80,4 80,4
{10} (6,2) (6,2) (6,2) (6,2) (6,2) (6,2)
Dim2 | 5425 542,5 542.5 542.5 542,5 5425
{10} | (20,2) (20,2) (20,2) | (202) | (20,2 (20,2)
Dim | 18172 | 13172 | 13172 | 713172 | 13172 | 13172
{10} | (1148) | (1148) | (114,8) | (114,8) | (114,8) | (114;8)
Dim 100,9 100,9 100,9 100,9 100,9 100,9
{10} (31,7) 31,7 | (31,7) (31,7) (31,7) (31,7)
Dim5 | 3728 372,8 372,8 372,8 372,8 372,8
{10} (32,6) (32,6) | (326) | (32,6) (32,6) (32,6)
Dim 48 48 48 48 48
QRN (4,1) (4,1) (4,1) (4,1) (4,1)

Pelos resultados obtidos nas tabelas 4.6, 4.7, 4.14 e 4.15 observamos que a
varia¢do de tempos de solugao entre as estratégias tipo 1 é menor que entre as
estratégia tipo 2 para a maioria dos tipos de instancias consideradas. O tempo de
CPU necessario para resolver as instancias de dimensao 2 usando as estratégias
tipo 1 varia entre 64,8 e 94,4 enquanto que usando as estratégias tipo 2 o tempo
varia entre 57,8 e 184,4. Nas instancias de dimensao 4 o tempo de solugao usando a
estratégia 2.2 é 17 vezes maior que usando as estratégias 2.3 e 2.4. Podemos notar
também que apesar das estratégias 2.1 e 2.2 terem sido melhores para as instancias

de dimensao 2 e, as estratégias 2.3 e 2.4 terem sido melhores para as instancias de

dimensao 4, de uma maneira geral as estratégias tipo 2 aumentaram o tempo de

CPU necessario para resolver os problemas. Isto sugere que a estratégia de busca

na arvore de decisao do Branch and Bound pode influenciar muito a solucao do
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modelo.

Constatamos que usando a estratégias 1.1 (padrdo), o CPLEX avalia menos
no6s na arvore Branch and Bound para a maioria das instancias e com a estratégia
1.4 o CPLEX usa o menor tempo de CPU para a maioria das instancias. Estas
duas estratégias fazem uso de planos de corte.

O uso das estratégias 2.3 e 2.4 gerou uma arvore de busca menor com qua-
lidade de solugao similar. No entanto a estratégia 2.3 é que se destaca, quando
comparada também com as estratégias 1.1 e 1.4, em relagao ao ntimero de nés
examinados em problemas que nao possuem a solucao 6tima (tabela 4.17).

Um novo teste foi realizado unindo as estratégias 1.4 e 2.3 (Estratégia 3.1).
Os resultados obtidos em termos de ntimero de nés examinados, né6 da melhor
solu¢do inteira encontrada, né da primeira solugdo inteira encontrada, tempo de

CPU e o valor da fungao objetivo estao nas tabelas 4.21 e 4.22 a seguir.

Tabela 4.21: Estratégia 3.1 (Sol. Otima)

Modelo || Nos Exam || No Sol. Int. || Tempo || F.O.

Dim 1 35,3 35,2 1,6 91875,5
{10} (4,1) (4,2) (0,6) | (7283,8)
Dim 2 252 140,6 179,6 | 933183,7
{10} (252,2) (227) | (80567,7 )
Dim 4 57,7 6,4 | 1951538
{10} (33) (4,8) | (215654 )
Dim 5 144,4 31,9 477391
{10} (192) (33,5) | (46275,7)
Dim 3 350 1445 | 7.027.572
{1}
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Tabela 4.22: Estratégia 3.1 (Melhor Sol. Int.)

Modelo || Nos Exam | No Sol. Int. | Tempo || F.O.

Dim 3 4144 243,1 1800 | 5852579,5
{9} (81) (32,3) (0) | (602665,6)

Dim 6 | 31309,2 14611,1 1800 | 113332
{10} | (3892,1) | (13595,23) | (0) | (5242,3)

Em termos de nimero de nés examinados e o né da melhor solucao inteira, a
estratégia 3.1 foi melhor que 1.1 e 1.4 na maioria das instancias e melhor que 2.3
nas instancias de dimensdo 6. Esta nova estratégia apresenta também o melhor
valor médio da funcdo objetivo para as instancias de dimensao 3 e 6, quando
comparadas com as estratégias 1.4 e 2.3 utilizadas isoladamente. Para os casos
de dimensao 3, a estratégia 3.1 obteve o mesmo resultado que a estratégia 2.3. O
uso da estratégia 3.1 impediu que o CPLEX encontrasse a solugao étima para as
instancias de dimensoes 6.

Fazendo uma analise dos resultados obtidos acima considerando as dimensoes
das instancias, observamos uma variagao no processo de solugao. Por exemplo
as instancias de dimensao 4 e 6 possuem o numero total de variaveis e restrigoes
muito similares, porém o grau de dificuldade de solugao dos dois modelos é muito
diferente. Apenas 5 das 10 instancias de dimensao 6 foram resolvidas, e mesmo
assim com um tempo médio de CPU 190 vezes maior. Observe ainda que as
instancias de dimensao 5, que possuem por volta do dobro do nimero total de
variaveis e restrigbes que as instancias de dimensao 6, sao resolvidas 102 vezes
mais rapido que as instancias de dimensdo 6. Este fato sugere que a dificuldade
deste modelo nao depende apenas do ntimero de variaveis e restrigoes mas, de-
pende também da interrelacdo entre as variaveis e restricoes. Uma observacao
que podemos fazer é que um horizonte de planejamento mais longo permite uma
flexibilidade de planejamento e portanto torna-se mais facil de ser feito.

Na proxima segao apresentamos os resultados obtidos com o uso das inequa-
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¢oes supermodulares que foram deduzidas explorando a estrutura do problema,

como planos de corte . Nos testes foram usadas as instancias de dimensao 1, 4, 5
e 6. As instancias de dimensdo 2 e 3 ndo foram utilizadas devido a problemas de

memoéria.
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4.3 0O Uso de Inequagoes Supermodulares na Solucao

do Modelo FR

O objetivo desta secao é apresentar os resultados da solugao do modelo FR uti-
lizando planos de corte gerados a partir da subestrutura do modelo e dar uma

breve explicagao da implementacao realizada.

4.3.1 O uso da Biblioteca de Subrotinas do CPLEX

Daremos a seguir os passo iniciais necessarios para utilizacao da biblioteca de
subrotinas do CPLEX 6.6.

Para permitir a compilacao do programa fonte que utiliza as subrotinas do
CPLEX é necessario que os arquivos cplex.dll, cplex.lib e cplex.h estejam na
mesma pasta que o arquivo fonte. Além disso, a biblioteca cplex.lib, deve ser
colocada junto com as bibliotecas .lib do compilador em uso.

Os primeiros passos para implementar um programa usando a linguagem C
(Schildt, 1997) sao: Incluir as bibliotecas basicas da linguagem < ctype.h >,
< stdio.h >, < stdlib.h >; abrir e fechar o programa principal que tem o nome

main. Um return(0) indica ao compilador o fim do programa principal.

Exemplo 4.1 (versao 1): Prog_SubrotinaCPX

#include < ctype.h >
#include < stdio.h >
#include < stdlib.h >

int main( void )

{

return(0);

}
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O primeiro passo para usar as subrotinas do CPLEX é incluir o arquivo

< cplex.h > e abrir e fechar o ambiente CPLEX.

Exemplo 4.1 (versao 2): Prog_SubrotinaCPX

#include < cplex.h >
#include < ctype.h >
#include < stdio.h >
#include < stdlib.h >

int main( void )

\*Declaramos as variaveis de parametros*\
CPXENVptr env;

int status;

\*Rotina que abre o CPLEX*\

env = CPXopenCPLEX (&status);
\*Rotina que fecha o CPLEX*\
status = CPXcloseCPLEX (&env);
return(0);

}

A seguir incluimos a subrotina que cria o problema, CPXcreateprob. Esta
subrotina é extremamente necessaria e sem ela ndo hé sucesso com os programas.
Ela cria um problema imaginario que sera substituido por um problema real
através da subrotina de leitura CPXreadcopyprob. O manual do CPLEX contém

informacgoes detalhadas sobre os parametros necessérios.
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Exemplo 4.1 (versao 3): Prog_ SubrotinaCPX

#include < cplex.h >
#include < ctype.h >
#include < stdio.h >
#include < stdlib.h >

int main( void )

{

\*Declaramos as variaveis de parametros™\
CPXENVptr env;

it status;

char *filename;

\*Alocagao de memoéria para o nome do problema.*\

filename=malloc(22*sizeof(char));

\*Rotina que abre o CPLEX*\

env = CPXopenCPLEX (&status);

\*Leitura do nome do problema.*\
printf(""Nome do arquivo para leitura: ");

scanf("%s" filename);
lp = CPXcreateprob (env, &status, filename);

if (Ip == NULL )

printf("Falha na criacao do problema'');
printf("ABANDONANDO O PROGRAMA");
status = CPXcloseCPLEX (&env);

exit(1);

status = CPXreadcopyprob (env, lp, filename, NULL);
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\*Rotina que fecha o CPLEX*\
status = CPXcloseCPLEX (&env);
return(0);

}

Observe que colocamos uma mensagem de erro ao utilizar cada subrotina.
Para identificar erro as rotinas retornam um valor zero ou diferente de zero de-
pendendo se houve sucesso ou nao. Na subrotina que cria o problema por exemplo,
é retornado um valor nulo se houver erro. E importante sempre fechar o ambiente
CPLEX antes de finalizar o programa.

Apés compilar, testamos o programa com exemplos diferentes. Observamos
que apesar de estarmos alocando um bom espago para o nome do problema o
programa nao lia nomes com mais de 7 caracteres, desconsiderando o ponto e a
extensao do problema como caracter. Sendo assim, é melhor criar problemas com
noImes menores.

Estes sao os principais cuidados observados durante a construgao de nosso

algoritmo.

4.3.2 O algoritmo SolFR

Utilizamos as subrotinas do CPLEX para facilitar o trabalho de implementacao
do algoritmo SolFR.

Observando o modelo FR descrito na segao 3.2, vemos que as restri¢oes
(3.2),(3.6 ou 3.7), (3.8 ou 3.11) e (3.16) sao as mesmas do modelo PMCSS (segao
1.1). Isto &, o modelo FR possui como subestrutura o modelo PMCSS. Se fixar-
mos um 7 e um j temos também como subestrutura o modelo PUCSS, secao
1.1.As Inequagoes Supermodulares, descritas na subsecao 2.2.3, sao validas para
PUCSS e portanto podem também ser utilizadas como planos de corte para FR.

A geracao de um plano de corte é feita escolhendo inicialmente um sabor

e um tamanho de refrigerante, indices i e j respectivamente, entre as variaveis
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binarias mais infactiveis. Estas variaveis sao as variaveis de setup e startup que

dependem do sabor ou do tamanho. O periodo ¢t é determinado pela variavel de

estoque '"mais infactivel".

Se o uso das inequagdes supermodulares como planos de corte nao resolve o
problema apés um nimero maximo de iteracoes, o processo de solu¢ao continua
com o algoritmo Branch and Cut do CPLEX. Aplicamos portanto as inequacoes
supermodulares apenas no né raiz. O método Branch and Bound é livre para
gerar outros tipos de planos de corte nos nés onde identificar necessidade e a
possibilidade.

A seguir esta apresentado o algoritmo SolFR implementado, em cada passo

indicamos a subrotina do CPLEX usada.

O namero maximo de iteragoes para gerar inequagées supermodulares é definido

pelo parametro Max1.
Algoritmo SolFR
Inicializagao: Abrir o CPLEX. It=1.
Passo 1: Cria o problema. (Subrotina CPXcreatprob)
Passo 2: Lé um problema inteiro misto (MIP).(Subrotina CPXreadcopyprob)
Passo 3: Relaza o problema.(Subrotina CPXchgprobtype)
Passo 4: Resolve a relazagao linear. (Subrotina CPXprimopt)
Se a solugdo € inteira, para. O problema estd resolvido.
Se nao, guarda a solugio da RL para ser usada nos Passos 5 e 6.
Passo 5:
Se It<=Mazl.
Escolhe uma combinagdo sabor/tamanho para identificar
as inequagoes vdlidas.
Identifica as inequagoes vdlidas e passa para o passo 6.
Sendo vai para o passo 9.
Passo 6: Verifica se as inequagoes vdlidas sdo violadas pela solugdo da RL.

Se violadas vd para o passo 7.
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Sendo, it=it+1 e volta para o passo 5.
Passo 7: Retorna o problema para MIP.(Subrotina CPXchgprobtype)
Passo 8: Adiciona os planos de corte ao problema; it=it+1 e volta para o

passo 3.(Subrotina CPXaddrows)

Passo 9: Aplica o método Branch and Bound.(Subrotina CPXmipopt)

O passo 7 é necessario pois ap6s utilizar as subrotinas de relaxacao nao é
possivel utilizar nenhuma outra subrotina de modificagdo do problema antes de
retornar o problema para a forma original.

Os passos 5 e 6 resolvem o problema de separagao associado a identificacao

de planos de corte (Algoritmo IISE - subsegao 2.2.3).

Aplicamos o algoritmo SolFR para resolver as instancias de dimensao 2,4, 5 e
6 cujos dados estao descritos na tabela 4.1. Testamos duas estratégias diferentes:

e estratégia 4.1 - inequagoes supermodulares e a estratégia 1.1 na subrotina
CPXmipopt (passo 9).

e estratégia 4.2 - inequagoes supermodulares e a estratégia 3.1 na subrotina
CPXmipopt (passo 9).

O namero de iteragoes para a geragao de inequagées supermodulares no né
raiz foi fixado em 30 (Mazl = 30).

Apresentamos nas tabelas 4.23 a 4.26 o ntumero de flow cuts (Flow C.) e

o nimero de inequagdes supermodulares gerados (Ineq.Super.), o total de cortes

adicionados (TC), o n6 da melhor solu¢ao inteira (N.Int.), o namero de nés exami-
nados (N.Exam.) e o valor da fun¢do objetivo obtidos (F.O.). Neste experimento
nao conseguimos computar o tempo de CPU. Os resultados foram divididos em

instancias com e sem solugao 6tima.
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Tabela 4.23: Estratégia 4.1 (Sol. Otima)

Modelo

Ineq. Super.

1.0,

N. Int.

N. Exam.

i)

Dim 1
{10}

0
(0)

54,3
(10,52)

54,3
(10,52)

1
(3,2)

20
(15,7)

91875,5
(7283,8)

Dim 4
{10}

0,1
(0,32)

128,2
(22,25)

128,3
(22,2)

26,2
(21,5)

129,7
(270,4)

195153,7
(21565,3)

Dim 5

{8}

2a75
(1,9)

251,625

(32,8)

260,25
(4295,742)

235,625
(227,2)

247,125
(218,7)

482983 4
(50239)

Tabela 4.24: Estratégia 4.1 (Melhor Sol. Int.)

Modelo

Flow C.

Ineq. Super.

TG

N. Int.

N. Exam.

F.O.

Dim 5

{2}

2445
(21,9)

248
(18,4)

62,5
(17,7)

(1149,05)

455062
(19003,9)

Dim 6
{10}

81,2
(8,08)

81,2
(8,08)

117820,5

(51317)

191609,6
(21665,2)

113336,2
(5241)

Tabela 4.25: Estratégia 4.2 (Sol. Otima)

Modelo

Flow C.

Ineq. Super.

LG | N

. Int.

N. Exam.

F.O.

Dim 1

{10}

0
(0)

54,3
(10,5)

54,3
(10,5)

23,2
(9,1)

23,7
(9,8)

91875,5
(7283.8)

Dim 4
{10}

0,1

128,2
(22,3)

128,3
(22,2)

45,5

(39,8)

47,7
(46,1)

195153,8
(21565,35)

Dim 5

{10}

250,2
(30)

252.8
(29,7)

(273,1)

153,7

192,4
(270)

477390,7
(46276,2)

Dim 6
{2}

86
(4,24)

86

(4,24) | (2

84475
758,424)

17107,5
(84,146)

117781,8
(8735,147)
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Tabela 4.26: Estratégia 4.1 (Melhor Sol. Int.)

Modelo Ineq. Super. | T. C. || N. Int. N. Exam. || F.O.

Dim 6 0 80 9017,5 | 16718,25 | 9950147
(8} (0) (8,552) (4695,868) | (969,854) | (35877,53)

Observe que o CPLEX gerou cortes apenas nas instancias de dimensao 4 e
5. A inclusdo das Inequagées Supermodulares nas instancias 1 e 6 que possuem
menos restri¢oes inibiu a geragao de cortes do CPLEX.

O uso da estratégia 4.1 diminui o niimero de nés examinados nas instancias de

dimensao 1 e nas instancias de dimensao 6, se comparadas com o niimero de nos

examinados pela estratégia 1.1 nas instancias de dimensdo 6 sem solu¢ao 6tima

(tabela 4.5). Porém, com esta estratégia o nimero de instancias com solugao
6tima nas dimensoes 5 e 6 é reduzido. Utilizando a estratégia 1.1, dez instancias
com dimensao 5 e cinco instancias com dimensao 6 tem solugdo 6tima ( ver tabelas
44 e4.5).

A aplicagao da estratégia 4.2 nas instancias 5 e 6 melhorou o niimero de ins-
tancias com solucao 6tima com relagao as estratégias 4.1 e 2.3. Todas instancias
de dimensao 5 e duas instancias de dimensao 6 foram resolvidas até a prova da
otimalidade.

O tamanho da arvore de decisao que a estratégia 4.2 gera é menor que a
estratégia 1.4 para as dimensoes 1, 4, 5 e 6; menor que a arvore de decisdao gerada
pela estratégia 2.3 para instancias de dimensao 1 e 6; e menor que a arvore
gerada pela estratégia 3.1 em todos os tipos de instancias 1, 4, 5 e 6. A melhor
solucao inteira foi obtida mais rapidamente, isto é em niveis menores da arvore
de busca, quando comparamos a estratégia 4.2 com a estratégia 1.4, em quatro
tipos de instancias testadas; em relagao a estratégia 3.1 a estratégia 4.2 encontrou
a melhor solugao inteira em trés tipos de instancias.

Obsevamos entao que o uso de planos de corte especificos para o modelo FR e

uma estratégia de escolha de nés e variaveis podem diminuir o tamanho da arvore
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de decisao do Branch and Bound e resultar em solugoes de boa qualidade.
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Capitulo 5

Consideracoes Finais

Neste trabalho formulamos um modelo de planejamento da producao de um pro-
blema real da empresa de refrigerantes Arco Iris, situada na regido de Sio José
do Rio Preto. A empresa colaborou nas discussées sobre a formulagao do modelo
fornecendo detalhes da linha de produgao e permitindo visitas as suas instalagoes.

Testamos a solu¢ao do modelo obtido usando inequacoes validas derivadas a
partir da estrutura do modelo; e através do algoritmo branch and cut incluido
no software CPLEX. Os resultados obtidos indicam que explorar a estrutura do
problema pode contribuir no processo de solugao.

O modelo FR formulado permite ainda vérios estudos. Neste trabalho abor-
damos apenas o dimensionamento dos lotes com custo de setup fixo; os custos
de start up nao foram considerados. Além disso, consideramos tempos/custos de
setup independentes da sequéncia da produgao. Por isso, é interessante rever a
contagem do tempo e dos custos de setup e start up. Um outro importante tépico
para trabalhos futuros seria incluir o sequenciamento da produgao no modelo FR,
a exemplo do modelos descritos na secao 1.2.

O desenvolvimento de uma heuristica baseada na estrutura do modelo e que
gere boas solucoes inteiras é um aspecto importante a ser considerado. Esta
solugao poderia ser 1til ndo apenas como um retorno rapido para o Engenheiro

de Produgao mas também para acelerar o algoritmo Branch and Bound.
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5. Consideracoes Finais

Todos os estudos, as pesquisas realizadas e as dificuldades encontradas foram

importantes para meu amadurecimento matematico e de pesquisa de uma maneira

geral.
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