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Resumo

Nosso principal propésito neste trabalho é o estudo de condigoes necessarias e
suficientes de otimalidade para problemas de Célculo das Variacoes no contexto
nao-suave. Este estudo partira da formulacao basica suave, passando por problemas
com restricoes Lagrangianas, até o caso em que consideramos Lagrangianas nao-
suaves e solugoes absolutamente continuas. Neste caminho, abordaremos um
importante avango na teoria de Calculo das Variacoes: os resultados de existéncia e
regularidade de solucoes. Além das condigoes necessérias, analisaremos as condigoes
suficientes através de um conceito de convexidade generalizada, o qual denominamos

E-pseudoinvexidade.

Palavras-chave: Calculo das Variagoes, Lagrangianas nao-suaves, Condicoes
de otimalidade, Solucoes absolutamente continuas, Existéncia e regularidade de

solugoes, Convexidade generalizada.



Abstract

Our main purpose in this work is the study of mnecessary and sufficient
optimality conditions for Calculus of Variations problems in the nonsmooth context.
This study will comprehend the smooth basic formulation, constrained problems
(with Lagrangian restrictions), non-smooth Lagrangians and absolutely continuous
solutions.  Moreover, we will approach an important advance in Calculus of
Variations theory: the existence and reqularity of solutions. In addition to necessary
conditions, we will analyze sufficient conditions through a generalized convezity

concept, which we called E-pseudoinvezity.

Keywords: Calculus of variations, Nonsmooth Lagrangians, Optimality conditions,
Absolutely continuous solutions, Ezistence and regularity of solutions, Generalized

convexity.
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Introducao

O Calculo das Variagoes é um dos ramos classicos da Matematica. Seu inicio é impreciso.
Alguns dizem que se inicia no momento em que Euler, estudando o trabalho de Lagrange, adotou
o presente nome, embora este nao seja, em verdade, o real momento de insercao do assunto.
Poderiamos atribuir seu inicio a um dos problemas mais antigos na Matematica: a desigualdade
isoperimétrica. Uma variante desta desigualdade é conhecida como o problema de Dido.! Vérias
provas desta desigualdade foram encontradas desde o tempo de Zenodorus, em torno de 200 a.c.
Algumas outras tentativas de prova sao atribuidas a Euler, Galileu, Legendre e Ricatti. Uma
prova de acordo com os padroes modernos é devida a Weierstrass e foi estendida ou mostrada
com diferentes ferramentas por Carathéodory, Hurwitz, Lebesgue e Tonelli, entre outros.

Outro importante problema considerado como ponto de partida da teoria foi o trabalho
de Fermat na ética geométrica. Este trabalho, também conhecido como Principio de Tempo
Minimo de Fermat, foi utilizado em 1662 para mostrar como um raio de luz era refratado na
interface entre dois meios 6ticos de densidades distintas. A analise de Fermat pode ser vista
como mais apropriada para datar o inicio de Calculo das Variacoes pelo fato de ele ter utilizado
métodos de calculo para minimizar o tempo de passagem do raio de luz através dos dois meios.
Em 1696, John Bernoulli adaptou seu método para resolver o Problema da Braquistécrona.
Apresentaremos este problema no Capitulo 1, Exemplo 1.5.

O Célculo Variacional, também conhecido como Célculo das Variagoes, tem uma longa
historia de interagao com outras ramificacoes da Matematica, como a geometria e as equagoes
diferenciais, e da Fisica, particularmente a mecanica. Recentemente, o Calculo Variacional vem
encontrando aplicagoes em outros campos, como economia, engenharia e recursos renovaveis.

Grande parte da matemadtica subjacente a Teoria do Controle, por exemplo, pode ser

! Para mais detalhes sobre o Problema de Dido, ver Troutman [25], p. 32, Problema 1.5; e p. 258, Exemplo 2*.

11



Introdugao 12

considerada parte do Célculo Variacional.?

Em se tratando da teoria classica do Calculo Variacional, podemos estudar condicoes
necessarias e suficientes de otimalidade em textos introdutérios ao assunto, como os livros
de van Brunt [26], Leitao [19] e Leitmann [18].

Ainda que a teoria classica do Calculo das Variagoes tenha origem no século XVII,
importantes questoes, como as regras de multiplicadores para os problemas com restrigoes e
o teorema de existéncia de solugoes, somente foram elucidadas no século passado, devido ao
desenvolvimento nos estudos de Anélise Funcional e Célculo Nao-suave.

Problemas com restrigoes sao tratados nos livros de Clarke [5], Pinch [21], Hestenes [14]
e Troutman [25], entre outros, com especial atenc¢ao ao primeiro, visto que aborda uma regra
de multiplicadores redefinida para um problema com restricao Lagrangiana abstrata. J& a
questao da existéncia e regularidade de solu¢oes podemos encontrar nos livros de Clarke [5] e
Dacorogna [6]. Problemas de Célculo das Variagoes no contexto nao-suave sao tratados no livro
de Clarke [5].

E conhecido que, geralmente, as condigoes necessarias de otimalidade para problemas
variacionais sao suficientes por meio da convexidade dos dados envolvidos, como podemos ver
em Clarke [5]. Isso também ocorre quando utilizados certos conceitos convexidade generalizada:
em Arana—Jiménez, Osuna—Gémez, Ruiz—Garzon, Rojas—-Medar [1], sdo abordados problemas
variacionais com restrigoes de desigualdade e multiplicadores estao envolvidos na defini¢ao; ja
em Rojas—Jara [24], onde sdo abordados problemas variacionais com restrigbes de igualdade,
foram obtidas condigoes suficientes sem a presenca dos multiplicadores na definicao. Em
Pinch [21], encontramos outros modos de se obter condic¢oes suficientes para problemas em
Célculo das Variagoes: um deles é por meio de campos de extremais, onde temos a Condicao
Integral de Weierstrass; ou também através de semi-campos, onde temos a Condigao de Jacobi
(nesta situacao, o melhor resultado que podemos encontrar é um extremal minimo local forte).

Neste trabalho, temos por objetivo principal o estudo de condicoes de otimalidade tanto
necessarias quanto suficientes para problemas de Calculo das Variacoes no contexto nao-suave,
partindo de sua formulacao bésica até os casos com restricoes. Este estudo sera baseado no
livro do Clarke [5], sempre se atentando a detalhes importantes e buscando aprofundamentos

em outras fontes presentes nas Referéncias deste trabalho (citadas ao longo do texto).

2 As informagoes deste e dos outros dois pardgrafos acima foram retiradas dos livros Dacorogna [6], Goldstine [12],
Pinch [21] e Troutman [25].
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No Capitulo 1, estudaremos as condigoes necessarias de otimalidade de primeira ordem
(Equacao de Euler) e de segunda ordem (Condicdo de Legendre) da teoria classica e
consideraremos a extensao do conjunto de funcoes admissiveis dos problemas para funcoes
Lipschitz continuas.

No Capitulo 2, abordaremos a importante questao de existéncia de solucoes através do
Teorema de Tonelli, e, por meio de convexidade e hipdteses de crescimento, examinaremos
a regularidade de solugoes. Também apresentaremos a pseudoinvexidade: tal conceito de
convexidade generalizada estabelece que a equagao de Euler também é uma condicao suficiente
de otimalidade, estendendo para o contexto de Célculo das Variacoes o conceito introduzido na
Programagao Matematica por Hanson [13].

Na formulagao com restricoes, abordada mno Capitulo 3, estudaremos a regra de
multiplicadores clédssica, a qual envolve uma condigao de qualificagao do tipo posto completo da
matriz jacobiana da fungao restricao. Uma regra de multiplicadores “moderna” sera estudada
para o problema que contém uma inclusao em lugar de uma equacao, sendo, portanto, um tipo
de restricao Lagrangiana mais geral.

Além disto, no Capitulo 4, trataremos o problema de Bolza, trabalhando com Lagrangianas
nao-suaves e um conjunto de condicoes necessarias de otimalidade envolvendo a inclusao de
Euler, o que nos exigira o uso de ferramentas da Analise Nao-suave.

Ademais, nos Capitulos 3 e 4, introduziremos a E-pseudoinvexidade (Euler-
pseudoinvexidade): um conceito de convexidade generalizada para problemas variacionais
através do qual as condigbes de transversalidade e a equacdo/inclusao de Euler tornam-se
suficientes para otimalidade global. Tal conceito de convexidade generalizada possui a
peculiaridade de ser o mais geral possivel, no sentido de que todo problema variacional em
que as solugoes estacionarias sao Otimas necessariamente sao E-pseudoinvexos. Os resultados
de E-pseudoinvexidade foram obtidos através do estudo e adaptacao dos artigos de Oliveira et
al. [8-10], o que confere um carater de originalidade a este trabalho.

Apés os quatro primeiros capitulos, encontramos as conclusoes deste trabalho, as referéncias
utilizadas, além de um anexo de pré-requisitos contendo os principais conceitos e resultados de
Analise Convexa, Anélise Funcional, Calculo Nao-suave e Teoria de Selecao Mensuravel, entre
outros assuntos, os quais foram necessarios no desenvolvimento deste texto. Ao final desta

dissertacao, contamos com o Indice Remissivo com a notagao usada.



CAPITULO

A teoria classica do Calculo Variacional e

extremais Lipschitz

Nosso objetivo neste capitulo é “preparar terreno” para uma analise mais aprofundada
de problemas de Caélculo Variacional, estudando a teoria classica, que envolve suavidade dos

dados, e a admissao de extremais nao-suaves.

1.1 O problema classico e condicoes necessarias de primeira e segunda
ordens

O estudo dos problemas classicos do Calculo das Variagoes perdura por trés séculos, mas
o interesse neles nao diminuiu, haja visto suas diversas aplicagoes em areas como Engenharia,
Economia, Mecanica, Equacoes Diferenciais e Recursos Renovaveis.

Basicamente, um problema variacional é um problema de otimizacao que consiste em

minimizar um funcional integral do tipo

() = / At 2(t), 2/ (1) dt

sob uma classe de fungdes x definidas num intervalo [a, b] C R predeterminado.

14
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No custo correspondente a x, denotado por J(x), definido acima, a Lagrangiana /A, onde

A fa,b] x RxR —» R

(t,z,v) —  A(t,x,v)

é uma funcao de trés varidveis, denotadas por (¢,z,v), as quais interpretamos como tempo,
estado e velocidade, respectivamente. Nesta secao, trataremos o caso em que essas variaveis
sao unidimensionais e todas as fungoes envolvidas sao suaves: supomos que a aplicacao A
é duas vezes continuamente diferenciavel e consideramos como candidatas a solucao apenas
fungoes = : [a,b] — R pertencentes a C?|a,b], isto é, fungdes x continuas cujas derivadas de
primeira e segunda ordens, z’ e ", existem e sdo continuas no aberto (a,b), além de admitirem
extensoes continuas no fechado [a,b]. Com isso, garantimos que a aplicagao J(z) estd bem
definida no espago C?[a, b].

Assim, dados os valores A, B € R, consideramos o problema basico do Célculo das
Variagoes:

minimizar J(m)—/ At 2(t), 2/ (1) dt

sujeito a € C?a, b,
z(a) = A, z(b) = B.

A seguir, algumas defini¢bes e nomenclatura que utilizaremos ao longo deste trabalho.

Definigao 1.1. Dizemos que x : [a,b] — R € uma fung¢do admissivel para o problema (PB)

se satisfaz as condigoes de contorno x(a) = A, x(b) = B e pertence ao espago C*[a,b].

Definicao 1.2. Uma solug¢ao, um minimizador ou minimo global de (PB) é uma fungdo
admissivel z, tal que J(z.) < J(x) para qualquer outra fun¢do admissivel x.

Dizemos que uma fun¢ao x, admissivel para (PB) fornece um minimo local fraco se, para
algum e > 0, tem-se J(x,) < J(x) para todo x admissivel numa vizinhanca fraca de x., isto

é, satisfazendo ||z — x40 < € € ||2' — 2] < €, onde
[v]|oe = max {|v(t)| : t € [a,b]}, v € Cla,b].

Dizemos que uma fun¢ao x. admissivel para (PB) fornece um minimo local forte para o

problema se existe € > 0 tal que J(z.) < J(z) para toda fungdo admissivel x numa vizinhanca
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forte de x., isto €, que satisfaz ||x — z.||oc < e. Note que todo minimo local forte é,

automaticamente, um minimo local fraco.
Uma nomenclatura bastante utilizada na teoria é a de Lagrangiana auténoma, a qual se
refere ao funcional A quando ele nao depende explicitamente da varidvel t.

Notagao: A fim de obter uma notacao mais clara, denotaremos por A, e A, as derivadas
parciais de primeira ordem da Lagrangiana A(t,x,v) com respeito as variaveis z e wv,

respectivamente.

1.1.1 A equacgao de Euler e a condicao de Legendre

Nesta secao, apresentaremos as condicoes necessarias classicas que uma solugao do problema
(PB) deve satisfazer. O resultado seguinte é andlogo a Regra de Fermat, a qual diz que uma

aplicacao diferencidvel f atinge seu minimo num ponto x somente se f'(x) = 0.

Teorema 1.3 (Euler, 1744). Se x, € uma solu¢ao de (PB), entdo x. deve satisfazer a equagao

de Euler:
d
L (k0.2 0)] = A (2 (0).24(0) V€ 8] (1)
Demonstracgao: Ver Clarke [5], pp. 289-290, Teorema 14.2. O

Independente de ser solucao ou nao do problema, a funcao x € C?[a, b] que satisfaz a equagao
de Euler ¢ chamada extremal. Note que a equacao de Euler ¢ uma condicao necessaria de
primeira ordem, a qual também ¢é valida para minimo local fraco, definido anteriormente.

O seguinte resultado é uma consequéncia da equacao de Euler para o caso em que a

Lagrangiana é autonoma.

Proposicao 1.4. Se x, é um minimo local fraco para (PB), onde A é auténoma, entao w.

satisfaz a condicao de Erdmann: existe uma constante h de modo que

7, (1) Ay (2. (1), 2, (1)) — A2 (), (1)) = h V1 € [a,b].

Demonstragao: Ver Clarke [5], pp. 290-291, Proposicao 14.4. O

A Condicao Erdmann é obtida da equacao de Euler por meio de manipulagoes algébricas.

Ela também ¢é conhecida como Férmula de Beltrami (ver Komazsik [15], p. 10, equagao (1.1)).
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Exemplo 1.5. (O Problema da Braquistécrona) Este problema é um dos mais importantes
da historia do Cdlculo Variacional. Como ja mencionado, sequndo Hestenes [14], p. 54, o
estudo mais sistemdtico da teoria teve seu inicio com a andlise da Braquistocrona, palavra do
grego brachystos (minimo) chronos (tempo).! Ele foi formulado por Galileu em 1638, quem
acreditava que a solugcao era um arco de circunferéncia. Anos mais tarde, em 1696, foi descrita
a primeira resolugdo correta deste problema, a qual é atribuida a John (ou Johann) Bernoulli,
que utilizou do conhecido Principio de Tempo Minimo de Fermat de 1662, como consta em
Goldstine [12], p. vii. De acordo com Dacorogna [6], John foi sequido de seu irmao James (ou
Jakob) Bernoulli e dos matemdticos Leibniz e Newton.

O Problema da Braquistocrona consiste em encontrar a curva em um plano que minimize
o tempo gasto por uma particula que a percorre apenas sob o efeito da gravidade, partindo de
um ponto mais alto e nao diretamente acima do ponto de chegada. Matematicamente, podemos
enunciar este problema da sequinte maneira: dados Py = (to, xg) € Py = (t1, 1) pontos distintos
em um plano vertical, onde Py esta acima de Py, qual é a curva x unindo esses dois pontos
de maneira que um corpo de massa m partindo de Py a percorra sob influéncia somente da

gravidade alcancando P, no menor tempo possivel? ?

Neste caso, Py ¢ um ponto acima de P; em relagao ao eixo vertical do plano. E claro que
se tg = t1, a curva procurada é uma reta. Consideremos o caso em que ty # t;. Baseado em
conceitos da Fisica Elementar, o problema representa uma conversao de energia potencial em
energia cinética.

A energia potencial de um corpo em qualquer ponto (¢, ) do plano, durante o movimento,
¢é dada por

E, = mg(zo — x),
onde m é a massa do corpo e g é a aceleracao da gravidade. Ja a energia cinética é dada por

1
E.= -mv?
zmv,

quando assumimos que v é a velocidade do corpo num determinado ponto (¢, z). Como a energia

total (potencial + cinética) se encontra em equilibrio em qualquer ponto durante o movimento,

! Retirado de Leitao e Baumeister [19], p. 23, 1.2.7 A Braquistécrona.
2 Adaptado de Leitdo e Baumeister [19], p. 23, 1.2.7 A Braquistécrona.



1.1 O problema classico e condigGes necessarias de primeira e segunda ordens 18

entao

2

1
E . =FE, gmvT = mg(zo — x),

e dai, obtemos uma expressao para a velocidade
v =1/29(xg — x).

Note que a orientacao do eixo vertical x é adotada na diregao da forca gravitacional, para baixo.

Por outro lado, também sabemos que

@
dr’

v =

onde s é o comprimento de curva percorrido durante o tempo 7. Sendo assim, escrevemos o

tempo necessario para percorrer o comprimento da curva x como

Py Py
1
T = / dr = / —ds.
v
Py Py

E, usando a expressao de comprimento de curva, obtemos

v \/_

\/29x0—x $0—:1:

Logo, podemos escrever este como um problema variacional:

t1

1 \/1—1-@2
V29 \/1’0—95

to

minimizar 7(x) :=

sujeito a = € C?[ty, t1], x(ty) = w0, z(t1) =z

onde denotamos x’ por v.

Sendo o termo \/%fg uma constante, podemos desconsidera-lo em nossos calculos. Como a

Lagrangiana é autonoma, segue da condicao de Erdmann que existe uma constante ¢y tal que

0 [ V1+ 0?2 V1 + v? ,  1—cp*(zg—1x)
v — — = Cyp —=> V° = .
ov |y —x Vio—z co?(xo — @)
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Aqui devemos ter ¢g # 0, pois, caso contrario, terfamos um absurdo. Dessa forma,

v? = (d_x)Z: 1_2602<I0_x) g YD)
dt co®(zo — ) V1= co®(zo — )

Integrando a ultima igualdade, obtemos

tcl+/\/ (20— 7) dzx.
1 —co?(xg — )

N ) 1 T - )
Fazendo a substituicao trigonométrica zo —x = — sen 2 <§> na equagao acima e reescrevendo
Co

a expressao de x em relacao a nova variavel 7, obtemos

1 1 ’ 1
t=c + TOQ(T— sen (7)) e x=uxy— [C_o sen (g)} =Ty — ?02(1 — cos(7)).

Sem perda de generalidade, podemos considerar (tg,z9) = (0,0), de modo a obter a curva

parametrizada por

t:cl—|—c—10(7'—sen(7')) e mZ%(l—COS(T))v

cuja imagem é uma cicloide.?

Py t

Py

Figura 1.1: Cicloide: solucao do Problema da Braquistocrona.

ooad

3 Figura adaptada de Leitao [19], p. 20, Figura 1.4.
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Fortalecemos agora a hipétese de regularidade sobre a Lagrangiana A(t, z,v), assumindo

que A € C3, para enunciar a condicao necessdria de segunda ordem atribuida ao matemético

Adrien-Marie Legendre (1752-1833).

Teorema 1.6 (Condicao necessdria de Legendre, 1786). Seja x, um minimo local fraco

para o problema (PB). Entao

Ay (t, 2 (t), 25 (¢)) 20 Vit € [a,b].

Demonstragao: Ver Clarke [5], pp. 293-294, Teorema 14.7. O

1.1.2 Duas variagoes do problema basico

H& certos problemas variacionais que nao predeterminam as condigoes de contorno inicial
ou final. Em tais situacoes, essa versatilidade da origem a conclusoes adicionais nas condigoes
necessarias. Essas conclusoes, conhecidas por condigoes de fronteira, possuem informacao
sobre os valores inicial e/ou final de uma func¢ao admissivel x.

Seja £ : R — R uma aplicacao continuamente diferenciavel. Consideramos o seguinte

problema, o qual é conhecido como o problema de tempo livre:

minimizar J(x) = £ (x(b)) —i—/ At z(t),2'(t)) dt o
A

sujeitoa € C*a,b], x(a) =

A fungao dada ¢ corresponde a um termo de custo extra que depende do valor de x(b), que

agora nao é prescrito.

Teorema 1.7. Se z, é um minimo local fraco do problema (PTL), entdo x. é um extremal

para A e satisfaz a sequinte condicao de fronteira:
— Ay (b, 2. (b), 2, (b)) = ' (x.(b)) .

Demonstragao: Ver Clarke [5], p. 303, Teorema 14.19. a

Note que, pelo teorema acima, ha uma a conservacao de informagao: a condicao de fronteira

fornecida pelo resultado compensa a nao prescrigao do valor de z,(b).
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Uma outra variacao do problema bésico consiste em adicionar a (PB) uma restrigao integral

de igualdade. Obtemos assim, o conhecido problema isoperimétrico:
b
minimizar J(z) = / A(t,x(t), 2'(t)) dt
sujeitoa € C?%[a,b], z(a) = A, z(b) = B, (PI)
b
/ W (t,x(t),2'(t)) dt = 0.

Observe que, neste caso, é conhecida uma situagao semelhante no Célculo, para a qual é
aplicada a Regra dos Multiplicadores atribuida ao matematico italiano Joseph-Louis Lagrange
(1736 — 1813) a fim de obter sua solugao (na verdade, essa teoria foi introduzida pelo alemao
Leonhard Euler (1707 — 1783) na mesma monografia em que estabeleceu a nossa conhecida
equagao de Euler)?. Feita esta observagio, veremos que o préximo resultado possui um aspecto

familiar.

Teorema 1.8. Seja x. € C?[a,b] um minimo local fraco para o problema (PI), onde A e W
sdo de classe C*. Entdo existe um multiplicador (n,\) # 0, com n = 0 ou 1, tal que x, é um

extremal para a Lagrangiana aumentada nA + \W.

Demonstragao: Ver Clarke [5], p. 304, Teorema 14.21. a

Vale ressaltar aqui que a Lagrangiana aumentada n/A+A\¥ nao é a mesma aplicagao utilizada

em Programacao Nao-Linear, embora ambas possuem mesma nomenclatura.

1.2 Extremais nao suaves

Uma questao natural que surge apds o estudo da teoria classica do Célculo da Variagoes ¢é se
sempre € satisfatorio considerar apenas solucoes suaves para problema basico. Em meados do
século XIX, notou-se que teoria classica ja nao era aplicavel a certos problemas: a necessidade
de ir além das funcoes continuamente diferenciaveis se tornou cada vez mais visivel.

No proximo capitulo, veremos que a propria existéncia de solucoes é um impeto para a
admissao de arcos nao-suaves. A necessidade também se tornou aparente nas aplicacoes fisicas

(bolhas de sabao, por exemplo, geralmente possuem quinas e dobras (vincos)).

4Ver Clarke [5], p. 304, The isoperimetric problem.
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Exemplo 1.9. Este problema ilustra a necessidade de estender a classe de fungoes admissiveis:

minimizar J(x) = /_ z(t)? [2/(t) — 1]7 dt

Note que:

e J(z) = 0 para todo x : [—1,1] — R;

e Nao existe solugao nas classes de fungoes C?[—1,1] nem C*[—1,1];

De fato; consideramos fungoes admissiveis que estao na classe C'[—1,1], isto é, aplicagoes
x : [—1,1] — R continuamente diferenciaveis tais que x(—1) = 0, (1) = 1. Pelo Teorema do
Valor Médio de Lagrange, existe 7 € (—1, 1) de modo que
r(l)—z(-1) 1-0 1

=>0.

A e

Assim, pela Lei de Conservagao do Sinal, existe uma vizinhanga V' C (—1,1) de 7 tal que
2'(1) > 0 para todo t € V' (visto que 2’ é uma fungao continua em (—1,1)). Note que z se anula
no maximo uma vez em V: caso contrario, existiriam t1,ty € V com t; # ty e z(t1) = x(t3) = 0.
Novamente pelo Teorema do Valor Médio de Lagrange, existiria w € (¢1,t3) com z’'(w) = 0.
Mas como uma vizinhanga em R é um intervalo aberto, que, por sua vez, é conexo, teriamos
(t1,t2) C V, implicando w € V', 0 que gera um absurdo. Agora, dada uma bola aberta B (%, r)

1
em R, com 0 <r < 7 pela continuidade de 2/, existe § > 0 tal que

(B(r,8)) € B('(r),r) = B (%r) 41,

Desta forma, segue que U =V N B (%, r) ¢ uma vizinhanca de 7 na qual x se anula no maximo
uma vez e que 2’ # 1. Sendo assim, J(z) > 0 para qualquer z € C'[—1,1]. Além disso,

notamos que o infimo de J sobre as fungoes admissiveis em C[—1,1] é 0, o qual nao ¢ atingido
n

1
nesta classe: consideramos a sequéncia de fungoes admissiveis da forma x,(t) = {5 t+1)] ,

n € N. Temos z, é de classe C'[—1,1] para todo n € N e a aplicagao #(t) = lim z,(t) = 0
n—oo

para t € [—1,1] q.t.p. é tal que J(%) = 0 mas & ¢ C*[—1,1].
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e Hd uma solucao suave por partes para este problema.

Com efeito, a aplicacao continua e suave por partes definida por

0 se —1<tK0,
x4 (t) =
t<1

t se 0<t<

I

que possui um bico em t = 0, é tal que

1

J(:v*):/_l , (t)? [a:;(t)—l]th:/l 0 [0—1]2dt+/_ 21— 1 dt =0

1 -1 1

e, portanto, é uma solucao para este problema. A
Estimulada por essas consideragoes, a teoria do problema bésico foi estendida para o
contexto de fungoes suaves por partes. Tendo em mente a teoria de medida e integragao de

Lebesgue, consideraremos fungoes no espago
Lip[a,b] := {z : [a,b] = R™: x ¢ Lipschitz continua},

o qual coincide com o espago AC™ [a,b] das fungdes absolutamente continuas (ver Anexo,
Exemplo A.3). cujas derivadas existem em quase todo ponto (q.t.p.) e sdo essencialmente
limitadas (ver Anexo, Exemplo A.1).

Agora o problema basico ao qual nos referiremos nesta secao é o seguinte

minimizar J(x) = /a A(t,x(t),«'(t)) dt ®)
sujeitoa  z € Lip[a,b], z(a) = A, x(b) = B.

Para esta extensao do problema, temos o seguinte resultado que estabelece condicoes

necessarias de otimalidade.

Teorema 1.10 (du Bois-Raymond, 1879). Suponha que os gradientes A, e A, existem e,
assim como A, sdo fungoes continuas de (t,x,v). Seja x. € Lip[a,b] um minimo local fraco

para o problema bdsico (P). Entdo x, satisfaz a equagdo integral de Euler: para alguma
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constante ¢ € R"™, temos, para quase todo t € [a,b],

Ay (1), 2. (1)) = c+/ A,y (5, 2.(5), 2.(5)) ds.

Demonstragao: Ver Clarke [5], p. 309, Teorema 15.2. a

Defini¢ao 1.11. Ainda no contexto do Teorema 1.10, definimos a fun¢ao p : [a,b] — R™ por

p(t) =c+ / Ay (s, m.(8),2.(5)) ds.

Vejamos que a aplicagao p pertence ao espaco Lip [a,b] e satisfaz

(P'(1), p(1)) = Voo A (L, z(t), 2(1)) a.tp.

A p denominaremos varidvel coestado’® ou, simplesmente, o coestado.

Note que, além de satisfazer a equacao acima, a qual é um modo conveniente de escrever a
equagao integral de Euler do Teorema 1.10, o coestado também é adequado para expressar a
condicao de fronteira quando necesséario: no cendario do Teorema 1.7, estendendo para n > 1,

encontramos a condigao

—p(b) = VL (x.(b))

Outro caso que veremos é aquele em que a restrigao final é dada por z(b) € E, onde E é um

conjunto dado. Nesta situacao, a condicao de transversalidade é
—p(b) € Ng (z(b)).

1.2.1 Regularidade Lipschitz, suficiéncia por convexidade e a condicao
necessaria de Weierstrass

Na maioria dos casos, a equacao de Euler admite mais solugdes no espago Lip [a, b] do que em
C?[a,b]. Essas circunstancias evidenciam a necessidade de condigoes adicionais que auxiliam

na reducao do numero de candidatos.

5 Na Mecanica cléssica, referem-se a p como o momento generalizado ou varidvel adjunta e, em Controle 6timo,
p é chamada o coestado, presente no importante Principio do Maximo de Pontryagin. (Clarke [5], p. 310, The
costate.)
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A seguir, veremos resultados que desempenham um papel importante quando estendidos
para problemas com restricoes adicionais. Um deles é um teorema de regularidade: uma
ferramenta importante que, sob determinadas hipdteses, estabelece certo nivel de suavidade
das solugoes ainda que na formulagao do problema essas sejam nao-suaves, como no presente

contexto, quando consideramos candidatas func¢oes apenas Lipschitz continuas.

Teorema 1.12. Se a func¢do . € Lip [a,b] satisfaz a equacdo integral de Euler, onde a aplicacao

v A(t, z.(t),v) € estritamente conveza para quase todo t € [a,b], entio x, pertence a C*[a,b).

Demonstragao: Ver Clarke [5], p. 312, Teorema 15.5. O

Pode-se ir além e obter uma regularidade mais alta para a solucao através da regularidade

da Lagrangiana.

Teorema 1.13 (Condigao de Hilbert-Weierstrass, 1875). Se =, € Lip|a,b] satisfaz a

equagao integral de Euler, onde a Lagrangiana A € de classe C™, com m > 2, e satisfaz

Ay (B, 24(t),v) >0 Vi€ lab], veR",

entdo x, € C"[a, b].

Demonstragao: Ver Clarke [5], p. 313, Teorema 15.7. O

Para além dos teoremas de regularidade esta a condicao suficiente que, neste caso, pode ser

obtida através da convexidade da Lagrangiana.

Teorema 1.14. Se z, € Lip[a,b] € admissivel para (P) e satisfaz a equagao integral de Euler,

onde A(t,z,v) € convexa em (x,v) para cada t € [a,b], entdo x, é um minimo global para (P).

Demonstragao: Ver Clarke [5], p. 314, Teorema 15.9. O

Resta-nos ainda uma fundamental condicao necessaria da teoria classica: a condigao
necessaria de Weierstrass. Relembrando: uma funcao z, fornece um minimo local forte
para o problema (P) se é admissivel para (P) e se existe € > 0 tal que J(z,) < J(x) para toda

funcao admissivel x que satisfaz ||z — .||« < €.
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Teorema 1.15 (Condicao de Weierstrass, 1880). Se a func¢do x, € Lip [a,b] € um minimo

local forte para (P), entdo

Atz (t), 20 () +v) — A(t, 2. (t), 2,(t)) = (p(t),v) YveR" t€la,bq.t.p.

Demonstracao: Este teorema serd provado em um cendrio mais geral no Capitulo 4 deste

trabalho por meio do Teorema 4.1. O

Sendo A diferenciavel e convexa com respeito a variavel v, a desigualdade do teorema é
automaticamente satisfeita, de modo que a condigao necessaria de Weierstrass nao fornece
informagcao nova. Agora, se A é nao-diferenciavel ou falha em ser convexa em v, a aplicacao do

Teorema 1.15 proporciona informagao significativa sobre as solugoes.



CAPITULO

Solucoes absolutamente continuas

2.1 Existéncia e regularidade de solugoes e condicoes necessarias de

otimalidade

Desde seu inicio até a virada do século XX, a teoria de Calculo das Variagoes carecia de
um componente decisivo: nao havia teoremas de existéncia. Estes constituem um ingrediente
essencial do método dedutivo para resolver problemas de otimizagao, abordagem a qual combina
existéncia, condi¢oes necessdarias rigorosas e exame de candidatos para chegar a uma solucao.

Nesta secao, apresentaremos resultados da teoria de existéncia e regularidade em Calculo das
Variacgoes que estendem o contexto do problema basico para fungoes absolutamente continuas
definidas num intervalo [a,b], as quais constituem o espago AC|a,b] (ver Anexo, Defini¢do
A.3), em vez de estudar os espacos cldssicos C?[a,b] ou Lip[a,b]. Aos elementos de AC|a, b]
denominaremos arcos.

Trataremos aqui o seguinte problema

minimizar J(:c):/ A(t,x(t), 2'(t)) dt

sujeitoa  x € AC[a,b], z(a) = A, z(b) = B,
onde A:a,b] x R" x R" — R é a Lagrangiana e A, B € R" sao vetores dados.

Tendo em vista o enfraquecimento da regularidade das fungoes candidatas a solucao, veremos

27
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a seguir algumas defini¢oes elementares estendidas para o presente contexto.

Definigao 2.1. Dizemos que um arco x é admissivel para o Problema (P') se satisfaz as
condigoes de contorno e se J(x) € bem definido e finito. Um arco admissivel x, € dito ser uma
solugao ou um minimizador se J(x.) < J(z) para qualquer outro arco admissivel x.

Um arco admissivel x, fornece um minimo local fraco se, para algum € > 0, tem-se
J(z.) < J(x) para todo arco admissivel x satisfazendo ||x — x40 < € € ||/ — 2|l < . E
dizemos que um arco admissivel x, fornece um minimo local forte se existe ¢ > 0 tal que

J(xy) < J(x) para todo arco admissivel x que satisfaz ||x — x40 < €.

O resultado abaixo, atribuido ao matematico italiano Leonida Tonelli (1885 — 1946),
identifica sob quais hip6teses uma solucao para (P’) existe na classe dos arcos. A notagado

| - || utilizada abaixo se refere a norma euclidiana do espago vetorial R™.

Teorema 2.2 (Tonelli, 1915). Suponha que a Lagrangiana A(t,z,v) € continua, convexa em

v e coerciva de grau r > 1, isto €, para certas constantes a > 0 e 3, tem-se

Alt,z,v) Z alp||"+ B YV (t,z,v) € [a,b] x R" x R™.

Entao o Problema (P") admite uma solu¢ao em AC [a,b].

Demonstragao: Primeiramente, notamos que existem arcos admissiveis x para o qual J(x) é

finito: por exemplo, tome x como sendo a reta que une os pontos (a, A) e (b, B) da condicao de
contorno. Como o funcional J é limitado inferiormente, haja vista a hipétese de coercividade,
existe uma sequéncia minimizadora x; de fungdes admissiveis para (P’), ou seja, uma sequéncia
de fungoes admissiveis que satisfaz

lim J(z;) = inf (P") < 4o00.

7 —00

Assim, pela coercividade de A e pela definicao de infimo, para todo ¢ suficientemente grande,

temos

b b
/ [oz||x;||’;o + 5} dt < / A(t, x;, xh)dt < inf (P') + 1.

Isso implica que a sequéncia x, é limitada em L"[a, b], que é um espago de Banach reflexivo,

onde a bola unitaria fechada é fracamente compacta (ver Anexo, Teoremas A.61 e A.62).
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Deste modo, podemos deduzir a existéncia de subsequéncias de coordenadas que convergem
fracamente em L"[a,b]. Sem perda de generalidade, podemos assumir que cada componente
do vetor 2, converge fracamente em L"[a,b]. Seja v, o vetor constituido desses limites. Vamos

definir um elemento de AC" [a, b] da forma

z,(t) :A+/tv*(s)ds, t € |a,b].

b
Para cada t € [a,b], como ¢(x}) = / 23(8)X(a,0)(s)ds é um funcional linear, a convergéncia

fraca implica que

/: i(s)ds = /abe(S)X(a,t)(s)ds — /ab v.(8)X(an) (s)ds = /at vu(s)ds,

onde x(4,) ¢ a fungao caracteristica do intervalo (a,t), donde deduzimos que x;(t) converge
pontualmente para z,(t). Dai, z.(b) = B de modo que z, é admissivel para (P’).

Agora utilizamos a semicontinuidade da integral (a convexidade de A em v é essencial, visto
que ¢ exigida nas hipdteses do Teorema A.33) para concluir que

J(z,) < lim J(z;) = inf (P’).

17 —00

Como z, é admissivel para (P’), segue que z, é um minimo global.

Tendo em mente a teoria de existéncia, pretendemos usa-la no método dedutivo para
encontrar solugoes, passo no qual aplicamos as condi¢oes necessarias. Entretanto, ao analisar
os resultados cldssicos (como a condigao necessaria que estabelece a equagao integral de Euler),
encontramos uma grande dificuldade quando fung¢oes absolutamente continuas estao envolvidas,
pois a demonstracao desses resultados recorre a teoremas nao validos para a presente situacao.
Além disso, a extensao a arcos pode ocasionar o conhecido fenomeno de Lavrentiev, no qual o
infimo no problema bésico sobre AC [a, b] é estritamente menor que o infimo sobre Lip [a, b].

Contudo, em diversos casos, podemos nos valer da existéncia e estabelecer condigoes
necessarias enquanto descartamos o fenomeno de Lavrentiev. A seguir, um exemplo disto,

o teorema atribuido aos matematicos Leonida Tonelly e Charles Morrey, no qual é recuperada
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a equacao integral de Euler sob uma hipdtese de “crescimento exponencial” da Lagrangiana.

Teorema 2.3 (Tonelli-Morrey). Suponha que A admita gradientes A, e A,, 0s quais sao
continuos em (t,z,v), assim como o é A. Se, para todo conjunto limitado S C R", existem

uma constante ¢ e uma fungao integrdvel d : [a,b] — R tais que
[4a(t, 2, 0) || + 1 Au(t, 2, 0) | < e (vl + A, 2, )] ) +d(?) (%)

para todo (t,x,v) € [a,b] x S x R™, entdo qualquer minimo local fraco x. do problema (P’)

satisfaz a equacao de Euler na forma integral: para quase todo t € |a, b,

Ay (2 (t), 2(1) = c+ / Ay (8, 24(8),2.(8)) ds.

Demonstracao: Suponha que z, seja um minimo local fraco para o problema bésico sobre

a classe AC[a,b]. Entao x, é continua e 2/, € L'(a,b). Por hipétese, sabemos que A, e A, sdo
fungbes continuas em (¢, z,v). Assim, pelo Teorema Fundamental do Calculo para integrais de

Lebesgue!, segue que a aplicacao
t
£(6) = At (0)20) = [ A (s,0.05),51(9) ds
estd em L'(a,b). Seja y € Lip, [a, b] satisfazendo ||y||eo + ||¥/]|oc < 1, onde
Lipg [a, ] := {y : [a,b] — R™ : y é Lipschitz continua e satisfaz y(a) = y(b) = O}.
Vamos mostrar que, para todo y nessas condicoes,

b
/ STy (B)dt =0,

de maneira que a equagao integral de Euler seja satisfeita para z,. Notamos que isso é possivel
pois, dada y € Lipo[a,b], tem-se y continua e 3’ essencialmente limitada, de modo que existe
k > 0 satisfazendo [|y||oo + [|¥/]|cc < k. Assim, a funcdo g dada por

gi) = 10

LVer Anexo, Teorema A.7
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pertence a Lipo[a, b] e satisfaz ||7]|oc + ||7']|cc < 1. Consequentemente,

b b !
o= [ rariwi= [ ror Dl
o que implicaria

b
/ FOTY(B)dt =0 ¥y € Lipo[a,b].

A fim de mostrar essa igualdade através do Lema de du Bois-Raymond (ver Anexo, Exemplo
A.35), tomamos t € [a,b] tal que 2/ (t) e ¥/(t) existem e que ||y(¢)| + ||/ (¢)]] < 1 (isto é, para

quase todo t) e definimos
g(t,5) = A(t,z.(t) + sy(t), 2 (1) + sy (1)) — A (L, z.(2), 2.(1)), s €[0,1].

Notamos que g(t,0) = 0 para t € [a,b] q.t.p. e, como z, é um minimo local fraco, para s

suficientemente pequeno, temos
b
/ g(t,s)dt > 0. (2.1)
Por conveniéncia, passaremos a denotar

A3(t) = A(t 2. (t) + sy(t), 2. (t) + sy (1)) ,

A0(t) = A(t,z.(t), 2.(2))

A5 (t) = Ag (¢, 2. (1) + sy(t), 2(E) + s/ (1)),

A (t) = Ay (8, 2. () + sy(t), 2,(2) + sy' (1)) -

Usando as desigualdades triangular e a de Cauchy, bem como a condicao de Tonelli-Morrey

(%) e o fato de que z, + sy € B[z, 1], temos

= [0 y(t) + A1)y (1)

d
Z(t
‘dsg( ,5)

< ATy @1+ TA Oy @l

< (IAO1 + 14501 Cly@l -+ lly' @1l
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< AR @O+ A5 @) ]

<c (l24(t) +sy' @Ol + [4°(@)]) +d(t)

< c(slly @I+ 1201 + [A°@) = [4°(1)] + [4°(@1)] ) + d(t)
<L+ [l @) + [4°@) +4°(8) — A°(#)]) +d(1)
<c(L+ 2501+ 12°@) +1g(t, s)] ) +d(t)

= clg(t, )] + k()

para quase todo t € [a,b] e quase todo s € [0,1], onde k(t) = c¢(1+ ||z, (t)]| + [A°(2)]) + d(¢).
Notamos que k é um elemento de L'(a,b), pois 2, € L'[a,b], A° é continua e d estd em
L'[a,b] por hipdtese. Agora, sabendo que g(t,-) é elemento de AC [0, 1], pois A, (¢, z.(t), z.(t))

e Ay (t,x.(t),2.(t)) estao em L' e y/(t) é integravel (visto que y é Lipschitz), a estimativa acima,

juntamente com o Lema de Gronwall?, nos fornece

o)1 = lot.s) — .0 < [ e ([ er) telote.0) + o) aw

e — 1

= /0S exp [e(s — w)]k(t)dw = k(t),

de modo que podemos majorar em [0,1] a expressao do lado direito por uma aplicacdo
linear, obtendo |g(t,s)| < sMk(t) para uma determinada contante M e para todo s € [0, 1]
suficientemente pequeno. Em vista disso, podemos aplicar o Teorema da Convergéncia

Dominada de Lebesgue® e integragao por partes para deduzir, com a ajuda da equagao (2.1),

2 Ver Teorema A.31.
3 Ver Teorema A.6.
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que
. 9(t3>—9t0 d /b 0/\T 0(N\T,
< _
0< Lli%/a . / dsg (t,0)dt = [/lx(t) y(t) + A, (1) y (t)}dt

(/ Ag(7) )Ty(t) Z—/ab (/t Ag(r)dr)Tyf(t)dt
v [y

-/ b - (f t A2<T>d7)ry'<t>dt -/ Ty o

Notamos que ao substituir y por —y a desigualdade permanece satisfeita; assim, conseguimos

/ Ty (£)dt = 0

para toda variacao y Lipschitz, como queriamos mostrar.

a igualdade

A proxima definigao, utilizada na teoria de regularidade, aborda uma forma localizada
e enfraquecida de coercividade, estabelecendo que A possui um crescimento superlinear na

variavel v ao longo do vetor x,.

Definicao 2.4. Dizemos que A tem crescimento de Nagumo ao longo de x. se existe uma

funcao 0 : R, — R com crescimento superlinear, ou seja, satisfazendo

lim M = 400
a—r0o0 o

e tal que, para t € [a,b] e v € R™, tem-se

At z(t),v) = 0 (|vl]) -

Corolario 2.5. Sob as hipdteses do Teorema 2.3, se A(t, x,v) € convexa em v e tem crescimento

de Nagumo ao longo de x,, entao x, € Lipschitz.

*

Demonstragdo: Segue, da hipdtese, que a varidvel coestado p(t) = A, (t, z.(t),z.(t)) em
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quase todo ponto. Logo, da convexidade de A em v, temos

At 2(t),0) — A(t,2a(t),20(t) = (A, (t,2.(t),2.(t)),0 — 2.(2))
= (p(t),0 — 2. (1))
= —pt)Tz'(t), te€la,b] q.t.p.

Usando esta desigualdade e a hipdtese de crescimento de Nagumo, temos

A(EAOL) (

(

(1), z.(1))
(£),0) +p(t)T 2L (t), t € [a,b] qtp.

< At x,

< At x,

Como A e x, s@o continuas, segue que A (t,z.(t),0) é uma aplicagao limitada, digamos
0 < |A(t, z.(t),0)| < M.

Notamos também que, pela definicao da variavel coestado,

0<lp@®) = C+/ Ay (t,x*(t),xi(t))dt’ < ] +/ 14z (¢, 2. (t), (1)) || dE < Mo

para quase todo t € [a,b]. Assim, considerando M = max{M;, My} + 1, usamos a defini¢ao de

limite no crescimento superlinear de 6: para tal M > 0, existe k& > 0 tal que se ||z.(t)| > k,

entao
0 (Il ()1
———— > M, t€a,b] q.t.p,
[l (D)
implicando
M,
/
< — t.p.
2.0 < o te e atp

isto é, x/, é essencialmente limitada e, portanto, =, é Lipschitz.

Notamos que quando o problema bésico (P’) admite uma soluc¢ao global z, Lipschitz, o
fenomeno de Lavrentiev nao ocorre e as condicoes necessarias sao satisfeitas, dai a importancia
da reqularidade Lipschitz. Outra vantagem é o acesso aos resultados de regularidade elevada
da teoria classica, dos quais podemos deduzir a suavidade da solucao.

O préximo resultado nos mostra que, sob hipdteses do tipo Tonelli, solugoes para o problema
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basico no Célculo das Variagoes sao Lipschitz quando a Lagrangiana é autonoma.

Teorema 2.6 (Clarke-Vinter). Seja z, € ACla,b] um minimo local forte para o Problema
(P"), onde a Lagrangiana € continua, autonoma, convexa em v e possui crescimento de Nagumo

ao longo de x,. Entdo x, é Lipschitz.

Demonstragao: Seja z, um minimo local forte de (P’). Como z,. € AC]a,b], temos x, ¢é

uniformemente continua; assim, em particular para a constante € > 0 da definicao de minimo
local forte ., existe dg = dg(e) > 0 (escolha de modo que 0 < §y < b — a) tal que se t,7 € [a, b|

com |t — 7| < g, entdo ||z, (t) — z.(7)]| < e.

1 b—a)d
Tomando uma constante 0 no intervalo (0, 5) de modo que d§y = %, temos
b—a)d
Lrelab] |t -7 < % s an(t) — (7| < <.

Vamos dividir esta demonstragao em 3 partes: A, B e C.

A. Consideremos qualquer fungao mensuravel nao-negativa « : [a, b] — [1—4, 1+0] satisfazendo

b
/ a(t)dt = b — a. Para qualquer o com essas caracteristicas, a relagao
a

T(t) =a+ /at a(s)ds

define uma aplicacao 7 : [a,b] — [a,b] injetora (visto que o é uma fungao nao-negativa) e

1
bi-Lipschitz (ver Definicdo A.3) com constante k = 15~ 0.

Nessas condigoes, a aplicagao inversa ¢ : Im(7([a, b])) — [a, b] satisfaz

T = i) -l < 8=

q.t.p.

A primeira relagao segue diretamente de resultados de Calculo. Agora, vamos justificar a

desigualdade. Como 7 é bi-Lipschitz com constante k, entao

1

ti,t9 € [a,b] = (1 — 5)(t2 —tl) < T(tg) — T(tl) < 1—_5

(tg — tl).
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Dai )
by =t < 1_5[7(’52)—7@1)]7

ta—t1 2 (1 =0)[r(t2) — 7(t1)] 2 _lié [7(t2) — 7(t1)],

o que implica
1

1—-9

[tz — 1] < |7 (t2) — 7(t1)]-

Por outro lado, se 71,79 € [a,b], entdo existem ti,ty € [a,b] tais que t(7;) = t;, i = 1,2.

Assim, pela relacao acima,

1
t(2) — t(71)| = [ta —ta] < 1—s |7(t2) — 7(t1)]
< 1 rlim)] = 7 i)l = 7= = 7l
\1_(57' T2 T 1 —1_57'2 T1].
. 1 )
Portanto, t(7) é Lipschitz com constante k = T35 Agora, dado 7 € [a,b], temos T = t(7)

para algum 7 € [a, b]. Mas

F=7(t(7)) =a+ /at(%) a(s)ds = a+ /aTa(S)dS

e
a+/ a(s)ds <a+(1+0)(t—a)=a+T—a+06(T—a)
=740 —a)<T+0(b—a),
a~|—/ a(s)ds Za+(1=06)(t—a)=a+T7—a—0(1—a)
=7—0(tr—a)=>17—-46(0b—a).
Assim,
7T—7<6(b—a)
= |T—7|<0(b—a)
T—172—0(b—a)
Logo,
N 1 _ 1
[t7) =7l =[t7) =t < T 5|7 =7 < =5 0(b—a),

como queriamos mostrar.

Agora, definimos um arco y : [a,b] — R™ por y(7) = . (¢(7)). Entao y é admissivel para o
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problema (P’) e satisfaz ||y — .|| < € pela escolha de J. Sendo assim,

visto que z, é minimo local forte e y estd na e-vizinhanca de x,. Aplicando a mudanga de

, (¢(7))

variaveis 7 = 7(¢) na integral a esquerda e notando que y/(7) = ———=> q.t.p., obtemos

a (t(r))

(1)
a(t)

b b b
/A(y(T),y/(T))dT :/ A(y(T(t)),y’(T(t)))T’(t)dt:/ A(x*(t), )a(t)dt}J(:p*).

Observe que a igualdade é satisfeita quando « é a funcao constante o, = 1, de modo que
podemos dizer que a, € solugao de um certo problema de minimizagao. Vamos formular mais
explicitamente este problema introduzindo a seguinte aplicagao:

B(t,a) = A (x*(t), $—<t>> a

«

Para cada t € [a,b], a funcdo P(t,-) é convexa no intervalo (0,00). Agora, consideremos o

funcional f dado por

b
fla) = / b (1, alt)) dt.

Entao f(«) estd bem definido quando « é mensurdvel e possui valores em [1 — 4,1 + 9],
possivelmente como +o0o0. Segue também que f é convexo e, consequentemente, continuo em

(1 —9,1+0). Assim, para quase todo t, existe d(t) € (0,4) tal que
O(t,1) =1 < P(t,a) <D(t,1)+1 Vae[l—=45(t),1+0(t)].

Segue de um corolario da Teoria de Selegao Mensuravel (ver Corolario A.21) que podemos tomar
d(+) uma funcdo mensuravel. Definimos S como sendo o subconjunto convexo de X := L*[a, b]

cujos elementos « satisfazem «(t) € [1 — d(¢),1 + d(t)] q.t.p.
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Consideramos agora o problema de otimizacao:

(

minimizar f(a):/ D (t,at))dt

sujeitoa «a € S,

ha) :/ a(t)dt — (b—a) = 0.

\

Os argumentos dados acima mostram que o, = 1 soluciona (Q).

B. Agora, aplicando a regra dos multiplicadores dada no Teorema A.34, obtemos um vetor

nao-nulo ¢ = (n,\) € R? (com 7 =0 ou 1) tal que

nf(a) +Mh(a) = nf(a) Va € S.

Segue do Teorema A.28 que n = 1. Reescrevendo a conclusao, temos a desigualdade

/ab {A (x*(t), ﬁ((tt;) a(t) + )\Oé(f}):| dt > /ab [A (. (t),2.(t)) + N]dt VaeS.

Deduzimos do Teorema A.28, que, para quase todo t, a funcao

()

a— Oa):=A <x*(t), ")

) a(t) + Aa(t)

atinge um minimo sobre o intervalo [1 — §(¢),1 + §(¢)] no ponto interior @ = 1. Fixado um
valor de t, o gradiente generalizado de O¢ 60;(1) deve conter o ponto 0. Do Calculo nao-suave
(ver Proposigao A.56), existe ((t) pertencente ao interior do subdiferencial em /,(¢) da fungao

convexa v — A (z.(t),v) satisfazendo

Az (1), 2(1)) + A = (24(t), (1)) =0 q.tp. (2.2)

C. O ultimo passo desta demonstracao é mostrar, usando (2.2), que x,(t) é essencialmente

limitada. Seja t € [a, b] tal que x/(t) existe e que a equacao (2.2) permanega vélida. Usando a
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desigualdade do subgradiente e a equagao (2.2), temos

()

*

REAEAO]

A (=0 ) - At > (50 a0, )

I EAGI

1 /
~ (e 1) ¢

1 /
_ (m - 1) A (2 (8), 2,(8)) + A

Seja M > 0 uma constante tal que |4 (z.(t),w) | < M para todo t € [a,b] e w € B[0,1] (a
bola unitaria fechada do R™) — isto é valido pois A e x, sdo continuas por hip6tese. Entéao, pela

hipotese de crescimento de Nagumo de A, segue que
Oz | < [A (1), 220) |

< (1+ 2.0 {A (x*<t>, ﬁ%“) _ (m . 1) A}

it () N (QHIOD
= (10 4 (700 i) — (T 0+ on)

< (L [l @ON) M+ 2L @A = M + [l ()] (M + [A]) -

E, por fim, analogamente ao que foi feito no Corolério 2.5, a superlinearidade de § implica que
x! é essencialmente limitada e, portanto, x, é Lipschitz.

Como consequéncia do Teorema de Clarke—Vinter, temos o seguinte corolario que estabelece

tanto condigao necessaria de otimalidade quanto regularidade Lipschitz do minimo local.

Corolario 2.7. Seja A continua, autonoma e, com respeito a varidvel v, convexa e diferencidvel.

Seja x, um minimo local forte para o problema
b
minimizar J(x) = / A(t,x(t),2'(t)) dt

sujeitoa x € AC[a,b], z(t) € S, 2/(t) € C, z(a) = A, z(b) = B,

onde S € um subconjunto de R" e C' C R™ € um cone. Entdo, para alguma constante h, o arco
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T, satisfaz a condi¢cao de Erdmann:

(2 (0), Ay (.0, 2(8)) ) = A (. (0. 24(0) = b q.tp.
Além disso, se A possui crescimento de Nagumo ao longo de x,, entao x, € Lipschitz.

Note que neste tltimo corolario obtemos a condicao de Erdmann como uma condig¢ao
necessaria numa situagao em que a equacao de Euler nao pode ser afirmada devido as restrigoes

adicionadas ou pelo simples fato de nao termos assumido inicialmente x, ser Lipschitz.

Exemplo 2.8. [llustramos agora o uso dos teoremas de existéncia e reqularidade e também seu
papel no estudo de problemas de fronteira em EDOs.
Consideramos a sequinte versao do problema bdsico (P’), com n = 1:

Tla@)*  2@)?® | 2'(1)
. _ dt
minimizar /0 [ 1 9 =+ 9

sujeitoa z € AC[0,T], z(0) =0, z(T) = 0.

A Lagrangiana é dada por
v? o at 2P
At =A = — 4+ ———.
( ) ‘/E’ U) (x7 U) 2 + 4 2

Como A é polinomial nas duas variaveis, ela é continua. Notamos que A(x,-) é convexa
(pois é soma de fungoes convexas) e A(x,v) é coerciva de grau 2. Assim, pelo Teorema de
Tonelli, existe uma solucao z, para (P’). Segue do Teorema 2.6 que x, é Lipschitz, visto que A
é autonoma.

Um modo alternativo a aplicar o Teorema de Clarke-Vinter é o seguinte: temos

| Ag] + | Ay B oot 8 U I 0 el
L+ o + [A(z,0)] 1+ o]+ Az, v)] © 14|y
_ Il > + 2| _ Jol | |2+ |2
\1+|v\ 1+ || \|v\ 1

=1+ [z’ + ||,
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o que implica

[Ael + 4] < (L [P + [al) (14 o] + [A(z,v)]),

de modo que a hipétese estrutural do Teorema 2.3 ¢é satisfeita, visto que o termo 1 + |z|> + |z|
¢ limitado sempre que x pertence a um conjunto S C R" limitado. Isso nos permite recorrer ao
Corolario 2.5 a fim de concluir que a solucao x, é Lipschitz.

Em ambos os casos, a funcao z, satisfaz a equacao integral de Euler. Pelo Teorema 1.13,
deduzimos que z, € C*[0,T] (x, é Lipschitz, A é de classe C* e convexa em relacao a v, donde

Ay, > 0). Sendo assim, podemos escrever a equagao de Euler em sua forma diferencial:

A (@ 0),200)) = A (0, (0),2(0)) = (1) = al0) (200 1),

Em suma, ha uma solugao x, do problema de fronteira
2"(t) = z(t) (z(t)* — 1), 2 € C®[0,T], z(0) =0, =(T) =0, (2.3)

a qual também resolve o problema (P’).

Contudo, claramente vemos que a fungao nula é solucao de (2.3), e gostariamos de saber
quando ha uma solug¢ao nao-trivial. Este certamente serd o caso se a funcao nula, a qual,
evidentemente, ¢ extremal para A, admite um ponto conjugado? no intervalo (0,7). Nesse
caso, a condicao necessaria de Jacobi implica x, # 0.

A equagao de Jacobi (correspondente a fungao nula) é

d

0 == [P (H] + Q) u(t)
—d/lt’t Ay (2 d/lt t) = —u"(t t
— = S AU+ | Aealt) = S Aa(8) | 0t) = —a(6) = ).

s () +u(t) = 0.

Essa equagao nos fornece u(t) = ¢gsin(t), com ¢y € R. Assim, um ponto conjugado é 7 = 7.
Com isso, concluimos que existe uma solugao nao trivial de (2.3) quando T > 7.

oo

4Ver Clarke [5], pp. 298 - 300, Conjugate points.
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2.2 Condicgoes suficientes por pseudoinvexidade

Nesta secao, apresentaremos resultados que, perante certas condicoes, caracterizam a
suficiéncia da equacao de Euler para otimalidade global de um arco admissivel para o problema
(P’). Para isto, supomos que a Lagrangiana A é de classe C? e que a condigao de Tonelli-Morrey,
dada por (x) seja satisfeita, isto é, para todo conjunto limitado S C R"™, existem uma constante

¢ e uma fungao integravel d : [a,b] — R™ tais que, para todo (¢, z,v) € [a,b] x S x R",
[Ax(t, 2z, 0)[| + [[Au(t, 2, v)|| < c([Joll + [A(E, z,v)]) + d(2).

Definicao 2.9. Uma fungao z : [a,b] — R™ € dita ser estaciondria para o problema (P') se

satisfaz as restrigoes de (P') e a equagdo de Euler

(P'(1),p(t)) = Voo A (t,x(t),2'(t), t € [a,b].

Definigao 2.10. Dizemos que (P") é um problema pseudoinvexo se, para cada par de fungoes

admissiveis x,y tais que J(y) < J(z), existe uma funcao v = y(z,y) : [a,b] = R™ satisfazendo

(a) =~(b) =0 (2.4)

/ [ (t2(t), 2/ (8)" (@, ) (1) + Ay ()2 (1) A (2,y)(1)]dt < 0. (2.5)

Note que esta definicao extende para o contexto de Calculo das Variacoes o conceito de
pseudoinvexidade em Programacao Matematica apresentado por Hanson em [13].
O seguinte resultado nos auxiliard na demonstracao do teorema que caracteriza a suficiéncia

da equacao de Euler sob hipoteses de pseudoinvexidade.

Lema 2.11. Seja x uma fun¢ao admissivel de (P'). Se ndo existe v : [a,b] — R™ satisfazendo

(2.4) e (2.5) simultaneamente, entdo x é uma funcao estaciondria.
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Demonstracao: Consideremos o seguinte problema variacional auxiliar:

minimizar @(7)_/ 6 (1 7(1), /(1)) dt
: (PA)

sujeito a v € AC[a,b], v(a) =0, ~(b) =0,

onde

6 (t,0,0) = A, (t,a(t), o) o+ A, (¢, 2(t), 2/ (£))T 6.

Notamos que 7, = 0 é admissivel para (PA"). Vamos mostrar que 7, é solucao 6tima. Para
isso, suponha, por contradigao, que existe v € AC[a,b] admissivel, com ® (7) < & (7.) = 0.

Desta maneira, y(a) = v(b) =0 e

[ [ a0 20+ A, ko)) 0]t = [ o070 ar <0,

ou seja, vy satisfaz as condigoes (2.4) e (2.5), o que contradiz a hipdtese. Portanto v, = 0 é

solugao 6tima de (PA’). Pelo Teorema 2.3, existe um arco p : [a,b] — R" tal que

(0'(1),p(t)) = Voo (,7(1), 7' (1)), t € [a,0] qtp.

Como

G0 (t.7(1), ' (1) = Au (£, 2(2), 2'()) e ¢o(t,v(t),7 (1) = A (t, 2(2), 2/ (2))
temos
(1), p(t)) = Voo A(t,2(t),2'(1), t € [a,b] qtp.,

implicando em x ser estacionaria, como queriamos mostrar.

Teorema 2.12. O problema (P") é pseudoinvezo se, e somente se, toda fun¢ao estaciondria é

um minimo global.

Demonstracao: (<) Por contradigao, suponha que (P’) ndo é pseudoinvexo. Entdo existe

um par de fungoes admissiveis x,y com J(y) < J(x) para o qual nao existe 7 satisfazendo as

condicoes (2.4) e (2.5). Pelo Lema 2.11, temos z é estacionaria. Como J(y) < J(x), x nao é
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solucao otima, o que contradiz a hipotese de que toda fungao estacionaria é uma solucao 6tima.

Portanto, (P’) é pseudoinvexo.

(=) Seja = : [a,b] — R™ uma funcao estaciondria. Suponha, por contradigao, que existe
um y admissivel tal que J(y) < J(z). Consideramos a aplicagdo v = vy(z,y) : [a,b] — R" da

hipétese de pseudoinvexidade de (P). Pela equacao de Euler satisfeita por z, temos

/"ﬂufwumv+/’mwﬂﬂﬂm:3/ [, (1 2(t), 2 ()7 A(t) + Ay (£, 2(8), ' (8))" ()] dt.

Segue da desigualdade de (2.5) que

b
[ Tt ®. 2O (0 + A (8 2(0), @) 7 (0]t < 0.
Assim,
b b
| remwa [ oy <o
de modo que, usando integragao por partes e a condigao (2.4), obtemos

0> p(t)~ (1)

a

um absurdo. Portanto, ndo existe funcao admissivel y tal que J(y) < J(x), ou seja, x é solucao
otima.

O exemplo abaixo é uma ilustracao do conceito de pseudoinvexidade para problemas

variacionais.

Exemplo 2.13. Consideremos o sequinte problema variacional:
! 2
minimizar J(x) :/ (1- e~*® )dt
0

sujeitoa z € AC[0,1], z(0) =0, z(1) = 0.

Primeiramente, note que a Lagrangiana ¢ de classe C? e satisfaz

Ao (t, 2, 0)| + | Ay(t, 2, 0)| = 226 < |o] + ‘1 e

+ 1= (o[ + [A(t, 2, 0)]) + d(?),
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onde d(t) = 1. Além disso, temos J(x) > 0 sempre, com igualdade apenas quando o expoente
¢é nulo.
Veja também que este problema é pseudoinvexo visto que, dados x,y arcos admissiveis tais

que J(x) < J(y), existe v(x,y)(t) = —y(t) de modo que y(0) =~(1) =0e

/O [As (£ y(t), 5 () () + Ao (£ y(8), 5/ (1)) 7' ()] dt = /O 2y(t)%e M dt < 0,

tendo em mente que y # 0, pois J(y) > 0. Assim, pelo Teorema 2.12; toda funcao estacionaria
para este problema é minimo global.

A equagao de Euler para este problema é
22, (t)e~ 0" =0, te0,1],
o que implica em x, = 0 ser a unica funcao estacionaria do problema. Veja que
J(z)=1—e 0" =1 ¢ =0,

disto concluimos que, de fato, . = 0 é minimo global para este problema.
odd

Observacao 2.14. Note que pseudoinveridade é um conceito de converidade generalizada.

Para verificar isto, considere o problema bdsico

b
minimizar J(x) = / A(t,x(t), 2'(t)) dt
sujeitoa  x € AC[a,b], z(a) = A, z(b) = B,

de modo que a Lagrangiana A(t,z,v) seja convexa em (x,v), além de satisfazer as hipdteses do
Teorema 2.3. Dado um par de fungoes admissiveis x,y tais que J(y) < J(x), podemos tomar a

fungao v = y(x,y) : [a,b] = R™ dada por v(t) = y(t) — x(t) de modo a obter

v(a) =yla) —z(a) =A—-A=0, ~(b)=y(b)—z()=B-B=0,
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além de

/ab [Ax (), /(1) (1) + Ay (t, 2(D), x’(t))Ty(t)}dt
= /abVz,y/l(t,:C(t),w/(t))T<fy(t),fy’(t)>dt
:[fvaaw@Lf@VKMw_xwﬂm@_guwﬁ

< [ [Avo.50) - A ate).2'0) ]

a

= J(y) = J(x) <0,

isto €, a Definicao 2.10 € satisfeita. Por consequinte, o problema convexo € pseudoinvezo.

oo



CAPITULO

3

A regra dos multiplicadores

3.1 A regra de multiplicadores classica

A fim de apresentar a regra de multiplicadores cldssica no contexto de Calculo das Variagoes,
trataremos do conhecido Problema de Lagrange, o qual consiste do problema basico (P’') com
a adicional restricio pontual de igualdade ¢ (t, z(t),2(t)) = 0, onde ¢ : [a, b] x R" x R" — R*,

Sendo assim, consideremos o problema

b
minimizar J(m):/ A(t,z(t), o' (t)) dt

PR
sujeitoa x € AC|a,b], z(a) = A, z(b) = B, (PR)

o (t,z(t),2'(t)) =0, t€[a,b] g.t.p.

Notamos que este problema é bem mais complexo que o problema basico, visto que adicionamos

infinitas restri¢bes: uma para cada t num subconjunto de [a, b] com medida positiva.

Teorema 3.1. Seja x. de classe C* por partes e um minimo local fraco para o problema (PR),
onde ¢ e A sao continuamente diferencidveis. Além disso, suponha que seja satisfeita a sequinte
condigao de posto: a matriz Jacobiana D, (t, x.(t), 2. (t)) tem posto k < n para todo t € |a,b|,
onde, se x, tem uma de suas possiveis finitas quinas em T € (a,b), entao essa condigio deve

valer para ambas derivadas laterais o' (T7+) ez, (T—) em vez de 2!, (T). Nessas condigoes, existem

47
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n €{0,1}, um arco p : [a,b] — R™ e uma fungdo mensurdvel limitada X : [a,b] — R* tais que
(n,p(t)) #0 Vi€ la,b],

e de modo que x, satisfaz a equag¢ao de FEuler:

(' (1), p(t)) = Vau [nA + (A1), 0)] (¢, (1), (1)) a.t.p.

Demonstragao: Ver Clarke [5], p. 540, Corolario 25.16. O

Note que o teorema acima estabelece a forma integral da equacao de Euler expressa através
do coestado p para a Lagrangiana aumentada nA + (\(t), ¢).

Reforcamos o comentario feito no Capitulo 1: aqui, a Lagrangiana aumentada nA + A¥ nao
¢ a mesma aplicacao utilizada em Programacao Nao-Linear, embora ambas possuem mesma
nomenclatura.

O exemplo a seguir revela um contexto no qual problemas de Lagrange podem surgir:
funcionais A que dependem das derivadas de grau superior da variavel de estado. Tais problemas

sao comuns quando se trata de elasticidade.
Exemplo 3.2. Seja z, € C?[0,1] uma solugdo para o problema
1
minimizar J(x) = / A(t,z(t), 2'(t), 2" (t)) dt
0

sujeitoa x € AC|0,1], 2’ € AC[0, 1],
z(0) = g, x(1) =1, 2/(0) = vy, 2'(1) = vy.

Suponha que a Lagrangiana A(t,xz,v,w) é de classe C*. Vamos mostrar que w. satisfaz a

Equacao de FEuler de seqgunda ordem

d? d
— o (6 2(1), 25(0), 2(8) + Ay (2 (1), 24 (0), 2 (1)) = Ay (8, 2.(1), 25(1), 25(2))
para todo t € [0,1].
Introduzimos uma nova variavel de estado y juntamente da restricdo y — 2’ = 0. Entéo

consideramos o seguinte problema auxiliar
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minimizar J(z, y) /0 A(t,2(8), y(t), (), 4/ (1)) dt

sujeitoa z,y € AC[0, 1]
)

onde A:[a,b] x R™ - Re ¢ : [a,b] x R — R* com k = n, sdo dadas por

At x(t), y(t),2'(t),y' (1) = A(t, (1), 2'(t), 2" (1)) ,

Pt x(t), y(t), (1), y' (1)) = y(t) — 2'(1).

Notamos que

R 0 -1 0 o 00 --- 0
Dv,wgp (ta z,Y, 'U,’LU) = . . . . . . . )
0 0 0 -1 0 0 0
nC(;l:lna,S

isto é, Dy.,¢ (t,7,y,v,w) tem posto completo. Com isso, podemos aplicar o Teorema 3.1, o
qual nos garante a existéncia de um multiplicador n € {0,1}, arcos p,q : [a,b] — R™ e uma

fungdo mensuravel limitada A : [a, b] — R™ tais que

(n,p(t),q(t)) #0 V€ la,b],

e de modo que z, satisfaz a equacao de Euler

Vagow |14+ A®), @) | (t2.(1), (1), 2.(1), .(8)) a.t-p.

e
=
<
S
~
SN—
K
<
—
o~
N—
=
—
o~
N—
Q
—
~
SN—
SN—
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Observe que se n = 0, terfamos p = ¢ = 0, uma contradi¢ao. Logo, n = 1. Sendo assim,

lembrando que A, e A, sao de classe C!, temos

@, (b (), 2L(8), 22(8)) — X(8)

Ag (t, 2, (), 2 (t), 21(t) =p'(t) = dt

:%m@u@wwwﬂm—fw

d2

::iAMum@%ﬂ@Lﬂ@D_Eﬁ

: Ay (t, 2, (t), 22(8), 21(1))

ou seja, x, satisfaz a equacao de Euler de segunda ordem.

ooad

3.2 Uma regra de multiplicadores moderna

Veremos agora uma regra de multiplicadores mais geral que a do Teorema 3.1, a qual reduz a
regularidade assumida sobre a solugao, estabelece outras condicoes necessarias além da equacao
de Euler e ainda oferece a possibilidade de tratar outros tipos de restricoes pontuais, tais como

@ (t,z,2") < 0. Para isso, consideremos o seguinte problema:

b
minimizar J(:v):/ A(t,x(t), 2'(t)) dt

sujeitoa x € AC|a,b], (z(a),z(b)) € E, (PR’)

p(tz(t),2'(t) € D, t€[ab] q.tp.
onde E C R" x R" e & C R¥ sao conjuntos fechados.

Teorema 3.3. Seja x. € Lip|a,b] um minimo local forte para o problema (PR'), onde as
fungoes p e A sao continuamente diferencidveis. Suponha a sequinte qualificacdo de restri¢dao

(ou condigao de posto) em uma vizinhanga forte de x,: para algum ¢ > 0,

telab], [lz—az(t)] <e,
o(t,z,v) € D, Xe NE(p(t,z,v)), p = A=0.
DU <)‘7(70> (t,w,v) =0

Entao existem n igual a 0 ou 1, um arco p : [a,b] — R™ e uma funcao mensurdvel limitada

A [a,b] — R¥ com

(. p(t)) #0 V€ lab], At) € Ng (¢ (t,2.(t),24(t))) atp.
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de forma que x, satisfaz a equagao de FEuler:

('(£),p(t) = Vo DA + (A1), )] (£, 2.(1), 2L(1)) q.tp.,
a condicao de Weierstrass: para quase todo t,
vER®, p(tz.(t),v) € 2= nA (L, 2.(t),v) = nA(L,2.(1), 2L(1) = (p(t), v — 2.(2)) ,
bem como a condicao de transversalidade:
(p(a), —p(b)) € N (z.(a), z.(b)).

Demonstragao: Ver Clarke [5], pp. 540, Corolério 25.15. a

Observe que o teorema acima exige em sua hipotese que z* seja Lipschitz. Em algumas
situacgoes, isso pode ser garantido pela propria restricao de Lagrange, visto que a limitacao de
x’ é consequéncia da condigao ¢ (¢, z(t),2'(t)) € .

Veja também que a hipdtese de qualificagao de restricao do Teorema 3.3 equivale a condicao
de posto completo caso @ = {0} ou a condigao de Independéncia Linear Positiva (ou PLI, em

inglés) se ® = R”.

3.3 Condicoes suficientes por E-pseudoinvexidade

Nesta parte de problemas com restri¢oes, também trabalhamos com condigoes suficientes via
convexidade generalizada. Alguns textos que abordam convexidade generalizada no contexto
de Célculo das Variagbes sao Arana-Jiménez, Osuna-Gémez, Ruiz-Garzon e Rojas-Medar [1]
e Rojas-Jara [24]. O primeiro texto é um artigo que aborda problema com restrigdo de
desigualdade porém utiliza multiplicadores na definicao. Ja o segundo, é uma dissertacao
de mestrado no qual sao abordados problemas com restricao de igualdade apenas sem utilizar
multiplicadores em sua defini¢ao.

A seguir, apresentaremos E-pseudoinvexidade (Euler-pseudoinvexidade), por meio da qual a
condicao de transversalidade e a equacao de Euler sao suficientes para otimalidade global. Nesta
defini¢ao, nao utilizamos multiplicadores e abordamos um contexto mais geral de problema com

restricao do que os trabalhados nestes dois textos.
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Defini¢ao 3.4. Dizemos que x : [a,b] — R™ € uma fun¢ao estaciondria para o problema
(PR’) se x € admissivel para (PR') e se existem n € {0,1}, um arco p : [a,b] — R" e uma
aplicagdo mensurdvel limitada X : [a,b] — RF satisfazendo a equacdo de Euler e a condigdo
de transversalidade do Teorema 3.3. Se x € estaciondria com n = 1, dizemos, entao, que x €

estactondria normal.

Definic¢ao 3.5. O problema (PR’) € dito ser E-pseudoinvexo se, para cada par z,y de arcos

admissiveis tais que J(y) < J(x), existe uma fun¢io v = y(x,y) : [a,b] — R™ satisfazendo

(1(@), (b)) € TE (w(a), a(8)), (3.1)
b
4 (a2 @0) 50 + A, xto).20) v (0] < 0 (32)
0e (8, 2(2), 2/ (6) 1) + 00 (1,2(0), 7' (O) (1) € TE (9 (1,20, 7(1) ) atp.  (33)

Veja que a E-invexidade é uma generalizagao do conceito de pseudoinvexidade apresentado
no Capitulo 2.
Os seguintes resultados foram obtidos de maneira legitima através do estudo e adaptagao

dos artigos de Oliveira, Silva, Rojas-Medar [9, 10].

Teorema 3.6. Se (PR’) € E-pseudoinvexo, entao todo arco estaciondrio normal x € um minimo

global de (PR’).

Demonstracao: Dado um arco estacionario normal x, suponha, por contradicao, que existe

um outro arco y admissivel para (PR’) de modo que J(y) < J(x). Assim, existe um arco
v = 7y(x,y) de [a,b] em R™ satisfazendo (3.1) — (3.3). Como n = 1e A\(t) € N& (¢ (t,z(t),2'(t)))
para quase todo t € [a, b], segue de (3.2) e (3.3) que

[ [ to0),2'0) + 70 g (1 0(0),0'0) | (00

T

+ [ [ (nte). ) + M (n(t). (0 | 7 (B0t < 0
isto é,

/ Vo [nA+ M) ) ] (t2(t), 2/ (8)" (1(8),7/ (1) dt < 0.
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Usando a equagao de Euler, integracao por partes e a relagao (3.1) na desigualdade acima,

obtemos

0> / /(A + p(H) T ()] dt = pH) ()" > 0

uma contradigdo. Concluimos, deste modo, que = é um minimo global de (PR’).

A fim de provarmos uma reciproca generalizada do teorema anterior, enunciamos o seguinte

resultado auxiliar.

Proposicao 3.7. Seja x um arco admissivel para (PR’) de modo que D, (t,z(t), 2'(t)) tenha

posto completo. Suponha que, para toda fung¢ao v : [a,b] — R™ satisfazendo

(7(a), (b)) € T (2(a), x(b)),

2o (1 (2), ' (0) (2) + 0 2(8), '(0)7 (1) € T (o (1,20, (1)) ) at.

tenha-se

b
/ A (8 2(8), 2'(0) (1) + A (8, 2(8), 2/ () 7/ (0)]at > 0.
Nestas condigoes, x € uma func¢ao estaciondria.

Demonstracao: Consideremos o seguinte problema auxiliar

minimizar F (v) :/ ft,y(@),+ (t))dt

sujeitoa 7 € AC[a, 1], (1(a),7(1) € U, (PRA)
g(t,v(t),y () €S, tela,b qtp.,

onde

F(t,0,0) = Ay (t,2(t), 2/ (1) o+ Ay (¢, 2(t), 2/ (t))" 6,
g(t,0,0) = @ (t,2(t),2' (1)) 0 + @y (8, 2(t), 2/ ()" 6,
U=TE (w(a),2() o S=TF(p(ta@),21)).

Notamos que os conjuntos U e S sao fechados.! Vejamos também que, por hipétese, v, = 0 é

I'Ver Teorema A.48.
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um minimo global para o problema variacional auxiliar (PRA’), com F () = 0. Além disso,
para algum ¢ > 0, temos: se t € [a,b], ||c — v ()| < ¢, g(t,0,0) € S, a € Nk (g(t,0,0)) e
Dy {a, g) (t,0,0) =0, entao

0= Dy (v, g) (t,0,0) = Dy[aTp, (t,x(t),2'(t)) o + T, (t,z(t), 2 (t) 0] (¢, 0,0)

= o, (ta(t),2'(1))" a

implica « = 0, visto que @, (t,z(t),2'(t)) = Dyp(t,x(t),2'(t)) possui posto completo por
hipétese. Com isso, estamos nas condi¢oes de aplicar o Teorema 3.3, obtendo a existéncia de n

igual a 0 ou 1, um arco p : [a,b] — R™ e uma funcio mensuravel limitada A(¢) : [a,b] — R* com

(n,p(t)) #0 Vtela,b], At)e N§(g(t,7(),7(1)) atp.,

de modo que 7, satisfaz a equagao de Euler

('(1),p(1)) = Vou [nf + (A®), 9)] (£,7(1),7.(H) a-tp.,

bem como a condigao de transversalidade:

(p(a), =p(b)) € N7 (72(a), (D)) -

Como
Voo [f 4+ (A1), 9)] (8, 7(8), () = Vo [nA+ (A(2), 9) | (£, 2(1), 2/ (1)),
NSL‘ (9 (t,7:(t),7()) = NSL'(O) = NIL‘g(¢(t,x(t),x/(t))) (0) = [TTLg(@(t,w(t)’z/(t))) (0) ] :
= [T§ (o (t,x(t),2'(t))]” = NE (o (t,2(t), 2/(1)) ),

A
NL% (v(a),7«(b)) = Nl%(o) = N:jr:g(x(a)@(b))(()) = [Tj{lg(x(a)@(b))(o)]

A
= [T5 (2(a), 2(0))]" = N (x(a), z(b)),
concluimos que = é uma funcao estacionaria.

Teorema 3.8. Se todo arco estaciondrio x é um minimo global de (PR’) e Dy (t,z(t),2'(t))

tem posto completo, entao (PR’) é E-pseudoinvero.
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Demonstragao: Por contradi¢ao, suponha que (PR’) nao seja E-pseudoinvexo. Entao existe

um par de arcos admissiveis x,y tais que J(y) < J(x) e para o qual toda 7 : [a,b] — R"

satisfazendo (3.1) e (3.3) tem-se

b
/ [/lx (t,x(t), 2" () ~() + A, (£, (), 2/ (1))~ (¢)|dt > 0.

Assim, pela proposigao anterior, z é uma fungao estacionédria. Porém, como J(y) < J(z), o
arco x nao pode ser um minimo global, contradizendo a hipdtese de que todo arco estacionério

é um minimo global de (PR’). Portanto, o problema (PR’) é E-pseudoinvexo.

Exemplo 3.9. Consideremos o sequinte problema de Cdlculo das Variagoes:

1
minimizar J(z) = / [1—e®] dt
0

sujeitoa € C1[0,1], (2(0),2(1)) € {(0,0)}
—x(t) € (—00,0], t€][0,1] q.t.p.

Veja que A é continuamente diferencidvel e concava (nao-convexa).
Seja x, € Lip [0, 1] um minimo local forte para o problema acima (basta tomar, por exemplo,
z, = 0). Temos
t€la,b], o(t,z,v)=z€,
A€ NE (p(t,x,v)), = A=0,
A=D,(\y)(t,z,v) =0

onde @ = (—00,0] e |z — x.(t)| = |z| < &, com € > 0 o raio da vizinhanca forte de z,. Segue
do Teorema 3.3 e da Definigao 3.4 que z, é uma funcao estaciondria, isto é, existem n € {0,1},

um arco p : [0,1] — R e uma fungdo mensuravel limitada A : [0,1] — R com

(n.p(t) #0 Vt€lab], At)€Ng (ot 2.(t),7.(t) atp.,

onde
[0, +00), x.(t) =0,

N (0 (8, 2.(8), 24(1)) ) = N o gy (—2(t)) =
{0}7 _x*(t) < 07
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de forma que z, satisfaz a equagao de Euler:

('), (1)) = Vo [nA+ (A1), 0)] (t, 2.(8), z.(t) a.t.p.
= (ne‘x(t) — A(t), 0)

bem como a condigao de transversalidade:

(p(a), —p(b)) € Ng (z.(a), 2.(0)) = N0, (0,0) = R*.

Assim,

d

0=2
a?

(t) = ne W — \(t) = ne* = \(t) q.t.p.

Como p(t) = 0 q.t.p., devemos ter n = 1, de forma que A(t) = e *® q.t.p. Com isto, A(t) > 0
q.t.p., o que implica z,(t) = 0 q.t.p.

Agora, uma funcao x,(t) que é admissivel elsatisfaz 24(t) = 0 q.t.p. é um minimo global
deste problema, pois J(z,) = 0 < J(x) = / [1 — e‘x(t)] dt para qualquer outra funcao x
admissivel. "

Desta maneira, o Teorema 3.8 nos garante que este problema é E-pseudoinvexo. De fato,
sejam x,y fungdes admissiveis tais que J(z) < J(y). Tome a aplicacao v : [0,1] — R dada por

v(t) = —y(t). Veja que v assim definida satisfaz

(7(0),7(1)) € {(0,0)} = T{{o,0, (0,0) = T (y(0), (1)),

1

; [Az (,y(8), ' () v (1) + Ay (,y(8), ' (2)) 7' ()] dt:/g [—eOy(t)] dt <0,

pois 0 < J(z) < J(y) (implicando y(¢) > 0 q.t.p.), e

o (6 y(1),y' (1) Y1) + 0o (8 y(1), 5/ (1) 7 (1) = —1(1) = y(t) € Tg (0 (1, y(1), ¥ (1)) ),
que sdo, respectivamente, as condigoes (3.1), (3.2) e (3.3) da Defini¢ao 3.5, onde

(00,0l =2, y(t) =0,

Tg (¢ (ty(t).y'(1)) = T (~y(t) = R (t) <0
; Y :

oo
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Observacao 3.10. Vejamos que a E-pseudoinvexidade do problema com restrigoes é um tipo

de convexidade generalizada. Consideremos o problema

minimizar J(m):/ At 2(t), 2/ (t)) dt

sujeitoa  z € AC[a,b], (z(a),z(b)) € E,
o (t,z(t),2'(t)) €, t€la,b] q.t.p.,

onde a Lagrangiana A € conveza em (z,v), a aplicacio restricao ¢ é da forma CTx + DT,

onde C e D sao matrizes em R® x R¥, e os conjuntos E,® sdo converos.’

Sejam x,y arcos

admissiveis tais que J(y) < J(x). Tendo em mente a Proposicao A.14, existe uma fungdo

= v(z,y) : [a,b] = R* definida por y(t) = y(t) — a(t) satisfazendo
(v(a),7(0) = (y(a),y(b)) — (z(a), (b)) € T (w(a), 2(b)) = Tr(w(a), 2(b)),
/a b [ (b, 2(0),27(0) (1) + A (1, 2(0). 2/ (5) ™ (1) ] e
= [ Va0, 20) (20,70
= [ Va1 000,0) (50) 20,5 0) - /)

< [ [Attvto.v0) - Aleo0)2') |t

a

= J(y) — J(x) <0,
e e (t(t), ' (0)" () + o (8 2(t), 2/ (1) /(1)
= Ve (t,2(t), 2/ (1) (7(1),7/ (1))
= Voo (t2(t), 2/ ()" (y(t) — x(t), 4/ (1) — 2 (1))
= o (Ly(®).¥/(1) - ¢ (1), 2'(1) € TF (o (t.2(0).2'(1) ) atp.
onde Tg<gp(t,x(t),x’(t))> - T¢<<p(t,x(t),$’(t))>. Logo, o problema convezo ¢ E-
pseudoinvezo.

2 Estas exigéncias sdo baseadas em Clarke [5], pp. 541-542, hipéteses do 25.17 Teorema.

oo
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3.4 Mais alguns teoremas de multiplicadores

Como no caso das geodésicas, existem outros problemas em que se exige aos candidatos
a solugdo sua restrigdo a uma superficie S descrita por uma igualdade funcional ¥(x) = 0.

Estudaremos tal caso através do seguinte problema:

minimizar J(x):/ A(t,x(t), o' (t)) dt

3 (PR")
sujeito a x € ACla,b], x(a) =A, z(b) € Ey,

z(t)e S={ueR":¥(u) =0}, t€labl,

onde ¥ : R" — RF é de classe C?, com 1 < k < n, A é de classe C' e E, é fechado.

Tendo em vista a condigao inicial de contorno, notamos que o problema sé possui sentido se
U(A) = 0. Isso implica uma redugao evidente: um arco x satisfaz a condi¢ao inicial e permanece
na superficie S se, e somente se, satisfaz

%w (2(t)) = DV (x(t)" () = 0 q.t.p.

De fato, se z(t) € S, entao ¢ (z(t)) = 0 para todo t € [a,b], ou seja, ¥ (x(-)) = 0, implicando
L1 (z(t)) = 0 para quase todo t € [a,b]; por outro lado, se L4 (z(t)) = 0 q.t.p., entdo
¥ (z(t)) = const. q.t.p., mas como ¥ e z sao continuas e 1 (x(a)) = 0, devemos ter ¢ (z(t)) =0
para todo t € [a, b].

Com isso, podemos substituir a restricao sobre a varidvel estado pela condi¢ao de Lagrange
o(z,2') =0, onde ¢(x,v) := D¥(x)v. Assim, aplicamos o Teorema 3.3, assumindo que a matriz

Dyp(x,v) = D¥(x) possui posto maximo k em pontos de S. Entretanto, hd uma complicagao:

dado um arco admissivel x para (PR”) e
p(t) = VA ) (2(1))

de modo que A € R* é um vetor nao nulo, pode-se verificar que, tomando n = 0, as condicdes
necessarias obtidas do Teorema 3.3 sao satisfeitas, de modo que elas nao fornecem informacao
nova (visto que sao satisfeitas por um arco admissivel qualquer).

Para excluir a trivialidade apresentada acima, tomamos 77 = 1 e introduzimos uma hipotese

extra, a condicao de compatibilidade:

NE(x)NNE () ={0} Vz € E;NS.
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Teorema 3.11. Seja z, € Lip[a,b] um minimo local forte para o problema (PR"), sob as
hipdteses de posto e compatibilidade acima descritas. Definimos o(z,v) = D¥(x)v. FEntao
existem um arco p e uma func¢io mensurdvel limitada X : [a,b] — RF tais que x. satisfaz a

equacao de Euler:

(P'(8), (1)) = Vo [A+ (A, )] (8, 2. (1), ,(1))  a.t.p.,
a condicao de Weierstrass: para quase todo t € [a,b],
v eR”, DU (2,(t) v =0= A(t,z.(t),v) — A(t, 2. (t), 2.(t)) > (p(t),v — 2.(t)),
assim como a condicao de transversalidade:
—p(b) € NE, (z.(b)).

Demonstracao: Como observado anteriormente, a restricdo de estado ¢ (z(t)) = 0 é

equivalente a
d
S0 (a(0) = ¢ (20),2'(1) = 0 atp.

onde p(x,v) = Dip(z)Tv. Do fato de Di(z) ter posto completo k em pontos de S segue que
Di(x) permanece com posto completo numa vizinhanga forte de z,.> Assim, pelo Teorema do

Ntcleo e da Imagem, segue que
ANERF Dy (N @) (2,v) = gu(z,0)'A = Dp(2)"A=0= A=0

em uma vizinhanga forte de x,. Em particular, essa implicacao vale se t € [a,b], ||z — z.(¢)|| < &,
¢ (t,z,v) € e € N(p(t,z,v)). Ou seja, a condicdo de posto do Teorema 3.3 ¢ satisfeita.
Nestas condigoes, o Teorema 3.3 garante a existéncia de n € {0,1}, um arco p : [a,b] — R" e

uma fungdo mensurével e limitada A : [a,b] — R¥ com

(. p(t)) #0 V€ lab], At) € Ng (¢ (t,2.(t),24(t))) atp.

de modo que =z, satisfaz as respectivas condigoes necessirias (equagdo de Euler, condigdes

3 Ver Observacao A.69.
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de Weierstrass e de transversalidade). Mostremos que, neste caso, devemos ter n = 1. Por

contradi¢ao, supomos 1 = 0. Assim, a equagao de Euler implica

p(t) =V (A 9) (2.(1)) q-tp.

e a condicao de transversalidade fica

—p(b) =V <5\,@/)> (x*(b)) € Nél (x*(b))

para algum essential cluster point* X de A\(-) em b. Veja que, como z,(b) € S e ¢ é de classe

C?, o Teorema A.43 nos garante que vale
Dy (2.(b))" X € N (x.(b)).

de modo que, tendo em mente o Teorema A.55, a condicao de compatibilidade implica
D (x*(b))TX = 0. Com isso, segue da condicdo de posto que A = 0, logo p(b) = 0, e,
portanto, a condicao de nao-trivialidade do Teorema 3.3 nao é satisfeita, uma contradicgao.

Corolario 3.12. O Teorema 3.11 permanece vdlido quando Ey é um conjunto unitdrio {z}.

Demonstracao: Primeiramente, pela Proposi¢ao A.10, existe um raio raio r > 0 de modo

que o conjunto

E, = [wl + Ns(lﬁl)} N B (xy,7)

é tal que £y NS = {z1}. Assim, obtemos (localmente) o mesmo problema ao substituirmos a
restricio final por z(b) € E; (desta forma, teremos z(b) € By NS = Ey = {z,}).
Como Ng(x1) é um subespaco de R™ e Ts(x1) N Ng(x1) = {0}, entao

Np, (z1) = Ns(21)® = Ts(z1),

de modo que a condicao e compatibilidade é satisfeita. Sendo assim, o Teorema 3.11 pode ser

aplicado. ]

4 Uma defini¢do para este conceito (porém com uma nomenclatura distinta) pode ser encontrada em Arutyunov
e Karamzin [2], p. 2517, Defini¢ao 3.1
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Observe que em ambas formas da regra de multiplicadores, classica e moderna, é exigida
uma certa regularidade da solucao z,: suave por partes ou Lipschitz, respectivamente. Por
meio do proximo teorema, veremos que ¢é possivel obter um resultado analogo sem tal exigéncia
através de uma hipdtese estrutural adicional sobre a Lagrangiana.

Para isto, vamos considerar o seguinte Problema Isoperimétrico:
b
minimizar J(x) = / A(t,z(t), 2'(t)) dt
a

sujeitoa x € ACla,b], x(a) = A, z(b) = B, (PI)
/bw (t,z(t), 2'(t)) dt = 0,

onde ¥ : [a,b] x R® x R — RF.

Teorema 3.13. Seja x. € AC[a,b] um minimo local forte para o problema (Pl), onde ¥ e A
sao continuamente diferencidveis. Suponha a sequinte hipétese estrutural de crescimento de A:

para algum € > 0, existem uma constante ¢ € R e uma funcao integrdavel d : [a,b] — R tais que
1Dz (A, @) (&, 2, 2 (4)] < [[(A,9) (¢, @, 2, (1)) || + d(t)

para quase todo t € [a,b] e para todo x € B (z.(t),€). Entdo existem n igual a 0 ou 1, um arco

p:la,b] = R™ e um vetor X € R¥, com (n,\) # 0, tais que x, satisfaz a equacdao de Euler:
(' (1), p(t)) = Voo A+ (A )] (t,2.(t), 24(t)) a.tp.
e a condi¢cdo de Weierstrass: para quase todo t € [a,b], para todo v € R",
(A + (A ¥)) (8, 2. (1), 0) = (nA+ (A W)) (&, 2.(1), 24 () = (p(t), v — (1)) -

Demonstragao: Ver Clarke [5], p. 455, Corolario 22.18.




CAPITULO

4

Lagrangianas nao-suaves

Abordaremos neste capitulo um contexto nao compreendido pela teoria cldssica do
Célculo das Variagoes: o estudo de problemas que envolvem Lagrangianas nao-suaves. Esta
questao moderna decorre de novas aplicagoes em economia, engenharia, mecanica e pesquisa

operacional.

4.1 O Problema Lipschitz de Bolza

Consideremos o seguinte problema conhecido como o Problema de Bolza:

minimizar J(z) = {o (z(a)) + ¢, (xz(b)) + / A(t,x(t), o' (t)) dt

B (PLB)
sujeito a x € AC ([a,b];R"),

z(a) € Cy, z(b) € Cy, 2'(t) € V(t) q.t.p.,

onde fy,f; : R® — R sao localmente Lipschitz, Cy, C; sao subconjuntos fechados de R™ e a

multifungao V' : [a, b] ~» R™ é mensurdvel a conjuntos fechados e convexos de R”™.

O seguinte resultado fornece, sob certas circunstancias, condi¢oes necessarias para que um

arco admissivel seja um minimo forte para (PLB).

62
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Teorema 4.1. Seja x, um arco admissivel e minimo local forte para (PLB). Supomos que a
Lagrangiana A : [a,b] x R™ x R™ — R é mensurdvel em rela¢io a t e Lipschitz com respeito a

(x,v) proximo a x,. no sequinte sentido: existe uma fun¢ao integravel k : [a,b] — R tal que
At 2, 0) = Aty w)| < k) (lo =yl + [[v—w]) (HL)

para quase todo t, para todo x,y € B (x.(t),e) e v,w € V(t).! Ezigimos também a Hipdtese de

Interioridade: existe uma constante positiva 0 tal que
B (2.(t),0) C V(t) q.t.p.
Sob essas condigoes, existe um arco p satisfazendo a inclusao de FEuler:
p'(t) € co{w : (w,p(t)) € ApA(t, z.(t), 2, ()} t € [a,b] q.t.p., (E)
Juntamente com a condi¢cao de Weierstrass: para quase todo t,
A(t,z.(t),v) = At 2.(t), 2,(t) = (p(t), v — 2, (1)) Yv e V(1) (W)
e as condigcoes de transversalidade e de fronteira:

pla) € Orly (z(a)) + N, (z.(a)) ()
—p(b) € Opty (z.(b)) + NG, (w.(b)).-

Observe que a Hip6tese Lipschitz (LH) vale se V' é uniformemente limitada e A é localmente
Lipschitz. Assim, o teorema acima se aplica, em particular, para um minimo local fraco x, na
classe Lip[a,b] e para Lagrangiana localmente Lipschitz, tomando V(t) da forma B (x)(¢),9).
Desta maneira, a Hipotese de Interioridade vale automaticamente.

Note também que a diferenciabilidade de A nao é assumida. Ressaltamos que o
subdiferencial limite? 97,4 é tomado com respeito as varidveis (x,v) para cada ¢ fixado. Como
sabemos, quando A é continuamente diferencidvel em (z,v), o conjunto 9,4 é composto

unicamente pelo gradiente. Nesse caso, (E) é equivalente a forma integral da equagao de Euler

L (HL): Hipétese Lipschitz.
2Ver Anexo, Definicao A.52.
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expressa em termos do coestado p, isto é,
P(t) = VoA (t, z.(t), 2,(t) . p(t) = VoA (t,2.(1), 2.(1)) -

A seguir, alguns resultados e reducao de hipdteses, as quais sao feitas sem perda de
generalidade, além da inclusao de uma hipdtese temporaria, que nos auxiliarao na demonstracao

do Teorema 4.1.

Proposicao 4.2. Seja f : [a,b] x R" x R" — R uma fun¢ao mensurdvel em t e localmente
Lipschitz em (x,v) com

Opf(t,z,v) C k(t) B[0,1] V(t,z,v),

onde k € integrdvel. Sejam q;, p;, x; € v; sequéncias de funcoes mensurdveis com valores em

R™ tais que

¢ —q em L'(a,b), pi(t) — p(t) q.tp., x;(t) = z(t) qt.p., v;(t) = v(t) q.t.p.

e, para cada i e quase todo t, satisfazendo ||q;(t)| < k(t). Para certas constantes ¢ < d,

suponhamos que
qi(t) € co{w : (w,pi(t)) € [c,d] DL f (¢, z:(t), v;(t)) + & B[0,1]}, t € Q q.tp.,

ondee; | 0, e Q; é uma sequéncia de subconjuntos mensurdveis de |a, b] tais que m (£;) — b—a.

Entao temos, no limite,

q(t) € co{w : (w,p(t)) € e, d] OLf (t,x(t),v(t)) } q.t.p.

(A notagdo — se refere a convergéncia fraca, e [c,d]dLf se refere ao conjunto

{r&:r€la,b], £€0rf}.)

Demonstragao: Primeiramente, definimos a multifungao I' : [a, b] x R" x R” x R” x R ~» R"

por

L(t,xz,v,p,e) = co{w :(w,p) € [e,d]OLf (t,z,v) + |e| B[O, 1]}

Assim, temos

qi(t) € T (t, z;(t),vs(t), ps(t),e:), t €Q q.t.p.
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Se o Teorema do Fecho Fraco (ver Teorema A.30) puder ser aplicado, com Q = [a,b] x R3"*1 e
r; = 0, entao obteremos exatamente a conclusao desejada. Verifiquemos, entao, que o teorema
se aplica, primeiramente mostrando que I'(¢,-) tem grafico fechado.

Seja (z;,vj,pj,€5,¢;) uma sequéncia de pontos no grafico de I'(¢,-) convergindo para

(x,v,p,,q). Entao
q; €' (t,xj,v5,pj,¢5) = co{w (w,p;) € le,d]OLf (t,x5,v5) + |e;| BIO, 1]}, jeN.

Pelo Teorema de Carathéodory (ver Proposicao A.13), para cada j € N, existem vetores

0 1 n
wj,wj,...,w

J

n
~ . 0 1 n m . . ’
e constantes nao-negativas Aj, A;,..., A} com }O)\j = 1 tais que ¢; é a
e

combinacao convexa
n
— m, m
q; = § )‘j )
m=0

sendo que cada wj" satistaz

(W', p;) € r¢" +¢; B[O, 1]

para algum r7* € [c,d], (f* € O.f (t,xj,v;), m =0,1,...,n.
Por hipdtese, temos

opf(t,z,v) C k(t) B[0,1], ¥ (¢,z,v),

onde k ¢é integravel; isto é, a multifuncao (z,v) — 0. f(t,z,v) é limitada para cada t € [a,b].
Com isso, podemos supor que, tomando subsequéncias, todas as sequéncias de dados acima
convergem quando j — oo. Do fato de (x,v) +— Orf(t,x,v) possuir grafico fechado (ver

Definicao A.52), obtemos, no limite,

n
b=
m=0
onde A sao os coeficientes da combinacao convexa e cada w™ satisfaz
(W™, p) € r™¢™ + ¢ B[O, 1]

para algum r™ € [c,d], ("™ € Oy f(t,z,v). Logo, o ponto (z,v,p,¢e,q) pertence ao grafico de
['(¢,-), de modo que a hipdtese (a) do Teorema do Fecho Fraco é satisfeita.

Verifiquemos, agora, a hipdtese (b) que diz respeito a mensurabilidade. Como as seguintes
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multifungoes sao mensurdveis®, I'y, Ty : [a, b] — R?*" dadas por

Dy(t) = le,d] O f (¢, x(t), v(t) + [e()] B[0,1] e Ta(t) =R x {p(t)},

a multifungao T's : [a, b] — R?" definida por

Pa(t) = {w: (w,p(t)) € e, d] Onf (¢, x(t),v(t)) + |e(t)| B[O, 1]},

a qual satisfaz I'3(t) = I';(t) N T'a(¢), é¢ mensurdvel (ver Corolario A.24). Sendo assim, pela

Proposigao A.26, a aplicagao
F(t) = max{(z,w) : (w, p(t)) € [c,d] O f (¢, x(t),v(t)) + |e(t)] B[O, 1]}

é mensuravel para quaisquer fungoes mensuraveis x(t), v(t), p(t), e(t) e z € R", como queriamos
mostrar.

Por 1ltimo, observamos que a hipé6tese (¢) do Teorema do Fecho Fraco resulta diretamente
das suposigoes aqui feitas.

Reducao de hipdoteses. Aqui descreveremos certas hipoteses que podem ser adicionadas
sem perda de generalidade através de simples reformulagoes. Primeiramente, podemos afirmar

que as hipodteses e conclusoes do Teorema 4.1 nao sao afetadas caso definimos
At z,0) == A(t, 7} (z), 77 (v)),

onde 7} e 72 denotam a projecao de z em B (z.(t),e) e de v em V(t) respectivamente. Veja
que a otimalidade do arco x, é preservada por essa modificagdao, assim como as conclusoes do
teorema.

Agora, como

{m/(x)} = {y € B(z.(t),¢) : dp.v0)(z) = |z — yll}

3 Segue das Proposicoes A.57 e A.22 para I';, e Coroldrio A.25 para I'y, sabendo que p é continua e o grafico de
I'; é fechado.
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{Wf(v)} = {w eV(t):dvw(v) = |lv— wH}

para cada z,v € R", segue que t — 7} (z) e t — w2(v) sao mensurdveis (ver Anexo,

Proposigoes A.20, A.27 e A.23). Sendo A(t, z,v) mensurdvel em ¢ e continua em (z,v), obtemos
a mensurabilidade de ¢ — A (¢, 7} (z),72(v)) para cada z,v € R".
Sabendo que as projecoes 7} e 72 sdo globalmente Lipschitz, tendo em vista o Teorema A.64

e a Proposicao A.65 do Anexo, pela hip6tese (HL) temos: dados x,y, v, w € R",

At 2, 0) = Alt,y,w)| - = |A(t, 7l (2), 7E () — At 7 (y), 77 (w)) |
O (Nl (z) = wi W)l + [l (v) — 7Z(w)]])

<k
< k@) (llz =yl + llo —wl|)

para quase todo t € [a,b], isto é, com a redefinigdo acima para a Lagrangiana, a condicao
Lipschitz (HL) é valida globalmente.
Sendo ¢y localmente Lipschitz por hipétese, existe g > 0 de modo que ¢y é Lipschitz em

B (z.(a),dy) com constante ko > 0. Assim, redefinindo

lo(x) = Lo (m5(2)) ,

onde 73 (x) é a projecao de z em B (z.(a),d), tem-se que, para qualquer z € R",
o (2.(a)) — Lo(2)] = [bo (2.(a)) — Lo (m5(2))| < kolla.(a) — w5 ()],

o que implica

lo (w.(a)) = koo < by (2.(a)) — kollz.(a) — m5(2)]| < Lo(2),

ou seja, £y é limitada inferiormente. E, como a projecio w3 é globalmente Lipschitz,* obtemos a
globalidade Lipschitz da aplicacao £y modificada. Analogamente, podemos redefinir a aplicacao
(1(z) := ¢ (m}(x)), onde 7 (z) é a projegao de x em B (z.(b),d1) e 6; > 0 é tal que £, é o raio
da vizinhanga de z.(b) na qual ¢; é Lipschitz com constante k; > 0. Com isso, a ¢; redefinida

também ¢ limitada inferiormente e globalmente Lipschitz.

4Ver Teorema A.64 e Proposicio A.65.
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Agora, considere o conjunto
C = {y € R" : y = projs(z) para algum = € Cp, onde B=B (z4(a),e) N C’O} .
Redefinimos Cj por
Co:= {z € R": 2z =y — projs(0) para algum y € C’} .

Note que esta é a translacao de C para a origem. Deste modo, Cy é compacto® e contém a
origem. Redefinimos também o conjunto C}, apenas o transladando para a origem (assim ele

permanece fechado):

Cy = {w — proj, (0) : w e C1 }.

Além disso, também podemos tomar k(t) > 1 de modo que nada sera alterado. Por fim,
vamos considerar [a,b] = [0,1] e z, = 0. Isto é possivel pois existe uma bijegdo entre os
intervalos [a,b] e [0,1], a saber [0,1] 5 7 —— a + 7(b — a) € [a,b]. Ademais, consideremos os

dois problemas:

b
minimizar J(x) = {y (x(a)) + €1 (z(b)) + / A(t,x(t), 2'(t)) dt
(Pa) sujeito a  z € ACla, b : z(a) € Cy, z(b) € C4,
2'(t) € V(t) q.t.p.

minimizar I(y) = 4y (y(0)) + £ (y(1)) +/0 @ (1,y(7),y' (7)) dr
(Po,1) sujeito a  y € AC[0,1] : y(0) € Cy, y(1) € CY,
y' (1) € Y(7) q.t.p.,

onde, dado 7 no intervalo [0, 1],

t_
- para algum ¢ € [a, b],
—a

 (r,y(r),y/ (7)) == A (a Fr(b—a), 2 (a+(b—a)), T +b z((;_ “») (b—a)

5 De fato, C=Béa intersecao de um fechado e um compacto em R"™, por isso é compacto. Sendo Cj apenas a
translagao desse conjunto, ele também é compacto.
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e

Y(r):=0b—-a)V(a+71(b—a)).
Assim, dado z : [a,b] — R" admissivel para o problema P,;, existe uma aplicagao
correspondente y : [0,1] — R™ dada por y(7) := z(a+ 7(b —a)) que é admissivel para o
problema Fp;. Além disso, neste caso, J(z) = I(y) e ||%]lxc = ||y|lx- Finalmente, devemos

transladar o conjunto V' (¢) para a origem, de modo a obter 0 = z/(t) € V(t) para quase todo

t € [0,1]. Para isso, fazemos
V(t) == {v—projy(0) ;v e V(t)}, te0,1].
A 1ltima reducao que fazemos é a seguinte:
Proposicao 4.3. E suficiente provar o teorema substituindo V (t) por
V,(t) == {v eV(it)nB (O, %) :v+nB(0,1) C V(t)}

para qualquer n > 0 suficitentemente pequeno.

Demonstracao: Primeiramente, observamos que a funcao x, = 0 permanece admissivel e

6tima para o problema quando V' é substituido por V,, com n < ¢, tendo em vista a Hipdtese de
Interioridade e que V,,(t) C V() para todo t € [0,1]. Se o teorema ¢ provado com a reducao de
hipéteses acima, entao existe uma sequéncia de arcos p; satisfazendo as conclusoes do teorema
para V,, em vez de V, onde 7; | 0. Assim, segue das Proposi¢oes A.45 e A.53 juntamente da

inclusao de Euler que

| (05(8), ps)) || < K(t) a.tp.

Como
Ipo)l < | e mte) [, ¢ € 10,17,
temos
1 1
in ||p:(t)] = in |Ips(t)||ds < [ k(s)ds = const.,
min p(0) = [ min o)l ds < [ k(s)ds = cons

isto é, min ||p;(¢)|| é limitado superiormente independentemente do indice i. Deste modo, {p;}
0,1

)

¢ limitada em C]0, 1], bem como equicontinua. Pelo Teorema de Ascoli (ver Teorema A.67) e
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pela compacidade fraca no espago L'[0, 1] (ver Proposigao A.19), podemos tomar subsequéncias
(sem reindexar), encontrando um arco p tal que p; — p’ fracamente e p;(t) — p(t) para todo
t € [0,1], tendo em vista a Proposicao A.19 e o fato de que ||p}|| ., < k() q.t.p.

Observe que p satisfaz a condi¢do de transversalidade (T). De fato, sabemos que ¢, é

Lipschitz em x,(0) com constante K. Logo, pelas Proposigoes A.45 e A.53, temos

Assim, 0ly(x.(0)) é limitado, além de ser fechado por defini¢do; portanto, O0ply(z.(0)) é
compacto. Sendo Néo (24(0)) um conjunto fechado por definigao, segue da Proposicao A.68
que a soma dzly (2.(0)) + N, (2.(0)) é um conjunto fechado. O mesmo raciocinio de aplica
a aplicacdo {1 e ao cone normal limite sobre Cy em (z,(1)). E mais, p satisfaz (W) para V(¢)
(basta fazer i — oo para ver que V,,(t) tende a V(¢), t € [0,1]). Aplicando a Proposicao 4.2

com f=Ac=d=1eq =p,, segue que p satisfaz a inclusdo de Euler (E).

O ultimo passo antes de demonstrar o Teorema 4.1 é incluir a Hipétese temporaria
C; =R", (TH)

de maneira que nao ha restri¢ao explicita sobre z(1).

Demonstracao do Teorema 4.1:

Esta prova é um trabalho custoso, seu desenvolvimento exige o uso de resultados de Anélise
funcional e Calculo nao-suave. Para uma melhor estruturagao a dividimos em 5 partes: A, B,
C,D¢eE.

A. Utilizando penalizagao, definimos uma sequéncia de problemas dissociados convergindo
apropriadamente para o problema (PLB). Dada uma sequéncia {n;};cy de niimeros positivos

tendendo ao infinito, introduzimos as funcoes®

0 (y) :52%1 {51 (5)4‘”1“3/—5"2}' (4.1)

6 Estas aproximacdes de Moreau-Yosida para ¢; sdo as inf-convolucdes quadriticas, as quais podem ser
encontradas em Clarke [5], §7.4.
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Notamos que

Gi(y) < 6(B) +nilly — B

para todo § € R", em particular,

0 (y) < li(y).

Além disso, como ¢; é globalmente Lipschitz com constante K7, temos

06 (8) = h(y) — Killy =8,

logo

(—K1)? — 4nili(y)

G(y) = min {6(y) = Kally = Bl +nilly — 8I1°} o O(y)

de modo que

. . c
<<+,

(2

onde ¢ = K?/4 é uma constante independente de i. Definimos também

Ai(t,z,v) = min {A(t, u,v) + n; k(t)|lu — z|*},

u€R?

o que dissocia z e v. A condigao Lipschitz (LH), que agora supomos valer globalmente, implica
que a aplicacao u +— A(t,u,v) + n; k(t) ||u — :1c||2 ¢ continua para cada t € [0,1] e z,v € R™;

além disso, essa aplicagao é coerciva: de fato, por (LH) temos

A(t, u,v) +ni k(t) ||u — xH2 > A(t,0,v) — k(t) ||u|| + ni k() [|u — :10”2

= A(t,0,v) + k(t)(n; ||u — :1;”2 — ||u|)-

Como
niJu—z||” = ||ul| =niu—2,u—2)— |lul
= i ([Jull? = 2(u, z) + 2]|?) = [Jul]

wa) e 1
ZHMF(m—Qm T
Tl "l Tl

lzllcos®  lf* 1

— 1wl [ —2n, , -
'W“(m EE TR WE qu’
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segue que

lim [A(t,u,v) + n; k(t) H“ - x’ﬂ

l[ull = o0

: U, x z|]? 1

> i [A000.0)+ KO (=2 e - )| = oo

isto é, u — A(t,u,v) + n; k(t) Hu — tz é coerciva. Consequentemente, temos garantida a

existéncia do minimo global dessa aplicagao (ver Teorema A.37). Deste modo, a fungao A; esta
bem definida.

Sendo u — A(t,u,v) continua, o minimo sobre u € R™ coincide com o #nfimo para u com

coordenadas racionais. Assim, A; é o infimo enumeravel de fungdes LB-mensurdveis, visto que,

para cada u, a aplicacao
(t,z,v) = A(t,u,v) + n; k(t)||u — z|?

¢ mensurdvel em ¢ e continua em (x,v). Disto segue que a prépria A; é LB-mensuravel (ver

Teorema A.5), de modo que o seguinte funcional estd bem definido:

i) = o (2(0)) + €1 (& //1 (t,2(t), 2/ (1)) dt.
Além disso, note que

/OA(t w(t), 2 (t)) dt :/0 min { At u, 2/ () + n k(t)||u — 2|2} dt

u €R™?

/0 min {A(t, u, 2 (¢ ))}dt—i—ni/o k:(t)urrel%}l {llu—=|?} dt

u €R™

/0 min {A(t, u, 2'(t))} dt;

u € R™

; (& .~ . ~ ; N C ,
como Ezl > (1 — — por definicao da aplicacao 6’1 € a sequencia {—} € convergente (e, portanto,
n i)

i
é limitada por uma certa constante ¢), temos

para alguma constante ¢y, visto que ¢; é limitada inferiormente por hipdtese. Entao, pela
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HipGtese Lipschitz (HL), integrabilidade de A e limitagao inferior de £y e ¢4, obtemos
' 1
Ji(z) ZKMM))+”(()%+/I4@$@)fUDﬁ

> Lo (2(0)) + 04 (x /0 min {A(t,u, 2'(t))} dt

u €R™

>%@(D+ﬁ((»+/ﬁmm{At$) (1) + k(t)llu— 2(t)]*} dt

:€Mﬂ®y+ﬁ@ﬂ»+1:Muﬂﬂwﬁ»ﬁ>cm

ou seja, J; é limitado inferiormente por alguma constante ¢y que independe do indice 1.

Agora, definimos I; como sendo o infimo de J;(x) sobre o conjunto dos arcos z tais que

(z(0),2) € S := {(m(O),x/) :2(0) € Cy, 2'(t) € V,(t) q.t.p., ||(0) / |2"(¢)|| dt <

l\.'JI(T)
——

Desta forma, se  é um arco tal que (z(0),2') € S, entdo

1
Hx@H<H$@N4EAIﬂﬁﬂmtée,tGWJl
Além disso,

1
o < 1< 0) = 6(0) + 6(0) + | min {A(t,,0)+ i K(O)ul?}
0 u

1 (4.2)
<%m+a@+/Qm@mm:ﬂm

Para cada i € N, seja y; um arco satisfazendo (y;(0),y;) € S além de J;(y;) < I; + n;' (a

existéncia de tal funcdo é garantida pela definigao de infimo).

Lema 4.4. Ezxiste uma fun¢ao mensurdvel w; tal que w;(t) €, quase sempre, um ponto no qual

o minimo da definicao de A; (t,y;(t),yi(t)) € atingido:

A (t,ya(0), 9(8)) = At wilt), i (1) + s k(1) lwi(t) — @) a.tp.
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Para provar isto, consideremos a multifungao I' : [a,b] — R"™ dada por

= {w e R": A (t,5:(t), yi(1)) = A(t,w, yi(1)) +nik(t) |w — wi(@)]°} -

Assim, T'(t) # 0 para quase todo ¢, visto que o minimo que define A; é atingido. Notamos
também que, pela continuidade em w, o conjunto I'(¢) é fechado (basta tomar uma sequéncia
de pontos de I'(¢) convergente e aplicar a continuidade na variavel w). Como A; é LB-mensuravel
e y; 6 um arco, a aplicagao t — A; (¢, y;(t), yi(t)) é mensuravel. Desta forma, existe uma funcao

g(t,w), definida por
g(t,w) = A (t,9:(1), (1) — A(t,w, 4i() = s k(t) [[w — g (8)]|*,
que é mensuravel em t e continua em w, além de satisfazer
I'(t) ={w e R": g(t,w) =0}.

Nessas condicoes, I' é mensurdvel” e a valores fechados, de modo a admitir uma selecao

mensuravel (ver Coroldrio A.21), o que implica na afirmacao deste lema.

Lema 4.5. A igualdade lim I; = J(0) € vdlida.

i — 00

De fato, seja w; a funcao fornecida pelo Lema 4.4. Pela definicao de A;, sabemos que
At z,v) < At u,v) +ng k() ||Ju—z||* VueR
em particular, se u = x € R", temos
Ai(t, z,v) < At z,v).

Pela equacao que define w; e pela Hipotese Lipschitz (HL), lembrando que n; > 0 e k(t) >

" Ver Proposicao A.23, considerando Q = [a,b], ¢ = g : [a,b] x R® = R, ¢ =d =0, P(t) = R" e Q(t) = () para
todo t € [a, b].
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segue que

lws(t) — g = 280 5i(0) = A wit), (1)

Al w0, yit) — A wilt), yi(t))
_ RO ly ) = wi®ll + llyi®) = O] _ Nlat) — wi®)]

para quase todo t € [0, 1], o que implica

lys(t) — wi()|| < n;t q.tp.

Sendo assim,
' 1
Li+n;t = J(y) = Co(yi(0) + £ (yi(1)) +/ A (t,yi(t), y;(t)) dt
0

= Lo (1:(0)) + €1 (v:(1)) +/0 (At wi(8), yi(£) + ni k() [|yi(t) — wi(t)HQ]dt

> (o (y:(0)) + 6 (w:(1)) — ni +/0 (At yi(t), yi(1) — k(@) lyi(t) — wi(®)] ] dt
> lo(2,(0)) + 41 (24(1)) +/0 Atz (), 2(t)) dt — nﬁ — /0 k() |ys(t) — w;(t)]| dt
> () = £ = i = g0 - L

Portanto, lim I; = J(0), tendo em vista (4.2).

i 00
O
Podemos ver o problema definindo I; relativo aos pares (x(0), 2’) no espago métrico completo
R"™ x L' que satisfazem as condicoes do conjunto S definido anteriormente. O Lema 4.5 implica
que o par (0,0) é e2-6timo para o problema (ver Definigao A.38), isto ¢, seu custo é um valor
na e2-vizinhanca do {nfimo, para alguma sequéncia positiva ¢; tendendo a 0. De fato, queremos

mostrar que

J;(0,0) < inf {J(a, 2
(0,0) (Q{Un)es{ (a,0)} + ¢
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mas isso € equivalente a
J;(0) < inf {J;(z) : x satisfaz a equacdo (2)} + & = I; + €;.

Sabemos pelo Lema 4.5 que
I — J(0) > —¢7
logo,

Ji(0) < JO0) < L + €2

79

como queriamos mostrar.
Assim sendo, aplicamos o Teorema de Ekeland (ver Teorema A.42)% a fim de garantir a

existéncia de um elemento (x;(0),z}) € S satisfazendo

mmw+£wmwﬁ<a, (4.3)

o qual minimiza sobre S o funcional .J; definido por

Ji (2(0), ) = Lo ((0)) + & [l2(0) — 2 (0)[| + £} (x(1))

+ [ min [A(t w2/ (1) + i k(E) lu— z(@)]]* + & |2/ () — 2}(2)]| ] dt.

Como ||2}||1 € [—&i, &:] para cada i e g; | 0, podemos tomar uma subsequéncia, sem reescrever
L ,
os indices, de modo que x}(t) — 0 q.t.p.

Assim, veja que
0= lim |2}y = Tim (el ac — 2:(0) ),

e, como ||z;(0)|| — 0 por (4.3), segue que lim ||z;||4ac = 0, isto é, x;(t) — 0 q.t.p.
1—00

8 Neste caso, F = R" x L(0,1) com a métrica d ((o,v), (8,w)) = ||a—B||gn +|[v—w| 1, onde (o, v), (B,w) € E;
a aplicagdo f = J; é semicontinua inferior (pelo Teorema A.39 conseguimos a semicontinuidade inferior do
integrando /;); e tomamos \ = ¢;, ¢ = €2, 2z = (2;(0),2}) e u = (0,0). Com isso, a equagio (4.3) segue do
item A.42(b) e a minimizacdo do funcional J;(x) segue do item A.42(c).
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B. Agora fixamos ¢ e reformulamos a otimalidade de x; para J; em uma maneira mais
proveitosa, a qual nos permitira identificar um arco p; “préximo” de satisfazer as condigoes

necessarias. Seja u; uma fungao mensuravel tal que o minimo

min [/1 (t,u, () + ng k(t) ||u — xz(t)”Q]

u €R™

é atingido em wu;(t) para quase todo . Assim, como no Lema 4.5, temos |lu;(t) — z;(t)|| < n;*

q.t.p., implicando u;(t) — 0.

Seja ; um ponto no qual é atingido o minimo em (4.1) quando y = x;(1), ou seja,
i 2
41 (%(1)) = 01(B) + nszz(l) - @H :
Entao, pela Regra de Fermat (ver Proposicao A.46) e pela Proposigao A.54, segue que

0 € de{t1(8) +millas(1) = B]*} (8 € Dot (8:) + O {mil|i(1) = )"} (8)
= O0ctr(Bi) = 2n(xi(1) — By).
Logo, existe (; € Oct1(5;) tal que 0 = ¢; — 2n;(z;(1) — f;), ou seja,

(1) — 0,
2m+w()

visto que ¢; estd num conjunto limitado (pois ¢; é Lipschitz), n; é um sequéncia de niimeros
positivos tendendo a infinito e que z;(1) — 0. Com isso, podemos escrever [3; — x,(1) = 0.

Agora definimos um arco p; de modo que
Pit) =2n; k() (z:(t) — wi(t)), pi(1) = —2n; (z:(1) — 5;).
Tendo em mente as observagoes acima, podemos escolher 3; € R™ de modo a obter
—pi(1) € Opli (). (4.4)
Mais adiante precisaremos da seguinte igualdade

nokl|u— a||* = s k|lu — @|* = 0w —w) + @ — x) k(@ —2) = (u— )|,
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a qual pode ser verificada através de simples manipulagoes algébricas.

Definimos o funcional de custo @ : L x R" x L' — R por
D(u,a,v) := Lo(a) + aiHoz — xl(O)H — (pi(0), ) + nsz(l) — BlH + (pi(1), (1))
+ / At u(t), v(0)) = pilt), o) — (), u(®) + eiljo(t) - (o) at

+2n, /0 k(t) [Hu(t) — ul(t)H2 + ||(t) - Jfl(t)HQ] dt

onde .
z(t) = « +/0 v(s)ds.

Dessa forma, através de manipulacoes algébricas envolvendo a igualdade acima e integragao

por partes, vemos que a otimalidade de (xZ(O) x ) para J; se traduz no seguinte: para

[t

determinada constante c;, vale

P(u, o, v) = J; (2;(0), 2}) + ¢

» Ty
para qualquer (u, o, v) satisfazendo

aeCy, |af < : (4.5)

DO ™
N ™

o) € Vilt) axp. [ e <

com igualdade quando (u, o, v) = (ui, z;(0), x;) Logo, ®(u, a, v) é minimizada sob as restrigoes

(4.5) em (u;,2;(0), 7).

y e

Note que

nil|x(1) = B + (pi(1),2(1)) =i (1) = B, (1) = B;) — 2ni {(wi(1) — Bi) , x(1))
= ni[[l2(D]? = 2(=(1), B:) + 1Bill* — 2 {zi(1), 2(1)) +2(B;, 2(1)) ]
= n;[[l= (D> + 181> — 2 (2:(1), (1)) ]
= n;[[l=(1) = 2D = 2 (VI + 15:]%].
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Segue entdo que o funcional modificado ¥ (u, o, v) definido por
P, 0,0) = Lofa) + el = 2 0)[| = (pi(0), @) +my[|(1) — (1)
- At ). 0(0) = (1f0).000) = 0. 1) + = o) - )
+2n; /01 RO [[u(t) = wi)|* + [l2(2) - za)|*] at

é minimizado relativo as restri¢oes (4.5) em (u,;, x;(0), x;), tendo em vista que, para todo (u, o, v)

satisfazendo as condigoes (4.5),

U (u, o, v)

D(u, a,v) — n; ([|Bil]* — (D))
D (ui, i(0), 27) — i (I Bill* = (L))
W(ui,xi(()) :

).

\%

?
9

C. O préximo passo consiste de uma andlise variacional (para i ainda fixo) do minimo do
funcional ¥ acima definido. Primeiramente, fixamos u = w; e v = ). Assim, a aplicacao
a — ¥(u;, a,2;) atinge um minimo local em z;(0) (para i suficientemente grande de modo
que ||z;(0)]] < %, visto que z;(0) — 0) relativo a restrigao aw € Cp. A condigao necessaria

correspondente é
pz(O) S 8L [60 + [CO:| (iCz(O)) + SZ‘B[O, 1], (46)

visto que
0€ 0¥ (2;(0)) + Néo (2:(0)) C 9ply (z;(0)) + ;B — {p;(0)} + I 1c, (2:(0)) .

Mais adiante, obteremos a partir dessa condigao, juntamente da inclusdo (4.4), a condic¢ao de
transversalidade (T).

Agora, exploramos o minimo de ¥(u;, x;(0),v) na varidvel v para obter um precursor da
condicao de Weierstrass. Veja que a restri¢ao sobre v em (4.5) é fraca para i suficientemente

grande. Vamos mostrar que, para quase todo ,

(pilt), v) = At,ui(t),v) —eil|v — 25 ()| < (palt), 25(1)) — A (L us(t), 2i(1) v € Vy(t).  (4.7)
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Suponhamos, por contradi¢ao, que (4.7) nao vale. Entao existe r > 0 e um subconjunto
A C [0,1] de medida positiva m tal que, para alguma fungao mensurdavel w definida em A e

com valores em V,(t), temos

(pi(t), w(t) = A(t, i), w(t)) —eif|w(t) =i ()| = (pi(t), 2i () = A (t, us(t), 2i(t))+r, t € A q.tp.
ou, equivalentemente,

At ui(t), w(t))+eil[w(t)—2i(t) || = (pi(t), w(t)) < At us(t), 2}(8)—(pi(t), 2i(t))—r, t € A q.tp.

Ressaltamos que p(A) = m (medida de A) pode ser tomado suficientemente pequeno. Se as

fungdes z,v : [0,1] — R" sao tais que

entao temos
1
o=l = 1le(@) = @)+ o = all, =0+ [ ote) = al(t) o

= [ lwt =@l [ i) o]

g/Kdt—i—/ 0dt = Km
A 0,1\ {A}

2 1

para constante K = — independente de m, visto que w(t), z(t) € V,(t) C B (0, —) para quase
n n

todo t. Assim,

@ (ug, 74(0),v) — ¥ (u;, 2;(0), )

=A[Mummwm+aww—awu—m@wwnﬁ
—A[A@m@wmﬁ—@@wWNﬁ
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— [ 1A w0, 00) + &llu®) - 0] - (0. w(0)
—A(t (1), 2i(1)) + (pit), 2(t)) ] dt
< /(—T)dt = —rmed(A) =—-rm<0

Além disso, se m é suficientemente pequeno, ou seja, se tomamos A tal que

3
[wnie<s - [ el
A 0,1\ A

de modo que

Y

DO | ™

1
/HMM&=/WMMW+/ ()t <
0 A [0,1\A
/

entao v satisfaz a restri¢do (4.5), contradizendo a otimalidade de (u;,2;(0),2})) e concluindo

este argumento.
Levando em conta a propriedade (a+b)% < 2(a®+0?) para quaisquer a,b € R e a Proposi¢ao

A.2, temos
ot -0l < (Ja0 =m0l + [ 0= si)as)
< 2/[2(0) — #,(O)° +2 (/01 |2(s) — x;(s)Hds>2
=2]}2(0) = (O + 2]}’ — #I[;
< 22(0) = z:(0)[* +2}2" - i
= 2||2(0) — z(0)||* + 2/01 2/ (s) — 2)(s)||"ds.
Com isso, o funcional de custo T : L>® x R" x L' — R definido por
Ut (u,,0) = Lo(a) + &l|a — 2,(0)|| = (pi(0), @) + 6n; ||a — ,(0)||”
+/01 [A (8, u(t), v(t) = (pi(t), v(t)) — (Pi(t), u(t) + e [Ju(t) — xé(ﬂH]dt
+2n /01 k(t) ||u(t) — ws(t)||dt + 6n, /01 k(t)||o(t) — ()|t

também atinge um minimo relativo as restrigoes (4.5) em (u;, x;(0), z}).

)M
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Tomando o = x;(0) e v = &}, em ¥, a obtengao de um minimo relativo a u € L> por meio
de selegoes mensuraveis implica que u;(¢) minimiza livremente o integrando em ¥ para quase

todo t. Isto, por sua vez, resulta no seguinte

p;(t) € dp [A (ta ) :U;(t))] (uz(t» q.t.p.

de modo que, pelo Corolario A.51,

1P < E(t) g.tp. (4.8)

Quando a restrigao sobre v em (4.5) é fraca, segue, do Teorema A.29, que, para quase todo t,
o minimo com respeito a (u,v) € R" x V, (t) do integrando em ¥ é atingido em (u;(t), z}(¢)); isto
implica, aplicando a Regra da soma proximal (ver Teorema A.54), numa versao intermedidria

da inclusao de Euler:
(pi(t), pi(t)) € OpA (t,ui(t), x(t)) + {0} x &;:B[0, 1], t € Q; q.t.p. (4.9)

onde Q; = {t € [0,1] : 24(t) € int Vn(t)} Tendo em mente a Hip6tese de Interioridade e que

x}(t) — 0 para quase todo t, vemos que a medida de €2; tende a 1 conforme i — co.

D. Neste quarto passo, vamos fazer ¢ tender ao infinito, obtendo as condi¢oes necessérias
do Teorema 4.1. Como ¢; é globalmente Lipschitz com constante K; e k(t) é mensurdvel, por

(4.4) e (4.8), temos ||p;(1)|| < K7 e ||pi(t)]| < k(t) g.t.p., de modo que
1
PO = [lp:(1)]] —/0 I (£)1|
1
<Inl+ [ Il
1
< Ky + / k(t)dt = const.
0

visto que k ¢é integravel por hipétese. Com isso, ||p;(0)]| é uniformemente convergente. Nestas
condicoes, a Proposicao A.32 nos garante que, através de subsequéncias e sem reindexar,

p; converge uniformemente para um arco p e p; converge fracamente em L'(0,1) para p'.
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Sendo assim, passamos o limite em (4.4) e (4.6), e vemos que o arco p satisfaz a condigao
de transversalidade (T) para Cy = R" (neste caso, N& = (z.(1)) = N& = (0) = {0}).

Lembrando que u; e 2 convergem para 0 para quase todo t e que ¢; | 0, temos, por (4.7),
(p(t),v) — A(t,0,v) < (p(t),0) — A(£,0,0) Vv e V,(t),
isto é,
(p(t), v) = A(t, 2. (t),v) < (p(t),2L(8)) — A(t, 2u(t), 2L (1)) Vv € Vy(t),

a qual é a condicao de Weierstrass (W) procurada. Por fim, aplicamos a Proposigao 4.2 em
conjunto com (4.9), fazendo ¢; = p}, x; = u;,v; = 2 e c = d = 1, de modo a obter a inclusao de

Euler (E).

E. Finalmente, o ultimo passo desta demonstracao é a remoc¢ao da Hipdétese Temporaria.
Faremos isso usando penalizacao exata. Mostremos que, para certo K > 0 suficientemente

grande, z, soluciona o problema

minimizar Jg(x) := l (2(0)) + ¢4 (2(1)) + Kde, (x(1)) + /0 A(t,z(t), ' (t)) dt

sujeito a = € ACI0,1], z(0) € C, ||z — 24]|o < =, 2/(t) € V,,(t) q.t.p.

DO ™

Por contradicao, supomos que, para cada j € N, existe um arco x; admissivel para este problema
com J;(z;) < Jj(x,) = J(z) (lembrando que z,(1) € Cy por hipétese). Sendo J;(x;) limitado
inferiormente, segue que d¢, (z;(1)) — 0. Seja o; o ponto em Cj mais préximo a z;(1), isto
é, de, (xj(1)) = |loj — z;(1)]]. Assim, como V,(t) + nB[0,1] C V() por definicdo, para j

suficientemente grande para que d¢, (z;(1)) < 7, o arco

y;(t) = x;(t) +t(o; — (1))
é admissivel para o problema (PLB), visto que satisfaz
y;(0) = 2;(0) € Co, y;(1) =05 € C1, yi(t) = x3(t) + 05 —x;(1) € V(t) q.tp.

Agora, tendo em mente que a Hipdtese Lipschitz (HL) é vélida globalmente e que ¢; é Lipschitz
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com constante K7, temos

() = o (550)) + €1 (9;(1)) + / A (t5(8),9/(0))
=l (2;(0)) + ¢4 (o)) +/0 A(t, z;(t) +t(o; — z;(1)) ,:B;(t) +o;— xj(l))dt

<o (24(0)) + 61 (5(1) + Kifloy — 2;(1)]

[ A0, 250) + KO (los = 1,01 + oy = 0]

< o (25(0)) + 41 (x5(1)) +/O A(t,:cj(t),x;(t))dt + (K1 —|—/0 k(t)dt> lo; —x; (1),

assim,

J(y;) < J(;) + Kde, (25(1)) = Jx(7;).

Entao, para 7 > K,
J(y;) < J(2;) + Kdo, (x;(1)) < J(z)) + jde, (2(1)) = Ji(z;) < J(x.),

o que contradiz a otimalidade de x, para o problema (PLB).

Veja agora que o problema penalizado definido acima satisfaz a Hipdtese Temporaria, de
modo que podemos aplicar o teorema (ja demonstrado sob esta hipétese adicional) para deduzir
a existéncia de um arco p satisfazendo a inclusdo de Euler, a condicdo de Weierstrass (para V),

usando a Proposigao 4.3) e a condigao de transversalidade correspondente ao custo penalizado:

p(0) € Aty (2.(0)) + NG, (x.(0)),
—p(1) € Or, ({1 + Kde,) (2.(1)) .
Mas como
—p(1) € 01 (61 + Kdey) (2.(1)) C Ipby (2.(1)) + KOpde, (2.(1))

C Opby (.(1)) + NE, (2.(1))

pela Regra de Soma dos Subdiferenciais Proximais (ver Teorema A.54) e pela identidade
N&(x) = 0r1s(x) (ver Proposigao A.55), obtemos a condigao de transversalidade original (T),

concluindo a demonstracao.
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Agora, no Problema de Bolza, suponha que ¢; é suave, Cy é um conjunto unitario e C; = R™.
Assim, z(a) estd determinado e x(b) é livre, de modo que a primeira parte de (T) nao nos fornece
informagao alguma, visto que o cone normal a um ponto é todo o espago. A segunda parte
estabelece —p(b) = V/; (2.(b)), uma vez que o cone normal ao espago todo é {0}. Com isso,
restabelecemos a condigao de transversalidade classica encontrada no Teorema 1.7.

Vejamos que a formulacao dos custos e condigoes de contorno é mais geral no Problema
de Bolza. No que se refere aos conjuntos Cy e C7, o Teorema 4.1 expressa as condigoes de

transversalidade aproximadas de forma inteiramente geométrica com vetores normais.

A seguir, um exemplo ilustrando a utilidade de enfraquecer as hipdteses de regularidade

sobre a Lagrangiana.

Exemplo 4.6. Consideramos o problema de encontrar, no plano real, o caminho de tempo
minimo entre os pontos (0,0) e (2,2), onde a velocidade de deslocamento € constante igual a
vy no semi-espaco a esquerda t < 1, e constante igual a vy no semi-espaco a direita t > 1.

Podemos escrever este problema da sequinte forma:

2

minimizar / Y(t)\/ 1+ 2/ (t)%dt
0

sujeito a z(0) =0, z(2) =2,

onde

vy! set <1

=4
v, set>1.

Notamos que a Lagrangiana ¢ descontinua porém mensuravel na variavel ¢.

Suponha que z, € Lip[0, 2] é uma solucao do problema. Analisando este problema dividindo-
o em dois, onde cada parte corresponde a uma metade do intervalo [0, 2], concluimos que z,
deve ser afim por partes em seu dominio [0, 2], com uma possivel “quina” em t = 1.

Consideramos a aplicacao integravel k : [0,2] \ {1} — R dada por k(t) = |J(t)|. Observe
que a fungao real f : R — R, dada por f(v) = v/1 + 02 é Lipschitz continua, visto que

2
_ Ve Yo eR,

Vit

(Y

0= | s
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de forma que, pelo Teorema do Valor Médio,

|f(v) = f(w)| = ’\/1—|—U2—\/1+w2 <|f'G)|lv-—w <|v-—w Yv,weR.

Com isso, segue que

At z,v) — A(t,y,w)| = [9E)VI+ 02 —d(E)VI+w?| = [9(t)| |[VI+0? — VI + w?|
<[] v —w| < W@ v = w|+ [0()] |z - y|
= 00| (lz =yl + [v — w]) = k() (|l — y[ + [v — w])

para quase todo t € [0,2], para todo z,y,v,w € R, isto é, a hipétese (HL) é satisfeita.
Além disso, temos Cy = {0}, = {2} sdo conjuntos fechados, V(t) = R ¢ uma multifuncao
mensuravel a conjunto fechado e convexo de R™ (aqui temos n = 1) e, ainda vale a Hipétese
de Interioridade, pois, para qualquer 6 > 0, temos B (x(t),d) C V(t) = R para quase todo

t € [0,2]. Nessas condigoes, podemos aplicar o Teorema 4.1, obtendo a existéncia de um arco

p:[0,2] — R satisfazendo

(P'(t), p(t)) = (o, M) q.t.p., (4.10)

IV +v2 —I9()\/1+2.(t)2 > pt)" (v —2.(t) q.tp., (4.11)

além de

p(a) € N{O} (I*(O)) = R, —p(b) - N{g} (ZL‘*(Q)) = R. (4~12>
Como a aplicagao p é continua, a equacao (4.10) implica

91V (1=)  9(14) 2L (14)

p(l) = = ,
W Vital(1-)2 V/1+al(1+)?
isto é,
Vo B (%1
vo/1+13  viy/1+403
donde

[vo] = [on],
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tendo em mente que, sendo 2’ a variavel velocidade, o, (t) = ¥(t). Assim, aplicando as condigdes

de contorno, obtemos a funcao afim por partes

Vo t, t<1
T (t) =
Ul(t + 2)7 t>1,
onde |vg| = |v1|. Geometricamente, denotando por 6y e 6 os angulos de incidéncia do caminho

com a reta t = 1, a relagao encontrada acima é equivalente a

senfy senf;

Y

Vo U1

que é a conhecida Lei de Snell da refragao. Isto nao é uma coincidéncia, pois o Principio de
Fermat na Otica afirma que os raios de luz propagando em meios nao-homogéneos seguem
caminhos que minimizam o tempo.

oo

4.2 Condigoes suficientes por convexidade

Geralmente, as condigoes necessarias sao suficientes quando o problema é convexo. O

seguinte resultado ilustra isto para o Problema de Bolza e estende o Teorema 1.14.

Teorema 4.7. Seja x, € AC|a,b] admissivel para o problema

minimizar J(z) = {y (z(a)) + ¢1 (2(b)) + / At z(t),2'(t)) dt
sujeito a z(a) € Cy, =(b) € CY,

onde as fungoes by, {1 e os conjuntos Cy, Cy sao convexos, e suponha que A(t,x,v) € mensurdvel
emt e convera em (z,v). Se existe um arco p satisfazendo a inclusio de Euler (E) e a condigdo

de transversalidade (T) do Teorema 4.1, entao x,. é um minimizador global.

Demonstragao: Como A(t,-,-) é convexa, entdo JrA coincide com o subdiferencial da

Anédlise Convexa e a inclusdo de Euler estabelece (p/(t),p(t)) € OA (t, z.(t), 2.(t)) q.t.p. Além

disso, a condicao de Weierstrass (W) é satisfeita (segue da prépria defini¢do de subgradiente).
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Assim, pela desigualdade do subgradiente, temos

A(t,x,x) > /l(t Ty, T *) + (p p) (m—x*,x/ —x;) q.t.p.

para qualquer arco x admissivel para o problema, implicando

b
> —00,
a

(@) > to(a(a) + /Atx* (1) + p(t)T [2(t) — 2. (8)]

isto é, J(x) estd bem definido.
Como os conjuntos Cp, C e as funcoes ¢y, ¢1 sao convexos, a condicao de transversalidade

fornece a existéncia de vetores
Vo € NCO ($*(a)) , V1 € NC1 (‘T*(b)) )

Co € Ol (z4(a)), G € Ol (7.(D))

tais que

pla) = Go+ o, —p(b) =G +w, (4.13)

onde os cones normais e os subdiferenciais sao considerados no sentido da Andlise Convexa.
Assim, tendo em mente a caracterizacao de vetores normais a um conjunto convexo, a

desigualdade do subgradiente (ver Definigdo A.40) e as igualdades em (4.13), temos

J(x) — J(x.) =Ly (x(a)) — Lo (z.(a)) + €1 (x(b)) — £y (24(D))
b
+/ (At 2(t),2'(t) — At 2. (t), 2L (¢))] dt
> <C0,LU( —LC* >+<C17 )—SL’*(Z))>
+/ (p',p)T(x — zy, 2 —2l)dt

— <p(a) — 1, X - m* > <p + v, — Ty (b)>
+<p ,z(b) — z.(b)) — (p(a) —w*(a)>

= ( —w, z(a) — z.(a)) — (v1,2(b) — (b)) >0,

isto é, z, é minimo global. [ |
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A seguir, uma aplicagao do Teorema 4.7.
Exemplo 4.8. Consideramos o problema
3
minimizar J(x) = / [2/(t)* + 4z(t)] dt
0
sujeito a z € AC[0,3], z(0) ==x(3) =0, 2/(t) > -2 q.t.p..

Aplicando a teoria da Regra de Multiplicadores, encontramos uma solugao continuamente

diferencidvel em (0,3) dada por

—2t se t
(t—3)24c(t—3) set

2(t) = "

A\VARV/AN

T,

comT:3—\/6ec:2(\/6—1).
Vamos mostrar como a convexidade pode ser explorada a fim de confirmar a otimalidade
global de z, para este problema. Pela Regra de Multiplicadores, existe uma certa funcao

limitada A(t) > 0 q.t.p. de modo que z, é um extremal para a Lagrangiana aumentada
A+ Xp =v*+4x — A\#)(v +2).
Sendo essa fungao convexa em (z,v), segue do Teorema 4.7 que

/3 (27 + 4z — A(t)(2' +2)] dt > /3 [27 + 4z, — AN(t) (2], +2)] dt

3
= / [:L‘f + 4x*] dt,
0

para qualquer arco x satisfazendo as condi¢oes de contorno, visto que, em quase todo ponto,
A(t) = 0 sempre que 2, (t) +2 # 0.
Suponha agora que x também satisfaz z'(t) > —2 q.t.p. (assim, x se torna admissivel para

o problema). Entao, como A(t) > 0 q.t.p., deduzimos

3 3
/ (27 + 4z] dt > / (27 + 4a,] dt,
0 0

confirmando x, como uma solu¢ao 6tima do problema. Ay
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4.3 Condicoes suficientes por E-pseudoinvexidade no contexto nao-

suave

Nesta secao, traremos o conceito de problema E-pseudoinvexo para o cendrio nao-suave
dos problemas variacionais. Veremos que a inclusao de Euler e a condigao de transversalidade
do Teorema 4.1, juntamente da E-pseudoinvexidade (Euler-pseudoinvexidade), sdo condigoes

suficientes para otimalidade global.

Defini¢ao 4.9. Uma aplicagao x : [a,b] — R™ € dita ser func¢ao estaciondria para o
problema (PLB) se x € admissivel para (PLB) e se existe um arco p : [a,b] — R" satisfazendo

as condigoes (E) e (T) do Teorema 4.1.

Defini¢ao 4.10. Dizemos que o problema (PLB) é E-pseudoinvexo se, para cada par z,y de

arcos admissiveis tais que J(y) < J(z) e para cada tripla (¢, ap, o) € ACla, bl x R™ x R™ com

¢'(t) € co{w : (w,((t)) € DA (t,x(t),2(t) }, t € [a,b] q.tp., (4.14)

(g, 1) € Oply((a)) x Oy (z(b)), (4.15)

existe uma aplicag¢ao absolutamente continua v = y(x,y,(, ap, 1) : [a,b] — R™ satisfazendo

v(a) € Tg) (:L‘(a)), ~(b) € Tgl (x(b)), (4.16)

[ [ + oy ©]a+ 2@ a0 + 20 ar <o (417

Note que esta definicao extende a de pseudoinvexidade apresentada no Capitulo 2 para o
contexto nao-suave, onde as condigdes (4.16 — 4.17) generalizam (3.1 — 3.2), respectivamente,
do contexto de problemas com restrigoes.

Os seguintes resultados de E-invexidade sao originais. Eles foram obtidos através do estudo
e adaptagao do artigo de Oliveira, Silva [8].

A seguir, um resultado que estabelece a E-pseudoinvexidade como condicao suficiente para

que uma fungao estaciondria para (PLB) seja um minimo global do problema.
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Teorema 4.11. Se (PLB) é E-pseudoinvezo, entdo toda fungao estaciondria x € um minimo

global.

Demonstragao: Suponha que x seja uma fungao estaciondria nao-6tima para (PLB). Entéao

existe um arco y admissivel para (PLB) tal que J(y) < J(z). Como x é uma fungao estaciondria,

existe uma aplicagao p € AC [a, b] satisfazendo

P (t) € co{w : (w,p(t)) € OpA (L, x(t),2'(t) }, t € [a,b] q.tp.,
p(a) € Oply(z(a)) + N, (z(a)),
—p(b) € Ol (x(b)) + N&, (z(b)).

Deste modo, existem aq € 01, (x(a)), vy € Néo (x(a)), oy € Oply (a:(b)) ey € Nél (x(b)) tails
que p(a) = ap+ vy e —p(b) = a1 + v1. Assim, para ((t) = p(t), ap e a; acima definidos, pela
hipétese de E-pseudoinvexidade, existe um arco v = y(z,y, ¢, ap, 1) : [a,b] — R™ satisfazendo
as condigoes (4.16) — (4.17). Usando o Teorema fundamental do Célculo para integrais de

Lebesgue (ver Teorema A.7), a condi¢ao (4.16) e a definigao de vy e vy, temos

0 > [ O + ey Y O]t +7(0) 0+ 1(8)

= p(t)" 7 (1)|" + 7(a)" (p(a) — o) +~v(B)"( — p(b) — 1)
= p(b)"7(b) — p(a)"¥(a) + () p(a) — (a) vy — ¥(b)p(b) — +(b)Tw,
= —y(a)"v —y(0)"r1 =0

bl

uma contradicao. Portanto, x é minimo global.

O teorema abaixo estabelece como condigao necessaria a E-pseudoinvexidade para que uma

funcao estaciondria seja um minimo global do problema (PLB).

Teorema 4.12. Se toda fungao estaciondria de (PLB) é um minimo global, entdo o problema

(PLB) é E-pseudoinvezo.

Demonstragao: Suponha, por contradigao, que (PLB) nao seja invexo. Entao existe um

par z,y de fungdes admissiveis com J(y) < J(z) e uma tripla (¢, ap, a1) € AC[a, b] x R™ x R"
satisfazendo (4.14 — 4.15) de modo que, para todo arco v : [a,b] — R™ que cumpra (4.16), a
desigualdade (4.17) nao é vélida.
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Agora, consideremos o problema auxiliar

minimizar F(y) = ho (y(a)) + hy (7(b)) +/ ft,~(t),~ (1) dt

PLBA
sujeito a v € AC ([a,b];R™), ( )

Ya) € TG, (x(a)) . y(b) € TE, (x(b)), +'(t) € S(t) a.tp.,

onde hg,hy : R" - R, f:]a,b] x R" x R" e S : [a,b] ~» R™ sao dadas por
ho(2) = afz, Mh(z)=afz  f(t,0,0)=C)"0+(1)"0, S(t)=R"

Note que 7. = 0 é um minimo global para (PLBA), visto que nossa suposi¢do implica que
F(y) > 0 = F(v,) para toda funcio v admissivel. Veja também que, para todo o,5,0,0 € R",
usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz, temos
|f(t,0.0) = f (t,5,0)| =|C(t)"0+<()70 ' (H)a — ()"0
<" (0 —a)| +[CB)T (6 —0)]
<I<OIHle —all +lIic@) ||e — o]
< (lcaHn+ @) (llo —all + o —o]l)

onde g(t) = ||C(®)|l + |I<'(t)|| é uma aplicacao integravel por hipétese. Ou seja, a Hipdtese

=g(t)(llo =5l + /o — 0]

Lipschitz (HL) é satisfeita. E claro que hg, hy sao localmente Lipschitz, visto que sao lineares, a

multifunc¢ao S(¢) = R” é mensurdvel a valores fechados e convexos e a Hipdtese de Interioridade
B(~.(t),0) = B(0,6) c S(t) =R"

é vélida qualquer que seja o valor de § > 0 e t € [a,b]. Sendo assim, estamos em condigoes de

aplicar o Teorema 4.1 e obter a existéncia de um arco p : [a,b] — R™ tal que

P'(t) € cof{w: (w,p(t)) € S (£,7(1), (1)} ¢ € [a,8] a.t.p.
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p(a) € drho (’7*<a)) + NT%go(x(a)) (7* (a)) )
) € Dby (3.(0) + N ) (1 (8).

Mas como

OLf (t,7(), (1) = 0L [¢'(1) "o + ¢ () 70] (t,7(1), (1) = { (' (1), C(1)) },
Orho (1(a)) = drho (0) = dp[ag 2] (0) = av,
Orhy (7:(b)) = OLhy (0) = 9 [af 2] (0) = v,
NI ey (@) = Nig ) (0) = [ngo(xw)) <O>r

= [T§,(x(a))]® = N&, (x(a)),

A
NTLcCl(w(b)) (n(8) = N%cCl(x(b)) (0) = [Tg&(w(b)) (0)]

= (TG (=(b)]" = N, (z(b)),

entao
p(t) € co{w : (w,p(t)) = (C'(1),¢(2))} t € [a,b] qtp.,
o que implica p(t) = ((t) e p'(t) = {'(t) para t € [a,b] q.t.p., e
pla) € {ao} + N§, (x(a)) C dplo (2(a)) + NE, (x(a))
—p(b) € {au} + NE, (x(b)) € Oply (x(b)) + NE, (x(b)) .-

Isto é, p satisfaz a inclusao de Euler e a condig¢ao de transversalidade para o arco admissivel
x, de modo que x é uma fungao estacionaria. Logo, por hipotese, £ é um minimo global,
contradizendo a existéncia de uma aplica¢do y admissivel tal que J(y) < J(x).

Concluimos, assim, que o problema (PLB) é E-pseudoinvexo.
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Exemplo 4.13. A fim de ilustrar os resultados acima, consideremos o sequinte Problema de

Bolza:

minimizar J(x) = 2z(0) + z(2) + /02 [1—|a(t) — 1|+ 2z(t) + 3t2' ()] dt

sujeito a  x € AC ([0, 2]; R),
x(0) € [0,2], z(2) €[0,3], 2/(t) €[0,3t + 2] q.t.p.

Neste caso, os custos fyo(z) = 2z e f1(z) = z s@o localmente Lipschitz, a Lagrangiana

At,z,v) =1 — |z — 1| + 2z + 3tv é mensuravel em t e satisfaz a Hipdtese Lipschitz (HL), visto

que
|/1(t,a:,v)—/1(t,y,w)‘ =[1—|z—1|+22+3tv— 1+ |y — 1| — 2y — 3tw|
< | =z =1+ ]y = 1| + 2|z — y| + 3t|v — w|
<|—z+1+y—1+2/z—y|+6v—uwl
<6<‘x—y|+}v—w|>
para todo x,y,v,w € R. Além disto, a multifungdo V(¢) = [0,3t + 2| é mensurdvel em t a

valores fechados e convexos de R, e os conjuntos Cjy = [0,2] e Cy = [0, 3] sao fechados em R.
Note que A(t,x,v) nao é diferencidvel nem convexa em z. Observe também que z(t) > 0
para todo x admissivel.
Agora, suponha que z, seja uma funcao estacionaria. Entao existe um arco p : [a,b] — R

satisfazendo a inclusao de Euler

Pt) € co{w (w, p(t)) € aLA(t,x*(t),x;(t))} q.t.p.,

onde
{3} x {3t} se 0 <z, (t) <1,
O A(t,z.(t),2.(t)) = {1} U {3} x {3t} se z.

(
{1} x {3t} se z.(

t

Assim, p(t) = 3t para 0 < t < 2, de modo que p/(t) = 3. Além disso, p satisfaz as condi¢oes de
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transversalidade e de fronteira

p(0) € Oply(2.(0)) + N§, (2.(0)) = {2} se 1,(0) € (0,2),
[2,4+00) se z.(0) =2,

(—o0,1] se z,(2) =0,
—p(2) € Opli(2.(2)) + N& (2.(2)) = {1} se 2,(2) € (0,3),
[1,+00) se z.(2) =3.

Como p(0) =0 e —p(2) = —6, segue que z,(0) = x.(2) = 0. Veja que, pela admissibilidade de
T, temos x,(t) € 0,3t + 2], isto é, 2'(t) > 0 para todo t € [0,2]. Visto que x € AC|0, 2], segue
que ha somente uma funcao estacionaria para este problema: z, = 0. Veja que z, é minimo
global, pois J(z) > 0 = J(z,) para todo arco admissivel z. Entao, pelo Teorema 4.12, este
problema deve ser E-pseudoinvexo.

De fato, considere fungdes admissiveis =,y com J(y) < J(x) e uma tripla (C,ao,al)

satisfazendo

{3} x {3t} se 0< x(t) <1,
('(t) € co{w : (w,((t)) € DA (t,z(t),2'(t) } = {1} U {3} x {3t} se z(t)=1
{1} x {3t} se z(t) > 1,

)

para quase todo t € [0,2], e
(060,041) € 8L€0(:1:(0)) X 8L€1 (.Z'(Q)) = {2} X {1},

de modo que ((t) = 3t e ('(t) = 3 para 0 < t < 2, e (o, q) = (2,1). Note que como z é
admissivel e J(x) > J(y) > 0, temos = # 0, 2(0) > 0 e 2/(t) > 0, o que implica xz(2) > 0. Tendo
isto em mente, podemos tomar a aplicacao absolutamente continua v : [0, 2] — R™ definida por

v(t) = —ap((t), a qual satisfaz

v(0) =0 € TS (2(0)) = R se z(0) €



4.3 Condigoes suficientes por E-pseudoinvexidade no contexto nao-suave 96

1(2) = —12 € T, (¢(2)) =
além de

/02 [C’(t)T’}/(t) + C(t)T’)/(t)] dt + ”y(O)Tozo + V(Q)Tal — /02 |:3_(_6t) + 3t.(—6) dt + 0.2 + (—12).1
= /2 —36tdt — 12 = -84 < 0.

Portanto, este problema é E-pseudoinvexo.

ooad

Observacao 4.14. Dizemos que a E-pseudoinvexidade ¢ um tipo de convexidade generalizada.

De fato, considere o problema

minimizar J(z) = {y (z(a)) + £1 (x(b)) + / A(t,x(t), o' (t)) dt
sujeito a  z € AC ([a,b]; R™),
z(a) € Cy, z(b) € C1, 2'(t) € V(L) q.t.p.

Além das hipdteses iniciais, suponha que as funcoes Ly, 1 : R™ — R e os conjuntos Cy, C; C R”
sao convexos. Suponha também que a Lagrangiana A(t,z,v) € convexa em (x,v). Assim, os
subdiferenciais limite de Uy, {1 e A em qualquer ponto coincidem com o subdiferencial da Andlise

Conveza neste mesmo ponto. Agora, sejam x,y arcos admissiveis com J(y) < J(z) e a tripla

((,ao,al) € ACla,b] x R" x R"™ de modo que

¢'(t) € co{w : (w,((t)) € OLA(t, z(t), 2/ (t)) = OA(t,z(t),2'(t) }, t € [a,b] q.tp.,

(g, 1) € Dby (z(a)) x Aty (z(b)) = 0ly(x(a)) x 01 ((b)).

Tendo em mente a Proposicao A.14 e a desigualdade do subgradiente da Definicao A.40,
podemos tomar a aplica¢do absolutamente continua v = y(z,y,(, g, 1) : [a,b] = R™ dada

por y(t) = [y(t) — x(t)], obtendo

Y(a) € T, (x(a)) = Tey (2(a)),  7(b) € TE, (2(b)) = Te, ((b)),
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/a b [C'(t)T’Y(t) + c(t)w(t)] dt +y(a) ap +v(b) oy
= [ (€0.c0) (50) = o100~ £ 0) 5 [o0) (@] -+ [6) 500"

< / [/l(t,y(t), y'(t) — At (1), x’(t))} dt + 0o (y(a)) — Lo(z(a)) + €1 (y(b)) — € (x(b))
=J(y) — J(x) <0.

Portanto, todo problema convexo é E-pseudoinvexo, como queriamos mostrar.

ooa
4.4 Condigoes de Tonelli-Morrey Generalizadas
Nesta secao, estudamos o seguinte Problema de Bolza:
b
minimizar J(x) = { (z(a), z(b)) +/ A(t,x(t),«'(t)) dt
(PLB’)

sujeito a  z € AC[a,b], (z(a),z(b)) € E,

onde a funcao de custo final ¢ é localmente Lipschitz e o conjunto E C R™ x R"™ é fechado.

No seguinte teorema, sera definida uma hipdtese estrutural nova sobre a Lagrangiana a fim
de induzir uma extensao das condigoes necessarias cldssicas. Em contraste ao Teorema 4.1, o
qual postula regularidade Lipschitz de A com relagdo a um minimo local dado (uma hipétese
de “solugao especifica”), as novas hipdteses sao adequadas de modo a nao fazer uma referéncia
especifica ao arco minimizante.

Ressaltamos que, a seguir, as notacgoes dp/A e Jp /A se referem aos subdiferenciais da fungao
A(t,z,v) tomados com respeito as varidveis (x,v). Lembremos que um arco z é dito ser
admissivel para o problema se satisfaz as restri¢oes de contorno e se a integral em J(z) é

bem definida e finita.

Teorema 4.15. Seja x, um arco admissivel minimo local forte para o problema (PLB'), onde

9

A(t,z,v) € a valores finitos e LB mensurdvel em t e (xz,v).” Além disso, suponha que a

9 Notamos que, em contraste com as sessoes anteriores, A nio necessariamente serd localmente Lipschitz.
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Lagrangiana A satisfaz a condicao de Tonelli-Morrey generalizada: para todo subconjunto

limitado S de R", existem uma constante ¢ e uma fungao integravel d tais que

<]l

Ty < cUlol =+ 1AG 2 0)l) +d(8) ¥ (G 4) € DpA (2, 0)

para quase todo t € [a,b] e para todo (x,v) € S X R™. Entdo existe um arco p que satisfaz a

inclusao de FEuler:

P'(t) € co{w : (w,p(t)) € OLA (¢, z.(t), 2.(t)) } t € [a,b] q.tp.
Juntamente com a condicao de Weierstrass: para quase todo t,

At (t),0) = Alt,2.(t), 2,(8) > (p(t),v—2,(t) VveR"
e a condicao de transversalidade e de fronteira:

(p(a), —p(b)) € Opl(zi(a), z.(b)) + Ni (w.(a), z.(D)).

Além disso, se A é autonoma, entdo a condicao de Erdmann vale: existe uma constante h

tal que
(p(t), 2 (1)) — A(i(t), 2,(t)) = h, t € [a,b]q.t.p.

Demonstragao: Ver Clarke [5], pp. 533-535, Exemplo 25.13.

O

Observagao: A hipdtese estrutural generalizada de Tonelly-Morrey estende a cléassica
expressada por (*) no Teorema 2.3, mesmo para Lagrangianas suaves. Tendo em mente que
qualquer ponto (¢, 1) € dpA(t, z,v) é da forma (Az(t, z,v), A (L, x, v)), suponha que a Condicao
de Tonelli-Morrey (x) seja vélida. Entao, para todo subconjunto limitado S C R, existem uma

constante ¢ e uma fungao integravel d : [a, b] — R tais que

Kl Atz 0)]]
L+l =~ 14 |40 (t, 2, 0) ||

< A (£, 0) | + [ A (£, 2, 0) || < c(uu” + |A(t,x,v)\) +d(t)

para todo (¢, z,v) € [a,b] x SxR™. Assim, vemos que a condi¢ao de Tonelly-Morrey generalizada

do Teorema 4.15 vale.
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Notamos também que a Condi¢ao de Erdmann estabelecida no Teorema 4.15 nao requer
convexidade em v, como exigido no Corolario 2.7.

Ha um principio que estabelece uma conexao estreita entre condicoes necessarias e a
regularidade da solucao: geralmente, a partir da regularidade da solucao, podemos estabelecer
as condigoes necessarias; reciprocamente, determinadas as condigoes necessérias, é possivel
deduzir regularidade a partir delas. Veremos uma ilustracao desse principio no seguinte

corolario.

Corolario 4.16. Sob as hipdteses do Teorema 4.15, suponha também que A possui crescimento
de Nagumo ao longo de x, e é limitada superiormente em subconjuntos limitados. Entao x, é

Lipschitz.

Demonstracao: O Teorema 4.15 fornece um arco p que satisfaz a condicao de Weierstrass.

Seja M uma cota (limite) superior para os valores

(1)
A (t,x*(t), —) )
1+ [l (2) ]
- (1) : :
Entao, tomando v = ———~—— na desigualdade de Weierstrass, segue
L+ [l (0]

At xu(t), 2,(t) < M + |[p@)[[l2(0)]] a-t.p.

Pela hipétese de crescimento de Nagumo, temos

0 (lz2 () < M +[lp@ O] a-tp.

Como |[|p(t)]| é limitada e # tem crescimento superlinear, entao x/, é essencialmente limitada.



Conclusoes

Neste trabalho, vimos que estender a classe de fungoes candidatas a solugcao do problema
bésico para o conjunto das fungoes absolutamente continuas foi um grande passo para que se
pudesse desenvolver a teoria de existéncia em Calculo das Variagoes. Com este estudo, vimos
também que exigindo condicoes de crescimento sobre a Lagrangiana pode-se obter resultados
de regularidade de solugoes.

Estudamos os problemas variacionais com restrigoes, onde abordamos uma regra de
multiplicadores moderna, a qual abrange restricoes Lagrangianas abstratas.

Um dos pontos de mais destaque nesta dissertacao é o estudo de problemas variacionais
nao-suaves, por abordar um contexto mais geral (e complexo) do que aqueles estudados em
textos mais comuns de Calculo das Variacoes, o caso suave.

Outro tépico interessante no presente trabalho é a introducao da E-pseudoinvexidade,
conceito de convexidade generalizada para problemas variacionais obtido originalmente
no desenvolvimento deste trabalho. Por meio da E-pseudoinvexidade, as condi¢oes de
transversalidade e a de Euler (equacdo no caso suave, ou inclusdo no caso nao-suave) sao

suficientes para otimalidade global.
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ANEXO

ANEXO - Pré-requisitos

A.1 Integral de Lebesgue e fungoes absolutamente continuas

Defini¢ao A.1. (Espagos de Lebesgue, Clarke [5], pp. 7 e 8, Exemplo 1.9 - adaptado).
Sejam 2 C R™ um aberto e f: Q2 — R™ um fungcao Lebesgue mensurdvel. Escrevemos dx para

a medida de Lebesgue em R™. A integral (de Lebesgue)

[ 1@

é, entdo, bem definida, possivelmente como +o0o (aqui, ||v|| denota a norma euclidiana em R™ ).
Quando ela € finita, dizemos que f € integrdvel (em ). A classe das fungoes f integrdveis é
denotada por L'(Q). Mais geralmente, para qualquer p € [0,00), denotamos por LP(Q), ou por

LP(Q,R™), o conjunto de todas fungdes f tais que || f||P € integrdvel, e escrevemos

1l = 1 ooy = < / || f(x)||pdx)p |

Por fim, o caso p = oo. Dizemos que a funcao f é essencialmente limitada se, para
alguma constante M, tem-se ||f(x)| < M q.t.p. . A abreviagio “q.t.p.” significa “quase
todo ponto”, que, neste contexto, quer dizer que a desigualdade € valida exceto para pontos x

num subconjunto de ) com medida nula. Definimos L*(2) como sendo a classe de fungoes

104
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mensurdveis f : Q — R™ que sao essencialmente limitadas, com a norma
[flloe = [Ifllzoe) = mf{M || f()[| < M, z€Q qtp.}.

Como o infimo sobre o conjunto vazio é +o00, vemos que || f|l = +00 quando f ndo é
essencialmente limitada. Assim, para p € [1,00], podemos dizer que uma fun¢ao mensurdvel f

pertence a LP(Q) se, e somente se, || f||, < 0o.

Proposicao A.2. (Folland [11], p. 186, Proposicao 6.12) Se a medida de um conjunto
X, denotada por u(X), € finita (< inf) e 0 < p < q < 00, entdo temos LP(X) D LI(X) e
11l < N fllq M(X)%_é para toda aplicagio f: X — R em LY(X).

Definigao A.3. (FungGes absolutamente continuas, Clarke [5], pp. 8 e 9, Exemplo
1.13 - adaptado). Seja [a,b] um intervalo em R. Uma fungdo x : [a,b] — R™ € dita ser
absolutamente continua se, para todo € > 0, existe um o > 0 tal que, para cada cole¢ao

finita {[a;,b;]}, de subintervalos de [a,b] disjuntos, temos

d bi—a)<d= Z |z(b;) — 2(a;)|| < e

7

Assim, uma funcdo absolutamente continua x € continua e satisfaz a sequinte propriedade:

existe uma funcao v € L'(a,b) tal que

z(t) = z(a) +/ v(s)ds, t € [a,b]. (3

Neste caso, a teoria de integracdo nos garante que x € diferencidvel em quase todo ponto em

(a,b) com
' (t) = —z(t) = v(t), t € (a,b) q.t.p.
Por esta caracteristica, as fun¢oes absolutamente continuas constituem uma classe usual na qual

a teoria de Fquagoes Diferenciais Ordindrias é desenvolvida, e possuem um papel importante

no estudo de Cdlculo das Variag¢des (como podemos ver na Segdo 2.1).
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O espago vetorial das fungoes absolutamente continuas em [a,b] é denotado por AC]a,b], o

qual € munido da norma

b
2| ac = Hx(a)\|+/ |2/ (t) | dt.

Mais geralmente, para 1 < p < oo, denotamos por ACP[a,b] a classe das fungoes
absolutamente continuas x que admitem representaciao da forma (xx) com v € LP(a,b). A

norma em ACPla,b| é dada por
lzllac = llz(@)| + 12"l o)

Uma fungio x sobre [a,b] € dita ser Lipschitz (ou Lipschitz continua) se eziste uma

constante positiva K tal que
|z(s) —z(t)]| < K||s —t|| Vs,t € [a,b].

Observe que tal fungdo x € absolutamente continua, com derivada x' (em quase todo ponto) que
satisfaz ||z’ (t)|| < M q.t.p. Assim, uma fungdo Lipschitz pertence a AC*|a,b]. Reciprocamente,
um elemento x de AC™[a,b] satisfaz a condicao Lipschitz acima com K = ||2'|| oo (a,p)-

Uma aplicagao z : [a,b] — R™ € dita ser bi-Lipschitz se existe K > 1 tal que

s = < [17(s) = FOI < Kls 1] ¥ 5,1 € a,1]

Definicao A.4. (Leitao e Baumeister [19], p. 140, Definicao 7.4.2 - adaptado)
Uma fungao f : [a,b] — R € denominada continua por partes quando ezxiste uma parti¢do
a =1ty < -+ <ty = b tal que, para todo i = 0,--- ., n, a restri¢ao f|(ti’ti+1) POSSUL UM
extensao continua ao intervalo |a, b].

Uma fungdo continua f : [a,b] — R € denominada continuamente diferencidvel por
partes ou é dita ser de classe C' por partes quando existe uma particio a =ty < --- <
tni1 = b tal que, para todoi = 0,--- ,n, arestricao f|(ti,ti+1) possut uma extensao continuamente

diferencidvel ao intervalo [a,b].
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Teorema A.5. (Barra [7], p. 39, Teorema 14) Seja {f,} uma sequéncia de fungoes

mensurdveis definidas num conjunto mensurdvel. Entao

a. sup f; € mensurdvel para cada n. d. inf f, é mensurdvel
. " .

1<i<n

b. 1inf fi € mensurdvel para cada n. e. limsup f, € mensurdvel.
<i<n

c. sup f, € mensurdvel. f- liminf f,, é mensurdvel.

Teorema A.6. (Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, Folland [11], p.
54, Teorema 2.24) Seja {f,} uma sequéncia em L' tal que f, — f q.t.p. e que existe

uma aplicagdo g € L' nao negativa tal que || f,]| < g q.t.p. para todo n. Entio f € L' e

Jf=lim [ fn

Teorema A.7. (Teorema fundamental do Cadlculo para integrais de Lebesgue,
Folland [11], p. 119, Teorema 3.35) Se —oc0 < a < b < o0 e F : [a,b] — C, entdo
as sequintes afirmacoes sao equivalentes:

a. F ¢é absolutamente continua em [a,b].

b. F(z)— F(a) = / f(t)dt para algum elemento f € L*(a,b).

c. F € diferencidvel q.t.p. em [a,b], F' € L*(a,b) e F(z) — F(a) = / F'(t)dt.

A.2 Cones

Definigao A.8. (Defini¢coes em Clarke [5], pp. 20 e 21) Um cone K num espago vetorial
¢ um conjunto nao vazio tal que se v € K et > 0, entao tv € K, isto é, K ¢ fechado sob
multiplicagao por um escalar positivo. Assim, um subespaco é um cone. Note que um cone
fechado necessariamente contém o elemento neutro 0.

Seja S um subconjunto de um espaco vetorial X. O cone tangente a S num ponto x € S,

denotado por Ts(x), consiste em todos os pontos v € X que podem ser expressos na forma

r; — X

v = lim

i—00 tz ’

onde {z;} ¢é uma subsequéncia em S convergindo para x e {t;} ¢ uma sequéncia de escalares
positivos decrescendo para 0. Ao conjunto Ts(x) também nos referimos como o cone tangente

de Bouligand. Note que Ts(z) é um cone fechado.
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O cone normal Ng(x) a S em x € o subconjunto do espago dual definido por
Ng(z) :={¢ € X*: (¢,v) <0 VveTs(z)}.

Também podemos obter o cone normal através do cone tangente por polaridade. O polar de

qualquer subconjunto A de X € definido e denotado por
A*={Ce X" ((,x) <0 VzeA}l
Assim, seque diretamente da defini¢ao que Ng(x) € um cone fechado em X* e que
Ng(z) = Ts(z)".

Além disso, veja que

reintS = Tg(z) =X, Ng(x)={0}.

Proposicao A.9. (Clarke [5], p. 21, Exercicio 1.38)
a. Seja K um cone fechado em X. Mostre que Tk (0) = K.

b. Seja L um subespaco fechado de X. Mostre que, para qualquer x € L, temos
Tp(x)=L e Ny(z) ={¢e X" : ((,x) =0 Vz e L}.

c. Sejam A e E subconjuntos dos espacos normados X e 'Y respectivamente, e seja (x,y)

um ponto de A x E. Mostre que

Taxp(x,y) =Ta(x) X Te(y), Naxp(x,y) = Na(x) X Ng(y).

Proposicao A.10. (Clarke [5], p. 23, Proposicao 1.43) Seja © € S, onde S é um
subcongunto de R™. Entdo Ts(x) N Ng(z) = {0} e x+1r& ¢ S para qualquer £ € Ng(z) ndo nulo

e para todo r > 0 suficientemente pequeno. De modo mais geral, existe r > 0 tal que

SNz + Ng(x)|NB(x,r) ={x}.
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Definigao A.11. (Normais proximal e limite, Defini¢oes em Clarke [5], p. 240, 244)
Seja S um subconjunto nao-vazio do espagco R™. Um vetor ( € R™ é um normal proximal ao

conjunto S no ponto x € S se, e somente se, existe 0 = o (x,() > 0 tal que
(CGu—z)<ollu—z|* Vues.

O conjunto NE(x) de todos ¢ como acima define o cone normal proximal a S em .

Definimos o cone normal limite N%(z) por
N§(z):={¢=1lm ¢ : ¢ € NE(zy), =z, x; €S}
71— 00

Veja que o cone N¥(x) sempre é convezo (por definigao), porém, pode nao ser fechado; jd o

cone Nk(x) sempre é fechado (por construcao), porém pode nio ser convezo.

A.3 Funcoes e conjuntos convexos

Definigao A.12. (Defini¢oes em Clarke [5], pp. 27 e 29) Uma combinag¢do convexa
de finitos pontos x1,xa, -+ , Ty em um espaco vetorial normado X (comm > 2) é um elemento

x da forma
m
x = E i Ti,
i=1

onde os coeficientes t; sao niumeros nao-negativos que somam um: t; > 0 e 2111 t;i=1. Um
conjunto C' € convexo se, e somente se, toda combinagcao convexa de pontos de C' pertence a
C.

Seja S C X. O enwoltorio convexo de S, denotado por coS, é o menor conjunto convexo
de X contendo S. Assim, coS € a intersecao de todos conjuntos convexos contento S. Também

podemos descrever co.S como sendo o conjunto de todas combinagoes convexas geradas por S:

m

oS ={Y tiz;:m>1 x,€8, >0, Y t;=1}
i=1 i=1
Proposicao A.13. (Teorema de Carathéodory, Clarke [5], p. 29, Proposigao 2.6) Seja
S um subconjunto de um espaco normal X de dimensao finita n. Considere x € coS. Entdao
existe um subconjunto A de S contendo no mdximo n + 1 pontos tais que x € a combinacao

convexa dos pontos de A.
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Proposicao A.14. (Clarke [5], p. 30, Proposigao 2.9) Sejam S um conjunto convexo num

espago vetorial X e x € S. Entao Ts(x) € convero, S C {x} + Ts(x) e vale

u—x

Tg(x):cl{ :t>0,u€S} e Ns(z)={Ce X" : {((,u—x) <0 YVueS}.

Definicao A.15. (Definigoes em Clarke [5], p. 31) Seja X um espago vetorial normado
e X* seu espaco dual. Denotamos R, = RU +o00. O dominio efetivo de uma funcao f a

valores estendidos, denotado por dom f, € o conjunto
domf={ze€ X : f(z) < oo}
A funcao [ é dita ser prépria quando dom f # (). O epigrafo de f € definido por
epi f ={(z,r) e X xR : f(z) <r}.

Seja ¥ um subconjutno nao-vazio de X*. A funcao suporte de Y € a aplicacao Hy, de X
em Ry, definida por

Hi () = sup (o,2)
oeX

Seja S um subconjunto de X. Sua fungao indicadora Is : X — R, ¢ a aplicacao dada

por

0, se x €9,
Is(x) =
+oo, se xz € X\ S.
Seja E um conjunto munido de uma topologia. Uma funcao f : E — R € dita ser
semicontinua inferior (abreviado sci) se, para todo ¢ € R, o conjunto {u € E : f(u) <

c} € fechado. Uma funcao f tal que —f € semicontinua inferior é chamada semicontinua

superior.

Definicao A.16. (Definicao em Clarke [5], p. 210) Seja S um subconjunto fechado e
nao-vazio de um espaco de Banach X. A fung¢do distancia associada ao conjunto S € definida

por .
d — inf ||y —
s(z) = inf [ly — ],

a qual € uma fungdao globalmente Lipschitz com constante 1.
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Proposicao A.17. (Clarke [5], p. 31, Proposicao 2.12) Seja f : E — R, uma fungao
semicontinua inferior. Se x € dom f, entao, para qualquer € > 0, existe uma vizinhanca V' de
x tal que f(u) > f(x) — e para todo uw € V. Se f(x) = oo, entdo, para qualquer M € R, existe

uma vizinhanga V' de x tal que f(u) > M para todo uw € V.

A.4 Multifuncao e selecao mensuraveis

Definigao A.18. (Defini¢oes de Clarke [5], pp. 114, 115 e 118) FEscrevemos : Q2 ~» R"
para denotar uma multifuncao I' que leva pontos de 2 C R™ em subconjuntos de R™.

Dizemos que uma multifuncao ' : ) ~~ R™ € mensurdvel se () € mensurdvel e se o conjunto
I'(V)={zeQ:T(x)NV #0}

¢ (Lebesgue) mensurdvel para todo subconjunto fechado V' de R™.

O dominio efetivo domI' da multifuncao I' : Q ~» R™ ¢é definido por
domD':={z € Q:T'(z) # 0}.

Dizemos que I' € a valores fechados se I'(z) é um conjunto fechado para cada x € €.
Por uma selecao mensurdvel de I' entende-se como sendo uma fun¢ao mensurdvel -~ :
Q — R" tal que y(z) € I'(x) para quase todo x € .

O grdfico de uma multifungao I" é o conjunto

grl={(z,7) e QxR":y€e ()}

Proposigao A.19. (Clarke [5], p. 112, Proposicao 6.17) Seja k(-) € L'(Q), onde Q é um

subconjunto aberto de R™. Entao o conjunto
K={feLl'(Q):|f)|<k), 2€Q qtp.}

¢ compacto e sequencialmente compacto na topologia fraca em L'(£2).

Proposigao A.20. (Clarke [5], p. 114, Exercicio 6.20) Suponha que I' = {~(z)} para

cada x. Mostre que a multifuncao I' é mensurdvel se, e somente se, a fun¢do v € mensurdvel.
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Coroldrio A.21. (Selegoes mensuraveis, Clarke [5], p. 116, Corolario 6.23) Seja I :
Q ~» R™ uma multifuncado mensurdvel a valores fechados. Entao existe uma fung¢ao mensurdvel
v :domI' — R"™ tal que

v(z) € I'(z), x €domI' q.t.p.

Proposicao A.22. (Clarke [5], p. 116, Exercicio 6.24) Sejam ' : Q ~» R" e G : Q ~» R"

multifuncoes mensurdveis a valores fechados. Mostre que I' + G € mensurdvel.

Proposicao A.23. (Clarke [5], p. 117, Proposicao 6.25) Sejam Q C R™ e ¢ : Q x R" x
RY — R uma funcio com as sequintes propriedades:

o A aplicagio x — ¢(z,p,q) é mensurdvel em Q para cada (p,q) € R™ x R

e A aplicagio (p,q) — @(x,p,q) € continua para cada x € SQ.

Sejam P,Q : Q ~» R™ multifun¢cdes mensurdveis a valores fechados, e c,d : 2 — R fungoes

mensurdveis. Entao I' : Q ~ R"™ definida por

I(z)={p € P(z): c(z) < p(z,p,q) < d(z) para algum q € Q(z)}

é mensurdvel.

Corolario A.24. (Clarke [5], p. 117, Corolario 6.26) A intersecio de duas multifuncoes

mensurdveis a valores fechados 'y, 'y : 2 ~» R™ € mensurdvel.

Corolario A.25. (Clarke [5], p. 118, Coroldrio 6.27) Seja Q@ C R™ mensurdvel. Se

I[':Q~R" € tal que gr € fechado, entao I' € mensurdvel.

Proposicao A.26. (Clarke [5], p. 118, Proposicao 6.29) Seja Q@ C R™ mensurdvel e
G : Q ~ R™ uma multifuncao cujos valores sao conjuntos compactos, convexros e nao-vazios.
Seja He g () a fungao suporte do conjunto G(x). Entdo G € mensurdvel se, e somente se, para

qualquer p € R, a fun¢do x — Hegy)(p) € mensurdvel sobre (.

Proposicao A.27. (Clarke [5], p. 119, Exercicio 6.30) Seja G : Q ~~ R" mensurdvel e
a valores fechados. Se u : R™ — R"™ ¢é mensurdvel, mostre que a fungdo x +— dg(y) (u(:v)) é

mensurdvel em domG.
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Teorema A.28. (Clarke [5], p. 119, Teorema 6.31) Sejam Q2 um subconjunto aberto de
R™ ¢ : Q xR" - R uma fungdo tal que p(x,p) € mensurdvel na varidvel x e continua na
variavel p. Seja P : € ~ R™ mensuravel e a valores fechados. Considere ¥ como sendo o
conjunto de fungoes p € L>(Q,R"™) que satisfazem

p(x) € P(z), v €Q q.t.p.,

e para o qual a integral

/Q cp(x, p(x)) dx

estd bem definida, possivelmente como +0c0. Se ¥ € nao-vazio, entdo a integral

/ sup @ (z,p)dz
Q

peP(z)

estd bem definida, como sendo um nimero finito ou +00, e temos

/Q sup @(x,p)dx: sup /ng(a:,p(a:))dx,

peEP(z) p(-)eS

onde ambos os lados podem valer +oo.

Teorema A.29. (Clarke [5], p. 120, Teorema 6.32) Sejam 2, ¢, P e ¥ como descritos

no Teorema A.28, e seja p € 3 tal que a integral

/ o (x,p(x))dx
Q
¢ finita. Suponha que, para algum 6 > 0, temos

) ey, /||p 2)||dz < 5:>/ r.p(x))dz 2/94,0(x,p(x))dm.

Entao, para quase todo x € ), temos o(x,p) = p(z,p(x)) para todo p € P(x).

Teorema A.30. (Fecho Fraco, Clarke [5], p. 128, Teorema 6.39) Seja [a, b] um intervalo
em R e Q um subconjunto fechado de [a,b] x R*. Seja T'(t,u) uma multifuncdo de Q aos
subconjuntos fechados e convexos de R"™. Suponha que

a. Para cada t € [a,b], o conjunto

G(t)={(u,2): (t,u,2) €Q xR", ze€T(t,u)}

¢ fechado e nao-vazio;
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b. Para toda fung¢ao mensurdvel u sobre [a,b] satisfazendo (t,u(t)) € @ q.t.p., e todo

p € R™, a fungao suporte

t— HF(t,u(t)) (p) = sup { (p,v) v € F(t, u(t))}

¢ mensurdvel;

c. Para toda fungdo integrdvel k, temos I'(t,u) C B(O, k:(t)) para todo (t,u) € Q.

Seja w; uma sequéncia de fungdes mensurdveis sobre [a,b] com (t,u;(t)) € Q q.t.p. e
convergindo para u, em quase todo ponto. Considere também z; : [a,b] — R™ uma sequéncia de
fungoes satisfazendo ||z;(t)|| < k(t) q.t.p., de modo que suas componentes convirjam fracamente
em L'(a,b) para as componentes de z.. Suponha que, para certos subconjuntos mensurdveis €

de [a,b] satisfazendo lim m(Q;) = b — a, temos
1—00

onde r; € uma sequéncia de fungoes nao-negativas convergindo em L(a,b) para 0. Entdo temos,

no limite, z,.(t) € (t,u.(t)), t € [a,b] q.t.p.

Teorema A.31. (Lema de Gronwall, Clarke [5], p. 130, Teorema 6.41) Se a aplica¢ao

absolutamente continua x : [a,b] — R™ satisfaz

12" @) < y@llx@)] + B(t), ¢ € [a,b] q.tp.,

onde v, 3 € L! (a, b), com ~y ndo-negativa, entdo, para todo t € [a,b], temos

Jott) - @) < [ exp (/ tv(rw) () (@] + B(s)] ds.

Proposicao A.32. (Clarke [5], p. 131, Exercicio 6.42) Seja p; : [a,b] — R™ uma sequéncia
de fungoes absolutamente continuas com ||p;(a)|| uniformemente limitada, e tal que, para certas

fungoes v, 8 em L'(a,b), temos, para cada i,

I (OIF < vl (DI + B(E), t € [a,b] a.tp.
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Entao existe uma fungdo absolutamente continua p : [a,b] — R™ e uma subsequéncia p;; tais
que

pi; — p uniformemente em [a, b], p;j — p' fracamente em L'(a,b),

onde as convergéncias sao consideradas a cada componente.

A.5 Semicontinuidade de funcionais integrais

(Parte de Clarke [5], §6.3, pp. 124 e 125.)

Seja (2 C R™ um aberto. Considere o seguinte funcional integral

J(,0) = /Q F(t, 2(t), o(t))dt

e a restricao

(t,x(t)) €, te q.tp,

onde a aplicacdo F :  x R* x R® — R e o subconjunto Q C 2 x R sao dados.

Hipédteses:

(H1) F' é semicontinua inferior em (z,v) e convexa com relac¢ao a v;

(H2) Para toda fungao mensurdvel z : Q — R’ satisfazendo (¢,z(t)) € @ q.t.p., e para toda
aplicacdo mensurdvel v : @ — R™, a funcdo t — F (¢, z(t), v(t)) é mensurdvel;

(H3) Existem o € L'(Q) e 8 € L>°(; R") tais que
F(t,z,v) > a(t)+ (B(t),v) Y (t,z)€Q, veRY

(H4) Q ¢ fechado em Q x R’

Teorema A.33. (Clarke [5], p. 125, Teorema 6.38) Seja x; uma sequéncia de fungoes
mensurdveis sobre ) satisfazendo (t,xi(t)) € @ q.t.p. e convergindo para um limite x, em

quase todo ponto. Seja v; uma sequéncia de fungoes mensurdveis convergindo fracamente em

L™(Q,R™) para v,, onde r > 1. Entdo

J (24, v,) < lminfJ(z;, v;).

1—00
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A.6 Alguns resultados de Otimizacao

Teorema A.34. (Kuhn-Tucker, Clarke [5], pp. 182 e 183, Teorema 9.4 - adaptado)

Seja x,. uma solugao do problema
minimizar f(x) sujeito a g(x) <0, h(z) =0, x €S,

onde X € um espaco de Banach, S é convero, as funcoes f : X — R e g : X — R sao
convezas, e h; : X — R™ € afim. Aqui, g(z) = (g1(x), -, gm(x)) e h(z) = (h1(x), -, hn(x)).
Suponha que f,g e h sao continuamente diferencidveis numa vizinhanc¢a de x,. Entdo eziste

(n,7,\) € R x R™ x R" satisfazendo a condi¢ao de nao-trivialidade

(n,7,A) #0,
as condi¢oes de positividade e de folga complementar
n=0oul v2>0, (v,9(z.)) =0,

além da condi¢ao de minimizagao

nf+ (v 9) + N (x) = [nf+ (v, 9) + (N R)] (2.) = nf(z,) Vaes.

Proposicao A.35. (Lema de du Bois-Raymond, Clarke [5], p. 184, Exemplo 9.5 -
adaptado) Sef € L! (a, b) € uma aplicagao tal que

/be(t)go’(t)dt =0 Y ¢ € Lipy[a, 1],

onde Lipyla, b] € o conjunto de fungdes Lipschitz continuas sobre [a,b] que se anulam em a e b,

entao 6 é constante.

Definigao A.36. (Ribeiro e Karas [22], p. 37, Definicao 2.5) Dizemos que uma funcao
f:R" - R ¢ coerciva quando | lﬁm f(z) = o0, ou seja, quando, para todo M > 0, existe
T||—0o0

r >0 tal que f(x) > M sempre que ||z|| > 7.
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Teorema A.37. (O enunciado e uma demonstracao deste resultado podem ser
encontrados em Ribeiro e Karas [22], p. 37, Teorema 2.6) Seja [ : R — R uma

funcao continua e coerciva. Entao f tem um minimizador global.

Definigao A.38. (Defini¢ao em Vinter [27], p. 111, §3.3) Sejam (X, d) um espaco métrico
completo, f : X — R uma funcao semicontinua inferior, um ponto xo € dom f e um escalar
e > 0. Entao xy é um e-minimizador (ou e-6timo) para f se

flwo) < inf f(x) +e.

Teorema A.39. (Berge [3], p. 116, Teorema 2) Sejam X e Y espagos topoldgicos. Se a
funcao real ¢ : X XY — R e a multifuncao I' : X ~» Y sao semicontinuas superior, de modo

que, para cada x, tem-se I'(x) # 0, entao a fungao real M definida por

M(z) = max {¢(z,y) | y € T(x)}

¢ semicontinua superior.

A.7 Analise nao-suave

Definicao A.40. (Definigoes em Clarke [5], p. 59) Seja f : X — R uma fungao,
onde X ¢ um espaco normado, e seja x um ponto em dom f. Um elemento ( € X* é
chamado subgradiente de f em x (no sentido da andlise convexa) se satisfaz a desigualdade

do subgradiente:

fly) = fl@) = y—x), ye X.

Quando a desigualdade do subgradiente acima € vdlida, diz-se que a funcdao afim

yr— f(z) +(Cy—x)

suporta f em x; isto significa que essa func¢ao afim se encontra abaizo de f e se iguala a f no
ponto x.
O congunto de todos subgradientes de f em x é denotado por Of(x) e € denominado

subdiferencial de f em x. Segue da definicio que Of(x) é um conjunto convexo o qual é
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fechado para a topologia fraca®. Também seque da definicdo que f atinge um minimo em x Se,

e somente se, 0 € Of(x) (note que esta € uma versao da Regra de Fermat).

Proposicao A.41. (Clarke [5], p. 61, Exercicio 4.5) Seja x € S, onde S € um subconjunto

convexo do espago normado X . Mostre que 0Is(x) = Ng(x).

Teorema A.42. (Teorema de Ekeland, Clarke [5], p. 83, Teorema 5.19 Sejam (E,d)
um espaco métrico completo e f : E — Ry wma fun¢ao propria, semicontinua inferior e
limitada inferiormente. Se € > 0 e u € E satisfaz f(u) < i%f f + ¢, entao, para todo A > 0,

eviste z € E tal que

a. f(z) < flu),
dw,z) > f(z) VweE, w#z.

Teorema A.43. (Clarke [5], p. 93, Teorema 5.35) Sejam X e Y espacos de Banach, e seja
S dado por S = {u € X:F(u) = O}, onde F': X — 'Y € continuamente diferencidvel numa
vizinhanca de x € S. Se F'(x) é sobrejetora, entio Ts(x) e Ng(x) sdo os sequintes subespagos
lineares:

Ts(z) ={ve X :(F'(z),v) =0}, Ns(z)=F'(2)'Y"*

e vale Ts(x) = Ng(x)®, Ng(x) =Ts(x)?, onde F'(z)* é o adjunto do operador F'(x) e Y* é
o espaco dual de Y .

Definigao A.44. (Defini¢oes em Clarke [5], pp. 194 e 196) Seja X um espaco de Banach
e f: X — R uma fun¢ao Lipschitz de constante K numa vizinhanca de © € X (ou

localmente Lipschitz em x); isto €, para certo € > 0, temos

[f(y) = F) < Klly —z2[| Yy, z € Blz,e).

A derivada direcional generalizada de f em x na dire¢ao v, denotada por f°(z;v), €
definida por
t —
f°(z;v) = limsup fly+tv) = 1)

)
Yy—x t
10
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ondey € X et é um escalar positivo.
O gradiente generalizado de f em x, denotado por Ocf(x), € o unico subconjunto

compacto fracamente e convero de X* cuja fungdo suporte é f°(x;-). Assim, temos
CE€dcf(z) <= f*(x;v) 2 ((v) VveKX,

fo(z;v) = max { ((,v) : ( € Do f(x)} Vv e X.

Proposicao A.45. (Clarke [5], p. 196, Proposicao 10.5) Seja f localmente Lipschitz em
x com constante K. Entdo Oc f(x) C B,(0, K).

Proposicao A.46. (Clarke [5], p. 197, Exercicio 10.7 - adaptado) Seja f : X — R
localmente Lipschitz. Prove a Regra de Fermat para Oc: se [ possui minimo ou mdzximo local

em x, entao 0 € Oc f(x).

Definigao A.47. (Clarke [5], p. 212, Definigao 10.32) Seja x um ponto em S. Os cones

tangente e normal generalizados a S em = sao definidos por

TS (z) := {v € X : dy(z;v) = 0},

N§(z) =TS (x)* ={¢ e X*: ((,v) <0 VveT{(z)}.

Teorema A.48. (Clarke [5], p. 213, Teorema 10.34) Seja x € S. Entao
a. TS (z) é um cone convexo e fechado contido em Ts(z);

b. N (x) é um cone convezo e fechado* contendo Ng(x);

c. Temos NS (z) =cl"{A(: A2 0, ¢ €dcds(z)} e TS (x) = N (x)".

Definigao A.49. (Definigao de Clarke [5], p. 215) Um conjunto S € dito ser reqular em

um ponto x € S se Ts(x) = TS (z). Note que quando S € reqular em x, temos, por polaridade,

N§ (z) = T§ (2)* = Ts(x)* = Ns(2).



A.7 Anélise nao-suave 120

Definigao A.50. (Defini¢oes em Clarke [5], p. 227 - adaptado) Considere uma fungao
f:R" = Ry e um ponto x € dom f. Dizemos que ¢ € R™ é um gradiente proximal de f

em x se, para algum o = o (z,¢) = 0 e para alguma vizinhanga V =V (z,() de x, temos

fy)—f@) +olly—z|*>{(y—12) VyeV.

FEsta é conhecida como desigualdade do gradiente proximal. Aqui, usamos a notagdio (¢,y — x)
em vez de (T(y — x).
A colegao de todos subgradientes proximais ¢ descritos como acima (que pode ser vazia)

constitui o subdiferencial proximal de f em x, e é denotado por Op f(x).

Corolario A.51. (Clarke [5], p. 231, Corolario 11.7) Sejam U um subconjunto convexo e

aberto em R™, f: U — R, semicontinua inferior e K > 0. Mostre que

IfW) —f@I < Kly—z| Vo,ye U= |¢| <K V(edpf(z) Voel.

Definigao A.52. (Clarke [5], p. 232, Definicao 11.10) O subdiferencial limite Oy, f(X)
¢ definido por

oLf(z) == {C = }g}}o G:Geopfla), i =z, flz)— f(x)}

Seque desta defini¢ao que Opf(x) C Opf(x) e que, por construgdo, o grdfico da multifungdo

x> Of(x) € fechado, isto €,

GeoLf(x), vi—wx, G—(=(e€df(z)

Proposicao A.53. (Clarke [5], p. 233, Proposicao 11.12 ) Seja f localmente Lipschitz
em x. Entio () # 0pf(z) C Ocf(z). Se f é C' numa vizinhanca de x, temos O f(z) = {f'(z)}.
Se f € conveza, temos Orf(x) = 0f (x).

Teorema A.54. (Regra da Soma Proximal, Clarke [5], p. 234, Teorema 11.16) Sejam

as fungoes fi, fo : R — Ry, semicontinuas inferior, considere um ponto x € dom f; N dom fy
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e um elemento ¢ € Op(f1 + fo)(z). Entdo, para cada € > 0, existem x1,z9 € B(x,€), com

|fi(z;) — fi(z)| <e (1=1,2), tais que
¢ € Opfi(z1) + Op fo(w2) + B(0,¢).

Se ao menos uma das fungoes € localmente Lipschitz em x, temos

OL(fi + fo)(x) C O fi(w1) + Or fa(x2).

Proposicao A.55. (Clarke [5], pp. 240, 241 e 245, Teorema 11.36 e Proposigoes
11.26, 11.28 e 11.34 - adaptados) Seja S C R" e x € S. Entao:
a. NI (z) C Ns(z);

Proposicao A.56. (Clarke [5], p. 279, Exercicio 13.23) Seja A : R" — R conveza. Fize
v, € R™ e defina

f(a):/l<&> a, a>0.

(67

Mostre que f € convexa em (0,400) e que se v € 0f(1), entdo existe um elemento ¢ € 0A(vy)

tal que v = A(v,) —vI(.

Proposicao A.57. (Clarke [5], p. 279, Exercicio 13.24) Este exercicio estabelece a
mensurabilidade das multifuncoes Or f(x) e Ocf(x). Consideramos a fungio f : R x R" — R
tal que

o t— f(t,x) € mensurdvel para cada x € R™.

o v — f(t,x) € localmente Lipschitz para cadat € R. A notagdo O f(t,x) abaizo (por exemplo)
se refere ao subdiferencial limite da fun¢ao f(t,-) avaliada em x, parat fizo. O objetivo é provar

Proposicao. Seja u : R" — R mensurdvel. Entao as multifuncoes

t—0pf(tu®®) e t— dcf(t u(t))
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$A0 mensurdvels.

A.8 Alguns resultados de Analise funcional

Definigao A.58. (Definicoes em Kreyszig [16], p. 104 - 107.) Um functonal linear f
¢ um operador linear com dominio num espaco vetorial X e contradominio no corpo de escalares
K de X. Assim,

f: X =K,

onde K =R ou C.
O conjunto de todos funcionais lineares definidos num espacgo vetorial X € denotado por X*

e denominado espago dual (algébrico) de X.

Definigao A.59. (Definicao em Munkres [20], p. 264) Seja (X,d) um espago métrico.
Uma sequéncia (z,,) de pontos de X € dita ser uma sequéncia de Cauchy em (X, d) se, dado

e > 0, existe um inteiro N tal que

d(xp, T,) < e sempre que n,m = N.

O espago métrico (X,d) € dito ser completo se toda sequéncia de Cauchy em X converge.

Definigao A.60. (Definicao em Clarke [5], p. 75) Um espaco normado X € dito ser um
espaco de Banach se é completo, isto €, se toda sequéncia de Cauchy {x;} C X possui limite

em X.

Teorema A.61. (Clarke [5], p. 99, Teorema 5.47) Um espago de Banach é reflexivo se, e

somente se, sua bola unitdria fechada € fracamente compacta.

Teorema A.62. (Clarke [5], p. 106, Teorema 6.4) Se 1 < p < oo, o0 espago de Banach
LP(Q) € reflexivo.

Definigao A.63. (Definicao em Brezis [4], p. 132) Um espago de Hilbert é um espago

vetorial H equipado com um produto escalar de modo que H € completo para a norma induzida.
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Teorema A.64. (Projecao sobre um conjunto fechado e convexo, Brezis [4], p. 132,
Teorema 5.2 - adaptado) Seja H um espago de Hilbert e K C H um conjunto convezo e

fechado. Entdo, para todo f € H, existe um unico elemento u € K tal que
If = ull = min [ f —vl| = dx(f).
E mais, w € caracterizado pela propriedade
ueK e (f—u,v—u)<0 VveK.

O elemento u acima € denominado projecao de f sobre K e é denotado por

u=Pg [ ou u=projg(f).

Proposicao A.65. (Brezis [4], p. 134, Proposicao 5.3) Seja K C H um subconjunto

fechado convexo nao-vazio. Entao Pk satisfaz

|Px f1 — P fo|| < ||fr— fol| ¥ f1, fo€ H.

Definicao A.66. (Definicao em Munkres [20], p. 278) Se (Y,d) é um espago métrico, um
subcongunto F de C(X,Y) (espago das fungoes continuas do espago topoldgico X em Y ) é dito

ser pontualmente limitado sob d se, para cada a € X, o subconjunto

Fo{fla)| f e F}

de Y ¢ limitado sob d.

Definigao A.67. (Teorema de Ascoli, versao classica, Munkres [20], p. 278, Teorema
45.4) Sejam X um espago compacto e (]R”,d) o espaco euclidiano com a métrica euclideana.
Equipe C(X,R"™) a topologia uniforme correspondente. O subespaco topologico F de C(X,R")

tem fecho compacto se, e somente se, F é equicontinuo e pontualmente limitado sob d.
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Proposicao A.68. (Robertson [23], p. 53, Lema 7) Num espaco convezxo:
a. qualquer maltiplo escalar de um conjunto compacto € compacto;
b. qualquer soma finita de conjuntos compacto € compacto;

c. a soma de um conjunto compacto e um conjunto fechado € compacto.

Observagao A.69. (Texto retirado de Lima [17], Secao 4, p. 102 - adaptado) Uma
aplicacio f : U — R™ definida num aberto U C R™, de classe C*, é uma funcdo semicontinua
inferior. Isto quer dizer que se f tem posto r num ponto x € U, entao existe uma vizinhanca
V de x tal que f tem posto maior ou igual a v em todos os pontos de V. Com efeito, existe
um determinante menor r X v da matriz J f(z) que € ndo-nulo. Por continuidade, este menor
¢ nao-nulo em todos os pontos de uma vizinhanga V de x, de modo que o posto de f é maior

ou igual a r em todos os pontos de V.

ood
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