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Resumo 

As flutuações da temperatura na Radiação Cósmica de Fundo em Universos 

com topologias multiplamentes conexas são estudadas. Encontram-se algumas res- 

trições que caracterizam cada tipo de topologia, trazendo como consequência uma 

diferença entre as funções de correlação e espectros de potência para cada caso. 

Essas diferenças podem em princípio nos ajudar a diferenciar o tipo de topologia à 

qual pertencem. 

Palavras Chaves: Cosmologia; radiação de fundo; topologia cósmica. 

Areas do conhecimento: Gravitação e cosmologia. 



Abstract 

Temperature fluctuations on the Cosmic Microwave Background in Universes 

with non-trivial topology are studied. We find some constraints that characterize 

each topology, which has as a consequence a diíference between correlation functions 

and power spectra for each case. This can in principie help us to differentiate the 

type of topology to which they belong. 
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Introdução 

o modelo padrão da cosmologia, modelo de Friedmann-Lemaitre, tem explicado 

satisfatoriamente vários fatos observacionais, algum dos quais são: a expansão do 

Universo, a observação de elementos primordiais no Universo e a existência da ra- 

diação cósmica de fundo(RCF). Apesar disso, ela ainda é insuficiente para dizer se a 

hipersuperfície espacial do Universo seria finita ou infinita. Apenas pode-nos dizer 

o tipo de geometria possível que teria. Surge assim o fato de que, associada a uma 

determinada geometria, tem-se várias topologias com volume finito que seriam mul- 

tiplamente conexas. A dinâmica local nos Universos multiplamente conexos é igual 

à do caso conhecido simplesmente conexo, já que as equações de Einstein levam em 

conta só as propriedades locais, as quais estão contidas na métrica. Portanto, os Uni- 

versos multiplamente conexos também poderíam prever os três fatos observacionais 

e, ao menos em princípio, poderíam ser candidatos a descrever nosso Universo. 

Em 1992, o satélite COBE, enviado pela NASA para medir a temperatura da 

radiação cósmica de fundo, confirmou que a radiação tinha algumas anisotropias. 

Estas anisotropias estão associadas a pequenas perturbações da métrica homogênea 

e isotrópica usada no modelo padrão. As medidas do COBE foram feitas numa 

escala angular de 0 ~ 10° [16], que está na região da chamada grande escala*. As 

anisotropias da radiação de fundo têm várias causas. Algumas delas são, por exem- 

plo: (i) o movimento do observador com respeito ao sistema de referência comóvel, 

que dá origem ao termo dipolar da radiação cósmica; (ii) algumas velocidades, com 

respeito ao sistema comóvel, da matéria que espalha os fótons que vem da última 

superfície de espalhamento; (iii) variações nos campos gravitacionais pelos quais 

os fótons passaram antes de chegarem aos nossos detetores; (iv) algumas flutuações 

de potencial gravitacional na última superficie de espalhamento. Dessas causas, a 

grandes escalas, a contribuição dos potenciais gravitacionais predominam perante as 

outras [30], e é por isso que todas as outras são desprezadas na escala das observações 

*0 estudo da estruturas no Universo se divide em pequenas escalas(0 < 1°) e grandes escalas 

{9 > 1°)[22]. 
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do COBE. 

Já que as anisotropias são consequência das propriedades locais, elas também 

aconteceriam em um Universo multiplamente conexo. A existência de anisotropias 

na radiação de fundo nos universos de topologia não trivial, traz como consequência 

restrições nas flutuações de temperatura, as quais são características para cada 

topologia. Esses resultados podem então ser comparados com as medições da RCF, 

o que pode eventualmente indicar que topologias são compatíveis com os dados 

observados. 

Vários autores têm explorado este problema, artigos bem conhecidos como [28],[36], 

[37],[38],[39] apresentam um estudo destas anisotropias nos espaços com geome- 

tria euclidiana. Um estudo no caso esférico pode-se encontrar em [40]. No caso 

hiperbólico também tem-se vários trabalhos [43], porém é importante indicar que 

esta é uma àrea na qual a última palavra ainda não foi dita. 

Nesta dissertação faremos o estudo, de uma maneira independiente, destas aniso- 

tropias em espaços com geometria euclidiana, de modo a comparar nossos resulta- 

dos com os de Scannapieco, Levin e Silk [37]. No primeiro capítulo apresentare- 

mos alguns conceitos básicos de topologia que dão lugar a termos técnicos usados 

na dissertação, e apresentamos algumas motivações em favor de um certo tipo de 

topologias. Também apresentamos uma muito breve classificação das trivariedades 

com curvatura constante. Por questões de simplicidade nosso trabalho será feito 

só nos espaços compactos. No segundo capítulo apresentamos um estudo deis per- 

turbações cosmológicas, com duas finalidades: a primeira, de encontrar a equação 

de movimento com a qual evoluem; e a segunda, de associar-as com as anisotropias 

da radiação. No terceiro capítulo, estudamos a equação de movimento das per- 

turbações e as anisotropias em um espaço com geometria euclidiana. Introduzimos 

este estudo nos Universos multiplamente conexos para encontrar as restrições so- 

bre a RCF. Finalmente no quarto capítulo, são feitos alguns comentários sobre os 

resultados. 
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Capítulo 1 

Topologia 

Neste capítulo apresentaremos alguns conceitos básicos de topologia, que serão ne- 

cessários para o entendimento desta dissertação. Estes conceitos dão lugar a ter- 

mos técnicos usados no contexto da topologia cósmica *, os quais são amplamente 

conhecidos e podem ser encontrados na literatura corrente [1], [2], [3], [4], [5],etc. 

A maneira de como estas definições são apresentadas será mais intuitiva que ma- 

temática. Depois de apresentar os conceitos matemáticos básicos, estes são usados 

para tentar excluir algumas variedades que não modelariam de uma maneira real 

o Universo. Também, fazemos a escolha das propriedades locais que mais parecem 

estar de acordo com as observações astronômicas e astrofísicas atuais. Finalmente 

apresentamos uma classificação simplificada das trivariedades com curvatura cons- 

tante, as quais serão usadas no capítulo 3. 

1.1 Introdução 

Das equações de Einstein, se deduzem algumas soluções que podem ser usadas para 

estudar as propriedades do Universo. Com a Relatividade Geral, se faz um estudo 

local usando a métrica, e é por isso que ela não é suficiente para poder estudar 

globalmente o Universo. Aparecem entre nós agora, perguntas como: Quais são 

as propriedades globais do Universo e como as podemos estudar?. Será que po- 

dem ser estudadas? Certamente uma ferramenta que começou a ser usada algum 

tempo atrás foi a topologia. A topologia^ é a parte da matemática que estuda a 

continuidade entre objetos geométricos. As propriedades topológicas são aquelas 

que não mudam através das transformações contínuas. Para fazer certos estudos 

topológicos, usamos homeomorfismos e mediante eles classificamos as variedades em 

*Área cujo objeto de estudo são as propriedades topológicas globais do Universo. 
tNo contexto da matématica o termo topologia pode indicar topologia local (como nos casos 

das vizinhanças), ou topologia global. A partir daqui o termo topologia indicará topologia global. 

1 
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diferentes classes topologicamente equivalentes. Usando conceitos como: múltipla 

conectividade, homotopia, grupo fundamental, recobrimento universal, holonomia 

e poliedro fundamental, podem-se estudar aquelas propriedades globais que as var- 

iedades têm; em particular as tetravariedades, que são as variedades mediante as 

quais na atualidade se modela o nosso Universo. 

Neste trabalho, vamos tomar como solução das equações de Einstein a métrica 

isotrópica e homogênea de Robertson-Walker (RW). Esta solução é a que parece 

estar mais de acordo com as observações astronômicas feitas até agora. Ou seja que 

para nós, o Universo vai ser homogêneo e isotrópico. Não é possível determinar as 

propriedades globais do espaço-tempo a partir unicamente das suas propriedades 

locais, já que entre outras coisas, uma métrica dada pode em geral corresponder 

a duas ou mais variedades. Dito de outra maneira, duas variedades distintas po- 

dem ter as mesmas propriedades locais. Como vemos então, um dos problemas que 

temos para iniciar o estudo das propriedades globais do Universo, é saber quais das 

tetravariedades são compatíveis com as soluções locais da Relatividade Geral assu- 

midas e quais, ao mesmo tempo, são compatíveis com as observações astronômicas, 

astrofísicas e mesmo físicas que se têm hoje. Não considerando-se alguns destes 

critérios, vamos ter um número grande de possibilidades de variedades que podem 

representar globalmente o Universo. Neste capítulo, tentaremos explicar de forma 

resumida, quais variedades podem ser levadas em conta e quais não. Ao final apre- 

sentaremos uma classificação de variedades compatíveis com a nossa escolha e com 

as observações. 

1.2 Definições Matemáticas Usadas 

Aqui vamos apresentar algumas definições matemáticas da área da topologia que são 

importantes para entendermos a terminologia que se usa no estudo da topologia do 

Universo (topologia cósmica). Os conceitos e definições são apresentados em muitos 

casos de uma maneira mais intuitiva, deixando de lado o rigor matemático. 

1.2.1 Homeomoríismo e Isometrias 

Homeomorfísmo: Na topologia, se diz que dois objetos geométricos são homeo- 

morfos se é possível deformar um no outro de uma maneira contínua. Dados dois 

espaços topológicos Xi e X2 e um mapa f : Xi X2, dize-se que / é um home- 

omorfismo se ele é contínuo e tem inversa f~^ : X2 —>■ Xi que também é contínua. 

Então, dizemos que Xi é homeomórfico a A2. Se / for um homeomorfísmo entre 

variedades e / e f~^ forem funções diferenciáveis, chamamos / de difeomorfísmo. 
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IsometrÍ2is: Dada uma variedade M com métrica conhecida, um difeomorfismo 

f : M M é uma isometria se ela preserva a métrica. A identidade, a composição 

de isometrias e a inversa de uma isometria também são isometrias. Todas elas 

formam um grupo que é chamado de grupo de isometrias G. 

1.2.2 Variedades Diferenciáveis e Variedades Quociente 

Variedade Diferenciável: As variedades diferenciais são muito importantes na 

física. No caso da Cosmologia estas servem-nos para a construção de modelos do 

Universo. A maneira mais intuitiva que podemos ter de uma variedade diferenciável 

n-dimensional, é que ela é um espa:ÇO que é localmente idêntico a i2"; n e Para 

apresentar melhor a definição de uma variedade diferenciável definamos primeiro 

o que é uma variedade topológica. Uma variedade topológica é um espaço que 

localmente é homeomorfo a BP e que além disto, satisfaz duas propriedades:(i) que 

para dois pontos quaisquer p e q, existem duas vizinhanças disjuntas C/ e V tal 

que, pGlJeqGVe (ii) M pode ser coberta por uma quantidade enumerável de 

vizinhanças, de modo que M é a união de todas elas. 

Na Fig. 1.1 apresentamos a variedade topológica M. As funções (pi e são 

homeomorfismos e elas mapeiam as vizinhanças U e V em EP] além disto, existe 

outro homeomorfismo entre (pi{U) e ^2(U), que é a composição entre íp2 e {ip). 

Se os homeomorfismos são infinitamente diferenciáveis, dizemos que a variedade 

é diferenciável. 

Variedade Quociente; Muitas vezes podemos encontrar uma relação entre os 

elementos de um conjunto ou de um espaço M. Se esta relação é refletiva, simétrica 

e transitiva, chama-se relação de equivalência ~ entre dois elementos do conjunto 

e escrevemos p ~ ç (p é equivalente a q). Mediante essa relação, podemos dividir 

M em subconjuntos mutuamente disjuntos chamados classes de equivalência [p]. O 

conjunto de todas as classes de equivalência chama-se espaço quociente M/ ~. Para 

visualizar melhor o espaço quociente vejamos o exemplo da Fig. 1.2. Nela se x e y 

£R, se y = x + 27rn, com n E Z. Na Fig. 1.2(a), a classe de equivalência é 

[x] = {...,x — 2tt,x,x -f- 27t, ....}. Na Fig. 1.2(b), vemos que a classe de equivalência 

[x] pode ser representada no intervalo [0, 27t), o qual é homeomórfico a um círculo 

5^ (notemos que 0 ~ 2tt). Portanto, o espaço quociente R/ ~ de é um círculo S^. 

No caso das variedades a relação de equivalência pode ser dada por um grupo G 

com elementos p, tais que g ~ p se e somente q = gp, para algum g E G. Podemos 

então escrever que a classe de equivalência é: 

\p] = {q E M]q = gp, g E G} , (1.1) 
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Figura 1.1: Variedades diferenciáveis 

e o espaço quociente será: 

M/G = m-,p € M] . (1.2) 

O espaço quociente não é necessariamente uma variedade. Existe um teorema, cuja 

prova pode-se encontrar em [2], que diz que a condição para que o espaço quociente 

seja uma variedade, é que G atue de maneira livre (sem pontos fixos) e propriamente 

discontínua em M. 

1.2.3 Variedades Orientáveis 

Tendo-se uma variedade diferenciável M coberta por um conjunto de vizinhanças 

{Ui}, dizemos que M é orientável, se para qualquer C/j e Uj não disjuntos, existem 

coordenadas locais E Ui e y'' E Uj, tal que o jacobiano J da transformação 

de y'' é positivo; isto é J = det{^} > 0. A transformação, representa uma 

mudança de base {cj,} = {^}, e o caráter positivo do jacobiano implica que aquelas 
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(a) 

y=x-2i X y=x+2jt 
^ 1 1 1 hH h 

-2t 0 2n 4k 

(b) 

X 

0 
H 
2jl 

X 

Figura 1.2: Variedades quociente 

bases mantêm a orientação. Já que uma mudança de bases pode-se escrever como: 

m = {^«4. (1-3) 

dizemos que se J > 0, as duas bases têm a mesma orientação e que se J < 0, têm 

orientações opostas. Existe um jeito mais intuitivo de ver se uma variedade é ou não 

orientável, para isso consideremos o ponto p G M, e com ela a curva fechada 7 que 

passa por p. Definamos em p uma orientação para nosso sistema de coordenadas e 

levemos o sistema por todo 7. Dizemos que a variedade é orientável, se quando ao 

voltar a p a orientação do sistema de coordenadas é a mesma para todo 7 G M; caso 

contrário dizemos que é não orientável. 

1.2.4 Homotopia, Grupo fundamental: Espaços Múltipla e Simples- 

mente Conexos 

Existe um conjunto de invariantes topológicos, que podem ser usados para reco- 

nhecer certas classes de equivalência dos espaços; alguns deles são os grupos de 
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homotopia, e em particular o grupo fundamental. Imaginemos um ponto p na var- 

iedade M (p € M), e uma curva 7 que começa e termina no ponto p, que é chamada 

de loop. Existem alguns loops que podem ser deformados continuamente em outros, 

formando assim classes de loops. Imaginemos dois loops no ponto p: : I M 

e 72 : / —> M í. Dizemos que eles são homotópicos se existe um mapa contínuo 

F : I X I M, tal que: 

onde o mapa F é chamado de homotopia entre 71 e 72. Isto é, que 71 pode ser 

continuamente deformada até 72 mediante F. Estas homotopias servem para juntar 

os loops em certas classes que são chamadas de classes de homotopia. Ao conjunto de 

classes de homotopias num ponto p G M chama-se grupo fundamental ou primeiro 

grupo de homotopia de M em p. O grupo fundamental tem várias propriedades que 

podem ser encontradas em [1] e [3]. Destas, duas são as mais importantes para nós: 

(i) ele é invariante por homeomorfismos, ou seja, ele é um invariante topológico e 

pode ser usado para diferenciar duas variedades topologicamente não equivalêntes e 

(ii) ele é isomorfo^ ao grupo de holonomia G de um espaço quociente M/G. Usando 

as homotopias ou o grupo fundamental, podemos classificar as variedades em duas 

classes: 

• Variedades Simplesmente Conexas ou com Topologia Trivial: Aquelas 

onde para todo ponto p € M, cada loop é homotópico a um ponto. Ou 

equivalentemente, aquelas cujo grupo fundamental é o grupo trivial. 

• Variedades Multiplamente Conexas ou com topologia não trivial: Quando 

não são simplesmente conexas. 

1.2.5 Espaço de Recobrimento e o Grupo de Holonomia 

Espaço de Recobrimento: Dizemos que M é um espaço de recobrimento da 

variedade M se existe um mapa contínuo / : M —> M, tal que: (i)/ seja sobre- 

jetor e (ii) para cada p G M exista uma vizinhança U C M que contém p, tal 

que f~^{U) seja uma união disjunta de vizinhanças em M, as quais são mapeadas 

• J é o intervalo [0,1] 
^Sejam dois conjuntos X eY com estruturas algébricas. Se existe um mapa f : X Y que 

preserva a estrutura algébrica, / é chamado de homomorfismo. Se f é bijetivo, então é chamado 

de isomorfismo. 

F(s,0) = 7i(s),F(s,1) = 72(s), seI, (1.4) 

F{0,t) = F{l,t) =p, tei (1.5) 
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homeomorficamente em M por f. Por construção M é localmente indistinguível de 

M mas globalmente não [7]. Se M é simplesmente conexo é chamado de Espaço 

de Recobrimento Universal. 

Grupo de Holonomia: Seja um ponto x na variedade M. No espaço de 

recobrimento universal, x gera um ponto xq e M. Se existem pontos adicionais 

Xi,X2,X3... dizemos que estes são homólogos a xq e que as transformações que levam 

X Xi são isometrias que formam o grupo de holonomia P em M. Se este grupo 

é discontínuo e os geradores do grupo não têm ponto fixo, dizemos que o grupo de 

holonomia atua livre e discontinuamente em M. Pode ser mostrado que o grupo 

de holonomia é isomorfo ao grupo fundamental da variedade quociente M/T [4] . 

Para ilustrar os conceitos de grupo de holonomia e espaço de recobrimento, na 

Fig. 1.3 apresentamos como se constrói o espaço de recobrimento M = do toro 

= E‘^/T, com grupo de holonomia P = onde m e n € Z e os geradores 

do grupo são: 

gi{xi,X2) = (xi +L,X2) , g2Íxi,X2) = {xi,X2 +L). (1.6) 

1.2.6 Poliedro Fundamental 

Nas subseções anteriores vimos que os conceitos do grupo de holonomia P são usados 

para, a partir de uma variedade quociente M, reproduzir o espaço de recobrimento 
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Figura 1.4: O poliedro fundamental do toro, com as identificações AB —> DC e 

AD —>■ BC. 

M. Na prática, M é descrita pelo maior domínio simplesmente conexo em M, que 

contenha os pontos que pertencem a M. Este domínio é chamado de Poliedro Fun- 

damental (PF) da variedade M. Um tipo particular de PF é denominado poliedro 

fundamental de Dirichlet, que é definido para um ponto base x E M como: 

PF^{yE M, d(x, y) < d{y, g{x)), G P} , (1.7) 

onde d{a, b) é a distância entre dois pontos a e b. Se a variedade é compacta, o 

PF de Dirichlet é um poliedro convexo e compacto que tem um número finito de 

faces devido a que F é discreto [8]. As faces do PF são análogas por pares isto 

é, a cada face T corresponde uma outra face T' tal que, para cada ponto x E T 

existe outro ponto x' E T', os quais foram gerados do mesmo ponto x E M. Os 

deslocamentos que levam áe T a F' são os geradores do grupo de holonomia F. 

Assim, podemos considerar as faces do PF identificadas. Na Fig. 1.4 é apresentado 

um caso ilustrativo, o toro em duas dimensões = -R^/F, onde as faces AD e 

BC estão identificadas por e as faces AB e DC estão identificadas por Q2. Os 

domínios de Dirichlet dependem do ponto que é escolhido como ponto base. 

1.3 Excluindo algumas Variedades 

As soluções das equações de campo da Relatividade Geral são variedades do tipo 

(M"*, ds^), onde é uma variedade tetradimensional e ds^ é uma métrica lorentzi- 

ana. O número de variedades classificadas pela topologia compatíveis com aquelas 

soluções é grande. Como em todas as áreas da Física, vamos ter várias variedades 

sem relevância porque não estão de acordo com as observações e experiências que 

foram feitas até a atualidade. 
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Para construir modelos do Universo reais mediante variedades, tem-se que impor 

algumas restrições nelas. Uma destas restrições é que a métrica da variedade tem que 

ser uma solução das equações de campo da Relatividade Geral. Assim, uma forma 

de excluir algumas variedades é escolher primeiro as propriedades locais. Nesta 

dissertação, como dissemos anteriormente, escolhemos a solução chamada métrica 

de Robertson-Walker, que tem uma caraterística especial, ela supõe que as seções 

espaciais do Universo são homogêneas e isotrópicas. Existe também a motivação 

de que a variedade candidata seja orientável tanto no espaço como no tempo. A 

orientabilidade temporal tem muito a ver com a orientação do tempo do passado ao 

futuro no Universo. Este é mais um fato de senso comum, que também é imposto na 

relatividade especial e na relatividade geral. Para entender um pouco a motivação de 

que nosso Universo seja orientável no tempo, imaginemos que um astronauta começa 

uma viagem num ponto qualquer. Para ele como para todos nós, o tempo vai do 

passado ao futuro. Ele vai viajando e em cada ponto da sua trajetória a orientação 

continua a mesma; assim, quando voltar para o ponto de partida a orientação do 

tempo vai ter que ser a mesma para qualquer trajetória que ele faça. Uma variedade 

orientável no tempo é difeomorfa ao produto de um intervalo de reta e uma variedade 

tridimesional [7], ou seja; 

= (1.8) 

onde é uma variedade Riemanniana tridimensional e R é uma reta. 

Da Eq. 1.8 pode-se ver que a procura da topologia do Universo se reduz a procu- 

rar a trivariedade M^. Existe outra motivação para considerar que deve ser 

espacialmente orientada [9], baseada no teorema da invariância por transformações 

de CPT ^ e dos produtos CP, PT e CT. A invariância de PT indica que o espaço- 

tempo tem que ser orientável. Como ele é temporalmente orientado, segue que deve 

ser espacialmente orientável H. Com a nossa escolha da métrica RW, ela pode escrita 

como: 

ds^ = c^dt^ — a^{t)do^ . (1.9) 

Esta métrica faz que consideremos a homogeneidade e isotropia em qualquer ponto 

do Universo, o que implica que num certo instante de tempo qualquer observador 

medirá a mesma distribuição de matéria e radiação em qualquer direção que observe. 

Uma consequência disto é que o espaço teria curvatura seccional constante. Existem 

três tipos de geometrias que têm curvatura constante; a esférica, a euclidiana e a 

hiperbólica. Mas, para cada tipo de geometria pode existir um grande número de 

topologias (variedades). 

inversão da carga, P inversão espacial e C inversão temporal. 

II Não consideramos as violações do teorema CPT em casos isolados. 
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1.4 Variedades Riemanníanas Tridimensionais com Curvatura 

Constante: Classificação 

Na subseção anterior, vimos que a procura da topologia do Universo se reduz a es- 

tudar as trivariedades espaciais, orientáveis e de curvatura constante. Nesta seção 

apresentamos de uma maneira rápida e sucinta a classificação destes três tipos de 

geometrias, que pertencem a uma classe mais geral de variedades chamadas local- 

mente homogêneas. Estas variedades podem-se estudar como variedades quociente 

M/V onde M é o espaço de recobrimento universal de M, e F é um grupo discreto 

de isometrias de M sem pontos fixos, chamado grupo de holonomia de M. 

1.4.1 Espaços Tridimensionais Euclidianos 

A métrica para os espaços com geometria euclidiana é bem conhecida [15]; 

d<7^ = dx^ + + sen^Odif^). (1-10) 

O grupo total de isometrias é G = 750(3) = fí? x 50(3) [7]. A classificação dos 

espaços euclidianos depende dos possíveis grupos de holonomia para reproduzir o 

espaço de recobrimento universal, neste caso M — E^. Os elementos do grupo de 

holonomia podem incluir, além da identidade, quaisquer transformações discretas e 

sem ponto fixo. Estas podem ser: translações, movimentos helicoidais e suas com- 

binações. Já é conhecido que existem 18 tipos diferentes de espaços tridimensionais 

locamente euclidianos, 8 deles não-compactos e 10 compactos. Destes 10 compactos, 

só 6 são orientáveis. Na Tab. 1.1 mostramos os geradores dos grupos de holonomia 

para cada um exemplo de cada familia das trivariedades compactas e orientáveis. 

As variedades compactas podem-se visualizar melhor com o PF. Na Fig 1.5 apre- 

sentamos seus poliedros fundamentais e na Tab. 1.1 as possíveis identificações para 

construir estas variedades. Para simplificar os cálculos, vamos considerar que os 

lados dos PF são iguais a L. Para calcular os geradores do grupo de holonomia, 

usamos como origem o ponto B' do cubo, e o centro da face A'B'C'D'E'F' no caso 

do prisma hexagonal. 

1.4.2 Espaços Tridimensionais Esféricos 

Considerando que a triesfera 5^ de raio R é um conjunto de pontos em E^ equidis- 

tantes de um centro, pode-se ver que o grupo completo de isometrias, excluindo 

as inversões, é G = 50(4). O espaço de recobrimento universal para o caso das 

variedades com geometria esférica é M = S^. Todas estas variedades são necessa- 
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C 

C’ 

B C 

Figura 1.5: Poliedros fundamentais das variedades euclidianas com lados iguais a L. 

riamente compactas [7]. A métrica para os espaços com geometria esférica é [15]: 

da^ = dx^ + sen^x{d6^ + sen^Odíp^), (1-11) 

com 0<x<7T, O<0<7reO<yj< 27t. Apresentamos aqui só alguns exemplos 

de r. 

• O Grupo Cíclico de ordem p (F = Zp,p > 2) : Um grupo cíclico tem como 

elementos as potências de um elemento simples **: F = = /}. 

Este tipo de holonomia origina os denominados espaços lentes {S^/Zp). O 

espaço lente mais simples o chamado Espaço Projetivo (P^). Ele é formado 

pelo grupo cíclico de ordem 2, isto é É obtido pela identificação 

de pontos opostos de uma esfera. Ele é orientável. 

• O Grupo Diédrico de Ordem 2m (F = Dp,m > 2): Ele é gerado por dois 

elementos: A e S” tal que, = I, = I e SAS~^ = cA~^, onde c é uma 

m-ésima raiz da unidade. 

• Os Grupos Poliédricos: São os grupos de simetria isomorfos aos de poliedros 

fundamentais em P?. Eles podem ser: o grupo T do tetraedro, o grupo O do 

octaedro e o grupo I do icosaedro. 

O número de grupos de holonomias F nesta geometria, é infinito devido aos parâmetros 

p e m, fazendo com que o número de variedzides esféricas também o seja. Para um 

estudo mais detalhado da classificação das trivariedades com geometria esférica ver 

w  

**Um grupo ciclico Zp pode, por exemplo, ser constituído por potências da raiz p-ésima da 

unidade, Qm = exp(27rmt/p),m = 0, l,2....p — 1. 
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Variedade Geradores 

9i{x,y,z) = (x + L,y,z) 

92{x,y,z) = (x,y + L,z) 

9i{x,y,z) = {x,y,z-l-L) 

Identificações 

Ex 

BCCB' - 

ABB'A' - 

A'B'C'D' 

ADD'A' 

DCCD' 

^ ABC D 

9i{x,y,z) = {x + L,y,z) 

92{x,y,z) = {x,y + L,z) 

93{x,y,z) = {-x,-y,z + L) 

9i{x,y,z) = {x + L,y,z) 

92{x,y,z) = (x,y + L,z) 

93Íx,y,z) = (y,-x,z + L) 

BCCB' 

ABB'A' 

ABC D - 

> ADD'A' 

> DCCD' 

CD'A'B' 

E:í 

BCCB' 

ABB'A' 

ABC D - 

ADD'A' 

DCCD' 

B'C'D'A' 

9i{x,y,z) = {-x,z,y-\-L) 

92{x,y,z) = {-x,z + L,y) 

93Íx,y,z) = (x + L, -y,-z) 
l V l Z /õ /õ 

E. 

92{x, y,z) = {x + ^,y- z) 

93{x, y,z) = {x+^^,y + z) 

g^jx, y, z) = {x, y + Ly/S, z) 

BCCB' 

ABB'A' 

ABCD- 

> C'D'DC 

^ D'A'AD 

C'D'A'B' 

E. 

J ■* \— 7t77"/ \— 7«7 '   ▼~7"/ 

g,{x,y,z) = {^,^-^,Z + L) 

92{x, y,z) = {x + ^,y- z 

93Íx, y,z) = {x-\-^^,y + z) 

g4{x, y, z) = {x,y + L\/3, z) 

ABCDEF - 

AA'F'F ■ 

EE'D'D 

FF'F'F 

C'D'F'F'A'B' 

CC'D'D 

AA'B'B 

^ BB'C'C 

Ee 

ABCDFF - 

AA'F'F 

FF'D'D 

FF'F'F 

^ B'C'D'F'F'A' 

CCD'D 

—> AA!B'B 

-> BB'C'C 

Tabela 1.1; Geradores e identificações de 6 variedades compactas e orientáveis eu- 

clidianas, com referência à Fig. 1.5. 

1.4.3 Espaços Tridimensionais Hiperbólicos 

A métrica dos espaços tridimensionais hiperbólicos com curvatura constante é [15]: 

da^ = + senh^x{d^^ + sen^6d(p^), (1-12) 

com 0<x<oo, O<0<7reO<v?< 27t. Ainda não existe uma classi- 

ficação completa das variedades hiperbólicas. Portanto, nesta seção limitamo-nos a 

apresentar alguns comentários. Considerando que o espaço hiperbólico é uma 

hipersuperfície no espaço de Minkowski, pode-se ver que os elementos dos grupos 

de holonomia nesta geometria são equivalentes a transformações de Lorentz em M^. 

Existe um programa chamado SnapPea [11] no qual pode-se encontrar uma lista 

de 11031 variedades hiperbólicas compactas e orientáveis ordenadas pelo volume. 
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Nele podem-se obter os geradores do grupo de holonomia, o PF, o volume e outras 

informações adicionais. A variedade com o menor volume (com curvatura norma- 

lizada a /ií = — 1) da lista é conhecida como Espaço de Weeks. Aqui só falaremos, 

à maneira de exemplo, dessa variedade: 

• Espaço de Weeks: O PF tem 26 vértices e 18 faces; 12 delas são pentágonos e 

6 são tetrágonos. O volume é 0,942707.... 



Capítulo 2 

Anisotropias da Radiação Cósmica de Fundo 

Neste capítulo vamos estudar algumas das pequenas anisotropias do Universo, asso- 

ciando-as a pequeníis perturbações na métrica de um espaço-tempo, que é tomado 

como espaço-tempo de fundo. As perturbações, que em geral não são invariantes 

de gauge, podem ser invariantes fazendo a escolha de um gauge particular. Aqui 

faremos esta escolha e trabalharemos durante todo o capítulo com as perturbações 

invariantes. Com a métrica no gauge escolhido, vamos calcular as perturbações da 

conexão, do tensor de Ricci, da curvatura escalar e do tensor de Einstein, as quais 

serão consequência de ser perturbada a métrica. Por outro lado, encontraremos uma 

maneira invariante de escrever as pertubações do tensor energia-momento e intro- 

duziremos estes resultados nas equações de campo para as pequenas perturbações. 

Das equações de campo e mais algumas considerações termodinâmicas, vamos en- 

contrar uma equação de movimento geral para as perturbações. 

Na segunda parte deste capítulo, estudamos a propagação dos fótons no espaço- 

tempo perturbado, que tem como métrica a métrica perturbada no gauge escolhi- 

do. Encontraremos que a imposição destas perturbações, tem como consequência a 

aparição de anisotropias na temperatura da Radiação Cósmica de Fundo, efeito que 

é conhecido com o nome de Efeito de Sachs-Wolfe. A partir de agora, para todos 

os cálculos consideraremos c = 1. 

2.1 A Radiação Cósmica de Fundo 

Introduzindo o principio cosmológico* e o postulado de Weyl^ no formalismo da re- 

latividade geral, e imaginando que a matéria no Universo pode-se tratar como um gás 

*0 Universo é homogêneo e isotrópico em cada tempo pcurticular. 
^As linhas de mundo das galáxias designadas como observadores fundamentais, formam um 

conjunto de geodésicas que não se cortam, ortogonais a uma série de superfícies do tipo espaço 

[13]. 

14 
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ideal de poeira^, pode-se chegar a obter o modelo chamado de Friedmann-Lemaitre 

com métrica Robertson Walker (FLRW). Até recentemente, o modelo FLRW estava 

de acordo com as observações astronômicas. O triunfo deste modelo apoiava-se na 

observação de alguns fatos preditos por ele. Entre estes fatos têm-se: a expansão 

do Universo, a observação das abundâncias primordiais de hidrogênio e hélio e a 

observação da Radiação Cósmica de Fundo(RCF). 

A existência de uma RCF que estaria em todo o Universo e que seria isotrópica 

foi proposta em 1946 por Gamow, Alpher e Herman. No ano de 1965, acidental- 

mente, Penzias e Wilson detectaram pela primeira vez aquela radiação de fundo e 

confirmaram a sua natureza isotrópica, já que era a mesma em todas direções do 

céu. A tempertura que mediram foi T ~ 3K, 

Entre 1965 e 1989, experiências feitas com balões indicaram que a radiação tinha 

um espectro de tipo planckiano, ou seja, equivalente a um espectro de corpo negro. 

Em 1989 o satélite COBE foi enviado à órbita pela NASA. Ele mediu outra vez 

a temperatura da RCF, agora com mais precisão. A temperatura medida foi de 

T = 2,735 ± 0,06K. 

Em 1992 o COBE encontrou algumas anisotropias no espectro da radiação de 

fundo. Essas anisotropias eram da ordem de ST/T ~ 10~® numa escala angular de 

10" [16]. Este fato, confirmou as suspeitas de que o Universo não é exatamente ho- 

mogêneo e isotrópico, senão que existem algumas pequenas inhomogeneidades. Es- 

tas inhomogeneidades poderíam ter-se originado nos primórdios do Universo e foram 

evoluindo até hoje, formando algumas estruturas a grande escala como galáxias e 

seus aglomerados, etc. Isto também trouxe como consequência as anisotropias na 

radiação de fundo. 

Para estudar a RCF, supomos que o Universo deve ter começado num estado 

de alta densidade e temperatura. O gás de fótons e matéria do qual o Universo es- 

tava composto nos primórdios, foi se esfriando até chegar à etapa da recombinação. 

Nesta etapa, os prótons e elétrons começaram formar hidrogênio; portanto, o ca- 

minho livre médio para os fótons aumentou e já não tinham muita interação com 

a matéria. Ocorreu assim, um desacoplamento entre matéria e radiação. Os fótons 

quase livres começaram a se propagar por todo o Universo com uma distribuição de 

corpo negro. O limite onde ocorreu o desacoplamento chama-se Ultima Superficie de 

Espalhamento (USE). A USE corresponde à região em que os fótons foram espalha- 

dos pela última vez antes de chegarem aos nossos detectores. Uma consequência do 

modelo padrão da Cosmologia (FLRW), é a relação entre o desvio para o vermelho 

*Esta simplificação foi feita por A. Priedmann entre 1922 e 1924 [13]. 
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e a temperatura, dada pela seguinte relação[13]; 

_ a(to) _ T(t) 

a(t) T(to) • 
(2.1) 

A temperatura medida atualmente é T ~ 2.7K e a temperatura da USE é Tuse = 

3000AT com Zuse ~ 1100, que é equivalente a 10^° ano luz. 

2.2 Perturbações Cosmológicas 

Vamos estudar agora aquelas anisotropias da RCF usando a teoria de perturbações 

cosmológicas. Esta teoria é importante na cosmologia moderna porque mediante ela 

pode-se explicar o crescimento de estruturas a grande escala no Universo e em par- 

ticular, as pequenas anisotropias na RCF. Para fazer o estudo destas perturbações, 

vamos postular um pequeno desvio de um espaço-tempo, o qual é escolhido arbi- 

trariamente e usado como um espaço-tempo de fundo com métrica Neste caso, 

podemos escrever a métrica do espaço-tempo perturbado gap como: 

\ ^ - 9ctp = 9a0 + ^9ap , (2.2) 

onde ôgafi é chamada de perturbação da métrica de fundo g^°^ . As perturbações 

das métricas são construidas usando campos escalares, vetoriais ou tensoriais. Logo, 

elas podem ser de três tipos diferentes: “escalares”,“vetoriais” ou “tensoriais”, de- 

pendendo do tipo do campo com que são construidas [17]. Nesta dissertação vamos 

estudar só aquelas perturbações do tipo “escalar”, pois elas são suficientes para ex- 

plicar as anisotropias da RCF. O modelo de Universo de fundo que vamos escolher 

será o FLRW, o que corresponde a dizer que a métrica g^^ será desse tipo. No caso 

das perturbações “escalares”, a forma mais geral de que funções escalares entrem 

em Sgij é: 

(i) Multiplicando o escalar por um tensor numa hipersuperfície com métrica igual 

à métrica do fundo num tempo constante, ou 

(ii) Calculando suas derivadas covariantes com respeito à métrica de fundo da hiper- 

superfície. 

Portanto, a forma mais gerai de uma perturbação escalar é [18]: 

( 20 \ 

y ~B-i 2{íp')fij — E-ij) j 
5gap = a^iv) J (2.3) 
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onde; <f), i), E e B são campos escalares, 0(77) é o parâmetro de expansão, p é o 

tempo conforme, dr] = a~^{t)dt, indica uma derivada espacial covariante^ com 

relação à métrica da seção espacial: 

lij = <5*j[l + + y^ + , (2.4) 

com /C = —1,0,1 dependendo se o Universo de fundo considerado seja hiperbólico, 

euclidiano ou esférico, respectivamente. 

2.2.1 Invariância de Gauge e Perturbações Cosmológicas 

As transformações de gauge, no contexto das perturbações cosmológicas, como em 

outras áreas da física, estão relacionadas com transformações infinitesimais de coor- 

denadas. Consideremos assim, a seguinte transformação infinitesimal: 

= x'' + e'*(x‘'). (2.5) 

Na Eq. 2.2 apresentamos a forma da métrica perturbada no sistema de coordenadas 

x; no novo sistema de coordenadas x escrevemos agora; 

9a0 = 9aÍ + ^9ap ■ (2.6) 

Temos que fazer a escolha da métrica de fundo Como essa escolha é arbitrária, 

podemos escolher que ela seja também homogênea e isotrópica, ou mesmo = g^^. 

Agora, com a mudança de coordenadas da Eq. 2.5, obtemos: 

= ^9a0 — ^9ap (2.7) 

e vemos que, em geral, as perturbações métricas não são invariantes de gauge e que 

uma condição necessária para isto acontecer é que seja nulo. Para estudar 

melhor as tranformações feitas é conveniente escrever [19]: 

s'‘ = (e\e), (2.8) 

onde a parte espacial pode ser escrita como: 

(2.9) 

a função s é solução da equação: 

(2.10) 

^No caso dos escalares nas hipersuperficies, a derivada covariante é igual à derivada comum 

denotada por . 
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e o vetor transversal £\^ satisfaz a condição: 

(2.11) 

Continuando com o nosso estudo, uma transformação do tipo da Eq. 2.5 nos leva 

a que a perturbação ôçap transforma-se da seguinte maneira^: 

= ôg^^{x) - i (2-12) 

onde a vírgula denota a diferenciação com respeito à variável correspondente ao 

índice seguinte: gfiu,\ = dg^iu/dx^. Usando as Eqs. 2.9-2.11 e a Eq. 2.12, pode-se 

mostrar que os campos escalares a partir dos quais a perturbação foi construida, 

têm as seguintes leis de transformações: 

^ , (2.13) 
a 

^ = V’ + —» (2-14) 
a 

B = B + e^-e', (2.15) 

È = E-e, (2.16) 

onde e' = de/dg. Bardeen em [17], procurou combinações lineares àe 4>, B e E 

que fossem independentes da escolha do gauge, isto é, que elas manteriam 0, '0, B 

e E invariantes [20]. Estas combinações são: 

$ = 0 + {l/a)[{B - E')a]' $ = 0 - {a'/a){B - E'). (2.17) 

Peguemos agora, a variável $ da Eq. 2.17. Fazendo uma transformação do tipo da 

Eq. 2.5, no sistema x será: 

^ = $+{l/a)[{B- È’)a]', (2.18) 

usando as leis de transformação das Eqs.2.16, chega-se a: 

$ = 0 -K {l/a)[{B - E')a]' = $, (2.19) 

o que mostra que $ é uma variável invariante de gauge. Da mesma maneira podemos 

mostrar que ^ 

Nas transformações feitas, podemos fazer a escolha de um sistema (e°,e*) em 

particular. Nesta dissertação vamos escolher o chamado gauge longitudinal ou new- 

toniano, onde os cálculos tornam-se menos complicados. O gauge longitudinal é 

caracterizado pela escolha: 

£ = E e° = E’ -B. (2.20) 

^Ver no apêndice C, como as perturbações de quantidades tensoriais se transformam. 
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Nele, os campos da perturbação ficam: 

'ipi = ip- (a’/a){B - E'), 

Bi = 0, 

Ei = 0, 

(2.21) 

onde o subíndice indica que as quantidades estão no gauge longitudinal. Note- 

mos que, com a nossa imposição, as variáveis <f)i e são equivalentes a $ e ^ 

respectivamente. Vemos também que os graus de liberdades das variáveis da per- 

turbação foram reduzidos de quatro a dois. Isto implica que, qualquer cálculo no 

gauge longitudinal é invariante se fizermos = $ e V’/ = ^ [20]. Finalmente a per- 

turbação métrica invariante de gauge coincide com a perturbação métrica no gauge 

longitudinal, que é: 

ds^ — a^{r]){{l -f 2^)dif — (1 — 2'íf)'yijdx’‘dx^} . (2.22) 

2.2.2 Perturbando a Métrica de RW 

Como dissemos anteriormente, a nossa métrica de fundo será do tipo RW: 

ds^ = c?{'q){drf‘ — jijdx^dx^). (2.23) 

Por outro lado, as equações de Einstein são: 

G% = 8nGT^, (2.24) 

com: 

Gafi — RaP ~^9oí^R ) (2.25) 

onde G é a constante gravitacional, Gap é o tensor de Einstein, Rap é o tensor de 

Ricci e R = R° é a curvatura escalar. Para os cálculos consideramos o tensor de 

Ricci como: 

RaP = r^A./S “ + ^a>X^iT ~ . (2.26) 

Se levarmos em consideração os tensores perturbados: 

G^p = Gf'^ + 5G^p -f- ÔT^, (2.27) 

tem-se que as equações linearizadas para pequenas perturbações são: 

^Gap — STrSTap. (2.28) 
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Estas equações valem para qualquer gauge que escolhamos, em particular para o 

gauge longitudinal. Levando em conta o modelo FLRW, tem-se que as componentes 

do tensor de Einstein sãol': 

+ x:), Gp = 0, = a-^{2n'+ n'^+ K)Ô}, (2.29) 

onde Ti = a'/a. Usando a métrica da Eq. 2.22, as relações do apêndice C, e tirando 

do espaço-tempo de fundo as quantidades necessárias, calculamos os 

<sC = $', <srgi = ®,j, (2.30) 

= dr5„ = -«j, (2.31) 

ár?, = [-2«($ + Í-) - 4'j7„, (2.32) 

írjt = ® ; (2.33) 

OS SRafi'. 

SR^o = - 3^" - + $'). (2.34) 

Para ver a forma de ver apêndice A; 

ÔR^i = -2(^$ -h ^').i, (2.35) 

SRij = [^" -h + $') + 2n'{^ W) - A[2W (2.36) 
O 

+2«"(í + 0)]7y + pnVHi’ + 5Í) + (3® + ®),y ; 

O SR 

SR = -4a“2(V2ír + 3/C^ _ hu{^' + $') _ 

+7‘’®,y - 7”®yr^*); (2.37) 

e, finalmente os SG^: 

JGg = 2a-^[-3n{'H^ -H ^') -h -h 3X:^], 

SG° = 2a-^[H^ + ^'],i, 

(2.38) 

(2.39) 

SG) = -2a-^{[{2n' + + U^' + -H 2m!' - K,^ + 

ÍV^(® - ®)]á- - ^7“(® - ®),«} • (2.40) 

II Ver apêndice A. 
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2.2.3 Perturbando o Tensor Energia-Momento 

Na subseção anterior, encontramos os SG^ no gauge longitudinal. Voltando às 

equações para as perturbações (Eq. 2.28), vemos que para o estudo ser consistente, 

o lado direito dessas equações tem que estar também no gauge longitudinal, por- 

tanto tem que ser invariante. O lado direito é aquele que contém a variação do 

tensor energia-momento ÔTp. Para ele ser invariante de gauge, as suas componentes 

também têm que serem construídas por variáveis invariantes de gauge. Como o ôT^ 

é uma perturbação de um tensor, vai se transformar como; 

Sf^ = ít; + . (2.41) 

A diferença de sinais desta equação com relação à Eq. 2.12 está em que, neste caso 

os tensores perturbado e de fundo são mixtos. 

Usando a Eq. 2.41 e considerando o tensor energia-momento de fundo em um 

Universo FLRW, tem-se as seguintes leis de transformações para as componentes da 

perturbação ST^-. 

Sf° = , 

STf = , 

Sf] = STÍ + £°T-^°^\ 

Por outro lado, impomos que o tenha a forma: 

Tp = {e + p)u^up - p5^, 

com: 

e = 60 +Se, 

p -- Po + Sp, 

e consideramos que no espaço-tempo de fundo escolhido temos: 

Tf>“ = (e„ + , (2.49) 

(2.42) 

(2.43) 

(2.44) 

(2.45) 

(2.46) 

(2.47) 

(2.48) 

onde Se e ôp são as perturbações da densidade de energia e da pressão respectiva- 

mente; €0 e po são a densidade de energia e a pressão no Universo de fundo e com: 
u^o)tx ^ o, o, 0) e uW = (a, 0,0,0). 

Com a Eq. 2.45, o grupo de Eqs. 2.46-2.48 e a Eq. 2.49, chegamos a que a forma 

mais geral da perturbação do tensor energia-momentum,em primeira ordem é [19]: 

ST^ = 
Se (eo-fpo)a ^Sui 

-{to + Po)o,Su^ -ôpô) 
(2.50) 
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Aqui pode-se associar um potencial escalar V à perturbação da trivelocidade do 

fluido ÓUi. Usando as Eqs. 2.42, 2.43, 2.44 e 2.50 temos que: 

(2.51) 

õff = (eo -I- Po)a~^ãui - £,ia(eo + Po), (2.52) 

áij = (-áp + eyjéj. (2.53) 

âp e ôe são perturbações de quantidades escalares, portanto suas transformações 

são**: 

Sê= Ó€ — e°eó, (2.54) 

õp = 6p — £°Pg. (2.55) 

Sui é uma perturbação de uma quantidade vetorial que se transforma como : 

(2.56) 

Notemos que os grupos de Eqs. 2.51-2.53 e Eqs. 2.54-2.56 são equivalentes, e isto 

traz como consequência: 

ST^ = 
Sê {eo+Po)a ^Sui 

-(co + Po)aSü^ -SpS) 
(2.57) 

Isto é, Sfp tem a mesma forma de ST^ (Eq.2.50), com os componentes no sistema x. 

Se agora, em particular, impomos que e e sejam os mesmos do gauge longitudinal 

(Eq. 2.20), para as quantidades invariantes podemos escrever: 

(2.58) 
^^(inv)O ^ ^2.59) 

5Tfr'^)i = (2.60) 

2.2.4 Equações de Movimento 

Agora que já conhecemos os 5G e ST de uma maneira invariante, vamos usar as 

Eqs. 2.28 para encontrar as equações para $ e Usando os conjuntos de Eqs. 2.38- 

2.40 e 2.58- 2.60 obtemos: 

-f ^') -f -h 3X:^ = , (2.61) 

**Ver apêndice C. 

também o apêndice C. 
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+ ^'),i = 47rG'a(e„ + Po)Suf^^^, (2.62) 

[{2n + n'^)^ + m' + + 2W -íc^ + - ms) 

= 47rGa25p(*"")JÍ. (2.63) 

Fazendo i ^ j na Eq. 2.63 e já que as perturbações têm que ter amplitude finita, 

chegamos a: $ = Então, as equações de campo são: 

- 3m' - 3{H^ - /C)$ = , (2.64) 

(a$)[j = 47rGa^(eo +Po)áuf""^, (2.65) 

+ {2%' + H^-K)^ = 47rGa2áp(*""). (2.66) 

Por outro lado, se a pressão depende da densidade de energia e da entropia p — 

p{e, S), podemos escrever as variações de p como [19]: 

Sp = (§)|5& + (^)US = olSe + tSS (2.67) 

onde Cs é a velocidade do som no fiuido. Das equações 2.61, 2.63 e 2.67 chega-se a: 

-f 37/(1 + cl)^' - + (27/' -h (1 + 3c2))(7/2 - /C)$ = ATTGa\5S. (2.68) 

Esta é a equação de movimento que permite estudar a evolução das amplitudes de 

perturbação e voltaremos nela no Cap. 3. 

2.3 Efeito de Sachs-Wolfe 

As anisotropias observadas da RCF, a grande escala^^, estão relacionadas com as 

perturbações da métrica como foi mostrado em 1967 por Sachs e Wolfe [23]. Já que a 

USE acontece depois do tempo em que a densidade de matéria era aproximadamente 

igual que à de radiação, as equações para perturbações métricas na era dominada 

pela matéria, podem ser usadas. 

Sabe-se que os fótons viajam por geodésicas, então começamos estudando a 

geodésica num espaço-tempo perturbado. A equação geral para a geodésica de um 

fóton é: 

^ dx^ _ 

~d^'^ d\ dX ^ 
(2.69) 

í^EscaJas angulares maiores que 1° [22]. 
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sendo A um parâmetro afim. Nas coordenas com; 

dx^ 
p^^ = 

dX ’ 
(2.70) 

tem-se: 

dx^ _ p* 

drj p° 
(2.71) 

Usando propriedades de simetria e antisimetria de tensores, e a relação da Eq. 2.71, 

a Eq. 2.69 toma a forma: 

drj 

dX dpf^ 

dr) dX 
= 9^''{\gap,u - 9va,p) (2.72) 

com = (p°,pO- fazer este estudo, vamos continuar trabalhando no gauge 

longitudinal, ou seja , nossa métrica vai ser a mesma da Eq. 2.22. 

Por outro lado, sabemos que o módulo do trimomento é: 

\P\=P= \l~9ijP"P 1 (2-73) 

e como, em qualquer espaço-tempo os fótons têm massa zero, podemos escrever: 

9m(j>y=p\ (2.74) 

portanto: 

p = a(l -1- $)p” . (2.76) 

Usando as Eq. 2.72-Eq.2.74, encontramos; 

dp° 0 0 i 0 

dr] 07] a ox^ ar] 

Das Eqs.2.75 e 2.76 temos a seguinte equação para p: 

1 dp _ a' 9$ p* ^ 9^ 

pdr] a dx^ p° dr] 

(2.76) 

(2.77) 

É sabido também, que a função de distribuição para a RCF num Universo FLRW é 

dada por [24]: 

^Pf/Tf _ I (2.78) 

onde pf é o módulo do trimomento no espaço-tempo de fundo e T/ é a temperatura 

associada ao espectro, também no fundo. 
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Num espaço-tempo perturbado é conveniente expressar essa distribuição pela 

mesma forma, mas com um novo momento p e uma nova temperatura T, de tal 

modo que: 

p = p^ + Sp T = Tf + ÔT. (2.79) 

Para que a distribuição planckiana em p associada à temperatura T, seja a mesma 

que k de pf associada a Tf, tem-se que satisfazer: 

p T ’ 
(2.80) 

com isto, obtem-se: 

5T Sp ôT 

^ ~p ~f 
(2.81) 

Substituindo a Eq. 2.79 na Eq.2.77, e levando em conta a Eq. 2.81 e que em nosso 

Universo de fundo: 

1 dpf _ a' 

Pf St] a ’ 
(2.82) 

chega-se a: 

dr] T dx^ p^ ^ dr] ‘ 

Desta equação, a 2.71 e lembrando que ^ = ^(ry, a;*) e $ = ^{r],x^), obtem-se: 

+ = (2.84) 

Integrando a Eq.2.84 entre xuse = {'Huse^^use) ^ — (^o,0) temos: 

ÓT ÔT 
0) + ^{r]o, 0) = —{rjusE, ^use) + ^{Vuse, ^use) 

rvo Q 
+ / —{^ + <í)dr). (2.85) 

JrtUSE (J'n 

Calculemos agora o valor das flutuações de temperatura na USE. Como t]use ~ 

10“^, podemos fazer a seguinte aproximação para as três geometrias: 

a (X ; (2.86) 

e como, pela expansão do Universo: 

r oc a ^, (2.87) 
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Figura 2.1: Ilustração dos efeitos Sachs-Wolfe ordinário e integrado [19] 

chega-se a: 

^ 
~T ~ ~3J' 

(2.88) 

Por outro lado, a dilatação do tempo está relacionada com <&, já que uma perturbação 

na parte temporal da métrica traz como consequência uma dilatação temporal [26]. 

Esta relação é dada por [27]: 

St 
— = $. (2.89) 

L 

Das Eqs. 2.88 e 2.89 vemos que na era da USE: 

— - 
T ~ 3^ 

(2.90) 

Portanto, a Eq. 2.85 toma a forma (notando que $(77,,, 0) é desprezível) e como 

ST_ 

T 

1 f^O 
iVo, 0) = ~^{xuse) + 2 / ; 

o OU 
(2.91) 

'f)usE drj 

desta equação podemos ver dois tipos de contribuição para as anisotropias da RCF: 

(i) No primero termo da Eq. 2.91, as flutuações da densidade de perturbações $ na 

USE, faz que os fótons tenham percorrido geodésicas diferentes, geódesicas 

que os fótons seguem até serem observados no tempo presente(e/eíío Sachs- 

Wolfe ordinário)-, 
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(ii) No segundo termo da soma, a variação das perturbações do campo gravitacional 

no trajeto dos fótons entre tjuse e rjo faz com que as geodésicas tenham al- 

ETuns desvios e_assim. aleumas flutuações de temoeratura (efeito Sachs-Wolfe 

1 



Capítulo 3 

Restrições da RCF: Espaço Euclidiano 

No capítulo anterior realizamos um estudo das amplitudes de perturbação $ da 

métrica RW, encontrando a sua equação de movimento. Também estudamos a 

relação entre as flutuações de temperatura 5T/T no Universo e essas amplitudes 

(efeito Sachs-Wolfe). Neste capítulo, vamos estudar a equação de movimento para 

os $ e o efeito de Sachs-Wolfe no espaço euclidiano para um caso de Universo 

adiabático. Vamos fazer os estudos nos casos do espaço euclidiano simplesmente 

conexo e dos espaços multiplamente conexos. Usando os geradores Qí do grupo de 

holonomia T de cada um dos possíveis espaços euclideanos multiplamente conexos, 

orientáveis e compactos que foram apresentados no Cap. 1, estudaremos as restrições 

nas flutuações de temperatura. Desta forma, calcularemos a função de correlação e o 

espectro de potências para cada caso, incluindo o do simplesmente conexo. Veremos 

que impor as condições de contorno à equação de movimento traz como conseqüência 

estas restrições, o que por sua vez, fornece uma caraterística diferente às funções de 

correlação e aos espectro de potência para cada caso. 

3.1 Flutuações de Temperatura nos Espaços Euclidianos: 

Efeito de Sachs-Wolfe em 

A flutuação de temperatura 5T/T, como foi apresentada na Eq. 2.91, está rela- 

cionada com as amplitudes de perturbação $. Então, começamos estudando as 

equações de movimento para $ (Eq. 2.68) em um espaço euclideano e em um Uni- 

verso adiabático {SS = 0). Para resolver esta equação, é útil fazer a seguinte sepa- 

ração de variáveis: 

^rj,x) = F{r)Mx). (3.1) 

Introduzindo esta separação na Eq. 2.68, obtemos as seguintes equações: 

F" + 3n{l + cl)F' + [m' + (1 + 3c2)(?/2 _ /c) + dk'^]F = 0, (3.2) 

28 
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(V^ + k^)^ = 0. (3.3) 

O estudo que faremos será na éra dominada pela matéria, nela a velocidade do som 

é nula (cg = 0). Em um espaço euclidiano a curvatura espacial é também nula 

(/C = 0), então a equação para a parte temporal (Eq. 3.2) fica: 

F" + mr' + {2%' + n^)F = o. (3.4) 

Por outro lado, o parâmetro 1-L (vide seção 2.2) no caso do espaço euclidiano, onde 

a{rf) oc 7/^, é dado por: 

^ = n' = ^, ' (3.5) 
T) r]^ 

com isto a Eq. 3.4 toma a forma: 

F" + -F' = 0 , (3.6) 
V 

a qual tem como solução a função: 

F = A + ^, (3.7) 

com A e B constantes. Introduzindo a solução da Eq. 3.7 na Eq. 2.91, vemos que 

o segundo termo da soma pode ser desprezado já que ela é proporcional a 77“®. 

Portanto, no espaço euclidiano, as fiutuações de temperatura se devem só ao efeito 

de Sachs-Wolfe ordinário, isto é: 

ST 1 1 
-^(xo) = ■^^{'HuseiXuse) — ■^F{rjusE)'^{xusE) • (3.8) 

Para um fóton no espaço euclidiano cumpre-se: 

\xuse\ — VUSE — / 
Jtl 

Já que tu SE « U, escrevemos: 

dt 

tuSE 0(í) 

/•‘o dt ^ r*o dt _ 

JtvsE a{t) ~ Jo a(t) ' 

Então a Eq. 3.8 será: 

— {Xo) oc ^{xuse), \xuse\ — Vo ) 

(3.9) 

(3.10) 

(3.11) 

onde Xo = {vo, 0). A Eq. 3.3 é chamada equação de Helmholtz, que pode ser resolvida 

através de uma combinação linear de autofunções 

<S/(x)= j , (3.12) 
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onde os são autofunções do laplaciano: 

(3.13) 

Como é bem sabido, o laplaciano depende da curvatura e das 

derivadas covariantes Os são coeficientes onde estão contidas todas as in- 

formações para as perturbações iniciais em um tempo determindado. 

3.2 Função de Correlação e Espectro de Potências: 

Como ve-se na Eq. 3.10, Xuse tem uma magnitude constante, por tanto a função 

ôT/T é basicamente bidimensional, só depende de {0,(j>). 5T/T{x\) indica qual é a 

flutuação de temperatura em uma direção x\, |xi| = r^o • Para que ÔT/T possa ser 

comparada com as observações, usa-se a chamada função de correlação C{x\,X2), 

a qual indica a relação que existe entre a medida das flutuações em duas direções 

diferentes. Ela é definida como : 

C{xi,X2) 
,5T 
(—(a;i) —(2:2)), (3.14) 

onde o () denota uma média sobre o emsemble tomado sobre a orientação das ob- 

servações . As flutuações ÔT/T são observadas sobre uma esfera de raio constante 

rjo por tanto, elas podem ser descompostas em harmônicos esféricos: 

ST 

Im 
(3.15) 

com X na superficie da esfera de raio 770. A propriedade de ortonormalidade dos 

harmônicos esféricos é * : 

J Pí'm' {0, (p)díl = ÔiySf^ (3.16) 

e usando as Eqs. 3.15 e 3.16 tem-se que: 

Oi„ = j ^(x)Yi„(e,ip)da. (3.17) 

Por outro lado, C{xi,X2) pode ser escrito como: 

C{xuX2) /^’^CiP,{cosa), (3.18) 

Nesta dissertação, para as propriedades dos harmônicos esféricos usamos [29] 
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onde a é o ângulo entre x\ e X2 e Pi são os polinomios de Legendre. A função Ci é 

chamada espectro de potências, a qual esta relacionada com os coeficentes aim- Ela 

é dada por [24]: 

Ci^ y (3.19) 
z 2/ + 1 ^ ^ m=—l 

Teoricamente Ci pode ser calculada, e pode ser comparada estatisticamente com os 

dados observacionais. 

3.3 Gaussianídade 

As amplitudes da perturbação $ têm uma natureza estatística, mas pela expansão da 

Eq. 3.12 toda essa natureza fica contida nos coeficentes Assim, todas as hipóteses 

e predições para as perturbações iniciais continuam válidas para os coeficientes da 

expansão. Em vários modelos se assume que o comportamento estatístico é de 

natureza gaussiana como qualquer outro processo randômico. Se os têm uma 

estatística gaussiana eles satisfazêm: 

- *:') ■ (3-20) 

depende das condições iniciais que se impõem à USE. Existem vários mode- 

los para explicar a aparição e evolução das estruturas a grande escala do Universo; 

um deles é o chamado Cold Dark Matter(CDM), o qual supõe que a densidade de 

massa está dominada por uma matéria escura. Ele é baseado nos seguintes pontos: 

(i)0 = 1, A = 0; (ii) condições iniciais adiabáticas, gaussianas e de escala invariantel 

[31]. Em [32] calculam-se as funções de correlação e o espectro angular de potências 

da RCF em um universo plano simplesmente conexo dominado pela matéria escura. 

Bond et al.[32] usam P^ igual à chamada escala invariante, a qual é associada ao 

modelo inflacionário. A partir de agora usaremos como espectro: 

P^{k) (X k"‘~^, n£Z,n>0, (3-21) 

o qual é uma generalização do espectro P^ chamado de espectro de escala invariante 

de Harrison-Zerdovich: 

P^{k) oc k-^. (3.22) 

A motivação para usar o espectro de escala invariante deve-se à coincidência dos 

cálculos feitos por Bond et al. em [32], com alguns resultados experimentais encon- 

trados pelo COBE apresentados por Smoot et al. em [16]. 

^Tem-se outras condições que não vão ser relevantes para nossos estudos. 
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3.4 RCF em um Universo Euclidiano 

O estudo da RCF vai ser no fundo, o estudo da função de correlação entre dois 

pontos do céu e do espectro de potências. Para isto, precisamos conhecer a forma 

das amplitudes de perturbação. Pelo efeito Sachs-Wolfe, estas estão relacionadas 

com as flutuações de temperatura. A parte espacial das amplitudes satisfaz a Eq. 3.3 

com o operador no espaço euclidiano. Assim, vamos tratar estas soluções de duas 

maneiras; a primeira para um espaço euclidiano simplesmente conexo e a segunda, 

para espaços euclidianos multiplamente conexos. Usando a métrica da geometria 

euclidiana (Eq. 1.10) em coordenadas cartesianas na Eq. 3.13, temos que para um 

espaço euclidiano os satisfazem: 

+ + (3.23) 

3.4.1 RCF em um Universo Euclidiano Simplesmente Conexo 

No caso do espaço euclidiano simplesmente conexo, as soluções da equação de auto- 

valores (Eq. 3.23) são ondas planas. Portanto, a parte espacial das perturbações $ 
f 
e : 

'iífix) = I ■ (3.24) 

Neste caso então, podemos escrever as flutuações de temperatura como: 

^ oc 'F(f) = I (3.25) 

com £ G à USE. 

Vamos agora, calcular a função de correlação para este caso. Usando a Eq. 3.14 

e a Eq. 3.20 tem-se que: 

C(fi, X2) = 27t2 I . (3.26) 

Para obtermos o espectro de potência temos que conhecer primeiro a forma dos 

coeficentes Da Eq. 3.17, com algumas propriedades dos harmônicos esféricos e 

levando em consideração que^ [33]: 

W , (3.27) 
Itn 

chegamos a: 

aim = 47tz' J d^k(t}0i{kr]o)Y*^{a, p). (3.28) 

^Notemos que os ângulos (a, j3) estão no espaço dos momentos e {6, ip) no espaço de coordenadas. 
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Para calcular o espectro de pontências usamos a Eq. 3.28 e algumas propriedades 

dos harmônicos esféricos e encontramos: 

/* Jc 
C,=Sir^ I (3.29) 

Se integrarmos esta equação, usando a forma do espectro da forma da Eq. 3.21 

obtemos: 

Cl oc 
r(^)p(/ + ^) 

r(^)r(/ + ^)’ 
í > 2,0 < n < 4. (3.30) 

Se agora, normalizarmos C/ com respeito ao espectro de potências do dipolo (Z = 2) 

ela toma a forma conhecida e apresentada em [32], [28]: 

Ci = C2 
r(^)r(/ + ^) ’ 

l>2. (3.31) 

Este resultado é compatível com as observações do COBE [16]. 

3.4.2 RCF nos Universos Euclidianos Multiplamente Conexos 

Nesta seção vamos estudar a Eq. 3.13 nos espaços multiplamente conexos. Este 

estudo será feito no poliedro fundamental de cada trivariedade euclidiana orientável 

e compacta apresentada na Tab. 1.1, com a imposição das condições de contorno em 

cada caso. As condições de contorno para todos os casos vão ter a forma: 

ST, . ST ^ . 
— {x,y,z) = jr[9i{x,y,x)], (3.32) 

onde os Çi são os geradores do grupo de holonomia T de uma topologia dada. Por 

outro lado, a expressão de ST/T vai ser uma soma (em vez de integral) de soluções 

da Eq. 3.13. Ou seja: 

^(f) oc (3.33) 
^ k 

Analisemos cada uma das variedades multiplamente conexas. 

3.4.3 Variedade Ei: Universo Toroidal 

Da Tab. 1.1 temos três geradores. Usemos agora, o gerador gi na condição da 

Eq. 3.32: 

ST ST ST 
— {x,y,z) = Y[91 Vi z)\ = jr{^ + L,y,z), (3.34) 

usando a Eq.3.33 teremos: 

E = E (3-35) 
k\k2kz kikikz 
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com k = {kl, k2, k^). A Eq. 3.35 será válida se e somente se: 

= 1; (3.36) 

portanto: 

ki = ^^, meZ. (3.37) 
1j 

Semelhantemente, usando os outros geradores na condição da Eq. 3.32, obtemos as 

seguintes restrições para as componentes do vetor de onda: 

portanto: 

5T. . 5T. . ^ 5T. . 
9 = 92-= ^[52(3;,y,z)] - —(a;, y + l,z), 

, 27m2 ^ „ 
«2 — ~Y~ >^2 ^ Z , 

(3.38) 

(3.39) 

ÓT, , ÓT 
— (x,y,z) = Y 

O módulo do vetor de onda é: 

9 = 93: ^(x,y,z) = ^[g3(x,y,z)]—^k3 = ^^ 

2n 

T 

daí, pode-se encontrar um valor mínimo: 

2yr j  
k{ni,n2,ri3) = +nl-\-nl, 

ri3eZ. (3.40) 

(3.41) 

0'jr 
K,in = *(1,0,0) = *(0,1,0) = fc(0,0,1) = -^ . (3.42) 

Neste caso a função de correlação, supondo também que as flutuações inicias são do 

tipo gaussiano, é: 

C{xi,X2) = 27t2 V ^e^Uxi-Í2) (3.43) 

e os coeficientes aim- 

aim = 4tví^ ^kMf^Vo)yi*m{(^, (5) • (3.44) 
k 

O espectro de potências tem a forma§: 

Cl = 87t^ i^yo), (3.45) 

e para o espectro da forma da Eq. 3.21, o espectro de potências será: 

Cl ocYi k'^~"^jf{kr)o). (3.46) 
k 

^ Estes coeficientes devem ser comparados com os obtidos das observações do COBE, o que leva 

a restrições sobre os valores de L. Aqui não faremos essas comparações. Para isso ver [28], [39], 

[36] e [37]. 



Capítulo 3. Restrições da RCF: Espaço Euclidiano 35 

3.4.4 Variedade E2 

Na Tab. 1.1 temos os geradores Çi do grupo de holonomia F para esta variedade. 

Além de Qí, os elementos g G T também podem ser produtos dos Çi, os quais são 

chamadas de palavras. Com estas palavras construimos o espaço Ei, que é um espaço 

de recobrimento comum a todas as variedades da Tab. 1.1. O procedimento para os 

geradores gi e Q2 é igual ao do caso anterior, e obtemos: 

9 = 9i- ^(x,y,z) = ^[gi{x,y,z)] —ki = ni e Z, (3.47) 

ST ST   27012 
9 = 92- y, z) = —192(x, y, z)\ —> k2 = -j— > 

Para o caso de ^3 temos: 

ST ôT ST 
— {x, y, z) = —[^3(2:, y, z)\ = —{-X, -y, z + L), 

o qual, pela Eq. 3.33 nos leva a: 

TI2 G Z. (3.48) 

(3.49) 

kik^kz k\k2k3 

renomeando os índices das somas e passando ao primeiro membro temos: 

E (•PhM. - =0; 
kihíks 

isto é verdadeiro se e somente se: 

^kikikz ~ fci—* • 

Por outro lado, para a palavra temos que: 

ST, X ST^ 2/ ST. 
— {x,y,z) = ^[y3(a;,y,z)] = —{x,y,z + 2L), 

a qual e verdadeira se: 

(3.50) 

(3.51) 

(3.52) 

(3.53) 

^2ik3L ^ ^. (3.54) 

portanto: 

2 ÒT . . ÔT r 2/ M 7 ^^3 
9 = 93 ■ y, z) = V, ^)] —^ , 

Usando a Eq. 3.55 na Eq. 3.52 tem-se a condição: 

ri3 € Z. (3.55) 

ÔT ÔT 
9 = 93- ^ ^^3(2;, y, z)] —. (3.56) 
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Para este espaço o módulo do vetor de onde k é: 

k = ^y«i + «2 + (y)^- (3.57) 

As únicas condições que tem que cumprir ni e n2 é que sejam inteiros (Eqs. 3.47 

e 3.48), no entanto TI3 tem que cumprir com as Eqs. 3.55 e 3.56 assim, se fazemos 

ni = ri2 = 0 temos que o mínimo valor de «3, seria «3 = 2. Desta forma, pode-se 

encontrar que existe um valor mínimo: 

Oyr 
kmin = k{l, 0,0) = A:(0,1,0) = k{0,0,2) = —. ^ (3.58) 

Voltando à definição da função de correlação na Eq. 3.14, pode-se ver que ela esta 

diretamente relacionada com < > da Eq. 3.20, que nos indica que não existe 

relação entre os 0jg. No caso de um Universo simplesmente conexo e no caso do Uni- 

verso Toroidal (Ei), esta afirmação continua sendo válida. No caso de um Universo 

do tipo E2 existe uma relação entre alguns dada pela Eq. 3.56, então podemos 

escrever: 

27t2 
^{-ki-k2k3){k[k'2k's)^ ® ) , (3.59) 

com isto, a função de correlação é: 

C{xi,X2) = 2tt^ V -h ^ (3 50) 
k « 

onde ko = (——^2, ^3)- Os coeficientes aim têm a mesma forma que para Ei 

(Eq. 3.44). Usando a Eq. 3.59 temos que espectro de potências toma a forma: 

00^4 p 

C< = ãTT Ç ç X) + . (3.61) 

onde a„ e são os ângulos da direção do vector ko. Pode-se encontrar que: 

a„ = a, Po = ^ + ■ (3.62) 

Se usamos a Eq. 3.62 na Eq. 3.61 e levamos em consideração que para os harmônicos 

esféricos cumpre-se: 

yim(o!o, Po) = Virnia, p + n) = Yim{oí, , (3.63) 

tem-se que a expressão para o espectro de potências fica: 

a = Ç Ç . (3.64) 

Finalmente, para o espectro da Eq. 3.21, o espectro de potências será: 

C, cx 5; (t%) E |5)m(a. «I"(l + e‘'<"»+’">). (3.65) 
k m 

Este resultado, como quase todos os obtidos para Ci neste capítulo, concordam com 

os de Levin et al.[37]. Existe uma pequena diferença para um Universo de tipo E^. 
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3.4.5 Variedade E3 

Como no caso do E2, vamos usar os geradores e outras palavras para gerar o espaço 

de recobrimento Ei. Para o caso de çi e g2 o procedimento é o mesmo que para 

de El, então: 

ST 27rni 
9 = 9i- -j{x,y,z) = -Y[9Á^^y^^)\—niEZ, (3.66) 

5T^ ^ ST, , M , 27m2 
9 = 92- -jtÍx, y, z) - —192{x, y, z)] —fca = —^ , ri2 G Z. (3.67) 

Para os seguintes casos os procedimentos são parecidos aos casos de 93 e gl de E2, 

portanto: 

4 ( \ r 4/ M . ; ^^3 
9 = 9z- = -Y\9z\.x,y,z)\ —^ ^3 = , 713 ê Z. (3.68) 

9 ^9i- y, z) = ^[gzix, y, z)] —>• (^kih2k3 = . (3-69) 

ST ST 
9 = 9Í- 9' = -jT^9Í{x, y, z)] —^ 4>kik2k3 = , (3.70) 

ST ST 
9 = gl- y, z) = ^[9Í(x, y, z)] —>> (f>kik2k3 = • (3-71) \'^ 7 tf 7 ^ / rp 

—♦ 
Neste caso o módulo do vetor k será: 

27T 
k = Y\Jni + nl + (^)2. (3.72) 

Para encontrar o valor mínimo de k temos que levar em conta que o na tem que 

cumprir com o grupo de Eqs. 3.68- 3.71. Com isto, o valor mínimo para o módulo 

de k é: 

O-TT 
kmin = k{l, 0,0) = A:(0,1,0) = k{0,0,4) = — (3.73) 

Neste tipo de Universo a função de correlação e o espectro de potências terão três 

contribuições em < >. Estas contribuições são conseqüência das relações das 

Eqs. 3.69, 3.70 e 3.71. Podemos escrever então: 

27t2 
^ ^ic^k' f,3 ^Á^kk' + ^{k2-kik3)(k\k'^k'^)^ + S{-ki-k2k3){k[k'^k'^)^ 

tnsir 

. (3.74) 
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Agora a função de correlação será: 

C{xi,X2) = 2tt^ Y] ^ ^inm/2^-iko.ã;2 (3 75) 

_^g3W2g-tfc".Í2) ^ 

com: ko = {k2, -ki, ks), k'„ = {-ki, -k2, ks) e k" = {-k2, ki, ks). 

Os coeficientes têm a mesma forma que para E\ (Eq. 3.44). O espectro de 

potências é: 

327r‘^ 
1 

k 
Cl = ^ E E mi«,(oi, /3) + (3.76) 

+Íl„(a', Ã)e“"» + y,„«, , 

onde os ângulos («0,^0), (o!Ó,/3ó) e estão relacionados aos vetores ko, kg e 
—# 
A:" respectivamente. Pode-se encontrar que: 

a = ag = a'g = a", (3.77) 

P = f!c-\=P'o-n = K-^\- (3.78) 

Usando as Eq. 3.77 e 3.78, temos que o Ci toma a forma: 

Cl = Ç E + e*"/2(n3+m) ^i.{n,+m) (3 79) 

_l_g3t7r/2(n3-|-m)) 

para o espectro da Eq. 3.21, o espectro de potências é: 

a OC E E )3)P(1 + e'"/2(n3+m) gi,r(n3+m) (3 ^9) 
k m 

_|_g3i7r/2(n3+m)) 

3.4.6 Variedade £^4 

À parte os geradores do grupo de holonomia dados na Tab. 1.1, temos que os Çi 

também podem ser palavras com as quais construímos o espaço de recobrimento 

£1', que é um espaço de recobrimento de todas as variedades da Tab. 1.1 , então as 

formas que o e os <j>^ podem tomar são: 

9 = 9Í-- y, z) = y, z)] —>■ = 1 (3.81) 

^ Aqui usamos os geradores de £4 obtidos por Gomerofvide [35]) e os geradores de £1 obtidos pelo 

mesmo autor. Um Ei com estes geradores tem volume menor do que os recobrimentos anteriores 

do tipo El. 
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5T 
9 = 9i ^92 : '^2(2:, y, z)] —^ e ‘''^LgifcaL = i 

Usando as Eqs. 3.81 e 3.82 tem-se que: 

í^27T ^ 
«2 = ) «2 G ; 

com e Q2 temos: 

. . ÔT p , M jL j ikíL 
9 = 91- jr{x, y, Z) = -jT^yiix, y, z)\ —>• (f>k,k:,k3 = (t>-kik3k2e 

(3.82) 

(3.83) 

(3.84) 

ÔT ÔT 
9 = 92- ^ -jr[92Íx,y,z)] —>■ <f>k,k2k3 = 0-fcife3fc2e**®^ • (3-85) 

Com as Eqs. 3.84 e 3.85 encontramos: 

k^ = k^ + ^ ^peZ. 

Finalmente temos mais duas restrições: 

(3.86) 

o ^'-1 ' / \ ÔT* r o / . T . TTTT-I / n 
9 = 9l- -7jr^x,y,z) =—[gl{x,y,z)\—= rii e Z, (3.87) 

ÔT ÔT 
9 = 93- -jtÍx, y, z) = -YÍ93ÍX, y, z)] —>■ 4>kik2k3 = <Í>ki-k2-k3e^"""''. (3.88) 

Da Eq. 3.86 vemos que as restrições das Eqs. 3.84 e 3.85 são equivalentes. Usando 

a Eq. 3.83 nelas obtem-se: 

0feife2fc3 == 4>-kikak2^^'^^^ ■ (3.89) 

Assim, a forma do módulo do vetor de onda é: 

* = Y\/(y)'+ (?)' + (?)'• 

Levando em conta as restrições econtradas, pode-se achar o valor mínimo de k: 

7T\/3 
^min — ^(1) 1> 1) — 

L ’ 
(3.91) 

A relação entre os está dada por: 

27t2 
^k^i? ~j^^<l>(^kk' ^{ki-k2-k3){k[k'2k'^)^ ^ + ^(-kik3k2)(k[k'2k'^)^ ^) ■ (3.92) 

A função de correlação é, neste caso: 

C{xu X2) = 27t2 V -b + gi7rn2g-ifcLí2) ^ (3 93) 
u « 
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com; ico = {h, -/c2, ~h) e k'„ = (-fci, h, k2). 

Os coeíicentes aim têm a mesma forma que para Ei (Eq. 3.44). Usando a Eq. 3.92, 

o espectro de potências será: 

c, = Ç miÁa, P) + YUoo, Po)e‘”' (3.94) 

onde {cxo,Po) e {cx'„,^o) estão relacionados com os vetores k„ e kg respectivamente^L 

Pode-se encontrar que: 

ao = a, = /?-}- 7T, (3.95) 

e: 

ag = 7T-a, = (3.96) 

Usando as Eqs. 3.95 e 3.96, mais algumas propriedades dos harmônicos esféricos, 

tem-se que o Ci toma a forma: 

Cl = E E P){Y,^a, /3)(1 + «-(".+"•)) (3.97) 

com a Eq. 3.21, o espectro de potências será; 

C, (X E*"“'‘j?(*:>)o)EC(“.-8){5"i-»(“.«(1 (3.98) 
k m 

3.4.7 Variedade 

Os geradores do grupo P neste caso são quatro. Os g, também são as palavras com as 

quais geramos o espaço de recobrimento £^i, pois este é um espaço de recobrimento 

comum de todas as variedades. Então temos para Q2 ^ 93- 

P = í/2 : 

9^93- 

ÔT , . àT T , XI iV3k,L 
—(a;,y,2) = — [P2(a:,y,2:)]—)■ e 2 e 2 

ST 
{x,y,z) = jr[93{x,y,z)] 

3t/ci L . y/SkoL 

= 1, (3.99) 

= 1. (3.100) 

II Neste caso, excepcionalmente, o eixo polax (a = 0) foi escolhido na direção ki. 
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Das Eqs 3.99 e 3.100 tem-se: 

Para e gf temos: 

h = 
27rni 

3L 

ST ( M 2n27T 
g = gi-. = — b4(a:,?/,2)]—= 

(3.101) 

,ri2 G Z, (3.102) 

q Ó1 * . . ô'l ' r / .. , 27r?7'3 „ /_ ^ , 
5 = 5?: —{x, y, z) = -^[gi{x, y, z)] —> ka ^ , na e Z. (3.103) 

Finalmente para e gf, levando em conta as formas de ki, k2 e ka encontradas, 

tem-se que: 

ST, . ST 
5 = 5i: = ^[gi[x,y,z)\ (3.104) 

^klkikz —fci +<;2\/3^^ —fc, v'3—fcq * ’ ®-)fc3 

6T ST, 
9 = 9i- = ^[9l{^,y,z)] rji 

4iirn 
^ 4^kik2k3 -ti y/S-ky, ^ 

Portanto, o módulo do vetor de onda será: 

(3.105) 

(3.106) 

O valor mínimo, que não contradiz as restrições, para este módulo é: 

27T 
kmin = ^(1,0,0) = — (3.107) 

A função de correlação, como nos casos anteriores, também vai depender das relações 

entre </>jg. Esta relação pode-se escrever como: 

27t2 
< ^k^í? ~j^PÁSkk' (3.108) 

de onde se obtém C(£i,:?2) como acima. 

Os üim têm a mesma forma que para E\ (Eq. 3.44). No entanto, os espectro de 

potências tem a forma: 

2 
k 

327t'‘ 
c, = E E ^)(y,„(a, 0) + (3.109) 

+Yim(a'o,0'„)e-^), 

onde («o,^o) e (a^,/?') são as coordenadas angulares dos vetores: 
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t — (-ki+k2y/3 -kiV3-k2 u \ 
V 2 ’ 2 ’ 

Os ângulos satisfazem: 

a = ao = a'^, (3.110) 

/O n Stt 47T . 
/5 = /5o + y=/3; + y. (3.111) 

Com as Eqs. 3.110 e 3.111 tem-se que Ci é: 

= 1^ Ç E l^m(tt, ^)|"(1 + _ (3 112) 

Usando a Eq. 3.21, o espectro de potências será: 

Cl oc'£k^~^jf(kVo) E\Yim(a,P)Wl -h -h . (3.113) 
k m 

3.4.8 Variedade Ee 

Os geradores de F neste caso, também são quatro (vide Tab. 1.1). Os gi também 

são as palavras com as quais geramos o espaço de recobrimento Ei. Então temos 

para 92 e 93: 

9 = 92-- ^{x,y,z) = ^[92{x,y,z)]—= 1, (3.114) 

9 = 93- ^(x,y,z) = ^[í/3(a;,í/,2)] —>■ = 1, (3.115) 

Das Eq. 3.114 e 3.115 temos: 

. 2ni7r „ 
kl = -jj- , m e Z. 

Para 94 e gf temos: 

(3.116) 

ST. . ST. . .. , 2n2TT ^ 
9 = 9a- —{^,y,z) = jr[94{x,y,z)\—= ,ri2 e Z, (3.117) 

9 = 9t- ^(a^,2/,^) = ^bi(^,y,^)]—^^3 = ^ ,ri3eZ. (3.118) 
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Finalmente, com ajuda das Eqs. 3.116, 3,117 e 3.118, para os outros casos de Çi, 

temos: 

ÔT ÔT 
9 = 9i- =-Y[9i{x,y,z)] (3.119) 

^klk2k3 +A:^-v/3^^ ^ ’ -)ka 

2 ( \ r 2[ \i 
9^9i- =-^[5i(a;,2/,^)] (3.120) 

^kikíks ^ 

ÔT ÔT 
9 = 9l- ^ ^)] —^ <Pkik2k3 = , (3.121) 

4 ÔT ÔT 4 
9 = 9i- (3.122) 

^ 4^klk2k3 0^ -*l -kyVã^^k^ V3-k2 
4in^7r 

*-)fcs 

5 ÔT 5T 5 , 
9 = 9i-- ^3^,2/,^) = ^I5i(^,y,2í)] (3.123) 

Sm^TT 
^k\k2k3 ^I kj-k2V3^^ki \/3+fc2 ^ ’-)k3 

o módulo do vetor de onda será: 

(3.124) 

Concordando com as restrições, pode-se encontrar que existe um mínimo valor de 

k, que é: 

27T 
kmin = A:(1,0,0) = 

LV3' 
(3.125) 

Levando em conta as relações entre os (f>^ neste caso, obtém-se a função de correlação. 

Os ttim têm a mesma forma que para Ei (Eq. 3.44). No entanto, levando en 

conta as relações entre os ângulos (a,^), e os ângulos relacionados com os vetores 

ka), (^2i|=i ^ ka), (-fei-fe2V3, ks) e 
—1^^, ki-\/S -1- k2, ka), os espectro de potências tem a forma: 

Cl = Y1 X! I^m(a, /5)|^(1 + e 
iirin3+m) 2iir(n3+m) 

3— + e ?— (3.126) 

^^iAn3+m) ^ ^ 
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para o espectro de escala do tipo da Eq. 3.21, o espectro de potências se é: 

Cl oc 51 /d)P(l + e ^ ^ + e ^ (3.127) 
k rn 

Essas expressões para Ci podem ser comparadas com os dados do COBE (e agora 

também do satélite WMAP), para estebelecer os limites de cada modelo. Mas, para 

ter uma forma mais real dos Ci e fazer essa comparação, precisamos levar em conta 

um modelo com constante cosmológica. 



Capítulo 4 

Comentários Finais 

Várias características das flutuações de temperatura da RCF serão alteradas se a 

topologia do Universo for multiplamente conexa. Essas diferenças são : 

* O espectro das flutuações é discreto, em vez de contínuo como no caso de 

um Universo simplesmente conexo. A parte temporal das flutuações depende 

só da geometria (ver Eq. 3.2). No entanto, a parte espacial depende das auto- 

funções da equação de Helmholtz (Eq. 3.3) dentro do poliedro fundamental, as 

quais cumprirão as condições de contorno para cada caso. Em nosso estudo, 

foram encontradas as soluções destas duas equações para o caso das topolo- 

gias multiplamente conexas, orientáveis e compactas de geometria euclidiana, 

e sem constante cosmológica. Com isto encontramos que o efeito de Sachs- 

Wolfe, que está diretamente relacionado com as perturbações (Eq. 2.91) e só 

tem contribuição das flutuações que apareceram na USE (efecto Sachs-Wolfe 

ordinário). 

* A gaussianidade parece ser quebrada. Continuando com o estudo, en- 

contramos a existência de relações entre os (/>jg para todos os casos com ex- 

cessão do E\ (Universo toroidal). A gaussianidade (Eq. 3.20) nos indica que 

duas diferentes flutuações são independentes. No entanto no caso dos espaços 

multiplamente conexos encontra-se que duas flutuações diferentes podem ter 

alguma relação entre si*. Poderiamos dizer então que neste tipo de espaço 

existe uma espécie de “gaussianidade por grupos”. No caso do E2 por exem- 

plo, as flutuações que satisfazem a relação da Eq. 3.56 formariam um grupo 

independente daquelas que não a obedecem, isto é, esses grupos não estariam 

relacionados. Assim também, nos outros casos. 

* A existência de um comprimento de onda limite. Outra consequência 

das relações entre os é a existência de um kmin encontrado em cada caso. 

*Por exemplo, ver Eq. 3.59 e as suas análogas nas outras variedades. 

45 
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Tabela 4.1: Valores de kmin e Xmax para cada variedade. 

Usando a relação: 

k = 
2tv 

T 
(4.1) 

onde A é o comprimento de onda associada ao vetor k, pode-se encontrar a 

seguinte tabela: Com estes valores de Xmax pode-se ver a existência de um 

limite superior para os comprimentos de onda. Isto é, que comprimentos de 

onda maiores que esses não poderiam existir dentro das topologias não triviais. 

Em todos os casos aqui estudados, este limite é da ordem de L. 

* Diferenças nas funções de correlação e espectros de potências. Uma 

espécie de assinatura é apresentada na função de correlação e espectro de 

potência para cada caso. Estas funções jà não dependem só do ângulo entre 

as direções de observação. 

\ 
A parte as características citadas acima, pode-se comparar estatisticamente as fun- 

ções encontradas para o espectro de potências com os dados do COBE. Um trabalho 

pioneiro nesse contexto para um Universo Toroidal foi feito por Stevens et. al.[28], 

onde chega-se a estimar que o tamanho do poliedro fundamental para o Ei teria que 

ser maior que O.8r7o, para poder concordar com as observações. Valor que ainda é 

menor do que o diâmetro da USE {2r}o). Com isto, teriamos 8 cópias do Universo 

dentro do horizonte observável. Um trabalho realizado por Costa et al. [39] para 

um Universo toroidal mas com os lados do poliedro fundamental diferentes, chega à 

conclusão de que os lados seriam maiores que 1.2t]o- 

Para as outras topologias no espaço euclidiano o trabalho foi realizado por Bond 

et. al. [41] e Levin et. al.[36],[37] e recentemente em [38]. Nossos cálculos coincidem 

totalmente com os de Levin et. al. para os três primeiros tipos de Universo; no 

quinto e no sexto os espectros de potência são os mesmos. Para o quarto tipo de 
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Universo os resultados são parcialmente diferentes. Aparentemente eles deixaram 

de considerar uma das relações entre as amplitudes. 

Estudos nos espaços hiperbólicos também estão sendo feitos atualmente [43], mas 

neste caso o fato de que a equação de Helmholtz não tem soluções analíticas nos 

espaços multiplamente conexos é uma dificuldade e é por isso que os trabalhos neste 

tipo de espaços é eminentemente numérico. 

É importante notar que nesta dissertação foi estudado o caso de um Universo sem 

aceleração (sem constante cosmológica ), um estudo mais detalhado dos Ci levando 

em conta a aceleração do Universo nos permitiría fazer uma comparação mais fina 

com os dados observacionais. 



Apêndice A 

Algumas Relações no Modelo de 

Friedmann-Lemaitre 

A métrica que concorda com o principio cosmológico e o postulado de Weyl é a 

chamada Robertson-Walker: 

ds^ — a^{t]){drf — 'yijdx‘^dx^} , (A.l) 

com: 

7ij = %[1 + + y^ + , (A.2) 

onde /C = — 1,0,1 dependendo da geometria. 

A.l Relações a partir da métrica RW 

Com a métrica da Eq. A.l e com: 

+ 9Pv,a 9aP,u) 'i (-^•3) 

temos as seguintes quantidades: 

C = « Uo = rS, = o, (A.4) 

r;„ = nô] r“^ = «7y. (a.5) 

rjt = + Twj - Tj/b,i) • (A.6) 

Com: 

Ra^ = r'a/9,A “ TaA.yS + Ta^SrAo- ~ TaAriaír 5 (A-7) 
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e com as conexões encontradas, tem-se: 

Rqo — —díH' Rio — 0, 

= {n' + 2IC + . 

Usando os Rap e: 

R = Rl = g^^R^^, 

temos que a curvatura escalar é da forma: 

R = -6a-^{n' + )C + 'H‘^). 

Usando: 

1 

chegamos a: 

^Qi8 — Rafi 

Gqq — 3(/C -l- 

Gij — —{2'H/ -i- K. ■ 

A.2 Equações de Friedmann 

As equações de Einstein são: 

= SttGT^ . 

O tensor energia momento para um fluído perfeito é: 

= {^ + p)u'"ui3 - p5^, 

onde e é a densidade de energia, p é a densidade de pressão e 

= (a“\0,0,0) e u^°'> = (a, 0,0,0) no sistema comóvel. 

Gafi encontrados acima, obtemos as seguintes equações: 

JC + n"^ = ^Gah, 
ó 

2n' + IC + n‘^ = -^Gpa^. 
o 

(A.8) 

(A.9) 

(A.10) 

(A.11) 

(A.12) 

(A.13) 

(A.14) 

(A.15) 

(A.16) 

com tetravelocidades: 

Com a Eq. A.16 e os 

(A.17) 

(A.18) 
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Para a era dominada pela matéria, Priedmann supôs: 

p = 0 e = €0(77), 

Portanto as Equações de Friedmann serão: 

JC + n^ = ^Gaho, 
O 

2n' + = 0, 

e têm as seguintes soluções (Ver por ex. [13]): 

• Para /C = 1, 

a{r}) oc 1 — cosT], 

• para /C = 0, 

0(77) oc 77^/2, 

• Para K, = -1, 

(A.19) 

(A.20) 

(A.21) 

(A.22) 

(A.23) 

0(77) oc coshrj — 1. (A.24) 



Apêndice B 

Expressões para SRa^, ôR e SG^ 

Considerando: 

9aP = 9aè + ^9aP , (B.l) 

em primeira ordem em Sçap, pode-se encontrar as seguintes relações: 

B.l Para 

A forma geral do é: 

Ba/S ~ 2^^ i.9av,p d" 9^u,q ~ 9a^,v) ! (B-2) 

se escrevemos Ba^ como: 

rSí = rS" + sKk , (B-3) 

levando em conta que: 

{^9ap),n — ^Í9a^,iJ,) ~ ^9a^,n (B-4) 

e usando as Eqs. B.l, B.2 e B.3 tem-se: 

■srs„ = + 4t. - íS,a) + + Sg»,.. - Sg.g.x) ■ (b.5) 

B.2 Para ÔRa^ 

Neste caso: 

RaP = BaA,/3 “ Ba^,A + B^aB^Sít “ B^^F^^ . (B.6) 

Escrevendo: 

Rap = R^ã + SRap, (B.7) 

usando a Eq. B.3 e levando em conta a Eq. B.4 tem-se: 

SKf = - T^:fsT^„ + ír^rW" + • (b.8) 
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B.3 Para 6R 

Agora: 

R = R2 = g^^^Ra?, (B.9) 

com: 

Ra0 '^ÇapR j (B.IO) 

R = R^°^ + SR, (B.ll) 

e com as Eqs. B.4 e B.7, encontra-se: 

SR = ôg^^RÍ°l + g^°^^^ÔR^p . (B.12) 

B.4 Para 6G^ 

Com: 

Gap = Rap — -gapR, (B.13) 

com as Eqs. B.7 e B.ll e com: 

Gap — Gap + SGap , (B-14) 

temos: 

^GaP — SRap — -SgapR^°^ — -^gaP^R- (B.15) 



Apêndice C 

Transformação de Perturbações para Quantidades 

Escalares, Vetoriais e Tensoriais 

Apresentamos as transformações das perturbações por uma translação infinitesimal 

em primeira ordem, de quantidades escalares, vetoriais e tensoriais: 

C.l Perturbações de Quantidades Escalares 

Para uma quantidade escalar q, que é a perturbação de q°, podemos escrever: 

q{x) = q^°\x) + ôq{x), x — x + e. (C.l) 

As quantidades escalares se transformam com: 

q{x) = q{x). (C.2) 

Fazendo a expansão: 

q{x) = q{x) + e%a{x), (C.3) 

e usando a Eq. C.2, obtem-se: 

q{x) = q{x) - e‘"q,a{x) = ^“^x) -t- ôq{x). (C.4) 

Finalmente, uma perturbação de uma quantidade escalar g, tranforma-se como: 

6q{x) = q^°\x) - ^°\x) -h 6q{x) - . (C.5) 

C.2 Perturbações de Quantidades Vetoriais 

No caso da quantidade vetorial perturbada pode-se escrever: 

Vft{x) = vj^°^(x) -f-óv^(x), X = x + £, (C.6) 
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onde é a campo vetorial de fundo. Uma quantidade vetorial transfoma-se como: 

. (C.7) 

Fazendo a expansão: 

v^{x) = Vf,{x) + (C.s) 

e usando a Eq. C.7, chega-se a: 

v^{x) = Vf,{x) - Ua(a:) - e\^,x{x). (C.9) 

Portanto, a perturbação de uma quantidade vetorial se transforma assim: 

ôv^{x) = vl^\x) - vl°\x) + ôv^(x) - • (C.IO) 

C.S Perturbações de Quantidades Tensoriais 

Para uma quantidade tensorial perturbada escrevemos: 

= gjuí(x) + ôg^u{x), x = x + e. (C.ll) 

As quantidades tensoriais se tranformam como: 

g^Ax) = %í%;gM ■ (C.12) 

Fazendo uma expansão, como nos casos anteriores, e usando a Eq. C.12, chegamos 

a: 

gtiÁx) = gnu{x) - í?a,/(a:) - e^^Qf^Ax) ~ ^^gtiu,x{x). (C.13) 

Com isso, uma perturbação de uma quantidade tensorial cumpre com: 

àgi,u{x) = - g^A^x:) A 8g^,Ax) ~ - £°gí^(x) - £%°J,a(x) ■ (C.14) 

Pode-se ver que em nenhum dos casos falamos das componentes das perturbações, 

que podem ser em geral escalares, vetores ou tensores dando origem às perturbações 

do mesmo nome, independentemente do tipo de quantidade que é perturbada. 
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