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RESUMO

Titulo: “Estudo da digtribuicdo de espacamentos de dubletos utilizando o modelo do
bilhar anular”

Dentro do contexto de caos quéantico, um tema que tem recebido crescente atencdo é aquele
relacionado com tundamento. Atudmente sdbe-se que o0s processos de tunelamento sdo
fortemente afetados pela natureza da dindmica do dstema cléssco correspondente. Em
sgemas classcamente ndo-integraveis, com dguma sSmetria discreta, exisem dubletos de
energia cujos espacamentos ("splittings’) sdo muito sensivels a variacdo de um parametro
externo. Neste trabalho vamos apresentar os resultados sobre a distribuicdo de espacamentos
de dubletos, onde investigamos a influéncia da din@mica classica nas flutuagbes edtatisticas
desta digribuicdo sendo o bilhar anular 0 nosso moddo. O estudo da digtribuicdo de
"golittings’ dos dubletos é redizado em funcéo do parémetro perturbativo, a excentricidade,

para diferentes regimes de intensdade de caos classico e para diferentes escalas de energia

PALAVRAS CHAVE

Caos, tundamento, “splittings’, mecanica semicléssca




ABSTRACT

Title: “Study of distributions of doublets splittings using the annular billiard”

In the context of quantum chaos, an aea receiving increesng atention is the subject of
tunnelling. Nowadays it is known that the tunnelling processes are strongly affected by the
nature of the corresponding classic dynamics. For sysems which are casscdly integrable,
with some discrete symmetry, doublets of energy exis whose splittings are hedthy very
sengtive to the variation of an externad parameter. In this work we will present the results
about the levels gplitting didribution, where we investigated the influence of the classc
dynamics on the datisicd fluctuations of this digribution usng the annular billia)|d modd.
The dudy of the level gplittings didribution is accomplished as a function of the externd
parameter, the eccentricity, for different regimes of intengty of classc chaos and for different
scaes of energy.

KEY WORDS
Chaos, tundling, splittings, semiclasscd mechanics.




1. DINAMICA CLASSICA

Quase todas as abordagens de fisca tedrica sdo formuladas em termos de
equacies diferenciais, freqlientemente equacbes diferenciais parcias. Em gerd, edas
descrevem dguma manifestacdo dindmica associada com 0 movimento de particulas ou
ondas, como por exemplo, a Equacdo de Laplace, as Equacbes de Maxwell, a Equacéo de
Schrodinger e a lei de Newton. Embora equacles gerdmente sgam muito dificeis de
serem resolvidas anditicamente, € possivel obter mais facilmente, informacbes quditetivas
sobre 0 comportamento de suas solugdes, quando as equagies que regem 0 Sstema em estudo
néo envolvem avariavel tempot explicitamente.

O propdsito deste capitulo € introduzir o conceito de caos cléssico na mecénica de

sstemas consarvativos.

1.1. Do movimento regular ao caético

Todos sstemas Hamiltonianos conservetivos com N graus de liberdade tém em
comum trés propriedades essenciais.

i) Para um dado conjunto de condigdes iniciais, a dimensdo da superficie acessivel no espaco
de fases € menor ou iguad a (2N-1); uma vez que 0 Sstema é conservativo, a energia é
constante ao longo desta “ superficie de energia’, aqua chamaremos de S:.

ii) Os volumes encerrados pelas trgetdrias no espaco de fases sdo conservados. O teorema de
Liouville € a demondracdo desta propriedade nos sisemas Hamiltonianos [1-3]. O leitor
encontrard  uma demonstracdo genérica do teorema de Liowille paa dstemas
multidimensonas nareferéncia[2].

iif) As orbitas no espaco de fases ndo se cruzam [4].

Além destas caracterigticas, 0 movimento no espaco de fases pode exibir uma
grande variedade de comportamentos. Por exemplo, pode-se perguntar como um determinado
elemento de volume evolui com o tempo: ele tende a cobrir toda a superficie de energia &
guando o tempo tende a infinito ou ee permanece redtrito a uma parte de &? Ele conserva
gproximadamente sua forma inicid ou mostra grandes deformagbes? Conforme as respostas
obtidas para estas questdes, pode-se definir uma hierarquia da regularidede para Sstemas
dindmicos ndo-lineares [4]. Como veremos agora, a maioria dos sstemas regulares, podem ser
usados como relogios, assim como a maioria dos sSstemas cadticos pode ser usada como

geradores de nimeros aeatorios.



1.1.1 Sistemasregulares

De manera gerd, dizemos que um ssema dindmico regular é aguele que pode
ser integrado por quadraturas. Vamos ser mais precisos, e definir quais sio as condicles e as
conseqiiéncias da “ regularidade extrema’.

Congderemos um sistema Hamiltoniano com N graus de liberdade:

H=H(q,p) ;
9 :{ql’qZ""’qN}’ (1)
P ={p., Pss - P\

As equagdes de movimento escritas na forma Hamiltoniana sdo:

1. _ TH@.p)

e [ ’

! o, 5
: - H(q, p) @
t To,

A seguir, por dmplicidede, utilizaremos uma Hamiltoniana genérica de um

sistema com dois graus de liberdade dada por:
H=H(p,.q,.p,.d,) - 3
As equacies de movimento sao:

_ TH(P,. 9y, Py. 4y)

) 1 4
dy P, “
5 - THP.4.P,0) ©
fia,

_ TH®,.9..p,.9) ©
y ﬂpy '
s ﬂH X1 Hx !
b, = - TP, 6Py G) (7

fa,

Para que um Sstema conservativo sga integravel [4] é preciso que hga sempre
um nimero de condantes de movimento independentes, igual ou maor que o nimero de
graus de libedade. Sendo asim, um sSgema Hamiltoniano unidimensond €é sempre
integravel, pois exise uma congante de movimento, que € a energia total, para 0 Unico grau

de liberdade. Em sgemas Hamiltonianos com dois ou mas graus de liberdade, porém, a



conservacao da energia total ndo é suficiente para diminar a possibilidade de ocorréncia do
caos, é preciso que hgja mais congtantes de movimento.

Se 1(px,0x,Ppy,dy) for uma condante de movimento pertencente a0 Sstema
governado pela Hamiltoniana (3),

dl(px’qx’py!qy) —
dt

Por outro lado,

0. G)

di(p,.9,.P,.0) _ 11 dp,  1dg,  1dp, q1dg,
ot fo, dt o, dt fp, dt T,

9

Pela substituicéo das equactes de movimento (4) — (7) em (8), temos:

di(P,, 0Py, 0y) _ Tl 2@ HO, Tl eefHG, 712 qHO 1 2HO (
dt o, & fa, g Ta, g‘ﬂpra ﬂpyé Ta, 5 Ta, éﬂpyg

gue pode ser escrita na seguinte forma:

10)

di(p,.q,.p,.qy) &1 TH T1 THO 271 fH 71 HO
ot Ta. Tp, T, Yo, o g‘ﬂqy Tp, o, 9,4

(11

O lado direito da equacéo (11) € chamado parénteses de Poisson de I, e é
denotado de forma compacta por {I’H}(px,QX,py,Qy)' Como | é uma congtante de
movimento, entdo {I’H}(px,QX,py,Qy):O' Entdo, se {I’H}(px,QX.py,Qy):O’ | sera uma
congtante de movimento do Sstema.

Para facilitar a resolucdo de equagBes diferenciais utilizamse transformactes de
vaidveis. No entanto, para que edta transformac@o sgja invariante com relacdo & equages de
Hamilton, as novas varidveis precisam respeitar as equagbes de Hamilton, assm como as
originais. Estas sfo as transformagdes canonicas.

Para exemplificar uma transformacdo canbnica, vamos partir da transformacéo

dada por:

p.a.p,.0,)®{P.Q.R.Q} 12)

asvariaveis py,0x,Py,0y satisfazem as equagdes de Hamilton (4)—(7).
Paa que T sga uma transformacdo canbnica, as novas vaiavels precisam
satisfazer as equacOes de Hamilton:

ﬂHI(Px’Qx' Py’Qy)
1P, ’

QP QP Q)= (13)



. TH(P.QR. Q)

P.(P.,Q,.P,,Q,)=- 14
. (P, Q,)= 0. (14)
. TH ®, QR Q)

QPQ R Q)= (15
. H(R.Q.P.Q)

P, (P. Q. P.Q,) = 10, (16)

onde H'(Px,Qx,Py,Qy) €aHamiltonianado sistema nas novas variavels.

Uma propriedade das transformagfes canbnicas € a de que o paréntese de Poisson
das novas varidveis em funcdo das antigas € igua a um. No caso da transformacéo T dada
pela equacéo (12), temos:

HQ, TP, ﬂQ TP, © HQ, 1P, 1Q, ﬂPO
St . %, 9.5 £1a, T, . 9.5

(17)

Em muitas &eas da Fisica aparecem sstemas onde o movimento € periédico ou
Quase periodico. Portanto, transformar as variavels originas em variavels de angulo e acéo
torna mais fé&cil a visudizacdo do movimento. Este tipo de transformacdo € um tipo especifico
de transformacéo candnica.

Sga uma Hamiltoniana com dois graus de liberdade escrita em varidveis de
angulo e acdo obtida por uma transformacdo candnica na Hamiltoniana genérica (3):

H'=H'(J,,J,,0,,0,) - (18)

Asvaiaveis Ji, b, 01 € gz S8 dadas pdas seguintes relacoes:

Jl = @)xdqx ! (19)
JH

= dt, 20

a, OﬂTl ( )

J, =¢p,dq, , (21)
JIH

d, = oﬂTdt- (22)

Nos sstemas Hamiltonianos integraveis com dois graus de liberdade, as trgetérias
no espaco de fases estdo presas a superficies tridimensionas topologicamente semehantes a
toros (ver Fig.l). As varidvels “acd0’ caracterizam estes toros, também chamados “toros
invariantes’ porque as trgetdrias que comecam sobre ees, permanecem sobre eles para

sempre.



FIGURA 1 - Um toro invariante com dois graus de liberdade; as a¢fes J; e J, sdo proporcionais ao

quadrado dos raios dos dois circulos definindo o toro, e os angulosq; e g, definem um ponto sobre o toro.

As frequéncias de rotacdo das trgetrias sobre o0s toros S0 descritas pelas

seguintes relagoes.

dg, _ TH
w =% 11 23
=TT (23)
e W2 :% :m (24)
da 1,

Quando a razdo entre as frequiéncias w; e w» € um nimero raciond, dizemaos que 0
toro € um toro raciona (ou toro ressonante), entdo a trgjetdria é fechada sobre o toro; neste
caso 0 movimento é periddico. Toros que possuem esta propriedade exibem, portanto, o mais
ato grau de regularidade, como um “relégio ided” faria

Ao contrario, quando a razéo VV\\/,—; € um numero irreciond, as Orbitas nunca se
fecham, mas cobrem densamente o toro depois de um tempo infinito: tal orbita é “ergodica’
sobre o toro — chamado “irraciona”, ou “toro ndo-ressonante’.

Para um Sgema integravd genérico, exitem sSmultaneamente — correspondendo
a diferentes conjuntos de condigdes iniciais — toros ndo-ressonantes, cobertos por trgjetorias
ergddicas e toros ressonantes. Quase todos os toros de um sistema integravel genérico sfo
irracionai's, da mesma maneira que quase todos 0s NUMeros reais S20 irracionais.

De acordo com o teorema de Arnold-Liouville [4], para um Sstema com N graus
de liberdade, ;2 0 Sgtema € integrave, 0 movimento € resrito a uma Lpafide N-dmasond,
a0 invés de uma superficie de energia (2N-1) dimensond para um sSistema genérico ndo tendo

nenhuma outra constante de movimento aém da energia



Exemplos de sistemas regulares

i) paraN=1, nosjavimos que todos Sistemas conservativos so regulares,
i) para N=2, 0 Sstema sera regular se houver uma outra constante de movimento adém da
energia;
iipara N=3, todos sstemas submetidos a gpenas um campo de forca centra sfo regulares.
[2eL,, dém daenergia, sSo conservados.
Dois exemplos de sstemas do tipo iii) sfo de interesse especid. O movimento de
Kepler g?/(r) =- %e 0 oscilador harmonico isotropico §/(r) =W2§% Para estes dois
a
sSstemas particulares, todos os toros sfo racionals, nenhuma Orbita cobre densamente um toro
[4]. Para entender porque tal Stuacdo € uma excegdo, temos que recorrer a0 Teorema de
Bertrand [5]: Consdere o movimento de uma massa pontua sob a agcéo de um potencid

edfericamente smétrico V(r). Entdo uma condicdo necessria e sUficiente para que todas as
1..
trgjetorias limitadas sgjam fechadas é que V(r) comporte-se como r? ou gae ?g . Como € bem

conhecida, a origem deste comportamento particular do oscilador harménico esférico e do
movimento de Kepler é a exigéncia de uma integrd adicionad, devido a forma particular do
potencid, enquanto as outras trés integrais G0 meramente consequéncias da invariancia de
rotacdo. Por edta razdo, estes sstemas sdo chamados superintegraveis. Para 0 movimento de
Kepler, a integrd extra é o vetor de Runge-Lenz!. Outra peculiaridade do movimento de
Kepler e do oscilador harménico encontra-se no fato que eles sdo separdveis em sstemas de
coordenadas ortogonais. A maioria dos sstemas integraveis que estamos lidando possui esta
propriedade; entretanto, separabilidade € um caso muito especia de integrabilidade. De fato,
nenhum método gera € digponivel para saber s2 um sstema é integravel ou ndo. Além disso,
mesmo e um sisema € conhecido como sendo integravel, ndo é garantido que se encontre a
transformacéo que leve & varidveis de angulo-acao.

iv) Existem aguns hilhares” que sfo reconhecidamente regulares.
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1 O vetor de Runge-L enz é dado pela expressio: A= [3 L- , onde P € o vetor momento linear, Lo

vetor momento angular, kg uma constante e M a massa reduzida do sistema.

2 Nasecao 1.3. falaremos com maiores detal hes sobre este assunto.



O fato € que, os Sstemas regulares, t&o bem conhecidos, sGo uma excegdo entre os

sgemas dindmicos.

1.1.2 Sistemasergodicos

A definicdo mais popular de ergodicidade € a iguadade entre médias de tempo e
médias no espaco de fases. Em linguagem mais abdtrata, define-se freglientemente um sstema
ergodico como um sistema cujo espaco de fases ndo € metricamente decomponivel sob o
fluxo Hamiltoniano. Detaharemos a seguir edas duas definigbes equivaentes e citaremos
algumas consequiéncias importantes.

Vamos condderar um sistema dindmico conservetivo, do espaco de fases X. Tome

X(t) :[ql(t),...,qN(t),pl(t),...,pN (t)] sendo qualquer ponto de X. A evolugcdo de x com o

tempo pode ser descrito pelo operador T;, chamado “fluxo Hamiltoniano”:

X Y#h® X: (25)
X T, X=X,
A medida de Liouville de um subconjunto V de X:
mV) = (¥0;...dqndp;....dpy (26)
Vv
€, de acordo com o teoremade Liowville [4], invariante sob o fluxo Hamiltoniano:
T V) =n(V) (27)

Para um sstema consarvativo, pode-se definir [4] um demento de superficie da

superficie de energia Se como:

ds = dnﬂgrad HHH e (28)

eeaTHo aeﬂHoU

A% a5y

Nos céculos seguintes, amedidao seranormdizedaaum (ito é, s (Sg) =1).

onde

O sgema é dito ergddico, ou metricamente trangitivo, ou ndo decomponivel, se
ele ndo é decomponivel em subconjuntos ndo-triviais que sfo invariantessob T, iso &
$A1 Sz (s(A)! 0,5(A) 1)t que TLA=A (29)
onde A é um subconjunto de Se.

A expressio (29) nos diz que o Unico subconjunto de &, diferente de zero, que é



invariante sob T € toda a superficie de energia Sg (ou qualquer subconjunto de Sg tendo a
mesma area do proprio Sg). Isto sugere intuitivamente que uma trgetéria tipica ndo pode ser
confinada em uma regido redtrita do espago de fases, mas, a0 contrario, ira explorar toda a
superficie de energia De fato, uma propriedade mais forte que caracteriza sstemas ergddicos
€ pode-se mostrar [4] que quase todas as Orbitas exploram quase todos os pontos da
superficie de energia & (cobrem densamente &), gastando em quaquer parte de A um tempo
proporciond adreade A.

A iguadade entre as médias de tempo e as médias do espaco de fases conditui

uma definicdo dternativa de ergodicidade. Ela pode ser formulada como segue um sstema é

ergodico se, para qualquer funcgo integravel f(x) (x1 X, (‘jf(x)|ds <¥),

1Y R
tI(Flgn;:?g)‘(Ttx)dt = S(E)‘(x)ds (30)

paraquasetodosxX's € Se.

1.1.3 Sistemas“Mixing’

Quditativamente, a idéia escondida por tras da mistura é a propriedade (para

qualquer parte A de uma superficie de energia (s(A)t 0)) de obter a extensdo da superficie de

energia uniformemente coberta quando t® ¥ . Para obter um “sentido experimenta” desta
caracterigtica, vamos imaginar um liquidificador em que se coloca 80% de suco de laranja e
20% de vodka, entdo agitase continuamente o liquidificador. Se o dstema € do tipo
“mixing”, va se encontrar, quando o tempo tender ao infinito, 20% de vodka em qualquer
volume do liquido, isto & a vodka serd uniformemente misturada com o suco de laranja em
qualquer parte da bebida E claro que ta propriedede implica que o volume inicid de vodka
(ou quaquer parte da superficie de energia) sga fortemente deformada quando o tempo passa,
igdo é va s transformando com o tempo em um filamento cada vez mas edreito, que no

limite etara presente em quaquer parte do volume do liquido (ou cobrira densamente a

superficie de energia).
Um sstema é do tipo “mixing” se [4]
" A,B‘l Sc 31
s(A)t 0t s(B) <Y
S@ACB) _¢(p) (32)

M~ <@



Para entender porqué a relacdo acima define um sSstema do tipo “mixing’,
congdere dois subconjuntos A e B contidos em . O subconjunto A evolui com o tempo pela
aplicacdo T enquanto a regido de B permanece fixa. Podemos reescrever o lado direito da Eq.
(32) como:

S(A) = % , (33)
jaque,
S(Se CTA)=TA, (34)
s (Se)=1, (35)
e s(T:A) =s(A). (36)

Entdo, o lado direito de (32) representa a fracdo da superficie de energia Se
ocupada por T:A (evolucdo de A pela aplicacdo Ti), enquanto o lado esquerdo da mesma
equacdo representa a fragcdo ocupada por T{A em B. Como foi discutido acima, para um
dgema do tipo “mixing” T:A deve cobrir uniformemente Sg quando o tempo tende ao
infinito, por iss0 as quantidades representadas pelos lados direito e esquerdo da Eqg. (32)
devem s=r iguas.

Algumas consequéncias importantes da misura deven s discutidas.
Primaramente, pode-se modrar que mistura implica ergodicidade. De fao, suponha a
existéncia da propriedade de mistura; tome por A um conjunto de &, e escolha B=A. Entéo
(BC T;A) é smplesmente A, e a o limite |im M

w@y¥ S(B)

exige nenhum subconjunto A de Sg ndo-trivid, que sga invaiante por T;. Como visto pea

=s(A)é zero ou um, Bto €, ndo

equacao (29), esta é a propriedade que caracteriza sistemas ergodicos.

Note que a inversa ndo € verdadeira, isto €, ergodicidade ndo implica mistura; de
fato, pode-se imaginar dstemas onde quaisquer elementos exploram toda a superficie de
energia sem serem deformados pelo tempo; em tais sistemas, a distancia entre dois pontos de
St permanece da mesma ordem de grandeza conforme o tempo passa. Pelo contrario, em um
sgema “mixing” dois pontos que inicidmente etd proximos um do outro fiquem distantes
no limite t® «, pela obrigacdo de estarem sobre a supeficie de energia Assm, a mistura
implica instabilidade com respeito & condigles inicias e em outras paavras, perda de

informacdo com o tempo, ja que um pegueno ero na medida de x (t = 0) pode se propagar
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com o0 tempo e eventualmente induzir erros t&o grandes sobre x(t) que as predicOes sobre este
Sstema para tempos longos séo sem sgnificado.

Na Figura 2 modramos uma representacd esquemdica da propriedade
encontrada em sstemas tipo “mixing’: B é quaquer aea fixa da supeficie de energia, e A é
um elemento de superficie para 0 tempo b, cuja evolucéo € desenhada para tempos sucessivos
t1<to<ts. Quando o tempo passa, T tende a diluir a superficie inicid uniformemente em toda a
superficie de energia. Quando o tempo tende a infinito, a fracdo da area de teste B ocupada

por T:A éigua afracdo da superficie de energia Se inicia mente ocupada por A.

B~ B B~ B

S
o N | SRR
A TA \\Y N
& 1A

FIGURA 2 - Representagdo esquematica da propriedade de mistura.

Finamente, vamos mencionar uma propriedade caracteristica importante (isto €
que poderia ser usada como uma definicdo) da mistura, que é o decamento de correlactes
entre duas fungbes em ddtemas do tipo “mixing’, quaisquer duas fungbes de quadrado

assintoticamente integravel tornam-se independentes estatisticamente, isto € [4]:

1,91 L2(S0), FOIATods ¥ | oF (s | Guaas| 37

onde £2,(Sk) representa um espaco de medida s, onde as fungBes f e g S8 assintoticamente
de quadrado integravel.

NGs ndo discutiremos as relagbes sutis entre mistura e irreversibilidade. Vamos
somente enfatizar a este respeito que as equagdes de movimento permitem recuperar qualquer
ponto x(t=0) conhecendo x(t>0).
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1.14 Sistemas-K

Sem que assumamos nada aém da propriedade de mistura, ndo se pode dar
qualquer informagdo quantitativa sobre a separacdo de trgjetdrias com o tempo.

Os entéo chamados sstemas-K sfo sgemas do tipo “mixing” que possuem uma
ingabilidade td0 grande que a maoria das trgetérias comegando em pontos proximos se
separam, em meédia, exponenciamente com o tempo. Para tais sstemas, 0 conhecimento de
X(t;) para todos os tempos anteriores a t ndo proporcionam nenhuma informagdo Util sobre 0
comportamento do sstema para t>tg. A evolucdo de um ponto genérico no espaco de fases é
muito irregular, e exibe agum tipo de comportamento aeatério; ito € porque se associa com
sgemas-K, para 0s quais 0 movimento ndo depende de seu passado distante, a idéia de
imprevigbilidade.

A definicdo matemética de um ssema-K iria dém do acance de nossa introducéo
“quaitativa’ para fenbmenos cadticos Vamos dar somente as idéias principas da
caracterizacdo de dstemas-K, e tentar entender aproximadamente em qua sentido pode-se
dizer que o passado néo determina o futuro. Todos 0s conceitos usados séo emprestados da
teoria de informacdo [6,7]. Primeiramente, introduzimos uma particdo ordenada finita P
(dividida em cdulas) de uma supeficie de energia Sg, para assm definirmos uma “medidd’:
0 resultado da medida do sistema associado a P para o tempo to € 0 nimero de células de P
gue é atravessado pela trgetdria num tempo que va de tp aé t; entho um experimento
associado a P € uma seqiiéncia de medidas para tempos iguadmente espacados indo de to até
oo. Agora, vamos definir a entropia h(T,P) do fluxo Hamiltoniano T relativo a particdo P, que
representa a razd média de informacio’, para 0 experimento associado a P, gerada pelo
tempo. Conddere, por exemplo, um sSstema muito regular, cujo movimento é periodico no
epaco de fases. O conhecimento de um conjunto finito de medidas seqlienciais € suficiente
para determinar o resutado de todas as medidas adicionais, e, portanto a entropia € h(T;,P) é
zero. Para dgtemas fortemente irregulares, mesmo conhecendo um conjunto infinito de
medidas seqlienciais ndo € suficiente para saber, com probabilidade um, o resultado da
medida seguinte, e, portanto a entropia é positiva

Sdemas-K sdo agora definidos [4] como dstemas para 0s quais a entropia para
qualquer particdo finita P é postiva

h(T,,P)>0 " P. (38)

! Note que a quantidade de informagao ganha quando se faz amedida éigual afaltadeinformaco, isto é a
incerteza.
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Embora os dsemas-K sgam definidos desta forma, a dificuldade esta em se
medir a quantidede h(T;,P). Edtes sdo, portanto, sstemas cujo movimento € irregular e
imprevisivel. Uma quantidade de interesse para medir o grau de irregularidade, é a chamada
entropia métrica, ou entropia Kolmogorov-Sna: [4] da € definida como o vaor maximo de

h(T;,P), tomada sobre todas as possiveis particdes finitas P
he.s(Ty) = mfx h(T.,R). (39)

Vamos enfdizar que esta entropia ndo depende de qualquer estado dindmico em
consderacdo, a0 contraio da entropia gerdmente usada em mecéanica edtatistica, mas € uma
quantidade intrinseca associada a um sistema dindmico congderado como um todo para uma
dada energia E. Esta entropia K-S proporciona uma medida da forca da mistura do sstema, e

€ relacionada ataxa média da separacdo exponencid das trgjetérias.

1.15 SisemasBernouilli

Estes sfo, entre os ssemas-K, os mas imprevisiveis De fao, des tém a
propriedade da existéncia de uma particdo R ta que a seqiéncia de medidas do experimento
associado € completamente néo relacionada. Esta particio Py deve satisfazer também outra
condicéo afim do sstema ser do tipo Bernouilli.

Para um ssema Bernouilli, a entropia K-S € smplesmente igua a entropia da
particdo particular Py, isto &

he.s(T)= -8 m Inm (40)

i

onde m é a medida da iésma cdula de R (isto é, a &ea da iésima cdulade Rl Sg), ea

soma é sobre todas as céulas de Py.

Os diferentes tipos de ssemas que ja introduzimos ilustram a trandcéo da
regularidade para o caos, isto é a deatoriedade produzida por equagbes causais de
movimento. Vérias observacles devem ser feitas neste estagio:

i) Pate do vocabulaio introduzido acima (ergodicidade, mistura) soa familiar e gparece em
mecanica edatisica NOs enfatizamos, entretanto, que todas as consideracOes feitas
anteriormente ndo s redtritas a Stemas com um grande nimero de graus de liberdade,
mes redmente podem ser gplicadas a Sfemas muito smples, eventudmente tendo

somente dois graus de liberdade.
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ii) Embora sga rdaivamente smples verificaa s um dSsema € integravd, em gerd €
extremamente dificil dasdficalo em ergddico, “mixing”, Bernouilli, etc., por causa da
dificuldade em se medir a entropia dos sistemas. Os principais resultados, com respeito a

edta classficacéo, digponiveis até agora dizem respeito a bilhares [4,8].

1.1.6 Sistemasquase-integraveis

Sidemas conservativos quase-integravels sdo obtidos pela gplicagdo de uma
perturbacéo fraca que preserva a conservacdo de energia de um sstema integravel. A adicéo
de uma peturbacdo periddica em um sSdema integravel ocasona O surgimento de
ressonancias nele, as quais gpresentam freqiéncias bem definides. Como a teoria de
perturbacBes usual ndo é boa nas proximidades de uma ressonancia, Kolmogorov encontrou
uma forma de desenvolver uma teoria de perturbacéo dternativa aplicavel aqueles toros que
ndo ressonavam. Mais tarde, Arnold e Moser puseram em prética as idéas de Kolmogorov
dando origem ao Teorema KAM [1-3,8].

De acordo com o Teorema KAM, na presenca de uma perturbacéo fraca, os toros
irracionals nd0 se quebram, mas agpenas e deformam levemente, enquanto que os toros
racionais s2o gradativamente destruidos.

Com o aumento da intensdade da perturbacdo os toros irracionais comegam a ser
destruidos um a um até o ultimo, cuja razéo de freqiéncias coincide com a Média Dourada,

gue é considerada 0 nimero maisirraciona pelo critério das fragbes continuadas.

O critério das fragbes continuadas diz respeito que um dado ndmero irraciond 7

pode ser descrito pela sequéncia[1]:
1
J= - (1)
a 1
a,+
a, +

e esta converge mais lentamente quando todos os vaores a, &,...a,, S8 0S MENOores possivels,
0uU Sga, todos iguais aum, determinando o vaor:

\5-1

_ = 42

> (42)
chamado média dourada ou nimero aureo.

A maneira como os toros sdo destruidos é descrita pelo Teorema de Poincaré-

Birkhoff [1-3].



14

De acordo com o Teorema de Poincaré-Birkhoff, na presenca de uma perturbacéo
fraca, 0s toros racionais ressonam e se quebram. Em seu lugar surge uma seqiiéncia finita de n
pontos hiperbdlicos' e n pontos dipticos’ intercalados, onde n depende da fregiiéncia de
rotacdo do toro destruido. Ao redor dos pontos elipticos aparecerdo pequenas estruturas
regulares compogtas por uma infinidade de toros racionais e irracionais, assm como 0 sSstema
origind. As O&rbitas mais proximas dos pontos hiperbdlicos ficam dtamente ingéveis ou
cadticas, acompanhando 0 movimento da separatriz®, dando origem a uma regi denominada
emaranhando homocdlinico.

Com o aumento da intensdade da perturbacdo as edtruturas regulares envolvidas
pelo emaranhado homoclinico sd0 dedtruidas, e a superposicdo das regifes cadticas
resultantes destréi os toros irracionais um a um aé que todo o espaco de fases apresente um
padréo cabtico.

Pode-= imaginar facilmente que, paa um ddema dindmico “genérico’, a
edtrutura do espaco de fases € muito complicada, mostrando ambos regimes. regular e cadtico.
Neste sentido, a discussdo feita acima, descrevendo as principais caracteristica de sstemas
Hamiltonianos, de acordo com o aumento do grau de caos, € irrdevante para a maioria dos
sstemas. Entretanto, estudar problemas abertos tais como a caracterizacdo de caos quantico,
parece natural comegcar com Sstemas cujos andogos classicos sdo razoavelmente bem

conhecidos.

1.2. Mapeamento com preservacao de medida

1.2.1. SecéodePoincaré

Por smplicidede, vamos nos redringir por um momento a Ssemas fiscos
conservativos com dois graus de liberdade. Como ja mencionado, estd longe de ser fécil,
mesmo para estes Sstemas, estudar anditicamente seu grau de irregularidade.

Para 0os sstemas considerados aqui, a por¢do acessivel do espaco de fases para
uma dada energia E, ou sga, a supeficie de energia S é uma supefice tridimensond
limitada. O método de segBes de superficies de Poincaré consiste na escolha de uma superficie
“goropriada’ bidimensonal S no espaco de fases, e no olhar para a figura gerada por

cruzamentos sucessvos de uma dada oOrbita com S; pelo termo “apropriada” queremos dizer

! Ponto de equil ibrio instavel do sistema.
2 Ponto de equil ibrio estavel do sistema.
3 Curva que separa as regides de rotacao e librago no espaco de fases.
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gue a trgetdria deve cruzar a superficie S um nimero infinito de vezes, quando o tempo vai
de zero ainfinito.

Vamos ilusrar 0 interesse do méodo pea consderacdo de uma superficie
paticular Sy, definida da seguinte forma Supondo que a supeficie x=0 intercepta a
superficie de energia H(X,y,Px,Py)=E, chamaremos esta interseccdo Sy, que € uma
superficie bidimensona. Um ponto sobre Sy pode ser definido pelas coordenadas (y, R). A
integrl de movimento H=E define R? como uma funcéo de (Ry.x,y); portanto, pode-se unir a

um ponto sobre S, um conjunto de coordenadas (x = 0,y,€|Py|,R,), comosnd e=+1 de R

dependendo do sentido de uma dada trgetoria que atravessa S,. Para retirarmos a
ambiglidade do sind, nés escolhemos um dado lado de Sy e olhamos para intersecgbes

sucessvas Q, de uma dada trgetdria com S, (ver Fig3.) . Escolhemos o lado de saida da

trgjetoria
" 2}
. »Gn
,#‘
=
\1, ;.er'fz
' o2
“J
Q n+1 o
Y
FIGURA 3 - (A) Trajetéria cruzando a segéo de superficie Sy; (B) Pontos do mapa de Poincaré
sobre Sy.

Agora, o conhecimento das coordenadas de Q, sobre S, especifica completamente
todo o conjunto de coordenadas de Q, no espaco de fases, isto €, 0 conhecimento de um par
de variaveis conjugadas sobre S, determina completamente o estado dindmico. O que foi
perdido pela reducdo do problema inicia tridimensond para o bidimensond é a “higérid’ da
Orbita entre dois cruzamentos sucessvos com S, mes iso ndo €é essencid paa o

conhecimento e caracterizacdo da dindmica

Os cruzamentos sucessvos com Sy definem um mapeamento My

S, %@ S, . (43)
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Dada uma condicéo inicid Xo =(X0=0,y0. P, . R, | para um ponto sobre S, 0
edudo do ddema dindmico € agora reduzido ao estudo do conjunto de pontos
X, =M,"x,,n =012,... ¥f.

A propriedade ii) agpresentada na pagina anterior significa que 0 mapeamento M,
preserva a area (ou medida), ou sga, dada qualquer curva fechada g sobre S, a area limitada

pela curva imagem My(g) de g pelo mapeamento M, deve ser igud a &ea limitada pela curva g
(ver Fig.4):

@Dydy = @Dydy : (44)

g Ma(9)

Isto pode ser mostrado a partir do carater Hamiltoniano do movimento.

V2

FIGURA 4 - llustragéio da propriedade (44): Sy € uma segéo de superficie, g € uma curva fechada

sobre Sy, e M4(g aimagem de g sobre S,. As éreas de ge M4(g) sdo iguais, mas a regido M4(g poderia estar
deformada.

Agora vamos olhar para o padréo gerado sobre S, pelos pontos M, "x, ,

(n=0,1,2,..,0), e ver qua tipo de informacdo podemos tirar a partir dele. Primeiro vamos
consderar um ssema que tem dém da energia, uma outra condtante de movimento |, de

modo que{ H,I} =0, ou sga, 0 Semaé integravel
[(x,y,Px,Py)=Congtante , H(X,y,Px,Py)=E. (45)
A partir de (45) pode-se iminar duas das varidvels canbnicas, digamos x e Py, 0 que produz:
Py=Py(x.y). (46)
Ja que x=0 sobre S, a Eq. (46) projetada sobre S, € a equacdo de uma curva I', que é
invariante sob 0 mapeamento M,, e que € smplesmente a interseccdo do toro invariante
bidimensond com S,. Portanto os cruzamentos sucessivos de uma Orbita com S, encontram:

se todos sobre uma Unica curva (M(I')=I"), para qualquer conjunto de condicles inicias.

Isto é uma assinatura de integrabilidade. Duas possibilidades podem ocorrer neste caso:
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i) o toro é ressonante (ou raciona). Entdo, o movimento € periédico sobre o toro; ou sga, a

orbita € fechada, e tem somente um nimero finito k de cruzamentos com Sy que sdo todos
pontos fixos paraM,, jaque M _“x, = x, (ver Fig5).
i) se, a0 contrario, o toro invariante € irraciona, a érbita cobre densamente o toro (é ergédica

sobre 0 toro), e os pontos gerados por iteraghes sucessivas do mapeamento irdo cobrir no

limite de infinitas iteragbes a curvainvariante I' (ver Fig. 6).

Py/\ .

FIGURA 5 - Padréo tipico de uma se¢do de Poincaré de um sistema integravel bidimensional para

condigdes iniciaisdefinindo um toro racional.

Py N

AN
NZEne

FIGURA 6 - Padrdo tipico de uma secéo de Poincaré de um sistema integravel bidimensional para

condi¢desiniciais definindo um toroirracional.

Como outro exemplo temos a Fig.7. Na primeira secéo, a esquerda, percebemos a
presenca de toros racionals, dados pelas linhas tracgadas, e de irracionais, dados pelas linhas
chelas. Na segunda segcdo, a direita, os toros racionais foram destruidos e em seu lugar
surgiram  as edruturas  regulares mergulhadas no  emaranhado  homoclinico, smilares a0
sstema antes de uma perturbacdo, a qua o sstema é submetido. Com 0 aumento desta
perturbacdo, como dissemos, a regid cadtica ocupara todo o espaco de fases, destruindo
todas as edtruturas regulares remanescentes.
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FIGURA 7 - Duas segbes de Poincaré de um sistema iniciamente integravel ao qual foi

adicionada uma perturbagéo.

Entre sstemas integravels e ergédicos ha uma grande variedade de sstemas para

0s quais as regides cadticas e regulares coexistem no espaco de fases. O padréo dos mapas de

Poincaré mostra tanto curvas invariantes como pontos escassos, como pode ser visto na Fig. 8.

E usud representar sobre um mesmo mapa de Poincaré impactos de véias trgjetdrias

correspondendo a diferentes condigbes inicias.

Py

FIGURA 8 - Secéo de Poincaré composta de regides integraveis e cadticas.

1.3. Bilhares

Um bilhar é um dgema dindmico produzido peo movimento livre de uma

paticula pontuad no plano R? limitado por uma curva I', ou mas genericamente, por um
conjunto de curvas T; , com reflexdes eégticas sobre a fronteira ', ou sga, a componente
tangencia de quaquer trgetdria permanece condante para I', enquanto a componente normal
troca de snd. Um bilhar € portanto um sissema com dois graus de liberdade, com pelo menos

uma constante de movimento, aenergia E = Mv? (energiacinética).
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O comportamento de qualquer orbita no espaco de fases ndo depende nem da
massa M da particula nem de sua velocidade (esta caracteristica peculiar dos bilhares é devido
a0 fato do movimento ser smplesmente governado por leis da Optica geométrica); portanto as
propriedades deste tipo de sstema dindmico ndo dependem da energia E, todas as superficies
de energia tém a mesma estrutura.

JA uma trgetdria no egpago de configuracdo é uma seqiéncia infinita de

segmentos de retas, cada um correspondendo a uma velocidade constante V. Portanto, é

naturd procurar uma segdo de Poincaé X td que cruzamentos Sucessvos com X

correspondam a sucessivos choquescom T

O estudo dos bilhares é de interesse em muitos aspectos.

i) eles sho, entre os sstemas fisicos Hamiltonianos, os mais estudados a partir do ponto de
vista matemédtico;

ii) os bilhares possuem uma grande riqueza de comportamentos. Exisem Sstemas que se
encontram no topo, assim como no ponto mais baixo da hierarquia da regularidade descrita
na secdo 1.1, e também sstemas que ndo podem ser classficados de acordo com esta
hierarquia, ou sga, para 0s quais 0 espaco de fases contém tanto regides regulares como
cadticas.

iia superficie de energia dos bilhares é tridimensona, que € a menor necessxia para
observar um movimento cadtico.

Como exemplo de bilhares regulares, temos. o0 retdngulo, o circulo e a dipse.
Nestes exemplos, 0s Sistemas possuem duas constantes de movimento independentes [4].

Como exemplo de sitema que exibe comportamento cadtico podemos citar o
bilhar de Sina, no qua a particula fica se movimentando num quadrado com um obstaculo
circular em torno do centro (ver Fig.9). De fato, foi provado por Ya G. Sina [9] que este
bilhar € um sgema-K. Mais tarde, e modraria que este bilhar também é um sistema do tipo
Bernouilli, ou smplesmente ssema-B. Citamos também como exemplo de Ssema-K (e B) o
estadio de Bunimovich [4] (dois semicirculos de raio R, unidos por dois segmentos pardeos a

linha que atravessa seus centros) (ver Fig. 10).
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Figura 9 - Estadio de Sinai. Figura 10 - Bilhar de Bunimovich.

Como o moddo utilizado neste trabaho é o bilhar anular, a proxima secdo dedica-

£ aum maor detalhamento deste sstema

1.4. O Bilhar anular

A frontera T para este tipo de bilhar consiste de um circulo externo de raio b (que
terd valor unitério nas gplicagbes numéricas) e um circulo interno (disco) de raio a (<b) (ver
Fig.11). Nete sstema, quando a digténcia d entre os centros dos dois circulos nédo-

concéntricos tende a zero, o hilhar se reduz ao caso integréavel (ou regular) de dois circulos
concéntricod 9], ja que o momento angular L, :|E|2 com respeito ao centro do bilhar e a

energia total do sstema sfo conservados. Por outro lado, quando d>0, L, ndo se conserva
mais e os resultados numéicos mostram o aparecimento de Odrbitas cadticas. No entanto, o
bilhar anular n&o-concéntrico nunca é completamente cadtico por causa da exigténcia de um
grupo ndo-nulo de drbitas do bilhar que nunca acetam o circulo interno. Edtas Orbitas,
denominadas “Whispering Gdlery Orbits’, ou somente W.G.O., conservam 0 momento
angular e sBo portanto idénticas & Orbitas integraveis associadas a um bilhar de fronteira
circular. Sobre um certo intervao de vaores de d, a érbita representada pelo segmento QP da
Fig.11 é observada juntamente com uma regido de quase-integrabilidade ao seu redor. Assm,
0 bilhar anular ndo-concéntrico pode exibir sSmultaneamente comportamento integravel,

quase-integréavel (KAM), ou comportamerto cadtico.
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FIGURA 11 - Geometria do bilhar anular nfo concéntrico, com excentricidade d =QQ"', raio
externo b e raio interno a. Mostramos em cada item, parte de uma trajetéria que, depois de chocar-se com o
circulo externo, colide: (a) novamente com o circulo externo (movimento-A); (b) com o circulo interior, antes de

chocar-se novamente com o circul o exterior (movimento-B).

Ja que o hilhar de dois circulos excéntricos € um sstema Hamiltoniano com dois
graus de liberdade, poderiamos reduzir o movimento a um plano, preservando a &ea do
mapeamento através do uso da técnica de Poincaré, ja apresentada na segéo (1.2.). Entretanto,
cada segmento reto de uma orbita do bilhar termina em uma colisfo com a fronteira do bilhar;
entdo escolhemos seguir  Birkhoff [10], Benettin e Strelcyn [11] e usar vaiaveis que
preservem a area do mapeamento (L,S), onde L é o comprimento ao redor do circulo externo
e S é 0 sno do angulo de reflexdo da colisito com o circulo externo. Para circulos néo-
concéntricos, € uma questdo de geometria determinar as equacdes que mapeiam os vaores de
(L,S) para sequéncias de colisdes com a fronteira. Seguindo, iteramos as equagdes do mapa
(L,S) para vaores de parametros dos circulos ndo-concéntricos, a e d (ja que fizemos b=1).
Para 0 caso a>d, regides de integrabilidade, quase-integrabilidade e caos coexistem. Quando
a<d, a orbita periodica QP da Fig.11 torna-se instével e a regido de quase-integrabilidade que
a cerca desaparece [12]. No bilhar anular ndo-concéntrico podem exigtir duas classes de
trgetérias. aguelas que nunca batem no circulo interno e aquelas que colidem com de. As que
nunca colidem com o circulo externo sfo as W.G.O. Elas sempre existem (exceto para
a+d=b), e encontram-se dentro da regid anular Smétrica sombreada limitada pelo circulo
exterior e a caustical (veja Fig. 12) correspondente s trgjetdrias que s30 tangentes ao circulo

interno. Para uma familia particular de orbitas identificada pela expressio a+d=constante, a

! CircunferénciacomraioR = a + d .
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regéo cobeta peas W.G.O. permanece constante quando d varia, todas as W.G.O.
continuam indteradas.

FIGURA 12 - Regiéo cobertapelas W.G.O. (Whispering Gallery Orhits).

1.4.1. Mapeamento para o problemado bilhar anular ndo-concéntrico

Congderamos o hilhar entre uma fronteira circular externa I' e uma fronteira
creular interna I que € levada para a esquerda por uma excentricidade d, como é mostrado
pelaFig. 11.

A dindmica discreta do bilhar pode ser escrita mas convenientemente peo

sistema de coordenadas (L,S); aqui a abscissa do espaco de fases sera dada por L = g_b , onde
p

g € o comprimento de arco normaizado medido ao redor do circulo externo I'do ponto P da
Fig. 12. Fazendo b=1, produz-se |L| £ 05, e como ordenada do espaco de fases S=sina ,
com a sendo o angulo de reflexdo do ponto de colissto com o circulo externo, produzindo

|I9£1. O angulo a é medido a partir da norma com relaggo a origem O. Na Fig.11(a),

mostramos uma trgetéria que gpds uma colisdo com o circulo externo, colide novamente com
e sem antes se chocar com o circulo interno (chamado movimento-A); ja na Fig. 11(b) a
trgjetdria chocase com o circulo externo e antes de se chocar novamente com ele, colide
intermediariamente com o circulo interno  (definindo 0 movimento-B). Vamos denotar o
mapeamento a partir de um ponto inicid Ry no circulo externo, com coordenadas (Lo,So), para

uma proxima colisso com de (L1,S;), por T. IteracBes sucessvas do mapeamento s&0

denotadas por P, TR), T?P,, ec. e determinamos a Orbita pelo cdculo das iteragbes

Para nosso dgtema, a transformacdo T pode ser escrita usando argumentos
geométricos. Para o movimento-A encontramog[13]:
al =a 0

Ta
2 01 =do+(p- 2ay);

(47)
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enquanto para 0 movimento-B
dna, +dsn(a, - q,) =asnb
Th: dna, +ddn(a, +q,) =adnb . (48)
2b =ay,-Qq,*ta, +q,
onde b é o angulo de reflexdo da drbita no circulo interno. O movimento entre os dois circulos
néo-concéntricos é entdo reduzido aos mapas T, e T,. Em particular, a condicdo geométrica de

tangéncia ditando o uso de Ty a0 invés de T, é dada por:
sina +dsina - g)| £ a, (49)

onde a iguddade no sinad de desiguddade em (49) sgnifica que a drbita € tangente ao circulo

interno.

O movimento na regido |93 a+d corresponde & W.G.O. (trgjetdrias que
possuem somente movimento-A). Dentre as W.G.O., cada trgjetdria ndo-periddica da origem
a um toro cuja segdo € uma linha horizontal no plano L,Scom a+d <|9 < 1. Para cadaum
destes toros ha um outro correspondente, simetricamente localizado com respeito a0 exo

S=0, obtido a partir datrgetoria original pelareversdo de sua direcéo.

Varias secles de Poincaré sdo mostradas na Fig. 13, para a + d = 0.45 e diferentes
valores da excentricidade d. Salientamos que a condicdo de tangéncia, Eq. (49), deve ser
testada para todas as iteracOes a fim de definir qual dos mapas, T, ou Ty, deve ser usado na
iteracdo correspondente.

Para valores pequenos de d (vga Fig. 13-a), podemos ver ao redor do ponto fixo

da origem a presenca de toros de libracdo. Além da separatriz, na regido |S] <a+d, exigem

toros de rotagdo, que como os toros das W.G.O., aparecem em pares, correspondentes ao
movimento reverso. Entretanto, em contraste aos toros das W.G.O., ees se deformam quando
d varia, mantendo a + d = constante. Quando d é aumentada (vgja Fig. 13-b) a regido coberta
pelos toros de libragcdo decresce: muitos toros de libragdo desaparecem, tornando-se camadas
de Orbitas cafticas. O mesmo acontece com muitos toros de rotacdo. Os toros de
libragBo/rotacdo gradualmente desgparecem, congtruindo um mar de caos que eventuamente
conecta diretamente a regido |S|< (a+d) &s regies de toros de W.G.O. (Fig.13-c). Quando d
€ aumentada ainda mais, a regido coberta pelos toros de libracdo encolhe ainda mais (Fig. 13-
d), até desaparecer para a = d (Fig.13-€). Quando d acanca o vaor d=3a, nenhuma edtrutura
visivel parece exigir e uma trgetdria genérica (que ndo sga W.G.O.) parece explorar

uniformemente o espago de fases disponivel |§ £ a + d (Fig. 13-f).
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FIGURA 13 - SecOes de Poincaré para a +d =045 e diferentes excentricidades d: (a) d=0.01; (b)
d=0.03; (c) d=0.07; (d) d=0.15; (e) d = 0.225; (f) d = 0.3375.
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A figura a seguir representa uma Orbita quase-periddica no plano do hbilhar
locdlizada no interior dacadeiadeilhasdaFig. 13-d.

d) W7 71T T T 1 T
0.8 - .
0.6 - -

0.4

0.2

(/)] 0.0

1.0 L 1 1 1 I I I I
05 -04 0302 -01 00 01 02 03 04 05

(Lo,So)=(0.31,0.002)

FIGURA 14. Do lado esquerdo, temos a oOrbita quase periddica, cuja condicéo
inidd (Lo,S0)=(0.31,0.002) encontra-se no interior da cadeia de ilhas no espaco de fases da
figura3-d (lado direito)
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2. DINAMICA QUANTICA

2.1. Caologia Quéantica

Ainda como uma introducdo, pensamos ser importante a gpresentacdo de uma
sintese dos principais trabalhos, no qual 0 nos e insere, para que o letor tenha uma visio
gerd sobre 0 assunto.

Caologia Quéantica € o estudo quantico de fendmenos caracteristicos de sstemas,
cujo movimento cléssico apresenta caos [14].

E importante sdientar neste momento que o termo “Caos Quantico”, embora
muito utilizado na literatura ndo esta correto, pois caos quantico ndo existe no sentido de uma
senghilidade exponencid & condicbes inicias, mas ha véios fendmenos quénticos que
refletem a presenca de caos classico. O estudo destes fendmenos é a caologia quantica [15].

Historicamente, 0 desenvolvimento deste ramo do conhecimento comegou no
inicio do século passado (entre as décadas de 10 e 20), quando alguns quimicos, ao estudarem
moléculas Smples, perceberam a exigéncia de um fendmeno denominado “avoided leve
crossngs’ (ou cruzamento evitado de nivels) na dinamica dos nivels de energia Basicamente
0 que ocorre é, quando os nives vizinhos estéo préximos, ao e goroximarem, ndo se cruzam,
apresentando uma repulséo [16].

Em 1929, von Neumann e Wigner modraran que sitemas dindmicos genéricos
ndo podem apresentar cruzamentos entre os nivels de energia [17]. Teler afirmou o mesmo
teorema em 1937 [18]. Percival [19] em 1973 propds que o espectro de energias dos sistemas
dindmicos no limite semi-classico, deveria consdir de uma parte regular e outra irregular,
refletindo as partes regulares e irregulares do espago de fases respectivamente.

No inicio dos anos 80 diversos trabalhos evidenciaram que o fendmeno “avoided
level crossngs’ era tipico de Ssemas ndo integrdvels [20-22]. Na mesma €época, Berry
propds que na trandcdo da integrabilidade para a ndo integrabilidade de um ssema a
digribuico de espacamentos entre os niveis de energia vizinhos deveria apresentar grandes
mudancas [21].

Neste trabaho acontece uma ligagdo entre a Caologia Quéantica e uma teoria
edatigtica iniciada por Wigner na década de 50 para estudar propriedades espectrais de

sgemas de nlcleos abmicos, pogteriormente denominada Teoria de Matrizes Alestérias,
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onde s conddera um ensemble de Hamiltonianas que possuem adguma Smetria em comum,
com o objetivo de encontrar propriedades de flutuagtes espectrais genéricas.

Em 1979, McDondd e Kaufmann publicaeam um estudo numérico pioneiro
envolvendo a Caologia Quéantica. Eles estudaram os andogos quanticos de dois sstemas. 0
bilhar circular (classcamente integravel) e o estadio de Bunimovich (classcamente cadtico)
[23].

Ainda no inicio da década de 80, Davis e Hdler [24] propuseram a existéncia de
um fendmeno chamado tunelamento dindmico que afeta o comportamento dos niveis de
energia em dsemas ditos mistos, 0s quals gpresentam em seus espacos de fases regides
regulares separadas por um mar de caos.

Embora o tundamento sga uma caracteristica puramente quantica, atuamente
esta bem estabelecido que os processos de tunedamento so fortemente afetados pela natureza
da correspondente dindmica cléassica Mais adiante apresentamos com mas detahe os
fendmenos de tunelamento.

Alguns dos principais resultados relacionando o efdto de caps classico no
processo de tunelamento sdo encontrados nas referéncias a seguir.

No inicio dos anos 90, Bohigas [12],[25] apresenta estudos sobre o acoplamento
entre regides regulares do espago de fases via mar de caos. Do ponto de vista quantico,
Bohigas associa o tundlamento dindmico a presenca de caos no sisema, introduzindo a idéia
de tundamento induzido por caos. Bohigas também apresenta aplicacbes da Teoria de
Matrizes Aleatérias na Caologia Quéntica, estudando propriedades espectrais genéricas dos
S stemas class camente cadticos.

Nesta mesma €época, Lin e Bdlentine [26] agpresentaram um estudo sobre os
efeitos do tndamento dindmico em um dstema do tipo poco duplo com um campo détrico
oscilante no tempo.

Em 96, Leyvraz e Ullmo [27] gpresentaram um estudo associando a distribuicéo
dos espacamentos de energia com 0 tundamento dindmico num sstema paticular onde ta
fenbmeno é 0 mecanismo dominante no processo de tunedamento. Adiante daremos uma

maior énfase a este trabalho.

Em 98, Frischa e Doron [28] apresentaram um estudo sobre tunelamento
dindmico em dgemas misdos de modo gerd, gpresentando a idéia de que o tundamento
dindmico ocorre entre estruturas regulares, ou ilhas, separadas pelo mar de caos via regido de

praia, que seria aguela que contorna ailha, estando entre esta e 0 mar de caos.
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Em 99, Heler [29] apresentou um estudo sobre tunelamento, dando especid
atencdo ao tundlamento dindmico e seus efeitos em importantes processos quimicos.

Em 2003, Mouchet e Deande [30] mostraram estudos numéricos sobre
tunelamento dindmico, renomeado por €es como “tundamento cadtico’. Alguns de seus
resultados foram surpreendentes. Este artigo sera discutido em adiante em maiores detalhes.

Adiantamos que este trabalho foi pega chave para as conclusdes que obtivemaos neste traba ho.

2.2. Estatisticas de niveis, tunelamento e tunelamento dindmico

Como dissemos na segdo 21, as caacteridicas quéanticas de Sstemas
classcamente cadticos diferem das caracteristicas quantices dos sSstemas classcamente
integrdvels, onde 0 conceito de integrabilidade vem da exiténcia de no minimo tantas
integrais de movimento independentes quantos forem os graus de liberdade.

Uma das formas de visudizar estas diferencas € estudar as propriedades do
espectro de energias, obtido a partir da diagondizacd da matriz Hamiltoniana do sSstema
Muitas propriedades dos espectros de energias variam de sSstema para Sstema, mas certas
caracteridticas S0 absolutamente genéricas e dgumas delas est@0 diretamente relacionadas a
presenca de caos. Uma caracteristica em especid € a distribuicdo de espacamentos entre
primeros vizinhos por unidade de espacamento médio que é uma medida edatistica cujas
flutuagbes estdo intimamente relacionadas com a presenca ou n&o de caos no Sstema.

Entretanto, a teoria edtatistica utilizada no estudo da distribuicdo de espacamentos
de energia de um sSstema ndo € uma teoria convenciona, onde conhecemos explicitamente as
interacOes presentes nos sstemas. A teoria edatigtica utilizada consdera que todas as
interages s0 equiprovavels e nd é necessario conhecer as origensfisicas.

A patir das idéas de Wigner, Dyson mostrou que existem trés Grupos genéricos
de Hamiltonianas classficados por suas Smetrias. O primeiro Grupo é 0 que posui
invariancia de rotacdo e de reverséo tempora, dados pelas Hamiltonianas reais e smétricas. O
segundo Grupo € aguele cuja invariancia de reversdo tempord é violada, como no caso de um
eétron em um campo magnético externo. O terceiro Grupo é aguele onde a invariancia de
reversio tempora € conservada, mas a invariancia rotacional € quebrada. Neste Grupo, 0s
S stemas possuem pin semi-inteiro.

Os trés Grupos mostrados por Dyson definem os seguintes ensembles. ensemble

ortogond gaussano (Gaussian Orthogonal Ensemble — GOE), ensemble unitério gaussano
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(Gaussian Unitary Ensemble — GUE) e ensemble smplético gaussano Gaussian Sympletic
Ensemble — GSE).
Para cacular a digtribuicdo de espacamentos entre os niveis de primeiros vizinhos
de um sistema em funcdo de um dado espacamento médio, procede-se da seguinte maneira.
Primeiramente, cdcula-se 0 espacamento médio S, dado pda média aitmética
dos espacamentos.
S, ==& (E.-E)=Ewm B (50)
N 2 N

onde N é o nimero de espacamentos.

Uma discussio detalhada a respeito desta andlise edtatistica pode ser encontrada
nareferéncia[31].

No cas0 de sstemas integraveis, a distribuicdo de espacamentos entre primeiros
vizinhos serd do tipo Poisson, onde a probabilidade de se encontrar um espacamento em um

certo intervalo é dado pelarelacéo:

1 & SO

S o1

evidenciando uma dta probabilidade de ocorréncia de degenerescéncias (S=0). Nao confundir
Se Sy, definidos no acima.com S=dna (variavel do espaco de fases).

JA paa dgemas bidimensonais classicamente cadticos, governados por
Hamiltonianas reas e sméricas, a didribuicio de egpacamentos entre primeiros vizinhos
Segue a estatistica da teoria de matrizes deatdrias para o ensemble GOE, e € dada pela funcéo:

pS @& pS’o

m

(52)

onde Ry(S) é a distribuicdo de Wigner e evidencia que € nula a probabilidade de haver niveis
degenerados (S=0).

Aqui vae lembrar que 0 moddo que estamos estudando é misto, ou sga,
apresenta regides regulares e cadticas smultaneamente no espaco de fases, de modo que sua
digtribuicdo de espacamentos € diferente daquela obtida pela teoria de matrizes aeatorias com
uso do ensemble GOE, que S0 é vdida para s stemas totalmente cadticos.

Graficamente a diferenca entre as duas distribuigdes € mostrada pela seguinte

figura
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FIGURA 15 — DistribuicBes de espagcamentos para um sistema classicamente cadtico e paraum

sistemaintegravel.

As diferengas que notamos na Fig.15 entre as distribuiches de espacamentos
correspondentes a um sistema classicamente cadtico (Rw(S)) e a um sstema integrave (Pr(S))
S30 causadas pela repulsio entre os niveis. Num ssema integravel hd pouca ou nenhuma
corrdacdo entre os niveis, de modo que ha grande probabilidade de ocorréncia de
degenerescéncias totais entre dois niveis de energia, o que reflete a curva Pp(S). Ja num
ssema classcamente cadtico, os nivels est@o fortemente correlacionados, de modo que ndo
h& probabilidade de ocorréncia de degenerescéncia total entre dois niveis de energia, 0 que se
reflete nacurva Ry (S).

A forte corrdacdo entre os niveis embutida no sistema pela presenca de caos gera
o fenbmeno que diferencia propriedades quéanticas de sstemas classicamente cadticos das
propriedades quénticas de sSstemas integraveis. Este fenbmeno € o que chamamos de
“avoided level crossings’, ou cruzamento evitado de niveis. O padrdo da dindmica dos niveis
de energia de um sistema classcamente cadtico apresenta cruzamentos evitados. 10 pode ser

perceber pelafigura seguinte, extraidade [8].

FIGURA 16 - a é0 “parametro de perturbacéo”
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A Fig. 16 representa os treze primeiros nivels de energia de um bilhar triangular
cujo estudo € detalhado na referéncia [7]. Aqui notamos que os nivels de energia apresentam
uma forte repulsio, evitando cruzamentos. Os nivels, neste caso, podem se gproximar, mas
néo se cruzam.

Para sistemas mistos, uma das causas da correlacéo entre os nivels de energia é o
fenbmeno do tunelamento, que pode ser definido como uma trans¢cdo que ocorre N0 Sstema
do ponto de vista quantico, através de um caminho classicamente proibido, como no caso do
tundamento por bareira de potenciad, onde uma fungdo de onda correspondente a uma
particula aravessa uma barreira de potencid sem que para iSO possua energia superior ao
topo dabarreira

Neste sentido, um outro fendmeno que ocorre em dstemas mistos, chamado
tunelamento dindmico (ou tundamento cadtico) [24-30] contribui também para 0 aumento da
correlacdo entre os niveis de energia.

Para entender 0 que vem a ser tundlamento dindmico, precisamos resgatar aguns
conceitos da dindmica classca do sstema.

Quando estudamos os sstemas dinamicos, incluindo aqueles com dois graus de
liberdade na se¢d0 1, dissemos que as trgjetdrias dos sistemas integravels estdo presas sobre
superficies de toros onde as agfes se conservam. Nos sistemas cadticos 0s toros ndo existem,
pois foram destruidos, como vimos ao discutir o teorema Poincaré-Birkhoff. Nos sstemas
mistos, entretanto, existem edruturas regulares imersas hum mar de caos. Dentro das
edruturas  regulares exigem toros, de modo que o movimento locd é semehante ao
movimento em um sstema integrdvel. Sendo assm, uma particula que estgja dentro de uma
regido regular do espaco de fases de um sstema misto continua presa a superficie do toro
correspondente.

Do ponto de vista da mecénica quantica, se colocarmos um pacote de onda
inicidmente centrado sobre a borda extena da regid regular, onde ha um toro
infinitesmalmente préximo do mar de caos e 0 propagamos com 0 tempo, 0 pacote de onda
ird se difundir por todo o mar de caos até chegar a borda externa de outra regido regular, de
modo que a probabilidade de se encontrar a particula em outro lugar que ndo sga o toro que
contém a sua trgetdria ndo € nula, o que é classicamente proibido. Esta transicdo entre duas
edruturas regulares via difusdo do pacote de onda pelo mar cadtico € o que chamamos de

tundlamento dinémico.

O hilhar anular ndo-concéntrico € um sstema miso onde ocorre o fendbmeno de
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tundamento dindmico. Seu edudo torna-se interessante nas vizinhancas de  StuacOes
integravels, peto da regido que contém as W.G.O. A dindmica ndo-integravel da regido
|S|<a+ d provocaimportantes ateracdes nas propriedades quanticas do sistema.

As caracterigticas que agpresentamos aqui Nd0 s as Unicas que caracterizam
guanticamente sstemas cujos anaogos sfo cadticos. Existem outras propriedades, como o
padrdo de linhas nodais das fungbes de onda, que apresentam um comportamento bastante
irregular nos estados excitados de sSstemas classcamente cadticos. No entanto, a introducéo
feita até agui é suficiente para que o leitor compreenda os conceitos basicos aos estudos que

apresentaremos nas proximas secoes.

2.3. Dinamica quéantica do bilhar anular

A dindmica quantica de uma particula de massa M sjjeta a influénda de um

potencid V(r,t) é descrita pela equacdo de Schrodinger [32):

T 12

ihﬁY (== 22DY()+VEIY (Y (53)

onde A é o operador Laplaciano.
Ja que na regido entre os dois circulos do bilhar, V(r,t) € igud a zero (paticula
livre), o problema quantico, correspondente ao bilhar anular, consiste em determinar o

espectro do laplaciano, isto €, resolver a equacdo de autovalor
(D+k?)Y =0 : (54)
com condigdes de contorno de Dirichlet nas fronteiras. Na equacédo (54), também chamada de

2M

equacio de Helmholtz, k € o nlimero de onda relacionado com aenergia E pork? = 7

Devido a geometria do sisema considerado, devemos escrever a equacdo (54) em
coordenadas polares em duas dimensdes. Vamos consderar entéo a regido limitada pelos
circulos de raios a e b centrados em O e O, respectivamente, como mostrado na Fig. 17.
Vamos admitir que a disténcia entre os centros dos dois circulos sga d. As coordenadas
polares de quaquer ponto P na regido anular seréo (r,9) e ¢',g’) com respeito a O e O,
respectivamente.
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FIGURA 17 - Regido anular limitada entre as fronteiras circulares I' T'*. Comparada com a Fig.
12, verifica-se uma troca de coordenadas com relagdo ao circulo externo e interno. Isto foi feito intencional mente

afim defacilitar os célculos seguintes.

A eguacédo de Hemholtz bidimensona em coordenadas polares com relacéo a
origemO é

ef” 19 1% 0

gﬂl’2+l‘ﬂl’+l’2ﬂq2+kﬂY(r’q)_O . (55)

Para resolver esta equacdo, vamos supor que ¥ sga a multiplicacdo de duas
fungbes, uma dependente apenas de r e outra dependente agpenasem g . Com isto,

Y (r,q) = R(NQ(a). (56)

Agora, subgtituimos (56) em (55), obtemos:

d?R 1_dR 1 _d°Q

+-Q—+—=R +k?*RQ=0 . 5
er2 err r’ dg’ Q 57)
r.2
Multiplicando ambos os lados por RQ,terernos
1d°R 1dR 1d°Q
2 =Y =Y 202 =
r Rdrz+err+kr Qdq (58)

Percebemos que o lado esquerdo da equacdo anterior depende apenas da variave

r, enquanto o lado direito da mesma equacdo depende somente da varidvel g. Assm, esta

igualdade S0 sera satidfeita se:
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2 2
2 LAR IR e idQ:nz, (59)
Rdr®> Rdr Qdg’
onde n é uma congtante.
De (59) teremos.
1dQ _
-———=0nN , 60
1d°R 1dR
2= +r=—+k*r> =n?, 1
"Rar "Rdr r=n (6D
A solucdo de (60) é dada por:
Q(q) =C"+C,e ™ =Acosng +Bsnng, (62)
PartePar Parteimpar

onde n € um nimero inteiro. As condantes A e B de (62) devem anda ser determinadas

através de condicdes de contorno.

Organizando os termos da equaco (61), ela pode ser escrita como:

d’R drR
2 +r— +(k?r? - n>)R =0. 63
dr? rdr (k7 -n%) (63

A equacdo (63) é a chamada equacéo de Bessd [33]. A solucdo geral de (63) é

r

dada por:

R(r) =CJ, (kr)+D Y, (kr). (64)

A solugdo J, (kr), que tem limite finito quando kr tende a zero, é a fun¢éo de
Bessel de primeira espécie de ordem n. A solugdo Y, (kr), que ndo tem limite finito quando kr
tende a zero, é afungdo de Bessdl de segunda espécie de ordem n, ou funcéo de Neumann.

A solucdo gera de (55) é dada por:

Y(rhg)=Ys+Y,, (65)

onde Y e Y, indicam aparte par e impar da solucdo.Elas séo dadas por:

Ys(r,q) =Agd,(kr) + B, Y, (kr) + 25 [A,J, (kn) + B, Y, (kn)] cosnq, ©@
Y. (r,q) = 25 [C,3,(kn)+D,Y, (kn)| sinng. (67)

A solugdo par (66) pode ser reescrita como[35]:

¥
Y.rg=arfl, [A J (kn+BY, (kr)] cosnq , (68)
n=0
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iOparant O

ondel =2-d,ed , =i :
’ " 1lparan=0

Aplicando a condigéo de contorno de Dirichlet emr = &, exigimos que:
Y<(a,g) =0, (69)
J,(ka) +B,Y,(ka) =

Sefizermos,
B, _ J.(ka)
A Y.k (k3. (70)

Podemos substituir (70) em (68). Paratodos os valores de q teremos:

Y(r.g) = 57 A3, (kn) - F,(ka)Y, (kn)]cos(ng) . (71)

As vaidves r e g podem ser expressas em termos de ' e ' a patir de
transformages de coordenadas. Entretanto, a condicdo de contorno:
Yo(ra)|_, =0, (72)

para todos os valores de g na Equacdo (71) ndo levara a uma equacdo apropriada para a
determinacdo de k Assm, nés primeiramente expandimos a funcdo Y4 (r,q) em uma s&rie e

Fourier cossenoem '
14 -
Yg(r,g) = a I, a,cosmg, (73)
m:

ondel 1, € definido damesmaforma que em (68) e &y, € dado por

2"
an =7 OYs(r.) cosmad (74)
0
ou (ﬁ [ n[Jn(kr)- F, (ka)Yn(kr)] cosngcosmqg'dq'. (75)
0 n=0
Definindo:
2p
Qnm =- B @[Jn (kr) - Ky (k&)Y (kr)]cos ngcosmq' dqg' (76)
0
e subgtituindo (75) em (73),

18 . 5
Ys= Eé | cosmq Q_Cﬁ T, n[Jn(kr) - F, (ka)Yn(kr)] coancosmq'dq';,(ﬂ)

OnO
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Podemos trocar a ordem do somatério e daintegral e escrever:

3 - 7 2" 0
Yo al Ancosmq'ggd\]n(kr)- F (ka)Yn(kr)] coancosmq'dq';. (78)
n=0 0

I\)|H
ﬁQJOK

O termo entre parénteses da relacdo anterior € exatamente Q. dado pela Eq. (76).
Deste modo,

Y 5(r,q) =1 & al 1 ,A,Q,mcosmg. (79)
m=0n=0

Usando a condig&o de contorno (72)

1% £+
—a alp!l s AnQumcosmg=0. (80)
2 m=0n=0

Isto requer que em 1’ =h:

det|Q,,,| =0 (81)

Esta € a equacdo bésica, encontrada nas referéncias [35] e [36], cuja solucdo
fornece véaios vaores de k, e assm os correspondentes coeficientes A, podem ser entdo
determinados. NOs poderiamos encontrar Qnm definido pela equacéo (76) numericamente, ja
quer e q sfo fungdes de I’ e ‘. Agora, nGs mostraremos que usando o teorema da adicéo das
fungBes de Bessdl, consegue- se uma forma anditica para Qn, m.

Nosso objetivo agora € transferir o sstema de referéncia para O' (centro do
circulo externo). Para ito, primeiramente gpresentaremos a formula de Graf [34], p.360-361,
gue é derivada das relagbes do trigngulo da Fig. 18.

FIGURA 18

! parafazer atroca é preciso garantir que asérie convirja. E este é o caso, pois elaé uma série de Fourier, que é
uma série de auto-fungdes de um operador auto-adjunto.
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—Férmulade Graf:

. . ¥
ey (w)y=3dJ

p=-¥

e @3, (2™ (82)

i Z- zcosf =wcos]

onde (83)

% zsinf =wsinj

Desgamos escrever uma equacéo semelhante a (82) envolvendo as variavels do
nosso problema. Com este objetivo, na Fig. 19 ampliamos o trigngulo OPO da Fig. 17, porém
na condicdo que r’'=b (a mesma condicdo utilizada na Eq. (81)). Comparando o triangulo
O’PO nettas condigdes com o tridngulo da Fig. 17, identificamos.

d gin (mw=a")

FIGURA 19. Geometriano interior do bilhar dafig. 17, utilizada para aplicar a Férmula de Graff.

ib- dcos(p- ) =rcosf

g N (84)

jdan(p - ') =ranf

A Eq. (84) pode ser reescrita como:

ib+dcosq =rcosf

L dsng = rg (85)
i dang' =ranf

A partir das relagdes (82), (83) e (85), escrevemos.

2. (k) o = & 2. (kb)) (kd) % pg 86
(k1) gy 1 = 8 Zp (O3, (k) g 7 (86)

onde Z, pode ser J, ou Y.
Agora, utilizamos a transformacdo de coordenadas retirada do trigngulo da Fig.19:
g=q-f:

cosng =cog n(q- f)] = cosng cosnf +9nng'snnf . (87)
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Queremos escrever a relacdo (76) de outra manera, envolvendo apenas as

variaveissem“ ’ " .Reescrevendo a Eq. (76)
2p
Qnm = B c‘{Jn kn) - R, (kaY, (kr)] cosngcosmg'dqg'. (76)
0

Agora, utilizamos arelacdo (87) paraecrever,

J, (kr) cosng = J_ (kr)(cosng' cosnf +snng'snnf )

= cos nq'[Jn (kr) cosnf]+s'nnq'[Jn(kr)s'nnf] (88)

Y . (kr)cosng = Y, (kr)(cosng cosnf +snng'snnf )

. R (89)
=cosng' [Yn (kr) cosnf ] +49nnq' [Yn (krysnnf ]

Aplicando (86) nas expressdes entre colchetes narelacéo (88),

J, (kr) cosnq = - cosnq ea Jn+p (kb)J,, (kd)cos(pg )u+ snng’ ea Jnep (KD)J, (kd)sin(p g’ )u (90)

a E=-¥
pe¥

Colocando em evidénciao fator Q J,,, (kb)J, (kd) , escrevemos
p=-¥

J,(kr) cos(ng) = & J,., (kb)J, (kd)[- cos(nq’) cos(pq) +sin(ng')sin (pq')]
P . (91

= 8 3., (kb3 (kd)[- costn +p) )]

p=-¥

Procedendo de maneira and oga, obtemos.
¥
Y, (kr) cos(ng) = § J,.,, (kb)J, (ko[- cos(n+p)q)]. (92)
p=-¥
Substituindo (91) e (92) em (76), segue,

Qun (M) =—Oa [Jn+p (kb) - F, (ka)YMp(kb)]J (kd)[cos(n + p)g’] cosmag'dg’. (93)

P o=
Mas,
Zc‘):os[(n + p)q'] cosmq'dg’ _1 ZS' n(: _ r:]++pp)p Sn(: ++nT:pp)leJ (94)
E como m, n e p sdo indices inteiros, segue:
p 1P
(‘):os[(n + p)q'] cosmq' dg' = %E paap=m-hep=-m-n (95)
0

{ 0 para outros casos
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Para atender as condicdes em que a integra (95) assume vaores ndo nulos,

tomamos primeramente p= m-n e subgtituimos em (93)

Qup = 2y () F, (Y (D, ) . (96)
Qun = [Jm(kb) - R ka)Y, (kb)]Jm. 2 (kd). (97)
Agora, tomamos p= -m-n e subgtituimos em (93)

Qun = %a[J (k0) - o (ka)Y o (D)3, () 2, (98)
Qun =[3.n(kb) - F, (kY. (KB)]J. .., (kd) . (99)

Lembrando que J_,(x) = (- 1) '°Jp (X) , aequacdo (99) torna-se:

Qun = (- D3, (kb) - F,(ka)Y,, (k)] (- )™(- 1)"3,,,,, (kd)
= (- D3, (b) - F,(kY ,(KD)|(- "I (k)

Mas como n € positivo (par ou impar), (- )" =1.
Portanto,

Qo =[3n(KD) - F,(ka)Y, (KD)|(- "3, (kd) . (100)

m+n

Para que as Stuagoes de (95) sgjam atendidas, devemos somar (97) e (100):

Qo =[3,(Kb) - F, (kY (kb)]" |3, (kd) + (- "3, (k)| , (101)
com n=0,....¥ em=0,...,¥ .
Agoravamos considerar a parte impar da solucdo da equacéo (65) dada por

Y. (r,0) =28 [C,J,(kn) +D,Y, (kn]sinng, (102)

onde C,, e D,, S50 constantes de integragéo.
Aplicando a condi¢ao de contorno de Dirichlet emr = a, exigimos que
Y,.(a0q)=0, (103)
CJ. (kd) +D,Y, (ka) =0.
Sefizermos,

D, _J,(ka)
C, Y,ka

=F (ka). (104)

Podemos substituir (104) em (102), e paratodos os vaores de g, teremos:
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Y, (r,0) =2§ C,[3,(kn) - F,(ka)Y, (kr)|sin(ng). (105)

Agora, nos expandimosafungdo Y, (r,q) emumasérie de Fourier ssnoemq.’:

¥
Y. (r,6) =a b,snmqg (106)
m=1
e by é dado por
2 p
b, = E(‘)YA (r,q) sinmqg'dq’ (107)
0
2° &
ou b, == ¢Ra C,1J, kr) - F,(ka)Y, (kr)]sngsnmq dq'. (108)
o na
Definindo:
A 2P _ Y
Q ' nm=- B c‘{Jn(kr) - R, (ka)Yn(kr)]sm(n g)sn(mq')dq' . (109)
0
e substituindo (108) em (106),
KA o
Y, =20 C,[3, (kn) - Fn(ka)Yn(kr)]sin(nq)sin(mq')dq';sin(mq') . (110)
m=1 o n=1

Podemos trocar a ordem da série (como feito para a solucdo par) e reescrevé-la

¥ ¥ p s
Y, =28 a cmé% da.n-F, (ka)Yn(kr)]sin(nq)sin(mq')dq'gsi n(mg'). (111)

m=1n=1

Substituindo o valor de @y, dado pela Eq. (104), teremos:

Y0 =- & & C,Q m(r)snmg. (112)

m=1n=1

Usando a condicéo de contorno (72) aplicadaaY a, obtém-se:

¥ ¥

- 844 C, Q" (r=b)sinmg'=0. (113)
m=1 n=1

|sto requer que:

det|Q" o (r'=b)| =0. (114)

Agora, utilizamos a transformacéo de coordenadas retirada do tridngulo da Figura
19:q=0q-f:

gnng=gn[n(g-f)] =snng cosnf - cosng'snnf . (115)
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Queremos escrever a relacéo (109) de uma outra maneira, envolvendo apenas as
varidvessem® '
Agora, utilizamos ardacdo (115) paraescrever,

J, (kn)sin(nq) = J, (kr)(sin nq' cosnf - cosng'snnf )

=dnng [Jn (kr) cosnf ] cosng' [Jn(kr)s'n nf] (119)

Y, (knsin(ng) = Y, (kr)(sin ng'cosnf - cosng'snnf)

=4n nq'[Yn (k) cosnf]- coan'[Yn(kr)sinnf]' ()

Aplicando (86) nas expressdes entre colchetes nardacdo (117),

J, (kr) cosng=sn nq' & aJn+p(kb)J (kd)COS(IOQ)u cosnq ea Jnep (KD)J, (kd)Sln(pQ)u (118)

€ p=¥ a =¥
, : Po*
Colocando em evidénciao fator g J,.,(kb)J, (kd) , escrevemos
p=-¥

J, (k) cos(ng) = & J,., (kb)J, (kd)[- sin (nq’) cos(pq) - cos(ng)sin(pq)]
P . (119

= 83,00, $n (n+ o)
o=
Procedendo de maneira andoga, obtemos:
Y, (knsinng= & J,., (kb)J, (ka)[- sin(n+p)cf)]. (120
p=-¥
Subgtituindo (119) e (120) em (109), segue,

Q () == oa [Jn+p (kb) - F, (ka)Y .., (kb)]Jp(kd)[S'n (n+p)glsnmadg’. (121)

P o=+
Mas,
1e sn(n+m+p)p sm(m n- ppu
(};lr{(n+p)q]smmq dq— ' n+m+p m-n-p H (122)
e como m, n e p sfo indices inteiros, segue;
p
—parap=m-n
|2p
I p
@n[(n+p)q}5|rmq dg'=i- Eparap—-n m . (123)

T
T O para outros casos
i
|
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Para aender as condigbes em que a integra (123) assume vaores ndo nulos,

tomamos primeiramente p= m-n e substituimos em (121):
2 P
QA nm :E[Jmm-n (kb) - Fn (ka)Yn+m-n (kb)]Jm-n (kd)g%)g’ (124)

Q" =[J,,(Kb) - F, (k)Y (kb)|J,, (ke (125)

Agora, tomamos p= -m-n e subgtituimos em (121):

QA nm :E[Jn-m-n (kb) - Fn (k&)Y n.m-n (kb)]J-m-n (kd)§ %g’ (126)

Qun = [J.n (kD) - F (k)Y (KD)]J_,,. , (k). (127)
Lembrando que J_,(x) = (- 1) '°Jp (x) , aequacdo (127) torna-se:
QMo =~ (- 1)"[3,,(kb) - F,(ka)Y,, (kD)|(- ™ (-1)"3,,,, (ke)
= (-)™[3,(kb) - F,(ka)Y,, (kb)| " [- (- )"3,.,, (k)]
Mas como n € positivo (par ou impar), (- )" =1e - (- )" = (- D"*.
Portanto,
Q"o =[3, (kD) - F,(ka)Y,, (KD)|(- D™, (kd) . (128)
Para que as SituacOes de (123) sgam atendidas, devemos somar (125) e (128):
Q*om =3, (kb) - F, (ka)Y , (kD)] " |3, , (k) + (- )™ 3., (keb)] . (129)

comn=1...¥em=1..%¥.

Percebemos que as expressdes (101) e (129) diferem de onde comega a soma em n
em etambém por um sinal antesdo termo J ., , (kd) .

Asim, peas equagdes (101) e (111) encontramos solugdes k' e k7,
respectivamente que zeram os determinantes (81) e (114). Se K e K forem iguais, os nives
S50 degenerados. Se k™ k™ exite um espacamento entre os niveis, chamado “splitting”. O
“gplitting” € dado pela expresséo:

Dk= k"—k~. (130)
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2.3.1. Caso concéntrico:

Para 0 caso concéntrico @ = 0), dém da energia, devido a smetria de rotacdo, 0
momento angular L € conservado também. Resolvendo a equacdo de Schrodinger para 0 caso
concéntrico, encontramos os vaores k, (n = 0,1,2,..., m= 1,23,...) (nimeros de onda), que
S80 solugdes da equacéo:

J, (kb) - F (ka)Y, (kb) =0, (131)
n, reacionado com a ordem das fungbes de Bessd, caracteriza o momento angular e m,
relacionado com a raiz das fungdes de Bessdl, caracteriza o nimero quéantico radia. Para este
caso, as auto-funcdes correspondentes:

‘Jn (knma)

e u
F nm(riq) =Gnm é]n (knmr) - +Yn (knmr)u
' ’ é Y Yn(kn,ma) ’ [j

,icosng n=0,1,..estados pares
}s’nnq n=1,2,...estados impares
onde G,m é a congante de normaizacdo. Exceto para momento angular igua a zero (n = 0),

, (132)

gue sdo singletos, todos os outros estados so dubl etos.

Vamos consderar 0 comportamento das solugdes (101) e (129) no limite em que d

tende a zero. Paraisto, reescrevemos as Egs. (96) e (124):

Qo =[J, (kD) - F, ()Y, (kD)] " [J,, , (k) + (- "3, (kd)] (101)
com n=0,....¥em=0,...,¥.

Q" =[J,, (kD) - F,(Ka)Y,, (kD)] " [3,,. o (ke) +(-1)"3,..., (ko) (129)
comn=1..¥em=1..,%¥%.

Os temos [J, . (kd) +(-1)"J,. (k)] e [3..(kd)+(-D™ I, (kd)] b
assumem vaores nd nulos para m=n ou M=n=0, pois J,(0)' 0 somente para p=0. Isto
impde que (101) e (129) sO terdo vaores ndo nulos para m=n ou m=n=0 (sngletos da Eq.
(102)).

Estas caracterigticas podem ser escritas como:

Qnm = Qn,mdn,m. (133)
Assim,
Q, =J,(kb) - F,(ka)Y, (kb) (134)

Ela coincide com a solucdo radid encontrada pela resolucdo da EQ. de
Schrodinger para 0 caso concéntrico (132). O determinante se reduz a uma equagao, Cujos
zeros fornecem os vaores de kn m.
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Para 0 caso ndo-concéntrico, d! 0(>0), o momento angula ndo é mais
consarvado. Entretanto o sisema ainda possui uma sSmetria discretas e € Smérico com
respeito alinha que une os centros dos dois circulos. E por isso que os autoestados de (55) S50
pares ou impares com respeito a esta Smetria.

Devemos mencionar que a resolucdo da equacéo (55) foi feita com a origem no
centro do circulo interno e entdo se transferiu a solugdo para a origem no centro do circulo
externo. Se tivéssemos procedido de outra maneira, ou sga, resolver o problema com relagéo
a0 circulo externo primeiramente e depois transferir a solugdo para O circulo interno,
permitiriamos que Yn(X) tivesse um vdor infinito em x =0. Por iss0, ndo conseguiriamos
obter uma forma andlitica para (81) como (101) e (129).

A precisio dos resultados € melhorada pelo aumento de termos incluidos na
expansdo de Fourier, isto €, pelo aumento da ordem dos determinantes (81) e (114).

Em resumo, o objetivo entdo € encontrar os vaores de k que zeram os
determinantes (81) e (114). Estes vaores irdo formar o espectro de energias do sistema, ja que

2mE
arelacdo entrek e E édadapor k> = ;_;

Um teste para checar os resultados numéricos pode ser feito tomando N(k) como

sendo a funcdo escada (nimero de estados com um vetor de onda menor ou igud a k). Para o

bilhar anular, o valor médio {N(k)) de N(k) & dado por[31], p. 259:

(N(K)) = % (Ak?- LK), (135)
1 2mE +2mE
<N(E)>—E(ﬂ L) (136)

onde A éaé&ea (= p(b+a)(b- a) e L éo perimetro (= 2p(b +a)) do bilhar.
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3. PROCEDIMENTOS E RESULTADOS

Primeiramente queremos verificar se as caracteridicas da dindmica cléssca do
bilhar ndo-concéntrico afetam a separacdo dos dubletos. Para isto, pensamos numa conexao
entre as grandezas quanticas, por exemplo, 0 momento angular “n” e o nimero de onda “k”,

com aquel as do espaco de fases, de forma alocdizar os dubletos no espaco de fases.

Assm, ecrevemos a expressao para 0 modulo do momento angular:

L=|F" pl=prdna, (137)
onde a € o angulo entre os vetores Te P (0 mesmo angulo a de reflexdd com relacdo ao
circulo externo numa batida P).

A quantizacdo semiclassca de Eingten-Brillouin-Kdler, ou smplesmente EBK,
do momento angular fornece(12):

L=na. (138)
Combinando (137) e (138) chegamos a:

nh=prsina. (139)
Como o momento linear é dado por p =«/2ME (M é a massa da paticula) a
equacdo (139) sera dada por:
nh .

=rgna. 140
/2ME (140)

Mas lembrando quek = ‘ZQAE equer = b = 1, concluimos que:
sina = D. (141)

k
Perceba que o lado esquerdo da equacdo (141) € exatamente a ordenada do espaco

defases S. Por isso, escrevemos.
n

k'
Esta expressdo permite, uma vez que os vetores de onda sdo conhecidos e o0s

S=sgina = (142)
nimeros quanticos sdo fixados, locdizar a dtura do toro quantizado na secéo de Poincaré L,S.

n

Assim, conseguimos locdizar um dubleto no espaco de fases. Se ”

for maior que @t+d), o

nivel locdiza- se naregido de W.G.O.
E paticulamente interessante considerar dubletos correspondentes a familia de

bilhar representadas pelos parémetros (a,d) com a+ d = congante. De fato, quando a
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excentricidade € modificada, embora o toro quantizado permaneca ndo perturbado, é possivel,
0 aumento ou diminuigdo daregido cadtica que se encontra entre eles, naregido |S< a+d.

E possivel identificar no espectro os dubletos que correspondem aos toros das
W.G.O. Por exemplo, podemos usar as seguintes caracteristicas.

i) Seus vetores de onda sfo quase congtantes para a familia de bilhar (a,d) quando a+d é
mantido fixo;

i) Seus vetores de onda sG0 muito préximos ao vaor correspondente para 0 caso concéntrico
(a+d,0).

Na redidade, a Ultima propriedade € importante, pois permite-nos acompanhar um
determinado vaor de knm, solugdo de (131), para diferentes valores de d. Para o caso nédo-
concéntrico k sera agproximadamente k, » quando o dubleto estiver longe da regido S=a+d. E
S 0 dubleto edtiver muito proximo a fronteira entre integrabilidade e caos S=a+d, o vaor de

k sera muito proximo akp, m, apenas quando d»0.

Utilizamos 0 método da bissecdo para encontrar as raizes de uma fungdo. Toda a
programacéo foi feita em linguagem Fortran, enquanto os vaores das fungdes de Bessd num
ponto e o cdculo do determinante, foram feitos utilizando a biblioteca matemética IMSL.

Os procedimentos utilizados a seguir podem ser esquematizados da seguinte
manara
a) O espectro do sstema para 0 caso concéntrico € obtido encontrando as solugBes
de (131), para véaios vaores de n. Para n=0, temos os singletos, enquanto para os demais
vaores de n, os dubletos. A ordem em que as raizes aparecem, para cada familia com o
mesmo momento angular n, serd dada pelos vaores de m. Assm, um dubleto € identificado
pelo par (hm), e uma familia de com o mesmo momento angular n, pelos pares (hm). Para o

caso concéntrico todos os dubletos sfo degenerados, kn m =Knm;

b) Utilizando (142) localizamos os dubletos no espaco de fases,

C) Anaisaremos apenas os dubletos localizados em |Spatd, agueles localizados na
regido de W.G.O,;

d) Para 0 caso ndo-concéntrico utilizamos os determinantes (81) e (114) paa

encontrar os valores de K e K, respectivamente. Devemos acompanhar 0 comportamento de
k" (ou K) com a variacio de d. Se os niveis estiverem no limite semicléssico, a variagio de d
deve s muito refinada, pois a denddade de nivels € maor e ido garante que né&o

confundamos o nivel que nos interessa com um outro, locdizado muito préximo. A variacdo
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de d deve comegar muito proximo de d=0, onde K ou K serfo aproximadamente k,m (caso
concéntrico).

€) Tendo os valores de K e k™, podemos proceder & andlises computando os valores
dos“splittings’ Dk = k*—k .

Aqui é momento de comentarmos sobre a precisdo dos caculos numéricos.
Sabemos que as solucBes para 0 caso nado-concéntrico sBo obtidas a partir da resolucéo de
determinantes de ordem n"m (m=n) infinita, e o fato do determinante ser truncado para a
redizacéo do caculo numérico, poderia nos fazer pensar que isto afetaria a precisio dos
resultados. Mas este problema € contornado da seguinte forma:

O cdculo numéico possui uma precisito maxima de 16 casas decimas. O
problema estd em considerarmos os vaores das fungdes de J\(X) e Yn(X) quando n € muito
grande e Smultaneamente X muito pequeno. Nestes casos, truncamos a ordem do
determinante, quando todos os eementos de uma determinada linha forem menores que esta
precisdo de 16 digitos, ou sga, consideramos um valor méximo de n (ou m), onde pedo menos
um eemento de uma determinada linha é maior que 10%°. Isto é suficiente para obtermos
vaores confidveis de k' e k* em todos os casos que utilizamos, evitando o aparecimento de
falsos autovalores.

Esa precisso € necessaia, pois estamos trabahando com grandezas
extremamente pequenes. Quando a perturbacdo do sstema d é nula, os dubletos sfo
degenerados. Para dubletos altos do espectro (semiclassicos), a quebra da degenerescéncia dos
dubletos ocorre quando caos conecta as regides de W.G.O. Apenas consideramos “ splittings”
Dk=k*—k~ meaiores que 10™*, por causa da precisdo numérica. Para valores de d que ainda
nd conectam as regides de regularidade, os “splitings’ podem ser menores que 10, mas
devido aprecisfo, eles so considerados nulos e os dubl etos degenerados.

Apds estas consderacles, andisaremos a familia de W.G.O. caracterizada pelo
momento angular N=125. Na Tabela 1, mostramos todos os dubletos localizados sobre toros
das W.G.O., que sdo as solucdes do caso concéntrico (131), para n=125. Cada linha da tabela
representa um dubleto identificado por (n,m). Perceba que des ndo aparecem em pares, pois

s80 todos degenerados. Para estes calculos, consideramos 2M=1.
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TABELA 1 — Autovdores do problema concéntrico para a familia de W.G.O. identificada
por n=125, para a+d=0.45.

125 1 134. 485355186851600 9.294692334814240E- 001
125 2 141. 853761375647100 8.811891823508566E- 001
125 3 148. 057643203629800 8.442657690294471E- 001
125 4 153. 668639843911600 8.134385787950510E- 001
125 5 158. 902544866043900 7.866456771059015E- 001
125 6 163. 869358478538800 7.628027665487607E- 001
125 7 168. 634385574583400 7.412485868412356E- 001
125 8 173.240225664601500 7.215414290789710E- 001
125 9 177.716517415269100 7.033673730389014E- 001
125 10 182. 084875398425500 6.864930419206080E- 001
125 11 186. 361638967772800 6. 707388961180796E- 001
125 12 190. 559514941133400 6. 559630467080814E- 001
125 13 194. 688614743679400 6.420508983772414E- 001
125 14 198. 757138766323700 6.289082282823610E- 001
125 15 202.771844593540900 6.164563933940844E- 001
125 16 206. 738377209678000 6.046289116085236E- 001
125 17 214.545311196612700 5.826275079274421E- 001
125 18 218.393297820677700 5.723618867765679E- 001
125 19 222.208517294755000 5.625346927372279E- 001
125 20 225.993637364744000 5.531129170608259E- 001
125 21 229.751006846530900 5.440672566170625E- 001
125 22 233. 482705804096900 5.353715581182315E- 001
125 23 237.190586237518500 5.270023654093388E- 001
125 24 240. 876306413630200 5.189385451026941E- 001
125 25 244, 541365326754600 5.111609638433801E- 001
125 26 248.187159586924300 5.036521639880423E- 001
125 27 251. 815139054778300 4.963958897356376E- 001
125 28 255.427274961328000 4.893760856937661E- 001
125 29 259. 027268612626100 4.825746751278795E- 001
125 30 262.622902179858900 4.759676287271892E- 001
125 31 266.228850577777700 4.695208642065701E- 001
125 32 269. 867115138993800 4.631909298604957E- 001
125 33 273.562306747408000 4.569342958327148E- 001
125 34 277.334066941878600 4.507199615912909E- 001

A ecolha por n=125 se deve a0 fato de desgar, a principio, estar proximo a0

limite semiclassico. Néo basta escolhermos autovalores com 0 nimero de onda “k” grande,

distante do estado fundamentd (knm =ko1 » 5.67), pois a rdlagdo S=n/k imp&e que “n” deve

ser também grande, de modo que a razdo n/k sga maior que at+d, para estudarmos dubletos

localizados sobre os toros de W.G.O. Neste regime, 0 espacamento entre os nivels € muito

pequeno e toda a teoria desenvolvida é melhor gplicada. Para se ter uma idéia de como estes
niveis estdo afastados do estado fundamental, o dubleto (125,5) é aproximadamente o 2400°

nivel, enquanto o dubleto (125,34) ocupa aproximadamente a 74002 posi G0 No espectro.

Uma outra mandra de visudizarmos os autovalores da Tabda 1 seria fazendo o

gréfico da fungdo fo(k) = J,(kb)- F, (ka)Y, (kb) em funcdo de k, para um n fixo. Onde a

funcdo cruzar o eixo de k, ou sga, locdizando os zeros (ou raizes) da funcéo, teremos 0s

autovalores do problema concéntrico. E isso que fazemos na Fig.20:
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n=12% ® raizes

FIGURA 20 - Gréfico da funco fy(k) = J, (kb) - F, (k&)Y (kb) , paran=125, num intervalo de
k indo de »250 a »280. Neste intervalo, encontramos 8 raizes, que correspondem os autovalores para n=125 de
m=27 am=34.

A patir da Tabela 1, percebemos que para uma mesma familia, encontramos
dubletos (125,m) localizados em toda aregido [S>at+d = 0.45.

Por este motivo, investigaremos os comportamentos dos “splittings’ para duas
regioes digtintas do espaco de fases: longe da borda S=0.45, onde, por exemplo, etéo
locdizados 3 dubletos. (125,6) e (125,7), (125,8), este Ultimo locdizado, na redidade, numa
regido intermedi&ia e também os dubletos locdizados proximos a fronteira S=0.45: (125,31),
(125,32), (125,33) e (125,34). Lembrando que esta fronteira é aguela que separa as regides de
integrabilidade daguela onde pode haver caos no espaco de fases.

O objetivo agora é “acompanhar” os dubletos num intervalo pequeno de d.
Trabdharemos no intervdo de d=[0.06, 0.07], pois neste intervdo a dindmica cléssca
praticamente ndo se atera e caos ja conecta as regides de integrabilidade (ver Figl3-c).

As expressdes Uutilizadas para acompanhar os comportamentos dos autovalores
“k's’ s8o (81) e (101) para estados pares, enquanto (114) e (129) sdo utilizadas para estados
impares. Para d=0, os nivels sdo degenerados.

Na Tabda 2, sdecionamos 7 dubletos da Tabela 1. Eles pertencem a familia
n=125 e possuem diferentes localizagbes no espaco de fases.



TABELA 2 - Dubletos estudados paran=125. Caso concéntrico.

#1 125 5 158. 902544866043900 7.866456771059015E- 001
#2 125 6 163. 869358478538800 7.628027665487607E- 001
#3 125 16 206. 738377209678000 6.046289116085236E- 001
#4 125 31 266.228850577777700 4.695208642065701E- 001
#5 125 32 269. 867115138993800 4.631909298604957E- 001
#6 125 33 273.562306747408000 4.569342958327148E- 001
#7 125 34 277.334066941878600 4.507199615912909E- 001

Percebemos que os dubletos #1—- #3 estéo localizados distantes da borda S=0.45,
enquanto os dubletos #4—#7 possuem uma locdizacdo no espago de fases muito proxima a
borda que separa as regides de W.G.O.

Como ponto de partida, veremos o comportamento dos autovaores k(par ou
impar) com a variagd da excentricidade, d, no intervao escolhido d=[0.06,0.07] para os
dubletos #1, #2 e #3, localizados distantes da borda |S|=0.45.

a) b)
160,0 1650 . . . .
1645} .
%‘wa5- 7 @
ol Qg0 b
E £ N
>
3 18001 N 510351 k=163.86036 |
— E F B 1
8 '\k=158.90254 1 L300} .
~ 15851 . =
1625} .
58,0 1 1 1 1 162,0 L L L :
0060 0062 0064 0086 0088 0,070 0060 0062 0064 0066 0068 0,070
d d
2080 — 11—
c)
2075} .
=
8
2070F .
3 ma5}\\ .
[ k=206.73838
]
8 o060 g
>
2055} .
2050

0066 0,068

d

0,060 0,062 0,064 0,070

FIGURA 21 - Comportamento dos autoval ores com aexcentricidade para os dubletos #1, #2 e #3

respectivamente.
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Analisando os gréficos anteriores, observamos 0 mesmo comportamento para os 3
dubletos locdizados distantes da regido |S=0.45. Os vaores de k (par ou impar) ndo variam
com o aumento de d, no intervao condderado d=[0.06,0.07]. Alias, os autovalores neste
intervalo de d so 0s mesmos dos correspondentes autovalores para 0 caso concéntrico, dentro
de nossa precisdo de 15 casas decimais.Ou sga, mesmo aumentando a intensidade de caos na
regido |S]<0.45, parece que os dubletos nada sentem. Além disto, constatamos que neste
intervdo de d, os nivels permanecem degenerados, ou sga, os “splittings’ Dk sdo nulos,

dentro da nossa preciséo.

A fim de compararmos 0 comportamento de k, com a variagéo de d para dubletos
locdizados em regifes didstintas do espaco de fases, acompanhamos o comportamento dos
dubletos #4 e #7 (localizados proximos a fronteira [S=a+d=0.45) no mesmo intervalo de d da
Fig21 d=[0.06,0.07]. O vaor de ks (ou k) diminui com o aumento de d, para os dois
dubletos. As diferencas entre as Fig. 21 e 22 mostram que a localizacéo do dubleto no espaco
de fases (distantes e proximos a borda [S§=0.45) modifica o comportamento dos seus

autovaores.

276,78
276,76
276,74

_276,72

al

g I
~ 576,70

276,68

k,,=266.22 (concéntrico) -k _=277.3341 (concéntrico)
$=0.469 276,66 -  5=0.4507
" 1 " 1 " 1 " 1 n 276’64 " 1 " 1 " 1 n 1 n
060 0,062 0,064 0,066 0,068 0,070 0,060 0,062 0,064 0,066 0,068 0,070

FIGURA 22 - Variagdo de k com a excentricidade para os dubletos #4 e #7.

Para os dubletos #5 e #6, também localizados proximos a borda [S|=0.45,
verificamos comportamento semehante ao modtrado pela Fig. 22. Além disso, paa os
dubletos de #4-#7 ocorrem “gplittings’ entre 0s niveis, no mesmo intervalo de d=[0.06,0.07].
Mostramos a variacdo destes “glittings’ com a excentricidade nas proximas figuras,
lembrando que apesar de apresentar grandes variagOes, a grandeza Dk é muito pequena. Por
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IS0, nos graficos a guir, gpresentaremos a variacdo ndo de Dk, mas sm de Log(JDk|) com a
excentricidade d, no intervao de d=[0.06,0.07] para os dubletos #4 — #7 da familia n=125

d

d

apresentada na Tabela 2.
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FIGURA 23 - Variacdo de Log|Dk|] com a excentricidade d no intervalo [0.06,0.07]. Em (&)
acompanhamos o dubleto #4, em (b) o dubleto #5, em ¢) e d) os dubletos #6 e #7, respectivamente.

Embora os quatros dubletos possuam localizagbes proximas no espaco de fases,
proximos a borda S=0.45, encontramos comportamentos diferentes. Ainda ndo estéo claras as

origens destes comportamentos.
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Como dissemos no inicio deste capitulo, estes cdculos requerem uma preciso
numérica muito grande. Para se ter uma idéia de quanto estes cdculos sdo demorados, apds
aguns testes, os acompanhamentos dos dubletos proximos a regido cadtica, referentes a Fig.
23, demoraram cerca de trés meses num Pentium 4, 2GHz de uso exclusvo. Note que os
“golittings’ que eram nulos quando d=0, variaram muitas ordens de grandeza, com um

pequeno aumento de d, onde as regides de W.G.O. ja estéo conectadas por caos.

Notamos também grandes flutuagbes dos “splittings’. Essas flutuagBes gparecem
quando um outro nivel se goroxima do dubleto. E exatamente isto que discutiremos na

proxima secéo.

3.1. Colisdo entre 3 niveis

Em [30], Mouchet e Dedande mosraram, usando outro modelo, duas
possibilidades que podem ocorrer quando um terceiro nivel se gproxima de um dubleto. Ha
repulsio (ou cruzamento evitado) entre o terceiro nivel e o nivel do dubleto pertencente a
mesma simetria (paridade), enquanto o outro nivel do dubleto (com paridede diferente) ignora
o terceiro nivel. Num caso o0 nivel de paridade diferente esta entre os outros dois e noutro caso
os dois niveis de mesma paridade sdo vizinhos. Na Fig. 24, reproduzimos uma figura de [30],

onde existem estes dois cenarios geneéricos.
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FIGURA 24 — (a) O "splitting" aumenta em raz&o do “cruzamento evitado”; (b) o "splitting"
diminui até desaparecer paraum determinado parametro.

Além disso, observamos na Fig. 24-(a) uma inversio na localizagdo dos niveis do
dubleto. Antes da aproximacdo, 0 nivel de paridade par se locdizava acima do nivel de
paridade impar. Depois da quase-colisio, edtas locdizagbes se invertem. O dubleto terd o
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nivel de paridade impar acima do nivel de paridade par. Este efeito ndo ocorre no cenario (b)
daFig.24.

Os cenaios gpresentados por Mouchet e Deande [30] sdo teoricamente
acatavels, porém nos resultados numéricos gpresentados na Fig. 23 (a—(d), encontramos
grandes flutuagcbes nos “splittings’, que sBo explicadas apenas a patir das consderagtes
fatas na Fig. 24 (8). Nestes resultados, ndo encontramos nenhum pico para baixo, nem
mesmo adgum vaor de d onde o “splitting” se anulasse. Voltaremos a esta questéo na proxima
secéo, adiantando que o cenario do tipo (b) da Fig.24, apesar de aceitavel teoricamente néo foi

encontrado em nossos resultados numéricos.

3.2. Andlise estatistica dos resultados

Leyvraz e Ullmo [27], em andogia aos ensembles de matrizes adeatdrias que
descrevem as flutuagOes espectrais de Sstemas classicamente cadticos, ou suas generdizaces
introduzidas para descrever em pate sistemas cadticos, sugerem congruir ensembles de
matrizes deadrias que modeam teoricamente as didribuicbes de “splittings’ devido a0

tunelamento cadtico num determinado espaco de fases.

Eles encontraram expressdes anditicas obtidas teoricamente para representar a
digribuicdo de “splittings’ em sSstemas mistos, onde o fendmeno de tundamento dindmico é
0 Unico mecanismo presente, e testaram Suas expressdes para um determinado modelo, o
oscilador quértico. Neste contexto, queremos verificar se 0 comportamento da distribuico de
espacamentos de dubletos para 0 bilhar anular excéntrico concorda com o exemplo utilizado
em [27] e a patir dai tentar interpretar a aplicabilidade das expressdes obtidas por Leyvraz e
Ullmo no nosso modelo.

Agora, reproduziremos em linhas gerais, os procedimentos dos autores de [27] até
se chegar & férmulas andliticas.

Eles condderaran um gSsema que possui uma sSmetria discreta P e cujo
tundamento ocorre entre dois auto-estados Y teY > (R relacionado com um dubleto),
congtruidos sobre toros invariantes t,e t, =P (t,). Os auto-estados pertencem a smetria
dada: classe + ou — dependendo se eles sdo pares ou impares sob a acéo de P'. Denotamos por

Y.  eY, ascombinagdes pares e impares dos auto-estados Y ;'eY .°.

Asam:
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YI; :Y;;Yé e YR :LYFf_
2 2
Numa base onde a parte cadtica da Hamiltoniana € diagond, as paridades par e

impar aparecem respectivamente como:

¢ER U1 U2 9 (;-;ER ul' uz' 9
o~ E 0 0 .- u E 0 0 .+
H*:guz+ 0 ES5 0 ... H =§J2‘ 0 E 0 ... (143)
¢: 0 0 L ¢:i 0 L
€ : g g : g

onde os u*'s s30 os acoplamentos entre o nivel do dubleto de energia Er e o nivel do mar de
caos com energiaE? .
Depois da diagondizacio de H® e H, os nives regulares do dubleto irdo se

transformar entre E' e E, respectivamente. Utilizando a relagio k?=E (em unidades onde
2M=1), teremos o “splitting”:

Dk=d=

K - k‘| (130)

A ecolha naturdl para os eementos de matriz de tundamento U ni descrevendo
0 processo classcamente proibido é toma-los como variavels gaussianas independentes com a
mesma varianda® ut2 g, na auséncia de qualquer barreira, usar para niveis cadticos B*, B°,...,
Ei", E,... 0s “ensembles’ classcos de Wigner e Dyson que sdo conhecidos por modelar
gpropriadamente a edatistica espectra de sistemas completamente cadticos [37]. Se existe
invariancia da dmetria de reversdo tempora, como assumiremos a seguir, io sgnifica que
deveriamos tomar E;*, E,..., Ei~, E;7,... como duas sequéncias independentes, como uma
digribuicdo dada peo “ensemble’ gaussano ortogona (GOE) [37]. Simbolicamente este

“ensemble’ é denotado por:

L&, oo &, U o

“&u (GoE)'; ¢ = -0

&y (coe) 5
onde os sobrescritos + e — enfatizam a natureza independente da distribuicdo. Neste caso, a

distribuicdo de “ splittings’ p(d) é meramente umale de Cauchy truncada [37]:

A . 2 . -
! A variancia dos elementos da matriz de tunelamento U ¢ descreve aparte classicamente proibida do processo
de tunelamento e atual mente ndo existe nenhuma maneira tedricade calcula-la



56

i 4u,
[ d <u,

p(ch =1 d? +4puy . (145)
1 0 d>u,

Este modelo edtatistico ndo pode ser agplicado a quaquer estrutura, tal como
barreiras parciais que impedem trgetdrias cléssicas a percorrerem livremente de uma parte
cadtica do espaco de fases para uma outra Em tais configuragbes classicas, que s&0
provavelmente genéricas em dstema onde caos e regularidede coexistem, transcbes de
“ensembles’ tém ddo introduzidos para obter uma descricdo edtatistica correta de estados
cadticos. Comparada a0 caso onde nenhuma barreira esta presente, a distribuicéo de estados
cadticos serd modificada de duas maneiras. Primeiramente, cada uma das seqUéncias de
paridade, tomadas separadamente, gerdmente ndo irdo mais ser distribuidas como um GOE.
Mais importante é que tais barreiras podem induzir correlactes fortes entre as duas sequiéncias
de paridades de estados cadticos. Consdere um exemplo smples no qua uma barreira parcia
Separa 0 mar de caos em duas partes Ry e R2 que s imagens Smétricas uma da outra sob a
ametria discreta P. Neste caso, 0 “ensemble’ de matriz relevante pode ser smbolicamente

reescrito como:

o, () 6
§u} (GOE), +(GOB), (L)

H* , (146)

onde a variancia dos dementos de matriz de (GOE)s é escolhido de ta forma que tenha (na

vizinhanca de Eg) 0 mesmo espacamento médio D entre os estados cadticos, e a variancia s 2

dos eementos de matriz de (GOE)a(L) é fixada pelo par@metro de transporte cléssco L
através de [27]:

=0, (147)

O parametro de transporte € dado como um fluxo classco F atravessando uma
barreiraparcial [27]:

_ 1 gF
4p* (2ph)* i f, "

(148)



57

onde g=%2¢é a proporcdo de estados na classe smétrica correspondente, f, =f, =1/2 é o

volume do espaco defasesdaregido 1 e 2 e“d” o nimero de graus de liberdade.

Para barreiras pouco €efetivas, L € muito maior que um. No extremo oposto, uma
barreira perfeita da L=0, e a parte + e — dos espectros S0 rigorosamente idénticas. Em
particular, os deslocamentos K e K sendo os mesmos, da um “splitting” nulo. Para pequencs,
mes finitos L, um nivel tipico &~ serd gerdmente encontrado perto do seu smétrico andogo
E,", embora ligeiramente modificado. Neste caso, embora os deslocamentos K e K™ ja estgjam
digribuidos (le de Cauchy), eles sdo fortemente correlacionados. I1sto ndo O muda a escala

de d, mas também a sua distribuicéo.

Tipicamente, 0 “ensemble’ que descreve a edtrutura cléssica de um sSstema sera
mais complicado que o exemplo da equacio (146). E provave que o tansporte de uma ilha
regular para sua parte smétrica sgja afetada através do efeito de unido de toda um conjunto de
bareiras moderadamente efetivas do que por uma acdo forte de um eemento. Entéo
esperariamos ter muito mais “ensembles’ estruturados com um parémetro de transporte Lp,
associado com esta barreira. Quando este € 0 caso, 0 problema pode ser tratado ainda como
descrito acima, porque toda a informacdo codificada no “ensemble’ de transicéo (que sdo
essencidmente os Ly's), pode ser resumida por um Unico parametro ac, que é uma média
ponderada da variancia de (En"—E").

Para verificar a aplicabilidade destas expressdes em nosso modelo, consideramos
os “splittings’ dos 4 dubletos da familia n=125, gpresentados na Fig.23. No intervalo
considerado de d=[0.06,0.07] (onde a dindmica classica praticamente ndo se adtera), para cada

dubleto teremos g vaores diferentes de “ splittings’, cada um correspondendo a um certo d.

Para 0s 4 dubletos teremos 4g vaores de “solittings’. Agrupando todos estes

vaores de “ littings’ formamos o0 nosso “ensemble’.

O fao de condderarmos dubletos de uma mesma familia (n=125) e também
dubletos locdizados muito préoximos entre S no espaco de fases, nos permite fazer este
agrupamento, introduzindo, inclusive, o conceito de probabilidade no “ensemble’.

A sguir modramos um grafico log log, onde no eixo x estéo os vaores dos
“golittings’, enquanto no eixo y a probabilidade de encontr&los. Entdo, os pontos do gréfico
srdo os topos de um histograma, onde queremos verificar a probabilidade de um certo valor
de “solitting” ocorrer. Etes pontos s80 0S nossos resultados numéricos que formam 0 nosso

“ensemble’, enquanto alinha chela, representara aformula anditica (151), com n=9000.
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Log[P(AK)]
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FIGURA 25. Distribuicdo de “splittings’” utilizando dubletos semiclassicos, onde o tunelamento
dindmico é o Unico fendmeno existente. Os pontos representam os resultados experimentais, enquanto a linha

cheia, as predicdes analiticas de Leyvraz e Ulimo.

O gréfico modra que os resultados numéricos flutuam em torno de um vaor
médio dado pela linha cheig, que sfo as predigbes anditicas de Leyvraz e Ullmo. Verificamos
a partir do gréfico, que a probabilidade de encontrarmos grandes “splittings’, da ordem de 102,
por exemplo, é muito menor de encontrarmos “splittings” da ordem de 10°8.

Os resultados apresentados neste trabalho sdo tedricos e numéricos, enquanto os
resultados apresentados em [30], S0 experimentais. Assim, ndo dispomos de méodos para
encontrar os valores de ac,u; € D do nosso sstema Por iso, nos limitamos a encontrar um
vaor de mque se g ustasse aos nossos va ores NUMEricos.

Os resultados obtidos por Mouchet e Delande [30] mostram que as formulas de
Leyvraz-Ullmo fazem predigdes corretas também para sistemas quase-integraveis, indicando
gque tundamento dindmico ndo precisa s 0 mecanismo dominante, ou Sequer exidir.
Querendo verificar se este comportamento também ocorre N0 nosso sSstema, estudamos O
comportamento de “splittings’ de dubletos localizados nas regides de W.G.O., onde caos
anda ndo conecta as regifes regulares. Para nivels semicldéssicos a quebra da
degenerescéncia ocorre gpenas quando caos conecta as regifes integravels (ver Fig.21 e 23).
Para observar a quebra de degenerescéncia num intervalo onde caos ainda ndo conecta as
regides de W.G.O., investigamos, por exemplo, o dubleto identificado por (n,m)=(11,3),
knm»23.5 (caso concéntrico) e S»0.4632, ou sga, locdizado numa regido mas baixa do
espectro, proximo ao estado fundamentad. O aparecimento dos “splittings’ neste dubleto é

devido a0 efeito de #. Como 0s niveis estéo proximos ao estado fundamenta, o espacamento
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médio entre eles é grande, 0 que influencia a quebra da degenerescéncia na auséncia de caos.
Ese ndo é o mesmo €efeito observado anteriormente, pois agui ndo podemos fadar em
tunelamento dinémico ou cadtico.

Na Fig. 26-(a), apresentamos o comportamento dos “splittings’ Dk para o dubleto
(n,m)=(11,3), num intervalo de d»{0.03,0.07] e em (b) um resultado numérico do cen&io (a)
da Fig. 24, reponsdvel peo aumento do “splitting” do dubleto (n,m)=(11,3) proximo de
d=0.038.

b)
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FIGURA 26. (a) Acompanhamento da variagdo de Dk num intervalo de d»[0.03,0.07], para o
dubleto (n,m)=(11,3). (b) Resultado numeérico referente ao cenario (a) daFig.24.

Na Fig.26-(b) vemos que o dubleto (n,m)=(11,3) locdizado no interior do
retdngulo interno, sofre a influéncia da gproximagdo de 2 outros niveis. Inicidmente k™ é
maior que K do dubleto. O primeiro nivel que se aproxima (entre d=0.03795 e d=0.03800) é
de paridade impar. Ele ira repdir o nivdl de mesma paridade do dubleto. 1sso ocasonard um
primeiro aumento no “splitting”. Logo apds este quase-cruzamento, ird acontecer uma
inversio nos papéis dos nivels e mudanca de sinad do “splitting”. O nivel de paridade impar
que se aproximou ir4 se corrdlacionar com o nivel de paridade oposta do dubleto e assm K
sord maior que k*. Proximo de d=0.03805 havera um outro nivel, este de paridade par, se
gproximando do dubleto. Novamente este nive ira repdir o nivel de mesma paridade do

dubleto e isto ocasionara outro aumento no “splitting”. Estes dois quase-cruzamentos num
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intervalo de d muito pequeno, ocasonaram uma grande variacdo do “splitting”, evidenciada
pelo reténgulo na Fig.26-a.

Como adiantamos no find da secéo 3.1., embora teoricamente aceitavel, o cenario
(b) da Fig. 24 ndo foi encontrados em nossos resultados numéricos. Porém, encontramos um
outro caso, que ndo foi citado pelos autores de [30] e que pode ser confundido com o cenario

(b) daFig.24. 1o é o que mostramos na Fig. 27.
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26,5400 “ -
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29,5095

s
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0080155 0,0801G0 00801 85 0080170 O,0A01 75

d

FIGURA 27 — Resultado numérico encontrado em nosso modelo mostrando a aproximagédo de
um nivel com um dubl eto.

Neste exemplo, um nivel de paridade impar se aproxima do dubleto. Os dois
niveis de mesma paridade sdo consecutivos (ndo existe um nivel de paridade par separando-
09), eles irdo se repelir. Com isso, o0 nivel de paridade impar do dubleto ira se aproximar do
nivel de paridade par, cruzando-o. Porém, temos que deixar claro que este cruzamento ndo
ocorre entre os niveis do dubleto, n&o correspondendo, portanto, ao cenario (b) da Fig. 24.
Devido a grande perturbacdo do sistema (@>»0.08), o “splitting” deste dubleto é grande e como
a inclinacdo do nivel que se aproxima ndo é acentuada, apos a repulsdo dos niveis de paridade
impar, o tercero nivel se aproxima lentamente do nivel de paridade oposta, porém, o

“golitting” do dubleto ndo varia muito como mostrado entre as setas da Fig.27. Agora fica a
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questéo: O cend&io (b) da Fig. 24 redmente existe, ou poderia ser confundido com o qué
estamos apresentando aqui?

Agora, seguindo o procedimento apresentado em [30], queremos verificar se 0s
“golittings’ deste dubleto obedecem s férmulas de Leyvraz e Ulimo [27], mesmo num regime
onde caos ndo conecta as regides regul ares.

Abaixo mostramos o0 resultado que os autores de [30] condderam como
surpreendente, pois as formulas de Leyvraz e Ullmo que deveriam predizer distribuices de
“golittings’ de dubletos no regime onde existe caos no Sstema, caracterizando o tunelamento
cadtico, parecem também predizer o resultado da distribuicdo quando se considerou dubletos

locdizados em regifes integraveis e entre elas umaregiao quase integravel, sem caos.
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FIGURA 28. Grafico apresentado em [30], mostrando que os dados obtidos numericamente pelos
autores (circulos), considerando um dubleto ndo conectado por caos estdo de bom acordo com as formulas de
Leybraz e Ullmo (linha cheia) [27].

Na Fig.29 gpresentamos a distribuicdo de “splittings’ para o dubleto (n,m)=(11,3).
O grdfico foi feto da mesma forma que aquele apresentado na Fig.25, porém utilizando
“golittings’ num intervao de d=[0.03,0.04]. Neste intervado, a dindmica classica quase ndo se
dtera e caos ainda nd conecta as regides de integrabilidade. Ainda assm, as férmulas de
Leyvraz e Ullmo predizem os resultados numéricos, quando utilizamos a eg. (151), com
n+6.5.
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FIGURA 29. Grdfico loglog de Dk X P(DKk), para o dubleto (n,m)=(11,3) num intervalo de
d=[0.03,0.04]. Os pontos representam os resultados numéricos e a linha cheia o resultado previsto por Leyvraz e
Ullmo. Neste caso n¥6.5.

As Fig. 25 e 29 modram que para a distribuicdo de “splittings’ de dubletos do
modelo do bilhar anular ndo-concéntrico, as formulas de Leyvraz e Ullmo predizem os
resultados numéricos quando consideramos:

a) dubletos no regime semicléssico e quando caos conecta as regides de

regularidade;

b) dubletos com locdizacdo no espectro préximo a0 estado fundamentd e

guando caos ainda ndo conecta as regides de W.G.O.
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4. DISCUSSOES E CONCLUSOES

Quando os dois circulos s concéntricos, devido a existéncia de duas constantes
de movimento (energia cinética e momento angular), a dindmica em seu interior é integrave,
e, portanto, todas as suas Orbitas est@o presas a toros invariantes. Estas Orbitas podem ser

periodicas ou ergadicas sobre o toro, dependendo de sua condicéo inicia (Lo, So).

Quando a excentricidade € ndo-nula, podem coexisir no sitema estruturas de
ressonancias, caos e regides integravels, fazendo parte dos sistemas ditos mistos. A quebra da
integrabilidade do sistema ocorre porque 0 momento angular Nndo € mais conservado. Ainda
assim, 0 Sstema ira gpresentar comportamento integravel por causa da exiséncia de Orbitas
que nunca colidem com o circulo interno, portanto, idénticas aquelas encontradas no bilhar
circular (também integravel). Edtas Orbitas sdo chamadas Whispering Gdlery Orbits, ou

smplesmente W.G.O.

A dindmica discreta do bilhar anular € descrita a partir das coordenadas (L,S) nos
pontos de colisfto com o circulo externo. Utilizanos um mapa que inclui os dois tipos de
movimento que o ssema pode apresentar: Tipo A: a particula colide duas vezes consecutivas
com o circulo externo e Tipo B: entre duas colisdes com o circulo externo, ocorre uma coliséo

intermedi&ria.com o circulo interno.

Quando os circulos sdo ndo-concéntricos, surge uma regido no espago de fases
composta de estruturas de ressonancias e caos entre as duas regifes integraveis ocupadas
pelas W.G.O. A separacdo destas regides no espaco de fases ocorre em S=x(a+d), onde a € o

raio do circulo interno.

Edudando familias de bilhares onde mantivemos fixa a grandeza a+d,
conseguimos modificar a intensdade de caos entre as regides de W.G.O., sem dterar edtas

regides, apenas variando o parametro d (ver Fig. 13).

Partindo para a andise do problema quantico correspondente, um dos objetivos do
trabadho € verificar como as caracteridticas da dindmica céssca do ssema afetam sua
dindmica quantica. Neste sentido, resolvemos a equacdo de Schrodinger para o bilhar anular e

encontramos expressdes andliticas como solucdo (81) e (114).

A patir de uma agproximagdo semicléssica do momento angular, conectamos

grandezas quéanticas a ordenada do espago de fases. Isto fez com que localizdssemos no
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espaco de fases, os autoval ores (dubletos) do caso concéntrico.

Ao estudarmos o comportamento de dubletos associados a toros congruentes, em
um regime onde caos conecta as regifes de integrabilidade, nossa atencdo foi dada ao
fendbmeno de tundlamento dindmico, o qua contribui para a quebra de degenerescéncia entre

0s nivels de energia, dando origens aos “ littings’ que estavamos interessados.

Verificamos que gpesar do tundlamento ser um fendbmeno puramente quantico, ee
é fortemente influenciado pela dindmica cléssca Em paticular, confirmamos os resultados
obtidos em [25] estudando dubletos semiclassicos (grandes vdores de n e de k), onde a
ocorréncia do fendbmeno de cruzamentos evitados € muito grande, devido ao pequeno
epacamento entre os nivels neste regime. Por isso, 0 termo "tunelamento induzido por caos'
muito usado na literatura é subgtituido pelo termo "tundamento @dtico” [30], uma vez que os
epacamentos dos dubletos podem aumentar ou diminuir quando um nivel se gproxima do
dubleto.

Apresentamos também resultados numéricos de uma das duas possibilidades que
podem ocorrer quando um terceiro nivel se gproxima de um dubleto, propostos em [30] (ver
Fig.24). Encontramos um cenario que ndo foi citado por Mouchet e Delande [30] que pode ser
confundido com o cenario (b) da Fig. 24. Nao encontramos o cen&rio (b) da Fig. 24 em nossos
resultados numéricosVde sdientar que a natureza deste nivel que se aproxima (regular ou
cadtica) néo foi estudada ou identificada, sendo esta uma possibilidade de estudos posteriores.

Pela andise da dindmica dos “splittings’, os dubletos sentem mais a influéncia da
dindmica classica correspondente, quanto mais proxima for sua locdizacdo da fronteira entre
as regides de integrabilidade e aguela onde pode haver caos. Além disso, quanto maior a
perturbacdo () do sstema, maior é o efeito de tunelamento. Quando caos separa as regifes
integraveis, a separacd de um dado dubleto pode variar dgumas ordens de grandeza
dependendo se um estado cadtico esta perto ou ndo do dubleto de tunelamento. Isto implica
gQue pequenas mudancas nos parametros externos, que deixam a dindmica cléssca quase

indterada, podem mudar muito os “ plittings’.

Quando agrupamos “splittings’ de dubletos com o mesmo momento angular,
localizados muito proximos do mar cadtico, num regime onde a dindmica cléssca quase néo
se dtera, 0 estudo estatistico da distribuicdo de espacamentos (ou "splittings') mostra que as
formulas de Leyvraz e Ullmo [27] et em bom acordo com 0s nossos resultados numéricos,

predizendo os resultados quando consideramos dubletos "semiclassicos’ e tendo as W.G.O.
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conectadas por caos (Fig.25).

Porém, a0 estudarmos dubletos locdizados numa regido mais baixa do espectro,
proximos ao estado fundamenta e num regime de quase totd integrabilidade, nés obtivemos
resultados que concordam com os resultados de Mouchet e Delande [30], isto € as férmulas de
Leyvraz e Ullmo também reproduzem corretamente os nossos resultados mesmo quando a
dindmica é quase integravel (Fig. 28). Isto foi surpreendente para os autores de [30], pois a
condicdo principal assumida por [27] é que suas formulas eram eficientes quando o Sstema

em estudo possuia como fendmeno dominante o tunelamento dinamico.

Este resultado sugere que caos classico parece ser uma condicao suficiente, mas
nao necessaria, para obtermos grandes e numerosas flutuagbes de "splittings' de dubletos

governadas pdas férmulas de Leyvraz e Ulimo.

Para uma melhor compreensdo do assunto seriam necessarios estudos posteriores,
tentando identificar as causas de tais comportamentos. Para os dois regimes estudados
(semicléssico e niveis proximos ao estado fundamenta), os parametros maque se gustaram aos

resultados numéricos foram bem diferentes, isto ainda ndo nos esta claro.

Outra possibilidade de continuidade para 0 nosso estudo pode ser, por exemplo,
encontrar  todos os parémetros utilizados por Leyvraz e Ullmo, como o parémetro de
acoplamento u; e também o grau de corrdlacéo ac entre 0s niveis pares e impares, que melhor
descrevem 0s resultados numeéricos e diferenciando-os dos parametros que predizem os
resultados quando o sistema é quase-integravel. Essa diferenca entre os dois casos é
importante, pois num regime onde caos ainda ndo conecta as regides de integrabilidade, o
termo tunelamento cadtico perde o sentido.
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