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Resumo

Na busca por novos sistemas de comunicacoes muitos trabalhos tém sido realizados
com o objetivo de obter constelacoes de sinais e cédigos geometricamente uniformes
no espaco euclidiano. Neste contexto, nossa proposta é identificar uma estrutura
algébrica e geométrica para reticulados algébricos provenientes do homomorfismo
canonico que possuam densidade centro 6tima. Nesse sentido, a presente dissertacao
tem como foco as extensoes galoisianas de grau primo impar p e encontrar estruturas
de Z-médulos via essas extensoes que gerem reticulados algébricos com densidade

de centro otima.

Palavras-chave: corpos de nimeros, reticulados algébricos, densidade de centro,

empacotamento de esferas.



Abstract

In the search for new communication systems many works have been performed in
order to get constellation geometrically uniform signs and codes in Fuclidean space.
In this context, our proposal is to identify an algebraic and geometric structure for
algebraic lattices from the canonical homomorphism possessing great center density.
In this sense, this project focuses on the galoisian extensions of p odd prime degree
and find Z-module structures via these extensions that create algebraic lattices with

great center density.

Keywords: number fields, algebraic lattices, center density, sphere packing.
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Introducao

O empacotamento de esferas é um tema atual, principalmente pelas suas conexoes com
diversas areas do conhecimento, em especial com a Teoria da Informacgao. Os primeiros
resultados que se conhece sao anteriores a Gauss, Newton e outros grandes nomes que foram
notaveis pensadores da matematica. Em 1900, o problema do empacotamento de esferas foi
destacado por Hilbert, numa seleta de grandes problemas que seriam de importante relevancia
no século seguinte, devido a sua importancia e complexidade. Ao longo dos tltimos anos, muito
tem sido feito e muito mais existe por se fazer. A relacao comprovada entre a densidade de
um empacotamento de esferas e a eficiéncia de um cédigo corretor de erros, tém aumentado o
interesse no assunto e novas técnicas na geracao de reticulados tem sido obtidas.

Assim, no estudo de reticulados algébricos um dos parametros importantes é o estudo de
sua densidade de empacotamento, e um dos principais problemas é a obtencao de reticulados
com alta densidade e que sejam ao mesmo tempo de facil manipulagao. Encontrar um corpo
de numeros de um grau previamente determinado e discriminante minimo é um problema
classico e as poucas solugoes que se conhecem sao para corpos de grau baixo, valorizando a
sua assinatura. A solugao para tal problema tem implicacoes imediatas em outras areas do
conhecimento, especialmente na Teoria da Informacgao, quando se constréi codificadores de
fonte baseados em reticulados algébricos.

Desta forma, uma vez que a teoria dos nuimeros algébricos é muito utilizada na obtencao
de novas estruturas de reticulados, o principal objetivo deste trabalho ¢ o estudo das extensoes
galoisianas de grau primo p impar, analisando separadamente em funcao da fatoracao do
condutor em produto de primos os casos em que p é ramificado e nao ramificado. E,
construir exemplos de reticulados no espaco R"™ que possuem densidade de centro étimas para

determinadas dimensoes, via essas extensoes e via polinomios.

14



Introdugao 15

No Capitulo 1, apresentamos os conceitos basicos necessarios para o desenvolvimento do
trabalho. Comecamos com defini¢oes e resultados sobre médulos e médulos noetherianos. Em
seguida, apresentamos os conceitos sobre anel de inteiros, norma, trago, anel de Dedekind e
norma de um ideal. Na secao seguinte, apresentamos o conceito de discriminante de uma
extensao de anéis. E por fim, apresentamos a decomposicao de ideais. No decorrer deste
capitulo fizemos uso das referéncias [3], [8], [11], [12], [18], [21], [23], [24], [31], [32], [33].

No Capitulo 2, apresentamos resultados sobre uma classe de corpos de ntimeros muito
importante, os corpos ciclotomicos. Inicialmente apresentamos resultados sobre raizes da
unidade, e nas segoes seguintes determinamos o anel de inteiros, uma base e o discriminante
desses corpos. Para este capitulo utilizamos as referéncias [1], [8], [14], [18], [23], [33].

No Capitulo 3, apresentamos resultados sobre extensoes abelianas de grau primo fmpar p.
Apresentamos um elemento primitivo para K, onde K é um corpo de nimeros abeliano de grau
finito p, com p um primo impar, uma base integral para o anel de inteiros Ok, caracterizamos
um elemento de Ok tal que pertenca a um ideal primo especifico de Ok e encontramos o
valor de TTK|@(:1:2), com x € Og. Na primeira secao, consideramos o caso em que o condutor
de K ¢é da forma ﬁpi, com p; = 1 (mod p) e p; primo para i = 1,...,s. Em seguida,
apresentamos o Ca;g 1ern que o condutor de K é da forma p?, com p um primo fmpar. E por
fim, na secao seguinte, o caso em que o condutor ¢ da forma p? f[ pi, com p; = 1 (mod p)
e p;’s primos, para ¢ = 1,...,s. Para o desenvolvimento deste cz;};itulo foram utilizados as
referéncias [2], [6], [13], [16], [19], [20], [22], [25], [26], [27], [28].

No Capitulo 4, apresentamos resultados sobre reticulados. Inicialmente, na primeira segao,
apresentamos os conceitos basicos sobre reticulados no R"™, onde o principal objetivo é a férmula
para o calculo da densidade de centro. Na secao seguinte, apresentamos os reticulados com
densidade de centro 6timas para as dimensoes 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 12, 16 e 24. E por fim, na
secao seguinte, identificamos através do homomorfismo canénico um Z-médulo livre de posto
finito contido num corpo de niimeros K com um reticulado no R", que chamamos de reticulado
algébrico. Neste capitulo, utilizamos as referéncias [1], [2], [4], [5], [7], [14], [20], [31].

No Capitulo 5, construimos exemplos de reticulados algébricos via homomorfismo canonico,
que possuem densidade de centro 6timas para as dimensoes 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 12 e 24. Para
este capitulo foram utilizados as referéncias [3], [6], [9], [10], [14], [15], [17], [27], [29], [30].

E por fim, apresentamos as conclusoes do trabalho.



CAPITULO

Conceitos preliminares

Neste capitulo, veremos conceitos e resultados da teoria do nimeros que serao tteis no
decorrer deste trabalho. Primeiro, na Segao 1.1, apresentamos os conceitos de mddulos e
modulos noetherianos e algumas propriedades. Em seguida, na Secao 1.2, apresentamos
defini¢oes e resultados da teoria algébrica dos ntmeros, como, anel de inteiros, traco, norma,
anel de Dedekind e norma de um ideal. Na Secao 1.3, apresentamos resultados sobre
discriminante. E, finalmente na Secao 1.4, apresentamos resultados sobre ramificacao de ideais.

A demostracao de alguns resultados sao omitidos, por se tratarem de resultados classicos
ou pela extensa demonstragao. Mas, contudo, adicionamos a referéncia nos resultados sem

demonstracao.

1.1 Modbdulos livres e noetherianos

Neste capitulo, apresentamos os conceitos de modulos, médulos sobre anéis principais e
modulos noetherianos. Na Subsecao 1.1.1, apresentamos resultados importantes sobre médulos
sobre anéis principais. Na Subsecao 1.1.2, apresentamos os conceitos de modulos noetherianos

e anéis noetherianos.

1.1.1 Modbdulos

Nesta secao, faremos um estudo de médulos. Para isso, consideramos A um anel comutativo

com unidade.
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1.1 Mdédulos livres e noetherianos 17

Definicao 1.1.1. Um A-mddulo é um grupo abeliano M, munido com uma aplicacdo ¢ :

Ax M — M, dada por (a,m) — ¢(a,m) = am, tal que

1.

2.

3.

/.

(a+b)ym = am+ bm,
a(m +n) = am + an,
(ab)ym = a(bm),

Im =m,

para todo a,b € A e m,n € M.

Definigao 1.1.2. Sejam M um A-mddulo e N C M, N # (). Dizemos que N é um submddulo
do A-maodulo M se:

1.

2.

N ¢é um subgrupo de M.

an € N, para todo a € A en € N.

Definicao 1.1.3. Seja M um A-mddulo.

1.

Dizemos que um conjunto {x1,xs,...,x,} de elementos de M ¢é linearmente
independente se a equag¢do a1xy + asxs + -+ + apx, = 0, com ay,...,a, € A, possui
somente a solu¢ao nula, ou seja, a; = as = -+ = a, = 0.

Dizemos que um conjunto B = {x;},cr de elementos de M, onde I é um conjunto

s

de indices, ¢ linearmente independente quando todo subconjunto finito de B ¢

linearmente independente.

Dizemos que um elemento x € M €é uma combinagcao linear de um conjunto finito
B ={xy,29,...,2,} de elementos de M, se existem elementos a;,as,...,a, € A tal que

T =ai1x1+ asxs + -+ anZy,.

Dizemos que um conjunto B = {x;}icr, onde I € um congunto de indices, gera M se
todo elemento de M € escrito como uma combinacao linear de um subconjunto finito de
B. Neste caso, escrevemos M = (B). Além disso, se B for finito, dizemos que M ¢é

finitamente gerado ou do tipo finito.



1.1 Mdédulos livres e noetherianos 18

Definig¢ao 1.1.4. Seja M um A-mddulo. Dizemos que um conjunto B = {x;}ier, onde I € um

conjunto de indices, € uma base de M sobre A se B € linearmente independente e gera M.

Definicao 1.1.5. Dizemos que um A-mddulo M €é um A-modulo livre quando existe um
conjunto B de elementos de M que € uma base de M sobre A. Se B € finito, dizemos que M

¢ um A-modulo livre de posto finito.

Lema 1.1.1. /31, pdg. 20] Se T €é um conjunto parcialmente ordenado, entdo as sequintes

afirmacoes sao equivalentes:
1. Todo subconjunto nao vazio de T tem um elemento mazximal.

2. Toda sequéncia crescente (t,)n>0 de elementos de T' € estaciondria, ou seja, existe ng tal

que t, = tn,, Yn > ng. [ |
Teorema 1.1.1. /31, pdg. 20] Seja M um A-mddulo. As sequintes condi¢des sao equivalentes:

1. Toda familia nao-vazia de submddulos de M contém um elemento mazximal, com rela¢ao

a inclusao.

2. Toda sequéncia crescente (My)n>0, com rela¢io a inclusdo, de submddulos de M é

estaciondria.

3. Todo submddulo de M € do tipo finito. [ ]

Lema 1.1.2. [31, pag. 18] Se Z e J sao ideais de A tal que T+ J = A, entaioINT =1J
e o homomorfismo canénico ¢ : A — AJT x A/T induz um isomorfismo 6 : AJZT —

AJTx AlT. m

Lema 1.1.3. [31, pdg. 18] Se{Z;}1<i<, € um conjunto finito de ideais de A tal que Z; + I; = A,

,
para i # j, entdo existe um isomorfismo canonico de AJIy---I. em [[ A/Z. [
i=1

A partir de agora apresentamos resultados sobre médulos sobre anéis principais juntamente

com suas principais propriedades.

Proposicao 1.1.1. [31, pdg. 20] Se A é um anel principal, entao toda familia ndo vazia de

1deais de A possui um elemento mazimal. [



1.1 Mdédulos livres e noetherianos 19

Teorema 1.1.2. [31, pag 21] Se A é um anel principal, M um A-mddulo livre de posto n e
M" um A-submddulo de M, entao

1. M’ € livre de posto q, onde 0 < g < n.

2. Se M'" # {0}, entao existe uma base {ey,...,e,} de M e elementos ndo nulos ay, ..., a, €

A tais que {aseq, ..., a.e,} € uma base de M’, e que a; divide a;q, paral <i<qg—1. B

Corolario 1.1.1. /31, pdg. 22] Se A é um anel principal, e M um A-mdédulo do tipo finito,

entao M € isomorfo a [ A/Z;, onde os Z;’s sao ideais de A tais que L, C ---C Ly CZ;. N
i=1
Definicao 1.1.6. Sejam A um anel principal e M um A-mdédulo. Dizemos que M € livre de

torg¢ao se ax =0, coma € A, x € M, implicar que a =0 ou x = 0.

Corolario 1.1.2. [31, pdg. 22] Se A é um anel principal e M mddulo sobre A do tipo finito

que € livre de torcao, entao M € livre. [ |

Corolario 1.1.3. /31, pdg. 22] Se A é um anel principal e M mddulo sobre A do tipo finito,
entao M € isomorfo a um produto finito de mddulos M;, onde cada M; € igual a A ou ao

quociente AJ/Ap*, com p primo. |

Coroldrio 1.1.4. [31, pag. 22] Se G é um grupo comutativo finito, entao eziste x € G, cuja

ordem é o minimo maltiplo comum das ordens dos elementos de G. |

1.1.2 Modbdulos noetherianos

Nesta secao, apresentamos as definicoes e algumas propriedades sobre médulos noetherianos
e anéis noetherianos, onde um dos principais resultados é que todo ideal nao nulo de um anel

noetheriano contém um produto de ideais primos.

Definigao 1.1.7. Sejam A um anel e M um A-mddulo. Dizemos que M é um A-modulo

noetheriano se satisfaz uma das sequintes condigoes:
1. Todo conjunto nao vazio de submodulos de M contém um elemento maximal.
2. Toda sequéncia crescente de submodulos de M € estaciondria.

3. Todo submaodulo de M ¢ finitamente gerado.
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Definicao 1.1.8. Um anel A é chamado anel noetheriano quando considerado como um

A-mddulo for noetheriano.

Observagao 1.1.1. Se A ¢ um anel principal, entao A € noetheriano, uma vez que seus ideais

sao submodulos gerados por um unico elemento.

Proposicao 1.1.2. Sejam A um anel, M um A-mddulo e M' um submddulo de M. Assim, M

. M .
¢ noetheriano se, e somente se, M’ e G sao noetherianos.

Demonstragao: Suponha que M é noetheriano. Seja (M,),>0 uma sequéncia crescente de

submédulos de M’, que também é uma sequéncia de submédulos de M. Como M é noetheriano,
segue que (M,),>o ¢ estaciondria, ou seja, M’ é noetheriano. Para mostrarmos que WV é
noetheriano, sejam S = {conjunto dos submddulos de M contendo M’} e S = {conjunto

M
dos submoddulos de M} Assim, existe uma aplicacao bijetora ¢ : S — S’ definida por

M
o(H) = ¢(H) onde ¢ : M —» W ¢ o homomorfismo canoénico. A inversa de ¢ é dada por

M
6:8 — S, onde O(H') = ¢~(H'). Através do isomorfismo ¢, segue que i também é
M
noetheriano, uma vez que se (H/),>o ¢ uma sequéncia crescente de submddulos de U entao
(0(H]))n>0 ¢ uma sequéncia crescente de submdédulos de M e como M é noetheriano, segue que

(0(H)))n>0 ¢ estaciondria, o que implica que (H)),>¢ é estaciondria, isto é, 27 ¢ noetheriano.

M
Reciprocamente, suponha que M’ e i sdo noetherianos. Seja (M,,),>o uma sequéncia crescente
de submédulos de M. Como M’ é noetheriano, segue que a sequéncia (M’ N M,),>o ¢é
M, + M’
M/

Assim, a sequéncia (M,, + M’),>o é estaciondria, e portanto, (M,),>¢ € estaciondria, ou seja,

estamonarla, € COomo M € noetherlano, segue que a sequencla é estaclonaria.
n>0

M é noetheriano. [

Corolario 1.1.5. Se A ¢ um anel e My, ..., M, sio A-mddulos noetherianos, entao My X - - - X

M,, € um A-mddulo noetheriano.

Demonstracao: Faremos a prova por inducao sobre n. Para n = 2, identificando M; ~

M, x M.
My x {0} € My x My e My ~ {0} x My C M; x M, segueque$
M1X{O}

Como M; e My x {0} s@o noetherianos, segue da Proposicao 1.1.2, que M; x My é noetheriano.

¢ isomorfo a Ms.

Agora, suponha por hipétese de inducao, que M = M; X --- X M, _; é noetheriano. Como M,,

¢é noetheriano, segue do cason =2 que M = M; x --- x M, é noetheriano. |
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Corolario 1.1.6. Se A é um anel noetheriano e M um A-mdédulo finitamente gerado, entdao

M ¢ um A-mddulo noetheriano.

Demonstragao: Seja {ej,...,e,} um conjunto de geradores de M sobre A. A aplicacao
¢ : A" — M definida por ¢(ay, as, ..., a,) = Y a;e; ¢ um homomorfismo sobrejetor e Ker(a)
i=1 er{y

é isomorfo a M. Pelo Corolério 1.1.5, segue que A" é noetheriano, e da Proposicao 1.1.2, segue

que Ker(p) e M sao noetherianos. |

Proposicao 1.1.3. Se um ideal primo P de um anel A contém um produto I - --I,, de ideais

de A, entao P contém pelo menos um dos ideais Z;.

Demonstracao: Suponha que Z; ¢ P, Vi =1,...,n. Assim, para cada ¢ = 1,...,n existe

um elemento a; € Z; — P. Assim, oy -, € P, pois P é um ideal primo, e ay---«q, €
Z,---1Z, C P o que é um absurdo, uma vez que «; ¢ P, Vi =1,...,n. Portanto, Z; C P, para

algum:=1,... n. [ |

Proposicao 1.1.4. Se A € um anel noetheriano, entdo todo ideal nao nulo de A contém um

produto de ideais primos nao nulos de A.

Demonstracao: Sendo A noetheriano, segue que seus ideais sao A-moédulos noetherianos.

Seja F' o conjunto de todos os ideais nao nulos de A que nao contém um produto de ideais
primos nao nulos de A e suponha que F # (). Como A é noetheriano segue que F possui
um elemento maximal M. O ideal M nao é primo, pois caso contrario, M nao pertenceria
a F. Além disso, M # A. Como M nao é um ideal primo, segue que existem elementos
x,y € A— M tais que zy € M, e que os ideais (x) + M e (y) + M contém M propriamente.
Pela maximalidade de M, segue que estes ideais nao estao em F', e assim, existem ideais primos
nao nulos Py, ..., Py, Q1,...,Qs de A, tais que () + M D Py---Pre(y) + M D Q1---Q,.
Assim, M D (xy)+ M D Py---P.Qq - Qs, 0 que é um absurdo. Portanto F' = (), isto é, todo

ideal nao nulo de A contém um produto de ideais primos nao nulos de A. [ |

1.2 Anel de inteiros e anel de Dedekind

Nesta secao apresentamos conceitos introdutérios da Teoria Algébrica dos Numeros e
conceitos um pouco mais avancados, onde os principais objetivos sao os resultados sobre anel
de inteiros, provar que o anel de inteiros algébricos de um corpo de nimeros é um dominio

de Dedekind e mostrar a unicidade da fatoracao de um ideal nao nulo como um produto de
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ideais primos. Na Subsecao 1.2.1, apresentamos o conceito de elementos inteiros sobre um anel
e mostramos que o conjunto dos elementos inteiros sobre um anel forma um anel. Na Subsecao
1.2.2, apresentamos o conceito de norma e traco em uma extensao de anéis e sobre extensoes
de corpos. Nas Subsecao 1.2.3, apresentamos os anéis de Dedekind, onde provamos que em um
anel de Dedekind todo ideal é um produto de ideais primos. Na Subsec¢ao 1.2.4, apresentamos a
definicao e divisibilidade sobre ideais fracionairos. E por fim, na Subsecao 1.2.5, apresentamos

a norma de ideais e principais resultados.

1.2.1 Elementos inteiros

Nesta secao, apresentamos o conceito de elementos inteiros sobre um anel e definimos o anel

de inteiros.

Definicao 1.2.1. Sejam A C B anéis. Um elemento o € B € chamado inteiro sobre A se o
¢ raiz de um polindmio monico com coeficientes em A, isto €, se existem ag,ay,...,a,_1 € A,
nao todos nulos, tal que o™+ a,_ 10" 4+ -+ aja+ag = 0. Em particular, todo elemento de A
¢ inteiro sobre A. Se B € o corpo dos niumeros complexos e A € corpo dos niumeros racionais,
o elemento « € chamado nimero algébrico. Se o anel A for os nimeros inteiros, o elemento

a € chamado inteiro algébrico.

Teorema 1.2.1. [31, pdg. 27] Sejam A C B anéis e o um elemento de B. As sequintes

afirmagoes sao equivalentes:

1. a € inteiro sobre A.
2. O anel Ala] é um A-mddulo finitamente gerado.

3. Existe um subanel R de B contendo A e a que é um A-mddulo finitamente gerado. M

Proposicao 1.2.1. [31, pdg. 28] Sejam A C B anéis e aq,aq,...,a, € B. Se oy € inteiro
sobre A e «y € inteiro sobre Alay,...,a; 1], para i = 1,....n, entio Alay, s, ..., a,] € um

A-maodulo finitamente gerado. [ |

Corolario 1.2.1. Sejam A C B anéis. Se aq, ..., a, sao elementos de B que sdo inteiros sobre

A, entao Alay, g, ... o] € um A-mddulo finitamente gerado.

Demonstragao: Como «; é inteiro sobre A, segue que «; é inteiro sobre Aoy, as, ..., ;1]

para i = 1,2, ..., n. Pela Proposicao 1.2.1, segue o resultado. [ |
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Corolario 1.2.2. Sejam A C B anéis. Se a e 3 sao elementos de B que sdo inteiros sobre A,

entao o+ B, o — B e af sao inteiros sobre A.

Demonstragao: Como Ala, f] é um subanel de B e «, 5 € A, (], segue que a + 3, a — 3

e aff € Ala, 8]. Pela Proposicao 1.2.1, como « e 8 sao inteiros sobre A, segue que Ala, (] é
um A-médulo finitamente gerado. Logo, existe o subanel R = Alw, 8] de B contendo A, o+ 3,
a—fealf € Alw,B]. Assim, pelo item 3 do Teorema 1.2.1, segue que o + 3, a — 3 e a5 s@o

inteiros sobre A. [ |

Definigao 1.2.2. Sejam A e B anéis tal que A C B. O conjunto dos elementos de B que sao
inteiros sobre A € chamado fécho inteiro de A em B ou anel de inteiros de A em B e
denotado por Og. Se A ¢ um dominio e B =K € o seu corpo de fragoes, dizemos que Ok € o

anel de inteiros de A em K.
Corolario 1.2.3. Sejam A e B anéis tais que A C B.
1. O conjunto Op € um subanel de B que contém A.

2. Se R é um subanel de B que € um A-mdédulo finitamente gerado, entdo R estd contido

em Op.

Demonstracao: Pelo Corolério 1.2.2, segue que Og é um subanel de B. Ja que todo elemento

de A é inteiro sobre A, segue que Op contém A. Para o item 2, sejam R um subanel de B
que é um A-mdédulo finitamente gerado e {ay, ..., a,} um conjunto finito de geradores de R.
Se o € R, entdo Ala| é finitamente gerado como A-mdédulo, pois a = ajaq + - - - + apa,, com
a; € A. Assim, pelo Teorema 1.2.1, segue que « é inteiro sobre A, ou seja, a € Op. Portanto,

R esta contido em Ogp. |

Definicao 1.2.3. Sejam A e B anéis tais que A C B. Quando Op = B, dizemos que B €

inteiro sobre A.

Proposicao 1.2.2. [31, pdg. 29] Sejam A C B C R anéis. Assim, R ¢é inteiro sobre B e B €

inteiro sobre A, se, e somente se, R € inteiro sobre A. [

s

Proposicao 1.2.3. [31, pdg. 29] Sejam B um dominio e A um anel tal que A C B e B é

inteiro sobre A. Assim, B € um corpo se, e somente se, A € um corpo. [ |
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Definicao 1.2.4. Sejam A e B anéis tal que A C B. Dizemos que A ¢ integralmente
fechado em B quando Op = A. Se A € um dominio e K é o seu corpo de fracoes, dizemos

que A € integralmente fechado se Og = A.
Definicao 1.2.5. K € corpo de numeros se ¢ uma extensdao finita de Q.

Definicao 1.2.6. Se K € um corpo de numeros, entio qualquer base de Ok € chamada de base

integral de K.

Observagao 1.2.1. Sejam A um dominio e K o seu corpo de fracoes. O fécho inteiro Ok é
integralmente fechado. De fato, o corpo K também € o corpo de fracoes de Ok e o fécho inteiro
de Ok ¢ inteiro sobre Og. Como A C Ok, seque que Ok € inteiro sobre A. Portanto, todo

elemento inteiro de Ok inteiro sobre A pertence a Ok. Assim, Ok € integralmente fechado.

Observagao 1.2.2. Todo anel principal € integralmente fechado. De fato, por defini¢ao, um
anel principal € um dominio. Seja o um elemento de K, onde K o corpo de fracoes de A.
Suponha que o € Ok, ou seja, que « € inteiro sobre A. Logo, o € raiz de um polinomio
monico com coeficientes em A, ou seja, o™ + ap_10" 1 4+ - +aja+ag = 0 com a; € A,
para it = 1,2,....,n—1. Tomando o = IE’, onde b e ¢ sao elementos de A e primos entre si, e
substituindo na equacao, seque que g—Z—i-an_ng—j—l—- . -+a1%’—|—a0 = 0. Agora, multiplicando por c"
ficamos com b" +a,_1b" te+- - arbe - agc® = 0+ c(an_ b+ -+ arbc 2 age ) = 0.
Assim, 0" = —c(an_ 10"+ - +a b2 +apc™ 1Y), e assim, ¢ divide b. Como b e ¢ sdo primos
entre si, aplicando repetidamente o Lema de FEuclides, seque que c¢ divide b. Logo, ¢ é um

elemento inversivel em A, e assim, o = g € A. Portanto, A € integralmente fechado.

1.2.2 Norma e traco

Nesta secao, apresentamos os conceitos de norma e traco de um elemento e suas principais
propriedades.
Sejam A C B anéis tal que B é um A-médulo livre de posto finito n. Sejam {aq, ..., a,}

uma base de B sobre A e ¢ : B — B um homomorfismo. Assim,

(,0(061) = a1101 + a0 + - - - + a1,

(,0(0(2) = 9101 + 92909 + -t A2, 0y

o) = an10g + ana0n + -+ - + Appy,
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com a;; € A, e 1 <14,j <n. Na forma matricial, segue que

90(061) a1x aiz - Qin aq
90(042) B 21 Q22 -+  Q2n Qo
Sp(an> Ap1 Ap2 - Ann (07%

Definigao 1.2.7. Seja o endomorfismo ¢, : B — B dado por p.(x) = az, com o € B.

1. O traco de o € B relativo a A € definido como o trago do endomorfismo ¢, e denotamos

por TT’B|A(OZ) = TTB\A(S%)~

2. A norma de o € B relativo a A € definida como o determinante do endomorfismo ¢, e

denotamos por Npja(a) = det(pa).

3. O polinémio caracteristico de a € B relativo a A € definido como o polinémio

caracteristico do endomorfismo ¢, e denotamos por fo(x) = det(xl — @,).

Observacao 1.2.3. Se o, € B ea € A, entdo
1. Yo+ P8 = Pats;
2. Pa 0 pp = Pap €
3. Yoo = QP4

Além disso, a matriz de @, em relacao a uma base de B sobre A é uma matriz diagonal, onde

a € a entrada de todas as diagonais.
Para um endomorfismo ¢, segue da Algebra Linear que
1. o traco de ¢ é definido por Trps(p) = iam
i=1
2. anorma de ¢ é definida por Npja(p) = det(a;;), e
3. o polindmio caracteristico de ¢ é definido por det(xl — ) = det(xd;; — a;;).
Para os endomorfismos ¢ e p, segue que

L. Trpa(e +p) = Trpale) + Trealp),
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2. det(p - p) = det(p)det(p) e
3. det(xl — @) = a™ — (Trpa(e))z"t + -+ (=1)"det(p).

Agora, sejam K, L. e M corpos tal que KCM CLe [L:K|=n. Sea,feleackK, entdo

valem as seguintes propriedades:

—_

. Tryx(a+ B) = Trog(e) + Tror(B);
2. Tryk(aa)=aTryr(q);

3. Tru(a) = na;

4. Nyx(a) = a™

5. Nyk(aa) = a"Nyg(a);

6. Nux(af) = Nuk(a) Nk (5);

7. Nux(a) = Nugg (Nom(a));

8. Tuk(er) = Tyr(Tom()).

Proposicao 1.2.4. [31, pdg. 36] Sejam K um corpo finito ou de caracteristica zero, I uma
extensao algébrica de K de grau n e o um elemento de L. Se ay,...,q, sao as raizes do

polinémio minimal de o sobre K, cada uma repetida [L : K(a)]-vezes, entdo
1 Tryg(o) = a1 + -+ + oy,
2. Nyg(o) =ag--ay e
3. mu(z) = (z—ay)(z —ag) - (z — ay).

Além disso, o polinomio caracteristico € a [L : K(a)]-ésima poténcia do polinémio minimal de

a sobre K. [ |
Observacao 1.2.4. Da Proposi¢ao 1.2.4, seque que
1. Tryg (o) = mTrgp (o),

2. Nuk(a) = (Ngpr(a))™ e
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3. fo(x) = (ma(2))™.

Proposicao 1.2.5. Sejam A um dominio e K seu corpo de fragoes, onde K tem caracteristica
zero. Se I é uma extensao finita de K e o € L é um elemento inteiro sobre A, entdo os
coeficientes do polinomio caracteristico f, sao inteiros sobre A. Em particular, Tryx (o) e

Ny (a) sdo inteiros sobre A.

Demonstracao: Pela Proposicao 1.2.4, segue que o polinomio caracteristico de a é dado por

folz) = (x —aq)(x —ag) -+ (x — o), onde ay, ..., q, sdo as raizes do polinémio minimal de
a. Como os coeficientes de f,(x) sdo, a menos de isomorfismo, somas e produtos dos «;, segue
que ¢ suficiente mostrar que os «; sao inteiros sobre A, uma vez que, pelo Corolario 1.2.2, segue
que a soma, a diferenca e o produto sao inteiros sobre A. Pela Teoria de Galois, segue que,
cada «; é um conjugado de a sobre K, e assim, existe um K-isomomorfismo o; : K[a] — K]ay]
tal que o;(a) = «, para todo @ = 1,...,n. Assim, como « é inteiro sobre A, segue que
a® + ap_ 10" 4 -+ aja+ag = 0, com a; € A, nao todos nulos. Aplicando o;, segue que
oi(a)" + ap_10:(a)" 4+ - +ap = 0, e consequentemente, o + a, 10 + -+ ajq; +ag = 0,
ou seja, «; € inteiro sobre A, para cada i = 1,2,...,n. Portanto, os coeficientes de f,(z) sao

inteiros sobre A. [ |

Corolario 1.2.4. Se A ¢ um anel integralmente fechado, entdo os coeficientes do polinémio

caracteristico fo(x) sao elementos de A. Em particular, Tryx(a) e Nug(a) sao elementos de

A.

Demonstracao: Por definicao esses elementos sao elementos de K. Como A é integralmente

fechado, segue que os coeficientes de f,(x) pertencem a A. Assim, Trix(o) e Nyg(o) sao

elementos de A. [ |

Proposicao 1.2.6. Sejam A um anel integralmente fechado, K seu corpo de fragoes, . uma

extensao finita de K de grau n e Op o anel de inteiros de A em L. Sejam {ay,...,a,} uma
base de L. sobre K, onde det(Tryx(a;c;)) # 0 e a € L. Se Tryx(afB) = 0, para todo B € L,

entao a = 0.

Demonstracao: Se a € L, entao a = ayaq +asa+- - -+a,,, onde a; € K, parai =1,...,n.

Assim, ¢ suficiente mostrar que se T'r(ac;) = 0, para cada j = 1,...,n, entdo a = 0. Desta

forma,
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0 = Trug (o) = a1 Trog(onoy) + asTryg(aea;) 4 - - - + anTrog (o),

para cada j = 1,...,n, e na forma matricial,
Triyg(onon) Trog(asar) -+ Trog(omon) a; 0
Tryg(onos) Trog(asas) -+ Trog(omos) az | |0
I Tryg(oioy) Trog(asas) - Trog(anon) || an | I 0 |
Como det(Tryk(asa;)) # 0, segue que a; = ay = --- = a,, = 0. Portanto, oo = 0. [ |

Corolario 1.2.5. A aplicagio p : L — Homg(L,K) dada por p(a) = S,, onde So(8) =

Trug(af), com B €L € um isomorfismo.

Demonstracao: Se aq,ay € L, entao

plar + a2)(B) = Say+a,(B) = Trux((on + a2)B) = Tryx (e B) + Trix(aef)
= Sa, (B) + Sa,(B) = (plan) + pla2))(B), €
plac)(B) = Sea(B) = Trux(aaB) = alrix(af) = aSa(8) = ap(a)(B),

para todo 8 € L. Assim, p é um homomorfismo. Agora, se a € L é tal que p(a) = 0, entéao
p(a)(B) = Sa(B) = Trux(aB) = 0, para todo € L. Pela Proposicao 1.2.6, segue que a = 0.
Assim, p é injetora. Além disso, como dimglL = dimg(Homg (L, K)), segue que p é sobrejetora.

Portanto, p é um isomorfismo. [ |

Teorema 1.2.2. Se A € um anel integralmente fechado, K seu corpo de fracoes, . uma extensao
finita de K de graun e O o anel de inteiros de A em 1L, entao O é um A-submddulo de um

A-mddulo livre.

Demonstragao: Seja {ai,...,a,} uma base de L sobre K. Como toda extensao finita é

algébrica, segue que os «;’s sao algébricos sobre K, ou seja, existem a; € A, parai=0,1,...,n,
nao todos nulos, tal que a,a +a,_ 1o " +---+ag = 0. Supondo, sem perda de generalidade,
que a, # 0 e multiplicando esta equagao por a” !, segue que

a’ HNapal + -+ ag) = (an)" + an_1(ap)" "+ arag =0,
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ou seja, a,q; é inteiro sobre A, para i = 1,2,...,n. Agora, seja a,o; = [; € O, para
i=1,2,...,n. Provemos que {51, ..., 3,} é uma base de IL sobre K. Para isso, suponhamos que
b1B1+byfBo+- - -+b,5, =0,onde b; € A, parat =1,...,n. Logo, bia,a1+bsa,cn+- - -+bpanay, =
0, e como {ay,...,q,} é uma base de L sobre K, segue que b;a,, = 0, e portanto, b; = 0 para
i=1,...,n. Assim, {f,...,,} é linearmente independente e como possui n elementos, segue
que é uma base de LL sobre K. Pelo Corolario 1.2.5, segue que para i,j = 1,...,n, existe uma
base dual {vi,...,7} tal que p(B3;)(v;) = Sp,(v;) = Trux(Biv;) = ;5. Agora, se a € O,
entdao aff; € O, para i = 1,...,n. Pelo Corolario 1.2.4, segue que Tryx(af3;) € A, para

1 =1,...,n. Assim, como a = ¢171 + -+ + ¢, Vn, com ¢; € K, para i = 1,...,n, segue que
Triyg(apf;) = ¢ € A, parai = 1,...,n. Portanto, Op é um submédulo de um A-médulo livre
gerado por {V1,...,7}- [ |

Corolario 1.2.6. Se A ¢ um anel principal, entao:
1. O € um A-mddulo livre de posto n.
2. Se L C Oy, € um ideal, entdo T € um A-maodulo livre de posto n.

Demonstracao: Provemos o item 1. Se A é um anel principal, entao pelo Teorema 1.1.2,

segue que um submoédulo de um A-modulo livre é livre de posto menor ou igual a n. Logo,
pelo Teorema 1.2.2, segue que Op, contém uma base de L sobre K que possui n elementos.

Portanto, Op, tem posto n. Ja para a prova do item 2, sejam « um elemento nao nulo de 7 e

{ai,...,a,} uma base de Op. Se ajaay + -+ + a,aq,, = 0, com a; € A, parai = 1,...,n,
entao a;a = 0 para i = 1,...,n. Como A é um dominio, segue que a; = 0, para i =1,...,n.
Assim, {aaqy,...,aq,} C T é linearmente independente sobre A. Portanto, Z é um A-médulo
livre de posto n. u

Proposicao 1.2.7. Se A € um anel noetheriano e integralmente fechado, K seu corpo de fragoes
com caracteristica zero, . uma extensao de K de grau n e O, o anel de inteiros de A em L,

entao Oy € um A-mdédulo finitamente gerado e um anel noetheriano.

Demonstracao: Pelo Teorema 1.2.2, segue que Op, é um A-submoddulo de um A-méddulo

livre de posto n, e portanto, O, é um A-mddulo finitamente gerado. Pelo Corolério 1.1.6, segue
que O, é um A-médulo noetheriano. Como os ideais de Oy, sao A-submédulos de Oy, e sendo
Or um A-médulo noetheriano, segue que os ideais de O, sao noetherianos. Portanto, O, é um

anel noetheriano. [ ]
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1.2.3 Anel de Dedekind

Nesta subsecao os principais objetivos sao provar que o anel de inteiros algébricos de um
corpo de nimeros é um dominio de Dedekind e mostrar a unicidade da fatoracao de um ideal

nao nulo como um produto de ideais primos neste dominio.

Definicao 1.2.8. Um dominio A é chamado um anel de Dedekind, se A € noetheriano,

integralmente fechado e se todo ideal primo nao nulo de A € maximal.

Observagao 1.2.5. Todo dominio principal A € um dominio de Dedekind. De fato, pelo
Observacao 1.1.1, seque que A € mnoetheriano. Pela Observagao 1.2.2, seque que é A
integralmente fechado. Além disso, em um dominio principal todo ideal primo nao nulo €

mazimal. Portanto, A € um dominio de Dedekind.

Proposicao 1.2.8. Se A C B sdo anéis e P um ideal primo de B, entao P N A € um ideal

primo de A.

; B
~ . . K3 ™ - s
Demonstracao: Consideremos os seguintes homomorfismos A — B — D onde 7 é a

inclusdo e 7 a projecao, e seja o homomorfismo § = moi : A — B/P definido por 0(a) =
a+P, VYa € A. Assim, 0 é um homomorfismo, pois é composi¢ao de homomorfismos, e Ker(f) =
ANP, pois se x € Ker() entao x € A e 6(z) = 0 o que implica que z € A e z +P =0, ou
seja, © € ANP. Logo, Ker(#) C ANP. Por outro lado, se y € ANP entdo O(y) = (roi)(y) =
m(y) =y + P =0 e assim, y € Ker(), ou seja, ANP C Ker(f). Portanto, Ker(d) = ANP.
Logo, pelo Teorema do Isomorfismo de anéis, segue que A/ANP ~ Im(0) C B/P. Mas como
B/P é um dominio, segue que Im(f) é um dominio. Portanto, A/ANP é um dominio, ou seja,

ANP éum ideal primo. [ |

Teorema 1.2.3. Se A € um anel de Dedekind, K seu corpo de fragoes, . uma extensdao de grau

finita de K e O, o anel de inteiros de A em IL, entao O, € um anel de Dedekind.

Demonstracao: Sabemos que Op, é integralmente fechado, noetheriano e é um A-mdédulo

finitamente gerado. Falta mostrar que todo ideal primo P # (0) de Op é maximal. Pela
Proposigao 1.2.8, segue que P N A é um ideal primo de A. Seja v € P — (0) e consideremos a
equacao de dependéncia inteira de o sobre A dada por a” + a,_10™" '+ -+ a0 +ag = 0, com
a; € Aparai=1,...,n—1, ndo todos nulos, de grau minimo. Assim, ay # 0, pois caso contrario

obterfamos uma equagao de grau menor. Portanto, ag = —a(a™' + a, 10" 2 + -+ +ay) €
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OpanNA C PnNA, ouseja, PNA # (0). Como A é Dedekind, segue que P N A é um ideal
maximal de A, e portanto, A/(P N A) é um corpo. Além disso, A/P N A pode ser identificado
com um subanel de O /P, e como O, é inteiro sobre A, segue que Or /P é inteiro sobre A/PNA.

Assim, pela Proposicao 1.2.3, segue que O /P é corpo, e portanto, P é maximal. [ |

Observacao 1.2.6. Peclo Teorema 1.2.3, seque que o anel do inteiros de um corpo de nimeros

¢ um anel de Dedekind.

Definicao 1.2.9. Sejam A um dominio e K seu corpo de fragoes. Um A-submddulo I de K €
chamado de ideal fraciondrio de A se existe um d € A— {0} tal que dZ C A. Quando d =1

dizemos que  é um tdeal inteiro.

Observacao 1.2.7. Seque da Definicao 1.2.9 que os elementos de um ideal fraciondrio I tem

um denominador comum d € A.

Proposigao 1.2.9. Se A € um dominio noetheriano entao todo ideal fraciondrio T de A é um

A-maodulo finitamente gerado.

Demonstragao: Como Z é um ideal fracionario, por definigdo existe d € A — {0} tal que

dZ C A. Assim, T C d~'A. Além disso, d"'A é um A-médulo e a funcao ¢ : A — d~1A tal

que p(x) = d 'z define um isomorfismo entre A e d™*A, e como A é noetheriano, segue que

d='A é noetheriano. Portanto, Z é um A-mdédulo finitamente gerado. [

Proposigao 1.2.10. Sejam A um dominio e K seu corpo de fragoes. Se T é um A-submdédulo

finitamente gerado de K, entao I € um ideal fraciondrio.

Demonstracao: Se {zi,...,z,} é um conjunto finito de geradores de Z, entao os z;’s tem

um denominador comum d dado pelo produto dos denominadores d;, onde x; = a;d; ", com

a;, d; € A. Assim, dZ C A, e portanto, Z é um ideal fracionério. [ |

Observacgao 1.2.8. O produto ZT' de dois ideais fracionarios T e T’ € definido como o conjunto
das somas > w;y; comx; €L ey; € L. Se L eI’ sao ideais fraciondrios com denominadores
comuns d e d', entao TNT, T+ T eTIT sao ideais fraciondrios, os quais sao A-submddulos

de K e tem denominadores comuns d ou d', dd' e dd’, respectivamente.

Lema 1.2.1. Sejam A um anel de Dedekind que nao € um corpo e K seu corpo de fragoes. Se

J € um ideal mazimal de A, entio J' ={x € K:axJ C A} € um ideal fraciondrio de K.
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Demonstragao: Como A nao é um corpo, segue que J # {0} e que J' # (), pois 0 € J'.

Sejam x, y € J'. Pela definicao de J’, segue que zJ C A e yJ C A, e portanto, (z 4+ y)J =
xJ +yJ C A, ouseja, x +y € J'. Agora, sejam x € J' ea € A. Assim, xJ C A, e portanto,
(xa)J = a(xJ) C A, isto é, za € J'. Por fim, dJ C A, para todo d € A — {0}, ou seja, J' é

um ideal fracionéario de K. [ |

Teorema 1.2.4. Sejam A um anel de Dedekind que nao € um corpo e K seu corpo de fracoes.

Se J € um ideal maximal de A, entdo J € inversivel no conjunto dos ideais fraciondrios de A.

Demonstragao: Seja J um ideal maximal de A. Pelo Lema 1.2.1, segue que J' = {z € K:

aJ C A} é um ideal fracionério de K. Pela defini¢do de J', segue que J'J C A, e como J
é um ideal de A, segue que J = JA C JJ' € A. Como J é maximal, segue que JJ' = J
ou JJ' = A. Mostremos que JJ' # J. Para isto, suponhamos por absurdo que JJ' = J.
Seja o € J', entao aJ C J,a*?T C J,...,a"J C J. Se d € J é nao nulo, entao a"d € A,
para todo n € J. Assim, A[a] é um ideal fracionario de A, e como A é noetheriano, segue
da Proposi¢ao 1.2.9 que, Ala] é um A-médulo finitamente gerado. Portanto, pelo Teorema
1.2.1, segue que « € inteiro sobre A, e como A é integralmente fechado, segue que a € A, ou
seja, J' C A. E como A C J', segue que A = J'. Por outro lado, se a € J — (0), entdo
pela Proposicao 1.1.4, o ideal aA contém um produto de ideais primos nao nulos Py - - - P,, de
A com n o menor possivel. Assim, J D aA D P;---P,. Pela Proposicao 1.1.3, segue que
J D P;, para algum i = 1,...,n, e sem perda de generalidade, digamos que J D P;. Como P;
¢ maximal pois A é Dedekind, segue que J = P;. Tomando B = Ps - - - P, segue que aA D JB
e aA 2 B devido a minimalidade de n. Assim, existe z € B tal que z € aA. Como JB C aA,
segue que .,72 C A. Assim, 2 € J', e como z € aA, segue que = ¢ A, ou seja, J' # A, o que
contradiz o fato de J' = A. Portanto, JJ' = A, ou seja, J' é o inverso de J. [ |

Teorema 1.2.5. Seja A um anel de Dedekind. Se T # A é um ideal ndo nulo de A, entao

existem ideais primos nao nulos Py, ..., Py de A e inteiros positivos ey, ..., e; de tal forma que
t

T pode ser expresso de maneira unica como L = pr
i=1

Demonstracao: Pela Proposigao 1.1.4, segue que existem ideais primos P4y, . .., P, nao nulos

de A tal que Py ---P, C Z. Provemos que Z é um produto de ideais primos por inducgao sobre
v. Se v = 1, entao P; C Z, mas como P; é maximal, pois A é Dedekind, entao segue que

T = Py, e portanto, Z é primo. Agora, suponhamos que todo ideal que contém um produto
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com v — 1 ideais primos nao nulos de A é um produto de ideais primos de A. Temos que
Pi1---P, C I, ecomo A é Dedekind, segue que Z esta contido em um ideal maximal J de
A. Seja J ! o ideal fracionério inverso de J. Como J D Z D Py ---P,, segue da Proposicao
1.1.3, que J contém um dos P/s, para ¢ = 1,...v. Suponhamos que J D P, e assim, J = P,

pois P, é maximal. Portanto, P;---Py_; C ZJ ' C JJ ' = A. Da hipétese de inducao

decorre que ZJ ' = Q-+ Qy, com Q;’s, para j = 1,...,s, ideais primos nao nulos de A4, e
t h

portanto, Z = Qi --- Q,/P,, como queriamos. Para provar a unicidade, se HP‘” = HPej,
i=1 j=1

entao A = HPei_eJ’. Se e; — e; # 0, podemos separar os expoentes positivos e os expoentes
negativos e reescrevé-los como PPz ... P = QU Q% ... Qv com P, Q, ideais primos nao
nulos de A e a5, B; > 0 para P; # Q,, Vi,j. Portanto, P; contém Qfl Q§2 - QP e pela
Proposicao 1.1.3, segue que P; D Q;, para algum j. Suponhamos, sem perda de generalidade,
que P; D Q;. Como P; e Q; sao ideais maximais, segue que P; = Q. Portanto, e, —¢; = 0,
isto é, e; = €;, 0 que ¢ uma contradicao pois P; # Q;, Vi, j e assim, concluimos que a expressao

é Unica. [ ]
1.2.4 Divisibilidade de ideais fracionarios

Definigao 1.2.10. Sejam Z e J ideais fraciondrios de um dominio A. Dizemos que I divide

J, e denotamos por I | J, quando existe um ideal inteiro Q de A tal que J = ZQ.

Observacao 1.2.9. Note que se Z | J, entio J C Z. De fato, se T | J, entdao existe um ideal
integral @ de A tal que 7 =7Q. Dai, J =7Q CTA=T1T.

Proposicao 1.2.11. Sejam I e J ideais fraciondrios nao nulos de um dominio de Dedekind

A. Assim, T |J se, e somente se, J CT.

Demonstragao: Ja vimos que Z | J implica J C Z. Assim, suponha J C Z. Como

o conjunto dos ideais fracionarios forma um grupo multiplicativo, segue que existe um ideal
fraciondrio Z-! de A. Assim, JZ-!' C ZZ7! = A, de onde vem que JZ ! é um ideal inteiro de
A que satisfaz (JZ7')Z = J, o que prova que Z | J. [

Proposicao 1.2.12. Se T ¢é um ideal nao nulo de um dominio de Dedekind A, entdo existe

uma quantidade finita de ideais de A dividindo T.

Demonstragao: Fatorando Z em produto de ideais primos de A, digamos Z = [] P;*, segue
i=1

m
que os unicos ideais que dividem Z sao os da forma [] Pifi, onde 0 < f; < e;, para todo
i=1
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1=1,2,...,m. [ |

1.2.5 Norma de um ideal

Nesta secao, apresentamos o conceito de norma de um ideal do anel de inteiros de um corpo
de ntimeros e suas principais propriedades, que serao 1teis para o calculo da densidade de centro

de reticulados obtidos via corpos de niimeros através do homomorfismo de Minkowski.

Definicao 1.2.11. Sejam K um corpo de niumeros, Ok o anel de inteiros e Z um ideal de Ok.
A norma do ideal T é definida como sendo o nimero de elementos do anel quociente Ok /Z,
ou seja,
Ok
NZ)=#—.
(@) =4
Observagao 1.2.10. Se 0 # a € Ok, entdao pelo Coroldrio 1.2.4, seque que N(a) € Z.

Proposicao 1.2.13. Se a € O, entao

Ok

IN@)] = #ge,

onde Oga = () € o ideal de Ok gerado por «.

Demonstracao: Pelo Corolério 1.2.6, segue que Ok é um Z-modulo livre de posto n. Como

¢ : Og — Oka definida por ¢(a) = aq, para a € O, é um isomorfismo, segue pelo Teorema
1.1.2 que Oga é um Z-modulo livre de posto n. Como Z é um anel principal e Og é um Z-médulo

livre, segue que existe uma base {ey,...,e,} de Ok e ¢1,...,¢, € Z tal que {cie1,...,cpen} é
n

uma base de Oga. A aplica¢do ¢ : Ox — Z/c1Z X -+ X Z/c,Z definida por w(z ae;) =

i=1
n

(a1,az,...,a,) ¢ um homomorfismo sobrejetor, e ker(¢)) = Ok, pois a = g ae; € ker(v)
B B i=1
se, e somente se, ¥(a) = 0 se, e somente se, a; = 0, para ¢ = 1,...,n, se, e somente se,

a; € ¢, para it = 1,...,n, se, e somente se, ¢; divide a;, para ¢ = 1,...,n, se, e somente se,
n n
a = E a;e; = E bicie;. Como b; € Z, para 1 = 1,2,...,n, segue que a € Oga. Portanto,

i=1 i=1
ker(y)) = (a), e desta forma,

Ox/Oxa ~Z/\Z X - X L]cyZ.

Assim, #Ai; = 109+ 0. Seja a aplicagao Z-linear p : Ox — Ok« definida por u(e;) = ce;,

para i = 1,...,n. Logo, u(e;) = cie; + 0eg + -+ + Oey, ..., pu(e,) = 0eg + -+ + cpey, €
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det(pu) = cico-+-¢,. Por outro lado, B = {ciey,...,cnen} e C = {aey,...,ae,} sdo bases
de Oka, e portanto, existe um automorfismo v : Oga — Oga tal que v(c¢e;) = ae;, para
i=1,...,n. Como amatriz de mudanga de base ¢é inversivel, segue que det(v) é inversivel em Z,
isto é, det(v) = £1. Também, (vou)(e;) = v(u(e;)) = v(cie;) = ae;, para i = 1,...,n. Assim,
(vou)(a) = aa. Finalmente, N(a) = det(vou) = det(v)det(u) = +leiey--- i#OKa
Portanto, |N(«a)| = #OKa [

Proposicao 1.2.14. A norma N(ZI) é finita.

Demonstracao: Se o € Z é um elemento nao nulo, entao Oga C Z. Além disso, podemos

escrever Ok /Z como um quociente de Ok /Oga. Assim,

Ok 7z

#

#(’) « I OKOé

Mas, pela Proposicao 1.2.13, segue que #O K ¢ finito. Portanto, #OK é finito. [ ]

Proposicao 1.2.15. [31, pdg. 52] Se T e J sao ideais nao nulos de Ok, entio N(ZJ) =
NIT)N(T). m

Seja P C Ok um ideal primo. Sejam os homomorfismos de anéis Z AT Ok /P, onde
i é a inclusao e 7 a proje¢do. Assim, Ker(moi) =P NZ. Como Z/(p) ~ Im(moi) e Og/P é
um dominio, segue que ker(m) = (p), onde p é um nimero primo. Portanto, Ok /P, que é um
corpo, pode ser visto como um espaco vetorial sobre Z/(p), cuja dimensao é chamada grau de

inércia de P.
Proposicao 1.2.16. Seja K um corpo de nimeros.

1. Se P € um ideal primo ndo nulo de O, entdo N(P) = p’, onde f € o grau de inércia de

P ep € o unico numero primo em P.
2. Seja T um ideal ndo nulo. Assim, N(Z) =1 se, e somente se, T = Ok.
3. Se N(Z) € um nimero primo, entio o ideal  é primo.
4. Se I é um maltiplo do ideal J e N(Z) = N(J), entio T = J.

Demonstragao: (1) Segue do fato que Ok /P é um espago vetorial sobre Z/pZ de dimensao

f, ou seja, N(P) = # <%) = p/. Para (2), se N(Z) = 1, entdao #(Og/Z) = 1. Assim,
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Ox = Z. Para (3), se Z nao é um ideal primo, entdo, Z = Og ou Z = JB, onde J e B sao

ideais nao nulos e distintos de Ok. Assim,
1. Se T = Ok, entao N(Z) = 1, que é contra a hipétese.

2. Se T = JB, entao N(Z) = N(J)N(B) e como por hipétese N(Z) = p, onde p é um
nimero primo, segue que N(J) =1e N(B) =pou N(J) =p e N(B) = 1. Porém, se
isso ocorrer, por (2), segue que J = Ok ou B = Ok, o que é contra a hipdtese. Portanto,

7 é um ideal primo.

Para (4), se Z é multiplo do ideal 7, entao existe um ideal B de Ok tal que Z = JB. Assim,
N(Z) = N(J)N(B). Como N(Z) = N(J), segue que N(B) =1. Logo, B=0OgeZ=7. N

1.3 Discriminante

Neste secao, apresentamos o calculo do discriminante de uma extensao de anéis utilizando

a teoria algébrica dos niimeros.

1.3.1 Discriminante de uma extensao de anéis

Nesta subsecao, apresentamos o conceito de discriminante de uma extensao de anéis. Para
isso, sejam A e B anéis tais que A C B e B é um A-moédulo livre de posto finito n.

Primeiramente, apresentamos o conceito do discriminante de uma n-upla.

Definigao 1.3.1. Seja {ay,...,a,} um conjunto de elementos de B. O discriminante da

n-upla (o, ...,«a,) € definido por
Dpjalo, ..., an) = det(Trpa(cay)),

onde 1,7 =1,2,...,n.

Proposicao 1.3.1. Se {51,...,0,} € um conjunto de elementos de B tal que [5; = Zaijaj,
j=1

com a;; € A, parai=1,...,n, entio Dgja(f1,...,Bn) = (det(a;;))*Dpja(an, ..., o).

Demonstracao: Pela definicao, segue que

Dpja(Br, - .., Bn) = det(Trpa(B:5s)),
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n n n
onde B, = > ariay, Bs = Y asjoj € BrBs = D ariasjogoy. Assim,
i=1 j=1 i=1

n
Trpa(B,5s) = Z arias;Trp alQia;),
i=1
e na forma matricial

(Trp1a(Br8s)) = (ari) (TTpalcuiy))(as;)".

Logo,

Dpja(Brs---,0n) = det(Trpa(B,5:)) = det((an)(Trpjalesey))(as;)’)
= det(a,;) det(Trpja(a;a;)) det((ag)") = (det(aiyj))QDth(Oél, Ce, Q)

0 que prova a proposicao. |

Corolario 1.3.1. Seja A um dominio. Se {ay,...,a,} e {B1,...,0a} sdo bases de B, entao

DB‘A(al, ce Q) € DB|A(51, .., Bn) s@o associados ou ambos possuem determinantes nulos.
Demonstragao: Como {ai,...,a,} e {f1,...,B,} sdo bases de B, segue que existem
n
elementos a;; € A tais que §; = Y a;;04, para todo j = 1,...,n. Assim, pela Proposicao
i=1

1.3.1, segue que
DB\A(BI; N 7/877,) = (det(aij))ZDB‘A(ozl, e ,Oén).

Como (a;;) é uma matriz inversivel, segue que det(a;;) é uma unidade do anel A. Logo,
DB‘A(CYl, cey Q) € DB|A(51, ..., Bn) sdo elementos associados ou ambos determinantes sao
nulos. [

O Corolario 1.3.1 mostra que o discriminante de bases de B sobre A sao associados em A,
isto é, a matriz (a;;) que expressa uma base em termos da outra tem uma inversa com entradas

em A. Assim, det(a;;) e det((a;;)™") sdo inversiveis em A.

Definicao 1.3.2. O discriminante de B sobre A ¢ definido como o ideal de A, gerado
por Dpjaaq, ..., ay), onde {aq,...,an} € uma base de B sobre A, e denotado por Dpja ou
D(BJA).

Definicao 1.3.3. Sejam K um corpo de niumeros, Ox o anel de inteiros de K e
{aig,...,a,} uma base de Ok. Definimos o discriminante de K com sendo o discriminante

Dgg(a, ..., 0q) e denotamos por Di.
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Proposicao 1.3.2. Seja A um dominio. Se o conjunto {aq,...,a,} de elementos de B €

linearmente dependente sobre A, entao Dpja(ov, ..., ay,) = 0.

Demonstragao: Como {ay,...,a,} é linearmente dependente sobre A, segue que existem

a,...,a, € A, nao todos nulos, tal que ayaq + -+ + a,a, = 0. Reordenando e tomando
a; # 0, consideremos o conjunto {af,...,a’,} de elementos de B, onde o =0 e o} = «a;, para
i=2,...,n. Assim, o = a1+ - -+an0p, parai = 1,2,... n,onde aj; = a;, esei > 1, entao
aj; = 1 para j =i e a;; = 0 para j # i. Assim, Dpja(al,...,a;) = Dpa(0,00,...,0,) = 0,

pois a matriz da aplicacao trago possui a primeira linha nula. Desta forma, pela Proposicao

1.3.1, segue que

0="Dpa(0,qz,...,0a,) = Dpa(c], ..., o) = (det(ai;))*Dpjala, . . ., an).

E como
ap 0 - 0
0O 1 --- 0
(az’j) = R ) )
0O 0 --- 1
segue que det(a;;) = a; # 0. Como A é um dominio, segue que Dpja(, -, a,) = 0. |
Lema 1.3.1 (Lema de Dedekind). Se G ¢é um grupo, K wum corpo e oy,...,0, Sdo

homomorfismos distintos de G no grupo multiplicativo K*, entao os o;’s sao linearmente

independentes sobre K.

Demonstracao: Suponha por absurdo, que os o;’s sao linearmente dependentes. Assim,
n

existem ay,...,a, € K, nao todos nulos, tal que g a;o; = 0, com o numero r dos a;’s nao

i=1
nulos 0 menor possivel. Assim, r > 2, pois os 0;’s sdo nao nulos. Se g € GG, entao
a101(g) + azoa(g) + - - - + a,0,.(g) = 0. (1.1)

Como os 0;’s sao homomorfismos, segue que a Equacao (1.1) é vélida para todo g € G. Assim,

para gh, com h € (G, segue que

a101(g)o1(h) + axoa(g)oz(h) + - - - + a,0.(g)o,.(h) = 0. (1.2)
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Multiplicando a Equacao (1.1) por oq(h), segue que
a101(9)o1(h) + ax0a(g)or(h) + - + a,0n(g)o1(h) = 0, (1.3)
e subtraindo da Equagao (1.2), segue que
az(01(h) — 02(h))oa(g) + - -+ + ar(01(h) — ov(h))or(g) = 0. (1.4)

Como isso vale para todo ¢ € G e como tomamos r 0 menor possivel, segue que as(oq(h) —
o9(h)) = 0. Assim, oy(h) = 02(h), para todo h € G, pois as # 0. Mas isto contradiz a hipdtese

de que os o;’s sao distintos. Portanto, os g;’s sao linearmente independentes. |

Proposicao 1.3.3. Sejam L uma extensao finita de grau n de um corpo K, onde K é finito ou
tem caracteristica zero, € o1, ...,0,, 0s distintos K-isomorfismo de L. Se {cy,...,an} € uma

base de I sobre K, entao
Dy(ov, ..., an) = det(o;(a;))* # 0.

Demonstracao: Por definicao, Dyk(a, ..., a,) = det(Tryk(a;a;)). Como o trago de a;o;

¢é a soma de seus conjugados, segue que

n

Dyx(aq,...,on) = det(Trix(oue;)) = det ( o)
k=

i (Snternio) - ()

Assim,
() oa(m) - oular) | [ ouler) oifar) o ou(an) |
o1(ag) oa(ag) - op(az) oo(a1) oa(ag) -+ oa(ay) _ ou(asay)
_Jl(an) oo(a,) -+ an(an)_ _an(al) on(ag) - an(an)_

Logo, det (Z Uk(@i@j)) = det (0;(aj))*. Portanto, Dyx(a, ..., a,) = det(oi(a;))?. Agora,
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n
se det(o;(cj)) = 0, entao existem ay,...,a, € C, ndo todos nulos, tal que Zaiai(aj) =0,

=1

para j = 1,...,n. Pela linearidade, segue que Z a;0;(a) = 0, para todo a € L, 0 que é um
i=1
absurdo, pois pelo Lema 1.3.1 os o; sdo linearmente independentes. Logo, det(o;(a;))? # 0.

Portanto, Dy (o, - . ., o) = det(o;(a;))? # 0, como querfamos. [ |
Proposicao 1.3.4. Sejam K um corpo de nimeros de graun, {x1,...,x,} uma base de K sobre
Q contida no anel Ok de inteiros de K. Se o discriminante D(xy, ..., xz,) € livre de quadrados,
entdo {x1,...,x,} € uma base de Ok sobre Z.
n
Demonstragao: Se {ey,...,e,} é uma base de Ok sobre Z, entao x; = Z a;jej, com a;; € 2.

=1

Pela Proposicao 1.3.1, segue que D(z1, ..., x,) = (det(a;;))*D(e, .. ., €,). Como D(x1,. .., )
é livre de quadrados, segue que det(a;;) = £1, ou seja, {z1,...,2,} também é uma base de Ok
sobre Z. [ ]

A proposigao anterior é muitas vezes ttil para determinar o anel de inteiros de um corpo de

nimeros.
Proposicao 1.3.5. Sejam By, ..., B, anéis comutativos contendo um dominio A. Se cada anel
B;, parai=1,2,...,r, € um A-mddulo livre de posto finito, entdo

n

D(By x -+ x B,/A) = | [ D(Bi/A).
i=1
Demonstracao: Por inducao, é suficiente provar a afirmacao para n = 2. Assim, se

{ai,...,a,} é uma base de B; sobre A e se {f1,...,0s} é uma base de By sobre A, entao

{(21,0),...,(04,0),(0,51),...,(0,8s)} é uma base de By x By sobre A. Tomando v; = («;,0)
para i = 1,...,7 e %4y = (0,5;) para i = 1,...,s, segue que D(B; x By/A) é o ideal
principal de A gerado por det(T7g, xB,1a(1i7)) = PyxBoja(V1s -+ Yr4s). Agora, se 6 € By,
entdo Trp,«p,a(0,0) = Trp,a(f), que podem ser deduzidos considerando as matrizes do
endomorfismo ¢(g) de By X By e @y de By, relativos as bases {f1,..., s}t € {a1,... o0},

respectivamente. Analogamente, T7p, x,4(0,0) = Trp,1a(f). Assim,

Trp,aloga;) 0

0 Trp,a(BiB;)
= det(TT’BﬂA(C(iOéj)) det(TrBﬂA(ﬁiﬁj))?

det(Trp,xpya(i7;)) = det
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e este elemento gera o ideal D(B;/A)D(By/A). |

1.3.2 Discriminante de polinémios
Nesta secao, apresentamos o conceito de discriminante de polinomios.

Definicao 1.3.4. Sejam K um corpo e f(x) € K[z] um polinomio ménico de grau n com raizes

aiq,...,ap. O discriminante de f(x) é definido por
n(n—1) n n
D(f) =[]y —e)* = (-1)"7 (s —a) =] T] (@5 — i)
i<j i i=1 j=i+1

Proposicao 1.3.6. Se K € um corpo finito ou de caracteristica zero, L. = Kla] uma eztensao

finita de K de grau n e my(z) o polindmio minimal de o sobre K, entdo
Di(l,a,...,a"Y) = (=1)2""D Ny (ml, (a)),

onde m! (x) € a derivada de mq(z).

2

Demonstragao: Sejam «, ..., a" as raizes de m,(z) em uma extensao de K, que sao

conjugados de a. Pela Proposi¢ao 1.3.3, segue que Dk (1, a, ..., " ') = det(o;(a’))?, onde

o;, para 1 < i < n, sdo K-isomorfismos de K[a]. Além disso,

oi(@)  ox(a) - on(a) oi(a)t oa()! on(a)!
det(ox(ad)) = 01(92) 02(942) on('oﬁ) _ 01@2 02(9)2 Un(‘a)2 |
| ou(@”) oap(@”) - ow(e”) | | o(@)" oa(@)" - on(@)" ]
que é um determinante de Vandermonde. Logo, det(c;(a?)) = [] (o' —o’), e assim,

D]LHK(LO@"'aanil) = H (O/ - aj)Z'

1<i<j<n

n

Por outro lado, como o polindmio minimal de a é dado por m,(z) = H(x — a'), segue que
i=1

n n

my@ =3 [ @=a) e mie) = ] (@ -a)

=1 i=1,i#j i=1,i#j
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Assim,
n

n
[[mae) = I (-0,
j=1 =L

n

e como Hm;(aj) = Ny(m,(c)), segue que
=1

Nug(my(@) = ] (o@ = o). (1.5)

i,j=1,1#]

n
Agora, em H (a? — ') cada fator (o’ — of) para i < j aparece duas vezes, uma como
ij=1,ij

© —a?) e outra como (a? — '), e o produto das duas é —(a’ — a’)?. Assim, no produto da

(a
Equagao (1.5) aparece o termo (—1)*, onde s é o niimero de pares (i,7), com 1 < i < j < n, ou

seja, Nk (mp, (o)) = H (=1)*(a* — a’)%. Mas,

1<i<j<n

( . ~ .
se i =1, entao 7 =2,3,---.,n e s=1
se 1 = 2, entao j=3,4,---.n e s=2

\ set=n—1, entao j=nes=1.
Assim, (n — 1)+ (n —2)+---+1 = %
(—1)zn(n=1) H (o' — o’)?. Portanto, Nyg(m/(a)) = (—1)%”("_1)DL|K(1,04, e, e

1<i<j<n
deste modo,

= %n(n — 1) = 5. Logo Ny(m(a)) =

Duk(L,a,...,a" ) = (=1)2"=D Ny (m!, (a)),
0 que prova a proposicao. |

1.4 Ramificacao de ideais

Sejam A um anel de Dedekind de caracteristica zero, K seu corpo de fragoes, L. uma extensao
finita de K de grau n e O o anel de inteiros de L sobre A. Se P é um ideal primo nao nulo
de A, entao PO é um ideal de Op. Como A é Dedekind, pelo Teorema 1.2.3, segue que O, é

um anel de Dedekind e um A-mddulo finitamente gerado. Além disso, como Op, é um anel de
g

Dedekind, do Teorema 1.2.5, segue que POy, é expresso de modo unico como POy, = H B,
i=1
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onde B; sao ideais primos distintos de Oy, e os e; sao inteiros positivos.

Proposicao 1.4.1. Os ideais primos B; de O sdo os unicos ideais primos de O tais que

BNA=P, parai=1,...,g.

Demonstracao: Seja Z um ideal primo de Oy,. Assim ZNA = P se, e somente se, Z D POy.

De fato, se ZN A = P, entao P C 7 e portanto PO, C ZOp = Z. Por outro lado, se
> PO, = ﬁBfi, pela Proposicao 1.1.3, segue que Z O B;, para algum ¢. Como B; é
maximal, pois 1(291 é Dedekind, segue que B; =Z. Como Z C Op e A C O, pelo Proposicao
1.2.8, segue que Z N A é um ideal primo de A, e também, ZN A C A, pois 1 € Z. Agora, como
PCZeP C A, segue que P C ANZ. Como A é Dedekind, segue que P = ANZ, pois
P é maximal. Portanto, P = AN B;. Assim, Z esta na fatoracao de POy, se, e somente se,

INA="P. [
Definicao 1.4.1. Se P = ANZ, dizemos que I estd acima de P.
Lema 1.4.1.

1. A/P e OL/B; sio corpos e AJP pode ser identificado como um subcorpo de Oy /B;.

2. OL/B; é um espago vetorial de dimensdo finita sobre A/P, parai=1,..., n.

Demonstragao: Como A e O sao anéis de Dedekind, segue que A/P e OL/B;, para i =

1,...,g, sdo corpos. Agora, consideramos a aplicacao A LI OL — Op/B;, onde i é a inclusdo
e 7 é a projegao. Assim, ker(moi) = B; N A = P. Pelo Teorema do Homomorfismo, segue que
A/P ~ Im(moi). Portanto, A/P pode ser identificado como um subcorpo de Op/B;. Agora,

considerando as operagoes
+IOL/BZ'><OL/BZ' — O]L/Bl A/PXOL/BZ — OL/BZ
e
@) o Ty @z) o a

segue que Op/B; é um espaco vetorial sobre A/P e que Op/B; tem dimensao finita, pois se

{z1,...,2,} s@o geradores de O, sobre A, e b € O, entdo b = a1y + - - - + a,x,, com a; € A,
parai=1,...,n. Assim, b= a,Z, + - -+ + GnT,, com a; = a; + P. Portanto, {Z1,...,Z,} gera
OL/B; como um espago vetorial sobre A/P. [ |

g
Definigao 1.4.2. Seja POy, = [] B, onde os B’s sao ideais primos nao nulos de Of,.

[
i=1
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1. O numero g € chamado de numero de decomposig¢ao de P.

2. O grau [OL/B; : A/P] é chamado de grau de inércia de B; sobre A e denotado por

3. O expoente e; = e(B;, P) de B; € chamado de indice de ramificagao de B; sobre A.

Observacao 1.4.1. Quando e; > 1, para algum i =1,2,...,q, dizemos que P se ramifica em

L.

g
Teorema 1.4.1. (Teorema da Igualdade Fundamental). [31, pdg. 71] Temos que Zeifi =
i=1

[OL/POL . A/P] =n. [ |

Corolario 1.4.1. Sejam K C L corpos de nimeros tal que n = [L : K], Ox e O os anéis de

inteiros de K e L, respectivamente. Se P C Ok € um ideal primo, entio N(POL) = N(P)".

Demonstracao: Como PO = HB»” com B, N Ok = P, |[OL/B; : Ox/P] = f;, para

)
=1

i=1,...,n e B; ideais primos de O, segue que Np, (PB) = Np, (H Bf) = [[(No,(B;))* =

i=1 i=1

3

3

(NOK(P)fi)ei - NOK<P>n' [ |

i=1

Definicao 1.4.3. O ideal P de Ok é:

1. totalmente decomposto em 1L, se g =n e assim e; = f; = 1 para todo i =1,2,...,9;
2. inerte em I, se g =1, e; = 1 e consequentemente f; =n;
3. totalmente ramificado em L, se g =1 e consequentemente f1 =1 ee; =n;

Teorema 1.4.2 (Lema de Kummer). [1] Suponha que L é uma extensao finita separdvel de
K, e assuma que O, = Ala] para algum elemento o e f(x) o polinémio irredutivel de v sobre

K. Se f(x) € a reducdo de f(x) sobre A/P,

f(@) = () - ()"

¢ a fatoracdo de f(x) em poténcias de fatores irredutiveis sobre A/P, com coeficiente dominante
1, entao

PO = B - Ber (1.6)
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¢ a fatoracao de P em Oy, onde e; € o indice de ramificacao de B; sobre P. Além disso,
BZ' == PO]L + ,ui(oz)O]L, (17)
onde p;(x) € Alx] € um polindmio com coeficiente dominante 1 cuja redugcdo médulo P € i;(x).

Teorema 1.4.3. [31, pdg. 74] Se K € um corpo de nimeros, entao um ideal primo pZ de Z

se ramifica em K se, e somente se, p divide Dk. [ |

Do Teorema 1.4.3, segue o nimero de ideais primos de Z que se ramificam em K ¢é finito.

9
Proposicao 1.4.2. PO(;L a E (g—;)

Demonstracao: O ideal B; é o tnico ideal maximal de Op, que contém B;*, pois se existir

J um ideal maximal, tal que J D B{*, pela Proposicao 1.1.3, segue que J D B;, para algum i.
Como B; é maximal, segue que J = B;. Vamos mostrar que B + B;-j = O, para i # j. Se
B + B C Oy, entao existe um ideal maximal J de O, tal que Bj* + B/ ¢ J C Op. Como
B C B + B;j, segue que Bi' C J, ou seja, B; C J, e como B; é maximal, segue que B; = J.

De modo analogo, como B;’ C Bf* + B}

., segue que B;j C J, ouseja, B C J e como B; ¢é

maximal, segue que B; = J. Assim, B; = B;, o que é um absurdo. Portanto, B;* + B;j =0OL.

9

Pelo Lema 1.1.3, segue que Oy, /POy, ~ H OL/B;. |
i=1

Lema 1.4.2. Seja A um dominio de Dedekind. Sejam Py, ..., P, ideais primos distintos e nao

nulos de A, e sejam x1,...,x, € A e eq,...,e,. inteiros positivos. Entao existe um elemento

re€Atad quer -1, €PY ex—a; &P parai=1,...,r.

~ . . 41 . .
Demonstracido: Para i = 1,....r, segue que P% O P&*t1  Assim, existe um elemento
) b b 2 = 7 )

a; € P, a; & PO Pela Proposicao 1.4.2, segue que existe z € A tal que 2 — (z;4+a;) € PO
para i = 1,...,7. Desta forma, © — z; = [z — (z; + @;)] + a; € P{', mas  — 2; ¢ P, pois

a; ¢ Pfi+1. [ |
Lema 1.4.3. Suponha que K C 1L € uma extensdo de Galois. Se By e By sdo ideais primos de

Oy tais que BN A = ByNA#0, entao existe um K-automorfismo o de L tal que o(By) = Bs.

Demonstragao: Seja G = {oy,...,0,} o grupo de Galois de L sobre K. Se 0;(B;) # B,

para todo i = 1,...,n, pelo Lema 1.4.2, segue que existe x € O, tal que = ¢ o;(B;), para
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n
i=1,...,n,ex € By. Sejaa = []oi(x), entdo a € BoN A, e a & By, pois o;(x) & By, para
i=1
i=1,...,n, 0 que é uma contradi¢ao. Portanto, existe o € G tal que o(B;) = Bs. [ |

Teorema 1.4.4. Suponha que K C L € uma extensao de Galois finita de grau n e P um

g
ideal primo de A. Se PO = HB:’ e [OL/B; : A/P| = f; entao e = e3 = -+ = eg,
i=1
fi=fo=---=f, eoscorpos OL/B;, parai=1,...,g, sao isomorfos.
Demonstracao: Pelo Lema 1.4.3, segue que para cada ¢ = 1,...,q, existe ¢ € G tal que

g

o(By) = B;. Assim, POpL= o(POL) = [] o(B;)%. Pela unicidade da fatoracao de POy, segue
i=1

que e; = ey para cada i = 1,...,¢. Finalmente, como O /B; = O /o(B;) ~ O/B; segue que

fi=fiparai=1,..., g, 0 que prova o teorema. |

Corolario 1.4.2. efg =n, onde n é o grau da extensao L sobre K.

9

Demonstracao: Pelo Teorema 1.4.1, segue que Z e; fi = n. Pelo Teorema 1.4.4, segue que
i=1

e, =ee f;=f, paratodot=1,...,¢g. Portanto, efg = n. [ |

1.5 Consideracoes finais do capitulo

Neste capitulo, apresentamos os resultados que sao base tedrica para o desenvolvimento
deste trabalho, resultados sobre moédulos livres e noetherianos, os conceitos de trago, normal,
anel inteiros, anel de Dedekind, norma de ideais, discriminante e decomposicao de um ideal
primo. Destacamos a definicao e resultados de corpo de nimeros, uma vez que é uma classe
de corpos muito importante para o trabalho, em particular os corpos ciclotomicos. Entre os
principais resultados, vimos que o anel de inteiros de um corpo de nimeros é um dominio de
Dedekind, o discriminante de um corpo, e os resultados sobre norma de ideais e ramificagao de

ideais.



CAPITULO

Corpos ciclotomicos

Neste capitulo, apresentamos os corpos ciclotomicos, que sao exemplos importantes de
corpos de numeros. Essa classe de corpos desempenha um papel muito importante na teoria
algébrica dos numeros, uma vez que é possivel encontrar o anel dos inteiros destes corpos e
também podemos obter uma expressao para calcular o seu discriminante, parametros que sao
essenciais para a construcao de reticulados algébricos. Por isso, apresentamos alguns resultados
fundamentais dessa estrutura, que serao tteis nos capitulos seguintes.

Na Segao 2.1, apresentamos resultados basicos sobre raizes da unidade e corpos ciclotomicos.
Em seguida, nas Secoes 2.2, 2.3 e 2.4, estudamos os corpos ciclotomicos Q(¢,), Q(¢r) € Q(¢n),
respectivamente. Nestes 3 casos, determinamos o anel de inteiros, uma base e o discriminante

desses corpos.

2.1 Raiz da unidade

Nesta secao, apresentamos resultados iniciais sobre raizes da unidade e corpos ciclotomicos.
Definicao 2.1.1. Seja n um inteiro positivo.
1. Uma raiz do polinomio x™ — 1 € dita uma raiz n-ésima da unidade, denotada por (,.

2. Uma raiz n-ésima da unidade tal que que ()" # 1, para todo 1 < m < n —1, é chamada

de raiz n-ésima primitiva da unidade.

47



2.1 Raiz da unidade 48

3. Um corpo ciclotémico é uma extensao de Q da forma Q((,), onde ¢, € um raiz n-ésima

primitiva da unidade.

4. O polinomio ¢,(x) = [[(x—¢2), onde mde(j,n) = 1, é chamado de n-ésimo polinémio
j=1
ciclotomico. O grau de ¢,(x) € dado pela func¢ao de Euler p(n) = #{0 < m <

n | mde(m,n) = 1}.

Proposicao 2.1.1. [30, pdg. 44] O grupo Z: ¢€ ciclico se, e somente se, n = 2,4,p" ou 2p",

comr >1ep um primo impar. |

Sejam (i, ...,(, as n raizes do polindmio 2™ — 1. Observe que uma dessas (; ¢ o nimero
1, pois 1" — 1 = 0. Se U, é o conjunto formado por essas n raizes, entao U, é um grupo
multiplicativo ciclico, gerado por uma raiz n-ésima primitiva da unidade (. Além disso, os
tinicos geradores de U, sao as rafzes ¢*, onde mdc(k,n) = 1, ou seja, o ntimero possivel de

geradores de U, é o(n).

Proposigao 2.1.2. Para0 <k<m—1e0<1<n-—1, ¢*¢ éuma raiz mn-ésima primitiva
da unidade se, e somente se, C* € uma raiz m-ésima primitiva da unidade e ¢!, é uma raiz

n-ésima primitiva da unidade.

Demonstracdo: Se (¥ nio é uma raiz m-ésima primitiva da unidade, entao mdc(k, m) =

. mn 1 1 7 .
d > 1. Assim, (¢5¢l)'a = ((¢E¢l)™)a = 14 = 1, o que é um absurdo, pois ™ < mn.
Reciprocamente, se (¥ é uma raiz m-ésima primitiva da unidade, de forma andloga, mostra-se

que ¢! é uma raiz n-ésima primitiva da unidade, entao mdc(k, m) = mdc(l, n) = 1. Assim,

(GG = 1= Chacln = 1 e (8 = (10 Chom = (1o = (Ch)™ = ()10 =

(CEyre =171 = (¢h)™ = 1 <= m|na.

Ja que mdc(m, n) = 1, segue que m|a. De maneira andloga, nla. Além disso, usando o fato
de que mde(m, n) = 1, segue que mnl|a. Assim, (¢¥¢L)m™ = (¢™)F(¢")™ = 1. Logo, mn
é a menor poténcia tal que (¢¥¢!)™ = 1. Portanto, (¥ ¢! é uma raiz mn-ésima primitiva da
unidade. [ ]

Proposigao 2.1.3. Se n é um inteiro positivo, entio x™ — 1 =[] ¢a(z).
dln
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Demonstragiao: Sejam f(z) =a" —1e1,(,(?, ..., (""" as rafzes de f(x). Assim,

o 1= (= ) = Q=)o = ),

Analisando os periodos de cada raiz de f(x), e escrevendo todas as raizes de mesmo periodo

como um polinémio da forma

ga(z)= [ @-0)

perodo (=d

segue que z" — 1 =[] ¢a(x). |
din

Corolario 2.1.1. Se n € um inteiro positivo, entao

" —1
Pn(T) = —F———-
" [ dalx)
dln,d<n
Demonstracao: Consequéncia imediata da Proposicao 2.1.3. |
Observacao 2.1.1. Quando n = p, onde p € wm numero primo, o p-€simo polinéomio

ciclotomico € dado por

xp—l_xp—l

B é(z) -1

bp() =P AP b 1

Teorema 2.1.1. Se (, € uma raiz n-ésima primitiva da unidade, entao [Q((,) @ Q] = ¢(n),

onde ¢ denota a funcdo de Fuler.

Demonstragao: Considere f(x) um polinémio moénico, irredutivel e de menor grau de (,

sobre Q. Logo, z"—1 = f(z)g(z), com g(x) € Q[z]. Pelo Lema de Gauss, segue que f(z),g(x) €
Z(x). Se p é um primo tal que p { n, entdo (¥ é uma raiz n-ésima primitiva da unidade. Dessa
forma, ((2)" —1 = f(¢?)g(CP), ou seja, f(CP)g(C?) = 0. Logo, se (¥ nao é raiz de f(x), entao ¢
é raiz de g(z), e (,, é raiz de g(aP). Portanto, f(zx) | g(2P), isto é, g(z?) = f(x)h(x), com h(x) €
Z|z], pelo Lema de Gauss. Mas, pelo Teorema de Fermat, segue que a? = a(mod p), e entao,
g(aP) = g(x)P(mod p). Assim, f(x)h(z) = g(x)?(mod p), ou seja, g(x)? = f(x)h(x)(mod p).
Portanto, g(C,)? = 0, ja que G, é raiz de f(z). De maneira recursiva, chegamos que §(,) = 0,
ou seja, f e g tem uma raiz em comum. Assim, 2" — 1 = fg, e deste modo 2™ — 1 tem raizes

n—1

multiplas. Logo, nz"™' = 0 e entdo, para qualquer a € Z,, segue que na"' = 0. Como
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a caracteristica de Z, ¢é p, segue que p | n, o que é um absurdo, uma vez que supomos que
p 1 n. Portanto, (¢ é raiz de f(z) para todo p tal que p 1+ n e mde(p,n) = 1. Portanto,
I(f(z)) > 9(g(x)), pois toda raiz de ¢,(z) é raiz de f(z), e como f(x) | ¢n(z), segue que
O(¢n(2)) = O(f(x)). Assim, O(f(x)) = O(dn(x)) = p(n). u

Corolério 2.1.2. Se ¢, € uma raiz n-ésima primitiva da unidade, entio [Q((, + (') : Q] =

(n) . ~
£, onde ¢ € a fungdo de Euler.

Demonstragao: Como Q C Q((, + ¢,;) € Q(¢,), pelo Teorema 2.1.1, segue que [Q(¢,) :

Q] = p(n). Assim, pelo teorema da multiplicidade de graus, segue que é suficiente mostrar que
[Q(¢) : Q¢ + ¢ 1] = 2. Mas isso segue do fato que o polinomio f(x) = 2%+ (¢, + ¢, )r +1
tem ¢, como raiz e ¢ irredutivel sobre Q(¢, + ;). Portanto, [Q(¢, + ¢;1) : Q] = 222, |

Proposicao 2.1.4. O n-ésimo polinomio ciclotomico ¢, (x) € irredutivel sobre Q.

Demonstracao: Seja m,(z) o polindmio minimal de (,. Pelo Teorema 2.1.1, segue que

O(me(z)) = 0(dn(x)) € ¢n(Cy) = 0. Portanto, my = ¢p, e dessa forma, ¢,(x) é irredutivel sobre
Q. |

Corolario 2.1.3. Se mde(m,n) =1, entao Q((n)Q(Gr) = Q(Cn)-

Demonstragao: Como Q C Q((nGn) € Q(Gn)Q(¢,) e mde(m, n) = 1, segue, pela Proposicao
2.1.2, que Q(n)Q(G) = Q(Cnn)- [

2.2 Corpo ciclotémico Q((,)

Sejam p > 2 um primo e ¢, uma raiz p-ésima primitiva da unidade. Como ¢, # 1 é uma

raizde 2 —lea? — 1= (x —1)(a? ' 4+ --- + 2 + 1), segue que (, é uma raiz do polinémio
dp(x) =aP '+ 2P+ x4 1€ Zal. (2.1)

Assim, se Ok ¢ o anel de inteiros de K = Q((,), segue que Z[(,] C Ok. Pela Proposicao 2.1.4,

segue que ¢,(x) é o polindomio minimal de ¢, sobre Q e [Q((,) : Q] = p — 1. Como U, ¢ ciclico,
. p—1 .
segue que (7, parai = 1,2,...,p—1, sdo as raizes de ¢,(z), ou seja, ¢,(v) = [[ (v —(}). Assim,
i=1
p—1 )
pela Equagdo (2.1), segue que p = [] (1 - ().
i=1
Lema 2.2.1. Ser e s sdo inteiros tal que mdc(p,rs) = 1, entdo ((; —1)/(¢;—1) € um elemento

inversivel de Z[(p], chamado de unidade ciclotomica.
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Demonstragao: Como mdc(p,rs) = 1, segue que existe um nimero inteiro ¢ tal que r =

st (mod p). Assim,

-1 ¢'-1

_ =144 5D cgie 2.2

CoiT o1 et oty (G (2.2)

Analogamente, segue que Eﬁj € Z[(p). Portanto, ?j ¢ inversivel em Z[(). [ |
P P

Proposigao 2.2.1. O ideal (1 — (,)Ox é um ideal primo de Ox e ((1 — (,)Ox)?™' = pOk.

Portanto, p € totalmente ramificado em Q((,).

p—1 A
Demonstragao: Como p = [](1 —¢;), pelo Lema 2.2.1, segue que os ideais (1 — (,)Ok e
i=1
(1— C;)OK, parai=1,2,...,p—1, sdo iguais. Portanto, pOx = ((1—(,)Ox)?!. Pelo Teorema

1.4.1, segue que pOk tem no méaximo [Q(¢,) : Q] = p — 1 fatores primos em Ok, e portanto,

(1 —(,)Ok ¢ um ideal primo de Ok. |
Lema 2.2.2. (1 - (,)Ox NZ = pZ = (p).

Demonstragao: Pela Proposigao 2.2.1, segue que ((1 — (,)Ok)?~! = pOk, e portanto p €

(1 —¢)Ok. Assim, pZ C (1 — (,)Ox NZ. Agora, como pZ é um ideal maximal de Z, segue
que (1 —(,)Ox NZ =pZou (1 —()OxkNZ =7Z. Se (1 —(,)Ox NZ = Z, entdao 1 — ¢, é um
elemento inversivel de Og. Assim, p é inversivel em Og. Como p tem inverso em Q, segue que

p tem um inverso em Z = Og N Q, o que é um absurdo. Portanto, (1 — (,)Ox NZ = pZ. [ |

Lema 2.2.3. Se j=1,...,p— 1, entao
1. Trige(¢)) = —1.
2. Trgip(1 —¢) =p.
8. Nijo(Gp —1) = (=1)"7'p e Nijo(1 — ¢) = p.

4op=01-G)A=¢) A=),

Demonstracao:

1. Pela Observagao 2.1.1, segue que o p-ésimo polinémio ciclotomico de ¢, é dado por ¢,(z) =
Pt P72 -+ x4 10 As rafzes de ¢y(x) sao G, (..., 57 Logo, 0 = ¢,(¢)) =
C,Z(p‘” + CJZ(’"” + -+ ¢ + 1, e assim, (,Z(’"” + QZ(”‘Q) + .-+ ¢ = —1. Portanto,
TTK|Q(<£) = i;(p’” + c,i(H) +- CZ =—1,paraj=1,...,p—1.
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2. Trgo(l — ¢J) = Trre(l) — Trxie(¢). Mas, como [Q((,) @ Q] = p — 1, segue que
Trge(l) =14+14---+1=p—1, e do item 1, segue que TTK|@(§ZZ) = —1. Assim,
Trg(l—¢)=p-1+1=p.

1
3. Como (, — 1 é uma raiz do polinoémio f(z) =21+ (?)xj’l, segue que, N(¢,—1) =

J=p—1
(=1)"'p, e N(1 = ¢) = N((=1)(¢ — 1)) = N(=1)N(G — 1) = (=P~ (=1)F"'p =
(—1)**=Yp = p.
4. Como ¢, ¢, ..., (27" sao raizes do polindmio ménico ¢p(x) = 2P~ + a2 4 - + x4+ 1,

segue que 2Pt + P2 oot x4+ 1= (v —G)(z — ) (x — ). Assim, tomando
v =1 entio (1= G)(1 =) (1= 1) = p "

Lema 2.2.4. Se o € Ok, entdo Tryg(a(l —(,)) € pZ.

Demonstragao: Cada conjugado o;(1 — (') de a(1 — () é um miiltiplo de (1 — () em Ok,

ondei=1,2,....,p—1. Como1—¢ =(1—-G)(¢ ' +¢ >+ +¢+1),segue que 1 — ¢ ¢

um multiplo de 1 — ¢, em Og. Como o traco é a soma dos conjugados, segue que

Trijp(a(l = ¢)) = ar(l = ) + aa(l — Cﬁ) ot ap(l = C;f;) = B(1 = G),
onde B € Ok. Portanto, Trgg(a(l — (,)) € Ox. Como Z é integralmente fechado, segue que
Trgjo(a(l = ¢p)) € Z. Assim, Trgg(a(l —¢)) € (1 = )Ox N Z=pZ. [

Teorema 2.2.1. Z[(,] € o anel de inteiros de K e {1,(,,..., (272} € uma base de Z[(,] como

um Z-maodulo.

Demonstragao: Como Z[(,] C Ok, ¢ suficiente mostrar que Og C Z[(,]. Se a € Ox C Q((p),

entao

a = Qg + alcp + -+ CLp_QCIZ;_Q,

com a; € Q, parai=0,1,...,p— 2. Multiplicando por 1 — ¢, em ambos os lados, segue que

a(l =) =ao(l —¢) + ai (¢ — C;g) +-ot apf2(C£72 — Cﬁ’l)-

Pelo Lema 2.2.4, segue que

Trijg(e(l = G)) = aoTrxio(l = §) + e Triie(G — §) + -+ + ap 2 Trr(¢E ™ = &) € pZ.
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Como Trygg(¢, — ¢ = 0, para i = 1,2,...,p — 2, segue que agTrgio(l — () = aop € pPZ,

onde ay € Z. Analogamente, como (- L= Cg’l € Ok, segue que
(v — ao)Cp_l =a+a(p+---+ ap_gfg_?’.

Multiplicando ambos os lados por 1 — ¢,, obtemos

(a - aO)C (1 - gp) 1(1 - Cp) + a2<p(1 - gp) +oeee ap—2§5_3(1 - Cp)»

e assim, pelo Lema 2.2.4, segue que

Trjg((@—a0)¢, ' (1-6)) = arTrxo(1—G)+asTrro(G—C)+ - -+ap2Trxio(Ch =8 ?) € pZ.

Logo, a1 Trxig(1—(,) = a1p € pZ, onde a, € Z. Prosseguindo, desta maneira, segue que a; € Z,
para cada i = 1,...,n. Assim, a € Z[(,]. Portanto, Z[(,] = Ok. |

Proposigéo 2.2.2. SelL. = Q(( + 1), entdo Z[G, + '] € o anel de inteiros de L e {¢, +
1p
L ,Cp + G2 } € uma base de Z[(, + Cp_l] como um Z-maodulo.

Demonstragao: Do Teorema 2.2.1, segue que anel de inteiros de Q((,) é Z[(,]. Como (, e

G ! sdo inteiros, segue que ¢, + - ! também é. Portanto, Z[(, + G ] € Op. Mostremos, agora,

que Op C Z[(, + ¢, ']. De fato, se a € O, entao

p—1 1-p

a=a(G+G ) tal+ 67+ tama(Gp? +67)

-1

L
onde a; € Q, parai = 1,2,..., p%l. Devemos provar que a; € Z. Multiplicando « por (,? ,
segue que
p—1 ptl 1
Cp2 Oé—alcp +G1Cp +CL2Cp +CL2Cp +a%§£ +a%,
que é um inteiro algébrico de Q((,), logo pertence a Z[(,]. Assim, a; € Z, parai =1,2,. ’%1.

Portanto, O = Z[¢, + ¢,]. Como {G+¢h. . ,C:; + Cp2 } é uma base de L sobre Q
p—1
e como {(, + Cp_l, G+ Cp } C Z[¢G + ¢, 11 C Oy, segue que ¢ suficiente mostrar que

p—1 1;
{G+¢ " ,6p7 +G? } ¢ lincarmente independente. De fato, sejam ay, ay, ..., ap-1 € Z
2
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tais que
-1 2 | 2 el
al(CP+Cp )+a2(Cp+Cp )++GPTA(CP +<p ):O
Logo,
a1Cp + alfg_l + CLQCE + a2§5_2 “+ ap- 1Cp —|— Ap— 1Cp = 0.
Como {1, ¢, ... ,(5_2} é uma base de Z[(,] sobre Z, segue que estes elementos sao linearmente
independentes, e deste modo, a; = ay = -+ = ap-1 = O Assim, {¢, + ¢, .. ,Qp + Cp2 }
2

¢ linearmente independente. Portanto, {¢, + (', ... ,Cp —|— Cp } é uma base de Z[(, + (']
sobre Z. [

Proposigao 2.2.3. O discriminante de Q((,) sobre Q é dado por

(p— 1(p 2)

DK|Q(17C]D7"' 7CZI;_2) = ( ) pP 2

Demonstragao: Pelo Teorema 2.2.1, segue que {1,(,,..., Cg_Q} ¢ uma base integral. Pela

Proposicao 1.3.6, segue que

(p—1)(p—2)

Drio(L, G- ) = (=1) 2 Nijald,(G)),

onde ¢, (z) é a derivada do p-ésimo polinémio ciclotomico ¢, () que é dado por

P —1

B P

Derivando-o de ambos os lados, segue que

(G —=pg~ = (¢ —=1)  —pgh!

pr(gp) = (Cp . 1)2 - 1 — gp .

Assim, aplicando a norma, usando sua linearidade e o Lema 2.2.3, segue que

Nijo(=p) Nijg(G)" 1 —pP 117!

_p-2
NK\Q(l_gp) N p =

Nxio(¢,((p)) =

, . . _ . (p=1)(p=2) (=1
Além disso, como p é fmpar, segue que (—1)?"2 = —1, e assim (—1)" A (—1)@21
Portanto,

p—1

DK\Q(L Cpa <. 7C£72) = (_1)Tpp727
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0 (ue prova a proposicao. [ |

2.3 Corpo ciclotémico Q((,)

Se n = p", onde p é um numero primo e r é um inteiro maior que 1, entdao o p"-ésimo
polinomio ciclotomico é dado por
T T
a';p — 1 xp — 1 r—1

() — _ — (p=1)prt (p=2p""" P 1.
W) = @) (@) w1 " e T

Lema 2.3.1. Sejam K = Q((;), Ok € o anel de inteiros de K e a € O, entao:
1. (1= ¢)Ox NZ= pZ = (p).

2. Trgg(a(l = ¢)) € pZ.

Demonstracao: Andaloga a demonstracoes dos Lemas 2.2.2 e 2.2.4. [

Lema 2.3.2. Z[1 — (yr] = Z[yr].

Demonstragao: Por defini¢ao, segue que Zla] = {>_ a;a’ | a; € Z}. Assim, se a € Z[1— (],
=1

entao

a = ao+ Cll(l - Cp’") + CL2(1 — Cpr)2 + -+ a(p,l)prfl(l — Cpr)(p_l)pr '

= ((ZO +a;+ -+ a(p,l)pr_1) + (—al — 2@2)Cpr -+ ..

Logo, a = by + b1(yr + b2C5r 4ot b(p,l)pr_lféffl)pr_l, e portanto, a € Z[(yr]. Agora, se
a € Z[(yr], entdo o = ag + a1Gr + agCgr + -+ a(p,l)ppl(]gf_l)prfl. Como (pr =1 — (1 — ),

segue que « pode ser escrito da forma
@ = ap+ar(l—(1=G)Fasl—(1=G) 4 Fap (1= (1= G) P
= ao+ar—ai(l = () +ap(l—2(1 =G + (1= ¢pr))?)) + -
= ap+a; —a(1—(p)+ag—2a(1 — () +ag(l— () + - -
= (aw+ar+ay+-+ap1yi-1)+(—a1 =20 — = ((p—1)p" " = Dag-1)pr1-1)

(1= Go) (a2 = Bag + - )(1 = o) 4 o+

—1

ou seja, a = by +by (1 — () +bo(1 —Cpr)2+- b1y (1 —Cpr)(pfl)p
ZlGyr] = Z[1 = G- u

€ Z[1—(y|. Portanto,
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Proposigao 2.3.1. Se j =1,2,...,p" "' e mdc(j,p") = 1, entdo
1. Nijo(Gyr) = (=1)r=07 ™"

2. T](1 — C;,Q) =p, com1<j<p", etal que pfj. Em particular, Ngio(1l — () = p.
J

Demonstracao:
1. Por definicao, segue que NK|Q(CgT) = CgTCg:rl---C;:r(pfl)pril. Como CZJ,} e Cgpr_l sS40
elementos conjugados, segue que gprgj,'ilmggf(p‘”p’"_l = (=1)®=Y""" " Portanto,

Ngjo(¢) = (=17 'para j = 1,...,p" " e mde(j,p") = 1.

2. Como ¢pr(z) = xiifil =1+ +2% " 4. 4 2D segue que todos os (U,

onde 1 < j < p" e tal que p{ j sdo raizes de ¢,-(x) uma vez que sdo rafzes de z¥" — 1

mas nao de z¥" — 1. Deste modo, ¢, () = [](z — Cgr) e existem exatamente p(p") =
J

(p — 1)p"~* valores de j pois d(¢yr(z)) = (p — 1)p" .

Tomando = = 1, segue que
p . p" .
dpr(1)= I A=¢)=1+1"" 4. +10-""" = p Portanto, [| (1 - ) = p.

k=1,ptj J=Lpfj
p" .
Agora, como Ngio(1 —¢r)= ] (1- C;T), segue que Ng|g(1 — () = p. [ |

Proposicao 2.3.2. [16, pdg. 43] Se j =1,2,...,p", entao
0, se mde(j,p") <p" Y
Triie(Gr) =3 —p', se mde(j,p’) = p
p " Hp—1), se mde(j,p") > p L.

Teorema 2.3.1. Sejam L uma extensao finita de grau n de Q, {aq,...,a,} uma base de L

sobre Q, onde a; € O e Dyg(a, ..., on) =d. Se o € O, entio a pode ser escrito na forma

mioq + -+ mpQy,
d )

comm; € Z e m? divisivel por d, para j =1, 2,...,n.

Demonstragao: Se a € Op, entdo a € L, uma vez que O, C L. Sendo {ay,...,a,} uma

base de LL sobre Q, segue que « pode ser escrito na forma

Q= T100q + =+ T Oy,
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com z; € Q, para j = 1,...,n. Sejam 04, ...,0, 0s Q-monomorfismos de . em C. Aplicando

o;, para 1 =1,...,n, em «, segue um sistema de n equagoes dado por
oi(a) = z10i(ar) + - - - + 2p0i(n,),

para i = 1,...,n. Resolvendo esse sistema pela regra de Cramer, segue que as n raizes sao
dadas por z; = %, onde § = det(o;(a;)) e 7; é obtido de § trocando a j-ésima coluna por o;(a).
Assim, os ;, para j = 1, 2,...,n, e § sao inteiros algébricos uma vez que sao obtidos a partir
dos «a;’s, que sdo, por hipétese, inteiros algébricos. Pela Proposicao 1.3.3, segue que §° = d,
e portanto, dr; = d% = 52% = 07, ¢ um inteiro algébrico. Como Z ¢ integralmente fechado,
segue que dx; € Z, para j = 1, 2,...,n. Sejam; = dx;, para j = 1,2,...n. Se mostrarmos que

2

2
m: 2 7 « . 4 m: , ~
~ € Z, teremos que mj é divisivel por d. Mas, como —> € Q e como Q ¢ o corpo de fragoes
2

, . m> ., . . , .
de Z, segue que ¢ suficiente mostrarmos que —* ¢ um inteiro algébrico. Como m; = dx; = dv;,
2
2 1292 2. .92 2 m; 9 4 . . 1 e . , . .
segue que m; = d°rj = 0*y; = dv;. Logo -} =7 ¢ um inteiro algébrico pois 7; ¢ um inteiro
2
, . my . , . .
algébrico. Portanto — € Z, e assim, m? é divisivel por d. Portanto, a = %”Lm"“", com

m; € Z e m? divisivel por d, para j =1,2,...,n. [ |
Lema 2.3.3. Se Do, )o(l; G- - - 7955)_1)#—1_1) =d, entdo d = p* para algum s € N.

Demonstracao: Como

P —1
¢pT (m) = t,'ij'rfl _ 17
segue que
P 1= g (2)g(a), (2.3)

r—1

onde g(x) = 2P ~ — 1. Derivando ambos os lados da Equagao (2.3), segue que

pra’ Tt =g (2)g(x) + dpr(2)g (2),

e substituindo x por (,-, segue que

png:_l = Cb;;r(gpr)g(CpT) + gpr (gpr)g/(CpT)'
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Como ¢, ((pr) = 0, segue que prg,’:*l = ¢, (Cpr)g(Gpr), ou seja,
PGrGt = 3 (Gr)9(Gr)-

Logo,
P = Cpr ¢;T (Cpr)g(gpr )7

e aplicando a funcao norma em ambos os lados da ultima igualdade ficamos com

p(p—l)PT_IT — N@(CPT)IQ(%?”" (Cpr))NQ(CPT)|Q<CPT9(CPT))'

Assim, pela Proposicao 1.3.6, segue que

—_1pr—1p —1)pr—1-1
PP = Dyl G T Nagnia(Grg(Gr).
Portanto, d|p"® V""" ou seja, d = p*, para algum inteiro s. [ |
Teorema 2.3.2. O anel de inteiros de K € Z[(,] e {1,<pr,...,<1()}:71)pr_171} ¢ uma base de
Z[Cyr] como um Z-modulo. [

Demonstragao: Mostraremos que Og = Z[1 — (,r]. Suponhamos, por absurdo, que Ok #

Z[1 — (pr]. Se a € Ok, entao pelo Teorema 2.3.1, segue que

mo +mq(1 — Cp*) +ot m(zv—l)p“l—l(1 - Cpr)(p_l)pril_l
o = P ) (24)
p

onde m; € Z, para i = 1,2,...,(p — 1)p"~. Pelo Lema 2.3.3, segue que d = p®, onde s € N.
Logo, existe o € Ok tal que nem todos os m;’s sao divisiveis por p®. Suponhamos que m;, com
J < (p—1)p"!, nao seja divisivel por p*. Deste modo, existem ¢, € Z tal que m; = p*q +r,

onde 0 < r < p®. Assim, substituindo m; na Equagao (2.4), segue que

7‘—171

mo+mi(l—Gr)+--+ g+ =G -+ mp (1= Gr) "
pS

o =

Logo, Ok possui um elemento da forma

T(l - Cp’")j_l + mj(l — Cp’")j 44 m(pfl)pT—lfl(l . CpT)(p_l)pr—l_l

f= ;
p
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Multiplicando ambos os lados por p*~!, ficamos com

/Bps—l _ r(]- - Cp’“)jfl + m](]_ — Cpr)j G+ -4 m(p—l)prfl—l(l _ gpr)(pil)py‘_lfl
P )

que pode ser escrito como

7‘71_1

aj71<1 - Cpr)j_l + aj(l - Cpr)j et a(pfl)lﬂ“lfl(1 - Cp”)(p_l)p
b

Y

onde a; € Z e a; nao ¢ divisivel por p, Agora, pelo item 2, da Proposicao 2.3.1, segue que

r

[1(1 = () = p. Logo, T € Z[1 — ¢pr] uma vez que 1 — ¢F, ¢é divisivel, em Z[1 — (], por
D

(1 —¢pr). Assim, ﬁ € Z[1 =Gyl e dal =E; C - € Ok. Subtraindo termos que estao em Ok,

segue que g C € Ok. Assim, Ngjg(1 — G )|NK‘@(a]) Mas, como Ngjg(a;) = aff, segue do
item 2 da Proposu;ao 2.3.1, que p | a}, o que é um absurdo pois p { a;. Assim, Og = Z[1 — (;r].
Agora, pelo Lema 2.3.2; segue que Z[1 — (yr] = Z[(yr|e portanto, Ox = Z[(yr]. [

Proposigao 2.3.3. Se L = Q(r + (Z;l), entdo Z[(y + gp—ﬂ € o anel de inteiros de L e
(p—1)p" ! (-pp" !

{Gr+ Gt G 2 + G ° )} € uma base de Z[yr + ('] como um Z-médulo.

Demonstragao: Do Teorema 2.3.1, segue que o anel de inteiros de Q((yr) é Z[(yr]. Como (pr

¢ inteiro, segue que Cp71 ¢ inteiro e pelo Corolario 1.2.2, segue que (,r + CI}I também ¢é inteiro.

Portanto, Z[(,r + ('] € Ov. Agora, se a € Oy, entdo

(p—1)p"~t (1—p)p"—t

a = ap (Cpr + (1;"1> + GZ(CET + (1;"2) + T + a(p71)2p7'71 (Cpr 2 + Cpr 2 ),

. —1)p"—1 .
onde a; € Q, parai = 1,2,..., %. Devemos mostrar que a; € Z. Multiplicando a por
(p=1)p" !
Gr 2, segue que
(p—=1)p" 1 (p=1)p""142 (p—1)p" 12 (p=1)p" 144 (p—1)p""1-4
2 — 2 2 2 2
Cpr o = 0/1Cp + alC T _'_ G/ZCP’I‘ + CZQCp'r —'I— tee +
(p—1)p"~
+ A 1)pr 1 Spr +a(p71)pT*17
2

que é um elemento inteiro algébrico de Q((,r). Logo, pertence a Z[(y]. Assim, a; € Z,

%. Portanto, Op, = Z[(,r + Cp’rl], ou seja, o anel de inteiros de I é
(p—1)p" ! (-pp"~!
ZlGyr + ('] Como {Gr + ¢y e 2 +( ° } ¢ uma Z-base de L sobre Q e como
@-1)p" "1 (1—p)p"~1

{Gr + (p?l, oG 2 F G P Y C Ay + Cp71] C O, segue que é suficiente mostrar que

para ¢ = 1,2,...,
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¢ linearmente independente. Para isso, sejam aj, as, ..., a4, 1),—1 € Z e suponhamos que
2

(p—1)p" 1 (1—p)p" "t

al(cpr+<,;-1)+az(<§r+<,;-2)+---+a<p71>2prf1<<pr2 +¢r 2 ) =0.

Logo
(p—1)p"—1-1 2 (p—1)p"1-2 <p71>2pT_1 7(1717)2?%1
ayGpr + a1Gyr + aaCyr + agCyr +eeet @ (p-1)pr= Cpr + @ p-1)pr= Cpr =0.
—pr~i-1y ~
Como {1,¢pr, ..., Cl(ﬁ p } é uma base de Z[(,| sobre Z, segue que estes elementos sao
linearmente independentes, e assim, a; = as = --- = Aoyt = 0. Assim {(r +
. =1p" "t -l ) (p=1)p" !
_ ) - . _ :
o Cpr +¢ } é linearmente independente. Portanto, {Cpr 4+, -+, +
(1-p)p"~
¢ ° }¢éuma base de Z[(,r + ('] sobre Z. |

Proposigao 2.3.4. O discriminante de Q((,) sobre Q € dado por

— rfl_l P (1) —
DL, Gy, GF 7 7 = T oD,

Demonstragao: Pelo Teorema 2.3.2, segue que {1, (r, . .. 7§(£,1)p7_1,1} ¢ uma base integral.

P

Pela Proposicao 1.3.6, segue que

r—1_1

Dol Grr o G ) = £Niig(6 (Gr)).

’ , . , . oA . . N ,
onde gzﬁp,-(x) ¢ a derivada do p"-ésimo polinémio ciclotémico que é dado por

T— r— pr_l
a2 T = T
P —1

r—1

Gpr (¥) = =P

Derivando ambos os lados, segue que

/ B pra "z — 1) — (a7 — 1)pr e

¢p7" (z) = (zP" T = 1)2 ’

ou seja,
prggr_l( 57‘ - 1) - (Cgr‘ - 1)pr71<-£r
(G —1)2

r—1 r—1_1

¢;r ((pr) -
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-1 2mi o 2mi .
Como Cf,’: = 1, segue que (5: —(ev V' = = (p- Assim,
: PG -’
¢p7' (CpT) = -1 = r—1

a1 (=G

Agora, aplicando a func¢ao norma em ambos os membros e usando sua linearidade, segue que

/ _ Nijo(—p")
Nl (o) = N = G Ve G

Pela Proposigio 2.3.1, segue que Ngjg(Gr) = 1, Ngjo(—p") = (=)@ e Ngjo(1—-¢,) =

r—1 r—1 . ’ :l:pr(p—l)pT71
Nrjo(Nxjo,) (1 — &) = Nxjo(1 = G)P = p” . Assim, Ngjg(¢,r(Gr)) = ——— =

pp
+p? =D Portanto

rfl_l

DK\@(L ng7 cee ,Cl(f_l)p ) = j:ppril(r(p—l)—l)’

0 que prova a proposicao. |

2.4 Corpo ciclotomico Q((,)

Nesta se¢ao, nosso objetivo é determinar o anel de inteiros e o discriminante para qualquer
corpo ciclotomico Q(¢,), onde ¢, é uma raiz n-ésima primitiva da unidade. Esta generalizacao
segue de um resultado mais geral considerando os inteiros algébricos de um corpo composto
KL, onde K e I sao corpos de niimeros. Para isso, se K e IL sao corpos de niimeros, entao o
corpo composto KL, que é definido como o menor subcorpo de C que contém K e LL, consiste

de todas as somas finitas
a1+ +a. b, onde ; €K, e 5; €L, parait=1,2,...,r.

Se Ok, O e Ok, sao os anéis de inteiros algébricos de K, IL e KL, respectivamente, entao Ok,

contém o anel
OKOL:{O&lﬁl—i-"'—i—Oérﬂr | a; € Ok, B; € O, parai:1,27...,r}.

Geralmente, a igualdade nao ocorre, entretanto, pode-se mostrar que Ok, = OgOy, sob certas
condigoes sobre os corpos. Sejam m e n os graus de K e L, respectivamente, sobre Q, e seja

d = mdc(dy, ds), onde dy e dy sao os discriminantes de Ok e O, respectivamente.
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Teorema 2.4.1. Se [KL : Q] = mn, entdo Ok, C %IOKOL.

Demonstracao: Sejam {aj, ..., a,} uma base de Ok sobre Z e {f,...,5,} uma base de

Oy, sobre Z. Assim, B = {a;f; | i =1,...,me j=1,...,n} é uma base de OxOy, sobre Z e
também uma base de KL sobre Q. Se o € Ok, entao pelo Teorema 2.3.1, segue que « pode

ser escrito na forma

mij
o = Z —aiﬁj, (25)
— T
Z?J
onde r e todos os m;; estao em Z, e que estes mn + 1 inteiros nao tem fatores comuns maiores
que 1, ou seja, mdc(r, mde(m;;)) = 1. Para mostrarmos o teorema, devemos mostrar que r|d
para qualquer «. Para isto, devemos mostrar que r|d; e r|dy pois assim, pela definigdo de

méximo divisor comum, segue que 7 | d. Como todo monomorfismo o de K em C extende a um

monomorfismo, que também denotamos por o, de KIL em C, fixando LL, segue que

ola) =3 = olai)s;,

n m
para cada 0. Sex; = Y =L j3; paracadai=1,...,m, entdo obtemos m equacoes Y o(a;)x; =
j=1 i=1

o(a) para cada o, e resolvendo este sistema pela regra de Cramer, segue que ; = %, onde § é o

determinante da matriz formado pelos coeficientes o(«;) e ; é obtido de ¢ trocando a i-ésima

coluna por o(«a), parai =1,2,...,m. Assim, J e todos os 7; sdo inteiros algébricos, pois todos

os o(;) e o(a) sdo, e além disso, % = d;. Se e = d, entdo ex; = §v; € Oc, onde O¢ é o anel de

inteiros algébricos de C, e portanto, ex; = i B e OcNL = O. Como {f, ..., B3,} forma
j=1

uma base integral de Oy, segue que os nimeros racionais emT” devem ser inteiros, e deste modo

r dividem em;;, para todo ¢ e j. Como assumimos que r é relativamente primo com mdec(m;;),
segue que 7|e = d;. Analogamente mostramos que, r|dy. Assim, r|d; e r|dy. Portanto, r|d e dai

d = kr, com k € Z, ou seja, r = %. Substituindo na Equagao (2.5), segue que

o = - Tjgiﬁj = C_Z kaUOéZBJ
i, ] 2y
Logo, a € é(’)K(’)L. Portanto, Ok, C é(’)KOL. [ |

Coroléario 2.4.1. Se [KL: Q] =mn e d =1, entio Ogy, = OxOL.

Demonstracao: Como OxOp, C Ok, pelo Teorema 2.4.1, segue que Ok, C %IOKOL. Como
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por hipétese d = 1, segue que Ok, € OxOr. Portanto, Ox, = OxOL. [ |

Teorema 2.4.2. Se K = Q((,), entao Z[(,] € o anel de inteiros de K e {1,(,, ..., ;f(n)_l} é

uma base de Z[(,) como um Z-mddulo.

Demonstracao: O teorema ja foi provado para n primo ou poténcia de um primo, pelos

Teoremas 2.2.1 e 2.3.2. Agora, se n nao é primo ou nao é uma poténcia de um primo, entao
podemos escrever n = ning, para inteiros relativamente primos ny, ny maiores que 1. Vamos
mostrar por indugao que se o resultado é vélido para n; e ng, entao o resultado é valido para

n. Para aplicar o Corolario 2.4.1, devemos mostrar que

1. Q(Cn) = Q(6n,)Q(Cny) € como consequéncia Z[(,] = Z[Gn, 1 Z[Cns -
2. ¢(n) = p(n1)e(ny).
3.d=1.

De fato:

1. Do Corolério 2.1.3, segue que Q(¢,) = Q(¢n, )Q(Cny)-

2. Como n; e ny sao relativamente primos, segue que p(n) = p(n1)e(ns).

3. Pela Proposicio 1.3.6, segue que D(1,q, ..., a" 1) = (=1)2"="DN(m/, (a)), onde mq ()

«

¢ o polinoémio minimal de « sobre Q. Sejam d,,, e d,,, os discriminantes de Z[(,,] € Z[(,],
respectivamente. Como me, (r) = 2™ — 1, segue que m’cn1 (x) = nyz™ !, e substituindo
T por (,,, segue que mgnl (Cny) = nlﬁ,ijll_l = C% Assim, aplicando a funcao norma em
ambos os lados e usando a sua linearidade, segue que

Noie(na)  nf™

Noapia(me, (Gn)) = =
(Cn IOy Noa)ie(Gny) +1

Portanto, d,,, = inf("l), e isto implica que dn1|nf(n1). Analogamente, dn2|ng("2). Sendo

d = mdc(d,,, d,,), segue que

d|dy, € dyy [ = d|n{™

d|d, € dp, |nE"?) =5 d|ng™).

(nf(nl), ng(nﬂ)

Como mdc = 1, segue que d|1, e portanto, d = 1.
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Assim, pelo Corolério 2.4.1, segue que Z[(y,|Z[Cn,] = Z[(,]. Portanto, Ox = Z[(,]. |

Proposigao 2.4.1. Se L = Q(¢, + ¢, 1), entdo Z[C, + ¢ '] € o anel de inteiros de L e {(, +
en)  —emn)
T ,C;Q +Cn E } € uma base de Z[¢, + ¢, '] como um Z-mddulo.

n

Demonstragao: Pelo Teorema 2.4.2 segue que o anel de inteiros de Q(¢,) é Z[(,]. Como

(. ¢ inteiro, segue que (' é inteiro e pelo Corolario 1.2.2, segue que (, + ;' também é
inteiro. Portanto, Z[¢, + ¢, '] C Oy, onde Oy, é o anel de inteiros de L. Agora, mostremos que
Op C Z[Cn + Cgl] Se a € O, entao

@(n) —p(n)

a=a(G+¢ )+ a(G+G) + Faam (G +6G ),

2

() 5
2

onde a; € Q, parai=1,2,..., . Devemos mostrar que a; € Z. Multiplicando « por (,?

segue que

e(n) p(n)+2 p(n)—2 p(n)+4 p(n)—4

Cn2 a:alfn 2 +a1Cn 2 +a2§n 2 +CL2C7L 2 +-'-+G@Cf(")+a¢m),

2

que é um inteiro algébrico em Q((,), logo pertence a Z[(,]. Assim, a; € Z, parai = 1,2, ..., @.
Portanto, O = Z[(, + ('], ou seja, o anel de inteiros de L ¢é Z[(, + ¢;']. Como {(, +
p(n) —p(n) e(n) —p(n)

L..,6? 4+ ¢ % } é uma base de L sobre Q e como {¢, + (Y., 67 + G2} C

Z[C, + ¢, '] € Oy, segue que ¢ suficiente mostrar que ¢ linearmente independente. Para isso,

sejam ap, as, ..., Aqom € Z e suponhamos que
2

(G + G+ a(G+ G+ Fawm (G +6 2 ) =0.

Logo,
. ) L o(n) _em)
a1 G, + (11<n + a2Cn + a2Cn +- G@Qﬁ +awTT0Cn > =0
e(n)
Como {1,(y, ..., Cn 2 2} é uma base de Z[(,] sobre Z, segue que estes elementos sao linearmente
@(n) —p(n)
independentes, e assim, a; = ay = -+ = apm = 0. Assim, {(, + (10,62 +6 2 T é
2
linearmente independente, e portanto, ¢ uma base de Z[(, + ¢, '] sobre Z. [ |

Nosso objetivo, agora, é o célculo do discriminante de corpo ciclotomico K = Q(¢,), onde

(, € uma raiz n-ésima da unidade.

Teorema 2.4.3. [33, pdg. 12] Se K = Q((,), onde n é um inteiro maior que 1, entdo o
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discriminante de Q((,) sobre Q € dado por

()
Dy = Diio(1, G- GE ) = e

©
Hpso(n)/(p—l) ’
pln

2.5 Consideracgoes finais do capitulo

Neste capitulo, desenvolvemos os conceitos bésicos envolvendo raizes da unidade e corpos
ciclotomicos. Mostramos que o anel de inteiros do corpo ciclotomico Q(¢,) é Z[(,], encontramos
uma base e explicitamos o discriminante, para os casos em que n = p, n = p" e n qualquer,
onde p é um numero primo e r um inteiro maior que 1. E também, encontramos o anel de

inteiros e uma base para o corpo maximal nestes trés casos.



CAPITULO

3

Extensoes abelianas de grau p

Neste capitulo, apresentamos resultados sobre corpos de niimeros abeliano K de grau finito
p, com p um primo impar. Para a obtencao desses resultados dividimos o capitulo em trés
secoes, em cada secao analisamos o condutor do corpo de nimeros abeliano K, segundo sua
fatoracao em numeros primos. Na Secao 3.2, consideramos o caso em que o condutor de K é

da forma f[ pi, com p; = 1 (mod p) e p; primo para i =1,...,s. Na Secdo 3.3, apresentamos o
caso em qZu:e1 o condutor de K é da forma p?, com p um primo fmpar. E por fim, na Secao 3.4, o
caso em que o condutor é da forma p? f[ pi, com p; = 1 (mod p) e p;’s primos, parai =1,...,s.

Em cada uma destas segoes, apresle:nltamos um elemento primitivo de K, uma base integral
para o anel de inteiros Ok, caracterizamos um elemento de Ok tal que pertenca a um ideal

primo especifico de Ok e encontramos o valor de Trgg(z?), com z € Ok.
3.1 Corpos de nimeros abelianos
Nesta se¢ao, apresentamos alguns resultados sobre corpos de niimeros abelianos.

Definigao 3.1.1. Se K|Q € uma extensao de Galois cujo grupo de Galois € abeliano (ciclico),

dizemos que a extensao K|Q € abeliana (ciclica).

Se K|Q é uma extensao de Galois de grau p, com p um primo impar, segue da Proposi¢ao

2.1.1 que K é uma extensao ciclica, e logo, abeliana.

Teorema 3.1.1. (Teorema de Kronecker-Weber) [30, pdg. 273] Se Q C K € uma extensao

abeliana, entdo erxiste uma rdiz n-ésima da unidade ¢, tal que K C Q((,). [ |

66
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Definigao 3.1.2. Seja K|Q uma extensao abeliana finita. O menor inteiro positivo n tal que

K C Q(¢,) € chamado condutor do corpo K, e denotado por cond(K) = n.

Desta forma, se K é um corpo de nimeros de grau p, p primo impar, entdo Gal(K|Q) é um

subgrupo de Gal(Q((,)|Q) ~ Z7.

s

p*—1
p—1’

Proposicao 3.1.1. O namero de subcorpos K C Q((,) de grau p, com n = pi* -+ po, é

onde s = #{p; ; ple(pi*), i=1,...,u}.

Demonstracao: Como existe uma relagao bijetora entre os subgrupos de ordem p e os

subgrupos de indice p do grupo abeliano Gal(Q(¢,)|Q), é suficiente mostrar que o grupo
(Z/nZ)" = (Z[p{'Z)" % -+ X (Z/py*T)"

contem % subgrupos de ordem p, ou seja, que contém p° — 1 elementos de ordem p. Pela

1
Proposicao 2.1.1, segue que o grupo (Z/p;"Z)* ¢ ciclico de ordem ¢(p}*), para cadai = 1,..., u.
Assim, se p divide ¢(p;?), entao (Z/p'Z)* possui um elemento z; de ordem p e a equagao a} =1
tem p solugdes em (Z/pi"Z)*, dadas por 1, z;, . .. ,:Uf_l. Se p nao divide p(p;*), entdo (Z/p;'7Z)*
nao possui um elemento z; de ordem p e a equagao z¥ = 1 tem somente a solugao trivial. Desse

modo, a equagao (z1,...,x,)’ = (1,...,1) tem p* — 1 solugoes nao triviais, isto é, existem p®— 1

elementos de ordem p em (Z/nZ)* ~ (Z/p{*Z)* x - -+ X (Z/p*Z)*. [

Lema 3.1.1. /33, pdg. 10] Se K = Q((,), entao um primo p ramifica em Ok se, e somente
se, p|n. [ |

Assim, os possiveis primos que ramificam em Ok sao os primos que dividem o cond(K) = n.

Proposicao 3.1.2. Seja K um corpo de nimeros abeliano de grau p, com p primo impar.

Entao,
1. p ramifica em Ok se, e somente se, cond(K) = p?py - - - ps;
2. p nao ramifica em Ok se, e somente se, cond(K) = py -+ ps;
onde 0s p;’s sao primos tais que p; =1 (mod p), parai=1,...,s.

Demonstragao: Provemos o item 1. Suponha que K C Q((,), onde m = p*p{* - - pie,

com a > 0. Podemos supor que py,...,ps sdo os primos na fatoracao de m tais que p|p(p;),
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com s < u. Sen = p?p;---ps, entao Q(¢,) € Q(¢n) e, pela Proposicao 3.1.1, ambos contém
o mesmo nimero de p-extensoes. Portanto, n = p?p;---ps é o condutor de K. A reciproca
segue do Lema 3.1.1. Para o item 2, suponha que K C Q((,,), onde m = pi*---p, com

pi # p para todo i = 1,...,u. Temos que K C Q({,,..p.). De fato, se K € Q((p,..p,), entao

KN Q(¢pypn) = Q, 0 que implica que [KQ((p,...p,) = Q] = p(p1 -+~ pu) divide p(m), ou seja,
p divide p$*~'---p2«=1. Se py,...,p, sdo os primos em m tais que plo(p;), para i = 1,...,s,
entdo K C Q((p,..p, ), pois caso contrario p divide ¢(psy1---pu). A reciproca segue do Lema
3.1.1. [

Neste capitulo, analisamos os resultados sobre corpos de nimeros abelianos de grau p em
trés casos:

1. cond(K) = [] pi, com p; =1 (mod p) e p; primo parai=1,...,s, [28].

=1
2. cond(K) = p?, [13].
3. cond(K) = p*[[ pi, com p; = 1 (mod p) e p; primo para i = 1,...,s, com enfoque
i=1
particular no caso cond(K) = p?q, com g = 1 (mod p), [6].

Proposicao 3.1.3. [18] Se K é um corpo de nimeros abeliano de grau p e condutor n, entao

|DK| =nP L. [ |

3.1.1 Teoremas de Leopoldt

Para encontrarmos um elemento primitivo e um Z-base para o anel de inteiros de um corpo

de niimeros abeliano K, vamos fazer uso dos seguintes resultados.

Teorema 3.1.2. [22] [3] Se K é um corpo de nimeros abeliano de condutor n, entio K =

Q[GIT = @ Q[G]na, onde

deD

D= {dEN; ( H p)ld, dn, d # 2k, k z/mpar},

pln, p#2

Ke=KNQ, ns = TTQ(Cd)“Kd(Cd)? T =3 neG=_GaK|Q). u
deD

Teorema 3.1.3. [25] [3] Se K € um corpo de nimeros abeliano de condutor n, entio Og =
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@D Z[G]na, onde
deD
D= {d eN; ( H p)ld, dn, d # 2k, k Z/mpar},
pln, p#2
Ka=KNQ, ma=Troeyx,(Ca), T = > 14 e G =Gal(K|Q). n

deD

3.2 Extensoes abelianas de grau p, onde p é nao ramificado e cond(K) =

P1p2---Ps
Seja Ksum corpo de numeros abeliano de grau p, onde p é um primo impar. Suponha
que n = Hpi seja o condutor de K , com p; = 1(mod p) e os p;’s sdo primos distintos para
1 =1,.. Z,: sl Apresentamos, nesta se¢ao, o nimero de subcorpos de L. = Q((,), o elemento

primitivo de K, uma base integral do anel de inteiros, e por fim apresentamos uma familia de

Z-submoédulos de O.

Proposigao 3.2.1. O nimero de subcorpos K de grau p e condutor n em Q(¢,) € (p —1)*71,

onde n = Hpi e p; = 1(mod p).

=1

Demonstragao: O resultado segue para s = 1, uma vez que o corpo Q((,,) contém somente

uma p-extensdo. Quando n = pips, existem 2 subcorpos de Q((,) que possuem condutor p;,

com i = 1,2. Assim, existem dois subcorpos de Q((,) de condutor n, e portanto, existem

p’-1
p—1

=p+1—2=p—1subcorpos de Q((,) de condutor n. Para n = pipsps, consideramos
subcorpos de condutor p; e p;p;, para @ # j. Assim, existem 3 subcorpos de condutor p;
e ﬁlw(p — 1) subcorpos de condutor p;p;, com i # j. Logo, existem Ii:ll —3—-3(p—

1) = (p — 1)? subcorpos de Q(¢,) de condutor n. Fazendo dessa maneira, segue que existem

p;__11 m5T 2!(5812)! (p=1) - 3!(8513)! (p=1)% =~ (8_1)!(Ssi(—8_1))—! (p—1)*7* = (p—1)>" subcorpos
de Q((,,) de condutor n. |

Teorema 3.2.1. [19] Se K € um corpo de nimeros abeliano com condutor n impar livre de

quadrados, entao Q(t) =K, onde t = Tryx(¢,) e L = Q((,). u

Definicao 3.2.1. Seja K|Q uma extensao de Galois finita. Se os conjugados de um elemento

t € K formam uma Q-base de K, dizemos que K tem uma base integral normal gerada por

t. Em outras palavras, K = Q[G]t, onde G = Gal(K|Q).
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Definigao 3.2.2. Seja K|Q uma extensao de Galois finita. Se os conjugados de um elemento
t € Ok formam uma Z-base de Ok, dizemos que Ok tem uma base integral normal gerada

por t. Em outras palavras, Ox = Z|G|t, onde G = Gal(K|Q).
O Teorema a seguir fornece condigoes para que Ok possua uma base integral normal.

Teorema 3.2.2 (Hilbert-Speiser). [19] Seja K um corpo de nimeros abeliano, com condutor

n. Assim, Ok tem uma base integral normal se, e somente se, n € livre de quadrados. [

3.2.1 Forma traco integral

Seja p um primo nao ramificado em K. Assim, se § é um gerador de Gal(K|Q), entao
{t,0(t),...,0P"1(t)} é uma Z-base integral normal de K, gerada pelo elemento ¢t = Trg, )k (Cn)-

Nessa subsecdo, estamos interessados em calcular Trgg(z?), com z € Ok.

Como K ¢ de grau p, segue que K ¢ totalmente real, |Dx| = n’~', n=1p;---ps e p1,...,Ds
=l —1 , :
sao primos que ramificam em K. Se x = > ;,6'(t) € Ok, entdo 2? = Y a;a,;6'(¢)6?(¢t). Como
i=0 ij=0

Tryjo(0' (1) (1)) = Trje(t0" (1)),

comi,j=1,...,p— 1, segue que
p—1
Trgg(2®) = > aia;Tryo(t6™7(1)).
i,j=0

Logo, a forma trago canonica de K pode ser expressa em funcao de Trgo(t0%(f)), onde k =
1,...,p—1.

Seja H um subgrupo de Gal(Q((,)|Q) que fixa K. Como Gal(Q((,)|Q) ~ (Z/nZ)* ~
(Z)p1Z)* % - - - X (Z]psZ)*, segue que os elementos de H podem ser representados como s-uplas

em (Z/p1Z)* X - x (Z]psZ)*.

Lema 3.2.1. Sea = (a,...,a5) € H, com 1 < q<sell: H—= (Z/p;L)* x --- x (L]p;,L)*

¢ a projegao definida por Il(a) = (ay,, ..., a;,), com 1 < jy < --- < j, < s, entao

(pii - 1)
[Ker()] = S——

N
Il =
—

onde 1 <1y <--- <1, <s sao coordenadas de o distintas dos ji, ..., jq-
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Demonstracao: Se Z = (Z/p;,Z)* x---x(ZL/p;,L)" e Z°¢ = (L/pi, L)* % - - - x (ZL/p;, Z)*, entao
H <T(H)x Z° < (Z/nZ)*. Mas, como H tem indice p em (Z/nZ)*, segue que II(H) x Z¢ = H

oull(H)x Z¢ = (Z/nZ)*. A primeira igualdade nao ocorre, pois caso contrario H teria Z¢ como
fator, o que contradiz o fato de K ter condutor maximo. Desse modo, IT é um homomorfismo

sobrejetor, ou seja, H/Ker(II) ~ Z. Portanto,

-

1(pil - 1)

(i =D (s =1 p

| Ker(TT)| = p(n)/p l

)

o que prova o lema. |
Se z € I(H), entao II7'(2) é uma classe lateral de Ker(Il) em H, a saber, I[I7!(z) =
aKer(IT), onde z = II(«). Logo, |IT7!(2)| = |Ker(I)|.

No préximo teorema usamos a notacao ¢; = p; — 1, paratodos=1,...,s, e

Ulyeeeyly — I

p p

e (p —1
A _ (i, ) (pi, )_ i, 4,

onde 1 <4 <+ <1, <s.

Teorema 3.2.3. Se 0 ¢ um gerador de Gal(K|Q) et = Trix(¢n), entdo

n— (1), se k=0

Tryo(t0"(t)) = { —(21), se k #0,

comk=0,1,...,p—1.

Demonstragio: Se h = ¢(n)/p, entao Trgg(t0%(t)) = +Tryp(t0*(t)). Como 6 é o gerador

de Gal(K|Q), segue que 0 = o, |g para algum o, € Gal(L|Q), tal que 0,(¢,) = (. Logo,

8 = Y ¢t

a,BEH

~ . k , , . .. .
Agora, se d = pﬂl +- 4 pﬂ, entdo ¢4 = ¢, -+ (.. Assim, (2P é uma raiz primitiva da unidade
S

d(a+prk k
se, e somente se, () = Gt

- e Cg‘jwk também é, pois mdc(d,n) = 1. Desta maneira,

Trog(t0F(t) = Y Trog(¢e™™) = Y Trog(ee™ - ¢,

a76€H CY,BEH
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Sea = (ay,...,a),8=(B1,...,8s) € Her = (r1,...,r) € (Z/nZ)*, entao a+pBr* (mod p;) =
a; + Birk. Assim,

T?“]L‘@ t9 Z TT]L|Q 041+/317"1 .. ;‘:"'BST )
7ﬁ€H

E como

+ s+BsrE + s+Bsry
Tryg(Gp T - CtP7) = Troqe, 0TI ) (G - oot P,

segue que

« r Qs sré‘ o r g Sré“ o r
Troe,) )IQCn/py) (C 1B} CS +8 ) = (C 2+Barak Cs +8 )TT’Q Cpl)lQ(C 1+51 1)
Logo,
a r [o% T Qs sT§
Trug(t0®(t)) = > Trog ol ™) Tro, , (G - (etors)  (3.1)
a,BeH
= D TragieG™) - Trage(Get™™), (3.2)
a,BeH
onde
k
aﬁﬁl pi—1, sea; + Bir; =0
Troge(G ) =
—1, se a; + BirF # 0,
para ¢ = 1,...,s. Dividiremos a prova em dois casos: o primeiro quando k£ = 0 e o segundo

quando k=1,...,p— 1.

Caso 1: k = 0. Seja a = (aq,...,a5) € H. Como a extensdo K|Q é de Galois de grau
impar, segue que K é totalmente real. Assim, a conjugacao complexa pertence a H e, portanto,
(—=1,...,—1) € H. Logo, 8 = (—ay,...,—as) € H. Além disso, £ é o tinico elemento de H tal
que a + =0, pois H < (Z/nZ)* C Z/nZ. Assim, a; + 5; =0, parai =1,...,s. Logo,

Coél-i-ﬁlrl )

Troe,l Troe, ) (C ) = (pr — 1) -+ (ps — 1) = p(n).

Neste caso, existem h = #H parcelas iguais a ¢(n) na Equagao (3.2). Deste modo, a soma das
parcelas correspondentes aos pares «, 3 € H tais que a; + 3; = 0, para todo i =1, ,s, é igual a

To = hep(n). Pelo Lema 3.2.1, para cada i; = 1, ..., s, segue que existem S;, = A;; —1 =" —1



3.2 Extensoes abelianas de grau p, onde p é nao ramificado e cond(K) = p1p2...ps 73

elementos § = (f1,...,0s) € H, tais que ; = —q; para todo i # iy e oy, + ;; # 0. Neste

k
caso, cada parcela TTQ(CPINQ(Qf“llJ“B”l) .

%. Logo, a soma destas parcelas é igual a
i

-y s o () =G -2

i1=1 i1=1 i1

‘Troe,.)e(Cp. o S) na Equacdo (3.2) correspondente

ao par «, 8 é igual a —

Analogamente, existem S;, ;, = Ay, — Si, — Si, — 1 = Aiy 4y — Ay — Ai, + 1 elementos 3 =

(B1,...,08s) € H, tais que f5; = —a; para todo i # iy,i9, onde oy, + f;, # 0 e ay, + B, # 0,

w(n)

Q1,9 = 1,...,s, com i1 < iy. Nesse caso, cada parcela na Equacao (3.2) é igual a g €a
Zl 12
soma delas é dada por
i1Qi; — iy — i n
T, = thO Sy = (ZSO (91,9, — iy q2)+2?(?)
5= i = i p = i
1 s s =1\ v~ ¢(n) p(n)
()= ()25 200
p — 0 = 4t
O caso geral, em que u coordenadas a;+ [3; sao nao nulas, para cadau = 1, ..., s, é caracterizado

da seguinte forma: Existem

u

Si17~~-,iu = Aihm,iu - E : Sill7--~7izu - E : Sizlﬂ'zz - E :Sil -1

1<l < <ly—1<u 1<l <l2<u =1

= Ay i — Z Aip iy, Tt (=1t Z Ay + (=
=1

1<l < <ly_1<u

elementos 5 = (f1,...,0s) € H, tais que f; = —a; para todo @ # iy, ...,1, e oy, + [3;, # 0 para

todo l =1,...,u. Neste caso, cada parcela na Equagao (3.2) é igual a

(=1)"p(n)
Gi iy - - - iy,

e a respectiva soma é dada por

T, = (=1)"h Z _elm) g

Ulsenslu
L L i

= (=1)"h Z pln) (qil"'qz'u—(qz'l"'qz‘u1+"'+qz‘z“'qz‘u)+"‘
L Qi i D
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Triyet®) = To+Ti+To+- +Toq + T,

— he(n) —h(%(SiJ@(n) —ZZ::M

‘i

R (RAI s
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para todo u = 1,..., s, segue que
n
TrL@(tQ):hKl——)( Y s s e >+1].
=1 qiq i1 <io i1 4io i <e<ie_1 Qiy * iy
Finalmente, como
n=ppa--ps = (@+1)(g+1) (g5 +1)
= gD(?’L)—{— Z Qil"'Qis_1+"'+ZQi1Qi2+ZQi1+1
1< <lg—1 11 <i2 i1=1
n
SR ROk N B SR B et
= ow 2 i A TRRRY

segue que

T?”K‘Q<t2) = %TTLQ(tZ) = <p — 1>p(n — 1) +1=n-— (n; 1)

Caso 2: k # 0, ou seja, k = 1,2,...,p— 1. Seja a = (a,...,qas) € H. Assim, o + pr¥ # 0,
para todo 8 € H, uma vez que, se 3 € H é tal que a + Br¥ = 0, entdo o = —prk € r*H,
pois —1 € H. Por outro lado, denotando G' = Gal(Q((,)|Q), segue que G/H ~ Gal(K|Q).
Logo, G =HUo,HU---Uow1H,isto é, (Z/nZ)* = HUrHU---UrP"'H é uma uniao de

classes laterais disjuntas. Desse modo, o ¢ H, o que é um absurdo. Portanto, a soma Tj das

parcelas T'ro, )0 (Cp o1t Tl) “Troe,,)e(Cp. Qo or S) na Equacao (3.2) correspondentes aos pares
a, 3 € H tais que o + B;rF = 0, para todo i = 1,...,s, é nula, isto é, Ty = 0. Uma vez que
—arf = (—ayry 7k, —arsF) € (Z)p12)F X -+ x (Z)psZ)*, segue do Lema 3.2.1 que, para

cada i1 = 1,...,s, existem A; = %1 olementos B = (Bi,...,Bs) € H, tais que B; = ayr; ",
p

para todo i # i;. Consequentemente, a; + ;7% = 0, para i # i;. Ainda, a;, + 51‘17’?1 # 0, pois
a + Br¥ #£ 0. Neste caso, a parcela

Cocl-i—ﬁwl) Ca.s'f'ﬁsr )

Tro(,,)lol “Troe,,)ol

na Equacao (3.2) correspondente ao par «, 5 é igual a —%. Entao, a soma destas parcelas é
1

e (52 e

=1 1% i1=1 Tin

igual a

Analogamente, existem S;,;, = Ai i, — Aiy — Ai, elementos § = (f,...,0;) € H, tais que
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Bi = —ayr; ¥ para todo i # i1, iy, onde ay, + i, fl #0ea;+ 5, Z # 0, para 11,19 = 1,...,s,
©(n)

Qiy Gy’

e(n e(n) (¢i,qi, — @ — @) _ E s =1\ = ¢(n)
Tz—hz nzz_hqulqm D _]_)(<8—2)S0(n)_(8—2>2 i, .

i, qi -
11 <12 1402 11 <12 11

com i; < iy. Neste caso, a parcela na Equagao (3.2) é igual a e a soma delas é dada por

No caso geral, quando u coordenadas a; + B;7F sao nao nulas, para cada u = 1,. .., s, existem

u
Silv"'viu = Ail,...,iu - E Sillv“'vilu —_ e — E Sill’ib - E Sil
=1

1<l <-<ly-15u 1<li<l2<u

= T i Yoo () 12%
=1

1<h <<ly-15u p

elementos B = (By,...,Bs) € H, tais que 8; = —ayr; * para todo i # iy, ...,%, € a;, —i—ﬁilr;k #0

para todo [ = 1,...,u. Neste caso, cada parcela na Equagao (3.2) é igual a

(=1)"¢(n)
Gi1 iy - - - Giy, 7

e a soma é dada por

no= o 3 s
_ (—D“%((Sfu)w(n) - (j:i) i sl Z(:) *
+(=1)" 1<S iﬁ; 1>) q 90(72“ 1)

ASSiIIl, TT’MQ(tQk(t)) = To + T1 + T2 +---+ Ts—l + Ts, isto é,

R (W ORI (O Q)so(n) - ( - ;) S Ay

11=1

(- (TS () 5 )

11=1

(o (B () 3 )

11=1
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= p1p2---Ps 7

Portanto,
oot = (= V() = cr (3 w0 () ot
He p s—1 s — 2 1 0
S — 1 _ s — 1 s — 1 90
— e (—=1)572 —1)%~
(= () e () e () S
2 2 p(n) 1 o(n)
+(—()+()) 3 —() s e
1 0 ipciey T iso 0 ipcziey L disa
" p(n o(n () )
E como
n1 = +Z“) )y > el
i1=1 11 <t2 qllng 1< <is_1 Qiy Qi
segue que

Trag(t04(1) = §Trualte*(0) = - (“=1),

o que demonstra o teorema.

p
|

Com as notagoes do Teorema 3.2.3, a seguir descrevemos a forma traco sobre o quadrado

de um elemento qualquer do anel de inteiros Ok.

p—1 )
Corolario 3.2.1. Se x = ) a;0'(t) € Ok, entao

i=0
p—1
i=0

1

TTK|Q

Demonstracao: Pelo Teorema 3.2.3, segue que

Trxp(e®) =
4,j=0 =0

p—1

Y aaTreg(te (1)

1,j=0 i#j

5 1)(%_}?)—2(””)(5 o)

—1

D n—1 p—1 2
2
= n E a; | — a; |,

o que demonstra o corolério.

1,j=0 1<j
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3.2.2 Minimo da forma trago integral

Nesta subsecao, apresentamos um algoritmo para encontrar o minimo da forma traco integral

Trijg(z?), dada pelo Coroldrio 3.2.1, restrita ao Z-médulo livre
M., = {agt + a10(t) + -+ a, 1P (t) € Og | ag+ar+--++a, 1 =0 (mod m)}, (3.3)

onde m é um inteiro positivo. Com este minimo serd possivel construir reticulados algébricos
com densidade de centro 6tima para as dimensodes 3, 5 e 7 no Capitulo 5.

Se m = 1, segue que M; = Ok, e assim

3=

Trxg(z?) > pNgg(z?)» > p,

para todo z € Ok nao nulo. Como Trgig(l) = p, segue que o minimo de Trgg(z?), com
x € Og\{0}, é igual a p. Agora, se m > 1, para cada par (i,7), com i,j = 0,1,...,p—1e
1 # 7, seja a aplicacao

Tij /g — /s

(ao,...,ap_l) — (bo,...,bp_l)

a; — 1, se k =1;
onde by = a; +1, se k = j;

ag, caso contrario.

p—1 p—1
Se a = (ag,...,ap—1),b = (by,...,b,_1) € ZP sao tais que 7;;(a) = b, entdo y ap = Y by.
k_ —

=0 k=0
p—1 p—1
Reciprocamente, se > ar = Y by, entdo existe uma composigao de 7;;’s que aplica a em b. Se
k=0 k=0
p—1
a = (ag,...,a, 1) € ZP, denotamos a soma Y aj por |al/?.
k=0

Proposicao 3.2.2. Sea,b € Z” é tal que 1;5(a) = b, onde i,j =1,...,p—1, entdo, ||a|* > ||b]|?

se, e somente se, a; —a; > 1.

Demonstragao: Como |laf* > [[b]|* & af +aF > (a; — 1) + (a; + 1)> & a; —a; > 1, 0

resultado segue. [
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Definicao 3.2.3. A orbita de a € 7P € definida como o conjunto

-1

O(a) = {(bo, . ) e ZP | ap = 5 bk}.

k=0 k=0

*d

A orbita de um elemento x € Ok, € definida como o conjunto
p—1 p—1

Lema 3.2.2. Sejam a = (ag,...,ap-1) € ZP ¢ S = ap+ ---+a,_; > 0. Se q e r sao,

respectivamente, o quociente e o resto da divisao de S por p, entdo

eaR 16]1* = pg® + 2rq + 1.

E esse minimo € atingido exatamente nos elementos b de ZP tais que r entradas sao i1guais a

q+1 e p—r entradas sao iguais a q.

Demonstragio: Uma vez que |[b||* > 0, para todo b € O(a), segue que existe b =

(bo, . ..,by—1) pertencente a drbita de a tal que
bl = _ min[b]*.
€0(a), b#0

Assim, by + - +b,_1 = pg+7r > 0 e, pela Proposicao 3.2.2, segue que quaisquer duas entradas
de b satisfazem |b; — b;| > 1. Logo, b deve ser uma permutacio (¢+1,...,¢+1,q,...,q), onde
o numero de entradas iguais a ¢ + 1 é r e o nimero de entradas iguais a ¢ é p — r. Portanto,

I6l* = pg® + 2rq + 1. _

p—1

Teorema 3.2.4. Sejam v = > a;0%(t) € Ox ¢ S = S(z) = ap+ - +a,1 > 0. Seq éo
k=0

quociente e r o resto da divisao de S por p, entao

n—1
r2.

M(S) = min Trgig(y?) = pg* + 2rq + nr —
yeO(x)

p—1
Demonstraciao: Pelo Coroldrio 3.2.1, para cada y = > b0*(t) € Ok, segue que
k=0

n—1
Trigg(y?) = nfil” - =5
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onde b = (by,--- ,b,_1) € ZP. Portanto, pelo Lema 3.2.2; segue que

n—1,
T’

) n—1
molza) TrK|@(y2) =n(pg® + 2rq + 1) — —p (pg +7)* = pg® + 2rq + nr —
yel(z

0 que prova o teorema. [ |
Corolério 3.2.2. Se p diwide S, entao M(S) = min{2n,S*/p}.

Demonstragao: Se S = 0, pelo Coroldrio 3.2.1, segue que o minimo de Trgig(y?), para y

nao nulo pertencente a érbita de zero, ou seja, é igual a 2n. Além disso, o minimo é atingido
com o elemento y = bot + b10(t) + -+ -+ b,—10(p — 1)(¢), com (bo, b, ..., b,—1) = (1,—1,0,...,0),
ou uma de sua perturbagoes. Agora, se S > 0, entdo S = pgq, isto é, ¢ = S/p e r = 0. Portanto,
pelo Teorema 3.2.4, segue que M(S) = S?/p. [ |
Teorema 3.2.5. Sejam m um inteiro positivo e M* = Mmin 20 Trg(z?).

rEMm,

1. Se p|m, entao M* = min{2n, m*/p}.

2. Se ptm, entio M* = min{2n, M(m),..., M(pm)}.

Demonstracao: Observe que M* = Ijnei%{M (jm)}.  Supondo que p divide m, segue
do Corolario 3.2.2, que se j = 0, entdo M(jm) = 2n e, se j # m, entao M(jm) =
min;jzo{(jm)*/p} = m?/p. Agora, suponhamos que p ndo divide m. Para j = 0 ainda ¢
vélido que M(jm) = 2n, pois p divide jm = 0. Para j # 0, segue que {ym | j =1,...,p} é um

-1, -
r® é uma fungao

n
conjunto completo de residuos médulo p e a expressao pg® + 2rq + nr —

estritamente crescente de ¢q. Portanto, mim{M (mj) | j € Z*} = min{M (m),...,M(pm)}. A

3.2.3 Caracterizacao dos ideais primos acima dos ideais p;Z

Nesta subse¢ao, vamos caracterizar o elemento de Ok que pertence a um ideal primo B;’s

acima de p;Z, onde os p;’s sdo primos que aparecem na fatoragao do cond(K) e p; = 1 (mod p).

p—1 ) p—1
Proposigao 3.2.3. Sex = > a;0'(t) € Ok, entio x € B; se, e somente se, Y a; =0 (mod p).
i=0 i=0

Demonstragao: Como ¢t € O, segue que t = ¢ (mod B;), com ¢ € Z. Assim, 0;(t) =

p—1 ] p—1
¢ (mod B;), e desse modo, = = > a;0'(t) = ¢ > a; (mod B;). Dessa forma, x € B; se, e somente
i=0 i=0
p—1 p—1

se, ¢ Y. a; = 0 (mod B;) se, e somente se, ¢ € B; ou Y a; € B;, uma vez que B; é um ideal
0 i=0

1=
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‘ =l
primo. Se ¢ € B;, entdo t e #'(t) pertencem a B;. Logo, Y 0'(t) € B, isto é, Trgp(t) € B;.
i=0
Como Trgig(t) = Trye(¢,) = (—=1)°, segue que +1 € B;, o que é uma contradigao. Portanto,
p—1
x € B; se, e somente se, Y a; € B; N7Z = p;Z, o que demostra o resultado. [ |
i=0

Proposicao 3.2.4. Os ideais primos B;’s de Ok que estao acima de p;Z sao da forma p;Zt +

’gpmw ).

p—1 p—1 p—1 p—1 p—1
Demonstragiao: Se z = Y. 6'(t) € Ok, entao x = > 0(t) + D ait — > ait =t > a; +
i=0 i=0 i=0 i=0 i=0
p—1 )
> a;i(0'(t) —t). Logo, pela Proposicao 3.2.3, segue que = € B; se, e somente se, © = p;Zt +
i=0

piZ(0°(t) — t). u

3.3 Extensoes abelianas de grau p, onde p é ramificado e cond(K) = p?

Nesta secao, vamos considerar p? o condutor de um corpo K. O objetivo é explicitar o
elemento primitivo de K, uma base integral do anel de inteiros Ok de K, caracterizar os ideais
de Ok que estao acima do ideal primo pZ e calcular o valor T' TK|@(x2), para x € Ok nao nulo.
Desse modo, sejam L = Q((2) e K um corpo de nimeros abeliano de grau p, com p um primo
fmpar. Se G = Gal(Q((,2)|Q) ~ (Z/p*Z)*, entdao G é um grupo ciclico. Assim, considere § um
gerador de G. Observe que se ¢ € G, entao ((,2) = CgQ, com mde(p?,j) = 1el < j < p?
Se a é tal que mde(p®, o) = 1, onde 1 < a < p? e 0((2) = (2, com (f) = G, entdo @ gera
(Z/p*Z)*. Como L = Q((,2), segue que

Gal(L|Q) = {6,62,...,6"0V) = [d; },
Gal(K|Q) = {0, 0|« . ... 07| = Idg},
Gal(LIK) = {67, 6%, ... 0%~V = Id; }.

Observagao 3.3.1. Como Gal(Q((,2)|Q) € ciclico e plp(p?), seque que existe um inico subcorpo
K de Q((p2) de grau p.

Proposicao 3.3.1. Se cond(K) = p?, entao K = Q(t), com t = Tryx((2).

Demonstragao: Um vez que t = Tryx((,2) € K, segue que Q € Q(¢) € K. Como K :

Q] = p, com p primo, segue que Q = Q(¢) ou K = Q(¢). Pelo Teorema 3.1.3, segue que
K = Q[G](t — 1). Logo, se Q = Q(t), entao t € Q, e assim, K = Q, gerando uma contradigao.
Portanto, K = Q(t), com ¢ = Tryk (). |



3.3 Extensoes abelianas de grau p, onde p é ramificado e cond(K) = p? 82

Proposigao 3.3.2. Se cond(K) = p?, entio {1,0(t),...,0P~(t)} € uma Z-base de Ox.

Demonstracao: Pelo Teorema 3.1.3, segue que Ox = Z[G]t & Z. Logo,

{1,0(¢),...,6P71(¢),07(t)} é um conjunto de geradores de Ok visto como um Z-médulo. Como

o posto de Ok é p, segue que {1,0(t),...,0P~(t),07(t)} nao é uma Z-base de Ok, uma vez
p_ .

que possui p + 1 elementos. Porém, Tryq((y2) = Trrio(Trx((e)) = Trre(t) = Y 07(t) =0
=1

e assim, podemos considerar 7(t) = ¢ uma combinagao linear inteira de {1,6(t),...,6771(¢)}.
Desta maneira, o conjunto {1,0(t),...,67~1(t)} é um conjunto gerador de O como Z-mddulo
e possui p elementos, e portanto, segue que {1,60(t),...,07~ (¢)} é uma Z-base de Ok. [ |

3.3.1 Forma trago integral

Considerando L. = Q((,2), K um corpo de numeros abeliano de grau p e cond(K) =

p?, estamos interessados em calcular TTK|Q(ZE2), com r € Ok nao nulo. Sabemos que

p—1 )
{1,0(¢),...,6P"1(¢)} é uma Z-base de Og. Assim, consideramos = = Y. ;0'(t) € Ok, com
i=1
a; # 0, para algum i =0,1,--- ,p — 1. Como
2? = (ao +> aﬂ’(t)) =ag+ Y (@)’ +2 Y aq(0)() +ao )y ab' (1),
i=1 i=1 1<i<j<p-1 i=1

p—1 , . ,
segue que Trip(2?) = adTrrio(l) + Y a?Trrie((0°(1)?) +2 > ajaTrie@ ()67 (1)) +
i=1 1<i<j<p-1
p—1 ,
ap Y a;Trg(6'(t)). Além disso, como
i=1

L Trgip((0'(t)?) = Trxe@ ()6 (t) = Trxe@(t?) = Tre(t?), pois ° é um

homomorfismo e 67(t) é conjugado de ¢ em K|Q;
2. Trrp(0'(t)) = Trrjo(t) = Trrjo(Trux(G2)) = 0;
3. Trig (0 (1)67 (1)) = Trio(0" (10"~ ())) = Trro(td’ " (1));
4. Trgp(l) = p,

p=l -

segue que Trgig(z?) = afp + Y aiTrx(t?) +2 Y. aa;Tree(té’'(t)). Portanto, ¢
i=1 1<i<j<p-1

suficiente conhecermos Trgg(t?) e Tri(t0?~*(t)) para encontrarmos o valor de Trg|g(z?).

Proposicao 3.3.3. [13, pdg. 97] Se t = Try((y2) e (0) = Gal(L|Q), entio Tryp(t?) =
p(p—1) e Trgitd?~"(t)) = —p, onde 1 <i < j <p-—1. |
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E assim, pela Proposicao 3.3.3, segue que

Trip(z?) = p(ag +(p—1) Pz—ia? -2 > @z‘aj)-

i=1 1<i<j<p—1

Proposicao 3.3.4. [15, pdg. 64] O minimo da forma quadrdtica dada por Q,(ai,...,a,) =

n

nYy. a?—2 Y. aa,, com entradas inteiras, é n e esse minimo € atingido em +(1,...,1) ou
i=1 1<i<j<n

+e;, onde {e;} € a base candnica de 7.". |

Proposicao 3.3.5. O min{Trgg(z?)| 0 # = € Ox} = p e € atingido com (ag,...,ap-1) =
(1,0,0,...,0).

Demonstracao: Segue diretamente da Proposicao 3.3.4 |

3.3.2 Caracterizacao do ideal primos acima de pZ

Sejam Bg o ideal primo de Ok acima de pZ e By, o ideal primo de O, acima de pZ, com

L = Q(¢p2). O nosso objetivo é caracterizar o ideal Bx = By N Ok.
Proposigao 3.3.6. Se (2 = (, entdo Bk ¢ gerado por Ny (1 — ().

Demonstracao: Sabemos que pOp, = Bﬁ(p _1), isto é, p ramifica totalmente em Op, onde
p—1 .
B = (1—-¢Z[(]. Seja A = Nyg(l —¢) = [](1 —¢*"). Como K é um corpo de nimeros,
j=1
segue que o ideal (\) em Ok se decompoe em produto de ideais primos de Og. Uma vez que

1 — ¢ é o conjugado de 1 — ¢*", segue que (1 — )0y = (1 — Cajp)O]L, o que implica que
p—1

[T(1=¢¥")OL = (1 — )P0y, e assim, A\Op = B! = BgOy. Portanto, \Op = BgOy, ou

Jj=1

seja, B = (A) = (Nug(1 =) = By u
3.4 ExtensGes abelianas de grau p, onde p é ramificado e cond(K) =
P*P1pa-..Ps

Nesta secao, primeiramente vamos considerar n = p? f[ pi, com os p;’s primos distintos e
pi = 1 (mod p), o condutor de K. O objetivo é explicitar oiiemento primitivo de K e uma base
integral do anel de inteiros Okg. Desse modo, nesta secao, consideramos n = p? f[ pi, L =Q(¢)
e K um corpo de nimeros abeliano de grau p, com p e p;’s primos distintos ez; =1 (mod p).
Em seguida, vamos considerar s = 1, ou seja, cond(K) = p*q, com ¢ primo e ¢ = 1 (mod p), e
caracterizar o ideal primo Q de Ok que estd acima do ideal primo ¢Z, calcular o valor Trgg(2?),

para © € Ok nao nulo e, por fim, calcular min{Trgg(z?)| 0 # = € Q}.
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Proposicao 3.4.1. Ezistem (p — 1) subcorpos de grau p em Q((,) de condutor n.

Demonstragao: Consideramos primeiramente n = pp;. Como Q((,2) e Q((p, ) sdo extensoes

ciclicas de Q, p|le(p?) e plo(p1), segue que existem apenas dois corpos de grau p contidos em
Q(¢,) os quais nao tem condutor n. Desta forma, existem % — 2 = p— 1 subcorpos de Q(¢,)
que possuem condutor n. Agora, consideramos n = p?p;p,. Logo, existem 3 subcorpos de Q(¢,)

os quais tem condutor p?, p; e po. Também, existem ﬁ(p — 1) = 3(p — 1) subcorpos de

condutor p*p; ou p;p;j, com 7, j = 1,2. Portanto, ex1stem —3-3(p—1) = (p—1?) subcorpos
pstl— s+1)!
de condutor n. Repetindo este processo, segue que existem Z pfl —(s+1)— %(p -1)—
s5+1)! s+1)! s— s
ﬁ(p — 1) = ﬁ(p —1)*! = (p — 1)® subcorpos de condutor n. [

Proposigao 3.4.2. Se cond(K) = n, entao K = Q(t), onde t = Tryg(¢)-

Demonstragao: Pelo Teorema 3.1.2, segue que D = {d; = p H piyda =n}. Assim, Ky = Q

e Kg, = K. Logo, T = Troe,,)0(Ca) + Troe.)x(C) = (= 1)5+1 —|—t Como t € K, segue que
Q C Q(t) C K. Logo, @ = Q(t) ou K = Q(t), uma vez que [K: Q] = p. Assim, se Q = Q(¢),
ou seja, t € Q, entao K = Q[G]|T = Q[G](£1 + t), com T" € Q o gerador da base normal de
K. Agora, se x € K, entdo z = ) az9(£1 +¢), ou seja, K C Q, o que é uma contradicao.

geG

Portanto t ¢ Q e K = Q(¢). |

Proposicao 3.4.3. Sen=p*[[p;i e L =Q((,) , entao Tryp(¢,) =0

i=1

Demonstragao: Seja n’ H pi. Como Q((2) N Q(¢w) = Q, segue que Gal(Q((2)|Q) ~
Gal(L|Q(¢y)). Como mde(p?, n) = 1, segue que existem a,b € Z tais que ap® +bn’ = 1. Logo,

Trijg(G) = Trug(¢r+) = Troe,e(Truoe) (i) = Tracne(GrTrac)o(Ge) = 0,

uma vez que Tro( ,)je((2)) = 0, para mde(b, p?) = 1. Portanto, T'rijg(¢a) = 0. |

Proposigao 3.4.4. Se cond(K) = n, entio {1,0(t),...,0P"1(t)} é uma Z-base de Ox.

Demonstragao:  Pelo Teorema 3.1.3, segue que Ox = @ Z[G]ns. Logo, Ok =
deD
ZIG)(£1) D Z[G](t), onde t = Tryr((y). Como Z[G)(£1) = ) azg(£l) = £ > a4, com
geG geG

ay € Z, segue que Og = ZE@P Z[G|(t). Desta maneira, o conjunto {1,6(¢),...,67(t)} gera Ok
e possui p + 1 elementos. Agora, observe que Ty g(¢,) = 0, uma vez que n nao ¢é livre de

p
quadrados. Logo, Trpig(¢n) = Trre(Trux(6e)) = Trrie(t) = > o'(t) = 0, o que implica que
i=1

.
— 3260 (t) = 6°(t) , ou seja, 6P(t) é uma combinacao linear inteira de {1,6(t),..., 07 (1)},
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e assim, {1,0(t),...,0" " (t)} gera Z[G](t). Assim, o conjunto {1,0(¢),...,0P71(¢)} é um
conjunto com p elementos que gera Ok. Ja que Ok é um Z-modulo livre de posto p, segue

que {1,0(t),...,0°71(t)} é Z-base para Ok. |
3.4.1 Forma traco integral

Nesta subsecao, consideramos K um corpo de nimeros abeliano de grau p e condutor n =
p? f[pi, com p e p;’s primos distintos e p; = 1 (mod p), para i = 1,...,s. Pela Proposigao
342:417 segue que o conjunto {1,0(¢),...,0P " (¢)} é uma Z-base de Ok, onde (§) = Gal(K|Q) e
t = Tryx(¢,). O objetivo é calcular o valor de Trgg(2?), com z € Ok néo nulo. Para isso,

—1
seja x = ag + Y a;0'(t) € Ox nao nulo, com a; € Z, parai=1,...,p — 1. Assim,
i=1

Trig(e®) = Trig ( (“0 * 2 aiei(t)) 2)

= Trgpg (ag tag Yy af'(t)+2 > aaf (Ot + > af(eia))?)

i=1 1<i<j<p—1 i=1
p—1
= aip+ag Z a; Trx(0°(t)) + 2 Z aia; Trig(0" ()07 (1))
i=1 1<i<j<p—1

£ Y@ Tral(#0)),

Note que ¢(t), parai=1,2,...,p — 1 é um conjugado de ¢t em K|Q, assim, Trgg(0'(t)) =
Trrp(t) = Trrie(Trux(¢)) = Trie(Ce) = 0, uma vez que n nao é livre de quadrados. Além
disso, Trijp((0°(t))?) = Tri(0 (t)07(t)) = Trre(0'(t?)) = Trre(t?), uma vez que 6" é um
automorfismo e (%) ¢ um conjugado de t* em K|Q. Ainda, para 1 < i < j < p — 1, segue
que 0°(1)07(t) = 0" (t0"7(t)), e assim, Tri(0"(¢)67 (1)) = Tri(0"(t0"7(t))) = Trrie((t07(t)).
Desta forma, Trxj(2?) =agp+2 > aa;Trie(td™ (1)) + If a;Trio(t?).

Nosso objetivo, agora, é calculzirS ?J;ﬁﬂg;@(ﬁ) para s = 1, ou Sefj_al, consideramos K um corpo

de niimeros abeliano de grau p e condutor n = p?q, com ¢ = 1 (mod p) e ¢ primo.

Proposicao 3.4.5. Set = Tryx((y), entao Trgg(t?) = pg(p — 1).

p 5 :
Try0(t?). Considerando
0 (n) IL|Q( )

G = Gal(L|Q) = {7: Q(¢x) — Q(&)| 7 é um automor fismo, 7.(¢,) = ¢, mdc(r,n) = 1},

segue que 0 = 7|k, para algum 7, € G. Se H = Gal(L|K), entdo t = Tryk(C,) = > 7al(Cn) =
acH

Demonstragao: Inicialmente, note que ¢* € K e Trgg(t?) =
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S ¢e. Assim, t2 = Y (otP. Agora, observe que H é um subgrupo de G e G ~ Ly X Ly
acH a,fEH

Desta forma, escrevemos «, 5 € H como a = (ap,a1) e = (5o, 1), onde ag, By € Ly, €
ay, B € Zy. Sed= }% + %, entdo (¢ = (,2(,, e ainda, (¢ é uma raiz primitiva da unidade se,

e somente se, ¢? ¢ uma raiz primitiva da unidade. Logo,

Trog( > M) = > Tryg(@™) = > Trg(¢le™?) (3.4)

a,peH a,peH a,BeH
_ Z TTL‘Q(C;20+,30C§41+61) (3.5)
a,feEH
= Y TroemielE ™) Troeo(G ™), (3.6)
a,feH

0, se mdc(ag + B, p*) = 1

Cao +Bo0 ) _

onde TTQ(CPQNQ( p2 = —p, se mdc(ag + By, p?) = p

p(p — 1), se mde(ag + o, p?) = p?

—1, se mdc(ay + B1,q9) =1
e Troe (¢ ™) =
q—1, se mde(ay + B1,q) = q.

Agora, se a = (ag, 1) € H, entdo vamos analisar os seguintes casos:
1. By = —ap(mod p?) e By = —ay(mod q)
2. fo = —ao(mod p*) e B1 # —au(mod q)
3. Bo = —ag(mod p), By # —aw(mod p?) e B1 = —ay(mod q)

4. By = —ag(mod p), By Z —ag(mod p2) e B 2 —ai(mod q)

(S8

- Bo # —an(mod p) e f1 = —ai(mod q)

D

. Bo # —ag(mod p) e p # —an(mod q)

Caso 1: Como K é um corpo de numeros totalmente real, segue que a conjugacao complexa
pertence ao grupo H. Desta forma, se o € H, entao existe um tnico elemento § € H tal que
Bo = —ag(mod p?) e B1 = —ai(mod q). Assim, a parcela da Equacao (3.6) correspondente a
esses elementos ¢ igual a

Py =o(H)p(p—1)(q—1).
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Caso 2: Se a € H, segue que o numero de elementos § € H tal que Sy = —ag é dado pela

ordem da imagem inversa da seguinte projecao:
i H — Zp
B b

Ty € sobrejetora, pois caso contrario, terfamos que H C my(H) X Z; C G com o(G//h) = p, o que

implica que H = my(H) X Z; ou G = my(H) x Z}; e se tivéssemos H = my(H) x Z; o condutor

de K nao seria n. Logo, pelo Teorema do Nicleo e da Imagem, segue que % = O(Z;Q),
ou seja, o( Ker(ms)) = q%. Desconsiderando o elemento 3 € 7, *(ap) tal que 81 = —ay, segue
que existem q% elementos 8 € H tal que By = —ag(mod p?) e B1 # —ayi(mod q). Assim, a

parcela da Equacao (3.6) que corresponde a esses elementos é igual a

P=ot) (=2 = 1)t = (1) = o) (22 - ).

Caso 3: Vamos considerar, neste caso, o isomorfismo existente entre H e Z; x Z;. Desta forma,
se a € H, entdo existe um tnico 8 € H tal que 8 € {¢ ' (—ap, —a1)}. Como j& sabemos que
B=(—ap,—1) € H e o7 (—ap, —a1) = (—ag, —1), segue que nao existem elementos 3 € H
diferente do conjugado complexo de o em {¢~!(=ap, —;)}. Assim, a parcela da Equagio (3.6)
correspondente a esses elementos é nula.

Caso 4: De modo anélogo ao caso 2, consideramos a projecao
i H — Z;
ﬁ 7 607

a qual é sobrejetora, uma vez que é compostas de sobrejetoras. Se a € H, entao o nimero
de elementos 3 € H tal que 8 € {m;'(—ag)} é dado pela cardinalidade do Ker(m,), a qual é

q — 1. Porém, é necessério excluirmos os 3 tal que 8 € {m, '(—ag,a1)}. Dessa forma, segue
(p—1D(g—1)

p
b1 Z —ai(mod q). Assim, a parcela da Equacao (3.6) que corresponde a esses elementos é igual

que existem elementos 3 € H tal que Sy = —ag(mod p), By # —ap(mod p?) e

(p—1(g—-1)

P4:O(H) D

(=p)(=1) = o(H)(p — 1)(q — 1),

Casos 5 e 6: Neste caso, as parcelas da Equacao 3.6 correspondentes sao nulos, uma vez que

Tro »)e(E ™) = 0.
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Finalmente, como Tryg(t?) = P+ P, + Py = o(H)(p(p —1)(¢ — 1) — (p—1)(¢ — 1) + p(p —
)+ (p—1)(g—1)) = o(H)pg(p — 1), segue que Trgjg(t*) = pg(p — 1). u

Proposicao 3.4.6. Set = Tryx(¢,) e (0) = Gal(K|Q), entdo Tryg(t0%(t)) = —pg.

Demonstracao: Consideramos 6 = 7,, com 7, como na demonstragao da Proposigao 3.2.2.

Como r € Z;, segue que podemos considerar r = (rg,r1) € Z;’; X Zq. Vamos calcular
Trp(to*(t)) = ? )TTK@(tQk(t)). De modo andlogo, segue que
w(n
ao+rEB ar+rk
Trog(t5(t) = > TroeayoCs ™) Traeo(CC 7). (3.7)

avﬁeH

Assim, se a € H, entao vamos analisar os seguintes casos:
1. By = —agry™(mod p?) e By = —ayr;*(mod q)
2. o = —agrg*(mod p*) e B # —anry *(mod q)
3. By = —agry*(mod p), Bo Z —aory " (mod p?) e B1 = —ayr " (mod q)
4. By = —apry*(mod p), fo Z —aorg®(mod p?) e B1 Z —ayr"(mod q)

5. Bo # —aory ¥ (mod p) e By = —ayr;(mod q)

D

- fo # —agrg*(mod p) e fi # —ayry* (mod q)

Caso 1: Se a € H, entdao queremos analisar o niimero de elementos 8 € H tal que f = —ar~*.

Observamos que 7 é uma raiz primitiva médulo n, e assim, Z* ~ HUrHUr*H U---UrP 1 H,
as quais sao classes laterais disjuntas. Note que 8 = —ar~ € r=*H, pois —a € H. Portanto,
nao existe 3 € H tal que 8 = —ar~".

Caso 2: Consideramos a projecao my dada na demonstracao da Proposicao 3.4.5. Se (5, =

—apry ¥, entdo existem % elementos 3 € H tal que m(3) = —agry”. Assim, a parcela da

Equagao 3.7 correspondente a esses elementos é igual a

qg—1
Po=olt) ("= oty = 1(-1) = ~o()p ~ e - 1)
Caso 3: Utilizando o isomorfismo ¢ entre H e Z; X Z, segue que se (org ™, —aqr(™) € Loy X L,

entdo existe um tnico 8 € H tal que ¢(8) = (aory”®, —airy"®), o qual é diferente de —ar~*.
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Assim, a parcela da Equacao (3.7) correspondente a esses elementos é igual a

Py = o(H)(=p)(g = 1).

Caso 4: Consideramos a projecao sobrejetora

7T43H — Z;;

B — B,
Logo, existem ¢ — 1 elementos § € H tal que my(8) = —agrg ¥ Porém, devemos excluir o
clementos 3 tal que m4(f8) = —apry®. Assim, existem (13—1;# elementos § € H tal que
Bo = —agry*(mod p), By £ —aory"(mod p?) e By Z —oqry*(mod ¢). E necessdrio também

excluir os elementos contados no item 3. Assim, a parcela da Equagao (3.7) correspondente a

esses elementos ¢ igual a

(P—1-1

Py = o(H)( ;

- 1) (—1)(=p) = o(H)((p — 1)(g — 1) — p).

Caso 5 e 6: Nestes casos as parcelas da Equacgao 3.7 correspondentes a esses casos sao nulas.
Finalmente, como Tryg(t0%(t)) = P+ Ps+ Py = o(H)(—(p—1)(¢—1) —p(g— 1)+ (p—1)(¢ —
1) — p) = o(H)(—pq), segue que Trijq(t0*(t)) = —pg. u

Proposicao 3.4.7. Se x € Ok € nao nulo, entao

p—1
Trio(z®) = p<ag —2q Z aa; +q(p—1) Za?).

1<i<j<p—1 i=1

. p—1
Demonstragao: Como Tryig(2®) = ajp —2 Y. aia;Trgio(td (1)) + Y aiTre(t?),
1<i<j<p—1 i=1
pelas Proposicoes 3.4.5 e 3.4.6, segue que

p—1
Trip(z®) = p(ag —2q Z aa; +q(p—1) Za?),

1<i<j<p—1 i=1

0 que prova o resultado. |
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3.4.2 Minimo da forma traco integral

Nesta subsegao, consideramos K um corpo de ntimeros abeliano de grau p e condutor n =
p? ﬁ p; com p e p;’s primos distintos e p; = 1 (mod p), para i = 1,...,s. Vamos analisar uma
farznziiia de Z-submédulos B, de Ok, onde é possivel encontrar min{7rgg(2?)| « € By, x # 0}.
Com este minimo sera possivel a construcao de alguns reticulados algébricos. Pela Proposicao

3.4.7, se x € Ok ¢é nao nulo, entao

p—1
Trp(2?) = p(aﬁ —2¢ Y aa;tqlp—1)) a?),

1<i<j<p—1 i=1

e portanto,

p—1
Tryjo(a?) = pag +pq((p— DY ai-2 ) az’aj)'

i=1 1<i<j<p—1

p—1
Considerando a = (ay,...,ap-1) e Q(a) = (p—1) - a?—2 Y.  a;a;, segue que Trgg(z?) =

(A
i=1 1<i<j<p—1

pag + paQ(a).
Definigao 3.4.1. Sejam Gal(K|Q) = () e t = Trux(¢,). Definimos o sequinte Z-submddulo
de OK

By, ={ao+a0(t) + - +a, 10°71(t) € Ok| ap + a1 + -+ + a,—1 = 0(mod m)},
onde m € um inteiro positivo.

Se m = 1, entdao By = Ok. Assim, Trgg(z?) > pNK|Q(x2)% > p, para todo z € Ok nao
nulo. Logo, min{Trgg(2?)| z € Ok, = # 0} = p é atingido com (1,0,...,0) € Ok.

3.4.3 Caracterizacao dos ideais primos acima dos ideais p;Ok

Seja K um corpo de niimeros abeliano de grau p e condutor n = p? f[ p; com p e p;’s primos
distintos e p; = 1 (mod p), para i = 1,...,s. Desta forma, os ide;:is1 POk, 1Ok, - .., psOk
ramificam em Ok, uma vez que todos dividem o discriminante do corpo K. Como K|Q
é uma extensao de galoisiana de grau p, com p um primo impar, segue que os ideias
POk, P10k, . . ., psOk ramificam totalmente em Og. Logo, pOx = BP,p1Ox = BY, ..., p;Ox =
BY, onde BNZ =p,BiNZ =p1,...,BsNZ = ps.

Seja x = ag + pi:lai@i(t) € Ok nao nulo. Como t € Ok, segue que t = ¢ (mod B;),

=1
uma vez que Og /By ~ Z/pZ = {0,1,...,p; — 1}. Assim, 6(t) = 0'(c) = ¢ (mod B;), para
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p—1
i=1,...,p— 1. Desse maneira, para qualquer =z € O, segue que = ag + ¢ »_, a; (mod B;).
i=1
Observe que ¢ + 0(t) 4+ --- + 077*(t) = 0, um vez que Tryg(¢,) = 0. Logo, pc = 0 (mod B;), o
que implica que, pc = 0 (mod p;), e assim, ¢ = 0 (mod p;). Portanto, z = ay (mod B;), ou seja,
x € B; se, e somente se, ag = 0 (mod p;).
Proposicao 3.4.8. Sejam K um corpo de nimeros de grau p e condutor n = p*q com q =
p—1

1 (mod p), p e q primos impares, * = ag + Y. a;0(t) € Og e Q um ideal primo de Ox acima
i=1
de qZ. Se x € Q, entao min{Trxp(z?)| z € Q, = # 0} = pg(p — 1).

p—1 ,
Demonstragao: Se z = ap + y_ a;0'(t) € Q, ou seja, ag = 0 (mod q), entdo Trig(2?) =
i=1

p—1
p<a3 —-2¢ >, aaj+qlp—1)> a%). Suponhamos, primeiramente, que ag = 0. Como

1<i<j<p—1 i=1
r € Q é nao nulo, segue que a; # 0, para algum i = 1,...,p — 1. Assim, Trgg(2?) =

p—1 p—1
p( —2q¢ > aa;+qp—1)> a?) = pq( -2 > aai+(p-1)> a?). Logo, pela

1<i<j<p—1 i=1 1<i<j<p—1 i=1

Proposicao 3.3.4, segue que min{Trgg(z?)| z € Q, = # 0} = pg(p — 1). Agora, suponhamos

que ag = gk, com k € Z* e a; = 0 para todo ¢ = 1,...,p — 1. Logo, Trgig(z?) = pg®k* >

pi* > pg(p — 1). E se, a; # 0 para algum ¢ = 1,...,p — 1, entdo Trgg(z?) = p|af —
p—1

2¢ Y aa;+qp—1)> a?> > pg°k* 4+ pq(p — 1) > pg(p — 1). Assim, se ag = gk, com
1<i<j<p—1 i=1

k € Z*, entao Trgp(z?) > pg(p — 1). Desta forma, min{Trgg(z?)| z € Q, x # 0} = pg(p — 1)

e este minimo é atingido com ag =0 e a; = te;, parat=1,...,p— 1. [

3.5 Consideracgoes finais do capitulo

Neste capitulo, apresentamos resultados sobre extensoes abelianas de grau p, com p um
nimero primo fmpar. Exibimos o elemento primitivo, uma base para o anel de inteiros, o valor
do TTK|Q(SC2), com 0 # x € Ok, e caracterizamos os ideais primos acima do ideal p;Ok. Estes
resultados sao utilizados para a construgao de exemplos de reticulados com densidade de centro

Otimas para as dimensoes 3, 5 e 7, feita no Capitulo 5.



CAPITULO

4

Reticulados

Reticulados sao subgrupos discretos de pontos do R™ que aparecem em diversas aplicagoes,
com destaque na teoria de codigos corretores de erros e na criptografia. O estudo dos reticulados
surgiu a partir do problema geométrico de como cobrir o espaco R com esferas de mesmo raio
de forma que quaisquer duas esferas se toquem em apenas um ponto e ocupem o maior espago
possivel.

Neste capitulo, apresentamos conceito e resultados sobre a teoria dos reticulados via corpos
de nuimeros. Na Secao 4.1, apresentamos a definicdo e principais parametros sobre reticulados
no R”, tais como, matriz geradora, matriz de Gram, determinante de um reticulado, volume
de um reticulado, raio de empacotamento e densidade de centro. Em seguida, na Secao 4.2,
apresentamos exemplos de reticulados com maiores densidades de centro conhecidas para as
dimensoes 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 12, 16 e 24. Por fim, na Secao 4.3, apresentamos os reticulados
algébricos e seus principais resultados, descrevendo algumas maneiras de se obter reticulados no
R™ via teoria algébrica dos nimeros, fornecendo propriedades e formulas para alguns parametros

desses reticulados.

4.1 Reticulados no R"

Nesta secao, apresentamos o conceito de reticulado no R", algumas propriedades e

parametros importantes que serao muito utilizados nas segoes seguintes.

Definicao 4.1.1. Sejam [ = {vy,...,vn} um conjunto de wvetores do R™ linearmente

92
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independentes sobre R com m < n. Um reticulado com base B e dimensdo m € o subconjunto

do R™ da forma

A= {xER”| x:Zaivi, comaiEZ}.

i=1
Se m = n, dizemos que A é um reticulado completo e que = {vy,...,v,} € uma base

completa do reticulado.

Observacao 4.1.1. Em outras palavras, o reticulado A pode ser expresso como
N=2Zvi+ -+ Zv,,

ou seja, um reticulado ¢ um Z-mdodulo livre de posto finito contido no R"™, cuja base é

linearmente independente sobre R.

Exemplo 4.1.1. Se 8 = {(1,0),(0,1)} € uma base candnica de Z*, entio A = Z* é um

reticulado gerado por 3, conforme a Figura /.1.

Figura 4.1: Reticulado Z2.

A base de um reticulado nao é dnica, no Exemplo 4.1.1, 8" = {(2,1),(—1,3)} também é
uma base do reticulado Z2.

Seja A um reticulado no R"™ gerado por uma base . Uma condi¢ao necessaria e suficiente
para que um outro conjunto de vetores linearmente independentes 5 de R™ também seja uma
base deste reticulado é 3" estar contida em A e a matriz mudanca de base de § para [’ ter

entradas inteiras e determinante +1, conforme a proposi¢ao abaixo.
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Proposicao 4.1.1. Sejam {vy,...,v,} C R™ uma base de um reticulado A e {uy,...,u,} um
n
conjunto de vetores de A linearmente independentes sobre R tal que u; = ) a;jvj, com a;; € Z.
j=1
Assim, {uq,...,u,} € uma base de A se, e somente se, det(a;;) = £1.
Demonstragao: Sejam {vy,...,v,} C R™ uma base de um reticulado A e {uy,...,u,} um

conjunto de vetores de A linearmente independentes sobre R tal que

@11 Q12 - Aip
Uy U1
Q21 Q22 -+ Ap
Unp, Un
Ap1 Gp2 - App
Assim, {uy,...,u,} é uma base de A quando (a;;) é a matriz de mudanca de base, isto é,
det(aij) = 41. [ ]

Definigao 4.1.2. Seja A C R"™ um reticulado, com base 5 = {vy,...,v,}. O conjunto

Pﬂ:{IER’ZE':Z)\ZUZ,OS/\,<1},
=1

¢ chamado de regiao fundamental de A com relagao a base {vy,...,v,}.

5

Exemplo 4.1.2. O reticulado A gerado por e; = (1,0) e e = (3,%2) tem regiao fundamental

dada pela Figura 4.2.

Figura 4.2: Regiao fundamental do reticulado A.
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Definicao 4.1.3. Um subgrupo H do R™ é discreto se, para qualquer subconjunto compacto

K do R"™, tivermos H NK finito.

Teorema 4.1.1. [1, pdag. 110] Se H é um subgrupo discreto do R", entao H € gerado como

um Z-modulo por r vetores linearmente independentes sobre R, com r < n. [ ]
Logo, do Teorema 4.1.1, segue que um reticulado A é um conjunto discreto do R".

4.1.1 Matriz geradora, matriz de Gram e determinante de um reticulado
Nesta subsecao apresentamos os conceitos de matriz geradora, matriz de Gram e

determinante de um reticulado.

Definigao 4.1.4. Seja A C R™ um reticulado, com base 5 = {v1,...,v,}. A matriz geradora

do reticulado A € definida como sendo a matriz

V11 V2 -+ Uip
Vg1 Vg -+ Uy
M = ,
Un1 Un2 -°° Unp
onde V; = (Uﬂ,vig, Ce 7Uin); para 1= 1, o, n.

Se M é uma matriz geradora de um reticulado A C R”, entao podemos representar o

reticulado na forma

A={\M | X e Z}.

Definicao 4.1.5. Sejam A um reticulado e M sua matriz geradora. A matriz de Gram

associada a matriz geradora € definida por G = M'M.

A proposicao seguir nos diz que o determinante da matriz de Gram G de um reticulado nao

depende da base escolhida.

Proposigao 4.1.2. Sejam {vy,...,v,},{u1,...,u,} CR" duas bases de um reticulado A. Se
G=MM"eG =MM", onde M = (v;;) e M' = (uy;), entao det(G) = det(G").

Demonstragao: Como |det(M)| = |det(M')|, segue que det(G) = det(M)det(M") =
det(M)? = det(M')? = det(M')det(M") = det(G"). |
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Definigao 4.1.6. O determinante de A C R" € definido como o determinante de uma matriz

de Gram de A, isto €, det(\) = det(G). Assim, det(\) = det(M)?

Definicao 4.1.7. Sejam A um reticulado, M sua matriz geradora e B uma matriz inteira n xXn.

Um sub-reticulado de A ¢ um reticulado dado por
N ={ABM| X e Z"}.

4.1.2 Volume de um reticulado

Definicao 4.1.8. Sejam A C R™ um reticulado, B = {v1,...,v,} uma base de A e Pg a regido
fundamental. O volume da regiago fundamental Ps é definido como Vol(Pg) = |det(M)],

onde M € uma matriz geradora de A.

Se {v1,...,un},{u1,...,u,} CR"sdo duas bases de um reticulado A, pela Proposigao 4.1.1,
segue que |det(v;;)| = |det(u;;)], ou seja, o médulo do determinante da matriz geradora nao

depende da base escolhida. Assim, é possivel definir o volume de um reticulado.

Defini¢ao 4.1.9. Seja A C R™ um reticulado com Z-base = {v1,...,v,}. O volume do
reticulado A é definido como Vol(A) = Vol(Pg).

Observagao 4.1.2. Se A C R"™ é um reticulado, entio det(A) = det(G) = det(M'M) =
det(M*")det(M) = Vol(A)?.

4.1.3 Raio de empacotamento e densidade de centro

O problema de empacotamento esférico consiste em encontrar um arranjo de esferas idénticas
no espaco n-dimensional de forma que a parte do espago coberto por essas esferas seja a maior
possivel. Ao estudar a densidade de empacotamento, um dos principais problemas é a obtencao
de reticulados com alta densidade e que sejam ao mesmo tempo de facil manuseio. Desse modo,

o estudo de empacotamentos reticulados equivale ao estudo dos reticulados.

Definigao 4.1.10. Um empacotamento esférico, ou simplesmente um empacotamento
no R™, ¢ uma distribuicao de esferas de mesmo raio no R™ de forma que a interseccio de
quaisquer duas esferas tenha no mdximo um ponto e que este arranjo de esferas ocupe o “maior

espaco possivel”.

Definicao 4.1.11. Um empacotamento reticulado é um empacotamento em que o conjunto

dos centros das esferas formam um reticulado no R™.
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Observacao 4.1.3. Podemos descrever um empacotamento indicando apenas o conjunto dos

centros das esferas e o raio.

Definicao 4.1.12. Seja um empacotamento no R"™, associado a um reticulado A, com [ =
{v1,...,0,} uma Z-base. A densidade de empacotamento de A, A(A), é definida como

sendo a propor¢ao do espaco R™ coberta pela uniao das esferas.

Como queremos que este arranjo de esferas ocupe o “maior espago possivel” no R", o
interessante é estudar empacotamentos associados a um reticulado A em que as esferas tenham
raio maximo. Como A é um conjunto discreto do R", se £ > 0, entao a interse¢ao do conjunto
compacto {x € R™ | |z| < k} com o reticulado A é um conjunto finito. Assim, faz sentido

definirmos o ntimero A,,;, = min{|A| | A € A, X # 0}, onde |- | é a norma euclidiana no R".

Definicao 4.1.13. Sejam A C R™ um reticulado e Ay = min{|A| | A € A, X £ 0}. O ndmero

(Apmin)? € chamado de norma minima de A.

O maior raio para o qual é possivel distribuir esferas centradas nos pontos de A e obter um
empacotamento é p = Ay,i,/2, chamado de raio de empacotamento.
Sejam A C R"™ um reticulado com raio de empacotamento p e B(p) a esfera com centro na

origem e raio p. Com base na Defini¢ao 4.1.12 a densidade de empacotamento de A é dada por

A(A) = Volume da esfera ~ Vol(B(p))  Vol(B(1))p"
~ Volume da regido fundamental ~ Vol(A) ~—  Vol(A) '
. ,
se n é par

el

2n (30 (251!

onde Vol(B(1)) =

‘ , se n é fmpar.
n!

Definicao 4.1.14. Seja A C R™ um reticulado. A densidade de centro de A € definida por

V12

p
o(4) = Vol(A)’

onde p é o raio de empacotamento de A e Vol(A) seu volume.

Como o valor de Vol(B(1)) é conhecido, segue que nosso foco de analise serd a densidade

de centro de um reticulado.
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4.2 Reticulados importantes e melhores densidades de centro

Nesta secao, apresentamos os reticulados conhecidos na literatura que possuem densidade

de cento 6timas para as dimensoes 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 12, 16 e 24.

4.2.1 Reticulado n-dimensional A4,

O reticulado n-dimensional A,,, para n > 1, é definido como:

An = {(x(]?mla e ,xn) < Zn+1 : Z{EZ = O}
=0

n
Por defini¢ao, o reticulado A, estd contido no hiperplano »_ x; = 0 e possui uma matriz

=0
geradora M dada por
-1 1 0 0 . 0 0
0o -1 1 0 . 0 O
M = 0 0 -1 1. 0 O
0O 0 0 0 -1 1

Assim, o det(A,) = n + 1, o raio de empacotamento é p = v/2/2 e a densidade de centro é

2(5%)
N VN 1

Exemplo 4.2.1 (Reticulado 2-dimensional As). O reticulado Ay é formado por todos os pontos

(wg, 21, 9) de Z3 que pertencem ao plano xo+x,+xo = 0, contido em R®. A Figura 4.3 mostra

a disposicao dos pontos do reticulado no espaco tridimensional, assim como o empacotamento

associado. Assim, uma matriz geradora para o reticulado Ay € dada por

-1 1 0
B = ,
0 -1 1
o rato de empacotamento é p = \/75 e a densidade de centro € dada por
B(Ay) = I a1y 2= L 28868,
VOZ(AQ) 2\/3

O reticulado Ay possui densidade de centro dtima para a dimensao 2.
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Figura 4.3: Empacotamento associado a As.

4.2.2 Reticulado n-dimensional D,

O reticulado n-dimensional D,,, para n > 3, é definido como:

D, ={(x1,xq,...,x,) EZ": le =0 (mod 2)}.

Uma matriz geradora M do reticulado D,, é dada por

-1 -1 0 0 0 O
1 -1 0 0 0 0
M = 0 1 —-120 0 0
0 0 0 0 ... 1 -1

Assim, o raio de empacotamento é p = v/2/2 e a densidade de centro é § = 9-("3%)

Exemplo 4.2.2 (Reticulado 3-dimensional Ds). O reticulado D3 € formado por todos os pontos
(11,29, 73) € Z3 tal que x1 + x5 + w3 € um nimero par. A Figura 4.4 mostra o arranjo das

esferas do empacotamento associado a Ds.
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Figura 4.4: Esferas do empacotamento associado a Ds.

Uma matriz geradora do reticulado D3 é dada por

-1 -1 0
M = 1 =1 0 ;
0o 1 -1
o raio de empacotamento € p = \/75 e a densidade de centro é dada por

1

O reticulado D3 possui densidade de centro otima para a dimensao 3.

Exemplo 4.2.3 (Reticulado 4-dimensional Dy). O reticulado Dy € formado por todos os pontos
(21, T2, T3, 24) € Z* tal que v1+To+3+14 € um niimero par. Uma matriz geradora do reticulado

D, € dada por

-1 -1 0 0
1 -1 0 O
M = ,
0o 1 -1 0
o o0 1 -1
V2

o rato de empacotamento é p = %=, a densidade de centro é

2

1
6(Da) = 5 = 0,125,
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e cada esfera do empacotamento é tangenciada por eratamente 24 esferas. O reticulado Dy

possui densidade de centro otima para a dimensao 4.

Exemplo 4.2.4 (Reticulado 5-dimensional Ds). O reticulado Ds € formado por todos os pontos
(11,19, 13, T4, 75) € Z° tal que Ty + Ty + T3 + T4 + x5 € um niimero par. Uma matriz geradora

do reticulado Dy € dada por

-1 -1 0 0 O
1 -1 0 0 O
M = o 1 -1 0 0 )
o o0 1 -1 0
o o0 o0 1 -1
o raio de empacotamento € p = \/75 e a densidade de centro é dada por

1
0(Ds) = ——= ~ 0, 08839.
(Ds) =53
O reticulado Ds possui densidade de centro otima para a dimensao 5.

4.2.3 Reticulado 8-dimensional Fg

O reticulado 8-dimensional Ey é definido como
By = {(x1,29,...,28) ER®:Vay, 2; € Zouw; €Z+1/2, le = 0(mod 2)}.

Uma matriz geradora do reticulado Eg é dada por

20 0 0 o0 0 0 O
1 -1 0 0 0O O 0 O
o1 -1 0 0 0 0 O
o o0 1 -1 0 0 0 0
M = )
o o0 o 1 -1 0 0 0
o 0 o0 o0 1 -1 0 0
o 0 o o o0 1 —-120
L1 1 1 1 1 1 1
2 2 2 2 2 2 2 2
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V2

5, a densidade de centro ¢ dada por

o raio de empacotamento é p =
d(Eg) = = 0,0625
8 ] 6 Y Y

e cada esfera do empacotamento é tangenciada por exatamente 240 esferas. O reticulado Ejg
possui densidade de centro étima para a dimensao 8.
Podemos definir reticulados de dimensao 6 e 7 a partir do reticulado Eg, que sao dados nos

exemplos a seguir.

Exemplo 4.2.5 (Reticulado 6-dimensional Eg). O reticulado Eg € definido por
Es={x € Eg:zv=0, Yo € V}, ondeV é um Ay subreticulado em Eg.

Uma matriz geradora do reticulado Eg € dada por

01 -1 0 0 0 0 0
oo 1 -1 0 0 0 O
00 0 1 -1 0 0 0
M = :
00 0 0 1 -1 0 0
oo o o o0 1 -10
111 1 1 1 1 1
2 2 2 2 2 2 2 2
N

o raio de empacotamento € p = a densidade de centro € dada por

2

1

e cada esfera do empacotamento € tangenciada por exatamente 72 esferas. O reticulado Eg

possui densidade de centro dtima para a dimensao 6.

Exemplo 4.2.6 (Reticulado 7-dimensional E7). O reticulado FE; é definido por

E; ={z € Eg : zv = 0}, para algum vetor minimal v € Ej.
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Uma matriz geradora do reticulado E; € dada por

1 000000
0100 00O
0010000
M=|[o0001000],
2220300
0333030
0035 3303
o raio de empacotamento € p = \/75 e a densidade de centro € dada por

1
6(Ey) = 15 = 0,0625.

O reticulado E; possui densidade de centro otima para a dimensao 7.

4.2.4 Reticulado 12-dimensional K5

O reticulado 12-dimensional K5 foi descrito por Coxeter e Todd em 1954. Uma matriz

geradora para este reticulado é dada por

2 0 0 000 0 0 0 0 0 0
0 2 0 000 0 0 0 0 0 0
0 0 2 000 0 0 0 0 0 0
1 -1 1100 0o £ ¥ 0o 0 0
-1 -Lo1o ¥ o ¥ 0o 0 0
v L -l 1 001 ¥ ¥ 0 0 0 0 |
1 0 0 000 —/3 0 0 0o 0 0
0 1 0 000 0 —v3 0 0 0 0
0 0 1 000 O 0 -3 0 0 0
b bo0f f 8 8 0
N e S I
Froto0y f F 0 0 F
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o raio de empacotamento ¢ p = 1 e a densidade de centro é dada por

1
0(K2) = 5= = 0,03704.

O reticulado K75 é 0 mais denso conhecido para dimensao 12.

4.2.5 Reticulado laminado A,

Seja Ag = {A}, onde A é um ponto do R". Para n > 1, sejam todos os reticulados
n-dimensionais com norma minima igual a 4, que tenham no minimo um sub-reticulado A,,_1,
e selecione aqueles com discriminante minimo. Um reticulado desta forma é dito reticulado

laminado A,,.

Exemplo 4.2.7 (Reticulado 16-dimensional Ayg). O reticulado 16-dimensional Ayg foi descrito

por Barnes e Wall em 1959. Uma matriz geradora para este reticulado € dada por

e e

—_ = = O

_ = O O

- o o O
—

Sl

[\

(@) (@] (@) (@) (@) S (@] (@] (@) S (@] (@] S (e (@] =~
= = e T
= = e e
e e e e

—_

o O O O O O O o o o o o o o NN
o O O O O O O o o o o o o N o N
o O O O O o o o o o o o N o O N
o O O O O o o o o o O N o o O N
o O O o o O o o o O N O o o O N
o O O O O O O O O N o o o o o N
o O O O O O O O N O o o o o o N
o O O O O O O N O O o o o o o N
S O O O O O N O O o o o o o o N
S O O O O N O O O o o o o o o N

o O o O = O O = = o = o
o O O = O O = = O = o =
o O =R O O

S = O O =

e e e
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o rato de empacotamento é p =1 e a densidade de centro é dada por
d(Ag) = L _ 0,0625
16) — 16 — Y .

O reticulado Nig € 0 mais denso conhecido para dimensdo 16.

Exemplo 4.2.8 (Reticulado 24-dimensional Agy). O reticulado 24-dimensional Aoy foi descrito

por Leech em 1965. Uma matriz geradora para este reticulado € dada por

5i-
0%

e T e T T NG T NG T N R S N S N S N S S N S St N T S S S S o
O O NNN N O NN N O O O O O N O O B o o o o

O O NN O O O O O N O N O O O NN o o o o o = <o
o L s A L A S L s S R s s N e = = N = e
O O N O NN OO DO O O N O O O N O o O = o o ©
_ O O O O N O O O O N O O O O O NSOk o o o o o
_ O O O N O O O O N O O O O O OO Nk o o o o o o
_ O O O O O N O N O O O O O O O N o o o o o o o
NN NN DO NN NN N OO DO e O O o oo oo o ©
_— O N O O O N OO OO O N N DO ke O O o oo o o o ©
NN O O O N O O O N O O N Bk O o o o o o o o c©
o O O N O O O N O O O N O O O O o o o o o o o©
=N NN O O OO NN RO O OO0 O o o o o o o ©
_— O N OO O O O O O O N O O O 0O o o o o o o o o o
— N O O O O O O O N O O O O o o o o o o o o o o
_ O O O O O O O N O O O O o o o o o o o o o o o
NN NN A O O O O O o o o o o o o o o o
_— O N O O O N O O O O O O O o o o o o o o o o o
_—NN O O O N O O O O O O O O o o o o o o o o o o
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4.2 Reticulados importantes e melhores densidades de centro 106

o rato de empacotamento é p =1 e a densidade de centro é dada por

5(A24) - 1

O reticulado Aoy € 0 mais denso conhecido para dimensdao 24.

Até a dimensao 8 podemos estabelecer relacoes entre os reticulados vistos nos exemplos
desta secao e os reticulados laminados. A tabela abaixo representa as maiores densidades de

centros conhecidas para as dimensoes 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 12, 16 e 24.

’ dim \ densidade de centro \ reticulado ‘

1 1/2 = 0.50000 A=A 2T
1/2v/3 ~ 0.28868 Ay = A,y

3 1/4/2 ~ 017678 | Ay = A3 = Dy

4 1/8 = 0.12500 A= Dy

5 1/8v/2 ~ 0.08839 A5 = Ds

6 1/8v/3 ~0.07217 Ag = Fg

7 1/16 = 0.06250 A; = E;

8 1/16 = 0.06250 Ag = By

12 1/27 ~ 0.03704 Ky

16 1/16 = 0.06250 Mg

24 1 Aoy

Tabela 4.1: Densidades de centro de reticulados conhecidos.

4.3 Reticulados algébricos

Na Secao 4.1, vimos o conceito de reticulados no R™ e apresentamos parametros que nos
ajudam a classificar os reticulados de acordo com a sua densidade de centro na Secao 4.2. Nesta
secao, identificamos um Z-médulo livre de posto finito contido num corpo de ntimeros K com
um reticulado no R”, que chamamos de reticulado algébrico. Com essa identificagao é possivel
apresentar algumas caracteristicas do reticulado algébrico através das propriedades do corpo K,
de modo que, fornecemos a matriz geradora, matriz Gram e exibimos férmulas explicitas para o
volume do reticulado. Os resultados desta secao serao tteis no Capitulo 5, onde apresentamos

exemplos de construgoes de reticulados algébricos utilizando o homomorfismo canénico.



4.3 Reticulados algébricos 107

4.3.1 Homomorfismo candnico

Seja K um corpo de ntumeros finito de grau n. Sabemos da Teoria de Galois que
existem exatamente n Q-monomorfismos distintos o; : K — C, com ¢ = 1,...,n. Se o;
¢ um monomorfismo imaginario, o seu conjugado o; também pertence ao conjunto dos n
monomorfismos distintos de K em C. Assim, existem um nimero par de monomorfismos
imaginarios. Denotando por r; o nimero de monomorfismos reais e por 2r, o nimero de
monomorfismos imaginarios, segue que n = r1+2ry, e podemos reordenar os monomorfismos o;’s
de modo que 01, ..., 0., sejamreais e o, 41, ..., 0y +2r, S€jam IMAGINATios, COM Oy, 4yytj = Or 4,

para 7 =1,...,79.

Definicao 4.3.1. O homomorfismo injetivo de anéis ox : K — R"™ dado por

ox(r) = (01(2), -+, 00, (2), R0 41(2)), 3(07141(2))s -, R(Ory 47 (2)), SO0y 472 ()

¢ chamado de homomorfismo canénico, ou homomorfismo de Minkowski, onde R e

S representam as partes real e imagindria de um niumero complexo, respectivamente.

Teorema 4.3.1. [31, pdg. 56] Se M C K € um Z-mddulo livre de posto n e {x1,...,x,} €
uma Z-base de M, entao ox(M) é um reticulado no R™, com base {ok(x1),...,0x(x,)} cujo

volume € dado por

Vol(ox(M)) = 2772|det(04(x))7j.1 -

Demonstragao: Para cada z; € M, com j =1,...,n, o vetor og(z;) é dado por

ox(z;) = (01(x5), - - s 0 (1), R(or 11(25)), S(0ry11(25)), - -+ R(Ory 10 (7)), SO0y 405 (25)))-

Considere a matriz quadrada M de ordem n, cuja j-ésima coluna é dada pelo vetor o (x;).
Utilizando a relagao oy, 4,4 = 0,45, com j = 1,... 7, e permutando as linhas da matriz M
de forma conveniente, obtemos

det(M) = (2i) "det(o;(z;))?

i,j=1"
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Pela Proposigao 1.3.3, segue que det(o;(x;)) # 0. Logo, det(M) # 0. Assim, os vetores

ok(z;) € R™ sdo linearmente independentes sobre R, ou seja,
ox(M) = Zog(x1) + - - - + Zok(xy)

¢ um reticulado no R", do qual M é uma matriz geradora, e
Vol(ow(M)) = 2 |det(c:(2;))? 1.,

0 que prova o resultado. [ |

Corolério 4.3.1. /31, pag. 57] Se Ok € o anel de inteiros de K, Z € um ideal nao nulo de Ok
e Dk o discriminante de K, entdo ox(Ox) e ox(Z) sao reticulados em R™ com volumes dados,

respectivamente, por
Vol(ox(Ok)) = 2*T2|DK|% e Vol(ox(Z)) = 2*T2|DK|%|N(I)|
onde N(I) é a norma de T.

Demonstragao: Pelo Teorema 4.3.1, segue que ox(Ok) e ox(Z) sao reticulados no R” e,

dada uma Z-base {z1,...,x,} de Ok, o seu volume é dado por

Vol(ox(Ox)) = 27D 2,

2

uma vez que o discriminante Dx = det(o;(x;))°. Pelo Teorema 1.1.2, segue que existe uma

Z-base {wi,...,w,} de Ok e inteiros nao nulos ay,...,a, tais que {ajwy,...,a,w,} é uma

Z-base de Z. Assim,
Vol(ox(Z)) = 27" |det(oi(ajw;))| = 27" |ay - - - an||det(oi (w;))].
Pela Proposicao 1.2.13, segue que N(Z) = |a; - - - a,|, e portanto,
Vol(ox(T)) = 27| Dx|* N (Z),

como queriamos. [ |



4.3 Reticulados algébricos 109

Observagao 4.3.1. Seja Z C Ox um Z-mddulo livre de posto n. Pelo Coroldrio 4.53.1, seque

que a densidade de centro do reticulado algébrico ox(Z) é dada por

B 27‘2p1’L
W p i)

onde p = smin{|ox(z)|; x € Z, z # 0}.

Proposicao 4.3.1. Se K € um corpo de nimeros de grau n e x € K, entdo
low (@) = cT'r(aT),

1, se K for totalmente real,
onde ¢ =

%, se K for totalmente imagindrio.

Demonstracao: Sejam oy, ..., 0, os monomorfismos de K tal que r; + 2r, = n, onde r; sao

os monomorfismos reais e 7, a metade dos monomorfismos imaginérios. Se x € K, entao

ox(x) = (o1(x),...,00 (2), Rop 11(2), ..., SO 10y ().

Como ok(z) € R", segue que

low(@)|* = (01(2))* + -+ + (00, () + (RO, 1(2)* + -+ + (S04, 40, ().

Note que

R @)+ G = (dow+ @) + (Rt - 2o

para r; +1 < 7 <1 + ry. Logo,
lowe(2)* = (01(2))* + -+ + (07, (1)) + 0711 (2T) + -+ + Oy 4, (2T).
Se r; = 0, isto é, K for totalmente imaginario, entao

0w(@)? = 01(aT) + -+ + 01, (1F) = 01, 41(2T) + -+ + Ory1r, (aT).
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e, uma vez que ¢ é a conjugagao complexa, segue que o,,4;(2%) = (7 0 0;)(27) = 0,(2T), para
j=1,...,7r9. Assim,

n

2|0K(x)|2 = 01(2T) + -+ + 05, (PT) + 07, 11 (2T) + -+ + Tpy i, (27T) Z oi(x
=1

e, como os 0;(2T) sao conjugados de 2T, segue que |og(z)|* = $Tr(xT). Agora, se ry = 0, isto

é, K for um corpo totalmente real, entao
low(2)]* = (01(2))* + - - + (07, (2))?

e como 0;(x) = (G o 0;)(x) = 0;(T) segue que

0;(2T) = 0;(2)0;(T) = 05(x)0;(x) = (0(x))>.

Logo,
ok (2))? = o1(2T) + -+ - + 7y, (27) Z oi(xT) = Tr(zx),
Trxo(x?), se K for totalmente real,

ou seja, o ()2 =

+Trgg(2T), se K for totalmente imaginario,
0 que prova o resultado. [ |

Note que se K|Q é galoisiana, entao K é, necessariamente, totalmente real ou totalmente

imaginario. Em particular, quando n é impar, segue que K ¢é totalmente real.

Proposicao 4.3.2. Seja K um corpo de nimeros totalmente real ou totalmente imagindrio. Se
Ok € o anel de inteiros de K, Dk o discriminante de K e Z um ideal nao nulo de Ok, entao a

densidade de centro do reticulado ox(Z) é dada por

1 t3

6(ox(Z)) = mm,

onde t = min{Trgg(27)| * € Z, v # 0} e N(Z) € a norma do ideal .

Demonstracao: Primeiro, vamos supor que K seja totalmente real, ou seja, ro = 0, e assim

1
p= §min{ Trgjo(27)| © € Z, x # 0}.
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Como t = min{Trgo(2T)| © € Z, = # 0}, segue que p = 1/2+/1, e portanto,

I C4) L 020 L W 1.
Dx|zN(Z) [Dx|zN(Z) 2°|Dx|> N(I)

d(ox(Z))

Agora, suponhamos que K seja um corpo totalmente imaginario. Desta forma,

1 1 1 /1
P=3 min{ §TTK|Q(mf)| rel, z#0}= 3 ét'

Além disso, r; = 0 e ro = n/2, e portanto,

6(0K(z)):22<5 §t> _2:5(3)"(5)® 1 s
Dx|*N(Z)  |Dx|2N(

0 que prova a proposicao. |

4.4 Consideracoes finais do capitulo

Neste capitulo, apresentamos o conceito principal do trabalho, os reticulados e principais
propriedades. Na primeira secao, demos nocgoes gerais e bésicas sobre reticulados no R”, tais
como, matriz geradora, matriz de Gram, determinante, volume, raio de empacotamento e
densidade de centro. Na segunda, apresentamos os reticulados classicos da literatura que
possuem densidade de centro 6timas para as dimensoes 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 12, 16 ¢ 24. E
na Secao 4.3, apresentamos resultados sobre reticulados algébricos via homomorfismo canonico
(ou Minkowski), fazendo uma ligacao entre reticulados e a teoria dos ntimeros, explicitando a
formula de densidade de centro de reticulados algébricos obtidos por ideais de anéis de inteiros

de corpos de ntimeros.



CAPITULO

Construcoes de reticulados

Neste capitulo, utilizamos os resultados vistos nos capitulos anteriores para construir
exemplos de reticulados algébricos via homomorfismo canonico, que sao versoes rotacionadas

dos reticulados vistos no Capitulo 4 e que possuem densidade de centro 6timas para as dimensoes

2,3,4,5,6,7,8,12 e 24.

5.1 Dimensao 2

Nesta secao, apresentamos exemplos de reticulados com dimensao 2. Primeiramente, na
Subsecao 5.1.1, apresentamos uma construcao via polinomios. Em seguida, na Subsegao 5.1.2,

apresentamos a construgao via homomorfismo canonico.

5.1.1 Construgao via polinémios

O objetivo desta subsecao é obter versoes rotacionados do reticulado Ay via polindmios de
grau 2 para os casos em que A > 0 e A < 0, ou seja, polinomio de duas raizes reais e com de

raizes complexas.
Caso em que A > 0.

Seja f(z) = 2*+ax+0b,onde a,b € Z e a # 0, e sejam «, 3 € R as raizes de f. Logo, como
A > 0, temos que A = a® —4b > 0, e portanto as raizes de f sdo reais e distintas. Das equacoes

de Newton-Girard temos que

112



5.1 Dimensao 2 113

a+p=—a
af =b.

Se v1 = (o, B) e va = (B, ), seja Ay C R? o reticulado gerado pela base {v1,v2}. A matriz
geradora de Ay serd dada por
a p
B «

Como vimos no Capitulo 4, se A C R™ é um reticulado a densidade de A é dada por

M =

' V2

P P
0(A) = =
(4) Vol(A)  |det(M)|’
onde p é o raio de empacotamento de A. Desta forma, para calcularmos a densidade de centro
precisamos encontrar expressoes para o calculo de p e o det(M).

—a+\/Z —a—\/Z

Agora, como o = —— e § =

—— temos que
2 2 d

detM| = |a® + 52| = |a|VA = |a|Va® — 4b,
e resta encontrar o valor de p. Mas, segue da Subsecao 4.1.3 que o maior raio de empacotamento

de um reticulado A é p = A, /2, onde (Ain)? é a norma minima de A.

Proposi¢ao 5.1.1. Se f(z) = 2% + ax + b € Z[z] com raizes a, 3 € R, Ay € o reticulado
de dimensao 2 gerado pela base {vi,va}, onde vi = (a, ) e va = (B,a), e v € Ay, tal que

V= z1U1 + 29Uy, com 21, 29 € Z, entao

[v]?> = a®(2? + 23) — 2b(z1 — 20)*.

Demonstragiao: Calculando o quadrado do médulo de v temos que |[v]|? = z2v,v; + 23090y +

2129(V103 + vov1). E como v1v; = vave = o + 32 = (a® + 2b) e v1vy = vov; = 203 = 2b, entdo

v = (a® —2b)(2} + 23) + (20)2(z1 22)

= a®(27 4+ 25) — 20(2% 4+ 25 — 2129) = a*(2] + 23) — 2b(21 — 22)?,

0 que prova o resultado. [ |
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Desta forma, temos uma expressao para calcular a norma de um vetor de Ay e resta
saber onde este vetor atinge norma minima para termos o valor do raio de empacotamento

do reticulado e assim calcularmos efetivamente a densidade de centro do reticulado Ay.

Teorema 5.1.1. Sejam f(z) = 2® + ax + b € Z[z] com raizes a, 3 € R, Ay o reticulado de

dimensdo 2 gerado pela base {vi,vo}, onde vi = (a, ) e vo = (B8,a). Se a®> = 6b, entio o

reticulado Ay = {z1v1 + 2209 | 21,20 € Z} possui densidade de centro ﬁg: que € otima em

dimensao 2.

Demonstragao: Seja f(r) = 2%+ ax + b com a,b € Z tal que a* = 6b e seja v = 21v; + 2909,

com 21,29 € Z, um vetor de Ay. Pela Proposigao 5.1.1 temos que |[v|* = a®(2? 4 23) — 2b(z; —
29)% = 6b(2? + 23) — 2b(2; — 22)?. Observe que esta forma quadrética assume valor minimo 4b

quando z; = 1 e zo = 0. Logo

Agora, como |detM| = |a|v/A = |a|v/a? — 4b, temos
|det M| = |a|VA = |a|va? — 4b = V6bv/2b = 2v/3b.

Assim, a densidade de centro de Ay serd dada por

V4b
S(Aj) = —2— = b _ 1 >~ (), 28868,
2v3b  23b 23

que é a mesma densidade de centro do reticulado A,. Portanto, A possui densidade de centro

otima para dimensao 2. [ |
Caso em que A < 0.

Sejam f(z) =2 +ar+beZ[z],onde a #0e v =a+if,v2 =a—if € C as raizes de f,
coma,3€Ref #0. Com A = a?—4b < 0, temos que as raizes sao complexas. Se v; = («, 3)
e vy = (o, =), seja Ay C R? o reticulado gerado pela base {vi,vs}. A matriz geradora de A;

serd dada por

vV—=A Vab — a?
Portanto, detM = a 5 = a4 5 a4 )
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Proposigao 5.1.2. Se f(x) = 2?+ax+b € Z[z] com raizes conjugadas a=%if3, o, 3 € R, B # 0,
Ay € o reticulado de dimensao 2 gerado pela base {vy,v2}, onde vi = (o, f) e vy = (a, —f3), e

v € Ay, tal que v = z1v1 + 2V2, com 21,29 € Z, entao

0 = € (22 + 23) + 22 (21 — )2

Demonstragao: Sejam a+if, o, € R, as raizes de f e v = 2101 + 2302, com v = (o, 3) e

vy = (o, =) e 21, 22 € Z. Temos que

v =21, B) + 22(a, =B) = (a(z1 + 22), B(z21 — 22)).

Logo,
2 2
— —-A
o = ot Bl - aP = () s (Y55) G
a? 4b — a?
= Z(Zl + 22)2 —+ 4 (21 — 22)2.
0 que prova o resultado. [ |

Teorema 5.1.2. Sejam f(z) = x® + ax + b € Z[x] com raizes conjugadas o + i3, o, € R,
B #0, As o reticulado de dimensdo 2 gerado pela base {vi,v2}, onde vy = (o, f) e vy = (v, — ).
Se a®> = b, entdao o reticulado Ap = {z1v1 + 2902 | 21, 20 € Z} possui densidade de centro ﬁg,

que € otima em dimensao 2.

Demonstragao: Seja f(x) = 2? + ax + b € Z[x] tal que a® = b e seja v = 21v; + 2907, com

21, 22 € Z um vetor de Ay. Pela Proposigao 5.1.2 temos que

a2 4b— CL2 b Sb
‘U|2 — Z(Zl + z2)2 —+ 1 (Z1 — 22)2 = 1(21 + 22>2 + Z(Z’l - 22)2-

Observe que esta forma quadratica assume valor minimo b quando z; = 1 e 25 = 0. Logo,

av/—A __ av4b—a?
2 - 2

Agora, como detM = , temos

av/4b — a?
2

vV-A

5 = VbV/3b = bV/3.

det M| =2
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Assim, a densidade de centro de Ay serd dada por

N C O L
OAs) T3 23 2V3

_ = (), 28868
| det(M)] ’ ’

que é a mesma densidade de centro do reticulado As. [ ]

Exemplo 5.1.1. Sejam f(z) =2*+x+ 1, a £i8 € C as raizes de [ e v = 2101 + 2203 € Ay,

onde v; = (o, B) e va = (a, —B). Temos que |v|* = 1(2F + 23) + 3(21 — 22)%, que possui o valor

1

minimo 1 quando tomamos zy =1 e z = 0. Logo p = 5, e mais,

\detM| = |2V —(a®—4b)) _ V3
2 2
Portanto,
P’ ;1
SAf) = ——— = 23 = —— = (), 28868.

" At (0] ~ % 2V3
5.1.2 Construgao via homomorfismo
Nesta subsecao, apresentamos uma construgao através do homomorfismo canénico.

Exemplo 5.1.2. Seja K = Q((3), entao [K : Q] = 2. Seja P um ideal primo de Ok, onde
P = (1—(3)Ok. Pelo Teorema 2.2.1, seque que Ox = Z[(3], e assim se x € P, entdo existem
a,b € Z tal que v = (1 —C3)(a+b(3). Agora, como (3 = (3", seque que T = (1 — 3 ) (a+bC3 ).
Logo,

0T = @41+ (b= 0+ (ab— )G+ G )+ (b= )G+ ) + (—ab) (G + G
Usando a linearidade do traco, a propriedade que Tryig(a;) = 2a; e o Lema 2.2.3, temos que
Trijo(zT) = 2a* + 20 + 2(b — a)® — 2(ab — a®) — 2(ab — b*) — 2(—ab) = 6a* + 6b> — 6ab.

Fazendo t = min{Trgo(27) | € P e x # 0}, seque que t = 6, coma = 0 eb = 1.
Agora, Pela Proposi¢ao 2.2.3, temos que D(1,(3) = —3, e pelas Proposicoes 1.2.15 e 1.2.16,
seque que N(P) = N((1 — (3)Ok) = N(1 — (3)N(Ok) = N(1 — (3). Logo, pelo Lema 2.2.3,
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N(P) = N(1 —(3) = 3. Portanto, pela Observagao 4.3.1, seque que

6

NE

_ ) ~ 0, 288675,
| Dk|

i1

[SIE PSS

que € a maior densidade conhecida para dimensao 2, que corresponde a densidade de centro do

reticulado A,.

5.2 Dimensao 3

Nesta secao, apresentamos exemplos de versoes rotacionados do reticulado A3 que possuem
densidade de centro 6timas. Primeiramente, na Subsecao 5.2.1, apresentamos uma construcao
via polinomios de grau 3 e raizes reais. Em seguida, na Subsecao 5.2.2, apresentamos a

construcao via homomorfismo candnico.

5.2.1 Construcao via polinémios
Sejam f(z) = 2 + az® + bx + ¢ € Z[z], onde a # 0 e «, 3,7 € R as raizes de f.
Proposicao 5.2.1. [10, pag. 48] Um polinomio f de grau 3 com coeficientes reais possui trés

raizes reais distintas se o discriminante de f for maior que zero, uma raiz real e duas complexas

se o discriminante de f for menor que zero. [ |

Desta forma, como queremos raizes reais, segue da Proposigao 5.2.1 que ¢(27c+4a>—18ab) <
b?(a* — ab). Se v1 = (o, B,7), va = (v, @, B) e v3 = (B,7, ), seja Ay C R? o reticulado gerado

pela base {v1,v2,v3}. A matriz geradora de Ay serd dada por

a B v
M=115 a8

B v «a

O resultado a seguir nos da o valor do determinante da matriz M.

Lema 5.2.1. O determinante de M ¢é dado por
detM = —a(a® — 3b).

Demonstracao: Temos que o detM = o+ 33 +~3 — 3a7. Das equacoes de Newton-Girard

segue que
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a+B+y=—a
af +ay+py=0
afy =c,

e assim, (o + B +7)? = a® + 5%+ 72 + 2(af + ay + Bv) = a? e portanto,
o + B+ = a* — 2b. (5.1)

Uma vez que « +  + v = —a, multiplicando o lado esquerdo da Equagao (5.1) por a+ 5+~ e

o lado direito por —a segue que
o+ 32+ +af? + fa? + By° + v’ + 9% = —a(a® — 2b).
Logo
o + 3+ +% + 308y = —a® + 3ab,
e portanto, detM = —a(a® — 3b). |

Proposigao 5.2.2. Se f(x) =z +az*+bx+c € Z[zx]| com raizes a, 3,y € R, Ay € o reticulado
de dimensao 3 gerado pela base {vy,vq,v3}, onde vy = (o, B,7), v2 = (7,0, B) e vs = (8,7, ),

ev € Ay, tal que v = z1v1 + 29V2 + 23V3, com z1, 22,23 € Z. Entao

0|2 = (a® — 20) (23 + 22 + 22) + 20(2122 + 2123 + 2223).

Demonstracao: Temos que

v = 21U1+22U2—|—23’l]3:21(05,5,’}/)4—22(’7,06,5)+23(ﬁ,’)/,a)

= (az1 +v22 + Bz3, Bz1 + azo + y2z3, 721 + B2 + az3).

Entao,

? = (az1+ 72+ B23)° + (Bz1 + azy +723)° + (y21 + Bza + az3)?
= (P +B2+)(F+24+ zg) +2(af + ay + By)(z122 + 2123 + 2223)

= (a* —2b)(2] + 25 + 23) + 2b(2120 + 2123 + 2023).

0 que prova o resultado. [ |
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Teorema 5.2.1. Sejam f(x) = ¥ +ax?+bx+c € Z[z] com raizes o, 8,7 € R, Ay € o reticulado
de dimensao 3 gerado pela base {vi,vq,v3}, onde vy = (o, 5,7), va = (7,0, B) e vz = (8,7, ).
Se (%)2 =b e ¢(2Tc+4a*—18ab) < 0, entdo o reticulado Ay = {2101+ 29v2+ 2303 | 21, 22, 23 € Z}

possui densidade de centro %5, que € otima em dimensao 3.

Demonstracao: Pela Proposicao 5.2.2 temos que

]0]2 = (a2 — Qb)(zf + zg + zg) + 2b(z129 + 2123 + 2223)

= 2b(2] + 25 + 25 + 2120 + 2123 + 2223).

Observe que esta forma quadratica assume valor minimo 2b quando z; = 1 e 25 = 23 = 0. Logo

P="0 =2
vV—=A V4b — a?
Agora, como detM = a4 5 = a4 5 a , temos
|detM| = | — a(a® — 3b)| = |ab).

Assim, a densidade de centro de Ay serd dada por

P’ ()
0(Ay) = = = =0,17678
= e = e "1z T O

que é a mesma densidade de centro do reticulado As. [ ]

5.2.2 Construcao via homomorfismo

Nesta subsecao, apresentamos uma construcao através do homomorfismo canonico,
utilizando os resultados vistos no Capitulo 3.

Seja K um corpo de nimeros de grau p. Os Teoremas 3.2.4 e 3.2.5 fornecem o minimo M*
do Trgg(2?), com 0 # x € M,,. Para determinar em quais elementos esse minimo ¢ atingido,
utilizamos o Lema 3.2.2 e o Corolério 3.2.2. Mais especificamente, quando M* = 2n, o minimo

¢é atingido nos elementos

x = agt +a10(t) + -+ a,_10"(t) € Ok,
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tais que (ag,ay,...,a,-1) = (1,—1,0,...,0), ou alguma de suas permutacoes. Se p divide
m e M* = m?/p, segue que o minimo é atingido em = = agt + a10(t) + -+ + a,_160°7(t),
com (ag,ay,...,ap,—1) = (m/p,m/p,...,m/p). E se p ndo divide m, o minimo ¢ atingido em

T = apt + a10(t) + - - - a,_1677(t), com

(G/Oaah'"?apfl) = (g]+177QJ+£7Q_777QJ)7

-~
r; coordenadas

ou uma de suas permutagoes, onde g; e r; sao o quociente de resto da divisao de jm por p, com

7 =1,...,p, respectivamente.

Exemplo 5.2.1. Sejam p = 3, n = 1123 e m = 67. Assim, como p nao divide m, seque do

Teorema 3.2.5 que
M* = min{2n, M(m), M(2m), M(3m)} = {2246, 2245, 6734, 13467} = 2245.

Desta forma, temos que g =22 ery =1, isto €, 67 =3-22+ 1. Logo, o minimo € atingido no
elemento

r = agt + a10(t) + ax60?(t) € Ok,

tal que (ag,a1,a2) = (23,22,22), ou em uma de suas permutacoes, onde t = Troe, x(Cn) €
(0) = Gal(K|Q). Logo, seque da Observagao 4.3.1 que o reticulado ox(Mer) de dimensao 3
tem densidade de centro igual a

) WAT2)P  (VEITG)2)

§(ox(Mgr)) = . — - ~ 0, 17672.
(o1c(Mer)) Dk |3 N (Mer) nm 1123 - 67

Note que a maior densidade de centro de um reticulado de dimensao 3 € obtida pelo reticulado

Az, dada por §(As) = ﬁi ~0,17678.

5.3 Dimensao 4
Nesta secao, apresentamos uma versao rotacionada do reticulado Djy.
Exemplo 5.3.1. Se K = Q((g), entio [K : Q] = 4. Seja P um ideal primo de Ok, onde

P = (1—(3)Ok. Pelo Teorema 2.3.2, seque que Ox = Z[(g|, e assim se x € P, entdo existem
a; €7Z,1=0,1,2,3, tal que v = (1 — (3)(ag + a1(s + a2 + a3(3). Agora, se T € o conjugado
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de x, entdo T = (1 — (") (ap + a1y " + asls® + asz¢s®). Assim,

1T = (2a9 — 2apa; — 2a} — 2a1as + 2a5 + 2agaz — 2aza3 + 2a3) +
+ (—ag+2apa1 — ai + 20102 — a3 — 20205 — a3)Gs +

(a3 — 2apa; + a3 — 2ayay + a3 + 2apas — 2azas + a3)Ca

Pela Proposi¢io 2.3.2, uma vez que mdc(1,8) = mde(3,8) = 1 < 4, seque que Tryp((s) =
Triio(3) = 0, logo

Trio(xT) = 4(2a9 — 2apa; — 2a; — 2a1az + 2a3 + 2apaz — 2aza3 + 2a3).

Fazendo t = min{Trgg(2T)|x € P e x # 0}, seque que t =8, com ag =a; =1 e ay = ag = 0.
Agora, Pela Proposicao 2.3.4, temos que D(1, (s, (2, (3) = 28, e pelas Proposigoes 1.2.15, 1.2.16
el.3.3, seque que N(P) = N(1 — (3) = 2. Portanto, pela Observagdo 4.5.1, seque que

1 ts 1 8 1

§(ox(P)) = . = S = — ~(,125,
(ox(P)) on|Dg|> N(P) 24282 2 28

que € a maior densidade conhecida para dimensao 4, que corresponde a densidade de centro do

reticulado Ay.

5.4 Dimensao 5
Nesta se¢ao, apresentamos uma versao rotacionada do reticulado Ds.

Exemplo 5.4.1. Sejam p =5, n = 92111 e m = 607. Como p nao divide m, seque do Teorema
3.2.5 que

M* = min{2n, M(m), M (2m), M (3m), M (4m), M (5m)}

= {184222,736897, 184223, 1289570, 295245, 1842245} = 184222.
O minimo € atingido no elemento
xr = aot + ale(t) + a202(t) + a393(t) + a464(t) € OK,

tal que (ag,a1,as,a3,a4) = (1,—1,0,0,0), ou em wma de suas permutacoes, onde t =
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Tronix(Cn) € (0) = Gal(K|Q).
Logo, seque da Observagao 4.3.1 que o reticulado ox(Meor) de dimensdo 5 tem densidade
de centro igual a
o (VT /2)°

d(ox(Meor)) = ’DK|%N<M607> = 2 =~ (), 08839.

Note que a maior densidade de centro de um reticulado de dimensao 5 é obtida pelo
reticulado Ds, dada por §(Ds) = 8\% ~ (,08839.
5.5 Dimensao 6

Nesta secao, apresentamos uma versao rotacionada do reticulado Fg.
Exemplo 5.5.1. Se K = Q((), entao [K: Q] =6 e seu anel de inteiros é Ox = Z[(o]. Seja P

um ideal primo de O, onde P = (1 —(9)*Ok. Se x € P, entdo existem a; € Z, i =0,1,...,5,

tal que v = (1 —2(o + ¢2)(ag + a1l + aal? + a3(3 + asld + as(3). Agora, se T é o conjugado de

x, entao
T=(1=26" + ") a0+ arGy ' + a2l " + asle® + aaly "+ asly ).
Assim,
T = (6ag — 9apay + 6a3 + - -+ + 6a2) + (—5aj + 1laga; — 5a3 + - -+ — 5a2)(o +
+ (5aj — 1lagay + 5a + -+ + 5a2)(5 + (—ag + dagay — ai + - -+ — a3)Cy +

4+ (4a3 — Tagay + 4a? + - -+ 4a?)(].

Pela Proposicao 2.5.2, uma vez que mdc(1,9) = mdc(2,9) = mdc(4,9) = mde(5,9) = 1 < 3,
seque que

T?”K‘Q<JZE) = 6(6&8 — 9apa; + 6@% + ..o+ 6&?)

Fazendo t = min{Trgo(2T)|z € P e x # 0}, seque que t =18, com ag =1, ay = a5 = —1 ¢

a; = ay = a3 = 0. Agora, como Dxg = —3° e N(P) = 3%, pela Observacao 4.3.1, seque que

3¢ 1
§(ox(P)) = —— = — ~0,07217,
P) = T 53

que € a maior densidade conhecida para dimensao 6, que corresponde a densidade de centro do
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reticulado Ag.

5.6 Dimensao 7

Nesta secao, apresentamos uma versao rotacionada do reticulado Fx.

Exemplo 5.6.1. Sejam p = 7, n = 600601 e m = 1096. Como p nao divide m, seque do

Teorema 3.2.5 que

M* = min{2n, M(m), M (2m), M (3m), M (4m), M (5m), M (6m), M (7m)}

{1201202, 1201210, 3603638, 7207284, 1201204, 2402422, 4804858, 8408512}

= 1201202.
O minimo € atingido no elemento
T = apt + a10(t) + ax0*(t) + - - + agt’(t) € Ok,

tal que (ag,aq,...,aq) = (1,—1,0,0,0,0,0), ou em wuma de suas permutagoes, onde t =
Troe.)k(G) € () = Gal(K|Q).
Logo, seque da Observacao 4.3.1 que o reticulado ox(Maggs) de dimensdo 7 tem densidade

de centro igual a

7 ,/M* 2 7
8(ow(Muoss)) = ——1— ! 3/) =~ 0,0625.
Dk |2 N (Meor) n°m

Note que a maior densidade de centro de um reticulado de dimensao 7 € obtida pelo

reticulado Es, dada por 0(E7) = 1z = 0,0625.

5.7 Dimensao 8

Nesta secao, apresentamos exemplos de versoes rotacionados do reticulado FEg
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5.7.1 Construcao 1
Exemplo 5.7.1. Sejam K = Q(() € P = (=1 — (oo + (5 + 3y + (o) Ox um ideal primo de
Ok = Z[Cx]. Entao, [K: Q] =8, Dg = +285% ¢ N(P) =80. Se x € P, entdo

7

= (=1—Co+ o+ o+ Cgo)(z a1Gh),

i=0
onde a; € Z, para 1 =0,1,...,7. Assim,

7
T z) = 40 2 — — - — —
rriQ(2T) = (Y a; 4+ apay + aras — apas + asaz — agay — a1G4 + azaq — a1a5 — Gods
i=1
+ a4as + apag — azas — aszag + asag + apar + ajay — azay — asar + agaz).

Entio t = min{Trgg(zT)| € P,  # 0} =40 com ag = a1 = ay = —1, ap = ag = 1

asz + as + a; = 0. Portanto, a densidade de centro do reticulado ox(P) é dada por

1 t3 1
= — =0, 0625,

oow(P)) = 2Dyt N(P) 16

que € a maior densidade conhecida para dimensao 8, que corresponde a densidade de centro do

reticulado FEg.

5.7.2 Construgao 2

Nesta subsecao, faremos a construcao feita por André Luiz Flores, J. Carmelo Interlano,
Trajano Pires da Noébrega Neto e André Luis Contiero em [17]. A seguir fornecemos alguns
conceitos e resultados necessarios para tal construcao.

Sejam Q C K C L onde K|Q é uma extensao galoisiana e G = Gal(L|Q) é um grupo
abeliano. Sejam Q um ideal primo de Ok e S = {B,..., B} o conjunto de ideais primos
de O, acima de Q, e assuma que ¢Z = Q NZ. O grupo de decomposi¢ao de Q em K|Q é
Dx = {0 € Gal(K|Q)| §(Q) = Q}. E por fim, seja E = {o € G| o(S) = S}.

Proposicao 5.7.1. Temos que
1. E € um subgrupo de G.

2. E € composto pelo automorfismos de Dx estendidos a L.
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3. SeceGea(S)NS =10, entao o € E.

Demonstracao:

1. Segue diretamente que E é um subgrupo de G.

2. Sejam 1 € E e B um ideal primo de Op, acima de Q. Segue que ¥(B) é um ideal primo
de O acima de Q, de onde /(B) C Bj, para algum j = 1,...,s. Assim, ¢(Q) C Q,
logo ¢(Q) = Q. Consequentemente, ¥|g € Dg. Por outro lado, sejam ¢ € G tal que
Y|k(Q) = Q e B um ideal primo de Oy, acima de Q. Observe que 1(B) é um ideal primo
de Op e ¥(Q) C ¥(B), e assim 1 (B) é um ideal primo de Oy, acima de Q, isto é, ¢ € E.

3. Seja 0 € G tal que o(B) = B para algum B, B’ € S. Neste caso, ¢(Q) é um ideal de Ok
abaixo de B’. Contudo, ja que B’ € S, o tinico ideal primo de O, contido em B’ é um Q,

tal que 0(Q) = Q. Portanto, o|x € Dk, e pelo item 2, segue que o € E.

[

Agora, suponha que L é totalmente real e seja v : C — C a conjugacao complexa. Se

vl ¢ DL = {0 € Gal(L|Q)| o(B) = B, VB € S}, entao exite um ideal Z de O, tal que
Q0 =171.

Corolario 5.7.1. Suponha que [L : K] seja impar. Entao v|, € Dy, se, e somente se, y|x € Dx.

Demonstracao: Segue direto que 7|, € Dy, implica que v|x € Dk. Agora, v|x € Dk implica

que v|g € E, ou seja, v|L(S) = S. Suponha por absurdo que 7|, ¢ Dy, isto é, y(B;) # B;, para
todo i € {1,...,s}. O que faz com que s seja par, mas como s divide [L : K], chegamos em
uma contradigdo. Portanto, v|p € Dy. [

Seja m e n dois inteiros relativamente primos. A ordem de n moédulo m sera denotada por

ordm,n. A partir de agora, considere L = Q((,,) ¢ K = Q((p)-

Teorema 5.7.1. [33, Teorema 2.13, pag. 14] O numero de ideais primos distintos acima de

—1
Q em O, éz’gualap ) [ |
ordyq

Corolario 5.7.2. 7|, € Dy, se, e somente se, ord,q =0 (mod 2).

Demonstracao: Pelo Corolario 5.7.1, v|, € Dy se, e somente se, v|x € Dg. O numero de

-1
ideais primos em Ok acima de ¢ é igual a p—, entdo |Dk| = ord,q. Contudo, o grupo de
oradp
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Galois de K|Q possui exatamente um elemento de ordem 2, v|x. Por outro lado, suponha que
ordy,q = 0 (mod 2). Ja que Dk é um grupo ciclico de ordem par, segue que existe exatamente

um subgrupo de ordem 2. [ |

Corolario 5.7.3. Se p e q satisfazem a condi¢io ord,q = ord,p = 1 (mod 2), entdo eles se

decompoem em ideais primos em O como

pOL = (P PP PP e pOy = (Q1 - Q.01+ Q)1

qg—1 p—1
es= .
2ord,p 2ordyq

onder =

Demonstracao: Segue diretamente do Teorema 5.7.1 e do Corolario 5.7.2 [

Lema 5.7.1. Sejam p e q satisfazendo a condi¢do ord,q = ord,p =1 (mod 2), e pOr, qOL como
no Coroldrio 5.7.3. Seja T = Py--- Py 12Q1 - Q2. Entio, para todo v € I, Tryg(aT) =
0 (mod 2pq).

Demonstragao: Primeiramente, mostremos que Trpg(2Z) é par. De fato, para z € Z[Cpq)

segue que 27 € Q((pq + C)') = L. Jd que 27 € L, segue que Try+(27) = 227. Entao,
TTMQ((L’E) = T?"]LﬂQ(TTM]LJr (ZL‘T)) = QTT]LﬂQ(ZL‘f).

Por fim mostremos que 7' g(27) é miltiplo de pg. De fato, ja que x € Z, entdo 27 € 7 = J,
que por sua vez é igual ao produto de todos os ideais de Z[(,,] acima de pq. Para 2T € J, segue
que 7(2T) € 7(J) = J, onde T é qualquer automorfismo de L. Assim, todos os conjugados de
2T estao em J. Como consequéncia, a sua soma, que é Trg(27), pertence a J NZ = pgZ. B

No exemplo seguinte, usando os resultados vistos nesta subsecao, construimos reticulados

de densidade de centro étimas para dimensao 8.

Exemplo 5.7.2. Sejam p e q dois primos impares distintos com
ord,q = ordyp = 1 (mod 2).

Seja Ky C Q(¢) e Ky € Q(¢,) tais que hy, = [Q((,) : Ky] e hy = [Q((,) : Ka] sdo impares.
Defina ny = [Ky : Q] e ng = [Ky : Q]. Assim, o corpo M = K Ky tem grau niny. E como Ky e
Ky sdo disjuntos, temos que

na(n1—1) ni(ne—1)

|DM‘ =D q .
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Em M, sejar, er, o nimero de primos acima de p e q, respectivamente. Uma vez que hy, e h,

sao impares, p e q se decompoem em Oy com seque:
POu = (Pr---PrjaPr-Pry2)™ € qOu = Q1+ Qp 2Q1 -~ Qppp2)™.
Seja J =Pr-+Pr,2Q1 "+ Qr,y2, logo sua norma € dada por
N(T) = (p")»/(q"e)re/? = pra/2gm /2,

e para x € J, Tryg(zT) = FlthTM@(xf). Por hipotese, ambos h, e h, sao impares e
menores que p e q, respectivamente. Pelo Lema 5.7.1, Tryg(2T) = 0 (mod 2pq). Desses
fatos, temos que Tryyg(xT) > 2pq, sempre que x # 0. Usando isto e a Proposicao 4.5.1, o raio

de empacotamento do reticulado on(J) pode ser limitado inferiormente como

> — pq'

P="3

Finalmente, observe que Ki ¢ Q(¢, + C;l), uma vez que h, € impar. Jd que Ki|Q € de Galois,
Ky € um corpo totalmente complero. A extensao M|Q também ¢é de Galois, e entdo M é um
corpo totalmente complexo e assimry =0 e ro = niny/2. Com tudo isso, seque que a densidade

de centro do reticulado

ning

o(T) > (2pq) 2 1

ng(n1—1) mni(ng—1) ng ng - 2n1n2/2'

pT2q T pEgE2mm

Quando nins € igual a 8, a densidade de centro § = 1/16, que é a mesma do Eg. Observamos

que qualquer reticulado de dimensdo 8 com densidade de centro § = 1/16 deve ser igual ao Es.

5.8 Dimensao 12

Nesta se¢ao, apresentamos uma versao rotacionada do reticulado Kis.

Exemplo 5.8.1. Seja K = Q(C1) e P = (3 — ¢y + €5,)Ox um ideal primo de Ox = Z[(s1).
Entao, [K: Q] =12, Dx = 357" ¢ N(P) = 7. Se x € P, entao

11
T = (C221 - C§1 + le)(z a1C§1)a
i=0
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onde a; € Z, para 1= 0,1,...,11. Assim,

Trgjo(2T) = 28@3 + 28a7 + 28agaig — 14aiayy + 28@%0 + 28agay; + 28a,a1; + 28a3,
— ldagas — 14a1las + 28(1% — ldapgas — 14ajas — 28a9a3 + 28@% — 14agay
— ldaia4 — 28a11a4 — 14asaq + 28&?L + 28agas — 14ajas + 28a9as — 14asas
— ldaszas + 28a§ + 28ajag — 14ai9ag + 28a11a¢ — 14asag — 14asag — 14aqag
+ 28a§ — 28agar; — 14ai9a7 — ldaqa7 + 28asar; — 1dasa; — 14asa; — 14asay
+ 28&% — 28ayag — l4aqgas — 14aqi1as + 28aszag — 14asas — 14asag — 14agag

+ 28@% — ldagag — 14ai1a9 — 28asag + 28asa9 — ldasag — ldagag — 14darag + 28a3.

Entao t = min{Trgg(2Z)] v € P, x # 0} =28 coma; =0, parai =1,...,11 ei # 7, ¢

a7 = —1. Portanto, a densidade de centro do reticulado ox(P) € dada por

1 t 1
= — ~0,03704,

que € a maior densidade conhecida para dimensao 12, que corresponde a densidade de centro

do reticulado Kq.

5.9 Dimensao 24
Nesta secao, apresentamos uma versao rotacionada do reticulado Agy.

Proposicao 5.9.1. [1] Se p e q sao nimeros primos distintos, m = @(pq) e x € Z[(p,| € tal

que T = ap + a1Cpg + -+ + an_lé";’;*l, entao

Trogo@®) =(p-1(@—Dag+2(1-p) > ai+21—q) Y i +2 > o,

pli qli plt,qlf

m—(i+1)
onde a; = Y. ajai+q, parai=0,1,...,m—1. [ |
Jj=0

Exemplo 5.9.1. Sejam K = Q((39), Ox = Z[(39] seu anel de inteiros e f(x) o polinémio

minimal de (39 sobre Q. Estudemos a fatoracdo dos ideais 3Ok e 130k como produto de ideais

primos em Og. Assim, como

f(:c):x24—:c23—|—x21—m20+x18—x17+:c15—x14+:c12—x10+x9—x7+x6—x4+:€3—x+1,
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Seque que

flx)=(2®+ 20 +2) + (2° + 2° + 2+ 2)*(2° + 22° + 20 + 2)*(z® + 2% + 2) (mod (Z/37)[z]).

Assimg:4, 61262263264:2, f1:f2:f3:f4:3, ul(x):x3+2x+2,

po(z) = 2% + 2% + v + 2, p3(x) = 2® + 222 + 20 + 2, uy(x) = 23 + 2* + 2. Logo, pelo Teorema
1.4.2,

P = 30k + (Co® + 2(39 +2)Oxk

Py = 30k + (Co” + C30° + G390 + 2)Ox

Ps = 30k + (Co® + 2¢30” + 230 + 2)Ok
(

Py = 30k + (Go® + 2(30” + 2)Ok.

Portanto 30k = (PyPyP3Py)?, com N(P;) = 33, para i = 1,2,3,4. Como ord;33 = 3 =
1 (mod 2), seque do Coroldrio 5.7.2 que & = o33 ¢ Dk (3) = {01,014, 016, 022, 029, 035 }. Neste
caso, temos que Py = P ePy="P,.

Para o ideal 130k temos que

f(z) = (z +4)*(x + 10)"* (mod Z/13Z[z]).

Assim g =2, py(x) =x +4, uo(x) =+ 10, e; = e =12, f; = fo = 1. Logo,

Q1 = 130k + (G0 +4)0k
Qy = 130k + ({39 + 10)Ok.

Portanto 130x = (Q192)'%, com N(Q;) = 13, para i = 1,2. Como ord313 =13 =1 (mod 2),
seque que @ =¢ Dg(13) = {01, 04,07, 010, 016, 019, 022, 025, 028, 031, O34, 037}. Neste caso, temos
que Qy = Q.

Considerando o ideal P = P1P2Q1, vamos calcular a densidade de centro de ox(P). Como
Dx = 3'213%2 ¢ N(P) = N(P1)N(P2)N(Q;) = 313, seque que

212p24
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Entao, precisamos determinar agora

1 . { TTNQ(QZT)
L = —min T

5 |m€77,:t7é0}.

Veremos que se x € P, entao Tri|o(2T) > 4-39. Visto que mdc(p, q) = 1, para x € P, podemos
escrever x = ag + a1(3 com ag, a1 € Z[Ci3). Também, do Teorema 5.7.1, temos que se x € P,

entao Trgg(2Z) = 0 (mod 2 - 39). Assim,

TrriQ(s) = aotio 4+ ayay + (ap — a1)(ag — a),

e assim, aplicando o Trq¢ )@, temos que

Trr@®) = Troes)e(TTrro@s (2T)

= Troes)e®ao + Troes)e(aar) + Troes)el(a — a1)(ag — ar)].

Assim, na soma, para que o valor 2 -39 seja atingido as unicas possibilidades sdo, a menos de
ordem, Trqc,,) 00000 = 12, Trocy)e(aiar) = 30 e Troey)ol(ao —ar)(ag — ar1)] = 36, a menos
de ordem. as possibilidades para ag € ay sao

ap = £¢1%, i0=0,...,12;

ar = (G + G+ G3),

onde iy, iy, 13, sdo distintos dois a dois. Sejam ag = —(3 e a1 = (i + 3+ (. Seig # iy, com

k=1,2,3, entao Trgcy)ol(ao — ai)(ao — a1)] = 36. Se x € P, entao
Trrjg(s) (2T) = 3(aoto + arar) — (a0 + ar)(ao + ar) € 3Z[Gs),

e portanto, se y = (ag + a1)(ap +ay), y = 0 (mod 3). Seja ¢ : Z[(13] — Z o homomorfismo
11 11

de anéis definido por ¢<Z bigg) = > b;. Jd que y € 3Z[(13], seque que ¢p(y) = 0 (mod 3).
i=0 i=0

Reescrevendo y substituindo ay e ay pelos valores fixados acima temos que
y=(=Ci§+ 5+ G5 + ) (—Cs® + G + G + G3°) = 4 — a+ B =0 (mod 3Z[¢1s]),

3 . o 3.

. 10—1; ij—1io o 1 —1j , . . .

ondea =Y (G5 "+C3% ) e => (5 . Fazendon, o numero de expoentes tais que ig—i; =
J=1 5l

—1 oui;—igp = —1 e ng o numero de expoentes tais que i, —1; = —1, seque que as possibilidades
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para ne sao 0 ou 1, uma vez que iy,1s,13 sao disjuntos dois a dois. Agora, as possibilidades
para ng sdo 1, 0 ou 2. Note que ¢(Ci5') = d(—=1— (13— -+ — (1) = =12 =0 (mod 3). Assim,
d(a) =6—nq e ¢(B) =6—ng. Logo, ¢(y) =4 —¢(a)+ ¢(8) =1+ n,—ng =0 (mod 3Z[(3))

e as unicas solugcoes possiveis sao

ng=0eng=1
ou

ne=1eng=2.

Suponha n, =0 eng =1. Dado 0 < ¢ < 11, por hipdtese, o coeficiente de ({5 € multiplo de 3.

Logo
3 . .
B=C(o+ ZC;?Z], com i —i; # —1.
Lj

Se existem | e j tais que i — 1; = ¢, entdo o coeficiente (f5 na equagdo acima € nulo, pois
(3 = —1—Ci3—---— (3. Desta forma, (§; aparece também com coeficiente nulo na expansdo
de o na base integral {1,...,(i3}. Se existem | e j tais que iy — i; = ¢, novamente ({5 aparece
com coeficiente nulo na decomposicao de y. Assim, a unica possibilidade € ¢ = 0 e y = 3.
Portanto, como

TTK\Q(CB)('CE%) = 3(CLOG_O + ala_l) - (Go + al)(ao + al),

temos que Tryjo(2T) = Tro(cy)o(3(acto + a1ar) — (ag + ai)(ao + a1)) = 3Trgc.,)0(@000) +
3Trges)e(aiar) = Troes)e((ao+ar)(ag + ar)) = 3-1243-30—36 = 90, e isto nao pode ocorrer
pois 90 nao € multiplo de 2-39. Quandon, =1 eng = 2 a verificacao € feita de maneira andloga.
Portanto, Trgg(2T) > 4-39 = 156. O elemento x =1 — (35 — (393 + (35 € P e observando que
z = (1,0,0,-1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,-1,0,0,1,0,0,0,0,0,0,0,0), pela Proposi¢cao 5.9.1, temos
que Trgig(2T) = 156. Portanto p = \/M e a densidade de centro é dada por

212, /39/2°"
Sou(P) = 2V~

que € a maior densidade conhecida para dimensao 20, que corresponde a densidade de centro

do reticulado Aoy.
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5.10 Consideracoes finais do capitulo

Por fim, concluimos a dissertacao apresentando neste capitulo com exemplos de reticulados
com densidade de centro étimas usando toda teoria desenvolvida ao logo deste trabalho.
Construimos exemplos de reticulados algébricos com densidade de centro étimas para as
dimensoes 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 10, 12 e 24, através do homomorfismo candnico e via polinémios

para as dimensoes 2 e 3.



Conclusoes

Este trabalho foi dedicado ao estudo de métodos para a construgao de reticulados algébricos
que possuem densidade de centro 6timas para determinadas dimensoes. Para isto, inicialmente,
abordamos os conceitos e resultados béasicos necessarios para o desenvolvimento do trabalho,
modulos, anel de inteiros, traco, norma, anel de Dedekind, norma de ideais, discriminante e
decomposicao de ideais.

Em seguida, no Capitulo 2, desenvolvemos um estudo sobre o corpo ciclotomico Q(¢,), para
0s casos em que n = p, n = p" e n qualquer, onde p é um nimero primo e r um inteiro maior
que 1, onde o objetivo foi determinar o anel de inteiros, uma base para o anel de inteiros e o
discriminante desses corpos.

No capitulo seguinte, o foco foi os corpos de nimeros abelianos de grau p, com p um
nimero primo impar, dividindo o capitulo em trés casos, de acordo com o condutor. Exibimos
o elemento primitivo, uma base para o anel de inteiros, o valor do TTK|@(562), com 0 # z € Ok,
e caracterizamos os ideais primos acima do ideal p;Ok. Esse capitulo do trabalho foi um
dos principais, pois através da teoria desenvolvida nele, foi possivel construir reticulados com
densidade de centro 6timas para dimensoes 3, 5 e 7.

O conceito principal do trabalho foi apresentado no Capitulo 4, os reticulados algébricos.
Além de apresentar as principais propriedades de reticulados no R™ e os reticulados A,, D,,
Ey, K15 e A, apresentamos resultados sobre reticulados algébricos via homomorfismo canonico,
fazendo uma ligacao entre reticulados e a teoria dos numeros, explicitando a formula de
densidade de centro de reticulados algébricos obtidos por ideais de anéis de inteiros de corpos
de ntimeros.

Finalmente, no ultimo capitulo, chegamos de fato nas construgoes de reticulados algébricos,

onde construimos exemplos de reticulados algébricos com densidade de centro 6timas, onde

133
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foi utilizados dois métodos, o primeiro através do homomorfismo canonico e o segundo via
polinomios.

Tais construcgoes, tem implicacoes em outras areas do conhecimento, especialmente na Teoria
da Informacao, quando se constréi codificadores de fonte baseados em reticulados algébricos,
uma vez que existe relacao entre a densidade de um empacotamento de esferas e a eficiencia de

um codigo corretor de erros.
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