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Resumo

Neste trabalho classificamos os problemas de bifurcagdo Z; & Zs-equivariantes
até codimensao 3, usando a Formulacao por Caminhos. Comparamos a classificacao
obtida com a apresentada em [5] segundo as técnicas de Golubitsky e Schaeffer.
Como aplicagao da teoria Zy & Zy-equivariante, estudamos o mode jumping da en-

vergadura de uma placa retangular.

Palavras-chave: Formulacao por Caminhos, Problemas de Bifurcacao Z, & Z-

equivariantes, Mode Jumping.




Abstract

In this work we classify Z, & Zy-equivariant bifurcation problems up to codi-
mension 3, using the Path Formulation. We compare the classification obtained to
the presented in [5] following Golubitsky and Schaeffer techniques. As an applica-
tion of the Z, @ Z,-equivariant theory, we study the mode jumping in the buckling

of a retangular plate.

Keywords: Path Formulation, Z; @& Zj-equivariant bifurcation problems, Mode

Jumping.
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Introducao

Os estudos desenvolvidos neste trabalho baseiam-se nas referéncias [1], [5] e [6].
O principal resultado que apresentamos € a classificagdo dos problemas de bifurcacao
Zy © Zs-equivariantes, usando a Formulagao por Caminhos. Esta formulagao foi
sugerida por Golubitsky e Schaeffer em [1], onde eles relacionaram problemas de
bifurcagdo em uma varidvel padrdo e sem simetria com um caminho através do
desdobramento miniversal de uma cuspdide, no sentido da Teoria das Catastrofes.
Além da Teoria de Formulacao por Caminhos, as técnicas que utilizamos na andlise
dos problemas de bifurcagao Z @ Z,-equivariantes, baseiam-se fundamentalmente na
Teoria de Singularidades aplicada a Teoria de Bifurcagao. Problemas desse tipo tém
sido motivo de estudo em varias areas, como € o caso da Fisica, Quimica, Economia,
entre outros. Particularmente, no Capitulo 4 apresentamos uma aplicagao em Fisica
cujo modelo matematico se reduz a um problema Z; & Zs-equivariante. As idéias
acima estao distribuidas em quatro capitulos como seguem.

No Capitulo 1, apresentamos alguns conceitos preliminares da Teoria de Singu-
laridades e Teoria de Bifurcagao como é o caso de germes, codimensao, problemas
de bifurcagao, entre outros.

O Capitulo 2 é dedicado aos problemas de bifurcacao Z, & Zs-equivariantes e
seus desdobramentos miniversais. Definimos a Z, @ Z,;-equivaléncia, espacgo tangente
e resolvemos o problema do reconhecimento. Além disso, baseados em [5], apresen-
tamos no Teorema 2.8.3 a classificagao de tais problemas usando técnicas cldssicas
da Teoria de Singularidades. Encerramos o capitulo com um breve estudo sobre

estabilidade e apresentamos os diagramas de bifurcacao da forma normal h; e do
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seu desdobramento miniversal H;.

O Capitulo 3 é o central deste trabalho. Nele apresentamos a Teoria de For-
mulacao por Caminhos e em seguida propomos a classificacio dos problemas de
bifurcacdo Z, & Zs-equivariantes via esta formulagao. Por fim, comparamos esta
classificagdo com a apresentada no Capitulo 2.

Finalmente, o Capitulo 4 trata de uma aplicagao do estudo que fizemos da teoria
Zy & Zs-equivariante a um problema de natureza fisica. Este problema consiste em

estudar a envergadura de uma placa retangular eldstica, com determinadas condigoes

de fronteira, sujeita a uma for¢a de compressao uniformemente distribuida em suas

extremidades verticais.
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Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo introduzimos alguns conceitos fundamentais da Teoria de Singu-
laridades e Teoria de Bifurcagdo que aparecerdo no decorrer deste texto, como é o
caso de germes, codimensao, diagramas de bifurcacdo, entre outros.

Todas as aplicacoes consideradas sao de classe C*°, e as vezes, mencionaremos
apenas aplicacoes suaves ou diferenciaveis.

1.1 Germes de Aplicacoes Diferenciaveis em Rr"

Como nosso estudo ¢ local, trabalharemos com germes.

Dado z € R", consideremos F o conjunto de todas as aplicagdes f : U — R?,
onde U C R™ é uma vizinhanca de z. Em F definimos a seguinte relagdo de equiva-
léncia: f; : Uy — RP e fy : Uy — RP sdo equivalentes se existir uma vizinhanca
W C UyNU, de z tal que fi|w = folw. Cada classe de equivaléncia desta relagao é
chamada germe em z. Se y = fi(z) = fa(x), usaremos as notagoes

f:(R"z) — (RP,y) ou f: (R",z) — RP

para o germe de f; ou de f;. Chamamos z a fonte do germe e y a meta do germe.
Se Ty, .- z, for um sistema de coordenadas nas vizinhancas de 0 € R", entédo
denotaremos f, ou 0, f a derivada parcial de f com relagdo a variavel z;.

Sejam
gn‘p = {f . (Rn~0) —, Rp} e En,l — Sn__

3




Definindo naturalmente em &, as operagoes de adigdo, produto por escalar e
produto, segue que &, ¢ uma R -dlgebra comutativa.

&, é um anel local e
My ={f:(R"0)— (R,0)}

¢é o seu ideal maximal.

Notagoes:

i) Um ideal de &, gerado por py, ..., px € &, (uma quantidade finita de geradores)

sera denotado por
< Pre-. P>, OUu simplesmente por < pi,...,pk >,
e sera dito finitamente gerado.
ii) Um subespago vetorial real de &, gerado por py, ..., px serd denotado por

R-{p1,...,p}.

iii) Dados z = (z,....Z,) € R" e i € {1,...,n}, denotaremos por z; o germe
z; : (R*,0) — R definido por z;(z;,...,z,) = z;.

iv) Seja f : R" x R¥ — RP uma aplicacdo diferencidvel, com (z,y) € R™ x R,
(8 = (e Bl yr). Denotaremos por d, f(zo,%) = (dnf)zowo @
“matriz jacobiana” p x n dada pelas derivadas parciais de f com relagao a

L1yesoyLp.

Pelo Lema de Hadamard (ver [11], p. 100) segue que

Seja N={0,1,2,...}. A k-ésima poténcia de M,, é dada por

Mf;:<:r° s o ' e aj+...+tap=k >,




(<31

sendo z¢ = z] Zon

R -l

O lema a seguir trata de uma importante propriedade envolvendo ideais. E um
resultado que utilizaremos no estudo dos termos de ordem alta de um germe, a ser
tratado no Capitulo 2.

Lema 1.1.1 (Lema de Nakayama) Sejam I, J ideais em &,, onde I € finitamente
gerado. Entao,
IcJe=ICcJ+M,I.

Demonstragao. Ver [1], p. T1. B

A préxima definigdo caracteriza a estrutura algébrica de varios conjuntos que
aparecerao nesse texto.

Definigao 1.1.1 Seja A um anel comutativo com unidade. Um mddulo sobre o
anel A (A-mddulo), € um conjunto R munido de uma operagdo bindria, usualmente
descrita por adigao, e uma operagao de R em A, chamada multiplicagao por escalar,
satisfazendo as sequintes propriedades:

i) (R,+) € um grupo abeliano;

11) Para quaisquera € Re f, g€ A, a(f+g)=af+ag;
11) Para quaisquer a,be Re fe A, (a+b)f=af+bf;
w) Para quaisquer a,b€ Re f € A, (ab) f=a(bf);

v) Se 1 € a identidade (multiplicativa) de R, 1f = f, para todo f € A.

Observe que um modulo esta para um anel assim como um espago vetorial esta

para um corpo.

Exemplo 1.1.1 O grupo &, , € um &,-maédulo.




1.2 Codimensao de um Ideal

Nesta secao definimos codimensao de ideais e apresentamos um resultado que

caracteriza os ideais de codimensao finita.

Definicao 1.2.1 Um subespago vetorial I C &, tem codimensdo finita se existir
um subespago vetorial real de dimensao finita V C &, tal que I + V = E,,. Caso

contrdrio, I tem codimensao infinita.

Todo ideal I C &, é subespaco vetorial real em &,.

Definigao 1.2.2 Seja I C &, um subespago vetorial de codimensdo finita. A codi-
mensao de I, cod I, € a dimensao de qualquer subespago V C &, tal que £, = 1D V.

Exemplo 1.2.1 f:’fdcz'i ver que M, tem codimensdo finita, pois,
cod M, = dimp /M, = dmR- {1} =1.

Definigao 1.2.3 Seja I C &, um ideal de codimensao finita. Chamamos espago
vetorial normal a I o subespago vetorial de dimensdo finita I+ gerado pelos mondémios

que nao pertencem a I.
Proposicao 1.2.1 Seja I C &, um ideal de codimensado finita. Entdo I+ 1+ = &,.
Demonstragao. Ver [17], p. 14. |

Em geral I NI+ # 0. De fato, considerando em &, o ideal I =< 2% + %, zy >
g !

temos

I*=R {1,z,y,2%,¢*} e INI* =R- {2* +¢°}.

Proposigao 1.2.2 Seja I C &, um ideal. Entao, a codimensdo de I € finita se, e

somente se, existe um inteiro k tal que M~ C I.

Demonstragao. Ver [1], p. 75.




1.3 Problemas de Bifurcagao

Neste trabalho estudaremos problemas de bifurcacédo em duas variaveis padréo.
Mas, antes disso, apresentamos um caso de bifurcagdo com apenas uma varidvel
padrdo. Esse problema se reduz a uma equacgao do tipo

g9(z,A) =0 (1.1)

com g : RxR — R, onde z é chamada varidvel padréo e A é um parametro auxiliar,
chamado parametro de bifurcacéao.
Chamamos o conjunto

S={(z,)) €R? : g(z,)) =0}

de diagrama de bifurca¢do ou conjunto solugdo de g.

Para cada A, seja n(A) o nimero de z’s para o qual (z,)A) é uma solugdo de
(1.1). Como nosso estudo é local, iremos supor que (1.1) deve ser definido numa
vizinhanga de um ponto (g, Ag) e que n()) representa o nimero de solugées nessa
vizinhanca, onde g(zg, Ag) = 0.

Diremos que (zg, Ao) é um ponto de bifurcagdo se n()\) muda quando A varia na
vizinhancga de Ao, isto é, se dado € > 0, existe A € (Ag—¢, Ag+€) tal que n(A) # n(Ao).

Exemplo 1.3.1 Consideremos o problema de bifurcagdo dado por
g(z,\) = z° = Az

Observe que (g, o) = (0,0) é um ponto de bifurcagio e, neste caso, o diagrama

de bifurcagdo de g é dado por
X 1
et h
<0 O\FE: 0

— Pitchfork —




Ao esbocar um diagrama de bifurca¢ao costuma-se colocar o pardmetro no eixo

das abcissas para facilitar a visualizag¢ao da bifurcagao.

Pelo Teorema da Funcgao Implicita, se g : R? — R é tal que g,(zg, Ag) # 0
entdo existem vizinhangas I C R contendo zo, J C R contendo )y e uma tinica
funcidon : J — I tal que z =n(A) e

g(n(A),A) =0

ou seja, n(A) nao varia, e entdo nao existem pontos de bifurcacdo nas vizinhancas
de (zo, Yo)-

Assim, se (2, Ag) € um ponto de bifurcacdo devemos ter g,(zo, Ag) = 0, ou seja,
o Teorema da Fungao Implicita nos da uma condigdo necessaria para que um ponto
(2o, Ao) seja de bifurcagao.

De um modo geral, podemos definir um problema de bifurcagao com n varidveis
padrao da seguinte forma

Defini¢ao 1.3.1 Seja g : R" x R — R" um germe de aplicagdo suave. Entao

dizemos que g(z,\) é um problema de bifurcagdo com n varidveis padrao se
90,00 =0 e (d,g)o0 = 0.

Conforme foi dito no inicio dessa se¢ao, estudaremos problemas de bifurcagao
que se reduzem a uma equagao do tipo

g9(z,y,A) = (0,0) (1.2)

onde (z,y) € R? sio as varidveis padrdo e A o parametro de bifurcagao.

Analogamente, o diagrama de bifurcagao ou conjunto solugio de g é dado por
S={(z,y,A) €R’ : g(z,y,1) = (0,0)}.

O Capitulo 2 trata exclusivamente dos problemas de bifurcagao em duas variaveis
padrao. A notagdo que usaremos para designar tais germes serd, de acordo com a
Teoria de Bifurcagao, &; 4 ao invés de £3 5 como sugere a Teoria de Singularidades.
A razao dessa diferenca é que queremos destacar a presenca do parametro de bifur-

cagao A.
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Capitulo 2

Teoria de Bifurcacao
Z9 P Zo-equivariante

Neste capitulo analisamos o papel da simetria no estudo de problemas de bi-
furcagao. Especificamente, problemas de bifurca¢do em duas varidveis padrao e um
parametro de bifurcagao, que comutam com o grupo Z,® Z,. A presenca de simetria
num problema como esse, faz com que a teoria dos grupos ofereca técnicas eficientes
para organizar certas informacoes complicadas.

Resolvemos questoes como o problema do reconhecimento e estudamos os des-
dobramentos miniversais dos germes Z, & Zs-equivariantes. Para isso, apresentamos
o Teorema de Classificacao 2.8.3 que nos fornece as formas normais para os proble-
mas de bifurcagao em questao. A teoria que desenvolveremos aqui serviré de suporte
para resolvermos o problema de von Karman dado no Capitulo 4, que consiste em
estudar as deformac¢oes de uma placa retangular elastica sob a agdo de uma forca

de compressao em suas extremidades verticais, com certas condigoes de fronteira.

2.1 Preliminares

Sejam
Exyar = {f: (R* xR,0) — R?}




o conjunto dos germes em duas varidveis padrao e um parametro de bifurcagao e
Er={A:(R,0) — R}

o conjunto dos germes na variavel A
A simetria em nossos problemas é dada pelo grupo multiplicativo Z; & Z, que
¢é gerado por
{(g,6) : e==%1e 6 ==1}.

A seguir, definimos uma acéo de Z, @ Z, sobre R”.

Definigao 2.1.1 Seja
9222®Z2XR2-——&R2
tal que O((=,), (z,9)) = (=,6) - (,9) = (e7,6y), para todo (z,y) €RZ.  (2.1)

Entdo, © é uma agdo de Zy ® Z5 em R2.

As restrigoes de © a (g,6) X R%, podem ser vistas como aplicacdes lineares de
e 0

0 6)°

Esta acao define uma relacao de equivaléncia sobre R? de forma natural. Com

R? em R?, dadas pelas matrizes da forma

isso, particionamos este espago em classes de equivaléncias chamadas drbitas. Assim,

temos que a érbita do ponto (z,y) é o conjunto
Zy®Zy (z,y) = {(5,6) - (z,9) : (5,0) € Za® Zy}. (2.2)
Temos entao quatro tipos de érbitas :

a) Zy® Zy-(0,0) = {(0,0)}.




b) Paraz #0, Zy® Z,- (z,0) = {(z,0), (—=,0)}.

Logo, as drbitas téem 1, 2 ou 4 pontos. A origem é a tinica érbita que tem apenas

um ponto.
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2.2 A Caracterizagao dos Problemas de Bifurcacao
Zy & Zsr-equivariante

. 9 9 - - (oF . -
Seja g : R* x R — R” um problema de bifurcagdo com duas varidveis padrio z, y
e parametro de bifurca¢ao A. Logo,

9(0,0,0) = (0,0) e (d2g)o00=0. (2.3)
Dizemos que um germe g : (R* x R,0) — R? comuta com o grupo Z, & Z, se

Um germe g : (R?* x R,0) — R? diz-se Zy & Zy-equivariante se ele comuta com
0 grupo Zs; b Z,.
Seja

—

Eeyr(Z29 Zy) ={g: R xR,0) > R? : géZ,® Zy-equivariante}.  (2.5)
Um germe f : (R* x R,0) — R diz-se Z, & Z,-invariante se
f(ex,dy,\) = f(z,y,\) para todo z,y,\ e €,6 € {£1}.
Seja
Eey(Z282Z:)={f: (R*xR,0) >R : féZy® Zo-invariante}. (2.6)

O conjunto dos germes equivariantes, &, ,, (2> © Z3), é um médulo sobre o anel
€I|y‘x\(ZQ 5P ZQ]

Observagoes.

1- Essa teoria que estamos apresentando é, em geral, desenvolvida para um tipo
especial de grupos, chamados grupos de Lie compactos. Um grupo de Lie pode
ser pensado como um subgrupo fechado do grupo das transformagoes lineares
invertiveis de R" em R". Quanto a compacidade, ele deve ser compacto como
subconjunto de R™. Observe que todos os grupos finitos sao exemplos de
grupos de Lie. Logo, estamos trabalhando com um caso particular dado pelo

grupo Zs & Zs.
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2- O mesmo estudo que fazemos aqui com a simetria Z; & Z5 é feito para outros

grupos como, por exemplo I,,. conforme podemos encontrar em (3] e [4].
3- E importante notar que nao existe agao no parametro de bifurcagao A.

Lema 2.2.1 Seja g € fz'y_;\(Zz @ Z3) um problema de bifurcagdo. Entdo, eristem
germes de fungdes suaves p(u,v, ) e q(u,v, ) tais que

9(2,9,A) = (plu, v, ), g1, v, A)y), 27)
onde u = z*, v =y?, p(0,0,0) =0 e q(0,0,0) = 0.
Demonstragao. Ver (1], p. 419.

Em geral, para facilitar, denotaremos (2.7) por
pT

gi= = (\pZ, )

9 ( qy) (pz,qy)

9=[p,ql.

ou, mais usualmente,

2.3 A Z,® Zs-equivaléncia

Sejam f. g : R? x R — R? problemas de bifurcagdo Z, & Zp-equivariantes. Dize-
mos que f e g sao Z, & Zy-equivalentes se existirem uma matriz 2 x 2 invertivel

S = S(z,y, ) e um difeomorfismo Z(z,y,A) = (X (z,y,A),A(A)) tal que

9(z,y, A) = S(z,y,\) f(X (2,9, ), A(X)) (2.8)

X(0.0,0) = (0,0), A(0)=0, A'(0) >0,

X (g2, 8y, A) = (£,0) +: X (2, 4:X);

13




A € &€,, onde nao ha acdo no parametro .

Além disso, queremos que S(0,0,0) e (d2X)g 0,0 sejam matrizes diagonais com

entradas positivas.
Quando A(X) = A dizemos que a Z; & Zy-equivaléncia é forte.

As restri¢oes (2.10) e (2.11) sao as condig¢oes de equivariancia. Observe que
(2.10) afirma que X comuta com o grupo Zs @ Zs, ou seja, X € fx‘y,)‘(Zg & Zs)
enquanto a restri¢do (2.11) é precisamente a condi¢do que S precisa para garantir
que a equivaléncia definida acima tenha a seguinte propriedade:

“Se f é um problema de bifurcagdo comutando com o grupo Z; @ Z; e se g é

Zy & Zs-equivalente a f, entao g comuta com Zs & Z;".

As demais restrigoes estao relacionadas com a estabilidade das solugoes do pro-

blema de bifurcacao.
Denotaremos o conjunto das matrizes 2 x 2 que satisfazem a condigao (2.11)

por
E;i:‘y.). (ZQ {":D ZQ)

Consideremos }Cfﬁzz o conjunto de todas as Z; & Zs-equivaléncias, ou seja,

K292 = {(S,X,A) : S € Eayr (22D Z2), X € £ 0 (220 Zn) e A€ £} (2.12)

Dai, se ¢ = (S, X,A) € K?*®% podemos pensar a Z, & Z,-equivaléncia como

sendo uma aplicagao

5 2y) — oy (229 22)
— p(g) =S-go(X,A).




2.4 O Espaco Tangente Z, @ Zs-equivariante

Nesta secao, a idéia principal ¢ a obten¢ao do espago tangente a um dado germe
com respeito a Zy @ Zs-equivaléncia. Antes disso, como caso mais simples, vamos
caracterizar o espago tangente restrito (relacionado com a Z, % Zs-equivaléncia forte)
para um germe g Z» <& Zs-equivariante e achar seus possiveis geradores.

Consideremos, entao, uma familia a um parametro de germes Z,® Z,-fortemente

equivalentes a g, ou seja,
9(z,y, A t) = S(z,y, A\, t) g(X (2,9, A, 1), A) (2.13)

onde S(z,y.A,0) =1,X(0,0,0,t) =0e X(z,y,A,0) = (z,y). Diferenciando (2.13)
com respeito a t e avaliando em ¢ = 0 obtemos

9(z,y,A,0) = S(z,y,A,0) g(z,y, A) + (d2g) X (2,9, A, 0). (2.14)

Como X(z,y, A, t) e S(z,y, A\, t) satisfazem as condigdes de equivariancia, o mes-
mo ocorre com X (z,y,\,0) e S(z,y, X, 0) pois a derivada em questdo é na varidvel
t. Além disso, como pela condicao (2.9) da definicdo de equivaléncia, X anula-se na
origem, segue que X (0,0,0,¢t) = 0.

Assim, podemos definir o espago tangente restrito equivariante por

RT (g, Zo®Z5) = {Sg+(d2g)X : S € EI‘W (Z.82Z,), X € f;_y‘A(ZQEBZg) g X =p};
(2.15)

onde X% = X(0,0,0).

Estamos agora interessados em resolver a seguinte questao:

Qual é a estrutura algébrica de RT (g, Zy © Z3) e como sao os seus geradores ?

Quanto a estrutura algébrica temos que RT'(g, Z2 ® Z) é um submdédulo fini-
tamente gerado de 613,,_)\(22 D Z,).

Os geradores de RT(g,Z> & Z,) sdo provenientes de (2.15). Primeiramente,
devemos observar que os germes de matrizes pertencentes a Er‘y‘,\ (Zy & Z3) sao
gerados por quatro elementos. De fato, dada uma matriz S neste conjunto, podemos

escreve-la como

; _ [ Silz,y.A) Saz,y,A)
S(z,y,A) = (S;];(:f.‘,y. 3 Sj(:‘c.y.)\)) :
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Usando a condigao (2.11), concluimos que as fun¢oes S; e Sy sao pares tanto em
x quanto em y, enquanto Sy e S3 sdo fung¢oes impares em z e em y. Entao, usando

o Teorema de Malgrange (ver [8], p. 106), podemos reescrever a matriz S na forma

i — CI(IQ:yQa)\) C?(‘Iz‘yza)\)xy
S(""y”‘)‘(czg(f.yg,/\)w (e, )) ) aly

Em particular,

_ [ (0,0,0) 0
5(0.0,0)—( T c,,(o.o,O))

ou seja, S(0,0,0) é diagonal e, conforme foi requerido na definicio de Z; & Z,-
equivaléncia, ¢,(0,0,0) > 0 e ¢4(0,0,0) > 0.
Logo, de (2.16) podemos concluir que

. fr o, (o ozg\, (0 0N, (00
S=a (0 0)“2 (0 0)*“3 (;':y 0)““‘ (0 1)‘

com ¢, C2, €3 € ¢4 pertencentes ao anel £, , (22 ® Z,).
Portanto, £, 4.1 (Z2® Z;) é o médulo sobre &, ,, 1(Z2® Z,) gerado pelas matrizes

GOCMEDEY en

Assim, dado g = (pz, qy). a parcela Sg da expresao (2.15) fornece os seguintes

¢ 9-3)-(3) -0

geradores:

onde lembramos que u = z° e v =




Os outros geradores de RT'(g, Z> © Z,) provém da expressao (dyg) X, conforme
(2.15).

Como (d»g) é a matriz jacobiana de g(z,y.A) = (p(u,y. )z, q(u,v.\)y) nas
variaveis x e y, entao

_(2upu+p 2pyzy
(dgg)—( R, (2.18)

Ja a fungao X pertence ao médulo fz,y‘,\(Zg & Z5) que é gerado por

(5) < G):

pois dado X € & (22 & Z3), escrevemos

X(2.3:3) = (ol v, Nz b v, ) = a0, () + 8. (%)

onde a e b pertencem a &, 1(Z2 B Z7).

Logo, os outros geradores sao dados por
2up, +p  2pyxy T 2up,x
= = [2up,, 2uq,
( 2quzy 2vqy + ¢ 0 2uquy 20epi. g ]

2up, +p  2pyty 0\  [2upyz) _
( Qqu I"y 2?"(}1‘ + q y = 21)qu =2 [QUPU- 21(}1)].
Portanto. os geradores de RT'(g, Z> & Z3) sao

[p,0], [vq,0],[0,up], [0, q], [upu, uq.] € [vpy, vqy), (2.20)

Zen=1p

onde g = [p,q] = (p(u,v, Nz, q(u,v,\)y), u ==z
No caso em que nao ha equivaléncia forte, ou seja, existe presenca do difeomor-
fismo A atuando no parametro de bifurcacao A, o espaco tangente de g, denotado

por T'(g, Z, = Z,), é dado por

T4, Zo65%) = {Sa-dya) Xtk 156 Eowix (585), X 63,005 s A €8},
(2.21)




que pode ser obtido de maneira andloga a que fizemos para obter RT (g, Z, & Z5).

Este espaco ¢ um mdédulo sobre o sistema de anéis
{Eay (22 ® 2,), 60}

Usando (2.15) e lembrando que A é um difeomorfismo em A, podemos reescrever
a expressao (2.21) da seguinte forma

T(9,22® Z2) = RT(9,Z2 D Z3) + Ex{9r} =

= RT(9,Z>® Z3) + Ex{[pr, an]}- (2.22)

O espago complementar a T'(g, Zs & Z3) em fr‘y,,\(Zg & Z5), chamado espago

normal de g. ¢ dado pelo quociente
N(9,22® Z2) = Esy 7 (22 © 25)[T(9, 22 Zs).

A codimensao de g, também chamada Z; & Z;-codimensao de g, é a dimensao
do espac¢o normal de g como espago vetorial real.

Finalizamos esta se¢ao com um resultado basico. O teorema a seguir nos diz
que se o espaco tangente restrito de um germe g permanece constante quando g é
perturbado, entao g e sua perturbagao sao fortemente Z, & Zs-equivalentes.

Teorema 2.4.1 Sejam g € éz‘y_,\(Zg @ Zy) um problema de bifurcagao e h um germe
qualquer em STJ.‘_,;,A(ZQ & Zs). Suponha que

RT(g + th, Z» ® Zo) = RT(g, Z2 ® Z») (2.23)

para todo t € [0,1]. Entdao g + th é fortemente Zy ® Zr-equivalente a g para todo
t €[0,1].

Demonstragao. Ver (2], p. 172.
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2.5 O Problema do Reconhecimento

O Teorema 2.5.1 que enunciaremos a seguir resolve o problema do reconheci-
mento para os problemas de bifurcagao Z; & Z-equivariantes. O problema do re-
conhecimento trata de estabelecer quando um germe g € Ex‘y_,\(zg D Zs) é Zy & Zo-
equivalente a uma forma normal dada. Resolver o problema do reconhecimento
significa estabelecer explicitamente um nimero finito de igualdades e desigualdades
polinomiais a serem satisfeitas pelos coeficientes de Taylor dos elementos da classe

das Z; & Zs-equivaléncias.
Teorema 2.5.1 Seja g = [p,q| € El‘y,,\(Zg & Zy) um problema de bifurcacdao. Se

Pur Qvs Pry @ny  Pulv — PvQu, Pufr — PaGu, GuPx — Dul) (2.24)

sao todos diferentes de zero ma origem (z,y,\) = (0,0,0), entdo g é Zy & Z,-
equivalente a
hy = [e1u + pv + e\, nu + €30 + €4, (2.25)

com e, = sinal (py), €2 = sinal (py), €3 = sinal (q,), €4 = sinal (qy) e

parametros modais
A P

p=|-2lp, n= G (2.26)
QuPA Pudx

Além disso, os parametros modais p e 1 satisfazem também as condig¢oes

[L F £9€384, N F £16284, M) F E163 € (2.27)
todas as derivadas que aparecem no enunciado sao calculadas na origem.

Demonstragao. Seja g(z,y,A\) = (p(u,v,A)z,q(u,v,\)y) um problema de bifur-
cagdo Zj & Zs-equivariante. Para encontrar um germe f Zy & Zs-equivalente a g

tomamos uma equivaléncia genérica
f=8-go(X,A).
Podemos fazer isto em duas etapas:
f''=go(X,A)
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e, em seguida, multiplicar pela matriz S, ou seja,
f=85-Ff,

onde S, X = [a,b] e A sdao dadas como na defini¢io da Z, & Z,-equivaléncia.
Assim, de (2.28), segue que

f=1/q]

P (u,v, ) = p(a®(u, v, \),b*(u, v, \), A(\))a(u,v,\) e
q (u,v,)) = q(a®(u, v, \), b*(w, v, A), A(X))b(u, v, A).

Para facilitar nossas contas podemos escrever

p' = pa, com p(u,v. ) = p(a®(u, v, ), b*(u, v, \),A(X)) e

¢ = gb, com g(u,v,)) = g(a*(u,v, A),b*(u,v, ), A(X)).

Fazendo o desenvolvimento de Taylor até a segunda ordem de p’ em torno da
origem e igualando com o desenvolvimento de Taylor de pa, nas mesmas condicoes,
obtemos

Pu = Puli;

p. = pvaoby;

P\ = paaoA'(0);

Pru = 6Puay + Puuty;

= pm.aobf} + dp,apbeb, + Q;Jl.avbg:_

Phx = PaaoA"(0) + 2paaaN'(0) + parao(A'(0));
Pl = 3puada, + puaidbl + 2pyaoboby + praybi;

20




o Py = 3puaday + paauA(0) + puralA'(0);
o iy = Paau N (0) + puragbiA’(0) + 2p,aoboby + pyarb?.
Analogamente, usando as mesmas técnicas para ¢', obtemos
. g) =0
¢, = quadbo;
4, = q.b3;
!?i\ = Q,\f?nf\’(o)i
Qi = 2qur1'f,b“ + Guuagbo + 4quapa,bo;
ow = Qoo + 663Dy
dhx = 220N (0) + qaboA”(0) + ganbo(A’(0))?;
Qo = 3qub3bu + quuadbd + 2quaoboa, + gubyad;
@ix = 2quaoboar + grby,A'(0) + quaagboA’(0) + guadba:
Ton = @b (0) + guabiA’(0) + 3gubab.

Observagao. Para fazer as contas do desenvolvimento de Taylor das expressoes

p.pa,.q e gb. usamos o MAPLE V. Além disso, usamos como desenvolvimento
1 ; % ;

a = ap+a,u+a,v+ayA+ 5(0-111{“2 g™ Ba A+ Dt T+ DG N 2a,\VA) +. ..
1

b = bo + byu + byv + by + E(bwug + by + byaA? + 20y uv + 203U + 26,3V + . ..

1 : : 2
p=po+puti+p,0+prA+ = (Puat? + Poet® + ParA? + 2Dyt + 2D u + 2DpAVA) + . ..

| i D) 9
q = qo+ Guu+ g+ @A+ 5 (qwuz + Qoo+ QA"+ 2Guout + 2quauUA + 2@V ) + . ..




A(X) = A(0) + A'(0)A + %.-\"(0),\2 + i

Lembramos que todas as derivadas sdao calculadas na origem. Mais adiante, ex-

plicaremos o porqué de tomarmos os desenvolvimentos apenas até a segunda ordem.

Assim, para obtermos o produto final f = [p”,¢"], equivalente a g, resta-nos

)_. com SI,SQ.S:; e S4

S, Syzy
Sg.’ll'y S4

multiplicar a expressao f' = [p/,q'] por S =

pertencentes ao anel £, ,1\(Z2 & Z3), ou seja,

o g Sy Scxy pz\ _
f=5-7 _(Ssry S )(rf’y)_

= Si[p', 0] + Sy[vq’, 0] + S3[0,up’] + S4[0, 4]

Logo, f = [p",¢"] onde
p" = S1p + Sovg (2.29)

q" = Ssup’ + S4q'. (2.30)

Podemos escrever o desenvolvimento de Taylor das fungoes S;, 7 = 1...4 do

seguinte modo
S; = 5? + 8 Ut 8 UFSA Favey =1

Novamente, fazendo o desenvolvimento de Taylor até a segunda ordem. em

torno da origem, em ambos os membros das expressoes (2.29) e (2.30), obtemos
o py =0:
o p
° 7!

'l
® Dy




= ! 0.
- 21)11“,1u +puu‘51'-

fois EY A ' 0.
- 2p1_’311' i 5 Py + 2(}::32!

i . 0.
2p\81, + P\aST;

! ) { 0 ! 0,
PuS1, T D51, “+ PuvSi + 533

! !« -
anlA +pl‘51u +puASl!

0;

00545
q,58;
g\s%;

28,85 + GuuSi + 20u54,;

= 2q, 84, + qLUSQ;

' g 0.
29354, + DS

fo. .0 ! 0,
= pv‘sl,\ +p)\‘51:- +py,\sl + Q,\S‘Zl

! a ! & 1] A |
5S4, = @y 54, =+ S + DyS3;

i ! ! 0 0,
GuSa, T q)S4, T @uxSs T P)S3;

Fl= ’ 10
= 5S4, T+ )54, + QyrSa-

0;

unesp™
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. 2.0,
| = pyaobysy;

! = paagh’(0)sh;
= 2puagsy, + (6puaga, + Puu@()S1;
Py = 2ppaobs, + (Pevaob] + 4pyaobob, + 2p,a,b3)s? + 24, b39;
Pix = 2Paao'(0)s1, + (praoA”(0) + 2prasA’(0) + parao(A’(0))?)s;
P = Pu@gs1, +Puaobis1, +(3puaday +puy aght +2p,aobobu +puaubd) 9+ quadbos;

Pl = puagsy, + paaoN'(0)s1, + (3puadayr + pray,A'(0) + puradA’(0))s?;

Piy = Poaobisi, + paaoA(0)s1, + (prayA’(0) + puraohdA'(0) + 2p,agboby +
+poaxbd) st + graboA’(0)s);

=0
= quapbosy;
h = giligte:
= (},\F)[),"\’((})SH:
= 2puagsg + (2(;?1{1‘5&“ - quua‘abg + 4dquapayby) sy + 2quagbgsdn;
¢’ = 2q,b3s4, + (quub] + 69,630, )sY;
i <(vUy54, {vol GuOp0y )543

Qi{)\ — 2(}A{)[]A’\!([]).‘$4A + (2(})!),\1"\!([]) -+ QAE}{]A”(O) + (})\)\b(}(Ar( ))2)82,

Qﬂu = Quagb{)sd‘. = vagsx’lu Tk (3%55% +eragb8 +2quagboa, +Qubuag)32 +pt:a(}b§3§1

G5 =0 adbosa, +qrbo N (0)s4, +(2quaoboar+qaby A'(0)+quradboA’(0)+q.a3by ) s+
+PAGUN(U)321

¢\ = qubdsa, + @b’ (0)sa, + (gabyA'(0) + guab3A'(0) + 3gybrbE)sY.
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As expressoes acima, do desenvolvimento de p” e ¢”, nos dao o germe equivalente

a g, de forma genérica. Pela Z, & Zs-equivaléncia temos algumas condi¢oes sobre

os coeficientes que aparecem nas expressoes acima, ou seja, temos que ag > 0,

bo >0, po=¢q =0, s)>0, s$>0 e A(0) > 0. Para obter a forma normal h,

dada em (2.25), precisamos
N/ a0 =
a) p, =puays; = %1

b) pY = praoA'(0)s) = £1

e) ¢! =aqb3sd = £l

v

d) ¢} =qbA(0)s=%1 =

|pejalal = 1,
|palaoA’(0)s?
190|059 = 1,

|ax|boA’(0) s

Resolvendo estas equagoes, obtemos

1

Fagans 5
H
pula}

a) s

i 1 |pu|ad
b) A'(0) = 5 = IpAlO'

o |palaosy

1
0

C) §;, = —/8——=,

) % 19,63

4) % _ [Plla.|
b laallpul

Substituindo os valores acima nas expressoes p., py, ¢, e ¢y, concluimos que

gy = sinal (p,), €2 = sinal (p)), €3 = sinal (¢,) e &4 = sinal (gy).

I

Além disso, das expressoes p! e q., obtemos

9
pt:b[J _ qx

|P“|ﬂ-g Bl

L 2.0
e) pl = pyaobgsi =

2
2 quQy P
f) ¢! = quaibysy = 5 =
) PR T g o

quP i |




que sao os parametros modais, como aparecem em (2.26). As restricoes (2.27)

seguem, respectivamente, das hipoteses

@Pr —Po@r 0, Pugr —Prqu #0 € puqy — Pugu # 0.

Logo, obtivemos a forma normal h; como em (2.25) com parametros modais u
e n dados por (2.26).

Resta-nos agora mostrar a razao pela qual os termos de ordem maior ou igual
a dois nao aparecem na forma normal h;. Este é o motivo também pelo qual nao
nos preocupamos em fazer o desenvolvimento de Taylor das expressdes anteriores
até ordens maiores. A justificativa é que estes termos sdao de ordem alta para o
problema de bifurca¢do h; podendo, assim, ser desprezados. Mostraremos isto no
final da Sec¢ao 2.7 e, com isto, o teorema fica demonstrado. =]

Observagao. Se g satisfaz as condigdes que aparecem em (2.24), dizemos que g
¢ um germe genérico. Assim, podemos reformular o teorema acima nos seguintes

termos:

“Seja g um problema de bifurcacao Z, & Zs-equivariante genérico. Entéao g é
Zo @ Zr-equivalente a h;”.

2.6 Submoddulos Intrinsicos e Termos de Ordem
Alta

Estamos interessados em caracterizar os termos do desenvolvimento de Taylor de
um germe que podem ser desprezados pois nao contribuem na resolugao do problema
do reconhecimento.

O conjunto dos termos de ordem alta de um germe g é dado por

0(9, 225 Zo) ={p € EoyA(Z2© Z) : h£p ~ g,Yh ~ g}

onde ~ denota Z» & Zs-equivaléncia.
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Na classificacao de problemas de codimensao finita, usualmente encontramos
os termos de ordem alta de uma forma normal por meio dos submddulos intrinsicos
relacionados a esta forma normal. Um submddulo J C c‘iﬁ_y‘A(Zg & Zy) € intrinsico
se ele é invariante por Z; & Zs-equivaléncia, isto é, se ¢(g) € J, para todo g € J
e para toda Z, & Zs-equivaléncia ¢ = (5, X,A). O resultado a seguir nos dé a
caracterizacao dos submédulos intrinsicos em gx‘y‘,\(Zg D Zs).

Proposigao 2.6.1 Sejam I e J ideais em E; 4 x(Z2 @ Z3). Considere o submddulo
S={lp.q €&eyr(Z2®2Zy) : pel, qeJ}

de g‘r‘y‘,\(ZQ Zg)
Entao S ¢ um submodulo intrinsico se, e somente se, I ¢ J sdo ideais in-
trinsicos, ul C J evJ C I.

Demonstragao. Ver [5], p. 1656. (&

Seja V' C &y (22 @ Z3). Definimos a parte intrinsica de V', a qual denotamos
por itr V', como sendo o maior submédulo intrinsico de &; 4 (22 & Z2) contido em

V.

Proposicao 2.6.2 Para cada g € El‘y‘;\(Zz & Zy), o conjunto p(g, Zs B Z3) € um
submodulo intrinsico de Ei‘y,,\(Zg B Zy).

Demonstragao. Ver [2]. p. 205. |

2.7 Zy®Zr,-equivaléncias Unipotentes e Espaco Tan-
gente Unipotente

Temos KZ29%2 o conjunto de todas as Z, & Z,-equivaléncias (S, X, A). Estamos
interessados em um subgrupo especial de }szezz_ Para defini-lo, consideremos a

aplicagao projecao 7 dada por
7(S. X, A) = (S(0,0,0), (d2X)o00, A'(0)), V (S,X,A) e K202,
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O kernel da aplicagao m dado por
Kuz®% = {(§,X,A) € K282 : 5(0,0,0) = I, (d2X)o00=I2, A'(0) =1}

i ~ Pt 2 " & 4
é um subgrupo normal de K{*¥“? formado de difeomorfismos nilpotentes, e ¢ chama-

do de subgrupo unipotente de Z, & Zs-equivaléncias. Seu espaco tangente associado
gruy P q pag g

em g € ﬁ_y‘,\(Zg & Z), chamado espago tangente unipotente, é dado por

TU(g, Zo® Z2) = {Sg+(deg) X + A : S€ E, 5 (2202), X € EL (220 2,),

(dQX)U__U,O =0, A(()) = N(O) = U}, (2.32)

[¢]

Esyr (Z2® 2Z2) = {S € Erynr (22® Z2) : 5(0,0,0) = I},
o NZ2®Z:) ={X €&,40(Z2025) : X(0,0,0) = (0,0)}.

A importancia em calcularmos o espaco tangente unipotente é que a partir dai,
podemos calcular os termos de ordem alta usando o seguinte resultado devido a
Gafney:

Teorema 2.7.1 Seja g € grly.)\(Z‘z @ Zy) de Zy & Zy-codimensdo finita. Entdo,

o(g) D itr TU(g, Zy & Zs). (2.33)

Demonstragao. Ver [10], p. 108. ]

Corolario 2.7.1 Seja p € wtr TU(g,Z> S Z3). Entdo, g + p € Zy & Zy-equivalente

ag.

Para finalizar esta secdo. consideremos M =< wu,v, A > o ideal maximal de
Eryn(Z2 @ Zy). Mostraremos que os termos da forma [p, g] com p, g € M?, os quais
denotaremos por [M?, M?], sdo de ordem alta para a forma normal h;.

Primeiramente, observe que os geradores de TU(g, Zo & Z,), com g = [p, q|, sdo
dados por

[up, 0]. [vp. 0]. [Ap. 0]. [vg. 0], [0, up]. [0, ug], [0, vq], [0, Ag].
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[‘u?pu. uzqu]' [wvpy, uvqy], [uApy, UAGy), [uvpy, uv Gy, [1’2pt:~ ”2%]- [VAPy, VAG, ],

[/\gp,\. )\2(},\].

Segue de (2.32) que os oito primeiros geradores acima vem da parcela Sg. Os
seis seguintes da parcela (d2g) X e o ultimo de gyA.

Para hy = [e1u + pv + €2\, nu + €30 + €4\ temos que TU (hy, Zy © Z,) é gerado
por

[:‘;'u2 + puv + £9uA, 0]
[e1uv + pv? + £20), 0]
[e1uX + poX + €902,0)
[nuv + €302 + g4vA, 0]
0, e1u? + puv + goul]
[0, nu? + e3uv + e4ul
0, nuv + £30% + £4v)]
[0, nuA + 30\ + £4)?]
[e1u?, nu?]

[e1uv, nuv)

[e1uX, nu]

[puv, e3uv]

[nv?, 307

(1w, £30)

(€222, £47%].
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Agora. usando argumentos de Algebra Linear, podemos reescrever estes gera-

dores de modo mais simples. Por exemplo, trocando-se
€} < €L — Cyg — C12 + Cg — €1€2C1

obtemos um novo gerador

[0, (54 - 5152?})’&/\]

que entrara no lugar de c,.
Como por (2.27) n # £16964, temos que €4 — 1691 # 0. Assim, obtemos o

gerador [0, u)], o qual chamaremos ¢,. Do gerador ¢;; obtemos [uA, 0] pois
Ci1:#*C11 = T}El = [E]U)\,O].

Dai, podemos eliminar os geradores [0, u)] e [u), 0] de todos os demais geradores

[0, ul]

[e1uv + pv? + €20, 0]
[V + €222, 0]

[nuv + e30% + £40A, 0]
0, £1u® + puv)

[0, nu® + e3uv)

[0, nuv + £3v* + £4v)]
[0, £30X + €427

[e1u?, nu?]




[equv, nuy]
[uA, 0]
[puv, e3uv)
[1v?, e307]
[Lv, e3v)]
(€222, £477).

Agora, trocando
€y <> Cp — C1o — C13 + C7 — €3€4C14

obtemos, no lugar de ¢, o gerador [(e; — e3e4p)v, 0].

Devido a (2.27), p # e9e3¢4. Logo, 9 — e3e4u # 0. Entao é possivel eliminar
o gerador [vA,0]. Novamente, é automético que também conseguimos eliminar o
gerador [U. 1')\]. devido a ¢;4. Da mesma forma como fizemos antes, podemos eliminar
[vA, 0] e [0, vA] dos demais geradores ¢;, ou seja, ficamos com novos geradores ¢; dados

por
(0, uM]

[vA, 0]

= [62)\2, D]

[nuv + 302, 0]
= [0,,u* 4+ puv]
[0, nu? + ezuv]

[0, nuv + £50?
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0,427

[e1u?, nu?)

[e1uv, nuv)
= [uA,0]

= [puv, e3uv)

[uv?, €302

[0, v
Ci5 [52/\2,54/\2].

Observe que de ¢3 = [e2A%,0] obtemos [A\?,0]. Analogamente, de ¢g = [0,£4)?
obtemos [0, A\?]. Assim, o gerador &5 = [e2A?,£4)\?] torna-se redundante.

Sabemos que M? é gerado por u?, v? A%, uv,ul e vA. Assim, [M?, M?] é gerado
por [x,0] e [0, %] onde  representa os geradores de M2

Para mostrar que [M?, M?] sdo os termos de ordem alta de h; é necessério

mostrar que podemos obter todos os geradores [x, 0] e [0, *].

Resta-nos ainda obter os geradores [u?,0], [uv, 0], [v?,0], [0, u?], [0, uv] e [0,v?%].

Para isto. usamos os geradores de TU (hy. Z2 & Z5) que ainda nio foram usados. Sao
g 1y &2 2) 4

eles

[nuv + e3v?,0]
[0, e1u? + puv]
[0, nu® + e3uv)
[0, nuv + 307

[e1u?, mu?)
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= [ejuv, nuv]
[puv, e3uv)]

13 [pv?, e302].

Assim, temos 8 geradores de TU (hy, Z2® Z,) para tentar eliminar os 6 geradores
que estao faltando para completar [M? M?]. Vamos entdo montar a seguinte tabela:

geradores | [u®,0] [uv,0] [0%,0] [0,u?] [0,uv] [0,?
5 7, 3 0 0
Cs €1 2

Ce €3

Cr n
Co 0
610 T
C12 0 ) €3
C13 0 I 0 €3

Para concluir o que estamos querendo, basta mostrar que a matriz 8 x 6 dos
coeficientes acima tem rank méaximo. Isto equivale a mostrar que existe um subde-

terminante 6 x 6 nao nulo.
De fato. considerando o primeiro subdeterminante 6 x 6 j& obtemos

0 n s 0 0
0 0 €1
0 0 7
0 0 0
e 0 n
0 €1 0
devido a (2.27).
Portanto, conseguimos eliminar todos os geradores de [M?, M?]. Logo,

~ 2
TU(hy, Zy D Zo) = [M?, M?],
que é um submddulo intrinsico conforme a Proposic¢ao 2.6.1.
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Assim, pelo Teorema 2.7.1,
o(hy) Ditr TU(hy, Z2 ® Z,) = [M?, M?),
ou seja,
(M3, M?]
sao de ordem alta para h;.

Observagao. Em [2] p. 189, encontramos outra demonstracao do resultado acima
usando o Lema de Nakayama e o Teorema 2.4.1.

2.8 Teoria dos Desdobramentos Z>$ Z>-equivariantes

Seja g € gx,y‘A(Zg & Z,) um problema de bifurca¢do. Um desdobramento de g
com k parametros é um germe Z; & Zs-equivariante G(z,y, A, a) € fz,y,,\‘a(Zg & Zs),
com a € R* e

G(z,y, A, 0) = g(z,y, ).

Mais precisamente,
G: (R®> xR x R¥,0) — R?
com G(z,y,A,0) = g(z,y,A) e
G(ex, by, N, a) = (g,6) - G(z,y, A\, a) (2.36)

para todo (¢.6) € Z, & Z,. Podemos assumir que Z, & Z, atua trivialmente nos

parametros A, a.

Definicao 2.8.1 Sejam H(z,y, A, 3) um desdobramento Z, & Zy-equivariante de g
com | parametros e G(z,y, A\, ) um desdobramento Z, & Z>-equivariante de g com

k parametros. Dizemos que H fatora-se através de G se
H(z.y. )\ 08) = S(z,y, A, B) G(X(z,y. A, B), A(A, B), A(B)) (2.37)
onde S(z,y.\,0) =1, X(z,y,A,0) = (z,y), A(A\,0) =i e A(0)=0.
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A equacao (2.37) afirma que para cada 3, H(-,-,-,3) é equivalente a algum
membro de G(-,-,-, A(3)) da familia G.

Definicao 2.8.2 Um Z, © Zy-desdobramento G de g € dito versal se para cada
29S8 Zy-desdobramento H de g, H fatora-se através de G. Um Zo@Z»>-desdobramento
versal G de g é chamado miniversal se G depende de um nimero minimo de parame-
tros. Este nimero minimo de parametros € chamado de Zy & Z»-codimensao de g.

Para facilitar a notacdao e a leitura vamos nos referir a Z, @& Z»-codimensao
apenas por codimensdo e ao Z; ¢ Z;-desdobramento apenas por desdobramento,
pois a atuagao do grupo Z,; & Z; esta explicita desde o inicio do texto.

Teorema 2.8.1 (Teorema do Desdobramento Miniversal Z, & Z-equivariante)
Seja g € gx'y‘,\(ZQ & Z,) um problema de bifurca¢ao e G € fz‘y.)\.c.(zg & Zy) um
desdobramento com k parametros de g. Entao G € versal se, e somente se,

—

gI»y,’\(Zg @ ZQ) — T(‘?' Z2 & Z?) I R- {Ga] (xa Y, /\, 0)

Demonstragao. Ver (2], p. 233.

Corolario 2.8.1 Sejam g € c‘f;_y_;\{Zg{;‘;Zg) eW C Ezj‘y‘,\(Zg?;‘-Zg) um espaco vetorial

real tal que

-

Sx,y.z\(Z2 D Zz) — T(Q, Zg & Zg) & W.

Sejam py(x,y, A)....,pe(x,y, A) uma base para W. Entao

k

G(z,y.Aa) = g(z,y,\) + > ajp;(x,y, )

j=1

€ um desdobramento miniversal de g.

Demonstragao. Segue diretamente do Teorema 2.8.1.

Observe que a codimensao de um germe g é igual a codimensao de T'(g. Z> % Z5)
em E—I‘y__,\(Zg & Zs).

A proposicao a seguir relaciona a codimensao do RT(g.Z, & Z3) com a codi-
mensao de T'(g. Zo & Zs).
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Proposigao 2.8.1 Sejag € 5”,_/\(22 @& 2Z3). Entao, RT (g, Zy% Z,) tem codimensao
finita se, e somente se, T(g, Zy & Zy) tem codimensdo finita.

Demonstragao. Ver [2], p. 212. (=]

Para finalizar a se¢ao vamos determinar um desdobramento miniversal para a

forma normal h; dada em (2.25).

Teorema 2.8.2
Hy(z,y,\, a1, a0,a3) = [e1u + (1 + az)v + €2\, (7 + a2)u + 30 + €4\ — €40y
¢ um desdobramento minwversal de h,.

Demonstragao. Para encontrarmos o desdobramento H; de h; vamos descobrir
quais sdo os geradores do espago normal N(hy,Zs & Z,). Sabemos que o espago
tangente T'(h,, Z, © Z,) é formado por germes da forma

Sh.l -+ (d‘Zhl)X -+ h]*A.

As duas primeiras parcelas da soma acima nos dao os germes que estao em
RT(h,, Zo ® Z5) cujos geradores sao

e [e1u + pv + €24, 0]

Co [nuv + e3v% + €40, 0]
3 [0, e1u* + puv + g9ul]
C4 [0, nu + €30 + 4]

Cs [e1u, nu|

Ce (v, e3v).

A 1ltima parcela nos fornece os geradores




¢ = 1-[eg,64] = [€9,€4)

s A [g2,24] = [e2), €42

Cg = X2« [82,54] = [82/\2,64/\2].

Para provar o teorema, mostraremos que [v, 0], [0,u] e [0, —g4] geram o espaco
normal N (hy, Zy @ Z,). Este célculo é feito médulo os termos [M?2, M?] que estao

contidos em RT'(hy, Zy ® Z,). Assim, os vetores que contribuem neste célculo sao

c1 = [s1u+ pv + g9, 0]

& = [0yt +e]

cs = [e1u,nu]

ce = [uv,e3v)

c7 = [e2,€4]

Cg = [52/\,84/\].

Consideremos entéo a seguinte tabela:
geradores | [1,0] [u,0] [v,0] [A,0] [0,1] [0,4] [0,2] [0,}]

C1 €1 £9 0 0
Cq 0 £3 E4
Cs &1 0
Ce 0

Cr 0
Cg

[0, 4]

coOrOoOCR CocOT
oo ococo3 3




A Algebra Linear mostra que se essa matriz 9 X 8 tem rank 8 (méaximo), entao
os vetores citados acima geram o espago normal. De fato, consideremos o subdeter-
minante formado pela eliminacao da linha 6, que corresponde & linha do gerador cg.

Entao, calculando o subdeterminante, por rebaixamento de ordem. temos

/ €1 M 0\
0 0

g 0
0

0

oL, OO0 o3 3 O

/

Portanto, p; = [0, —z4), p» = [0,u] e p3 = [v,0] geram o espaco normal que é
complementar a T'(hy, Z, = Z,). Dai, pelo Corolério 2.8.1

3
i:}
ou seja,

Hy(z,y. A ay,a2,03) = [e1u + (1 + a3)v + 2, (n + ao)u + £30 + e4A — £401]

é um Zy @ Zr,-desdobramento miniversal de h;. H

Por questoes de notagao, vamos a partir de agora denotar o desdobramento H,
por
Hy(z,y, A\, it,n,0) = [g1u + pv + 2\, nu + £30 + £4(\ — 7)), (2.39)

onde, por abuso de notacao, p = p+ a3, =1+ a2 e @) = 0.

Nesta se¢ao achamos a forma normal genérica h, e seu desdobramento miniver-
sal H,. Agora, degenerando as condigdes (2.24) obtemos outras formas normais. Em

(5]. M. Manoel e I. Stewart. completam a classificacao dos problemas de bifurcacao

Zy & Zy-equivariantes encontrando as outras formas normais com o seguinte teorema

38

AVA
cm 1 2 3 4 5 6 i unespw-l 12 13 14 15 1e¢ 17 18



Teorema 2.8.3 (Classificagdo de bifurcagies Zy @ Zs-equivariantes) Se um germe

g — Ip,q) € £, (2@ Z,) satisfaz as condigies de reconhecimento da tabela a seguir

para a forma normal hj, para algum j = 2,...,8, entdo g € Zy ® Zy-equivalente a
h;.

Demonstragao. Ver [5], p. 1658. =

A tabela que consta no enunciado do teorema encontra-se na pagina seguinte.




[ Formas Normais l

ha :611.' + €40 + €2A + 65&2,6163641; + €3V + Hz\}
ha [€1u + pv + €2, €1€264u + €30 + €4\ + €5A7]
hyg [€1u + €2€3€4V + €20, U + €3V + €4 + 65)\2]
hs [e1u? + v + €2\, €su + €30 + €4
he [e1u + esv + €2A,qu + €3v% + €4
hsy [€1u + €50 + €202, Nu + €30 + €4]
hs = [e1u+ pv + €2, €su + €3v + 64/\2]

Forma Condigoes . : Parametro Termos de
Normal Reconhecimento Modal Desdobramento
Pufv — Pvqu = 0 [“a 0]
ha  PusqusPus PAsGr, P2, ) = |E|gx (0, A
Pugr = PAQu # 0 [0,1]
PAGu — Pugr = 0 EU7 0]
Pus Qvs PA s P35 |52~ |py [0,4]
Pugy — Pvqu # 0 [0,1]
Pugx — Paqu = 0 [v,0]
Pus Qus PAs G, P4, ] |;%|Qu (0, ]
Pufv — Pvqu 7 0 [09 1]
Pe=170 [v,0]
PAs Qus Grs Puus |52~ Py [u, 0]
Pvdr — Pagv 7 0 [0, 1]
g =10 [0,v]
Pus PXs GXs Pus Qus Quus |§%|qu [O,U]
Pudr — PAGu 7 0 [110]
Py = (] [/\, 0]
Pus Pus Gus s PAX | 2| u (0, 2]
PuGv — Pvqu 7 0 [1,0]
gy =0 [0, )\]
PusPrGusGrdar Pu PA @ D Gu | 522 |py [v,0]

Pufv — PvQu #0 [1* 0]

P2 = fluvpup.f,- = (h:upipv = ff-empij = P:qupulpu + pvv(j"vpi *+ puu?vpg
P3 = QuuP} — PuuPAaA = GuaPRPu + DOPAPL T+ PuxPADAPL ~ PAAPLOA
Pa = DAPAGE — PowPAGE — QuaPAIAGy — Povds — PAAGEAA + Purdadu
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2.9 Estabilidade das Solucgoes

Ha quatro tipos de solugbes possiveis para a expressao

g9(z,y,2) = (p(z*,3°, Nz,q(2*,3°, N)y) = (0,0).
Sao elas,

a) Solugao trivial: z=y=0,

b) Solugbes z-mode: p(22,0.0) =0, 3=0, z#0,

¢) Solugoes y-mode: z=0, q(0,y%,1) =0, y#0,

d) Solugoes mixed mode: p(z%,4%,0) =0, q(z%,4%,)) =0, 2#£0, y£0.

Estas solugdes correspondem exatamente aos tipos de érbitas listados em (2.2)
da agao de Z, ® Z5 em R2.

Queremos a partir das solugbes de g = 0 estudar se estas solugdes sdo ou nao
estdveis. Assim, diremos que uma solugao (z,y,\) da equagao g(z,y,A) = (0,0)
é estdvel se ambos os autovalores de (dyg) em (z,y,\) tem parte real positiva e
instdvel se pelo menos um dos autovalores de (deg) tem parte real negativa.

O estudo da estabilidade sera importante para o Capitulo 4, onde iremos tratar
do fenémeno do mode jumping. Veremos que este fenomeno ocorre justamente pela
perda da estabilidade de uma das solugGes que caracterizam o problema. Ressalta-
mos ainda que a estabilidade das solugoes em problemas que envolvem simetria,
como no caso da Z; @ Zy-simetria, tem a importante caracteristica de ser um invari-
ante por equivaléncia. Em outras palavras, se h é Z, @ Z,-equivalente a g, entao os

autovalores de (dyh) possuem os mesmos sinais dos autovalores de (dsg).
Lema 2.9.1 Seja (zo, Y0, Ao) uma solugdo de g(x,y,\) = (0,0). Se (0,0, o) €

i) solugdo trivial, entdo (dpg) é uma matriz diagonal com autovalores reais cujos
sinais sao dados por: sinal p(0,0, Ag) e sinal ¢(0,0, \g);

it) solugcao x-mode, entio (dpog) é também uma matriz diagonal com autovalores
reais cujos sinais sao dados por: sinal p,(z9,0, o) e sinal q(zy,0, \o);
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1i) solugdo y-mode, entdo (d2g) € ainda uma matriz diagonal com autovalores

reais cujos sinais sao 0s mesmos de p(0, Yo, Ao) € qu(0, Yo, Ao);
w) solugao mized mode, entdao
sinal det (d,g) = sinal (puqy — Puqu) em (xg, Yo, Xo),

sinal tr (d,g) = sinal (up, + vq,) em (xo,yo, \o).

Demonstragao. Seja g = [p, q|. Basta usar o fato de que

_(p+2up. 2py,zy
(dzg) = ( 29,7y q+ 2vq,

combinado aos tipos de solugoes de g = 0.

2.10 Diagramas de Bifurcacao

Um tépico importante da Teoria de Bifurcagao é analisar os diagramas de bifur-
cacao de uma forma normal. Daremos aqui apenas os diagramas do desdobramento
H, de h,. Os diagramas relacionados aos outros desdobramentos H; podem ser
encontrados em [5]. A razdo de considerarmos apenas este caso é que ele nos d4
uma idéia geral de como os diagramas sao obtidos e também pelo fato de que, no
Capitulo 4, estes diagramas terao importancia fundamental.

Observe que temos vdrias possibilidades ‘para a forma normal h; em (2.25)

devido a presenca dos ¢;’ s, mas consideraremos apenas o caso em que
5]=€3=1 e €9 =¢g4 = —1. (240)
Entao, nesta se¢ao, nos referiremos a h; como sendo
hi=[u+pv—A\nu+v—) (2.41)
e, por conseguinte, as condicoes sobre os modais dadas em (2.27) como
uw#l, n#£l, e un#l. (2.42)
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As razoes dessa escolha deve-se ao fato de que geralmente nas aplicagoes. a
solucao trivial é estavel para A < 0. Segue do Lema 2.9.1 que isso ocorre quando

o =¢g4 = —1.
2 4

O caso
g1 =€e3=1
estd relacionado ao modo como. frequentemente, as solugoes z-mode ou y-mode

bifurcam.
De acordo com as condigoes (2.40), temos que o desdobramento miniversal H,

de h; é dado por

H =[u+pr—Anu+v—(A-o)). (2.43)

As condigdes sobre os modais em (2.42), dividem o plano modal-un em sete
regioes que sao dadas na figura a seguir.




Os diagramas de bifurcacao de H, sao de dois tipos: os perturbados e os nao
perturbados. Os nao perturbados sao dados quando o = 0 e eles sdao topologicamente
equivalentes (ver [36]) para todos os valores de p e n em cada regido. Além disso, o
desdobramento miniversal (2.43) é topologicamente trivial em cada regiao exceto na
regido (4). A regiao (4) estd dividida em quatro outras subregies indicadas pelas

linhas tracejadas na figura anterior, nas quais os desdobramentos miniversais sao

topologicamente triviais. A seguir desenhamos os diagramas para as regides (1), (2),
(3), (4a), (4b), (4c) e (5). Os diagramas nas regides (2’), (3') e (4b’) sdo equivalentes
ou podem ser obtidos daqueles das regides (2), (3) e (4b). E importante ressaltar

que os diagramas de bifurcacio estdo no R?, mas aqui os desenharemos apenas de
maneira esquematica, nos quais as linhas referem-se as érbitas das solugoes descritas
em (2.2). Para desenhd-los precisamos encontrar as solugoes da expressao H; = 0.

Ou seja,

a)z=y=0, solugao trivial,
soluc¢ao z-mode,
c)z=0; A\—o=y? solugao y-mode,

d) (1 -n)z?+ (p—-1)y* =0, solugao mixed mode.
A=z + py.

O préximo passo € usar o Lema 2.9.1 para calcular os sinais dos autovalores da
matriz (doH,) onde H, = 0. Entao,

a) sinal (—A), sinal (o — A), solugao trivial,
b) +, sinal ((n — 1)A + o), solu¢ao z-mode,
¢) sinal ((x — 1)\ — po), +, solucao y-mode,

d) sinal det (dyH,) = sinal (1 — un), solugao mixed mode,
sinal tr(doHy) = +.

Ressaltamos ainda que as solu¢oes mixed mode ocorrem nos diagramas de bi-
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furcagdo nao perturbado precisamente quando
sinal (x — 1) = sinal (n — 1).

Nas figuras a seguir. usamos os sinais de + e de — para indicar estabilidade.
Assim, ++ indica que ambos os autovalores de (dyH;) tem parte real positiva e
portanto, este ramo ¢ estavel; +— ou —+ indicam que os autovalores tém parte
real com sinais opostos e —— indica que ambos autovalores tém parte real com
sinal negativo:; nestes outros casos, onde aparece pelo menos um sinal —, 0s ramos
sao instaveis. Além disso. para facilitar a interpretagao dos diagramas, as érbitas

indicadas pelas linhas mais fortes referem-se a solucoes estéveis.

b x-mode
. —
F y-mode
: trivial

0 —_—
27-(3)

..... x-mode




Os diagramas perturbados sao aqueles em que o > 0 ou ¢ < 0, para as varias

regioes. Estes diagramas sao mais complicados que o caso nao perturbado. Nestes

diagramas ocorrem bifurcagoes secunddrias em consequéncia da Z, < Z,-simetria.

Eles sao dados pelas figuras a seguir.

v-mode — . X-mode
7.7 muxed mode _-===== mxed mode
’, - LA
== x-mode f——— y-mode

- tnvial

-
-===== x-mode
+ - . mixed mode
‘*.,--'-—"'__ 9 y-mode

mixed mode
x-mode

v-mode
invial

muxed mode

x-mode
v-mode

trivial

-

_______ ===-= x-mode

-+ _=-== y-mode
-

Figura 2.3
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Varios comentarios seguem ao analisarmos os diagramas anteriores, mas gostaria-
mos de salientar o que ocorre na regiao (2) com o > 0. Neste caso o ramo z-mode
perde estabilidade através de uma bifurcagao secundaria dada pelo ramo de solucao
mixed mode

e 2
1—1n
e uma transi¢ao para o ramo y-mode ocorre. Essa transi¢ao ocorre com um salto
para a solugao estavel y-mode. Esta sera a justificativa do fenémeno fisico que
descreveremos no Capitulo 4. Para verificar os comentérios acima, observamos que
bifurcag¢oes secundarias de solu¢oes mixed mode ocorrem através do ramo de solugdo
z-mode se sinal (o) = sinal (1 — 7), o que justifica a férmula anterior.

Observe que as bifurcagdes que aparecem nos diagramas acima sdo do tipo
pitchfork, como a que apareceu no Exemplo 1.3.1. Maiores detalhes sobre as bi-
furcagoes nas varias regides do plano modal-un podem ser encontrados em [1], p.
435.

Mais uma vez ressaltamos que em [5], podemos encontrar diagramas de bifur-

cagao de outros desdobramentos H;, i = 2,...,8, listados na tabela do Teorema
2.8.8.
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Capitulo 3

Formulacao por Caminhos

Neste capitulo, usamos a formulac¢ao por caminhos como forma alternativa para
obter a classificacdao dos problemas de bifurca¢ao Z,@ Z,-equivariantes, apresentados
no Capitulo 2. Dessa forma, este trabalho torna-se paralelo a [5] onde M. Manoel
e I. Stewart classificam esses mesmos problemas de bifurcacao utilizando técnicas
classicas da Teoria de Singularidades aplicadas a Teoria de Bifurcacao.

A idéia basica da formulagdo por caminhos foi sugerida por Golubitsky e Scha-
effer em [1] onde eles relacionaram problemas de bifurcagao em uma varidvel padrao
e sem simetria, com um caminho através do desdobramento miniversal de uma
cuspéide z™*!, fazendo assim uma analogia entre a Teoria de Bifurcagio e a Teoria
das Catéstrofes. Essa idéia, ja presente nos primeiros artigos de Mather e Martinet
para Teoria de Singularidades, tem sido estendida e aplicada. (cf. [31],[13],[32]).
Uma caracteristica importante da formula¢do por caminhos é que podemos mini-
mizar e organizar os calculos que sao feitos utilizando-se os métodos classicos para
obtencao de formas normais como no Capitulo 2.

Este capitulo esta dividido em duas partes: na primeira, apresentamos os re-
sultados basicos da teoria da formulagdo por caminhos; na segunda, fazemos a clas-
sificagdo dos problemas de bifurcacdo Z, @ Zs-equivariantes, via esta formulagao.
Finalizamos o capitulo comparando a classificacdo que obtivemos com a sugerida

por M. Manoel e I. Stewart em [5].
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3.1 Teoria da Formulacao por Caminhos

A teoria que vamos apresentar restringe-se ao caso Z, & Zp-equivariante. Ini-
ciamos o estudo dessa secao definindo o centro organizador de um problema de
bifurcagdo g € & 41 (Z2 & Z), 0 qual sera chamado core.

Defini¢ao 3.1.1 Sejag € g;‘y‘x( 2 & Zy) um problema de bifurcacdo. O core gy de
g € dado por
90(z,y) = g9(z,y,0).

Exemplo 3.1.1 O core da forma normal hy = [equ+ pv + g2\, nu + £3v + £4\] que
aparece em (2.25), € dado por

hi, = [e1u + pv, nu + £30).

Denotaremos o conjunto dos germes Z, & Z,-equivariantes onde nao ha presenca

do parametro A por
gz,y(ZQ © Z?)

e o conjunto das matrizes Z, & Zs-equivariantes onde nao ha presenca do parametro
A por
5x,y (Z‘Z @ ZQ)

No capitulo anterior, definimos a nog¢ao de equivaléncia para problemas de bi-
furcacao Z, & Zs-equivariantes. Agora, faremos o mesmo com os seus cores. Assim,
dois cores fy,g0 € Ey(Z2 © Z3) sao equivalentes, e também chamaremos Z, @ Z,-

equivalentes, se
fo=S-goo X, (3.1)

onde S € Er-y (Zas Zy), X € gr_y(Zg @ Z) com X (0,0) = (0,0). Além disso,

(d2X)oo e S(0,0)

sdo matrizes diagonais com entradas positivas.
O conjunto de todas as Z, & Z,-equivaléncias (S, X) serd denotado por K%2®%2,
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Nosso proximo passo € associar a cada problema de bifurcagao g € 5';_3‘,‘,\ (228 43)
um caminho no espago dos parametros de desdobramento do core gy de g. Essa idéia
surge a partir da K%2®%2_teoria dos desdobramentos. De maneira natural, podemos
adaptar todos os resultados citados na Segao 2.8 do Capitulo 2, sobre a teoria dos
desdobramentos Z, & Zs-equivariantes, para germes em gz‘y(Zg & Z,), fazendo A = 0.

Assim, o espago tangente de g € gx’y(Zg & Z,) é definido por

TK?9%(g) = {Sg+ (d29) X : X € &y(2:® Z2), S € £y (220 Z)}.

Segue do Teorema 2.8.1 que o germe g tem um desdobramento miniversal se,
e somente se, a dimensiao de NK%%%2(g) = c‘:';‘y(Zg & Z,)/TK%®22(g), chamado
espago normal de g, é finita como espago vetorial real. Esta dimensao é igual ao
nimero de parametros de um desdobramento miniversal. Este mimero é chamado
K#®%_codimensdo de g, ou simplesmente, codimensido de g. Definimos também
que um germe em c‘;_y,;\(Zg @ Z,) é dito de core finito se a K%2¢%2_codimensio do
seu respectivo core for finita.

Seja go € E,':_y(Zg & Zs) um core finito com g(z,y,0) = go(z,y). De acordo com
a teoria dos desdobramentos, se Go(z,y, ) é um desdobramento miniversal de go,
com « € R* entdo, como g(z,y, A) também é um desdobramento de go, temos que g

fatora-se através de Gy, ou seja,
9(z,y,A) = S(z,y,A) Go(X (2,9, A), &(N)), (3.2)

onde @ : (R.0) — (R*.0) é o caminho associado ao problema de bifurcacio g.
Observe que @ é uma aplicagao do espago de parametros de bifurcagao no espago

de parametros de desdobramento. O espago de todos os caminhos serd dado por

—

Py = {a: (R,0) — (R*,0)}. (3.3)
Assim, @ induz um novo problema de bifurcac¢ao definido por
a* Go(z,y,A) = Go(z,y,a(})). (3.4)

Chamamos a* de aplica¢ao pull-back pelo caminho a.
Olhando para as expressoes (3.2) e (3.4) podemos observar que

a0
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9($1}1/\) b S(I~y,/\) G[}(JY(I.? ‘A)d"()\)) =

= S(z,y,A) @ Go(X (2,4, A),A) = S(z,y, \) & Go(X (z,y, \), I(\)) (3.5)

onde I é a aplicacao identidade.
Assim, temos que g e @*Gy sao Z»@® Zr-equivalentes, com a equivaléncia (S, X, I).
Em simbolos,

Com isso, mostramos que se g € &, , (22 & Z,) tem core finito, entdo existe
um caminho a tal que g é Zy & Zs-equivalente a a*Gy.
Como Gy(z,y, a) é um desdobramento miniversal do core gy, definimos o discri-

minante Ag, de Gy como sendo
Ag, = {@ € RF : I (z,y) tal que Gy(z, y, ) = (d2Go)(z,y) = 0}. (3.7)

Tomando a aplicagdo projecio m¢, : R? x R¥ — R* e considerando a restricao
TG, : Go'(0) — R*, temos que a imagem da projecio 7, dos pontos singulares de
Go, restrita ao conjunto G5 '(0), é, justamente, o discriminante Ag, de Gy.

Vamos agora estender a nogao de equivaléncia para os caminhos com mesmo
core. Dois caminhos &, 3 : (R,0) — (R¥,0) sdo equivalentes se

a(A) = H(\ B(AN)) (3.8)

onde A : (R,0) — (R,0) é um difeomorfismo que preserva orientagao e

H:R" R

é uma familia A-parametrizada de difeomorfismos locais sobre R*, isto é, (da H)4(0,0)
pertence ao conjunto das transformagdes lineares invertiveis de R em R* que pos-
suem determinante positivo. Mais do que isto, H preserva o discriminante Ag, de
Go no sentido de que H(A, Ag,) C Ag,, para todo .

Para um core g, fixado, o grupo das equivaléncias de caminhos ou grupo dos
caminhos equivalentes, serd denotado por Ka. . Este grupo K, atua no espago
P, via (3.8).
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3.1.1 Espaco Tangente aos Caminhos

A definicao de espago tangente aos caminhos utiliza o conceito de derlogs. Os
derlogs que sao campos de vetores tangentes ao discriminante Ag,, sio denomi-
nados derlogs geométricos. Definimos também o derlog algébrico ou campo de vetores
levantdvets, denotado por Derlog®(Ag,), como sendo o campo de vetores £ que

satisfaz a equacdo
5($! Y, (l‘) GD($! Y, l3:) = (dGO)(Ly)(I‘a Y, C() X(l'. Y, a) 7 (dGO)a(xs Y, Q) «E(Q), (39)

onde Gy é um desdobramento do core gy € S, X sdo Z, & Zy-equivariantes. O par
(X, &) € o levantamento de £ e é formado pelo campo de vetores tangentes aos zeros
de Gy em seus pontos suaves.

Na equagao (3.9), o termo do lado esquerdo da igualdade juntamente com a
primeira parcela da soma do lado direito nos dao a expressao do espago tangente de
Gp. Logo, de acordo com a expressao acima, estamos procurando vetores linearmente
independentes £ que dependam apenas de «, a partir dos vetores do espago tangente
de Go.

Observagao. Quando os derlogs algébrico e geométrico coincidem temos que o de-
terminante da matriz formada pelos vetores do Derlog*(A¢,) é um muiltiplo unitério

do discriminante Ag,. Neste trabalho isto ocorre.

Os espagos tangentes que queremos tratar com relagdo a Ka, -equivaléncia
(3.8) sao os seguintes £,-moddulos de Py,

TKag, (@) = < @y >¢, + @ Derlog*(Ag,). (3.10)

Na parcela < @, >g, que aparece acima, &, indica a derivada do caminho &
com respeito a A. Jd a segunda parcela, @*Derlog*(Ag,), € a aplicagao pull-back do
derlog pelo caminho a.

Definimos também o espago normal ao caminho &, complementar a TKa (&),

como sendo

‘N}CL\GO ((__) = ﬁ/\/T}CQGn (ﬁ)
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Assim, dizemos que a Ka, -codimensdao de um caminho &, denotada por

cod Kag, @, é a dimensao do espago vetorial real NKa,, (@).

Encerramos essa se¢ao com um resultado que relaciona a codimensao do cami-
nho @ com a codimensao do problema de bifurcacao @*Gy, onde Gy é o desdobra-

mento miniversal do core gg € fx‘y(Zg b Zs).

Proposigao 3.1.1

cod;c&p @ < 00 se, e somente se, COd]ngsazg a*Gy < oc.
o] A
Demonstragao. Ver (6], p. 289. o

3.2 Classificacao dos Problemas Z>® Z>-equivariantes
Via Formulacao por Caminhos
Esta é a parte central deste trabalho. Nesta se¢ao, mostramos como obter a
classificacao dos problemas de bifurcagao Z; & Z,-equivariantes, via formulagdo por
caminhos. Com isso, apresentamos uma forma alternativa de classificagdao aquela
usando técnicas classicas da Teoria de Singularidades, proposta por M. Manoel e L.
Stewart em [5].
Comecamos nossa analise a partir do Teorema 3.2.1 que nos d4d a forma normal
genérica para o core com o qual trabalharemos.
Teorema 3.2.1 Consideremos g : R* — R? um germe Zy & Zs-equivariante dado
por g(z,y) = (p(u,v)z, q(u,v)y) = [p,q]. Se
Pur @ GQus  Puo — Polu (3.11)
sdo todos ndo nulos na origem (z,y) = (0,0), entdo g € Z, & Z>-equivalente a
hS = [e1u + mv, e3u + €47 (3.12)
com €, = sinal (p,), €3 = sinal (q), €4 = sinal (q,), e parametro modal

Qu
m = Pu-




Além disso,
m 75615364. (313)

Demonstragao. E essencialmente analoga & demonstracio do Teorema 2.5.1. Ini-

cialmente, fazemos uma mudanga de coordenadas genérica

S g X,

onde X = [a,b] € f:';‘y (Za& Zy)e S € EJ; v (Z2% Z5). Queremos mostrar que

=S-goX,

Da mesma forma como fizemos no capitulo anterior, desprezamos os termos de
ordem maior que dois pois sao de ordem alta para o problema do reconhecimento
(basta fazer A = 0). Entéo, se S-go X = [p”, ¢"], segue da mudanga de coordenadas

T 3.0
® Py = Pup®),

" 2.0
* D= Puaobosle

" 2 .0
e ¢ = quagbosy,

"
® q, Qv b[)Sd?

onde os elementos que aparecem nas expressoes acima siao dados como no Teorema
2:5.1; isto 8 ag > 0, by > 0,.8) >0, 510

Para que g seja Z, & Zy-equivalente a h{ devemos ter
ppade) =l = lp,ledsl=1,
quadbost = £1 = |quladbosd = 1,
qubgsg = +1 = |gu|b3s =

Resolvendo as equagoes acima obtemos
1

0
le — _-_".'
|pulad

4
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1
90163
b5 _ lau
ag Q|

no .
34 —

Substiuindo os valores acima nas expressoes p.., . e ¢, listadas anteriormente,
concluimos que

g1 =sinal (p,), €3 =sinal (¢q,), £4 = sinal (q,),

e de pl/, temos que
q
m = |—|p,
Puy
é o parametro modal.

A condigdo (3.13) segue de p,q, — puqu # 0. (]

Proposigao 3.2.1 Considere um core genérico com apenas um parametro modal,
digamos go = [e1u + Mv,e3u + €4v]. Entdo, go € Zy & Zy-equivalente ao core com
dois parametros modais

hi, = [E1u + pv, nu + £4v)

da forma normal hy dada em (2.25) se, e somente se, M = |n|u, com €;’s dados de

acordo com o Teorema 3.2.1, p = i By C = L Gu-

A 4rPv

Demonstragdo. Se gy e hy, sao equivalentes, entdo existem S € £,, (Z2 @ Z,) e
X =[a,b] € E-;‘y(Zg & Zy) de forma que

hy, =S goo X.
Temos entao que
a) lafj.s? =g =
b) Magh3s) = w;

v 2h a0 - s
(.) 53(103)054 =1




Substituindo o valor de s? e s§ nos itens b) e ¢) obtemos

2
a
M= é (3.14)

0 = ean. (3.15)

Dai, de (3.14) e (3.15) segue
M=¢ecun = M=|np (3.16)

como queriamos. Reciprocamente, se M = ||y, devemos mostrar que gy é Zs & Z-

equivalente h),. Fazendo uma mudanca de coordenadas genérica, temos que
S hy, 0 X = [e1a38% + paghisdv, nadbosu + e4b3s3v). (3.17)
Logo, para que h? e g sejam equivalentes, devemos ter
a) sl =41 "= agsd'=1;
b) nadbos) = +1 = |n|adbos] = 1;
o) eybdsl =£1 = BEl=1L

Resolvendo as equagoes acima ficamos com




Substituindo os valores acima em a), b) e ¢), concluimos que
g1 = sinal (p,), £3 = sinal (¢,), &4 = sinal (q,).

Além disso, da expressao (3.17) ocorre

2

250 = bg

HapOS; = H—
a

0

Logo, go € hy, sao Z; & Zs-equivalentes.

Segue da proposi¢ao acima que o core

q
h§ = [eju + mv,e3u + £4v] com m = |—|p,

uw

é Z, & Zy-equivalente ao core
hyy = [e1u + pv, nu + £4v),

onde 0s €;’s, 4 € 1] SA0 COMO Nna proposi¢ao anterior.

Entao, podemos observar que nao sao necessarios dois parametros modais para
o core genérico, como é apresentado em h;,. Isto mostra-se como uma primeira
caracteristica importante do ponto de vista que estamos analisando. O segundo
parametro modal do core h;, aparecerd no caminho associado ao core h§, como
veremos mais adiante.

Vamos agora calcular o desdobramento do core Af.

Proposigao 3.2.2
Hi = [eiu+ (m + a3)v + a1, e3u + €40 + ) (3.18)
¢ um desdobramento miniversal de hS, onde 0s €;’s sao como no Teorema 3.2.1.

Demonstragao. Calculamos o espago tangente TKX%2%%2(h$) usando os seis gera-
dores dados em (2.20). Dai, fazemos o quociente

gx‘y(ZQ 5% Zg)/T}CZ2f3’22 (hg)

o7
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para encontrar os termos de desdobramentos. Desses cdlculos, pode-se observar que
precisamos da condig¢ao
m # £153€4. (3.19)

Assim, concluimos que

P = [1|0]‘ p2 = [O} 1]} € p3= {?"?0]

sao os termos de desdobramento de AS.

Logo,

3
i: = h'lc + Za,;p,- = [€1u+ (m + 053)11 + o,E3U + £4V + Gcg],

i=1

como desejavamos. =

Dado o desdobramento HY de h{, o préximo passo é definir um caminho & no
espago de parametros de desdobramento, de modo que o pull-back a*Hf seja equi-
valente ao problema de bifurcag¢ao h,. Além disso, queremos encontrar a codimensao
do problema de bifurcagao a*Hf e seus termos de desdobramento. Para isso, usa-
remos a teoria da formulagdo por caminhos desenvolvida na primeira parte deste
capitulo.

Comegamos calculando o discriminante A e, formado pelos pontos singulares

de Hf, para comprovar que o determinante dos vetores do Derlog*(Age¢) coincide

com a expressao do discriminante. Com efeito,
AH;‘ = a1(e101 — e3a2)( — g402(m + ).

Para encontrar os vetores do Derlog™(A <) resolvemos a expressao (3.9). Como
os termos de desdobramento de h{ sao [1,0],[0,1] e [v,0], a notagdo vetorial que
usaremos para os derlogs indicard que a primeira linha do vetor refere-se ao termo
que acompanha [1,0], a segunda ao termo que acompanha [0,1] e a terceira diz
respeito a [v,0]. Para outros vetores dos derlogs que calcularemos posteriormente,
a notacao vetorial sempre estara relacionada com os termos de desdobramento do

o8
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core em questao, obedecendo a ordem que os termos de desdobramento sao listados,

como fizemos acima. Por exemplo, neste caso,

1 0 0
[1,0)={ 0], [0,1] = e [v,00=10
0 0 1

Assim, os vetores do Derlog™(Ap¢) sao dados por

3 0
—£303 0 . (3.20)

(—-:'1051 +53a2)(m+r_¥3) y —S4CI2(TFI.+(13)

Observe que o determinante dos vetores do Derlog*(Ap¢) € igual a expressao
que define o discriminante A ge.
Considere o caminho & : R — R?® tal que

&(A) = (e2), k), 0)
Pu

GuP
com A, que denotaremos por hj, dada por

onde k& = gx e €2 = sinal (py). Como a*Hf = Hfo@, obtemos uma expressao

hy = [e1u + mv + €2, e3u + g4v + k). (3.21)

Queremos agora encontrar o desdobramento miniversal de h} e, consequente-
mente, sua codimensao.
Para isso, usamos o espac¢o tangente ao caminho @ que, de acordo com (3.10),

¢ definido por

TKay (@) = <ax>g + @ Derlog®(Aye).

Substituindo o caminho @ = (a;,a,a3) = (£2A, kA, 0) na expressdo acima,

temos que os geradores de TKx,,. (@) sao
1




k , Vs H , U3 = —f;{kzx\j Ly = 0
0 (—5152 -t E;;k)mA (Eg = :’4:16?71)/\

=

onde o primeiro gerador 1, vem da parcela < a, >g, e os trés ultimos, da parcela
2 Tl et g'* / i
a*Derlog™ (Aye).

Se =, — z4km # 0, ou seja, se

km 5'5 Eq&y, (322)

0 0

obtemos de vy o gerador [ 0 |. Desse modo. [ 0 | = [0, Av] pertence ao espaco
A A

tangente T)\f._\”f (). Entao. podemos elimina-lo dos demais geradores. Com isso,

podemos trocar vz por

Multiplicando o gerador acima por £, e somando com Av, ficamos com

0
(—515;152k2 s o ;»)/\2
0

Dai, se —c 6359k + k # 0, ou seja,
k # 1963 e k#0,

obtemos de v3 o gerador
0

22
0

para o espaco tangente T/CA”?. (@). Observe que resta-nos ainda os geradores v, e

.
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Afirmagao: O espaco normal NK,,. (@) é gerado por [0.1].[¢.0] e [0, )], ou na
1

notagao vetorial que estamos usando. por

De fato, consideremos a seguinte tabela

geradores | [1,0] [A,0] [»,0] [0,1] [0,A]
(i E2 0 k 0

V9 0 Eo 0 k
0,1] 0 0 10
[0.0] 0 0 0 0
0.\l 0 0 0 1

A matriz 5 x 5 dos coeficientes acima tem posto maximo pois seu determinante
é nao nulo. Logo, pela Algebra Linear, temos que a afirmacao é verdadeira. Assim,
um desdobramento miniversal H} de h} é dado por

Jr]; — [fl“ + mu - ;'.2/\. £3U + E4V + f:_)\ + QI]

onde m ~ m,k ~ k,a; ~ 0, com ~ indicando suficientemente proximo. Conse-
quentemente, cod h] = 3.

E importante observar que das expressoes (3.22) e (3.23) seguem novas condigoes
de reconhecimento para hj. Sao elas

k % E1E9E3, km 75 £9€4, Qu ﬁé 0, Pa 7‘5 0, qx 7é 0.

Do ponto de vista qualitativo, todas as informagoes sobre h] sdo as mesmas
que obtivemos anteriormente para h; no Capitulo 2. A proposi¢ao seguinte faz essa

comprovagao, mostrando que essas duas formas normais sdo equivalentes.
Proposigao 3.2.3 A forma normal
hi = [e1u + mv + €2, e3u + £4v + €3]
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i

€ Za = Zs-equivalente a
hy = [g1u + pv + s2d nu + 240 + 55|
n.n{fe ‘;_-1 —_ .‘3']"”.”--',' (,UH)' 5.2 — h-;jnaf (!),\) f."} = Szn(}_f (q“). 51 — .Stn.ﬂ.l'f (q!.')‘ f_-', = Slﬂ,t‘lf {qA},

sl ) e it o
)= | B H=| ( e m= 21
/ qupa | Pv: N [ Pugn | Tu [ 4vPu P

Demonstragao. Sejam S €&,y (Z2 & Z3) e X = [a,b] € gr‘y(Zg & Zy). Para
mostrar que hy é Zy & Z-equivalente a h] fazemos uma mudanga de coordenadas

S - h} o X como no Teorema 3.2.1. Dai, se [p”, ¢"] é o resultado final desta mudanga

temos
| s ool
1)“ = £ 11’10.‘:1.

P! = paghis?,

ph = .:"-_ru.};'\’(())s‘,'.
T ';;(15310 s ,‘1} :

g =e4b3s8,

g5 = e5boA’(0)sY.

Para obtermos a equivaléncia entre as duas formas normais devem ocorrer

I'a il 0 _
.;llﬂu.‘:l = ]. = -‘}1 =

lealaoA’(0)s) =1
360 — |

leq|bysy =

|?;|a§b033 =1




I:’.-’, Ibnf\’(_(})"?? =1

Substituindo os valores encontrados acima nas expressoes pi. pi, p\, G, qo, Grs

obtemos a forma normal h] com parametro modal m, como queriamos. [l

Observe que a partir do core h{ foi possivel obter um problema de bifurcagao
h} que é Zy & Zs-equivalente a forma normal h;, dada em (2.25). Ainda a respeito
do core h{, as condigoes de reconhecimento (3.11) nada dizem sobre p,, podendo
ocorrer, eventualmente, m = 0. Dali, ao considerarmos esta condi¢do, obtemos do

core h{ um novo core dado por
h$y = [e1u, e3u + £4v).

A mesma andlise que fizemos para o core h{ pode ser feita para hf,. Assim, de

maneira esquematica, juntamos os resultados obtidos a partir de h{, como seguem.

core  h§y = [£1u, e3u + £4v)

condi¢oes de reconhecimento p, =0, p, #0, ¢, #0 e ¢, #0
desdobramento do core Hy = [e1u + azv + ag, €3u + £40 + @)
discriminante

vetores do Derlog* (A )

Pu
Paqu

caminho associado a = (ea), kN, 0); k= qx; €9 = sinal (py)

forma normal a*Hfy = hiy = [e1u + 22\, g3u + €40 + k)]
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termos de desdobramento [0,1], [0,A] e [v.0]

novas cond. reconhecimento A # g15053, py #F 0. gy F0
codimensao cod ki =3

desdobramento miniversal H}y = [s1u+ a3v + 29, g3u + 500 + kX + o]

com
e1 = sinal (py), €2 = sinal (py), €3 = sinal (q,) e €4 = sinal (q,),

A”fu = ﬂ}(lg((.}l = :’_1(12(1;;}(5;5(12 = 51(11).

v .
Ligy

ol
g3t Qxg — 51y
0
—E1Q (3 + E3000x3

0
0

] — E4000ky

Além de h{ e hf,, outras formas normais para os cores podem ser obtidas

degenerando-se as condigoes (3.11). Sao elas,

S€  Pufe — Puqu =0, temos h§ = [zyu+ v + e5u’, £18984u + £4v);




. 2l
se p,=0, temos hf=[su” + £2v,E3u + £4v];

se q, =0, temos h§=[c,u+ cv,E3u + £407;

se q,=0, temos h§=[eju+ ev,eqv].

Os ¢;’s que aparecem acima, sao dados na tabela do préximo teorema.

A classificacao dos problemas de bifurcagao Z,@® Zs-equivariantes via formulacao
por caminhos sera feita a partir dos cores citados acima. De fato, apds obtidos
esses cores, encontramos seus respectivos desdobramentos e, em seguida, definimos
um caminho de tal forma que o pull-back do desdobramento pelo caminho nos
dara outras formas normais para os problemas de bifurcacao Z, & Zs-equivariantes.
Completamos esse estudo encontrando os termos de desdobramento dessas formas
normais através dos espacos tangentes aos caminhos. Faremos a classificagao até

codimensao 3.

Teorema 3.2.2 (Classificagdo de bifurcagoes Zs @ Zs-equivariantes via formulagao

por caminhos) Se g = [p,q) € Eryn(Za & Z) satisfizer as condiges de reconhe-

cimento da tabela a sequir para as formas normais h}, com j =2,5.6 e 9, entdo g

¢ equivalente a h}.
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I Formas Normais |

= [e1u+ eov + e5u? + €3, e16084u + 4 + K]
= [e1u? + eqv + 5\, e3u + €4V + K]

[e1u + e9v + s, e3u + €40? + KA

[e1u + €20 + €3, £4v + K]

Forma Condigoes Parametro Termos
Normal Reconhecimento Modal Desdobramento

PuQuv — Pvqu =0 [, O]

h; Puy Qus Pus Prs G2, P2, Pu E%IQA [O!/\]

Pvdx — Pagu # 0 [0,1]

Pu = 0 [01 1]

Px:Quy @2y Puusy PvyQu Puu |§%I‘L\ [u, 0]

Pudr — Pagu # 0 [0, 7]

g =20 [01 U]

Pus Py 49x; Pvy Qus Quu, Pu |E‘%|qz\ [0} /\J

Pudr — Paqu # 0 [O! 1]

qu =20 [Os u]

PusPr@n Pos vy Pu = | B-|qx (0, A]

Pudr — PAgu # 0 (0,1]

P2 = QuuPuPs — QuuPaPv — GuuPs — Puv@oPuPv + PovquP2 + PuuduP?




Demonstragao. Faremos a demonstracao para h; de modo mais detalhado. Para
as demais formas normais omitiremos alguns calculos e apresentaremos os resultados
apenas de forma esquematica.

De fato, comegamos fazendo p,q, — p,q. = 0 em (3.11). Isto nos fornece o core

+ e5u?, £16984u + 4] (3.24)
onde £, = sinal (p,), €2 = sinal (p,), £4 = sinal (q,) e €5 = sinal (p2q,) com
_ 2 2 =B 3 ) 2
P2 = QuoPuPy — GQuuPypPv — QuuPy — PuvPy — PuvQuPulv + Pov@ePy + PuuQuPy-

As condigoes de reconhecimento sao: p, # 0,q, # 0,p2 # 0.

O desdobramento HS do core h§ é dado por
2
HE - [(51 + Ct‘:;)'lt + £9U + E5U” + 1, E1E2E4U + £4V + (.kz}.
A expressao do discriminante .l”c é a seguinte

4Q205 + 3-:—4u2a3 + 38169540003 + F9840y —

AHE‘ = (xj(xy (54(_11 — :_-)(.1'2) (€ 2

2€
oy i B i S O W N T e
Qg 2810 (e (03] [k2&3 ZE CYQOL E5Q5 E1E9E84E50Q1 Qxa X3 E504]

— degeqe5001 000 + 461!10!%) (6264650’% — 462&'4(1‘1 + 40.’2).

Os vetores do Derlog*(Ayg), representados de forma que as linhas do vetor
coluna indiquem os coeficientes dos termos de desdobramento [1,0],{0,1] e [u,0],

respectivamente, sao dados, através da expressao (3.9), por

dan (8401 — €203) + Aag
2&3(540‘] e Egag) + Ba_;
2e1 (g4 — 900) + Cag

Qe

P Y,
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45500 + £4E500 03 — 2g18900 0vg
= £164E5Q9 + E4E5Q903 — 2616905
'—382052 -+ 454&1 — E1E890(aky
—5egesa1 g + deses0l — 3e 1896501 a3 + g3
—5egesa? + de4e500 09 — 3616985000 + 424005
—4615201(12 — 2e9e5a0003 + 4&'1540:’% + £1E4E50 + E4E5Q1 O3 — E1E2E50—
— £169650003 + 2640203
G = —E9E4E5Q] — E£1E9E4E501 Qi3 T+ 80:1052
H = —gqoe48509 — £16964E50003 + 802
I'= —4e189640 + 58109 + 3903 — 4818284550:%.

DPv

Daqu

Tomando o caminho & = (g3, kA,0) com k = g € €3 = sinal (p,) temos

C_!*Hr; = h.; = [611L + €9V + 85’&2 + €3, €16264U + 4V + k/\]

O espago tangente TKp,,. (@) é, de acordo com (3.10), gerado por quatro ele-

2
mentos. Um gerador corresponde ao vetor derivada com respeito a A do caminho @ e
os outros trés sao dados por &*Derlog (Apg), ou seja, devemos substituir oy = £34,

oy = k) e a3 = 0 nos vetores do derlog calculados acima. Assim, ficamos com

E3 463(6463 — Egk)/\2
k . 2k(5463 — 62k)/\2 ,
0 2c1 (€483 — €2k) A

251&‘3(546553 — 8285k)A2 + 28153(—26253k + 2E4k2)A3
2e1k(c4e583 — €965k) A2 + 221k (—2e963k + 264k%) N3
(—68283k + 484 + 264k2)/\2

2e163(3k — 2e26463) A% — 8169546553k 2 N3
261k(3k = 2626483)/\2 - 8€1€2€4€5k3A3
—26265(—52£5k + 646563)/\ - 26285(—‘25283}6 + 264]62)/\2




Dos vetores acima. podemos concluir que

M3
JM; & T)C_\H_l, (cv),
M3 :
onde M, é o ideal maximal de £,. Deste modo, os calculos sao feitos médulo os
M
termos em | M3 |. Dai, ficamos com
M3

dez(eqes — e2k)N?
2k(eqe3 — £2k) A2

Ao efetuar calculos para obter geradores para o espago tangente e, consequente-

mente, para o espaco normal ao caminho @, concluimos que se
k # E9EyEy € k 7& 0._
ou seja, se tivermos novas condigoes de reconhecimento para h} dadas por

k # ese4e3, pu #0, pa#0, qr # 0,

os termos de desdobramento de hj, formado pelos geradores do espago normal de a,
sao dados por
0,1], [0,A] e [u.0].

Portanto, cod hj = 3 e o desdobramento miniversal de h} é

H; = [(51 + n-;;)u + &9v + 5'5’:'12 + &3, 61 284U + E£4V + ri\')\ + (l’ll.
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A partir de agora, para as demais formas normais daremos as informagoes de

maneira esquematica.

. 2
core  hf§ = [g1u® + 20, e3u + 240

condi¢oes de reconhecimento p, =0,p, #0, ¢, #0, g #0 € puu #0
desdobramento do core HE = [e1u? + azu + 220 + oy, £3u + €40 + g
discriminante A e

5

vetores do Derlog*(Age) Vges V2hes Udye

caminho associado = (A, kN 0); k= 5*‘):—‘;{ gx; €5 = sinal (py)

forma normal a*HE = hf = [e1u® + 290 + 25\, €3u + €40 + k]
termos de desdobramento [0,1], [0,A] e [u,0]

outra cond. reconhecimento &k # egoc4e5, pr# 0. gy #0

codimensao cod hf =3

*

desdobramento miniversal H? = [e1u? + a3u + 290 + €3\, £3u + £40 + kA + o]

oI

g, = sinal (pyu), €2 = sinal (p,), €3 =sinal (q,) e =4 =sinal (g,),

Aps = aog(ea0) — €40)(€30203 — 0103 — £10303 — deze agay + de10f +

: 9
+ 40;,(1'5) (=) — g103 — deogqan + 26963848103 + 4y,
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i ¢ 2 ¢
—E9E38 100 (v + :‘.151(1-1(.r§ — 2e38401 003 + deq07 — 26009
L oo 2 e s . "
—E2838 103 T+ S48 Qavy — 2:;;;4(1.2(13 + 2c400 0
Ve~ o~ ; Y 2 ~
—2:2:3(_11 =pe 4:40.‘1(}3 — €3E40203 — Eal¥o(ky

—4535’4&‘%&2 == 2&'2635‘10(;1! T A;C};g
Vg = | —4e3640005 — 262636101000 + Asrg
454&:1'} = 252&10‘2 + A:;Ofg

2 2 2 2 i 2 P
—4:301 — E3E10v (5 T €264 10 (3 + Bay sy — 85361(.1‘1(]53 — 2c2:3€461’1(12
- St 2 o arsa 2 s .
—--1:3(1'1(1'2 — £3810000 + 2984810003 + 8(12(1;; == 8:;;: 1(_}3 = 2:3:40%
p I ‘ 2 4 2
—dezaag + 289640 + 3agai + dejay o — dE3810503 — £9836400003

r y 2 2
= £26101 (g — 36384810103 + dE40 108 + dege 0
2 - i K
E9€ vy — JE3E4E (Y33 + 454&3 + deqe 100100

2
—E9E3E1QY + E4E 101 (vg — 45364&102 + E98100x3 — £3E4E100203 + 28401%0!3.

core  h§ = [s1u+ 290, E3u + :"_.11;2]

condigoes de reconhecimento ¢, =0,p, #0.q, # 0.p, #0 € o #0

desdobramento do core Hg = [51 U+ €90 + @y, £3U + Q3 + £40% + sl

discriminante Apg

vetores do Dm'log'(_\”lr;-)
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caminho associado a = (es5A, kA, 0);

forma normal a*H§ =

termos de desdobramento [0,1], [0,A] e [0,v]
novas cond. reconhecimento Kk # 16365, pa #0, gy #0
codimensao cod hg =3

desdobramento miniversal H} = [e1u + 20 + €5), £3u + £40% + azv + kX + o]

g1 = sinal (py), €2 = sinal (p,), €3 = sinal (q,) e €4 = sinal (qy,),

Aps = qag(e1on — £302) (620103 — p02 — g40%03 — dese 0003 + dE403 +

+4(lf(12) (CI'J = 9*1"’*}6;(}; +1- 4"4&2 -+ ‘161 k1= 4(1‘1)

o , S o = 2
26101 (g — £9€3E401 vy — ch'gﬁ Q3 + £164001 03
461(13 — £9E3E64QpQ3 — 26301 Qg — 281690 Qo3 + Elw;(lgaé

'UIHE —
dejaoy — 26963000 — E3001 Q03 — -lcgalflg

—de 16903y — 2898354010 + Biag
—de 500105 — 2¢: :”35‘40-5 + Baas
4'102 25 Qg + B;j(.l‘_';

; o 5
+ £1€63840 003 + Sft”(l'; — S9E4Y (X — desayg — 85254&?
. 2 '

—2e1898301 (g + £1E384020x3 + Bayanarg — 2:404'»:1-‘3 - -1»‘2(_13 — 81—'254affa2
—£189630 03 + 26183000 + 3103 — descay — degesaiag + dega o
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] 2 ¢ 9 .
= £3840¢] + -lfln'f — de18054a7a3 + dg1g400 09

5 P 2
= 238401y + 41070 — 35180840103 + 4E16405

‘ 2 A 2 N — P
'—-[f']:_-_rfl[(l-g + S350 03 + 351(11(\_—{ — £182840 (g — 292384k + £1840000x3.

core  h§ = [g1u + £9v, 247

=

condi¢oes de reconhecimento ¢, =0,p, #0.q, #0 e p, # 0
desdobramento do core HS§ = [g1u + 290 + o, a3u + £40 + g
discriminante Apg

vetores do Derlog”*(As) Ulyg s V2 s V3yg
caminho associado &= (esX, kA, 0); k=

forma normal a*H§ = hf = [eyu +
termos de desdobramento [0,1], [0,A\] e [0,
novas cond. reconhecimento kA # g953e4, pa # 0.

codimensao cod hy =3

desdobramento miniversal Hj = [51u + 290 + 3\, Qau + =40 + kX + o]

g1 = sinal (py), €2 = sinal (py), 3 = sinal (py) e g4 = sinal (q,),

L\H:} = aa(gq00 — 520 ) (a3 — £1a),
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9
o
Qe
ez — 212

0
9
Eat¥1ip — 445
S0 (3 — S40003

Encerramos o capitulo comparando os Teoremas de Classificacao 2.8.3 (via
técnicas classicas segundo Golubitsky e Schaeffer) e 3.2.2 (via Formulac¢ao por Ca-
minhos). As formas normais do Teorema 2.8.3 podem ser obtidas a partir da clas-
sificacao que estamos propondo com a formulagdo por caminhos. De fato, pela

Proposigao 3.2.3 hy ~ h}. Do mesmo modo, segue que
h-_g 7 f.’.;.
h,—, e .‘!?:;
he ~ hg.

Para obtermos as outras formas normais do Teorema 2.8.3 fazemos

hs ~ HEo (gg), £2) + £3)2,0),

HS o (g6), E7) + £042,0),

Hf o] (E]])\2757/\.O},

Hf o] (:','(;/\. 5'10/\2. 0)
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com s = sinal (py), 27 = sinal (q\), s = sinal (p3pr). 9 = sinal (pspy),
£10 = sinal(gyy), =11 = sinal(pyy) e p3, pq sdo dados como na tabela da pagina
40.

Além disso. podemos tirar outras conclusoes a respeito das formas normais h;’s.

De fato, se em h; tivermos. eventualmente, p = 0 ou n = 0, segue que
hy ~hg, sen=0
hy ~ hij,;, seu=0.

Ou seja, concluimos que a forma normal h; apresentada em (2.25) pode ser
] | p

obtida pela formulagdo por caminhos, a partir de trés cores distintos: h{,h§ e h{,.

A mesma analise podemos fazer para as formas normais hs, hy, h7. e hg se, eventual-

mente, os parametros modais forem nulos. Em outras palavras, podemos associar

alguns caminhos aos desdobramentos dos cores de forma que

sepu=0, hs~ Hfod;
sen =0, hg~ H§o dp;
sen=0, h;~ H§odad;s;
se p=0, hg~ Hfjoay,

com «; caminhos convenientes e n, u dados de acordo com a tabela de classificacao

da pagina 40.
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Capitulo 4

Aplicacao Fisica

Estamos interessados em estudar a envergadura de uma placa retangular eldsti-
ca, com determinadas condig¢oes de fronteira, quando aplicamos uma forca de com-
pressao A uniformemente distribuida nas extremidades dos lados verticais conforme

a figura seguinte.

Quando A é suficientemente grande, a placa comeca a deformar-se apresentando
rarias envergaduras menores em forma de ondas, ao longo de sua superficie. Note
que este tipo de envergadura admite um comportamento diferente daquele que ocorre
com um bastao, por exemplo. No bastao, a envergadura causada ao aplicarmos uma
for¢a externa em suas extremidades tem a forma de um arco simples. A razao deste
comportamento diferente é que vamos supor a placa apoiada ao longo de seus lados,
o que faz com que o deslocamento se anule na fronteira. Além de comportamentos

diferentes, podemos perceber também que a envergadura de uma placa requer um
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estudo mais complexo do que a de um bastao.

Para fins de conveniéncia, em nosso tratamento tedrico escolhemos uma escala
de comprimento de tal forma que a placa tenha largura = e comprimento (7. Entao.
a placa nao deformada ¢ parametrizada por

Q={(z1,23) : 0<z <ln, 0< <}, (4.1)
comprimento

argura
A placa por ser elastica, tem um valor critico da forca de envergadura A, para
o C

onde | = é o que chamaremos de razdo da placa. Iremos supor | > 1.
o qual. além desse valor, ela comega a sofrer mudancas.

Quando a forga A excede o valor critico A, a placa deforma-se apresentando
uma configuragao com um certo numero de envergaduras k. Em certos experimen-
tos. quando a for¢a A aumenta muito além do valor critico da forca de envergadura,
a placa muda para uma nova configura¢ao com um numero de envergaduras aumen-
tando de uma unidade, ou seja, passando para k + 1. Este fenomeno é conhecido
como mode jumping, foi observado experimentalmente por Stein em [19] e serd o
foco do nosso estudo.

Vérios autores, entre eles Bauer em [21], sugerem que o mode jumping pode
ser explicado através de uma bifurca¢do secunddria. Essas bifurcagoes sao fre-
quentemente obtidas por perturbagoes de problemas de bifurcagao com autovalores
multiplos. No nosso contexto, trabalharemos com autovalores duplos. Assim, a
estratégia é desdobrar a bifurcagao perto desse autovalor duplo e ver como as bifur-
cagoes secundarias ocorrem. Dai, o mode jumping ocorre quando o ramo de solugao
primaria perde estabilidade através de uma bifurcagao secundaria. Entretanto, Gol-
ubitsky e Schaeffer em [23], mostraram que a presenca de autovalores duplos, no
caso da placa, nao é suficiente para que o problema de bifurca¢ao exiba um mode
jumping. De fato, eles mostraram que combinar propriedades de autovalores du-

plos com certas condigoes de fronteira do problema é essencial para modelar este

fenomeno. E neste contexto que torna-se possivel relacionar as técnicas de teoria

de Singularidades aplicadas a teoria de Bifurcagdo. desenvolvidas nos capitulos an-
teriores, com o problema fisico proposto, sendo a teoria que vamos apresentar uma
forma alternativa da resolu¢ao de um problema que, a principio, foi resolvido por

meio de equagoes diferenciais parciais.
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Sendo assim. nosso objetivo neste capitulo é apresentar as equagoes que mode-
lam matematicamente o comportamento da placa. conhecidas como equagoes de von
Karman: analisar algumas condicoes de fronteira para o problema; usar o processo
de Liapunov-Schmidt para reduzirmos nosso problema original para uma equacao
de bifurcacao que serd equivalente a forma normal h;, dada em (2.41). Usando
as técnicas desenvolvidas nos capitulos anteriores, teremos todas as informagoes
que desejamos sobre o problema de bifurcagao h,. Consequentemente, estudar a
ocorréncia do mode jumping é qualitativamente equivalente a analisar o que acontece
com os diagramas de bifurca¢do perturbados de h;. Nesta andlise, os parametros
modais nos darao informacoes precisas a respeito da ocorréncia deste fenomeno fisico.

Outra motivacao para o estudo das equagoes que regem esta aplicagao fisica
é que este fenomeno foi feito de forma experimental por Stein em [19]. Em seu
experimento, Stein usou uma placa de razao [ = 5.38 e o modelo inicial tinha 5
envergaduras (isto é, foi descrito para k = 5). Essa configuragao persistiu até aproxi-
madamente 1,7 vezes a for¢a de envergadura critica. Neste ponto, a placa mudou de
repente e violentamente para uma nova configuragdo com 6 envergaduras. Outros
aumentos de A conduziram a mudancas para 7 envergaduras, 8 e finalmente um
eventual colapso da placa. Na anélise que faremos a seguir, estaremos interessados
apenas em estudar como se deu a mudanca de k = 5 para k = 6. Isto porque para
as mudancas de configuragdo seguintes, a placa comega se deformar, perdendo sua

elasticidade.

4.1 Formulacao Matematica do Problema

As equagdes matemdticas que modelam este problema fisico sao as chamadas
equacoes de von Kdrman. Estas equagoes envolvem duas fungoes desconhecidas: a
funcao de deslocamento w(z;, z2) e a fungéo stress de Airy ¢(z1, z2). No dominio 2
as equacoes sao dadas por

A*w = [p,w] — Aw

2121

; 1
2 h = —_—— |
A% = 2[1.5.&]
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onde A ¢ a forga externa. A? é o operador biharmonico em z e y dado por derivadas

de quarta ordem e o colchete é um operador bilinear definido por
1 1 ' L
[ ) = B s = Dl Wi Wi i (4.4)

A justificativa fisica das equagoes de von Karman se da pela Teoria da Elasti-
cidade e Mecanica dos Meios Continuos, entre outros. Em um breve comentario a
seguir, vamos tentar interpretar um pouco a Fisica que aparece no problema.

Considere um corpo B. Uma deformagao ou configuragiao de B é uma aplicacao
¥ : B — R? suficientemente diferencidvel, invertivel que preserva orientacdo. Os
pontos de B sao chamados pontos materiais e serao denotados por X e suas imagens
por ¥ sao chamados de pontos espaciais e serao denotados por z. Um movimen-
to de B ¢ uma familia de deformacoes parametrizadas pelo tempo denotada por
r = Y(X,t) = Y (X). A partir do conceito de movimento, podemos de maneira
habitual, definir velocidade e acelera¢do. O passo seguinte é introduzir o conceito
de for¢a. Na mecanica existem basicamente dois tipos de forgas: forca de contato
e forca a distancia. A primeira, referida & unidade de édrea, age na fronteira 9B.
A segunda, oriunda de campos potenciais, como a gravidade por exemplo, refere-se
a unidade de massa ou de volume do corpo. Sejam 7 e b os campos de forcas de
contato e a distancia, respectivamente, sobre um corpo durante um movimento .
Entao, dada uma regiao qualquer P C B, geralmente, existem forcas internas de
stress atuando em P. Seja t(x,t, N) a for¢ca que representa esse stress em P. Assim,
t é a for¢a por unidade de darea deformada produzida em P pelo material exterior
a P. Note a dependéncia de t em N; a forca de contato sobre um ponto do corpo
depende da normal a superficie sobre a qual esta forga é exercida. A forca do vento
sobre uma folha, por exemplo, depende da dire¢do da folha em relacdo ao vento.
Como nosso objetivo é descrever as for¢as que atuam na placa 2, considerando uma
subregiao O C 2, o strees interno em O sera descrito por t.

Assim, dada uma parte P C B, existe um campo vetorial t tal que a for¢a total
de contato f.(P,1) no movimento 3 é dada por

f.(P.0) = / t(y, N.t) dA (4.5)
J (Pt
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onde 0Y(P,t) é a fronteira de ¥/(P.t) e dA é um elemento de area.

A segunda lei de Newton generalizada para meios continuos afirma que a forga
total sobre uma parte do corpo B ¢é igual a derivada do momento linear em relacao
ao tempo e que o momento total das forcas é igual a derivada temporal do momento
angular.

Essa lei fornece duas expressoes que siao as chamadas equagoes do balango de
forgas e momento. Elas podem ser encontradas em [26] e, por meio delas, provamos

o seguinte teorema:

Teorema 4.1.1 (Teorema de Cauchy) Seja t a for¢a descrita nas condigdes acima
atuando em P C B. Entao,

(a) t € uma fungao linear que depende de N

tiz, 1, N) =o(z, )N

(b) o € simétrico,
onde N € o vetor normal com relagao a P.

Demonstracgao. Ver [26]. Observamos apenas que a existéncia do tensor de stress
o é consequencia do balango de forgas e o fato de o ser simétrico é devido ao balango

do momento angular. =

Assim, a for¢a de contato (4.5) pode ser reescrita em termos do tensor de stress

por

fo(P.t) = / o(z,t)N dA. (4.6)

JOoY(P.t)

Dali, pelo teorema da divergencia, temos que

/ o(z,t)N dA = / dive dz.
ayY(P.t) Y(P,t)

Com base nesses breves comentarios da teoria de elasticidade desenvolvidos

acima, temos que em nosso problema da placa podemos pensar

{(z1,22,23) : O0<z<im O0<z<m —6< 23 <6}
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I.'(a], 272, 33) = (‘ ) )+ H( s 2, Z;{).

onde u = (uy.us. u3) é uma funcao deslocamento.
Considerando uma regiao isolada O C Q) C B, temos que a i-ésima coordenada

da forga exercida em O pelo material exterior a O é, de acordo com (4.6), dada por

F, = Z / oi;N; dA i=1,2, (4.7)

a0

onde N; é um vetor normal exterior.

Note que o tensor aparece como ferramenta matematica para descrever que a
componente da for¢a em uma dire¢cao depende também da outra direcao.

Para encontrarmos as equagoes de equilibrio do conjunto de for¢as em cada

subregido. aplicamos o teorema da divergencia em (4.7) o que resulta em

OE‘J'U B
Z 5 =0 (4.8)

j=1

As equacgoes de von Kdrman (4.2) e (4.3) podem ser deduzidas de (4.8) baseadas
em duas aproximacoes as quais estao entrelacadas de modo sutil. Primeiramente é
suposto que a placa é muito fina, isto é, § é desprezivel e que os deslocamentos que
ocorrem sao pequenos e predominantemente na zz-direcao (uj). Assim, a funcao
deslocamento w que aparece nas equagoes de von Karman é dada por w = us.

Pode-se, também, mostrar que

T11 = O,

29221

12 = 021 = —Qz25, 722 = @z

onde ¢ ¢ a fungao stress de Airy.

A descri¢ao mais detalhada das equagoes de von Karman podem ser encontradas
em [20] e [23].

As solucoes das equagoes de von Karman sao consideradas como uma aproxi-

magao razoavel para as posicoes de equilibrio da placa.

Ainda a respeito das equacées de von Kdrmén, observe que A%¢ = —.1 [w, w]

diz que se certas derivadas de segunda ordem de w sao nao nulas, isto permite o
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surgimento de stress na placa. Do mesmo modo. A*w = [, w] — A\ws.,., descreve o
equilibrio do deslocamento: A*w, uma combinacgio de derivadas de quarta ordem, ¢
nao nula em resposta ao stress. seja ele interno transmitido através da ¢ ou externo
transmitido por A.

A funcao stress de Airy que aparece em nosso contexto é tipica de problemas
da Fisica-Matematica. Podem ser encontradas, por exemplo, na Mecanica Quantica
relacionada a Aproximacao WKB para a equacao de Schrédinger.

Podemos associar as equagoes de von Kdrman condicoes de fronteira que des-
crevem corretamente o estado fisico da placa. Para o deslocamento w vamos con-

siderar, convenientemente, os casos
a) I(w): simplesmente apoiada em toda fronteira. ou seja,
w=Aw =0 em 0N
e

b) II(w): simplesmente apoiada nas fronteiras horizontais e fixada nas verticais,
ou seja,
w=Aw=0em 0<z; <lm, 29=0 e z=7m

w=wy=0em O0<2z<m 27=0 eem =z

onde o subscrito y indica derivada na direcao normal.

Para ¢ consideraremos apenas a condi¢ao
I(¢): on=(A¢)y =0 em O0.

Estas condi¢oes sao as mesmas usadas por Golubitsky e Schaeffer em [23]. Vere-
mos que ao combinar as condicoes I'1(w) e I(¢) temos a ocorréncia de mode jumping.

Entretanto, ao combinar /(w) e I(¢) nao. Stein considerou a condic¢ao de fronteira

[I(w) como sendo a melhor aproximagao em seu experimento. A interpretacao fisica

desta condicao diz que a placa nao pode rodar ou transladar. O stress é absorvido

pela fronteira. A condi¢ao I(w) ¢é frequentemente estudada mas dificil de ocorrer
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fisicamente, senao impossivel. Embora esta condicao esteja relacionada com o fato
de nao ocorrer mode jumping, iremos trata-la por questoes de comparacao. Note que
para a funcao stress ¢ estamos considerando apenas uma condi¢ao de fronteira I(¢).
Esta é conhecida como condi¢cao de Neumann e segue das equacoes de Mecanica
Continua. As razoes de considerarmos essa condicao para ¢ é por esta ser a mais
realista para o experimento.

E claro que do ponto de vista matematico é interessante estudarmos outras con-
digoes de fronteira para ¢ e w. Holder e Schaeffer em [24], por exemplo, consideram

também para ¢ a condi¢do de Dirichlet dada por
II(¢): o=Ad=0.

Além disso, esses autores mostram que o mode jumping ocorre com as combi-
nagoes [1(w), I(¢) ou 11(¢), mas nao ocorre com [(w). I(¢) ou I1(g).

O que impede a andlise de outras combinagoes de condicao de fronteira é a
limitagao de ferramentas matematicas. Neste trabalho, bem como em [23] e [24], a
analise de Fourier tem papel fundamental para avaliar os parametros modais que nos
darao precisamente a ocorrencia do mode jumping. Em utilizar outras combinagoes,
falta essa ferramenta. Para superar esta dificuldade é necessario investir em outras
técnicas. Em [25], por exemplo, ao utilizar outras condi¢bes para ¢ e para w, os
autores desenvolveram ferramentas numéricas de discretizagao para poder analisa-
las.

Voltando as equacoes de von Karman, de {(4.3) podemos escrever

o= -%i\_z[w. w] (4.9)

no espaco de fungées nao constantes com condi¢io de fronteira ¢y = (A¢) = 0 em

9. Com isso, estamos dizendo que A? é invertivel no subespaco
{6 € HA(QQ) : ¢ satisfaz I(¢) }/R C H*(Q). onde

H3(Q) = {f € L*(Q) : Va com |af<2, 3 gq€ L*(Q) tal que

fD% = (—1)M / dap- Y € CX(Q)}.

33

AVA
cm 1 2 3 4 5 6 i unespw-l 12 13 14 15 1e¢ 17 18



Nesta notacao, o« = (ay,a2), com «; > 0 inteiro: |a|] = a; + ay e
el
Ta S £ o0 p 00 " 4 5
D = D7a1970" Além disso, C°(Q2) = C*(Q) N C:(R2), onde C.() é o con-
junto das func¢oes continuas com suporte compacto em 2.

Substituindo (4.9) em (4.2) obtemos a expressao
A*w + Aw,, ., = C(w) (4.10)

onde C(w) é dado por

C(w) = —%[A‘Q[w,w],w]. (4.11)

Para finalizar esta secao, vamos enunciar um lema que serd utilizado poste-
riormente nos cédlculos das derivadas das equagdes reduzidas. obtidas a partir do

processo de Liapunov-Schmidt.

Lema 4.1.1 Se u,v,w sao fung¢oes suaves em ) e se v e w anulam-se em 0S) entao

/ ulv, w] dA = / [u,vjw dA.
Q ' Q

Demonstragao. Ver [1], p. 445. &

4.2 Condicoes de Fronteira para a Placa Simples-
mente Apoiada

A combinacao I(w) e I(¢) é classica na literatura e tem sido estudada por
muitos autores. Podemos ver, por exemplo, [27]. Vamos abordé-la por questdes de
comparagao com o caso da proxima se¢ao. No final, veremos que a placa sujeita a
estas condicoes de fronteira nao apresentara mode jumping.

De fato, come¢amos nossa analise observando que w = 0 é solugao de (4.10)

para qualquer valor de A. A linearizac¢ao de (4.10) em w = 0 é dada por

A*w + Aw,,,, = 0. (4.12)




A justificativa disto se deve ao fato de que A? é linear e que C(w), dada em

(4.11), ¢ homogeneo do terceiro grau. ou seja,
C(tw) = t3C(w)

Entao, ao fazer a linearizagao de (4.10) em w = 0, devemos calcular a derivada de
C(w) em w = 0 numa dire¢do qualquer v, ou seja,

Gy =00 . B30 ,

C'(0)v = lim (tv) o) = lim o) = C(v)limt* = 0.

t—0 t t—0 t t—0
(Queremos, a partir de agora, encontrar as solugoes ndo triviais da equagao (4.12)
em (2, as quais satisfazem as condicoes de fronteira I(w). Estas solucoes serao
chamadas de auto-fun¢oes. Para encontra-las, utilizamos a técnica das varidveis

separadas. ol S(‘jil, CSCIrevernos

Entao,

u® + A Su’ v v

2——+ —=0.

u u v v
Como estamos admitindo as condigoes de fronteira I(w), entdo u, v satisfazem

= 0) =u'llx) =0

v(7)
As tnicas fungoes nao triviais u. v condizentes com estas condicoes de fronteira
sao0
. k-':l
u(z)) = sen {T) e v(z2) =sen (mzy)
para quaisquer inteiros & e m.

Assim,

:{'Zl
[

é uma auto-funcao de (4.12) que satisfaz as condigées de fronteira I(w).

w(z), z2) = sen (——) sen (mz,)
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Entao, para determinar para quais valores de A (4.12) tem uma solucdo nao

trivial, € suficiente substituir (4.13) em (4.12) e resolver a expressio em . Dali.

obtemos
iz (E+m?£)2. (4.14)
l k '
Como pela equagao (4.14) A é crescente em m. o primeiro autovalor para um
dado [ é quando m = 1. Entao, de (4.14) temos

B e

O grafico de A por k, se pensarmos k& como uma varidvel continua, é dado pela

curva

que tem um ponto de minimo em A = [. Entdo. o unico modo para que o primeiro

autovalor seja um autovalor duplo é para
Ak = Ak41
com k < ! < k+ 1. Isso acontece precisamente quando
= k(k+1). (4.15)

Observe que estamos interessados em autovalores duplos, pois mode jumping
envolve competicao entre os modes distintos. Como a varidvel k é discreta, segue

que para os autovalores serem duplos. os valores de & deverdo ser consecutivos.
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Agora. vamos nos concentrar na reducao de Liapunov-Schmidt de (4.10) para
obter equac¢oes de bifurcacao reduzidas que nos dardo as solu¢oes do problema de
von Kdarméan. O processo de Liapunov-Schmidt esta explicado passo a passo no
apendice. Aqui, faremos apenas um caso particular.

Devido a (4.10), o sistema de equagoes (4.2) e (4.3) pode ser reescrito como

] O S s
O(w, A) = A%w + dw;,;, + 5[A “[w, w], w] (4.16)

com as mesmas condi¢oes de fronteira para w e ¢. Observe que A~% é o operador
inverso de A? e que ao reescrevermos as equagoes de von Karman como acima, temos
que

o: X xR —Y.

X = {w € Hy(RN) : a condigdo I(w) é satisfeita}

Y = X*, onde X* é o dual de X.

Logo, as solugoes das equacoes de von Karman sao dadas pelas solugoes da
equacao (4.16). Além disso, é facil ver que (0,A) é solucao trivial de (4.16) para
todo A. Faremos entao a redugao de Liapunov-Schmidt proximo a w =0e A = A*.

A linearizacao de ® em w = 0 é dada por (4.12) e serd denotada por
L = (d®)g 1.
De (4.13). se l = \/k(k + 1) entdo as fun¢oes que satisfazem
A%w + \w,,,, =0

sao as auto-fungoes

!I‘.
wy(z1,22) =sen | 4/ T z1 | sen z3, wsy(z1,22) = sen

Assim, o micleo do operador L, ker L, é 2-dimensional gerado por w; e ws.
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Definimos o produto interno

<uv>= / u(t)v(t)dt.
JQ

O operador linear L ¢ Fredholm de indice zero, isto é,
i) ker L é gerado por w; e wsy, onde ||w;[|* = < w;, w; > = 1;

ii) Im L = (ker L)*. Note que esta condi¢ao pode ser verificada devido a L ser

auto-adjunto.
Da condic¢ao ii), segue que podemos escrever
X =ker L+ (ker L) =ker L +Im L.

Considere as projegoes P: Y — Im Le ([ —=P): Y — ker L. Como o ker L

é gerado por w, e ws, temos que
(I —P)(u) =< w,u>un+ <wyu>w =(<w,u><w,u>), Yuey.
A equacgao (4.16) ¢é equivalente ao sistema
a) PO(w,\) =0,
b) (I — P)®(w.A) = 0.

Dado w € X podemos escrever w = u + v, com u € ker L e v € Im L.
Usando o Teorema da Fun¢ao Implicita para resolver a equacao P®(u + v,A) = 0
implicitamente, obtemos v escrito como fung¢ao de u e A, ou seja. existe uma 1inica
funcao V(u. A) tal que

Po(u+ V(u,A),\) =0.

Portanto, a equacao de bifurcacao é dada por
(I =P)P(u+ V(u,A),A) =0, u=zw +yw € X.
Esta equa¢do pode ser reescrita como g(u, A) = g(z,y,\) = (0,0), com
g:ker L xR — (Im L)*
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definida por
glz.y. A) = (< wy. Plrw+ywse+V(z. y. A). A) >. < wo. P(zw+ywa+V(z.y. N). X) >).

Concluimos entao que, como o ker L é 2-dimensional e ker L = (Im L)~, a
reducao de Liapunov-Schmidt de ¢ proximo de w = 0, A = \* é dada pelo par de

equacoes
gi(z.y,A) =< w;, ®(aw; + ywy + V(z,y,A),A) >=0, i=1,2,

onde g : R? x R — R?, com g = (g1, 92).

Afirmamos agora que g = (g;,¢92) comuta com o grupo Zy & Zy, ou seja, g, €
impar em x e par em y enquanto g, € par em x e impar em y. De fato, primeiramente
observamos que as simetrias das equacoes de von Kdrman para o problema da placa
sao dadas pelas reflexoes

a) Ryw=-w - reflexao através do plano da placa nao deformada,

b) Row=wof - reflexdo através do menor eixo de €2 onde
(21, 22) = (Ir — 21, 22),

c) RyoR, - composicao das duas relexoes,

e que $(w, A) é equivariante com respeito as duas reflexées Ry e Rs, ou seja,

P(Rw,A) = Ri®(w, A). (4.20)

Em [1], p. 300, ¢ mostrado que a simetria do problema ¢ ¢ herdada pelas

equagoes reduzidas. Observe que
?) Rl’wl = —Uh, Rlu’.b‘-_g = —Waq,
s k+1 k
i) Row; = (-1)""'w), Rows = (—1)"ws.
Podemos concluir que o grupo das reflexdes {I. R;. Ry, Ry o Ry} é isomorfo ao

grupo Zy = Z, e sna acdo no espago bidimensional ker L ¢ isomorfa a a¢do do grupo
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Zy & Zy sobre o R* dada por (2.1). Além disso, o operador linearizado L é auto-
adjunto onde o produto interno em questao é (4.18). Também. como ja haviamos
visto. temos que (Im L)~ = ker L e a acao do grupo na imagem de g é idéntica.
Fol mostrado no capitulo 2 que sobre estas condi¢oes as equagoes reduzidas tem a
forma (2.7) que é precisamente o que afirmamos anteriormente.

No capitulo 2, desenvolvemos os resultados basicos da Teoria de Singulari-
dades para problemas de bifurcagao Z, & Zs-equivariantes. Em particular, na secao
2.10. consideramos a forma normal (2.41), por razoes ja explicadas. De [23]
(p. 225, proposig¢ao 5. 15), temos que a forma reduzida g da equagao de von Kdarman,
pode ser dada pela forma normal (2.41), ou seja, g = hy; = [u+ pv — A, qu+v — Al
Assim, para aplicarmos os resultados do capitulo 2 e avaliar os parametros modais
i e 1 que nos dardo as informagées sobre a ocorréncia ou nao do mode jumping,
precisamos calcular as derivadas da g.

Devido a simetria, as derivadas de ordem trés de g com respeito a z e a y
serao as primeiras derivadas nao nulas a aparecerem no desenvolvimento de Taylor
de g. Em geral, avaliar as derivadas de terceira ordem, conforme podemos ver no
apéndice, requer que operador linearizado L seja invertivel. Entretanto, observe que
¢ é impar em w, ou seja,

O(—w,A) = —P(w. A).

Entao, para w = 0 temos que
(d*®)or=0 e &, =0.

Em outras palavras, o incoveniente dos termos contendo L~! nas expressoes das
derivadas da g anula-se pela simetria.
No apendice temos as expressoes das derivadas de g. Assim, de acordo com as

notagoes usadas no capitulo 2, temos, por exemplo. que se g = (g;,92) = [p, q] entdo

3
i %g:}: = é < u.‘|-(f:i‘b(wl-'!L'I"U‘sl) - =

1 . . i
5 < wy, [A7[wy, wy], wy] + [A7 3wy, wi]. ] + [A7 3wy, wy],wy] > =
)
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5 <wi, [A‘z[u:l. wi], w] >— < [wy,wy]. A‘}ru' ]
< A7 Hwy,wy), A7 wy,wy] >= —||A [wy, wy]||.

Na igualdade * usamos o lema 4.1.1. Observe também que

. k4
[wy, w] 2wy, , Wi,,,, — '.wa:lz2 — J—J(os(Q,_ )

L ®R

- r(l’)‘a{{—- 1)cos(kyz9) — Ftos( f z1)cos(kg 22).

onde k) = 0 =k, k) =2e¢ k] =2k, ouseja, [wy,w;] é uma combinagio linear finita
de produtos envolvendo cossenos. Usando

mesmo ocorrerd com A~!'[wy, w,]. De fato,

] 2k k2
A~ wy, wy) = 1 (cos (Tzl) + 3—2('03 (2:@)) .

algumas identidades trigonométricas, o

Dai pela defini¢ao (4.18) de produto interno, segue

8 k*+ (k+1)?
|A™ [wy, wy]||* = e e
256 (k+1)
Consequentemente, :
4 k*+(k+1)?
256 (k+1)?
Analogamente, podemos calcular as outras derivadas de g que sao dadas por

a) Py = : 051 l(< A wy, w0y, A7 wa, wo] > + 2| A7 wy, w)]||?) =
€ f:_zayzal_z 1, W1}, 2, W2 ~ %1, W2 S

Pu =

2 1
= —<6 :
128 { Rk )+ 1)2}

52 _
b) px = O-rglf\ = < wy, (dP)ywy > = le:l ||2 - E
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< A7 wg, wa], A7 wg, we] >=

4 BP4(k+1)2

L o 2
=§||A [wa, wo]||* = 556 2

L W0
D= 520

Da mesma forma como no caso de [wy. w,], temos que [w,. w,;] ¢ uma combinacio
|\wy, wy jue | b} ¢

”2: M

= < wo, (dP)\wy > = ||wy e

4z

linear finita de produtos do tipo

A.‘]Z1
CoS ( I cos (kazy), (4.21)
onde Ay e ko sao inteiros nao negativos, o mesmo ocorrendo com -_\_lgwi. wj-].

Esses calculos podem ser encontrados com maiores detalhes em [23].

Assim, de acordo com (2.26), segue das expressoes acima que os parametros

modais de g = h, sao dados por

| qr [ k+1)° 1
i S (k+1ﬁ{ TREk TP

|(ft.rp,\ |

P k?
PR [T YD R TR
Pudx K2+ (k+1) 2(2k +1)2 +1]2

Os parametros modais acima certamente satisfazem

1, 131 (4.23)

para todos valores de k; de fato, 1 > 3 e n tende a 3 quando k tende ao infinito.
Nos cadlculos acima assumimos | = \/k(k +1). Para valores de [ proximos a

k(k + 1) podemos analisar o problema como um desdobramento a um parametro
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do caso ideal onde (4.15) é satisfeita. Basta toma o = [—{*, com [* préximo de [. Tal
desdobramento pode ser fatorado através de um desdobramento miniversal (2.43).
Os diagramas de bifurcagao perturbados podem ser vistos na figura 2.3. Devido
a (4.23). os diagramas de bifurcacao relevantes sao aqueles da regiao (1), para o
qual nao ha ocorrencia de mode jumping. Além disso, o primeiro mode bifurcado

permancce estavel quando A aumenta.

4.3 Condicoes de Fronteira Fixada

Nesta se¢ao vamos tratar das condigoes de fronteira II(w) e I(¢) que sao as
que descrevem de forma mais apropriada o experimento de Stein. A condicao de
fronteira IJ(w) consiste em

i) w = wy = 0 nos lados verticais (z; =0, z =lIr, 0< 2z < 7),

ii) w = Aw = 0 nos lados horizontais (20 =0. z=w, 0< 2z <lIn).

Para a func¢ao de Airy manteremos a condi¢ao I(¢), ou seja,

Q= (/'_\(_D)‘-\r = 0.

Os cdlculos para este caso tem muito em comum com o caso anterior e, portanto,
vamos nos concentrar no que existe de diferente entre eles.

Em geral é impossivel achar explicitamente os valores de A para os quais (4.16

g I I I q
tem uma solu¢ao nao-trivial com estas condi¢oes de fronteira, ao contrario do caso
anterior quando demos explicitamente qual era a solu¢gao A. Entretanto, estamos
interessados nos casos especiais dos valores de [ para os quais o primeiro autovalor
é duplo. Isto é mais facil do que tentar encontrar a auto-funcdo geral de (4.16).
Podemos usar a técnica das variaveis separadas como fizemos no caso anterior, em
(4.12) olhando para solu¢oes da forma

w(zy,22) = f(21) sen (mzy). (4.24)

Tomamos novamente m = 1 para obtermos o menor autovalor. Colocando

m = 1 em (4.24) e substituindo em (4.12) obtemos

F& L= 4 F=0, (4.25)
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f(0) = f(0) = f(im) = f'(Im) = 0.

Para qualquer A, (4.25) tem quatro solugoes linearmente independentes, as quais
tem a forma e’*!, para algum p € C. Se A < 4 as exponenciais sao reais, isto é, nao
oscilatdrio. e é impossivel satisfazer as condicoes de fronteira. Entao assumimos que

A > 4. Para tal A, a solugao geral de (4.25) tem a forma
C) cos (az)) + Cy sen (azy) + Cy cos (bzy) + Cy sen (bzy), (4.26)
22

a=vN-M, b=vN+M, N=—--1, M= Z—/\. (4.27)

As duas condicoes de fronteira em z; = 0 eliminam duas das quatro constantes

em (4.26). Entao f pode ser reescrita como combinacgio linear de duas fungoes
o(z1) = b sen (az;) —a sen (bzy), ¥(z1) = cos (az)) — cos (bzy).
Queremos escolher [ tal que o autovalor seja duplo. Entao teremos que ter
o(lm) = Y(lr) = ¢'(Im) = 0. (4.28)

Segue de (4.28) que
(4.29)

a’ + b =\-2,
Eliminando A destas equacoes segue

ab = 1.

Entao (4.29) implica que [ = \/k(k + 2n). Desde que estamos interessados no

menor autovalor vamos considerar n = 1, e dal.

(4.30)




Entao. se [ satisfaz (4.30), a primeira bifurcacdo é de um autovalor duplo. As

auto-funcoes associadas sao

5 {W . ) _ {k_'_z‘-;{‘n (A.’Z}) déii ((:{C+2)2[)}¢;c11
Ni21,%22) = 5€ = e T sen zj,
k l l
kz ¢+ 2)z
wa (21, 29) = {('os (le) — OS (-(—k—j}—)l) } sen zo. (4.31)

A idéia da redugao de Liapunov-Schmidt é exatamente andloga a que fizemos

no caso anterior e, como consequéncia, obtemos que as equagoes reduzidas aqui tem

a mesma Z, ¢ Z,-simetria. Maiores detalhes podem ser encontrados em [23]. Vamos

nos concentrar apenas em avaliar os parametros modais e em quais regides do plano
modal-un eles se encaixam.

Podemos calcular os modais para todos os valores de k e isto é feito em [23],
mas como aqui estamos interessados no experimento de Stein, que observou o mode
jumping de um mode com cinco envergaduras para um com seis, analisaremos apenas
o caso em que k = 5. Consideremos entdao o caso k = 5 e as duas auto-fungdes w, e
wy descrevendo configuragoes com cinco e seis envergaduras, respectivamente. Isto
pode nao ser evidente a principio, mas pode ser visto pelo gréficos destas fungoes.

Quando £ = 5, o valor da razao da placa dado por (4.30) é
[* =5.92, (4.32)
e os valores dos parametros modais sao
pu=1.0875, n=0.9715. (4.33)

Note que un = 1.0565 > 1, ou seja, os valores de p e n estdo na regidao (2) da
figura 2.1. Os diagramas de bifurcagao associados podem ser obtidos da figura 2.2.
Os valores (4.33) indicam que o mode com seis envergaduras associado com wj é
estavel, e o mode com cinco envergaduras é instavel.

A andlise acima aplica-se com [* = 5.92 enquanto no experimento de Stein,
temos

[ =5.38. (4.34)
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Consideremos uma familia de problemas de bifurcagao a um parametro obtida
variando-se [ como desdobramento do caso idealizado (4.32). Tal desdobramento
pode ser fatorado através de outro desdobramento miniversal (2.43) para [ préximo
de [*. Assumimos que (4.34) é proximo o bastante de [* para esta fatora¢io ser

posssivel. ) préoximo passo é relacionar [ — [* com o parametro de desdobramento

o em (2.43). Isto é feito de modo rigoroso em [23]. Com isso, podemos olhar para

os diagramas de bifurcacao do problema fisico quando [ ~ [* para alguma regiao
apropriada da figura 2.3. Em particular, esta andlise estabelece mode jumping
se, e somente se, a regidao (2) com o > 0 da figura 2.3 é selecionada para esse
processo. Portanto, concluimos que o mode jumping ocorre combinando as condigoes
de fronteira /I(w) e I(¢), consideradas as mais realistas para o experimento.

A seguir, ilustramos o mode jumping desenhando os graficos das autofungoes
wy € wy, para k =5 el =5.92, através do MAPLE V.

5 envergaduras
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Apéndice

Consideremos ¢ : X x R — Y uma aplicagdao suave entre espacos de Banach
tal que ®(0,0) = 0.

O nosso objetivo é utilizar a redugao de Liapunov-Schmidt para descrever as
solucoes da equacao ®(w. ) = () numa vizinhanca da origem. O parametro real é
devido ao problema proposto no capitulo 4, mas poderiamos tratar de parametros
em R*, para algum k.

Um operador linear limitado L : X — Y é chamado de Fredholm se as seguintes

condicoes acontecem:
i) ker L é um subespaco de X de dimensao finita.
ii) Im L é um subespago fechado de Y de codimensao finita.
Definicao 4.3.1 Se L é Fredholm, o indice de L, denotado por i(L), € dado por
(L) = dim ker L — codim Im L.
Nas aplicacoes tratadas aqui, o operador de Fredholm L tem indice zero.

Proposigao 4.3.1 Se L : X — Y ¢é Fredholm, entdo existem subspagos fechados
M e N de X eY, respectivamente, tais que

a) X =ker L& M.

b)) Y=N&ImL.

Demonstragao. Ver (1], p. 290.




O processo de reducao obedece aos seguintes passos:

PASSO 1. Decompor os espagos de Banach X e Y em
a) X=ker L& M,
b) Y=N&Im L,

onde L = (d®).

Esta decomposicao é possivel devido a proposicao 4.3.1.

PASSO 2. Transformamos a equacao ®(w.)\) = 0 em um sistema de duas

equagoes dadas por
a) P®(w, ) =0,
b) (I — P)®(w,A) =0,

onde P : Y — Im L é o operador projecao associado a divisao de Y dada no

passo 1.

PASSO 3. Pelo passo 1, dado w € X, podemos escrever w = u + v tal que
u€ ker L eve
Dat,
0 =Po(w, ) = PO(u+v,)).

Consideremos a funcao F' definida por
F(u,v,A) =P®(u+v,A) =0.

Entao,

(dF) = (d(Pd)) =P(dd) =PL = L.

Observe que na segunda igualdade usamos o fato de P ser linear e na iltima

igualdade o fato de que P projeta sobre Im L.
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Como L ¢ a diferencial com respeito a w, segue que
L:X—ImlL.

Usando a divisao de X dada no passo 1 temos que a restri¢ao
Ly M —ImL

é invertivel. De fato, L;,, ¢ injetora, pois na restricdo nao estamos considerando os
elementos do ker L, e obviamente sobre a imagem, temos que L;,, ¢ sobrejetora.
Dai, pelo Teorema da Fun¢ao Implicita generalizado para espagos de Banach,

temos que v é escrito em funcao das vardaveis u e A, ou seja,
v =V(u,\).
Entao, resolvemos a equacao

PO(u + v, \) = Pd(u+ V(u,\),\) =0.

PASSO 4. Definimos ¢ : ker L x R — N tal que

du,\) = (I = P)®(u+ V(u,A),\).

PASSO 5. Escolhemos uma base vy, va, ..., v, para o ker L e uma base v}, v5,...,v;,

para (Im L)*.
Entao. definimos g : R® x R — R" por
9=1(91,92:---19n),

onde
gi =< U5, 0(T 101 + ... + TpUn, A) >

e o produto interno <, > ¢ definido por

Y A= /g;u(g)-:r(é)df,
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As equagoes (4.35) sao as equagoes reduzidas do processo de Liapunov- Schmidt.

Expressoes para as Derivadas das Equagoes Reduzidas

Antes de apresentarmos as expressoes para as derivadas das equacoes reduzi-
das, introduziremos uma notagao invariante para derivada de ordem superior para
fungoes de varias variaveis.

Se vy, vs,...,v; € R", definimos o operador diferencial de ordem k como

0
(dk<1>)y_,\(v1, sy W) B2 Bt, Btk d(y + Zt vi, A Iv (4.36)

Note que (d*®),, é simétrico, k-linear. Por exemplo, para k = 2, temos o

operador bilinear

(d?®),5(v,w) = Z

$,5=1

(9y 8y3. (y, Nviw;.

Para obtermos as derivadas das g¢;’s, derivamos a expressao (4.35). Com isso,

ficamos com

9
(9:!:_?-
6291‘ _
82’33'3.’Ek N
»g;
0z ;0x0x

< ‘L?:, (dzdﬁ)(uj, vk) =1

=< v,V >, onde

V= (d3¢:)(vj,vk,v¢) — (dzﬁ))(vj,w;k) — (d2¢)(vk,w;j) - (d2<17)(v;,wkj)

Wep = L_l P(dQQ)(?Js,’Ut);
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dg; .
5‘{;— = ?‘F.(I},\ T

09, 5
T _ < ur, (dD)rv; — (d2®)(v;, L P D) >,

Jr,0\N

e assim sucessivamente, onde nesta notacao (z,,...,z,) € R™
Observe que no problema da placa no capitulo 4, n = 2 pois o ker L é um espaco
bidimensional. Dai, usamos a notagao (z,y) ao invés de (z, ), nas expressoes para

as derivadas das equacoes reduzidas. Além disso.
u, 13
ker L = (Im L)~.

Logo, v; = v, para i = 1,2. Temos ainda que a expressdo ((13(b)(-r=j.i.~k.v;) que

aparece nas derivadas acima ¢ dada por
3 oY == [AT2 559 j AL ] A (A= 2[w, vl v
(d°®) (v, vi,v) = [A7*[vj, ], va] + [A™ vk, vi), v5] + [A™[or, v5], vi],

com 7, k,l € {1,2}.
Para maiores detalhes do processo de redugao de Liapunov-Schmidt com sime-
tria, ver [1], p. 300.
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