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Resumo

Neste trabalho classificamos os problemas de bifurcação Z2 & Za­equivariantes

até codimensão 3, usando a Formulação por Caminhos. Comparamos a classificação

obtida com a apresentada em [5] segundo as técnicas de Golubitsky e Schaeffer.

Como aplicação da teoria Z2 & Za­equivariante, estudamos o mode jumping da en­

vergadura de uma placa retangular.

Palavras­chave: Formulação por Caminhos, Problemas de Bifurcação Z27 & Za­

equivariantes, Mode Jumping. '
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Abstract

In this work we classify Z2 & Za­equivariant bifurcation problems up to codi­

mension 3, using the Path Formulation. We compare the classification obtained to
the presented in [5] following Golubitsky and Schaeffer techniques. As an applica­
tion of the Z2 º& Z.­equivariant theory, we study the mode jumping in the buckling

of a retangular plate.

Keywords: Path Formulation, Z2 & Za­equivariant bifurcation problems, Mode

Jumping.
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Introdução

Os estudos desenvolvidos neste trabalho baseiam­se nas referências [1], [5] e [6).
O principal resultado que apresentamos é a classificação dos problemas de bifurcação
Z2 E Za­equivariantes, usando a Formulação por Caminhos. Esta formulação foi
sugerida por Golubitsky e Schaeffer em [1], onde eles relacionaram problemas de
bifurcação em uma variável padrão e sem simetria com um caminho através do
desdobramento miniversal de uma cuspóide, no sentido da Teoria das Catástrofes.
Além da Teoria de Formulação por Caminhos, as técnicas que utilizamos na análise
dos problemas de bifurcação Z2 & Z2­equivariantes, baseiam­se fundamentalmente na
Teoria de Singularidades aplicada à Teoria de Bifurcação. Problemas desse tipo têm
sido motivo de estudo em várias áreas, como é o caso da Física, Química, Economia,
entre outros. Particularmente, no Capítulo 4 apresentamos uma aplicação em Física
cujo modelo matemático se reduz a um problema Z7 & Z2­equivariante. As idéias
acima estão distribuídas em quatro capítulos como seguem.

No Capítulo 1, apresentamos alguns conceitos preliminares da Teoria de Singu­
laridades e Teoria de Bifurcação como é o caso de germes, codimensão, problemas
de bifurcação, entre outros.

O Capítulo 2 é dedicado aos problemas de bifurcação Z2 & Za­equivariantes e
seus desdobramentos miniversais. Definimos a Z2; & Z2a­equivalência, espaço tangente
e resolvemos o problema do reconhecimento. Além disso, baseados em [5], apresen­
tamos no Teorema 2.8.3 a classificação de tais problemas usando técnicas clássicas
da Teoria de Singularidades. Encerramos o capítulo com um breve estudo sobre
estabilidade e apresentamos os diagramas de bifurcação da forma normal h, e do
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seu desdobramento miniversal H,.

O Capítulo 3 é o central deste trabalho. Nele apresentamos a Teoria de For­
mulação por Caminhos e em seguida propomos a classificação dos problemas de
bifurcação Z2 & Za­equivariantes via esta formulação. Por fim, comparamos esta
classificação com a apresentada no Capítulo 2.

Finalmente, o Capítulo 4 trata de uma aplicação do estudo que fizemos da teoria
Za E Za­equivariante a um problema de natureza física. Este problema consiste em
estudar a envergadura de uma placa retangular elástica, com determinadas condições
de fronteira, sujeita a uma força de compressão uniformemente distribuída em suas
extremidades verticais.
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Capítulo 1

Preliminares

Neste capítulo introduzimos alguns conceitos fundamentais da Teoria de Singu­
laridades e Teoria de Bifurcação que aparecerão no decorrer deste texto, como é o
caso de germes, codimensão, diagramas de bifurcação, entre outros.

Todas as aplicações consideradas são de classe C”*, e às vezes, mencionaremos
apenas aplicações suaves ou diferenciáveis.

1.1 Germes de Aplicações Diferenciáveis em RR”

Como nosso estudo é local, trabalharemos com germes.
Dado x E R”, consideremos £F o conjunto de todas as aplicações f : U — R?,

onde U C R" é uma vizinhança de 7. Em £ definimos a seguinte relação de equiva­
lência: fi : V,— RP e fa : Ur — RP? são equivalentes se existir uma vizinhança
W ec U, Na de x tal que filw = folw. Cada classe de equivalência desta relação é
chamada germe em x. Se y = fi(x) = fa(x), usaremos as notações

Ff: (R%2) — (Rey) ou f: (Ro) — R

para o germe de f;, ou de fo. Chamamos r a fonte do germe e y a meta do germe.
Se T11,...,tn for um sistema de coordenadas nas vizinhanças de O E R”, então

denotaremos f,, ou O7,f a derivada parcial de f com relação à variável x;.
Sejam

Enp=1/:(R7L0)—R+) e Eni=En

3
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Definindo naturalmente em £, as operações de adição, produto por escalar e
produto, segue que E, é uma R ­álgebra comutativa.

En é um anel local e

Mi, = (f : (R7,0) — (R,0))

é o seu ideal maximal.

Notações:

i) Um ideal de E, gerado por p1,..., Pk E En (uma quantidade finita de geradores)
será denotado por

<P... Pk>0, Ou Simplesmente por <p, ...,Pk?>,

e será dito finitamente gerado.

ii) Um subespaço vetorial real de En gerado por pi, ..., px será denotado por

R­ (pu... Pk)

iii) Dados 7 = (t1,...,%n) E RN ei E (1,...,n), denotaremos por r; o germe
x; : (Rº7,0) — R definido por t;(t1,...,Mn)=X;

iv) Seja f : Rº x RÉ — R? uma aplicação diferenciável, com (x,y) E Rº x R$,
(x,y) = (f1,....Tn,Y1,..­, YU). Denotaremos por dr, f(xo,Yo) = (dnf)xzou 2
“matriz jacobiana” p x nº dada pelas derivadas parciais de f com relação a
L1,. +, Tn

Pelo Lema de Hadamard (ver [11], p. 100) segue que

Ma = <<...tn dE,

Seja N=(0,1,2,...). A k­ésima potência de M, é dada por

ME =<xr"º: ao=(m,...,0n,)ENt e +... +on=k >,

4
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sendo 2º = x7'...xm,
O lema a seguir trata de uma importante propriedade envolvendo ideais. É um

resultado que utilizaremos no estudo dos termos de ordem alta de um germe, a ser
tratado no Capítulo 2.

Lema 1.1.1 (Lema de Nakayama) Sejam 1, J ideais em En, onde I é finitamente
gerado. Então,

TIcJeslcI+M1.

Demonstração. Ver [1], p. 71. H

A próxima definição caracteriza a estrutura algébrica de vários conjuntos que
aparecerão nesse texto.

Definição 1.1.1 Seja A um anel comutativo com unidade. Um módulo sobre o
anel A (A­módulo), é um conjunto R munido de uma operação binária, usualmente
descrita por adição, e uma operação de R em A, chamada multiplicação por escalar,
satisfazendo as seguintes propriedades:

1) (R,+) é um grupo abeliano;

ii) Para quaisquera ER e f;gE A a(f+g)=af+ag;

iii) Para quaisquera,be Re fE A, (arb)f=af+bf;

iv) Para quaisquera, bE Re FE A, (ab)f= a(bf);

v) Se 1 é a identidade (multiplicativa) de R, 1f = f, para todo f E A.

Observe que um módulo está para um anel assim como um espaço vetorial está
para um corpo.

Exemplo 1.1.1 O grupo En, é um En­módulo.
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1.2 Codimensaão de um Ideal

Nesta seção definimos codimensão de ideais e apresentamos um resultado que
caracteriza os ideais de codimensão finita.

Definição 1.2.1 Um subespaço vetorial I C En tem codimensão finita se existir
um subespaço vetorial real de dimensão finita V C Er tal que 1 + V = En. Caso
contrário, I tem codimensão infinita.

Todo ideal 1 C E, é subespaço vetorial real em E,.

Definição 1.2.2 Seja I C Er, um subespaço vetorial de codimensão finita. A codi­
mensão de I, cod 1, é a dimensão de qualquer subespaço V C En tal que E, = IEV.

Exemplo 1.2.1 É fácil ver que M, tem codimensão finita, pois,

cod Ma = dime En/Mn= dim R­(1)=1.

Definição 1.2.3 Seja 1 C Er um ideal de codimensão finita. Chamamos espaço
vetorial normal a I o subespaço vetorial de dimensão finita I* gerado pelos monômios
que não pertencem a Í.

Proposição 1.2.1 Seja 1 C E, um ideal de codimensão finita. Então I+I* =€&En.

Demonstração. Ver [17], p. 14. 5

Em geral 1 NI*+ %0O. De fato, considerando em E, o ideal T =<xº +yº,1y>
temos

P=R(L,x,y,2º,yY)elNIP=R­(7º +74).

Proposição 1.2.2 Seja I C Er um ideal. Então, a codimensão de I é finita se, e
somente se, existe um inteiro k tal que ME CI.

Demonstração. Ver [1], p. 75.
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1.3 Problemas de Bifurcação

Neste trabalho estudaremos problemas de bifurcação em duas variáveis padrão.
Mas, antes disso, apresentamos um caso de bifurcação com apenas uma variável
padrão. Esse problema se reduz a uma equação do tipo

g(x,A) =0 (1.1)

com q : RxR — R, onde r é chamada variável padrão e À é um parâmetro auxiliar,
chamado parâmetro de bifurcação.

Chamamos o conjunto

S=f((rt,N)ER? : g(t,9)=0)
de diagrama de bifurcação ou conjunto solução de 9.

Para cada À, seja n(X) o número de x's para o qual (x,À) é uma solução de
(1.1). Como nosso estudo é local, iremos supor que (1.1) deve ser definido numa
vizinhança de um ponto (79, Ao) e que n(X) representa o número de soluções nessa
vizinhança, onde g(x9, Ao) = O.

Diremos que (to, Ao) é um ponto de bifurcação se n(X) muda quando À varia na
vizinhança de A,, isto é, se dado e > O, existe À E (Age, Ao+e) tal que n(X) £ n(Ào).

Exemplo 1.3.1 Consideremos o problema de bifurcação dado por

g9(x, A) = 2º — Ax.

Observe que (x09, %o) = (0,0) é um ponto de bifurcação e, neste caso, o diagrama
de bifurcação de q é dado por

x |
A

4 <O NE f1
— Pitchfork —
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Ao esboçar um diagrama de bifurcação costuma­se colocar o parámetro no eixo
das abcissas para facilitar a visualização da bifurcação.

Pelo Teorema da Função Implícita, se g : Rº — R é tal que gr(x0,%o) £ O
então existem vizinhanças 1] C R contendo r69, J C R contendo À, e uma única
função n : J — I tal quer =n(A) e

g9(n(A), A) = O
ou seja, n(A) não varia, e então não existem pontos de bifurcação nas vizinhanças
de (xo, Yo).

. Assim, se (ro, Ao) é um ponto de bifurcação devemos ter 9g7(T£o9, Ao) = O, ou seja,
o Teorema da Função Implícita nos dá uma condição necessária para que um ponto
(xo, Ao) seja de bifurcação.

De um modo geral, podemos definir um problema de bifurcação com n variáveis
padrão da seguinte forma

Definição 1.3.1 Seja g : RR x R — Rº um germe de aplicação suave. Então
dizemos que g(z, A) é um problema de bifurcação com nº variáveis padrão se

9(0,0) =0 e(dig)=o=0.

Conforme foi dito no início dessa seção, estudaremos problemas de bifurcação
que se reduzem a uma equação do tipo

g(x,y,A) = (0,0) (1.2)

onde (x,y) E Rº são as variáveis padrão e À o parâmetro de bifurcação.
Analogamente, o diagrama de bifurcação ou conjunto solução de q é dado por

S=((t,y,9) ER? : 9g(0,47,4)= (0,0)).
O Capítulo 2 trata exclusivamente dos problemas de bifurcação em duas variáveis

padrão. À notação que usaremos para designar tais germes será, de acordo com a
Teoria de Bifurcação, Ez,7,x ao invés de E3,2 como sugere a Teoria de Singularidades.
A razão dessa diferença é que queremos destacar a presença do parâmetro de bifur­
cação À.
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Capítulo 2

Teoria de Bifurcaçãao
£o & Zo­equivariante

Neste capítulo analisamos o papel da simetria no estudo de problemas de bi­
furcação. Especificamente, problemas de bifurcação em duas variáveis padrão e um
parâmetro de bifurcação, que comutam com o grupo Z2;$DZ7. À presença de simetria
num problema como esse, faz com que a teoria dos grupos ofereça técnicas eficientes
para organizar certas informações complicadas.

Resolvemos questões como o problema do reconhecimento e estudamos os des­
dobramentos miniversais dos germes Z2 & Z2­equivariantes. Para isso, apresentamos
o Teorema de Classificação 2.8.3 que nos fornece as formas normais para os proble­
mas de bifurcação em questão. À teoria que desenvolveremos aqui servirá de suporte
para resolvermos o problema de von Kármán dado no Capítulo 4, que consiste em
estudar as deformações de uma placa retangular elástica sob a ação de uma força
de compressão em suas extremidades verticais, com certas condições de fronteira.

2.1. Preliminares

Sejam
Exvsa = (/:(RºxR0) — Rº)
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o conjunto dos germes em duas variáveis padrão e um parâmetro de bifurcação e

8x = (A : (R 0) — R)

o conjunto dos germes na variável »X.
À simetria em nossos problemas é dada pelo grupo multiplicativo Z2 & Z2 que

é gerado por
((8,6) : e=+1 e ó=+1).

A seguir, definimos uma ação de Z2 & Za sobre R?.

Definição 2.1.1 Seja
0: ÃE$ZxRº>R

tal que O((8,6), (x,y)) = (8,6) ­ (1,Y) = (ex,6y), para todo (t,y) ER. (21)
Então, O é uma ação de Z2 D Za em R?.

As restrições de O a (e,6) x R?, podem ser vistas como aplicações lineares de
E O
o ó/'

Esta ação define uma relação de equivalência sobre Rº de forma natural. Com

Rº em R?, dadas pelas matrizes da forma

isso, particionamos este espaço em classes de equivalências chamadas órbitas. Assim,
temos que a órbita do ponto (x,y) é o conjunto

Temos então quatro tipos de órbitas :

a) Z2 DP Z2­ (0,0) = [(0,0)).
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b) Para z £0, Za DZ (r,0)=f(x,0),(—rx,0)).

Logo, as órbitas têm 1, 2 ou 4 pontos. À origem é a única órbita que tem apenas
um ponto.
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2.2 A Caracterização dos Problemas de Bifurcação
Da D Z.­equivariante

Seja g : Rº xR — R?º um problema de bifurcação com duas variáveis padrão rx, y
e parâmetro de bifurcação 2. Logo,

Dizemos que um germe g : (Rº x R,0) — Rº comuta com o grupo Za & Z, se

Um germe g : (Rº x R,0) — Rº diz­se Z2 & Za­equivariante se ele comuta com
o grupo Z2 & Za.

Seja

Envr(Z: DZo)=(9:(RXR0)SR : gé%XlOo Za­equivariante). — (2.5)
Um germe f : (Rº x R,0) — R diz­se Z9 D Za­invariante se

Jf(er,ó6y,A) = f(t,y,A) para todo x,4,A e e,ó E (41).
Seja

Exur(Zo DZ) =(S:(RXRO0O)­>R : féZ&Zrinvariante). (2.6)

O conjunto dos germes equivariantes, É, , x (Z2 & Za), é um módulo sobre o anel

Observações.

1­ Essa teoria que estamos apresentando é, em geral, desenvolvida para um tipo
especial de grupos, chamados grupos de Lie compactos. Um grupo de Lie pode
ser pensado como um subgrupo fechado do grupo das transformações lineares
invertíveis de R" em R”. Quanto à compacidade, ele deve ser compacto como
subconjunto de R*. Observe que todos os grupos finitos são exemplos de
grupos de Lie. Logo, estamos trabalhando com um caso particular dado pelo
grupo Za & Za.
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2­ O mesmo estudo que fazemos aqui com a simetria Z2 & Zº é feito para outros
grupos como, por exemplo D,, conforme podemos encontrar em [3] e [4].

3­ É importante notar que não existe ação no parâmetro de bifurcação A.

Lema 2.2.1 Seja g E Exu s(Zo & Za) um problema de bifurcação. Então, existem
germes de funções suaves p(u,vu,À) e q(u,u, À) tais que

g(x,y,A) = (p(u,v,A)Xx, a(u,v, A)yY), (2.7)

onde u =xº, v=y*, p(0,0,0) = 0 e 9(0,0,0) = O.

Demonstração. Ver [1], p. 419.

Em geral, para facilitar, denotaremos (2.7) por

gs (E) = (px, qu),qu

ou, mais usualmente,
g=/p,ql.

2.3 A ZÇ$Zequivalência

Sejam f,g : Rº x R — R?º problemas de bifurcação Z2 & Za­equivariantes. Dize­
mos que f e g são Z2 & Za­equivalentes se existirem uma matriz 2 x 2 invertível
S = S(r,y,A) e um difeomorfismo Z(x,4y,A)= (X(x,y,2), A(A)) tal que

g9(x,4,2) = S(z,y, 9) f(X(x,4,9), AO) (2.8)

X(0,0,0) = (0,0), A(0) =0, A'(0) > O,

X(ex,óy, À) = (8,6) ' X(x,y, À),

13
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Stez,6n,) (6 5) ­= (6 2) S(x,Y,)
Ae, onde não há ação no parâmetro A.

Além disso, queremos que S(0,0,0) e (d2X)ono sejam matrizes diagonais com
entradas positivas.

Quando A(A) = À dizemos que a Z2 & Za­equivalência é forte.

As restrições (2.10) e (2.11) são as condições de equivariância. Observe que
(2.10) afirma que X comuta com o grupo Z2 & Za, ou seja, X € Exu (Za &E Za)
enquanto a restrição (2.11) é precisamente a condição que 5 precisa para garantir
que a equivalência definida acima tenha a seguinte propriedade:

“Se f é um problema de bifurcação comutando com o grupo Z2 & Z27 e se g é
Z2 E Za­equivalente a f, então gq comuta com Z2 & 22”.

As demais restrições estão relacionadas com a estabilidade das soluções do pro­
blema de bifurcação.

Denotaremos o conjunto das matrizes 2 x 2 que satisfazem a condição (2.11)
por

Exu» (Zoo DZ).

Consideremos Ko? o conjunto de todas as Z2 & Za­equivalências, ou seja,

K29ZA2 = ((S,X,AN): 5 E Ens (2 DZ), X E En(OZ)ehEeE). (212)

Daí, sep=(S,X,A) € Kao? podemos pensar a Z2 & Z,­equivalência como
sendo uma aplicação

: ÊEnv.s(Zo D Zo) — ru 2(Zo BD Za)
9g > p(g)=S:g90(X,A).
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2.4 O Espaço Tangente Z> DE Zs.­equivariante

Nesta seção, a idéia principal é a obtenção do espaço tangente a um dado germe
com respeito a Z2 & Za­equivalência. Antes disso, como caso mais simples, vamos
caracterizar o espaço tangente restrito (relacionado com a Z2& Z,a­equivalência forte)
para um germe q Z2 9 Z7­equivariante e achar seus possíveis geradores.

Consideremos, então, uma família a um parâmetro de germes Z2$Z7­fortemente
equivalentes a gq, ou seja,

g9(x,4,9,t) = S(x,yY, At) g(X(x,4,At), A) (2.13)

onde S(x,y, 4,0) = 1, X(0,0,0,t) = 0 e X(x,y,A,0) = (x,y). Diferenciando (2.13)
com respeito a t e avaliando em t£ = O obtemos

$(2,4,A,0) = S(x,4,4,0) 9(x,y,A) + (dag) X(2,4,0,0). (2.14)

Como X(z,y,A,t) e S(x,y, A,t) satisfazem as condições de equivariância, o mes­
mo ocorre com X (x,y, 3,0) e S(x,y,,0) pois a derivada em questão é na variável
t. Além disso, como pela condição (2.9) da definição de equivalência, X anula­se na
origem, segue que X(0,0,0,t) = O.

Assim, podemos definir o espaço tangente restrito equivariante por

RT (9, Z20Z2) = [Sg+(doeg)X : S € Enya (ZLoPZo), X E Es(Z2DZ2) e Xº =O0),
(2.15)

onde Xº = X(0,0,0).
Estamos agora interessados em resolver a seguinte questão:
Qual é a estrutura algébrica de RT(g, Z2 & Z2) e como são os seus geradores ?
Quanto à estrutura algébrica temos que RT(g, Z2 & Z2) é um submódulo fini­

tamente gerado de Exu (Ze &9Z2).
Os geradores de RT(g,Z2 9 Z2) são provenientes de (2.15). Primeiramente,

devemos observar que os germes de matrizes pertencentes a Exu (Z2 E Z2) são
gerados por quatro elementos. De fato, dada uma matriz 5 neste conjunto, podemos
escrevê­la como

S(2,49,) = (SE A) SU).
15
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Usando a condição (2.11), concluímos que as funções S, e S,1 são pares tanto em
x quanto em y, enquanto 57 e 53 são funções ímpares em x e em y. Então, usando
o Teorema de Malgrange (ver [8], p. 106), podemos reescrever a matriz S na forma

— ci(x?,Y?º, A) co(x?*,yº, A)xyS(r,y,À) = (LED, calx2,y2, A) : (2.16)

Em particular,

—(c1(0,0,0) 0S5(0,0,0) = ( ' 0 ct00,0))
ou seja, 5(0,0,0) é diagonal e, conforme foi requerido na definição de Z2 & Zx­
equivalência, c1(0,0,0) > O e c1a(0,0,0) > O.

Logo, de (2.16) podemos concluir que

m

1 0 O xy
f

s=a­( o) + (9 d+ (, o) e (
com Cc, C2,C3 e C4 pertencentes ao anel Ez 4,)(42 D Za).

Portanto, E z,47,17 (Z42DZ2) é o módulo sobre Ez,1,1(42DZ2) gerado pelas matrizes

NGCDGAÇA em
Assim, dado g = (px, qy), a parcela Sqg da expresão (2.15) fornece os seguintes

geradores:

2onde lembramos que u = x“ ev = y”.
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Os outros geradores de RT'(g, Z2 9 Z2) provêm da expressão (dag)X, conforme
(2.15).

Como (da29) é a matriz jacobiana de g(x,y,À) = (p(u,y, A)x,q(u,v, AÀ)y) nas
variáveis r e y, então

—/2up+p 2pTy(dra) = ( 29.Ty 2a ta) (2.18)

Já a função X pertence ao módulo Ex,r(Z2 DE Z2) que é gerado por

x e 0
0 y)'

pois dado X € Exu xr(Zo & Z2), escrevemos

X(r,y,A) = (a(u,v, A)r, b(u,v,A)y) = al(u,v,À) (1) + b(u,v,À) GG)
onde a e b pertencem a Ex,y,xX(Z2 D Z2).

Logo, os outros geradores são dados por

( 2QuTY 204, + q 0) V2ugy/t [2upu, 2uqu)

2up, +p  2DTY ON (2unmEY( 2quTY 204, + q y = 209Y = [2vp,, 2).
Portanto, os geradores de RT'(g, Z2 & Z2) são

[p, O], [vug,O], [O, up], [0, q], [upu, uqu) E [UDy, VEZ), (2.20)

onde g = [p, q] = (p(u,v, M)x, a(u,v, A)uU), u= x? ev=72.
No caso em que não há equivalência forte, ou seja, existe presença do difeomor­

fismo À atuando no parâmetro de bifurcação A, o espaço tangente de g, denotado
por T'(g, Zoo S Za), é dado por

Tíg, L2DZ2) = (Sg+(dag)X+gxÀ :SeE Exu (Z2PDZ2), X E Exu MZ2DZo) eÃeE Exh,
(2.21)
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que pode ser obtido de maneira análoga a que fizemos para obter RT(9g,Z2 & Z2).
Este espaço é um módulo sobre o sistema de anéis

Usando (2.15) e lembrando que À é um difeomorfismo em À, podemos reescrever
a expressão (2.21) da seguinte forma

T(9,22 QD Z) = RT (9,4: 0 22) + Ex(91) =

= RT(9,Z2 $PZ2) + ExllP, Ált­ (2.22)

O espaço complementar a T(g, Z2 & Z2o) em Exu s(Zo & Za), chamado espaço
normal de gq, é dado pelo quociente

N(9g,Z2 D Z2) = Éxya(Z2 D Z2)/T(9, Z2 DZ2).

A codimensão de g, também chamada Z27 & Z2a­codimensão de gq, é a dimensão
do espaço normal de q como espaço vetorial real.

Finalizamos esta seção com um resultado básico. O teorema a seguir nos diz
que se o espaço tangente restrito de um germe g permanece constante quando gq é
perturbado, então g e sua perturbação são fortemente Z2 & Za­equivalentes.

Teorema 2.4.1 Sejam g € Exvr(ZoBPZ2) um problema de bifurcação e h um germe
qualquer em Exus(Zo DZ). Suponha que

RT(g + th, Z2 É Za) = RT (9, Z2 O Za) (2.23)

para todo t E (0,1). Então g + th é fortemente Z2o QD Za­equivalente a g para todo
telo,1).

Demonstração. Ver [2], p. 172.
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2.5 O Problema do Reconhecimento

O Teorema 2.5.1 que enunciaremos a seguir resolve o problema do reconheci­
mento para os problemas de bifurcação Z2 & Za­equivariantes. O problema do re­
conhecimento trata de estabelecer quando um germe gq € Exu, r(Z2 PD Z2) é Za PD Zo­
equivalente a uma forma normal dada. Resolver o problema do reconhecimento
significa estabelecer explicitamente um número finito de igualdades e desigualdades
polinomiais a serem satisfeitas pelos coeficientes de Taylor dos elementos da classe
das Z2 & Za­equivalências.

Teorema 2.5.1 Seja g = [p,q] € Exnuvs(Zo & Za) um problema de bifurcação. Se

Pur Ivy Pi Do Pudo= Poduy Pudh= Prdus DTuPx= PvdAx (2.24)

são todos diferentes de zero na origem (x,y,A) = (0,0,0), então g é Z2 D Za­
equivalente a

ha = [eju+ uv+ e2d,nut+ ezu+e4d], (2.25)

com e; = sinal(p,), 62 = sinal(py), ez = sinal(q,), e, = sinadl(íqo) e
parâmetros modais

Px
m= Qu. (2.26)

Puq9x

Além disso, os parâmetros modais u en satisfazem também as condições

UÉ E263E4, MNÉEIEAA, MMÃÉOIEI E (2.27)

todas as derivadas que aparecem no enunciado são calculadas na origem.

Demonstração. Seja g(t,y,A) = (p(u,v, A)r,qa(u,v, À)y) um problema de bifur­
cação Z2 & Za­equivariante. Para encontrar um germe f Z2 & Za­equivalente a g
tomamos uma equivalência genérica

f=S5S­go(X,A).

Podemos fazer isto em duas etapas:

f=90(X,A)

19
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e, em seguida, multiplicar pela matriz S, ou seja,

f=5­f,

onde 5, X = [a,b] e À são dadas como na definição da Z2 9& Za­equivalência
Assim, de (2.28), segue que

f = [P, q]

p'(u,v,A)=p(aº(u,v,A), Pº(u,v, A), A(A))a(u,v, À) e
q(u,v, A) = g(aº(u,v, A), bº(u,v,A), A(A))b(u,v, À).

Para facilitar nossas contas podemos escrever

P = Pa, com B(u, V, À) = p(a?(u, V, À), bº(u, v, À), A(A)) e

q' = Gb, com G(u,v,A) = a(aº(u,v,A),bº(u,7,3), A(A)).

Fazendo o desenvolvimento de Taylor até a segunda ordem de p' em torno da
origem e igualando com o desenvolvimento de Taylor de pa, nas mesmas condições,
obtemos

Pu = Puaos

Da = Pvaobi;

Pp = praoN'(O);

Pl = 6PuAdAu + Pubs

Pv = Pvvaobg + 4praçboby + 2pravbô;

Pra = PraçN" (0) + 2pxa1 (0) + prrao(N'(0))?;

Plw = 3Puaga, + Puvaçbê + 2praobobu + Praubê;

20
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e pa = 3puagas, +prasN (0) + prasÃ'(O);

e pa = Dra A(O) + p.raobiA'(0) + 2prao9bobx + Praxbê.

Analogamente, usando as mesmas técnicas para q, obtemos

= O;

= quagbo;

= qb;

= qxbo N'(0);

uu = 20u00bu + quuaçbo + 4quaçaubo;

Gov = Iuvbô + 6qubobr;

qa = 2915) N'(0) + qxbo A"(O0) + qrabo(N'(0))?;

qu = 3qubôbu + quuagbê + 2quaçboa, + qubvaê;

ur = 2qua0boax + qxbu NO) + quaaÇbo A(O) + quaçbs;

doa = 9rbo (0) + quabo (0) + 3qgubxbi.
Observação. Para fazer as contas do desenvolvimento de Taylor das expressões
p', Da, q e qb, usamos o MAPLE V. Além disso, usamos como desenvolvimento

N"

a = ag +ayut+au+ard+ 5 (aut? +Apyvº + Ardº +2aUuv+2a, UA +2a,ÇUVA)+...
1

b = bo + biu+b,v+bA + 5 (Buu? + byyvº + barAº + Qu uu + 2buxUd + 2b,3vA)+...
1

P=PO+PUTDRATPAATZ (PuuU? + Pot + Paso +2QPIUL + QUIAUATIPAVA) +...
1

q = qo +quUTAV+ A A+ 5 (qua t? + que Vº + qxxdº + 2qu0Uv + 2quxUA +FQAuAVA) +...
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A(A) = A(O) + A'(0)A + 24" (0)32 +...
Lembramos que todas as derivadas são calculadas na origem. Mais adiante, ex­

plicaremos o porquê de tomarmos os desenvolvimentos apenas até a segunda ordem.

Assim, para obtermos o produto final f = [7",q], equivalente a g, resta­nos

) com S1, 52, 53 e SaSs Sary
S3TY Samultiplicar a expressão f' = [7/,q'] por 5 =

pertencentes ao anel E7,,,1(Z2 & Za), ou seja,

' S&S Soxy e)j j (5 Sa ) (&

Logo, f = [p”,q] onde
p" = Sp + Sw (2.29)

q" = Sup + Sad. (2.30)

Podemos escrever o desenvolvimento de Taylor das funções S;, 1 = 1...4 do
seguinte modo

S;=s+s u+tsQvr+s A+..., t=1...4.

Novamente, fazendo o desenvolvimento de Taylor até a segunda ordem, em
torno da origem, em ambos os membros das expressões (2.29) e (2.30), obtemos

"

o Po
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[7 A ! Á O.Puu = 2PuS1 + PuuÔ1)

(7 A 2 / + ! 94192 1.0.Pow = <PyS1, PuS1 952)

UR ! ! O.Pra = 2781, T PrxS1

AO / ft eo 1 O.Puv = PusL + PvSlu + PuvS1 + LuS2)

[7 AO ! ! O.Pus = Pus1, + PxSlu + Puxs$15
7 AO ! 1 o 10.Pra = PyS1, PT PxrS1, T PyrxS1 T DxS2)

=;

= q

= 4,54;

=qs

iu = 2DLS3 + AuuSa + 20545

uv = 2054, + IvvSas

qa = 29554, + DxxSas

uv = IuS4u + IoSau + TuvSa + PoSS
O 1 , o 1 .o.Qux = usa, + DxS4u T IusxSa + PxS3)

[A 1 1 o9uxa = 1754, + 9x4, + Iva"

Agora, substituindo os valores dos ps e q's nas expressões acima ficamos com

H
* mo

"
o Pu
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= p,aobêss;

= pra9N'(0)sS;

Puu = 2PuaÇS1, + (GPuAgAu + PunAQ)SS;

Piw = 2Pvaobãs1, + (Pvvaobd + 4praobob, + 2p.a,bã)s? + 2q,bêso;

Pxx = 2pra9Ã'(O)s1, + (paaoÃ"(O) + 2pxa, A(O) + prrao(A'(0))?)s?;

Puv = Puads1, +Pvraobãs1, + (3puagav +Puvadbê+2p.aobobu +PrAauba)SI+quadboss;
Puxa = Puags1, + PaaoN'(O)s1, + (Spuagas + Paul (0) + puragÃ'(0))sS;

pl = praobãsi, + paaoA'(O)sa, + (Para. A'(O0) + prraobãA'(0) + 2nanbobx +
+praxbi)s? + gxboN'(O)sS;

= O;

= q.a6bosa;

= qvbôsa;

= qxbo N'(0)s4;

= 2p,ads? + (2quadby + quuaçbo + 4quaçaubo)sA + 2quaâbosa,;

ow = 29vbóSa, + (Avvbô + 6qubõbr)Sa;

q, = 29xb9 N(0) sa, + (29,55 A(O) + qxbo A(O) + qrabo(A(0))º)SS;

q, = quasbosa, + qubisa, + (3qubôbu + quvasbê + 2g,a9baa, + qubrad)sd+pranbêss;

q, = quagbosa, +qxbo N (0) sa, +(2qua09boar+qxbu A(O) t+ quragbo A (O) tH+guagbx)sa+
+paaod'(O)ss;

q = qubisa, + qgxbo N' (O) sa, + (gb, N'(O) + qu bi N'(O) + 3qubx ba) sl.
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ag,

OS C

As expressões acima, do desenvolvimento de 7” e q”, nos dão o germe equivalente
de forma genérica. Pela Z2 & Za­equivalência temos algumas condições sobre

oeficientes que aparecem nas expressões acima, ou seja, temos que aq > O,
bo > O, po =q0=0,st>0,sl>0 e A10)>0O. Para obter a forma normal h,
dada em (2.25), precisamos

a)s

b)

c)

d)

e)

É)

a) pi=pagst=1 Ipulads? =1,

b) pi =rpra0N'(0)s] = +1 IpalaoN'(0)s? =1,

c) qu =qbôsq=21 => lalbôst=1,

d) d=qbh5N(0)st=1 => Ig /boN(0)sL=1.

Resolvendo estas equações, obtemos

o. 1
' pula”

IPxlaos? Pal
1

5 = o,[av |bô
o
4

a  lpalial

Substituindo os valores acima nas expressões p', p', q, e q5, concluímos que

e; = sinal (py), es: = sinal (py), e; = sinal (q,) e e. = sinal (9).

"1Além disso, das expressões p,, e q, obtemos

Pb | mn
pula FuPa

TA 2.0 —Pv = Praobos] = Pv

quag —| Paq =q aébos] — —A a bi [pia qu
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que são os parâmetros modais, como aparecem em (2.26). As restrições (2.27)
seguem, respectivamente, das hipóteses

9vPa — Pv9sa É 0, Puga = Padu É O e pPpuqo = Podu *­ O.

Logo, obtivemos a forma normal h, como em (2.25) com parâmetros modais 4
e 7 dados por (2.26).

Resta­nos agora mostrar a razão pela qual os termos de ordem maior ou igual
a dois não aparecem na forma normal h,. Este é o motivo também pelo qual não
nos preocupamos em fazer o desenvolvimento de Taylor das expressões anteriores
até ordens maiores. AÀ justificativa é que estes termos são de ordem alta para o
problema de bifurcação h, podendo, assim, ser desprezados. Mostraremos isto no
final da Seção 2.7 e, com isto, o teorema fica demonstrado. o

Observação. Se g satisfaz as condições que aparecem em (2.24), dizemos que g
é um germe genérico. Assim, podemos reformular o teorema acima nos seguintes
termos:

“Seja g um problema de bifurcação Z2 & Za­equivariante genérico. Então g é
Z2 E Za­equivalente a h7”.

2.6. Submódulos Intrínsicos e Termos de Ordem
Alta

Estamos interessados em caracterizar os termos do desenvolvimento de Taylor de
um germe que podem ser desprezados pois não contribuem na resolução do problema
do reconhecimento.

O conjunto dos termos de ordem alta de um germe gq é dado por

(9, Z2 O Zo) = (p E Eny(Z2 DZ): hkpwg,Vhowg)

onde ­» denota Z2 & Za­equivalência.
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Na classificação de problemas de codimensão finita, usualmente encontramos
os termos de ordem alta de uma forma normal por meio dos submódulos intrínsicos
relacionados à esta forma normal. Um submódulo J C Exya(Zo &;D Z2) é intrínsico
se ele é invariante por Z2 9 Za­equivalência, isto é, se p(g) E J, para todo g € J
e para toda Z2 & Za­equivalência p = (S,X,A). O resultado a seguir nos dá a
caracterização dos submódulos intrínsicos em Ex,(42 PD Z23).

Proposição 2.6.1 Sejam I e J ideais em Ex y,x1(42 DZ2). Considere o submódulo

S = fl, E Evr(Z2 DZ) : pelLagE)

de Exv,n(Z2 TR Zo).
Então S é um submódulo intrínsico se, e somente se, IT e J são ideais in­

trínsicos, ul CJ evJ CI.

Demonstração. Ver [5], p. 1656. o

Seja V C Exvs(Zo & Za). Definimos a parte intrínsica de V, a qual denotamos
por itr V, como sendo o maior submódulo intrínsico de Ez, x(Z2 & Za) contido em
V.

Proposição 2.6.2 Para cada g € Exya(Zo & Z2), o conjunto (9,22 DZ2) é um
submódulo intrínsico de PRENDA &9& Zo).

Demonstração. Ver [2], p. 205. =

2.7 ZoPZo­equivalências Unipotentes e Espaço Tan­
gente Unipotente

Temos K2º%%E o conjunto de todas as Z2 & Z2z­equivalências (S, X, A). Estamos
interessados em um subgrupo especial de K$297, Para definí­lo, consideremos a
aplicação projeção 7 dada por
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O kernel da aplicação 7 dado por

é um subgrupo normal de kom formado de difeomorfismos nilpotentes, e é chama­
do de subgrupo unipotente de Z2 ;D Z2a­equivalências. Seu espaço tangente associado
em g € Exu s(Zo & Za), chamado espaço tangente unipotente, é dado por
TUí(g, Z2PZ2) = 1Sg+(dag)X +gxA : 5€ Exu (Z2DZ2), XE Es s(Z2DZ2),

(daXJopo =0, A(O) = A'(0) = O), (2.32)

Exva (22 DZ) =(S E Exys (Za PDZ2): 5(0,0,0) = Lo),
=E(Za DZo)=(X E Exyr(Zo PZ2) : X(0,0,0) =(0,0)).

A importância em calcularmos o espaço tangente unipotente é que a partir dai,
podemos calcular os termos de ordem alta usando o seguinte resultado devido a
Gaffney:

Teorema 2.7.1 Seja g € Env,(Zo &9 Z2) de Zo D Za­codimensão finita. Então,

fo(g) > itr TU(9, Z2 D Z2). (2.33)

Demonstração. Ver [10], p. 108. ­

Corolário 2.7.1 Seja p € itr TU(9,Z2 DZ2). Então, g +p é Z2o B Za­equivalente

ag.

Para finalizar esta seção, consideremos M =< u,v,A > o ideal maximal de
Exu r(Z2 DZ2). Mostraremos que os termos da forma [p, q) com p, q € M?, os quais
denotaremos por [M?, Mº], são de ordem alta para a forma normal ha.

Primeiramente, observe que os geradores de TU(g, Z2 9 Z2), com g = [p, q), são
dados por

[up, 0]. [vp. O), [Ap. O], [vq, O), [0, up], (O, ug), [0, val, [0, Aq].
28
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[u?Du, uº qu), [uvpy, uva), [UADy, UAGu], [UVDY, UVA), [v*Do, vº q), [UADy, VAG),
[XºPa, NEN

Segue de (2.32) que os oito primeiros geradores acima vêm da parcela Sg. Os
seis seguintes da parcela (dag)X e o último de 9x À.

Para h,7 = [e)u+ pv+e2A, nut+ ezut+ e4d) temos que TU(hy, Z2 D Za) é gerado
por

2 3 4 5 6

= [eyu? + puv + eua, O]

= [eruv+ pv? + eva, O]

[E1uA + uvd + E2dº?, o]

[uv + E3Vº + EUA, O]

[0, eu? + uuv + eua]

[0, nu? + eguv + cul]

[0, nuv + ev? + eva)

[0, nuA + eguA + e48º]

[eu?, nuº]

leuv, nuv]

[E1uA, ul]

[Huv, ezuv]

[uv?, esv]

[UvA, Ee3vd])

[622º e43º).
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Agora, usando argumentos de Algebra Linear, podemos reescrever estes gera­
dores de modo mais simples. Por exemplo, trocando­se

Cc) & CC] — co — C12 + Cf — E16201]

obtemos um novo gerador
(0, (64 — e1e2n)ud]

que entrará no lugar de c;.
Como por (2.27) n É e1€2€4, temos que e, — e16gn É O. Assim, obtemos o

gerador [0, ul], o qual chamaremos à. Do gerador c1, obtemos [uA, O] pois

Cn P Ao, ne: = [E1uA, O].

Daí, podemos eliminar os geradores [0, ui] e [uA, 0] de todos os demais geradores
Ci.

Ficamos então com uma nova lista de geradores os quais chamaremos de &,
1=1,...,15, ou seja,

[0, ud]

[e1uv + uv? + eua, O]

[uva + e22?, O]

[nuv + esv? + eu, O)

[0, eu? + puv]

[0, nu? + ezuv]

[0, nuv + esu? + e4ua)

[0, eguA + e42º]

[e1u?, nu”
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= [ejuv, nuv]

[ui, O]

[Huv, exguv)

[uv?, esv?]

[HvA, eva]

[622?, E4dº].

Agora, trocando

Ca & Co — Cio — Ca13g + 7 — E3E4C1a

obtemos, no lugar de &, o gerador [(e2 — ezgeau)ua, O].
Devido a (2.27), u É E26364. Logo, £2 — ezeap É O. Então é possível eliminar

o gerador [vA,O]. Novamente, é automático que também conseguimos eliminar o
gerador [0, vA], devido a C114. Da mesma forma como fizemos antes, podemos eliminar
[vA, O] e [0, vA] dos demais geradores C;, ou seja, ficamos com novos geradores ce; dados
por

[0, ul]

[vA, O]

[e22?, O]

[nuv + esv?, O]

[0, eu? + puv)

(0, nu? + ezuv]

(0, nuv + esvº]
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[0, 649º]

[e1u?, nº]

= fejuv,nuv)

[ua, O]

[uuv, ezuv]

[0, va]

= (622º, E4£º] .
Observe que de 63 = [£22º,0] obtemos [4º,0]. Analogamente, de cg = [0,e4Xº]

obtemos [0, 4º]. Assim, o gerador &15 = [e24?, e44?] torna­se redundante.
Sabemos que Mº é gerado por uº,vº, Aº, uv, ud e vA. Assim, [Mº?, Mº?] é gerado

por [x, 0] e [0,x] onde x representa os geradores de M?.
Para mostrar que [M?, Mº] são os termos de ordem alta de h, é necessário

mostrar que podemos obter todos os geradores [x, 0] e [0,x].
Resta­nos ainda obter os geradores [4º,O], [uv,O], [4º,O], [0, uº], [0,uv] e [0,vº].

Para isto, usamos os geradores de TU(h,, Z2 D Z2) que ainda não foram usados. São
eles

[nuv + ez3v?, O]

[0, eu? + puv]

[0, nu? + ezsuv]

[0, nuv + e3v*?]

= leu?, nu]
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[e1uv, nuv]

[uuv, ezguv]

[uv?, esv].

Assim, temos 8 geradores de TU (h,, Z2DZ2) para tentar eliminar os 6 geradores
que estão faltando para completar [M?, Mº]. Vamos então montar a seguinte tabela:

geradores | [4º,0] [uv,0] [82,0] [0,uº] [O,uv] [0,7º]
E

7 O Õ O
0 El un 0
) E3 0
0

0

El

n E3
0 0 E3

Para concluir o que estamos querendo, basta mostrar que a matriz 8 x 6 dos
coeficientes acima tem rank máximo. Isto equivale a mostrar que existe um subde­
terminante 6 x 6 não nulo.

De fato. considerando o primeiro subdeterminante 6 x 6 já obtemos

El

devido a (2.27).
Portanto, conseguimos eliminar todos os geradores de [M?, Mº]. Logo,

que é um submódulo intrínsico conforme a Proposição 2.6.1.
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Assim, pelo Teorema 2.7.1,

t(h1) > itr TU(h,,Za É Za) = [M?º, M),
ou seja,

[M?, M?]
são de ordem alta para ha,.

Observação. Em [2] p. 189, encontramos outra demonstração do resultado acima
usando o Lema de Nakayama e o Teorema 2.4.1.

2.8 Teoriados Desdobramentos Z.$Z73­equivariantes

Seja g € Exuys(Zo & Z2) um problema de bifurcação. Um desdobramento de q
com k parâmetros é um germe Z3 & Z2­equivariante G(r,y,A,a) E ExvsralZa &$&Z),
com a E R* e

G(x,y,A,0) = g(r,y, À).

Mais precisamente,

G:(RxRxR,0)— Rº

com G(r,y, 3,0) = g(r,y,A) e

G(ex,óy, A, a) = (6,6) ­ G(t,y,A,0) (2.36)

para todo (8,6) €E Z2 & Zoo. Podemos assumir que Z2 & Z2 atua trivialmente nos
parâmetros À,a.

Definição 2.8.1 Sejam H(x,y,A,0) um desdobramento Z2 & Za­equivariante de gq
com | parâmetros e G(x,y,A,a) um desdobramento Z2 & Za­equivariante de g com
k parâmetros. Dizemos que H fatora­se através de G se

Hí(x,y.2,6) = S(x,4,A,6) G(X(x,y.A,6),A(4,6), A(6)) (2.37)

onde S(x,y,A,0) = 1, X(x,y,A,0) = (x,y), A(9,0) = A e A(0) =O.

34

EV
AVAVAY

2 3 4 5 6 7 unesp ”. 12 13 14 15 16 17 18



A equação (2.37) afirma que para cada (O, H(.,.,­, 0) é equivalente a algum
membro de G(­, ­,­, A(6)) da família G.

Definição 2.8.2 Um Z2 & Za­desdobramento G de q é dito versal se para cada
Z2DZ2­desdobramento H de 9, H fatora­se através de G. Um Za;PZa­desdobramento
versal G de g é chamado miniversal se G depende de um número mínimo de parâme­
tros. Este número mínimo de parâmetros é chamado de Z2 & Za­codimensão de 9.

Para facilitar a notação e a leitura vamos nos referir a Z> & Za­codimensão
apenas por codimensão e ao Z> & Za­desdobramento apenas por desdobramento,
pois a atuação do grupo Z2 & Z»7 está explícita desde o início do texto.

Teorema 2.8.1 (Teorema do Desdobramento Miniversal Z2 E Za­equivariante)
Seja g € Exva(Zo & Za) um problema de bifurcação e G E Exu ralZa &;&Zo) um

desdobramento com k parâmetros de gq. Então G é versal se, e somente se,
—

Exy,n(Za & Za) = T(g9, Za & Za) + R: (Ga (YA, O), e. 1, Gar(£,Y,A,0)).

Demonstração. Ver [2], p. 233. =

Corolário 2.8.1 Sejamg € Exu s(Z2PDZo) eWC Envy s(Z2DZo) um espaço vetorial
real tal que

=

Exv1(Z2 PD Z2) =T(9,42PZ2) DW.

Sejam p(x,Y, À), ..., Pk(T,Y, A) uma base para W. Então
k

j=l

é um desdobramento miniversal de 9.

Demonstração. Segue diretamente do Teorema 2.8.1. E

Observe que a codimensão de um germe gq é igual a codimensão de T(g, 22 DZ)
em E,,y,)(Z2 D Za).

A proposição a seguir relaciona a codimensão do RT(g,Z2 & Z2) com a codi­
mensão de T(g, Z2 D Za).
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Proposição 2.8.1 Sejag € Envr(Z2 DZ). Então, RT(9,Z2PZ29) tem codimensão
finita se, e somente se, T(g,Z2 D Za) tem codimensão finita.

Demonstração. Ver [2], p. 212. nm

Para finalizar a seção vamos determinar um desdobramento miniversal para a
forma normal h, dada em (2.25).

Teorema 2.8.2

Hi(r,y,A,01,02,03) = [e1u + (U + as)U + 2X, (7 + a2)u + esu + E4à — E40)

é um desdobramento miniversal de ha.

Demonstração. Para encontrarmos o desdobramento H, de h, vamos descobrir
quais são os geradores do espaço normal N(h,,Z2 E Z2). Sabemos que o espaço
tangente T(h,, Zo E Za) é formado por germes da forma

Shi + (dahJX + ha,À.

As duas primeiras parcelas da soma acima nos dão os germes que estão em
RT(h1,Z2 $ Z2) cujos geradores são

fr [eu + uv+ esa, 0]

Co Inuv + e3v? + eva, O]

C3 [0, e qu? + uuv + eu]

Ca [0, nu + eau + E49]

Cs [e1u, nu]

C6 [uv, e3u|.

A última parcela nos fornece os geradores
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C7 1+ [82,64] = [62,€4]

Cg À * [62,64] = [82,849]

Co NM?« [62,€4] = [82M?, 642º].

Para provar o teorema, mostraremos que [vu, O], [0,u) e [0, —e4] geram o espaço
normal N(h,,Z7 9 Z2). Este cálculo é feito módulo os termos [M?, M?] que estão
contidos em RT'(h1,Z2 ED Z2). Assim, os vetores que contribuem neste cálculo são

cr = [ejut+pv+e2A,0]

ca = [0,nu+ egut+e4]

c5 = [ejyu,nul

ce = [nv,ezu]

cr =[e29,64]

cg = [e2d,64d].

Consideremos então a seguinte tabela:

geradores | [1,0] [u,0] [2,0] [3,0]
Cc E

Ca 0

Cs

Cê

C7

Cg

o o

(o, u)

C
O

m
H

O
O

T
O

O
E

r

c
o

o
S

fS
o

o
o

o
rs

O
C

H
O

O
o
O

O
s
S

s
s
S

c
o
o
o
c
o
o
fo

s
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A Álgebra Linear mostra que se essa matriz 9 x 8 tem rank 8 (máximo), então
os vetores citados acima geram o espaço normal. De fato, consideremos o subdeter­
minante formado pela eliminação da linha 6, que corresponde à linha do gerador cg.
Então, calculando o subdeterminante, por rebaixamento de ordem, temos

C
O

r
N

O
o
T

O
O

r

O
C

O
rO

oo
O

3
3

O

o
c
o

o
o

o
o

P
o

S

j

Portanto, p, = [0, —s4a), pa = [0,u] e pa = [vu,O] geram o espaço normal que é
complementar a T(h1,Z2 S&S Z2). Daí, pelo Corolário 2.8.1

3

Hy=h+ SD ap,
i=l

ou seja,

Hi(rx, Yy, À; Aa1, &2, az) = leu + (nu + az)u + E2A, (n + a2)u + E3UV + E4À = e401]
é um Z2 E Zo­desdobramento miniversal de ha. Ha

Por questões de notação, vamos a partir de agora denotar o desdobramento H,
por

Hi(t,y, A,u1,n,0) = (e)u+ pv + e2A,nut+egu+e(A o), (2.39)

onde, por abuso de notação, u = u+aÇ,n=nN+aem=o.

Nesta seção achamos a forma normal genérica h, e seu desdobramento miniver­
sal Hi. Agora, degenerando as condições (2.24) obtemos outras formas normais. Em
[5], M. Manoel e [. Stewart completam a classificação dos problemas de bifurcação
Za E Za­equivariantes encontrando as outras formas normais com o seguinte teorema
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Teorema 2.8.3 (Classificação de bifurcações Z2 & Z2a­equivariantes) Se um germe
g­Íhagde Ex,(Z2DZ2) satisfaz as condições de reconhecimento da tabela a seguir
para a forma normal h;, para algum j = 2,...,8, então gq é Z2 D Za­equivalente a
hj.

Demonstração. Ver [5], p. 1658. E

A tabela que consta no enunciado do teorema encontra­se na página seguinte.
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| Formas Normais |
([e1u + e4u + eE2A + E5Uº?, E) EZEQU + EU + KA]
[e1u + uv + 62, e162€4U + EU + E4A + es Mº]
[e1u + ezezgequ+ E2A, TU + EU + E4À + es Xº]
[eju? + uv + e2A, esu + egu + 41)
[e1u + esu + e2A, nu + egu? + e4)
[eu + esu + €e2Aº, mu + egu + E4]
(e1u + uv+ e2d, esu + eu + e4aº]

Forma Condições E3 €4 Es Parâmetro Termos de

Normal Reconhecimento Modal Desdobramento

Pugu — Poqu = O [u,O]
h2 —PuqdwPuPYAIP2, | Eslas (0, A]

Puga — Padu É O [0,1]
PXAdlu — Pugça = 0 fv, O]
Pus du: Ps DX; P3) |5&xlPo (0, u)
Duqdo — Puqu É O [0,1]
Pvqga = Paqvo = O [u,0]
Pu; qu; P1) DN PA) | 5x [qu (0,u)
Pudv — Puqdu É O [0,1]

Pu=0 [v, O]
Pr uv) IN) Puus | 5 [Do fu, O]

Puga — Pagu É O [0,1]
qu =0 (0, v)

Pu, Px) Dj Pvs Qu Luv, = | Plqu (0,u)
Puga — Paqu É O [1,0]

pa =0 [A, 0]
Pus Dvs dv) IN PAN) Ee (0, u)
Dudu — Dou É O 1,0)

9 = 0 (0,
[u,O]Lu

Pu, Px) Tu, Tu) DA Puqgo |Pv
Pulo — Pugu É O '

P2 = IuvPuPo — IvuPuPy — IuuPy PuvTvPuDo + PuvAvP2 + PuuvP?Pp3 = quuDPS — PuuP$iAGx = QuxPÍPu + INAPAP' + PuxPADADU — PANXPLIAPa = qIxADPAIS — PovPxAS — IuaPAIAD — PuvGd3 — Pxrx929a + Pu
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2.9 Estabilidade das Soluções

Há quatro tipos de soluções possíveis para a expressão

g(x,y, à) = (P(x?,9?, A)x, a(xº,Yº, A)Y) = (0,0).
São elas,

a) Solução trivial: r=y=O,

b) Soluções r­mode: p(rº,0,A) =0, y =0, x £O,

c) Soluções y­mode: x=0, g(0,4º,2) =0, y £O,

d) Soluções mixed mode: p(xº,yYº, A) =0, g(xº,4/º, 9) =0, x £0, y 5% O.

Estas soluções correspondem exatamente aos tipos de órbitas listados em (2.2)
da ação de Z2 E Z2 em R?.

Queremos a partir das soluções de q = O estudar se estas soluções são ou não
estáveis. Assim, diremos que uma solução (x,y, À) da equação g(x,y,A) = (0,0)
é estável se ambos os autovalores de (dag) em (x,y,A) tem parte real positiva e
instável se pelo menos um dos autovalores de (dog) tem parte real negativa.

O estudo da estabilidade será importante para o Capítulo 4, onde iremos tratar
do fenômeno do mode jumping. Veremos que este fenômeno ocorre justamente pela
perda da estabilidade de uma das soluções que caracterizam o problema. Ressalta­
mos ainda que a estabilidade das soluções em problemas que envolvem simetria,
como no caso da Z2 & Za­simetria, tem a importante característica de ser um invari­
ante por equivalência. Em outras palavras, se h é Z2 E Za­equivalente a gq, então os
autovalores de (dz7h) possuem os mesmos sinais dos autovalores de (dag).

Lema 2.9.1 Seja (xo,Yo,do) uma solução de g(x,y,AX) = (0,0). Se (xo,Yo,do) É
1) solução trivial, então (dog) é uma matriz diagonal com autovalores reais cujos

sinais são dados por: sinal p(0,0, Ao) e sinal 9(0,0, Ao);

ii) solução r­mode, então (dog) é também uma matriz diagonal com autovalores
reais cujos sinais são dados por: sinal py (xo, 0, %o) e sinal g(xo,0, do);
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iii) solução y­mode, então (dog) é ainda uma matriz diagonal com autovalores
reais cujos sinais são os mesmos de p(O,yo, do) e qu(O, Yo, do);

iv) solução mired mode, então

sinal det (dog) = sinal (Puqv = DPvqGu) em (To, Yo, Ao),

sinal tr (dig) = sinal (up, +vq,) em (xo,40, o).

Demonstração. Seja gq = [p, q]. Basta usar o fato de que

p+2Up,  2PD1TYdso) =(429) ( 2quTY —q+2ug,
combinado aos tipos de soluções de gq = O.

2.10 Diagramas de Bifurcação

Um tópico importante da Teoria de Bifurcação é analisar os diagramas de bifur­
cação de uma forma normal. Daremos aqui apenas os diagramas do desdobramento
H, de hi. Os diagramas relacionados aos outros desdobramentos H; podem ser
encontrados em [5]. A razão de considerarmos apenas este caso é que ele nos dá
uma idéia geral de como os diagramas são obtidos e também pelo fato de que, no
Capítulo 4, estes diagramas terão importância fundamental.

Observe que temos várias possibilidades para a forma normal h, em (2.25)
devido a presença dos e; s, mas consideraremos apenas o caso em que

e—r=ez3=1l e ec=80,=­L1. (2.40)

Então, nesta seção, nos referiremos a h, como sendo

hy =[ u+unv=Amutv— A] (2.41)

e, por conseguinte, as condições sobre os modais dadas em (2.27) como

nuÉl, nÉ1l, e pnÉl. (2.42)
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As razões dessa escolha deve­se ao fato de que geralmente nas aplicações. a
solução trivial é estável para À < O. Segue do Lema 2.9.1 que isso ocorre quando

E€o = 8, = —l.

O caso

e—=ez3=l1

está relacionado ao modo como, frequentemente, as soluções r­mode ou y­mode
bifurcam.

De acordo com as condições (2.40), temos que o desdobramento miniversal H,
de h, é dado por

Hy = L+nv­Amu+v­(A—­o). (2.43)

As condições sobre os modais em (2.42), dividem o plano modal­un em sete
regiões que são dadas na figura a seguir.
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Os diagramas de bifurcação de H7 são de dois tipos: os perturbados e os não
perturbados. Os não perturbados são dados quando o = O e eles são topologicamente
equivalentes (ver [36]) para todos os valores de 1 e 7 em cada região. Além disso, o
desdobramento miniversal (2.43) é topologicamente trivial em cada região exceto na
região (4). A região (4) está dividida em quatro outras subregiões indicadas pelas
linhas tracejadas na figura anterior, nas quais os desdobramentos miniversais são
topologicamente triviais. À seguir desenhamos os diagramas para as regiões (1), (2),
(3), (4a), (4b), (40) e (5). Os diagramas nas regiões (2'), (3) e (4b') são equivalentes
ou podem ser obtidos daqueles das regiões (2), (3) e (4b). É importante ressaltar
que os diagramas de bifurcação estão no Rº, mas aqui os desenharemos apenas de
maneira esquemática, nos quais as linhas referem­se às órbitas das soluções descritas
em (2.2). Para desenhá­los precisamos encontrar as soluções da expressão H, = O.
Ou seja,

a)ÇrE=y=O, solução trivial,

; y=O, solução r­mode,

0; Ar c=yY, solução y­mode,

d) (1 —­n)º+(u­Wy =o, solução mixed mode.
A =xº+ uy.

O próximo passo é usar o Lema 2.9.1 para calcular os sinais dos autovalores da
matriz (daH7) onde H, = O. Então,

a) sinal (—A), sinal (6 — À), solução trivial,

b) +, sinal ((n — 1)A +o), solução x­mode,

c) sinal ((u = 1)»h — uo), +, solução y­mode,

d) sinal det (daH7) = sinal (1— um), solução mixed mode,
sinal trída Hi) = +.

Ressaltamos ainda que as soluções mixed mode ocorrem nos diagramas de bi­
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furcação não perturbado precisamente quando

sinal (u — 1) = sinal (n— 1).

Nas figuras a seguir. usamos os sinais de + e de — para indicar estabilidade.
Assim, ++ indica que ambos os autovalores de (daH;) tem parte real positiva e
portanto, este ramo é estável; +— ou —+ indicam que os autovalores têm parte
real com sinais opostos e —— indica que ambos autovalores têm parte real com
sinal negativo; nestes outros casos, onde aparece pelo menos um sinal —, os ramos
são instáveis. Além disso. para facilitar a interpretação dos diagramas, as órbitas
indicadas pelas linhas mais fortes referem­se a soluções estáveis.

­=­ trivial

++ x­mode
+ =—
=. y­mode

2º
trivial

++ O —

(2)­(3)

Press x­mode

+ —  2==­=­­ x­mode
"

o
A

+ ae y­mode
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Os diagramas perturbados são aqueles em que 0 > O ou o < O, para as várias
regiões. Estes diagramas são mais complicados que o caso não perturbado. Nestes
diagramas ocorrem bifurcações secundárias em consequência da Z; & Za­simetria.e

Eles são dados pelas figuras a seguir.

v­mode
T­=­ mixed mode

22º x­mode

cccmedoumssesses trivial
++ 0­+o ­—

+ —
aan.——.­xmode

ane =="" y­mode

22­­­ x­mode =+ 22 y­mode
trivial trivial

mixed mode

e== x­mode

esc r­mode
PI x­mode ==. v­mode
TeTeexX­

o trivial

mixed mode

ARNOtz... x­mode
——

222 === r­mode —=+ —.. y­ mode
. .

—=—.­.­desses tnvial ­ trivial
<= O ­—­ —— gq =

Figura 2.3
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Vários comentários seguem ao analisarmos os diagramas anteriores, mas gostaría­
mos de salientar o que ocorre na região (2) com o > O. Neste caso o ramo r­mode
perde estabilidade através de uma bifurcação secundária dada pelo ramo de solução
mixed mode

OT
À

e uma transição para o ramo y­mode ocorre. Essa transição ocorre com um salto
para a solução estável y­mode. Esta será a justificativa do fenômeno físico que
descreveremos no Capítulo 4. Para verificar os comentários acima, observamos que
bifurcações secundárias de soluções mixed mode ocorrem através do ramo de solução
r­mode se sinal (6) = sinal (1— n), o que justifica a fórmula anterior.

Observe que as bifurcações que aparecem nos diagramas acima são do tipo
pitchfork, como a que apareceu no Exemplo 1.3.1. Maiores detalhes sobre as bi­
furcações nas várias regiões do plano modal­un podem ser encontrados em [1], p.
435.

Mais uma vez ressaltamos que em [5], podemos encontrar diagramas de bifur­
cação de outros desdobramentos H;, 1 =2,...,8, listados na tabela do Teorema
2.8.3.
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Capítulo 3

Formulação por Caminhos

Neste capítulo, usamos a formulação por caminhos como forma alternativa para
obter a classificação dos problemas de bifurcação Z2& Za­equivariantes, apresentados
no Capítulo 2. Dessa forma, este trabalho torna­se paralelo a [5] onde M. Manoel
e I. Stewart classificam esses mesmos problemas de bifurcação utilizando técnicas
clássicas da Teoria de Singularidades aplicadas à Teoria de Bifurcação.

A idéia básica da formulação por caminhos foi sugerida por Golubitsky e Scha­
effer em [1] onde eles relacionaram problemas de bifurcação em uma variável padrão
e sem simetria, com um caminho através do desdobramento miniversal de uma
cuspóide x""*+!, fazendo assim uma analogia entre a Teoria de Bifurcação e a Teoria
das Catástrofes. Essa idéia, já presente nos primeiros artigos de Mather e Martinet
para Teoria de Singularidades, tem sido estendida e aplicada. (cf. [31],[13],[32]).
Uma característica importante da formulação por caminhos é que podemos mini­
mizar e organizar os cálculos que são feitos utilizando­se os métodos clássicos para
obtenção de formas normais como no Capítulo 2.

Este capítulo está dividido em duas partes: na primeira, apresentamos os re­
sultados básicos da teoria da formulação por caminhos; na segunda, fazemos a clas­
sificação dos problemas de bifurcação Z2 & Z2­equivariantes, via esta formulação.
Finalizamos o capítulo comparando a classificação que obtivemos com a sugerida
por M. Manoel e I. Stewart em [5].
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3.1. Teoria da Formulação por Caminhos

A teoria que vamos apresentar restringe­se ao caso Z2 & Za­equivariante. Ini­
ciamos o estudo dessa seção definindo o centro organizador de um problema de
bifurcação g E Exy,n(Z2 D Z2), o qual será chamado core.

Definição 3.1.1 Seja g € PRRNCA & Za) um problema de bifurcação. O core go de
g é dado por

golx,y) = g(x,4,0).

Exemplo 3.1.1 O core da forma normal h, = [eyu+ uv +e2dA,nut+ ezgut+ed] que
aparece em (2.25), é dado por

ha = [e1u+ pv, nut+ eu].

Denotaremos o conjunto dos germes Z7 & Z2­equivariantes onde não há presença
do parâmetro À por

—=

Ery(Z2 & Z2)

e o conjunto das matrizes Z2 & Z2­equivariantes onde não há presença do parâmetro
À por

Exy (Z2 D Z2).
No capítulo anterior, definimos a noção de equivalência para problemas de bi­

furcação Z2 & Z,a­equivariantes. Agora, faremos o mesmo com os seus cores. Assim,
dois cores fo, go E Exy(Z2 D Z2) são equivalentes, e também chamaremos Z2 & Z2­
equivalentes, se

fo=S:go0oX, (3.1)

onde S E Ezy (Z2 E Z2), X E Env(Z2 PD Z2) com X(0,0) = (0,0). Além disso,

são matrizes diagonais com entradas positivas.
O conjunto de todas as Z2 & Za­equivalências (S, X) será denotado por K229%,
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Nosso próximo passo é associar a cada problema de bifurcação g € Ex,(Z2PDZ2)
um caminho no espaço dos parâmetros de desdobramento do core go de g. Essa idéia
surge a partir da K229%º­teoria dos desdobramentos. De maneira natural, podemos
adaptar todos os resultados citados na Seção 2.8 do Capítulo 2, sobre a teoria dos
desdobramentos Z7 & Z2­equivariantes, para germes em Exv(Za &9$Z2), fazendo À = O.

Assim, o espaço tangente de gq € Env(Za & Z2) é definido por

TKZ$8Z2(9) = (Sg+(dog)X : XE E(OZ), SE Exy (42 PZ)).

Segue do Teorema 2.8.1 que o germe g tem um desdobramento miniversal se,
e somente se, a dimensão de NKZ29Z22(g9) = E,(Z2 E Za)/TK229Z2(g), chamado
espaço normal de gq, é finita como espaço vetorial real. Esta dimensão é igual ao
número de parâmetros de um desdobramento miniversal. Este número é chamado
KZ$29Z2 .codimensão de g, ou simplesmente, codimensão de g. Definimos também
que um germe em Exu,r(Zo & Za) é dito de core finito se a KZ22922­codimensão do
seu respectivo core for finita.

Seja go E Exy(Zo & Za) um core finito com g(x,y,0) = go(z,y). De acordo com
a teoria dos desdobramentos, se Go(r,y,a) é um desdobramento miniversal de go,
com a € R* então, como g(z,y, X) também é um desdobramento de go, temos que q
fatora­se através de G,, ou seja,

onde à : (R,0) — (RF,0) é o caminho associado ao problema de bifurcação g.
Observe que à é uma aplicação do espaço de parâmetros de bifurcação no espaço

de parâmetros de desdobramento. O espaço de todos os caminhos será dado por

P, =1(ã: (R,0) — (Rº,0)). (3.3)

Assim, & induz um novo problema de bifurcação definido por

&* Go(z,y,A) = Go(xz,y,a()). (3.4)

Chamamos à* de aplicação pull­back pelo caminho à.
Olhando para as expressões (3.2) e (3.4) podemos observar que

50

FS
AVAVAV

2 3 4 5 6 7 unesp ”. 12 13 14 15 16 17 18



= S(x,y,A9) &* Go(X(x,4,A), À) = S(x,4, A) & Go(X(x,y, A), I(A)) (3.5)
onde / é a aplicação identidade.

Assim, temos que q e &*G, são Z2;9PZ­equivalentes, com a equivalência (S, X, 1).
Em símbolos,

Com isso, mostramos que se gq € Exvr(Zo & Z1) tem core finito, então existe
um caminho à tal que g é Z9 & Za­equivalente a à* Gy.

Como Gyo(r,y,a) é um desdobramento miniversal do core go, definimos o discri­
minante Ag, de Go como sendo

Aco = (a ER : 3 (x,y) tal que Go(t,y,0) = (daGo)(zy) = OL. (3.7)

Tomando a aplicação projeção 76, : Rº x Rº — R* e considerando a restrição
TG. : Go (0) — R*, temos que a imagem da projeção Tg, dos pontos singulares de
Go, restrita ao conjunto Gg'(0), é, justamente, o discriminante Ac, de Go.

Vamos agora estender a noção de equivalência para os caminhos com mesmo
core. Dois caminhos à, 8 : (R,0) — (RF,0) são equivalentes se

(2) = H(A, 6(A(2))) (3.8)

onde A : (R,0) — (R,0) é um difeomorfismo que preserva orientação e
H:RE RE

é uma família A­parametrizada de difeomorfismos locais sobre RF, isto é, (daH)a(0, 0)
pertence ao conjunto das transformações lineares invertíveis de Rº em R* que pos­
suem determinante positivo. Mais do que isto, H preserva o discriminante Ag, de
Go no sentido de que H(A, Ag) € Aq,, para todo A.

Para um core go fixado, o grupo das equivalências de caminhos ou grupo dos
caminhos equivalentes, será denotado por Kac," Este grupo Kaç,, atua no espaço
P, via (3.8).
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3.1.1. Espaço Tangente aos Caminhos

A definição de espaço tangente aos caminhos utiliza o conceito de derlogs. Os
derlogs que são campos de vetores tangentes ao discriminante Açg,, são denomi­
nados derlogs geométricos. Definimos também o derlog algébrico ou campo de vetores
levantáveis, denotado por Derlog"(Açg,), como sendo o campo de vetores É que
satisfaz a equação

S(,y,a)Go(£,y,a) = (dGo)ay)(£,y,0) X(x,y,a) + (dGo)alxt,y,a)é(a), (3.9)
onde Go é um desdobramento do core go e S, X são Z2 E Za­equivariantes. O par
(X,6) é o levantamento de £ e é formado pelo campo de vetores tangentes aos zeros
de GG, em seus pontos suaves.

Na equação (3.9), o termo do lado esquerdo da igualdade juntamente com a
primeira parcela da soma do lado direito nos dão a expressão do espaço tangente de
Go. Logo, de acordo com a expressão acima, estamos procurando vetores linearmente
independentes £ que dependam apenas de a, a partir dos vetores do espaço tangente
de Gy.

Observação. Quando os derlogs algébrico e geométrico coincidem temos que o de­
terminante da matriz formada pelos vetores do Derlog*(Açg,) é um múltiplo unitário
do discriminante Açg,. Neste trabalho isto ocorre.

Os espaços tangentes que queremos tratar com relação a Kaç, “equivalência
(3.8) são os seguintes E­módulos de Px,

TKaAc, (à) = <Q >e, + aà*Derlog*(Aç,). (3.10)

Na parcela < à, >e, que aparece acima, &, indica a derivada do caminho à
com respeito a A. Já a segunda parcela, &* Derlog*(Açg,), é a aplicação pull­back do
derlog pelo caminho à.

Definimos também o espaço normal ao caminho à, complementar a TKaç, (à),
como sendo

NKaç, (8) = Pa/TKaç, (à).
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Assim, dizemos que a Kac, ­codimensão de um caminho a, denotada por
cod xac a, é a dimensão do espaço vetorial real NKa,, (2).

Encerramos essa seção com um resultado que relaciona a codimensão do cami­
nho à com a codimensão do problema de bifurcação a* Go, onde Go é o desdobra­
mento miniversal do core 9º € Exv(Zo & Z3).
Proposição 3.1.1

codkaç, Aa <oco se, e somente se, cod, 2202, à*Go < co.

Demonstração. Ver [6], p. 289. o

3.2 Classificação dos Problemas Z9;$Z3­equivariantes
Via Formulação por Caminhos

Esta é a parte central deste trabalho. Nesta seção, mostramos como obter a
classificação dos problemas de bifurcação Z2 & Za­equivariantes, via formulação por
caminhos. Com isso, apresentamos uma forma alternativa de classificação àquela
usando técnicas clássicas da Teoria de Singularidades, proposta por M. Manoel e [.
Stewart em [5].

Começamos nossa análise a partir do Teorema 3.2.1 que nos dá a forma normal
genérica para o core com o qual trabalharemos.

Teorema 3.2.1 Consideremos gq : Rº — Rº um germe Z2 ;D Za­equivariante dado
por g(x,y) = (p(u,u)x, q(u,v)y) =(p,ql. Se

Dur <Q Ds  DPudo = Podu (3.11)

são todos não nulos na origem (x,y) = (0,0), então gq é Z2o & Za­equivalente a

hf = [e)u + mv, eu + eau) (3.12)

com e, = sinal (p,), e3 = sinal (qu), e. = sinal (q,), e parâmetro modal

qu
m = Dy­

PuqGv
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Além disso,
m É e;€6364. (3.13)

Demonstração. É essencialmente análoga à demonstração do Teorema 2.5.1. Ini­
cialmente, fazemos uma mudança de coordenadas genérica

S:goX,

onde X = [a,b] E Exy (4aPZ)eSeE Exu (Z2 $Z2). Queremos mostrar que
=S.goX.

Da mesma forma como fizemos no capítulo anterior, desprezamos os termos de
ordem maior que dois pois são de ordem alta para o problema do reconhecimento
(basta fazer À = O). Então, se S­ go X = [p”, q], segue da mudança de coordenadas

HO. 3.0
* Pu = PudçSs1,

—

2.0= p.aobós,,

2 o== q. aóbosa,

=—= q, bis,

onde os elementos que aparecem nas expressões acima são dados como no Teorema
2.5.1, isto é, aq > 0, ba > 0, sd > 0, sq >O.

Para que g seja Zº 9& Za­equivalente a hº devemos ter

Padst=21 = |plajst=

quagbost= 41 => lgulagbost=1,

qubisa= 1 => lqu/biso?=

Resolvendo as equações acima obtemos

o 1
SE' Ipulad'
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1[*
Ss = —————,lab
do  lasl
a da

"Substiuindo os valores acima nas expressões p”, q, e qu listadas anteriormente,
concluímos que

e, = sinal (py), e3 = sinal (q), £4 = sinal (q),

e de p”, temos que
qu

m= Pv
Puqdv

é o parâmetro modal.
À condição (3.13) segue de puqy — Puqu É O. [­

Proposição 3.2.1 Considere um core genérico com apenas um parâmetro modal,
digamos go = [e)yu+ Muv,egut+ eu). Então, go é Z2 E Za­equivalente ao core com
dois parâmetros modais

hi = [e1u + pv, nu + eau)

da forma normal h, dada em (2.25) se, e somente se, M = |n|u, com e;'s dados de
acordo com o Teorema 3.2.1, u = ES Do EN = Pa qu.

Pxqfo 9xPv

Demonstração. Se go” e hi, são equivalentes, então existem 5 € Exy (ZaPZ)e
X =[a,b] € ELy(Z2 ED Za) de forma que

Temos então que

a) aejadsiça=a >

220 — ,&.

2 0 — np.
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3.0 —
—d) E1b0Sa = Ea => Sa = Ps

Substituindo o valor de sº e sº nos itens b) e c) obtemos

ao
M= (3.14)

o

2
ao
2 (3.15)

Daí, de (3.14) e (3.15) segue

M=eun => M=injág (3.16)

como queríamos. Reciprocamente, se M = |n|u, devemos mostrar que go é Z2 & Z2­
equivalente h,,. Fazendo uma mudança de coordenadas genérica, temos que

S­ ho X = [e1adsdu + uaobêstu, magbosqu + cabôsqul. (3.17)

Logo, para que hº e go sejam equivalentes, devemos ter
a) zadsd=+1 => aist=t;

b) majbesá=1 = Inlagbost=1;

c) eabisia= +1 => bisil=

Resolvendo as equações acima ficamos com
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Substituindo os valores acima em a), b) e c), concluímos que

e, = sinal (p,), e3 = sinal (q,), cs. = sinal (q,).

Além disso, da expressão (3.17) ocorre

b2
paçbós] = uz =nhh|=M.

o

Logo, go e ha, são Zo DE Za­equivalentes.

Segue da proposição acima que o core

hi = [equ + muv,egut+ev|] con m= E Pv
Puqfv

é Za D Za­equivalente ao core

hi = [e1u + pv, nu + eau),

onde os £;'s, 1u e 7 são como na proposição anterior.
Então, podemos observar que não são necessários dois parâmetros modais para

o core genérico, como é apresentado em hi,. Isto mostra­se como uma primeira
característica importante do ponto de vista que estamos analisando. O segundo
parâmetro modal do core hi, aparecerá no caminho associado ao core h$, como
veremos mais adiante.

Vamos agora calcular o desdobramento do core hf.

Proposição 3.2.2

Hi = [eu+ (m + a3)u + 01, 63U + eu + oo) (3.18)

é um desdobramento miniversal de hi, onde os e;'s são como no Teorema 3.2.1.

Demonstração. Calculamos o espaço tangente TKZ29%2(h5) usando os seis gera­
dores dados em (2.20). Daí, fazemos o quociente

Exu(Z2 D Z2)/TKPE(hS)
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para encontrar os termos de desdobramentos. Desses cálculos, pode­se observar que
precisamos da condição

Assim, concluímos que

são os termos de desdobramento de hfº.
Logo,

3

Hi=h+ Y ain: = [e)u+ (m+ o3)U + a, 63U + eu + ao],
i=1

como desejávamos. a

Dado o desdobramento Hf de hf, o próximo passo é definir um caminho & no
espaço de parâmetros de desdobramento, de modo que o pull­back à*H€ seja equi­
valente ao problema de bifurcação h,. Além disso, queremos encontrar a codimensão
do problema de bifurcação à*Hf e seus termos de desdobramento. Para isso, usa­
remos a teoria da formulação por caminhos desenvolvida na primeira parte deste
capítulo.

Começamos calculando o discriminante Anes, formado pelos pontos singulares
de HT, para comprovar que o determinante dos vetores do Derlog*(AHs) coincide
com a expressão do discriminante. Com efeito,

An: = emas(sia — esas)(a — samo(m + az)).

Para encontrar os vetores do Derlog*(A r;:) resolvemos a expressão (3.9). Como
os termos de desdobramento de hf são [1,0],[0,1] e [u,O], a notação vetorial que
usaremos para os derlogs indicará que a primeira linha do vetor refere­se ao termo
que acompanha [1,0], a segunda ao termo que acompanha [0,1] e a terceira diz
respeito a [u, O]. Para outros vetores dos derlogs que calcularemos posteriormente,
a notação vetorial sempre estará relacionada com os termos de desdobramento do
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core em questão, obedecendo a ordem que os termos de desdobramento são listados,
como fizemos acima. Por exemplo, neste caso,

1 jo) 0

1,00=/|/0o1,(o611=[/1] efor=| [o
o o) 1

Assim, os vetores do Derlog* (Ac) são dados por

—ejal 0

—EZAS 0
: (3.20)

(em + e3a2)(m + az) a: — £10o(m + a3)

Observe que o determinante dos vetores do Derlog" (Aus) é igual a expressão
que define o discriminante À ne.

Considere o caminho à : R — Rº tal que

a(A) = (€23, kA,O)

Puonde k = q e £2= sinal (p.). Como à* Hf = Hi oa, obtemos uma expressão
9uP»x

com A, que denotaremos por h1, dada por

hi = [leju+mv+e2A,egut+ equ+ kl. (3.21)

Queremos agora encontrar o desdobramento miniversal de hi e, consequente­
mente, sua codimensão.

Para isso, usamos o espaço tangente ao caminho à que, de acordo com (3.10),
é definido por

TKane (a) =<ã>c, + a*Derlog"(Ansc).
Substituindo o caminho à = (a,02,03) = (624, kA,O0) na expressão acima,

temos que os geradores de TKa,. (&) são
1
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E2AÀ —e, A? 0

v2 = EA 2 VIE = —ezk? x? 2 VA E 0

O (—e162 + egk)ma (€3 — eakm)A

onde o primeiro gerador v, vem da parcela < ã&, >e, e os três últimos, da parcela
x +a*Derlog"(Anºc).

Sc 82 — sakm É O, ou seja, se

o) 0

obtemos de 1,4 o gerador | O |. Desse modo, | O | = [0,Au] pertence ao espaço
À À

tangente TKAns (a). Então, podemos eliminá­lo dos demais geradores. Com isso,
podemos trocar v3 por

—e7 AX?
—ezk? NX?

0

Multiplicando o gerador acima por e,627 e somando com Av, ficamos com

0

(cerezgeak? + k)A?
0

Daí, se —e ege2k? + k £ O, ou seja,

kÉeeezg Ee kÃO,

obtemos de v3 o gerador
0

xM
0

para o espaço tangente TKa,. (a). Observe que resta­nos ainda os geradores v, e
1

Vo.
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Afirmação: O espaço normal NK An: (a) é gerado por [0,1]. [v1.0] e [0,À], ou na
notação vetorial que estamos usando, por

0 0

1/,[/0
0 1

De fato, consideremos a seguinte tabela

geradores | [1,0] [1,0] [1,0] [0,1] [0,3]
vi E2 0 k

Vv2 0 E2 o

fo) | 0 Oo 1

[v, 0] 0 O 0

[0,9 1 0 O 0

A matriz 5 x 5 dos coeficientes acima tem posto máximo pois seu determinante
é não nulo. Logo, pela Algebra Linear, temos que a afirmação é verdadeira. Assim,
um desdobramento miniversal Hj de hi é dado por

Hi = [eju + tAv+ ed, equt+ev+kA+ on|
onde Mm & m,k = k,0, & O, com & indicando suficientemente próximo. Conse­
quentemente, cod hi = 3.

E importante observar que das expressões (3.22) e (3.23) seguem novas condições
de reconhecimento para hi. São elas

k É e16263, km É 6264, qu ÉO, pr ÉO, qÃÉO.

Do ponto de vista qualitativo, todas as informações sobre hi são as mesmas
que obtivemos anteriormente para h, no Capítulo 2. A proposição seguinte faz essa
comprovação, mostrando que essas duas formas normais são equivalentes.

Proposição 3.2.3 À forma normal

hi = [eu + mv + e2d,exu+ equt+eEsd]
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é Za EP Za­equivalente a

1 = [e )u + pv + s9A, nu + eu + Es]

onde e, = sinal (py), 62 = sinal (px), e3 = sinal (qu), e4 = sinal (q,), es = sinal (q),

— — 4.no ax Pv Puga uu E ME igor

Demonstração. Sejam 5 EExy (49 PZ) e X =[ab] E Enu(Zo &Z)). Para
mostrar que h, é Z2o & Za­equivalente a hi fazemos uma mudança de coordenadas
S­htoX como no Teorema 3.2.1. Daí, se [7', q"] é o resultado final desta mudança
temos

HM2 2300
+ D, = 814095,

emn= naobêsy,
DX = e2a9Ã'(0)sº

e q = nagbosg,

qu = E4bôs4,

q% = esboN'(0)sQ

Para obtermos a equivalência entre as duas formas normais devem ocorrer

leiladst =1

|e2laç A (0) sº =1

|e4/b8s] ==

Inlagbost = 1

FS
AVAVAV

cm 1 2 3 4 5 6 7 unesp ”. 12 13 14 15 16 17 18



SORles/boA'(0)s9 = 1 5

Substituindo os valores encontrados acima nas expressões p”, p', Px, dus dus Ds
* â ,obtemos a forma normal h7 com parâmetro modal m, como queríamos. H

Observe que a partir do core hí$ foi possível obter um problema de bifurcação
1 que é Z2 D& Za­equivalente à forma normal h,, dada em (2.25). Ainda a respeito

do core hf, as condições de reconhecimento (3.11) nada dizem sobre p,, podendo
ocorrer, eventualmente, m = 0. Daí, ao considerarmos esta condição, obtemos do
core hf um novo core dado por

hio = [e1u, e3u + Eaul.

A mesma análise que fizemos para o core hi pode ser feita para hi”. Ássim, de
maneira esquemática, juntamos os resultados obtidos a partir de híQ como seguem.

core —hfip=[eyu,e3gut+ eu]

condições de reconhecimento p, =0,p,É0,q,É0 eqg,Ã£O

desdobramento do core Hío = [eu + a3gu + 01, E3u + Eu + Os)

discriminante Ans,
*vetores do Derlog* (Ane) Vin? Vans,» Vans,

caminho associado à =(83A,kA,0); k= ae qx; E2 =sinal(py)Adu

forma normal aHi = hi = [e)u+e2dA,e3Ut+ eu + kA]
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termos de desdobramento [0,1], [0,A] e [2,0]

novas cond. reconhecimento k& É e16263, pr É 0. q, ÉO

codimensão cod hi =3

desdobramento miniversal Hi = [e1u + agu + 82, e3gU + EU + kA + e |

com

E, = sinal (p,), ex = sinal (px), e3 = sinal (q.) e e« = sinal (q,),

AHs = a aa(a, — E4a203) (6302 — 61017),

EZMTAZ — e a?
Vaue, = 0

—EJAIAZ + EFZAZAZ

0

Vsues, = 0

A, — E1AIAZ

Além de hf e hio, outras formas normais para os cores podem ser obtidas
degenerando­se as condições (3.11). São elas,

se DPudo —Podu=0, temos h$5=[feyu+ev+ eu? ejsasnut+ eu;

FS
AVAVAV

2 3 4 5 6 7 unesp ”. 12 13 14 15 16 17 18



se p,=0, temos h$=|[eju?+ew,egut+ eu;

se q,=0, temos hó=[eyut+ eg, eu].

Os £;'s que aparecem acima, são dados na tabela do próximo teorema.
A classificação dos problemas de bifurcação Z2& Za­equivariantes via formulação

por caminhos será feita a partir dos cores citados acima. De fato, após obtidos
esses cores, encontramos seus respectivos desdobramentos e, em seguida, definimos
um caminho de tal forma que o pull­back do desdobramento pelo caminho nos
dará outras formas normais para os problemas de bifurcação Z2 & Za­equivariantes.
Completamos esse estudo encontrando os termos de desdobramento dessas formas
normais através dos espaços tangentes aos caminhos. Faremos a classificação até
codimensão 3.

Teorema 3.2.2 (Classificação de bifurcações Z2 D Za­equivariantes via formulação
por caminhos) Se g = [p,q] € Erys(Za & Zo) satisfizer as condições de reconhe­
cimento da tabela a seguir para as formas normais h*, comj= 2,5.6 e 9, então g
é equivalente a hi.
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| Formas Normais |

hi= [eju+tegw+esu? + ezd, e162E4Uut+ Equ+ KA]
hi= [eju? +eyut+esdh,egut+eu+nxl]
hê= [erut+egu+esl, eu + ex? + A]
hi= [erutew+egd, cav+HKA]

Forma Condições Parâmetro Termos

Normal Reconhecimento Modal Desdobramento

Puqgu — Puqu = O [u, o)
hã Pur dus Pv, Px) 9x, P2s Pu = E laa (o, Al

Puga — Paqo É O [0,1]

Du = 0 (o, 1
Pr Iv Do PuusPosdu — Puu 7 |9a [u, o]

Pvq9a — Paqo É O [0,à]
qu =O0 (o, v)

Pu Px) 9: Pu duídvvo; Pu elas (0, Al
Puga — Paqu É O [0,1]

qu =0 (O, u)
PuPIN Postos — Pu = |Ela (0,A]
Pu9x — Paqo É O [o,1]

Pa = QuvPuD? — QuuDPED = quuPº — PuvIoPuPy + PuvquP2 + PuuQuP2
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Demonstração. Faremos a demonstração para h3 de modo mais detalhado. Para
as demais formas normais omitiremos alguns cálculos e apresentaremos os resultados
apenas de forma esquemática.

De fato, começamos fazendo puqy — Pvqu = O em (3.11). Isto nos fornece o core

h$5 = [eyu+ ex + esu”, e1628qU + equ] (3.24)

onde e, = sinal (pu), 62 = sinal (py), 1 = sinal (q,) e es = sinal (poqu) com

—

2 2 3 3 2 2
Pa = QuvPuPy — GovPuPyv — QuuPoy — PuvPy — PuvIvPuPv + PvvdvPy + PuuQoPy­

As condições de reconhecimento são: p, É 0,q4 É 0,p2 É O.
O desdobramento HS$ do core h5 é dado por

H$ = [(e) + ag)u + Exu + esuº + 01, E16E26E4U + Equ + Ou).

A expressão do discriminante An; é à seguinte

Ans = a, (£140) —= E209) (e 6264020] + 3E2E4M9AR + IE 162E4A9A3 + E26402 —
— ama? — 2e;a az — à — esadad — Je esadas — Esas — decacaesA A9aA3 + degat —3 203 2 2 1

— descaso + 40103) (sos1esas — de9e40) + 402).

Os vetores do Derlog*(Ans), representados de forma que as linhas do vetor
coluna indiquem os coeficientes dos termos de desdobramento [1,0],[0,1] e [u, O],
respectivamente, são dados, através da expressão (3.9), por

401 (E407 —= E202) + Ao;
202(c107 — E£2092) + Boaz ,
2e1(E10) — E£202) + Caz

28 1a (4650) — E2E5OAo — 28201 Ag + 2681035) + Das;z
281 02 (E4E5O) — E2E5OA2 — 2820 As + 261035) +Ea3z |),

—Bs24a as + dec? + 26103 + Faz

28101 (3a — 2eze0 — 4E9E4E5OS) + Gas
28,02 (3as — 29640, — dese, Esas) + Has

—2eaEs(—esssas + Esesm — 2ezn a, + 264058) + Taz
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EE En, + ELEGMOIZ — 28 EA AZ
= E )£416509 + EsEsAÇOZ — LUEIEJAS

—3e29402a + des — ELEIAIAR

—Besesaaa + desesa? — Beezesa A9AMa +denad
—Desesal + de,esaa,s — Be1egEçadas + 4,05
—4e 62009 — 2EJEÇAZASZ + 48,6408 + E) E4E5BO) + EsEGAIAZF — ELEJERA9T
— £1£29€50A9a? + 2e,0503

G = —EZEASEGA — ELEJEAESATOAI3 + 8a1aa
H = —E29EÇÇEGAZ — E EIEÇASESATAZ + 8aZ
I= —4E 629640] + 5€109 + 3A2Az —= deessaEçOt.

Tomando o caminho à = (€34, kA,0)com k = ae q eez= sinal (px) temosA qu

a HS = hi = [eju+ eu + esu? + esd, e1626ÇUu + EUTKA)L.

O espaço tangente TKAus (à) é, de acordo com (3.10), gerado por quatro ele­
mentos. Um gerador corresponde ao vetor derivada com respeito a À do caminho à e
os outros três são dados por &*Derlog (Aus), ou seja, devemos substituir a; = es),
a&2 = kA e 03 = O nos vetores do derlog calculados acima. Assim, ficamos com

E3 4e3(0463 — ek) Mx?
k , 2k(es4E3 = e2k)M? )
0 267 (£463 — E2k)A

2e es (cacses — excsk)A? + 2e es (—2c2aask + 264k?)D?
28h(caeses — caxesk)A? + 2ek(—2e29azk + 2eahk?)DS

(—6e263k + de, + 2eak?)N?
,

2e 63 (3k — 2626463) A? — 8e E2EaEnEah? A
28k(3k — 2626163)A? — Beassaanh?A?

—2c4es (e4esk + c4eses)A — 2egen (—2eg9azk + 26h?)MN?
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Dos vetores acima, podemos concluir que
3Mi

M3 | E TKau, (3),
MM

onde M, é o ideal maximal de E. Deste modo, os cálculos são feitos módulo os
3M

termos em x |. Daí, ficamos com
2M>

4€3(E4E3 — e2k) NX?
2k(e4E3 — e2k) AX?
281 (8463 — s2k)A

2e Ez (s1EsE3 — EaEshk)A?
2e  k(E4E5E3 — ec2esk) A? ,

o)

2863(3k — 2e2aaE3)A?
28 k(3k — 2626463)A?

—2ezes(—e2esk + csessa)A

Ao efetuar cálculos para obter geradores para o espaço tangente e, consequente­
mente, para o espaço normal ao caminho à, concluímos que se

k É E2EÃSE3Z €& k É 0,

ou seja, se tivermos novas condições de reconhecimento para hi dadas por

k É €2E4E3, Pv É 0, Pa É 0, 9x É 0,

os termos de desdobramento de h3, formado pelos geradores do espaço normal de a,
são dados por

[0,1], [(0,A] e [u.O].

Portanto, cod hj = 3 e o desdobramento miniversal de hi é

Hi = (e; + a3)u + EU + esu? + E3À, E152€4QU + EqU + EA + aq).
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A partir de agora, para as demais formas normais daremos as informações de
maneira esquemática.

core hf=

condições de reconhecimento

desdobramento do core

discriminante

vetores do Derlog" (Aus)

caminho associado

forma normal

termos de desdobramento

outra cond. reconhecimento

codimensão

desdobramento miniversal

com

[e1u? + eu, exsu + sau]

Pu =0, po É 0, o É 0, du É O E PuuÉO

HS = [eju? + agu + eU + 01, E3U + E4u + Aa)

Vinç!r V2ne) V3Hs

a =(esr, 10); k=|E&|qx; es =sinal (ps)
aHS = hi = eju? + eU + EsA, e3gu+ equ+kA]

[0,1], [0,A] e [u,0]

k É E€264Es, PAÉO. qrÉO

cod há = 3

Hi = [eju? + agu + sou + E5À, Egu + E4u + kXA + au]

e, = sinal (puu), 62 = sinal (p,), e; = sinal (q,) e e14=sinal (q,),

Aus = aas(ssm — c109)(e3ga2z0d — nas — e,adal — dezge aans + deal +
+40a105) (e, — e 0 = AE9E4A2 + 2EQEZESELA3Z + 401),
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—E9EZEJAÇA3Z + s1é10 aê — 2EZFEAAAZA3Z + 48,07 — 2820 Ag
—EgEZJELMIAZ + E4E1 MIA — 2AEZJE4ATAZ + 2LE4AAo

—2ZE2E30] + 4810103 = EZE4AN9AÍÊ — E2MAIA3Z

—4E3EÇ, OTA — 2JEJEZEIA? + Ajaz
V2ns = —4e3E,0 03 = 2EJEZEIAI AZ + Aga

4de40? — 2620102 + Aga

—4ezat — ezge1a as + esse 101as + 8Banasas — Bezgaernal — 2ezazeaaAo
Vsys = —4dezgaça — E3e1agaz + EEE1IMIAZ + BaAdag — Sagem — PE9EZEAAS

—4ezaçag + 2e2e0 + 3a2ai + dejma, — dezge Adag — E2EJEAAZAI

= £96 010 — Begea 0A203 + de4003 + deseol
= £26,05 — degess1adas + 46403 + deseanas
= —Eg9E3EMN] + ESEINIAZ — ÍEZEAAIA2 + EJEIAÇAZ — E3ZESEIAZAÍ + 261080.

ê = [eu + eu, Eu + eau?]

condições de reconhecimento q) = 0, pu É 0, qu É 0,p É O € qu É O

desdobramento do core Hi = |eju+ e + a1,63U + agu + Eu? + ao)

discriminante Ans

vetores do Derlog* (Aus)
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caminho associado

forma normal

termos de desdobramento

novas cond. reconhecimento

codimensão

desdobramento miniversal

com

a = (esA,kA,O0); k = Pu q; Es =sinal(px)
PxAdu

à Hi = hi = [eju+ eu + esA, egu+ eu? + ka)

[0,1], [0,A] e [O,u]

k É e1e3Es, MA ÉO, 91 ÉO

cod há =

Hi = leu + EquU + EsÃ, Eu + ev? + azv + ka + a]

€, = sinal (py), e = sinal (p,), es = sinal (q,) e e. = sinal (q),

An: = aas(sia — exas)(camad — agaz — caataz — de26,mIA9IAZ + degag +
+ datas) (ai — 2e 62E3ZAa3z + 1 — des + de E3E4M1),

2E10AA2 — E9EZEAMAZ — LE EJNATOZ + ELEAMAÍ
Vl He = de as — EEZEAAIA3 — 2EZAÇM9 — 2EIEZAMA9A3 + ELE4JMNIAÍÊ

24610203 = 2682E3A2 — Ega AZ — E) E2AAZ

—4e 620TAo — 2E2E3ZE,ÇAAo + Drag
V2 HE = —d4e esa as — gagaaá + Boag

de as — 2 js)E1X%5 E3ZA Aa + DaA3

= E E2E3At + E EZESATAZ + 8atas — EJE4N AÊ — ÍE2A Ag — BE2ELO
— 28 62E3JAÇAo + EIEZEAAÇAZ + BA)XIAZ — E2EAM9AÍ — 46203 — BEgEAANTAI

—E EJEZAA3Z + 28 E3Ao + 3a ai — 4£9ag9aAz — de2E,ATOs + 48,01 Ag
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= Ege4a? + deal — derE2s,ataZg + dEEAAa
= Eze 0102 + deAtas — deEE,M 903 + dee,03

P a.n2
= 2 POPA e.3 = —Íte 5.01 &As + E3E1AMOA3 + 28 0TA3 — E)182E40M0]AZ — E2E3E4M2 + 81840903.

core hó=[eju+ eg, e

condições de reconhecimento q, = 0,p, É 0,9, £ 0 ep, £ O

desdobramento do core H$ = [eu + e + a, agut+ eu + os]

discriminante AHns

vetores do Derlog*(Auns) Vingr Vansr Sus

caminho associado à =(e3AN,kA,0); k=

forma normal àa*Hi = hi =[eyut+ew+ez3d,8eav+ka]

termos de desdobramento [0,1], (0,A] e [O,u

novas cond. reconhecimento — k É eo6364, PA O, DÃO

codimensão cod hi =3

desdobramento miniversal Hj = [eju + eU + €E3À, gu + sau + kA + a]

com

e, = sinal (py), 62 = sinal (py), 6e3 = sinal (px) e e, = sinal (q),

Ans = Mm as(c1023 — en )(mas — e102),
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0
— '

2
V3 us = E2AAZ — E4NX5

EM] AZ — EX ADAZ

Encerramos o capítulo comparando os Teoremas de Classificação 2.8.3 (via
técnicas clássicas segundo Golubitsky e Schaeffer) e 3.2.2 (via Formulação por Ca­
minhos). As formas normais do Teorema 2.8.3 podem ser obtidas a partir da clas­
sificação que estamos propondo com a formulação por caminhos. De fato, pela
Proposição 3.2.3 h, = hi. Do mesmo modo, segue que

ha — hã,

hs Ow hí,
he — hê.

Para obtermos as outras formas normais do Teorema 2.8.3 fazemos

h3 ow Hi o (e6A, E7À + sg4º, 0),

ha De Hi o (E6À, E7À + e9Xº, O),

h7 Pe Hi O (e12º%,E7A, O),

hs W H? o (eg, 104º. O),
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com e; = sinal (py), <7; = sinal (q), eg = sinal (pap), <9 = sinal (papyx),
£10 = sinalígu), sf =sinalípy) e pa, pa são dados como na tabela da página
40.

Além disso, podemos tirar outras conclusões a respeito das formas normais h; Ss.
De fato, se em h, tivermos, eventualmente, u = 0 ou n = O, segue que

hi =vhô, sen=O0

hi = hio, seu=O0.

Ou seja, concluímos que a forma normal h,; apresentada em (2.25) pode ser
obtida pela formulação por caminhos, a partir de três cores distintos: hi, hê e hío.
A mesma análise podemos fazer para as formas normais h3, ha, h7, € hg se, eventual­
mente, os parâmetros modais forem nulos. Em outras palavras, podemos associar
alguns caminhos aos desdobramentos dos cores de forma que

sen=0, ha Higoãm;

sen=oO, ha 1» H$ o do;

sen=0, h,= Hiods;

seu=o, hg = Hi o da,

com d&; caminhos convenientes e n, uu dados de acordo com a tabela de classificação
da página 40.
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Capítulo 4

Aplicação Física

Estamos interessados em estudar a envergadura de uma placa retangular elásti­
ca, com determinadas condições de fronteira, quando aplicamos uma força de com­
pressão À uniformemente distribuída nas extremidades dos lados verticais conforme
a figura seguinte.

Quando »X é suficientemente grande, a placa começa a deformar­se apresentando
várias envergaduras menores em forma de ondas, ao longo de sua superfície. Note
que este tipo de envergadura admite um comportamento diferente daquele que ocorre
com um bastão, por exemplo. No bastão, a envergadura causada ao aplicarmos uma
força externa em suas extremidades tem a forma de um arco simples. A razão deste
comportamento diferente é que vamos supor a placa apoiada ao longo de seus lados,
o que faz com que o deslocamento se anule na fronteira. Além de comportamentos
diferentes, podemos perceber também que a envergadura de uma placa requer um
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estudo mais complexo do que a de um bastão.
Para fins de conveniência, em nosso tratamento teórico escolhemos uma escala

de comprimento de tal forma que a placa tenha largura 7 e comprimento Im. Então.
a placa não deformada é parametrizada por

N=f((1n,22) : O0<a<lmn, 0<2<T), (4.1)
comprimento , ­ Tareura é o que chamaremos de razão da placa. Iremos supor | > 1.

À placa por ser elástica, tem um valor crítico da força de envergadura A, para
onde [| =

o qual, além desse valor, ela começa a sofrer mudanças.
Quando a força À excede o valor crítico A. a placa deforma­se apresentando

uma configuração com um certo número de envergaduras k. Em certos experimen­
tos, quando a força À aumenta muito além do valor crítico da força de envergadura,
a placa muda para uma nova configuração com um número de envergaduras aumen­
tando de uma unidade, ou seja, passando para k + 1. Este fenômeno é conhecido
como mode jumping, foi observado experimentalmente por Stein em [19] e será o
foco do nosso estudo.

Vários autores, entre eles Bauer em [21], sugerem que o mode jumping pode
ser explicado através de uma bifurcação secundária. Essas bifurcações são fre­
quentemente obtidas por perturbações de problemas de bifurcação com autovalores
múltiplos. No nosso contexto, trabalharemos com autovalores duplos. Assim, a
estratégia é desdobrar a bifurcação perto desse autovalor duplo e ver como as bifur­
cações secundárias ocorrem. Daí, o mode jumping ocorre quando o ramo de solução
primária perde estabilidade através de uma bifurcação secundária. Entretanto, Gol­
ubitsky e Schaeffer em [23], mostraram que a presença de autovalores duplos, no
caso da placa, não é suficiente para que o problema de bifurcação exiba um mode
jumping. De fato, eles mostraram que combinar propriedades de autovalores du­
plos com certas condições de fronteira do problema é essencial para modelar este
fenômeno. E neste contexto que torna­se possível relacionar as técnicas de teoria
de Singularidades aplicadas à teoria de Bifurcação, desenvolvidas nos capítulos an­
teriores, com o problema físico proposto, sendo a teoria que vamos apresentar uma
forma alternativa da resolução de um problema que, a princípio, foi resolvido por
meio de equações diferenciais parciais.
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Sendo assim, nosso objetivo neste capítulo é apresentar as equações que mode­
lam matematicamente o comportamento da placa. conhecidas como equações de von
Kármán; analisar algumas condições de fronteira para o problema; usar o processo
de Liapunov­Schmidt para reduzirmos nosso problema original para uma equação
de bifurcação que será equivalente a forma normal h,, dada em (2.41). Usando
as técnicas desenvolvidas nos capítulos anteriores, teremos todas as informações
que desejamos sobre o problema de bifurcação hi. Consequentemente, estudar a
ocorrência do mode jumping é qualitativamente equivalente a analisar o que acontece
com os diagramas de bifurcação perturbados de h,. Nesta análise, os parâmetros
modais nos darão informações precisas a respeito da ocorrência deste fenômeno físico.

Outra motivação para o estudo das equações que regem esta aplicação física
é que este fenômeno foi feito de forma experimental por Stein em [19]. Em seu
experimento, Stein usou uma placa de razão | = 5.38 e o modelo inicial tinha 5
envergaduras (isto é, foi descrito para k = 5). Essa configuração persistiu até aproxi­
madamente 1,7 vezes a força de envergadura crítica. Neste ponto, a placa mudou de
repente e violentamente para uma nova configuração com 6 envergaduras. Outros
aumentos de À conduziram a mudanças para 7 envergaduras, 8 e finalmente um
eventual colapso da placa. Na análise que faremos a seguir, estaremos interessados
apenas em estudar como se deu a mudança de k = 5 para k = 6. Isto porque para
as mudanças de configuração seguintes, a placa começa se deformar, perdendo sua
elasticidade.

4.1 Formulação Matemática do Problema

As equações matemáticas que modelam este problema físico são as chamadas
equações de von Kármán. Estas equações envolvem duas funções desconhecidas: a
função de deslocamento w(21,22) e a função stress de Airy Q(21, 22). No domínio
as equações são dadas por

A?ºw = [d,wW] = AUWraaf) (4.2)

Aºd = lo, 2] (4.3)
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onde À é a força externa, A*? é o operador biharmônico em x e y dado por derivadas
de quarta ordem e o colchete é um operador bilinear definido por

[U,V] = UziziVrgza — LUzizaUVzI2a + Uzgzalziz]­ (4.4)

A justificativa física das equações de von Kármán se dá pela Teoria da Elasti­
cidade e Mecânica dos Meios Contínuos, entre outros. Em um breve comentário a
seguir, vamos tentar interpretar um pouco a Física que aparece no problema.

Considere um corpo B. Uma deformação ou configuração de B é uma aplicação
y : B— Rô suficientemente diferenciável, invertível que preserva orientação. Os
pontos de B são chamados pontos materiais e serão denotados por X e suas imagens
por v são chamados de pontos espaciais e serão denotados por x. Um movimen­
to de BD é uma família de deformações parametrizadas pelo tempo denotada por
x ='/(X,t) =y(X). À partir do conceito de movimento, podemos de maneira
habitual, definir velocidade e aceleração. O passo seguinte é introduzir o conceito
de força. Na mecânica existem basicamente dois tipos de forças: força de contato
e força a distância. AÀ primeira, referida à unidade de área, age na fronteira OB.
A segunda, oriunda de campos potenciais, como a gravidade por exemplo, refere­se
à unidade de massa ou de volume do corpo. Sejam 7 e b os campos de forças de
contato e a distância, respectivamente, sobre um corpo durante um movimento y.
Então, dada uma região qualquer P C B, geralmente, existem forças internas de
stress atuando em P. Seja t(x,t, N) a força que representa esse stress em P. Assim,
t é a força por unidade de área deformada produzida em P pelo material exterior
a P. Note a dependência de t em N; a força de contato sobre um ponto do corpo
depende da normal à superfície sobre a qual esta força é exercida. A força do vento
sobre uma folha, por exemplo, depende da direção da folha em relação ao vento.
Como nosso objetivo é descrever as forças que atuam na placa 92, considerando uma
subregião O C 9, o strees interno em O será descrito por t.

Assim, dada uma parte P C B, existe um campo vetorial t tal que a força total
de contato f.(P,%) no movimento 4 é dada por

F(P,U) = " t(y, N,t) dA (4.5)
OV(P,t)
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onde OvVv(P,t) é a fronteira de v(P,t) e dA é um elemento de área.
À segunda lei de Newton generalizada para meios contínuos afirma que a força

total sobre uma parte do corpo B é igual a derivada do momento linear em relação
ao tempo e que o momento total das forças é igual a derivada temporal do momento
angular.

Essa lei fornece duas expressões que são as chamadas equações do balanço de
forças e momento. Elas podem ser encontradas em [26] e, por meio delas, provamos
o seguinte teorema:

Teorema 4.1.1 (Teorema de Cauchy) Seja t a força descrita nas condições acima
atuando em P Cc B. Então,

(a) t é uma função linear que depende de N

t(x,t,N)= o(t,t)N

(b) o é simétrico,

onde N é o vetor normal com relação a P.

Demonstração. Ver [26]. Observamos apenas que a existência do tensor de stress
o é consequência do balanço de forças e o fato de o ser simétrico é devido ao balanço
do momento angular. a

Assim, a força de contato (4.5) pode ser reescrita em termos do tensor de stress
por

Fe(P,t) =/ o(x,t)N dÃ. (4.6)
UP)

Daí, pelo teorema da divergência, temos que

/ o(xt,t)N dA = f divo dr.
OV(Pt) VIP)

Com base nesses breves comentários da teoria de elasticidade desenvolvidos

acima, temos que em nosso problema da placa podemos pensar

B=((21,229,23) : 0<an <lm, O<2<T, ­d<z2<Ó)
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ÚU(21, 22,23) = (21,22,23) +uUla, 22,23),
onde u = (u,,u2, uz) é uma função deslocamento.

Considerando uma região isolada O C Nº CB, temos que a i­ésima coordenada
da força exercida em O pelo material exterior a O é, de acordo com (4.6), dada por

2

j=1

onde N; é um vetor normal exterior.
Note que o tensor aparece como ferramenta matemática para descrever que a

componente da força em uma direção depende também da outra direção.
Para encontrarmos as equações de equilíbrio do conjunto de forças em cada

subregião, aplicamos o teorema da divergência em (4.7) o que resulta em
2

Dj
= O. 4.8

da,
(48)

I=

As equações de von Kármán (4.2) e (4.3) podem ser deduzidas de (4.8) baseadas
em duas aproximações as quais estão entrelaçadas de modo sutil. Primeiramente é
suposto que a placa é muito fina, isto é, ó é desprezível e que os deslocamentos que
ocorrem são pequenos e predominantemente na 23­direção (uz). Assim, a função
deslocamento w que aparece nas equações de von Kármán é dada por w = uz.

Pode­se, também, mostrar que

T11 = Óziza, M2=0N=­ Óxiz9) Tor =Óxna,

onde & é a função stress de Airy.
À descrição mais detalhada das equações de von Kármán podem ser encontradas

em [20] e [23].
As soluções das equações de von Kármán são consideradas como uma aproxi­

mação razoável para as posições de equilíbrio da placa.
Ainda a respeito das equações de von Kármán, observe que AºQ = — 3 [w, w]

diz que se certas derivadas de segunda ordem de w são não nulas, isto permite o
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surgimento de stress na placa. Do mesmo modo. Àºw = [d, w] — Awr2, descreve o
equilíbrio do deslocamento: Aº?w, uma combinação de derivadas de quarta ordem, é
não nula em resposta ao stress, seja ele interno transmitido através da é ou externo
transmitido por À.

A função stress de Airy que aparece em nosso contexto é típica de problemas
da Física­Matemática. Podem ser encontradas, por exemplo, na Mecânica Quântica
relacionada à Aproximação WKB para a equação de Schródinger.

Podemos associar às equações de von Kármán condições de fronteira que des­
crevem corretamente o estado físico da placa. Para o deslocamento w vamos con­
siderar, convenientemente, os casos

a) I(w): simplesmente apoiada em toda fronteira, ou seja,

w=Aw=0 em os

e

b) Il(w): simplesmente apoiada nas fronteiras horizontais e fixada nas verticais,
ou seja,

w=Aw=0 em 0O0<n<lrn 2=0 e =

w=uwuNy=0enmn 0<2<mnT 27=0 eem 27 =lmn,

onde o subscrito nN indica derivada na direção normal.
Para é consideraremos apenas a condição

I9): êv=(Adg)N=0 em ON.

Estas condições são as mesmas usadas por Golubitsky e Schaeffer em [23]. Vere­
mos que ao combinar as condições IT(w) e I1(é) temos a ocorrência de mode jumping.
Entretanto, ao combinar /(w) e I(d) não. Stein considerou a condição de fronteira
II(w) como sendo a melhor aproximação em seu experimento. À interpretação física
desta condição diz que a placa não pode rodar ou transladar. O stress é absorvido
pela fronteira. À condição I(w) é frequentemente estudada mas difícil de ocorrer
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fisicamente, senão impossível. Embora esta condição esteja relacionada com o fato
de não ocorrer mode jumping, iremos tratá­la por questões de comparação. Note que
para a função stress é estamos considerando apenas uma condição de fronteira I(6).
Esta é conhecida como condição de Neumann e segue das equações de Mecânica
Contínua. Às razões de considerarmos essa condição para é é por esta ser a mais
realista para o experimento.

É claro que do ponto de vista matemático é interessante estudarmos outras con­
dições de fronteira para À e w. Holder e Schaeffer em [24], por exemplo, consideram
também para & a condição de Dirichlet dada por

II): g=Ad=0.

Além disso, esses autores mostram que o mode jumping ocorre com as combi­
nações II(w),I(6) ou II(é), mas não ocorre com I(w). I(6) ou IT(À).

O que impede a análise de outras combinações de condição de fronteira é a
limitação de ferramentas matemáticas. Neste trabalho, bem como em [23] e [24], a
análise de Fourier tem papel fundamental para avaliar os parâmetros modais que nos
darão precisamente a ocorrência do mode jumping. Em utilizar outras combinações,
falta essa ferramenta. Para superar esta dificuldade é necessário investir em outras
técnicas. Em [25], por exemplo, ao utilizar outras condições para é e para w, os
autores desenvolveram ferramentas numéricas de discretização para poder analisá­
las.

Voltando às equações de von Kármán, de (4.3) podemos escrever

d==2A%wu, u) (4.9)

no espaço de funções não constantes com condição de fronteira dy = (AQ) = 0 em
ON. Com isso, estamos dizendo que A? é invertível no subespaço

(dEH(N) : é satisfaz I(6) VR E Hº(N), onde

H(20) = (feL(N) : Va com |al<2,3 g.EL(Q) tal que

f fDro=(D" | gue. Vo E CP(Q)).
o nQ
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Nesta notação, q = (m,a), com a; > O inteiro: lal = mm +a e
ale

D* = Iza Além disso, CY(NQ) = C“(N) N C.(Q2), onde C.(N) é o con­1 2

junto das funções contínuas com suporte compacto em £.
Substituindo (4.9) em (4.2) obtemos a expressão

AºWw + AUWzi2) = C(w) (4.10)

onde C(w) é dado por

Cí(w) 3/4, 0), u). (4.11)

Para finalizar esta seção, vamos enunciar um lema que será utilizado poste­
riormente nos cálculos das derivadas das equações reduzidas, obtidas a partir do
processo de Liapunov­Schmidt.

Lema 4.1.1 Se u,v,w são funções suaves em 5) e sev ew anulam­se em OS) então

feto. dA = fo aa.
Demonstração. Ver [1], p. 445. .

4.2 Condições de Fronteira para a Placa Simples­
mente Apoiada

A combinação I(w) e I(Q) é clássica na literatura e tem sido estudada por
muitos autores. Podemos ver, por exemplo, [27]. Vamos abordá­la por questões de
comparação com o caso da próxima seção. No final, veremos que a placa sujeita a
estas condições de fronteira não apresentará mode jumping.

De fato, começamos nossa análise observando que w = 0 é solução de (4.10)
para qualquer valor de A. À linearização de (4.10) em w = O é dada por

Aºw + Awz2," =O0. (4.12)
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A justificativa disto se deve ao fato de que A? é linear e que C(w), dada em
(4.11), é homogêneo do terceiro grau, ou seja,

Cí(tw) = PC(w).

Então, ao fazer a linearização de (4.10) em w = O, devemos calcular a derivada de
C(w) em w = O numa direção qualquer v, ou seja,

— C(tv)— C(0
;C'(0)u = jim 22) = C(0) = C(v)limt? = 0.

t—O t t—0

Queremos, a partir de agora, encontrar as soluções não triviais da equação (4.12)
em £2, as quais satisfazem as condições de fronteira I(w). Estas soluções serão
chamadas de auto­funções. Para encontrá­las, utilizamos a técnica das variáveis
separadas, ou seja, escrevemos

Ww(21, 22) = u(21 )u(z2).

Então,

ul + Xu” + ou v" vo)+ +—=0.
u uv v

Como estamos admitindo as condições de fronteira I(w), então u,v satisfazem

u(0) = ullm) = u"(0) = u'(In) =0O

v(0) = v(n) = +"(0) =(n) = O.
As únicas funções não triviais u. v condizentes com estas condições de fronteira

kz
u(z,) = sen ( ) e víza)=sen (mza)

para quaisquer inteiros k e m.
Assim,

kWw(21, 22) = sen (=) sen (m2a)
é uma auto­função de (4.12) que satisfaz as condições de fronteira I(w).
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Então, para determinar para quais valores de À (4.12) tem uma solução não
trivial, é suficiente substituir (4.13) em (4.12) e resolver a expressão em à. Daí,

k 2INº= (T+mo) : (4.14)

Como pela equação (4.14) À é crescente em m, o primeiro autovalor para um

obtemos

dado | é quando m = 1. Então, de (4.14) temos
k

Aça= [= +—K É +
O gráfico de Ax por &, se pensarmos k como uma variável contínua, é dado pela

curva

que tem um ponto de mínimo em k = 1. Então, o único modo para que o primeiro
autovalor seja um autovalor duplo é para

Akx = Ak4+1

com E <! < k+1. Isso acontece precisamente quando

l= /E(kED. (4.15)

Observe que estamos interessados em autovalores duplos, pois mode jumping
envolve competição entre os modes distintos. Como a variável k é discreta, segue
que para os autovalores serem duplos. os valores de k deverão ser consecutivos.
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Agora, vamos nos concentrar na redução de Liapunov­Schmidt de (4.10) para
obter equações de bifurcação reduzidas que nos darão as soluções do problema de
von Kármán. O processo de Liapunov­Schmidt está explicado passo à passo no
apêndice. Aqui, faremos apenas um caso particular.

Devido a (4.10), o sistema de equações (4.2) e (4.3) pode ser reescrito como

11,2218 “[w, wu), we) (4.16)
2

DP(w, À) = AºW + AWraz, +

com as mesmas condições de fronteira para w e q. Observe que À? é o operador
inverso de A? e que ao reescrevermos as equações de von Kármán como acima, temos
que

PIXX XR—Y,

X = (wEHa(N) : a condição I(w) é satisfeita)

Y=X", onde X* é o dual de X.

Logo, as soluções das equações de von Kármán são dadas pelas soluções da
equação (4.16). Além disso, é fácil ver que (0,A) é solução trivial de (4.16) para
todo A. Faremos então a redução de Liapunov­Schmidt próximo a w=0eA=A"*.

A linearização de $ em w = O é dada por (4.12) e será denotada por

De (4.13), se Il= /k(k + 1) então as funções que satisfazem
2A“ Ww + AUWHz =O0

são as auto­funções

k k+1
Ww1(21,22) = sen 21 | sen zo,  UWa(21,229) = sen E sen 22.k+1

(4.17)
Assim, o núcleo do operador L, ker L, é 2­dimensional gerado por w, e ws.
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Definimos o produto interno

<U V>= " u(t)v(t)dt.
nº

O operador linear L é Fredholm de indice zero, isto é,

i) ker £ é gerado por w, e wo, onde | w;llº = <u,w >=;

ii) Im L = (ker L)!”. Note que esta condição pode ser verificada devido a L ser
auto­adjunto.

Da condição ii), segue que podemos escrever

X = ker L + (ker L)) = ker L+Im L.

Considere as projeções P: Y — Im L e ([ — P) : Y — ker L. Como o ker L

é gerado por wu; e wa, temos que

(1 —P)(u)=<uw,u>uw+<uw,u>w. =(<wu,u>,<uwu.u>), VYueY.

A equação (4.16) é equivalente ao sistema

a) PEP(w, A) =O,

b) (1 —P)P(w, A) =O0.

Dado w E X podemos escrever w = u+v,comu €E kerLeveImb.
Usando o Teorema da Função Implícita para resolver a equação PEb(u + v,A) = O
implicitamente, obtemos v escrito como função de u e À, ou seja, existe uma única
função V(u, à) tal que

P$(u+V(u,A),A)=O.

Portanto, a equação de bifurcação é dada por

(IT — P)b(utV(u,M))A)=0, u=xsw+ywy,€ X.

Esta equação pode ser reescrita como g(u, À) = g(x,y, A) = (0,0), com

g: kerLxR—(Im L)*
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definida por

g(r.y. A) = (< wi. P(trwi+ywa+V(r.yYy, A).IA) >.< wa, P(xqwi+ywa+V(x,yY,A) A) >).

Concluímos então que, como o ker L é 2­dimensional e ker L = (Im LL)”, a
redução de Liapunov­Schmidt de $& próximo de w = 0,A = A* é dada pelo par de
equações

gi(x,y,A)=< wi, P(xw, + ywa + V(r,y,A), À) >=O, i=1,2, (4.19)

onde q : Rº x R — R?, com g = (91,92).
Afirmamos agora que g = (91,92) comuta com o grupo Z2 & Za, ou seja, 91 é

ímpar em r e par em y enquanto g, é par em r e impar em y. De fato, primeiramente
observamos que as simetrias das equações de von Kármán para o problema da placa
são dadas pelas reflexões

a) Rw=­—w ­ reflexão através do plano da placa não deformada,

b) Rw=wod  ­reflexão através do menor eixo de O) onde
O(21,22) = (In — 21,22),

c) RhmomFR ­ composição das duas relexões,

e que D(w, A) é equivariante com respeito as duas reflexões R;, e R2, ou seja,

D(Rjw,A) = R;$P(w, À). (4.20)

Em [1], p. 300, é mostrado que a simetria do problema & é herdada pelas
equações reduzidas. Observe que

i) Riw, = —U,, Riws —UWs,a,

11) Row, = (1) tum, Rawso = (—1)Ews.

Podemos concluir que o grupo das reflexões (1, Rj, Ra, RN; o Ra) é isomorfo ao
grupo Z2 DZ, e sua ação no espaço bidimensional ker L é isomorfa a ação do grupo
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Z2 E Zo sobre o Rº dada por (2.1). Além disso, o operador linearizado L é auto­
adjunto onde o produto interno em questão é (4.18). Também, como já havíamos
visto, temos que (Im L)" = ker L e a ação do grupo na imagem de g é idêntica.
Foi mostrado no capítulo 2 que sobre estas condições as equações reduzidas tem a
forma (2.7) que é precisamente o que afirmamos anteriormente.

No capítulo 2, desenvolvemos os resultados básicos da Teoria de Singulari­
dades para problemas de bifurcação Z2 & Za­equivariantes. Em particular, na seção
2.10. consideramos a forma normal (2.41), por razões já explicadas. De [23]
(p. 225, proposição 5. 15), temos que a forma reduzida q da equação de von Kármán,
pode ser dada pela forma normal (2.41), ou seja, g = h = [u+unv—­ A,nmutuv— A].
Assim, para aplicarmos os resultados do capítulo 2 e avaliar os parâmetros modais
u em que nos darão as informações sobre a ocorrência ou não do mode jumping,
precisamos calcular as derivadas da 4.

Devido a simetria, as derivadas de ordem três de g com respeito a r eay.

serão as primeiras derivadas não nulas a aparecerem no desenvolvimento de Taylor
de gq. Em geral, avaliar as derivadas de terceira ordem, conforme podemos ver no
apêndice, requer que operador linearizado L seja invertível. Entretanto, observe que
D é ímpar em w, ou seja,

D(—uw,A)= —B$P(w,A).
Então, para w = O temos que

(dP)).r=0 e $bDy=O0.

Em outras palavras, o incoveniente dos termos contendo L"'! nas expressões das
derivadas da g anula­se pela simetria.

No apêndice temos as expressões das derivadas de g. Assim, de acordo com as
notações usadas no capítulo 2, temos, por exemplo, que se q = (91,92) = [p, q) então

15º 1Du = E= wi, dE(w,wi, WI) >=
1 ; os

­= 6 <Uw,, [A [uws, tw), wi) + [A fui, wi], wi] + [A “wi, wi], wi) >=

FS
AVAVAV

2 3 4 5 6 7 unesp ”. 12 13 14 15 16 17 18



Na igualdade x usamos o lema 4.1.1. Observe também que

kº k?2 = — cos(2229) — É cos(CEz) =[ww] =2,UI 44 7 QUI,1 P P ;

k? ki k? k
= 2 Cos ­21)cos(k322) — 7 eos(—­a1)cos(k7 22).

onde ki = O = k, k5 =2eKk]=2k, ou seja, [w,, wu] é uma combinação linear finita
de produtos envolvendo cossenos. Usando algumas identidades trigonométricas, o
mesmo ocorrerá com À '[w,, wi]. De fato,

1 2k k?Am,u] = 7 (cos (Xe) + 72 OS (22)) .:
Daí pela definição (4.18) de produto interno, segue

8 kRPA+(k+1)?A” 2—

Consequentemente, '

4 k+(k+1)?
Peas (KT)?

Analogamente, podemos calcular as outras derivadas de g que são dadas por

lna) Pv = 20Y20x = a(< A [w,,w1l, A [ws2, ws] > + 2//A fui, wa] ||?) =
2 1=P (0 corro):

— PN
Pº = 3xOA

2 k?
= < UU), (AD) w, >= Hui, = PTEÉ
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1

< [w2, wa], A [w2, wa] >= 3 < A [w2, wa], A [1w9, wa] >=
4 kRA(E+1)21

ZAP! 2— LA ALE A

O ga
"

2 (k+1)?
) N= 35x := < tu, (dP) ju, > = lu| =—

Da mesma forma como no caso de [w,, wi], temos que [tw;, w;] é uma combinação
linear finita de produtos do tipo

kiacos (52) cos (Rka22), (4.21)

onde k, e k2 são inteiros não negativos, o mesmo ocorrendo com A'[w;, wi].
Esses cálculos podem ser encontrados com maiores detalhes em [23].
Assim, de acordo com (2.26), segue das expressões acima que os parâmetros

modais de gq = h, são dados por

(k+1)? 1E TEBEErIA T)
Px k? 1

= UuZO e4 6 + :
4.227 Puga 1 | [2(2k+1)º + =) ( )

Os parâmetros modais acima certamente satisfazem

u>1 n>1l (4.23)

para todos valores de k; de fato, u > 3 e n tende a 3 quando k tende ao infinito.
Nos cálculos acima assumimos | = Q/k(k+1). Para valores de | próximos a

4/k(k + 1) podemos analisar o problema como um desdobramento a um parâmetro
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do caso ideal onde (4.15) é satisfeita. Basta toma o = [—[!*, com |* próximo de !. Tal
desdobramento pode ser fatorado através de um desdobramento miniversal (2.43).
Os diagramas de bifurcação perturbados podem ser vistos na figura 2.3. Devido
a (4.23), os diagramas de bifurcação relevantes são aqueles da região (1), para o
qual não há ocorrência de mode jumping. Além disso, o primeiro mode bifurcado
permanece estável quando À aumenta.

4.3 Condições de Fronteira Fixada

Nesta seção vamos tratar das condições de fronteira II(w) e I(Q) que são as
que descrevem de forma mais apropriada o experimento de Stein. À condição de
fronteira ITJ(w) consiste em

i) w=wy =O0 nos lados verticais (17 = 0, 1 =lm, 0<2<7T),

li) w = Aw = O nos lados horizontais (23 = 0. 2n=n7, 0O<2a<l!lm).

Para a função de Airy manteremos a condição T(&), ou seja,

é =(Ad)N=O0.

Os cálculos para este caso tem muito em comum com o caso anterior e, portanto,
vamos nos concentrar no que existe de diferente entre eles.

Em geral é impossível achar explicitamente os valores de À para os quais (4.16)
tem uma solução não­trivial com estas condições de fronteira, ao contrário do caso
anterior quando demos explicitamente qual era a solução A. Entretanto, estamos
interessados nos casos especiais dos valores de | para os quais o primeiro autovalor
é duplo. Isto é mais fácil do que tentar encontrar a auto­função geral de (4.16).
Podemos usar a técnica das variáveis separadas como fizemos no caso anterior, em
(4.12) olhando para soluções da forma

uw(21,22) = f(21) sen (mz22). (4.24)

Tomamos novamente m = 1 para obtermos o menor autovalor. Colocando
m = 1] em (4.24) e substituindo em (4.12) obtemos

SIA 2)f+f=O, (4.25)
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f(0) = f'(0) = f(lm) = f'(In) =O.

Para qualquer A, (4.25) tem quatro soluções linearmente independentes, as quais
tem a forma eP*!, para algum p € TC. Se À < 4 as exponenciais são reais, isto é, não
oscilatório, e é impossivel satisfazer as condições de fronteira. Então assumimos que
A > 4. Para tal A, a solução geral de (4.25) tem a forma

Ci, cos (a2z17) + Ca sen (az7) + C3 cos (bz7) + Ca sen (bz), (4.26)

2a=VYN=M, b=YNY+M, N=3­1, Me Ds (4.27)
As duas condições de fronteira em 2, = O eliminam duas das quatro constantes

em (4.26). Então f pode ser reescrita como combinação linear de duas funções

Ó(21) = b sen (az)) — a sen (br), V(a)=tcos (an) — cos (baj).

Queremos escolher ! tal que o autovalor seja duplo. Então teremos que ter

é(lm) = v(ln) = (Im = 0, (4.28)

Segue de (4.28) que

, b= i (4.29)

para alguns inteiros positivos. De (4.27) obtemos

a =
k k+2n
l

a +b=2­2, boat=V22­4.

Eliminando À destas equações segue

ab=1.

Então (4.29) implica que | = /k(k+2n). Desde que estarnos interessados no
menor autovalor vamos considerar n = 1, e daí,

(4.30)
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Então, se ! satisfaz (4.30), a primeira bifurcação é de um autovalor duplo. As
anto­funções associadas são

wi(21, 22) = T sen T)­ sen ——— sen 29,
k k+2Wwa(21, 22) = (eos (E) — cos (EO) ) sen 22. (4.31)

A idéia da redução de Liapunov­Schmidt é exatamente análoga a que fizemos
no caso anterior e, como consequência, obtemos que as equações reduzidas aqui tem
a mesma Z2 9 Za­simetria. Maiores detalhes podem ser encontrados em [23]. Vamos
nos concentrar apenas em avaliar os parâmetros modais e em quais regiões do plano
modal­un eles se encaixam.

Podemos calcular os modais para todos os valores de k e isto é feito em [23],
mas como aqui estamos interessados no experimento de Stein, que observou o mode
jumping de um mode com cinco envergaduras para um com seis, analisaremos apenas
o caso em que k = 5. Consideremos então o caso k = 5 e as duas auto­funções wu, e
w, descrevendo configurações com cinco e seis envergaduras, respectivamente. Isto
pode não ser evidente a princípio, mas pode ser visto pelo gráficos destas funções.
Quando k = 5, o valor da razão da placa dado por (4.30) é

1* = 5.92, (4.32)

e os valores dos parâmetros modais são

u = 1.0875, n=0.97105. (4.33)

Note que um = 1.0565 > 1, ou seja, os valores de 1 e 7 estão na região (2) da
figura 2.1. Os diagramas de bifurcação associados podem ser obtidos da figura 2.2.
Os valores (4.33) indicam que o mode com seis envergaduras associado com w, é
estável, e o mode com cinco envergaduras é instável.

À análise acima aplica­se com 1* = 5.92 enquanto no experimento de Stein,
temos

| =5.38. (4.34)
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Consideremos uma família de problemas de bifurcação a um parâmetro obtida
variando­se | como desdobramento do caso idealizado (4.32). Tal desdobramento
pode ser fatorado através de outro desdobramento miniversal (2.43) para | próximo
de 1*. Assumimos que (4.34) é próximo o bastante de [* para esta fatoração ser
posssível. O próximo passo é relacionar | — 1* com o parâmetro de desdobramento
o em (2.43). Isto é feito de modo rigoroso em [23]. Com isso, podemos olhar para
os diagramas de bifurcação do problema físico quando !| «= [* para alguma região
apropriada da figura 2.3. Em particular, esta análise estabelece mode jumping
se, e somente se, a região (2) com o > O da figura 2.3 é selecionada para esse
processo. Portanto, concluímos que o mode jumping ocorre combinando as condições
de fronteira II(w) e I(4), consideradas as mais realistas para o experimento.

A seguir, ilustramos o mode jumping desenhando os gráficos das autofunções
W, E wa, para k = 5 e | = 5.02, através do MAPLE V.

5 envergaduras
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Apêndice

Consideremos $& : X x R — Y uma aplicação suave entre espaços de Banach
tal que $(0,0) = O.

O nosso objetivo é utilizar a redução de Liapunov­Schmidt para descrever as
soluções da equação D(w. A) = O numa vizinhança da origem. O parâmetro real é
devido ao problema proposto no capítulo 4, mas poderíamos tratar de parâmetros
em R”, para algum k.

Um operador linear limitado L : X — Y é chamado de Fredholm se as seguintes
condições acontecem:

i) ker L é um subespaço de X de dimensão finita.

à) Im £ é um subespaço fechado de Y de codimensão finita.

Definição 4.3.1 Se L é Fredholm, o índice de L, denotado por 1(L), é dado por

1(L) = dim ker L — codim Im L.

Nas aplicações tratadas aqui, o operador de Fredholm L tem índice zero.

Proposição 4.3.1 Se L: X — Y é Fredholm, então existem subspaços fechados
MeNdeXeY, respectivamente, tais que

a) X=kerLES M,

b)|Y=N&EML.

Demonstração. Ver (1), p. 290.
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O processo de redução obedece aos seguintes passos:

PASSO 1. Decompor os espaços de Banach X e Y em

a) X=kerLO M,

b)Y=NeoelmbL,

onde L = (d&$).
Esta decomposição é possível devido a proposição 4.3.1.

PASSO 2. Transformamos a equação S$(w,A) = O em um sistema de duas
equações dadas por

a) Pb(w,A)=O,

b) (1 = P)b(u,AX) =O,

onde P: Y — Im L é o operador projeção associado a divisão de Y dada no
passo 1.

PASSO 3. Pelo passo 1, dado w E X, podemos escrever w = u+v tal que
u E kerLeveM.

Daí,

0 = PEb(u,A)= PE(u+uv,).
Consideremos a função F definida por

F(u,v,A) = PE$(ut+v/A)=O0.

Então,
(dF) = (d(PO)) = P(dd) =PL = L.

Observe que na segunda igualdade usamos o fato de P ser linear e na última
igualdade o fato de que P projeta sobre Im L.
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Como L é a diferencial com respeito a w, segue que

L:X— ImlL.

Usando a divisão de X dada no passo 1 temos que a restrição

Ly: M—ImbL

é invertível. De fato, L,,, é injetora, pois na restrição não estamos considerando os
elementos do ker L, e obviamente sobre a imagem, temos que L,,, é sobrejetora.

Daí, pelo Teorema da Função Implícita generalizado para espaços de Banach,
temos que v é escrito em função das varáveis u e À, ou seja,

v=YV(u,d).

Então, resolvemos a equação

Po(u +v,A) = PEB(u+V(u,A)A)=O.

PASSO 4. Definimos é : ker L x R — N tal que

d(u,à)= (I — PP (u+ V(u,A),A).

PASSO 5. Escolhemos uma base v1 ,v2,...,vn para o ker L e uma base vi, vd,...
para (Im L)*.

Então, definimos g : Rº x R — R"” por

9=(9g192­Mm),
onde

gi =<v, d(tn +...+,à) >
e o produto interno <, > é definido por

<U VD>= " u(E)v(E)dE.
n
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As equações (4.35) são as equações reduzidas do processo de Liapunov­ Schmidt.

Expressões para as Derivadas das Equações Reduzidas

Antes de apresentarmos as expressões para as derivadas das equações reduzi­
das, introduziremos uma notação invariante para derivada de ordem superior para
funções de várias variáveis.

Se v1,v2,..., vi E Rº, definimos o operador diferencial de ordem k como

ô Oo *
k(d D), (ui, ... UK) = Em e... Era + 2. tivi, Mltta=o" (4.36)

Note que (d“D),x é simétrico, k­linear. Por exemplo, para k = 2, temos o
operador bilinear

— PO2
—(d“D), a(v,w) = 2Budu, M)uiw;.

Para obtermos as derivadas das g;'s, derivamos a expressão (4.35). Com isso,
ficamos com

Og:% o.
Ox;

Po:
OrjOxx

Og:
Ox;OrçÕwX)

=< vi, (ºD)(v;, vs) >;

=< vi,V >, onde

V = (PE)(vi, ve, vi) — (PD) (vi, wm) — (PD) (ve, wi) — (AD)(vi, Wwej)

Use = LL P (dºD)(vs, vi);
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Ogi
OA

dg:
Or,0A

<vi,D, >;

=< vi, (db)juv;— (ºOD)(v,,LT PD,) >,

e assim sucessivamente, onde nesta notação (11,TX2,...,tn) E R?.
Observe que no problema da placa no capítulo 4, n = 2 pois o ker L é um espaço

bidimensional. Daí, usamos a notação (x,y) ao invés de (11, x2), nas expressões para
as derivadas das equações reduzidas. Além disso,

ker L = (Im L)*.

Logo, v; = vi, para à = 1,2. Temos ainda que a expressão (D)(v;, ve, UI) que
aparece nas derivadas acima é dada por

(VD) (vy, UE, UI) = [AP [v;, ve), vi) + [AP [ve, 1], vi] + [AP m, Vj], Ve),

com j,k,l € (1,2).
Para maiores detalhes do processo de redução de Liapunov­Schmidt com sime­

tria, ver [1], p. 300.
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