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RESUMO

O principal objetivo deste trabalho foi contribuir para o ensino e aprendizagem da geometria
hiperbdlica, apresentando uma proposta que visa a introdu¢do do estudo dessa geometria,
utilizando o software Cabri - Géometre Il (menu hiperbodlico) e, também, a régua e o
compasso na abordagem dos conceitos fundamentais. Procedemos desta maneira por
entendermos que estes recursos integrados podem cooperar para uma melhor compreensdo e
assimilacdo das nocdes apresentadas. Esta pesquisa tem abordagem do tipo qualitativa e foi
desenvolvida seguindo a proposta metodologica de Romberg, e a coleta de dados se deu por
meio de observagdes, anotacdes e fotos. A metodologia de resolucdo de problemas foi
utilizada na elaboracdo das atividades, as quais foram aplicadas a alunos de um curso de
graduacdo em engenharia elétrica. Os dados coletados foram analisados qualitativamente,
buscando compreender como tais instrumentos educacionais associados podem auxiliar no
processo ensino-aprendizagem desta geometria nao-euclidiana. Ressaltamos que na evolugao
desta proposta foi possivel reforcar o entendimento de conceitos da geometria euclidiana que

sdo usados nas construgdes hiperbdlicas.

Palavras Chave: Geometria Hiperbdlica, régua, compasso e software Cabri Géometre I1.



ABSTRACT

The ultimate goal of this essay is to contribute to the teaching and learning process of the
hyperbolic geometry,introducing a proposal that aims for the presentation of the study of this
geometry,making use of the software entitled Geomere Cabri 1l ( hyperbolic menu ) and , also
,the ruler and the compasses in the approach of essential concepts. We followed this way of
working as we understand that such resources when integrated, may cooperate in a better
understanding and assimilation of those presented notions.This research has a qualitative kind
of approach and was developed following the methodological proposal of Romberg, and we
collect data by watching ,writing down notes and taking pictures.The methodology of
problem solutions was deployed in the activities elaboration which were applied to students in
an Electric Engineering degree course.The collected data were analyzed taking into account
the quality, trying to understand how such educational tools together may help in the
teaching- learningprocess of these no - Euclidian geometry concepts which are used in the

hyperbolic constructions.

Key Works: hyperbolic geometry, ruler, compasses, software Geomere Cabri 1.



10

INTRODUCAO:

1. Trajetoria pessoal

O gosto pela matemadtica tem permeado minha vida educacional, e foi o motivo para
ingressar na licenciatura em matemadtica, na faculdade de filosofia e letras de Jacarezinho. Os
meus sonhos em relacdo a carreira docente, para atuagdo em estabelecimentos de ensino
superior, comec¢aram a surgir pela admirac@o aos professores que ministravam cursos naquela
universidade. Porém, devido as minhas condi¢des sdcio-econdmicas, sonhar com um

mestrado no primeiro ou segundo ano da faculdade parecia ser algo muito distante.

Entretanto, em 2003, ano em que cursava o sexto periodo na faculdade, apareceu uma
oportunidade para ser monitora de cdlculo numa instituicio de ensino superior, que estava
iniciando o curso de engenharia elétrica. Esse fato veio a reforcar aquela vocagdo a docéncia,

florescida no inicio da graduagao.

As atividades de monitoria duraram dois anos, muito contribuiram e se constituiram
nas preliminares para a construcdo de nossa pratica. Esse periodo foi fundamental para
aperfeicoamento de conhecimentos especificos e, apesar de ainda nas condicdes de aluna,
recebemos muito incentivo da parte dos alunos que monitordvamos. Da mesma forma, os

professores ofereceram todo o suporte necessério para o desenvolvimento de nosso trabalho.

Assim, fomos vivenciando todo esse contexto, inteirando-nos com colegas que eram
doutores, mestres, doutorandos, mestrandos, os quais nos estimulavam a buscar realizar
nossos objetivos profissionais, mas, principalmente, procurar caminhos cientificos que
fundamentassem nossa profissionalizacdo, incluindo a compreensao dos processos de ensino-
aprendizagem da Matemadtica. Pessoas especiais estiveram presentes nessa trajetoria
aconselhando, incentivando, apresentando caminhos, bem como despertando-nos para novos
horizontes. Tais exortacdes levaram-nos a procurar um curso de pos-graduagdo e, apds uma
pesquisa desses cursos, identificamo-nos com o curso de pods-graduacdo em educacdo
matematica da UNESP de Rio Claro, do qual ji conheciamos algumas pessoas, € onde

fizemos a inscri¢do como aluna especial para o ano de 2005.
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Foi nesse mesmo ano, o seguinte a obten¢do do diploma de graduacdo, que devido a
aprovacdo de nosso trabalho de monitoria naquele estabelecimento de nivel superior,
recebemos um convite para ali ministrar algumas aulas. Portanto, 2005, pela sucessao
continua dos fatos, foi 0 ano em que se instituiram novos caminhos em nossa vida: fazer um
curso de pds-graduacdo e ser professora em uma faculdade. Concretizavam-se, assim,

algumas de nossas aspiragdes.

A nossa presenga junto ao programa de pds-graduacdo foi muito importante, pois
assim pudemos conhecer as linhas de pesquisa, os pesquisadores, bem como a producao
intelectual docente e discente. Foram dois anos como aluna especial, em cujo periodo conheci
o professor Claudemir, com o qual discorriamos sobre o problema da omissao do ensino de
Geometria, incluindo as Geometrias ndo Euclidianas e, em especial, a Geometria Hiperbdlica.
Dentre as causas apontadas para essa omissdo, o despreparo do professor com relagdo ao
desenvolvimento de contetidos e a forma como essa disciplina é abordada em sala de aula
trouxe-nos certa inquietacdo e levou-nos a algumas reflexdes que culminaram em um desejo
de desenvolver um trabalho dentro dessa temaética.

Uma vez definido o campo de investigacdo, a Geometria, o professor Claudemir
sugeriu que estuddssemos a Geometria Hiperbdlica, um assunto que, apesar de sua
importancia, nao é muito abordado, mesmo em cursos de graduacdo. Por sua grande
aplicabilidade na drea de engenharia elétrica, esse estudo poderia ser muito util para
enriquecer nossa competéncia profissional, articulando a teoria a pratica, além de esse saber
poder ser disseminado ao alunado sob nossa responsabilidade naquele momento (e ainda
hoje), pois os conhecimentos sobre a Geometria Hiperbdlica sdo muito importantes na
transmissao de sinais das telecomunicag¢des, campo de atuacdo dos engenheiros elétricos.

A proposta de estudo pareceu-nos bastante interessante e em 2007, apds ter cursado o
conjunto das disciplinas obrigatdrias, matriculamo-nos como aluna regular no programa de
poOs-graduagdo apresentando o projeto de estudo sobre a Geometria Hiperbdlica, em cuja
abordagem instrumentos como a régua, o compasso € o software Cabri — Geométre 11 seriam
utilizados.

Levando em considerac@o a linha de pesquisa na qual estamos inseridos, e a pratica
que nos motiva a buscar situacdes de aprendizagem que possam proporcionar aos alunos um
aprender com significado, procuramos preparar um plano pedagdgico, no qual nosso papel
como professor possa adquirir as dimensdes de facilitador, mediador e organizador da

aprendizagem. Oferecemos um curso de Geometria Hiperbdlica aos alunos da escola em que
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trabalhamos. Nesse curso foram tratados os conceitos basicos dessa geometria. Os assuntos
foram abordados no laboratério de ensino e no laboratdrio de informética, em cujos ambientes
foi desenvolvida uma seqiiéncia de atividades. Dessa maneira, desenvolvemos nosso projeto
especificado como um estudo sobre geometria hiperbdlica fazendo uso de régua, compasso e

do software Cabri — Géometre II. Organizamos este trabalho em seis capitulos:

No capitulo 1, apresentamos a problemética, justificando a importincia deste trabalho.

N

No capitulo 2, recorremos a histéria da matemdtica a fim de mostrar o

desenvolvimento das geometrias Nao — Euclidianas.

No capitulo 3, apresentamos os aportes tedricos matemdticos que ddo o rigor

matematico para esta pesquisa.

No capitulo 4, mostramos os argumentos que sustentam nossa op¢ao metodoldgica, na

qual se fundamenta esta investigacgao.

No capitulo 5, reunimos os dados coletados, as descri¢des e a discussdo dos mesmos a

fim de buscar possiveis respostas para esta investigacao.

No capitulo 6, apresentamos nossas consideracdes finais do trabalho realizado e por

fim a bibliografia e os anexos utilizados em sua realizacao.
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CAPITULO 1: PROBLEMATICA

1.1. Alguns aspectos sobre o estudo da geometria

A geometria pode ser considerada uma disciplina fundamental para a compreensao do
mundo em que estamos inseridos. Assim, o valor do saber geométrico na boa formagao do
individuo € incalculdvel. (FAINQUELERNT, 1995) expressa de modo conveniente essa

importancia:

A geometria também oferece um vasto campo de ideias e métodos de muito valor
quando se trata do desenvolvimento intelectual do aluno, do seu raciocinio logico e
da passagem da intuicdo e de dados concretos e experimentais para os processos de
abstragdo e generalizacdo. A geometria também ativa as estruturas mentais
possibilitando a passagem, do espaco das operagdes concretas para o das
operagdes abstratas. E, portanto tema integrador entre as diversas dreas da
matemdtica, bem como fértil para o exercicio de aprender a fazer, aprender a

pensar. (FAINQUELERNT,1995:46, apud MURARI, 2004).

Segundo Goulard (1989), podem-se destacar os seguintes objetivos para o ensino de

geometria, e sobre como ensina-la:

a) Adquirir conhecimentos que possibilitem uma compreensio do mundo fisico

aparente.
b) Adquirir habilidade em constru¢des geométricas e processos de medida.
c¢) Desenvolver a intui¢do geométrica.

Esta deve ser ensinada, possibilitando o acesso da pessoa ao mundo da geometria, que
¢ também o mundo da matemaética, respeitando suas emogdes, aceitando sua representacdo e

conduzindo-a a experimentar nos aspectos visuais € titeis seus sentimentos.

Como podemos observar a geometria € considerada importante em aspectos ligados ao
cotidiano, ela nos ajuda a nos situar no espaco em que vivemos. E um saber que tem
aplicacdo fora da sala de aula, cujos aspectos geométricos se evidenciam nas diversas

situacdes do dia-dia.

Atualmente temos conhecimento de diversas geometrias, as quais se distinguem como

Geometria Euclidiana e as ndo Euclidianas. Pode-se observar, que os seus campos de atuacao
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sdo diferentes, o que ndo confere primazia de uma sobre a outra, mas que uma dada geometria

pode ser aplicada somente a tipos especificos de problemas.

Apesar da consolidacido das Geometrias Nao Euclidianas, e a importincia das mesmas
ja serem observadas até mesmo em outras dreas do conhecimento, o seu ensino tem sido
negligenciado até mesmo nos cursos de Graduagao em Matematica. Como consequéncia, por
desconhecimento do conteddo, os docentes também ndo abordam o assunto nos niveis
fundamental e médio, apesar desse tema ja fazer parte da grade curricular de alguns estados,

tendo como exemplo, o Estado do Parana.

Cabariti (2004) elaborou um levantamento consultando, via Internet, as ementas dos
cursos ou disciplinas de geometria, em onze universidades ou faculdades nacionais. Verificou
que somente quatro propunham o estudo de geometrias nao-euclidianas (sendo que em duas, a
disciplina era proposta como optativa). Pataki (2000) aponta que a falta de conhecimento
sobre o tema por parte do professor, pode ser um dos motivos que contribuem para o

resultado dessa estatistica.

Relativamente sobre o ensino e a aprendizagem de Geometria, vdrias pesquisas
sugerem que a utilizacdo de materiais manipuldveis pode contribuir para o desenvolvimento
da visualizacdo. No diciondrio Aurélio, o significado atribuido a visualizacdo é o de

“transformacio de conceitos abstratos em imagens reais ou mentalmente visiveis”.

Nacarato (2005) ressalta que o desenvolvimento da habilidade de representar
mentalmente um objeto, que ndo estd ante os olhos do sujeito no momento de sua a¢do sobre
este objeto, “depende da exploracdo de modelos ou materiais que possibilitem ao aluno a
constru¢do de imagens mentais”. O aluno tem a oportunidade de usar sua memoria, sua

imaginacdo, tornando concreto aquilo foi que apreendido pela visdo.

Pais (1996) indica a existéncia de quatro elementos fundamentais que interferem
fortemente no processo de ensino e aprendizagem da geometria euclidiana plana e espacial.

Trata-se do objeto, do conceito, do desenho e da imagem mental.

Nesse trabalho o termo objeto estd associado ao modelo utilizado para representar o
espaco hiperbdlico. Devido as suas especificidades ndo foi possivel elaborar um objeto
hiperbolico. Assim, apresentamos aos alunos uma sela (como a figura abaixo), que é um
objeto representando uma superficie com curvatura negativa. Também mostramos a figura

denominada pseudo-esfera, obtida através da curva denominada “tractriz”.
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Figura: 1

Figura: 2

A representagdo de conceitos geométricos por desenhos é um dos recursos mais
utilizados no ensino e aprendizagem da geometria. Pode-se dizer que de maneira geral, as
ilustragdes estdo sempre presentes no estudo de conceitos geométricos. No nosso caso,
considerando que as formas hiperbdlicas ndo sdo comumente encontradas em nosso meio, as
representacdes conceituais através do desenho, adquirem especial importancia no processo de
ensino e aprendizagem da geometria hiperbodlica. O desenho pode ajudar na concretizagdo dos
conhecimentos tedricos da geometria, confirmando propriedades geométricas experimental ou
graficamente, fornecendo a base indispensavel para compreender o processo € nao apenas

decorar passos.

As imagens mentais sdo abstratas e relacionadas aos conceitos geométricos (em

relacdo aos objetos do presente estudo). Para Pais (1996), “... pode-se dizer que o individuo
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z

tem uma dessas imagens quando ele € capaz de enunciar de uma forma descritiva,

propriedades de um objeto ou de um desenho na auséncia desses elementos”.

A representacdo das nogdes geométricas por objetos ou por desenhos influenciam na
formacdo das imagens mentais, que estimulam o desenvolvimento do raciocinio para resolver
problemas, conforme (PAIS, 1996). O conteddo concreto que € apreendido pelos sentidos é
fator determinante para a producdo de novas aprendizagens ou mesmo para influenciar o
aprendiz para trazer 2 memoria outros conhecimentos, que possam subsidiar a compreensao

daquilo que estd sendo exposto.

A formalizagdo dos conceitos ocorre de maneira gradativa e diferente para cada
individuo. Por ser um processo abstrato, preliminarmente, ha sempre uma correlagao entre o
conceito e sua representacdo, e “é no processo de conceitualizagdo que o aluno langa mao de
recursos que lhe sdo mais proximos e disponiveis, entrando em cena as representacdes por

objetos e desenhos, e, posteriormente, pelas imagens mentais” (PAIS, 1996).

Durante as aulas, os alunos devem ser colocados diante de situagdes que possam
estimular a representacdo mental dos objetos de estudo, as propriedades geométricas devem
ser reconhecidas e testadas, com o objetivo de que as informacgdes adquiridas pelo estudo

possam ser transformadas em saber com significado e compreensao.

Historicamente o ensino da geometria tem sido marcado pelo método tradicional,
cujos conceitos e propriedades sdo apresentados, como idéias prontas e acabadas. Porém, as
pesquisas em educagdo apontam vdrias tendéncias diddtico-pedagdgicas para o ensino de
Matematica, que abordam o ensino de Geometria de forma mais exploratdria e investigativa.
Sem desconsiderar a importancia das demais tendéncias, dentre as existentes destacamos a

Resolucdo de Problemas que forneceu subsidios para a realizagdo de nossa pesquisa.

1.2. A resolucio de problemas

A atual sociedade tem sido pontuada por constantes mudancgas, as quais requerem

cada vez mais que os individuos estejam preparados para viverem essas transformacdes. Esta
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preparagdo vai além dos conhecimentos tedricos sobre determinados assuntos; envolve
habilidades a serem desenvolvidas nas pessoas, sendo que a escola tem um papel fundamental
no desenvolvimento dessas habilidades. Saber resolver problemas é algo que precisa ser

estimulado e desenvolvido nos alunos.

A matemadtica tem desempenhado um papel importante no desenvolvimento da
sociedade. H4 um reconhecimento da importancia e da necessidade da matemdtica para
entender o mundo em que se vive, porém quanto ao seu ensino sempre houve muita
dificuldade. Nesse sentido, as pesquisas em Educacdo Matemdtica apontam tendéncias para o
seu ensino (que incluem a Resolucdo de Problemas), que podem contribuir para amenizar

essas dificuldades e promover um aprendizado mais significativo para os alunos.

O professor € co-responsdvel no processo de ensino e aprendizagem, e é preciso se

conscientizar de que:

Comecar o ensino de um tdpico especifico da matemdtica pelo produto de sua
génese, isto é, pelas definicdes acabadas, dissociadas do verdadeiro processo de
formagdo do pensamento como geralmente ocorre nas tendéncias formalista e
tecnicista, significa sonegar ao aluno acesso efetivo a esse conhecimento, isto é, a
essa forma especial de pensamento e linguagem e, portanto, a essa forma especial de
leitura do mundo (FIORENTINE, 1995).

A nossa responsabilidade nesse processo, expressa da maneira acima, nos remete a
adequar nosso trabalho escolar as novas tendéncias e ajudar a resolver problemas deve ser um

dos objetivos principais de nossa atividade profissional. Mas o que € um problema?

“Um problema é qualquer situacdo que exija o pensar do individuo para soluciond-

la” (DANTE apud RODRIGUES, 1992).

E o que é resolver um problema? Para Polya:

Resolver um problema é encontrar os meios desconhecidos para um fim nitidamente
imaginado. Se o fim por si s6 ndo sugere de imediato os meios, se por isso temos de
procurd-los refletindo conscientemente sobre como alcangar o fim, temos de
resolver um problema. Resolver um problema é encontrar um caminho onde
nenhum outro é conhecido de antemdo, encontrar um caminho a partir de uma
dificuldade, encontrar um caminho que contorne um obstdculo, para alcangar um
fim desejado, mas ndo alcangdvel imediatamente, por meios adequados. (POLYA
apud MURARI, 1999).



18

Concebemos problema como uma situacdo que precisa ser resolvida e onde ndo se
conhece uma regra ou um caminho especifico para resolvé-la, porém a solucdo é necesséria e

o interesse em encontrar a solucao existe.

Acreditamos que a busca pela resposta a um problema nos leva a pensar em
possibilidades, nas quais se pode fazer uso de conhecimentos adquiridos ou até mesmo ser
produzido conhecimento. Assim, acreditamos que o processo de busca da solugdo pode
contribuir significativamente em varios aspectos como, por exemplo: iniciativa, criatividade,

invengdo, mesmo que ndo se chegue a uma resposta correta.

Dentre os principais objetivos da resolu¢do de problemas, conforme Dante (1999),

destacamos:

® “Fazer o aluno pensar produtivamente”;

e Desenvolver o raciocinio do aluno;

¢ Ensinar o aluno a enfrentar novas situacdes;

e Dar ao aluno a oportunidade de se envolver com as aplicacdes
matematicas;

e Tornar as aulas de matematica mais interessantes e desafiadoras;

A aprendizagem matematica pode acontecer de forma mais eficaz, a partir de
situagdes desafiadoras inseridas em problemas interessantes. Para solucionar tais problemas o
aprendiz buscard diferentes solucdes, e para tal pensard matematicamente, buscando
conteddos matematicos para resolvé-los ou aprenderd um novo conteido a partir dos

problemas propostos.

Pensando nas diferentes formas de se conceber a Resolu¢do de Problemas, Gazire

(1989) distingue trés perspectivas:

a) Resolugdo de problemas: Um novo conteudo: Baseia-se, na convic¢do de que “levar o
aluno ao conhecimento de vérias técnicas e estratégias de Resolucdo de Problemas,
contribui para desenvolver nele sua habilidade em resolver problemas”.

b) Resolucdo de Problemas: Aplicagdao de contetdos: Fundamenta-se, na idéia de que

999

“aprende-se melhor um conteido quando ele € aplicado’”.
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c) Resolugdo de Problemas: Um meio de ensinar matemdtica: Apoia-se, na concepgao de
que “se todo contetido a ser aprendido for iniciado numa situagdo de aprendizagem,
através de um problema — o desafio ocorrerd uma construcdo interiorizada do

conhecimento a ser adquirido.

Neste trabalho adotamos a terceira perspectiva, na qual dentro do possivel serd

conduzida, por entendermos que a aprendizagem ocorre de maneira mais significativa.

Para Andrade (1998), pensando a resoluciao de problemas como uma metodologia de
ensino para se ensinar matematica, o problema € olhado como um elemento que pode disparar
um processo de construcdo do conhecimento, os problemas sdo propostos ou formulados de

modo a contribuir para a formac@o dos conceitos antes mesmo de sua formalizagao.

Segundo Onuchic, (1999) “ao se ensinar matemadtica através da resolugdo de
problemas, os problemas sdo importantes ndo somente com o propdsito de aprender

matematica, mas também como um primeiro passo, para resolvé-los.”

Com a resolucdo de problemas, o processo de ensino-aprendizagem inicia-se com um
problema que coloque o aluno diante de situacdes em que precise desenvolver alguma
estratégia para soluciona-lo. Entao, o aluno terd a oportunidade de explorar esse problema,
buscando solugdes, analisando o problema sob diferentes perspectivas, recorrendo a diferentes
areas da matematica, ou a outras dreas para resolvé-lo. E o professor tem o papel de conduzir

o aluno na exploragdo do problema e ndo simplesmente apresentar a solugao.
Polya (1978), sugere quatro fases para a resolu¢ao de um problema:

e Compreensao do problema: o individuo precisa estar motivado a resolvé-lo.
Esta € a fase em que precisa entender o enunciado e identificar as partes do
problema.

e Estabelecimento de um Plano: Apds ter visto o problema sob diferentes
aspectos, relaciond-los a situagdes semelhantes e dividi-los em partes, o
individuo ird conceber uma estratégia para soluciona-lo. Esta idéia pode surgir
repentinamente, ou apds um longo periodo de busca.

e Execuc¢do de um plano: é a execugdo do plano para solucionar o problema.
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e Retrospecto: esta é a fase em que o individuo deverd testar a solugdo
encontrada. Caso esta nao seja valida deve recomecar todo o processo de
resolucdo do problema.

Ha4 que se acrescentar, ainda, que o ensino via resolu¢do de problemas pode contribuir

para estimular a criatividade no aluno. E o que afirma Murari (1999):

Na resolugdo de problemas temos a oportunidade de promover o desenvolvimento
da criatividade do aluno. Ao se deparar com uma situacdo desafiadora os alunos
sdo estimulados a buscar um caminho para a resolugcdo do problema proposto e
quando inteirados de que devem procurar caminhos alternativos para soluciond-lo,
obrigam-se, necessariamente, a recorrer a criatividade.

1.3. O uso de softwares no ensino e aprendizagem de geometria

Com a evolugdo dos recursos tecnoldgicos tém-se grande variedade de meios, e
recursos que frequentemente, auxiliam os docentes em seu trabalho didéatico. Porém, para que
o processo de ensino e aprendizagem se realize de forma satisfatdria, usando-se as tecnologias
de informacdo, é necessario que o software utilizado seja educativo, e que o professor tenha

capacitacdo suficiente para utilizar o computador como meio educacional.

Os programas de geometria dindmica (como por exemplo, Cabri-Géometre II,
Geométer’s Sketchpad, Cinderella, Geogebra, etc.), surgiram gerando a expectativa de causar
uma revolugdo no ensino de geometria, pois a ideia inicialmente relacionada a estes softwares,
€ que eles tornariam mais facil a atividade de aprender e ensinar geometria, devido ao

dinamismo caracteristico de tais softwares (GRAVINA e SANTAROSA, 1998).

O uso desses softwares proporciona a interatividade, além de permitirem a criagcdo e
manipulacdo de figuras geométricas a partir de suas propriedades. Com o uso do software é

possivel uma rigorosa constru¢do geométrica, com maior rapidez e precisao.

Zulatto, (2002) afirma que:

No ambiente de Geometria Dindmica, o aluno pode formular e testar suas proprias
conjecturas, visualizar conceitos, estabelecer relagcbes, compreender e descobrir
propriedades geométricas. Isso é possivel, pois o aluno pode construir e simular
diversos casos de uma figura.
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Para Gravina e Santarosa (1998), o uso de softwares de geometria dindmica como o
Cabri-Géometre II auxilia no desenvolvimento dos conceitos geométricos e diminui oS

problemas que emergem no processo ensino/aprendizagem de geometria.

Por outro lado, a inser¢cdo dos computadores ndo € tarefa facil. Tem que haver uma
mudanca de hébitos, que exige do professor novos conhecimentos e acdes para aproveitar
devidamente todas as possibilidades do uso de softwares no ensino/aprendizagem da
geometria. Como profissionais da educacdo, devemos tomar cuidado para ndo uséi-los
indevidamente, explorando toda sua potencialidade, e ndo apenas como ferramentas que
fazem uma repeticdo mecanica dos procedimentos. Nesse sentido autores como (RIBEIRO e
PONTE, 2000), declaram que os novos recursos, por si s0, ndo promovem mudanga alguma, e
que em certos casos, podem até ser prejudiciais, se vierem a promover o uso de praticas ndo
recomendadas em nosso meio, como por exemplo, a mecanizacdo das atividades sem a
reflexdo, ou o entendimento necessdrio dos processos matematicos que permeiam tais

praticas.

1.3.1. Alguns softwares que possibilitam construcdes hiperbélicas

A tecnologia da informagdo nos oferece vdrios ambientes computacionais que
oportunizam novas e diferentes formas de aprendizagem. Comentaremos, a seguir, alguns
ambientes que permitem construcdes hiperbdlicas, descrevendo mais detalhadamente o Cabri-

Géometre II por ter sido o software utilizado no desenvolvimento da nossa pesquisa.

1.3.1.1. Cinderella

O Cinderella foi desenvolvido na Alemanha por Jbrgen Richter-Gebert e Ulrick
Kortenkamp (Gerbet & Kortenkamp; 1996-2003). E um programa de geometria dinimica,
escrito na linguagem JAVA (Sum Microsystems — 1992). Foi distribuido nas escolas de
Portugal e € utilizado na Europa. O software permite explorar a mesma construcao em

diferentes geometrias (euclidiana, hiperbdlica e esférica). O modelo hiperbdlico (disco de
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Poincaré) faz parte do software (suporte nativo), ndo sendo necessdria a sua construgdo.
Permite a elaboracdo de exercicios interativos com sugestdes e posterior verificacdo

automadtica da solucao.

Figura 3

1.3.1.2. Geometer’s Sketchpad

O software Geometer’s Sketchpad (Jackin, 1990), ou GSP é um programa de
geometria dinamica semelhante ao Cabri, que foi desenvolvido nos EUA por Nicolas Jackiw,
sendo comercializado pela Key Curriculum Press. Este software possibilita o estudo da
geometria hiperbdlica. Permite converter as constru¢gdes para HTML, utilizando o

JavaSktchpad como ferramenta de exportagdo para a Web.
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Figura 4

1.3.1.3. Cabri - géometre 11

O Cabri (Cahier de Brouillon Informatique) ¢ um programa de geometria dindmica de
autoria de Jean-Marie Laborde, Franch Belllemaim e Yves Baulac. Foi desenvolvido na
Universidade de Joseph Fourier, em Grenoble (Franga), pelo laboratério de Estruturas

Discretas e de Didatica do IMAG (Instituto de Informadtica e de matemaética aplicada).

Esse software possibilita efetuar constru¢des e exploracdo em Geometria elementar de
maneira semelhante ao que se faz com régua e compasso. No Cabri- Géométre II, as figuras

podem ser construidas e deformadas conservando suas propriedades.

O Cabri — géometre II permite trabalhar com a Geometria Hiperbdlica, em particular o
modelo do disco de Poincaré, por meio da possibilidade de definir ferramentas hiperbdlicas

que substituam o menu euclidiano original.

Menus e Ferramentas.
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A figura abaixo mostra a janela do Cabri-Géometre II, encontrada no manual Texas

Instruments Incorporated (1997 — 1999), mostra os elementos essenciais desse software.

Figura 5

No manual os elementos sdo descritos como segue:

e Janela de desenho: E onde se fazem as construcdes geométricas.

e Barra de Menu: Esta barra contém menus de interface grificas comuns para o
usudrio, para o gerenciamento e edi¢do de arquivos, em conjunto com as opg¢des do
Cabri-Géometre II. Os menus sdo: icones de atributos, barra de menu, barra de
ferramentas, janela de ajuda, janela de desenho, ponteiro de selecdo, paleta de
atributos, mensagens de ponteiro.

¢ Barra de ferramentas: Contém as ferramentas de construgdo. Sao residentes na barra
de ferramentas, onze caixas de ferramentas.

e lcones de atributos: Os icones de atributos sdo exibidos somente se selecionado o
comando Mostrar Atributos, no menu op¢des da barra de menu. Estes permitem
modificar a aparéncia de objetos. Pode-se criar uma paleta de atributo (menu de

divisdo), arrastando um icone dos icones de atributos, para a janela de desenho.
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e Ponteiro de selecio: O ponteiro de selecdo é a ferramenta primdria para selecionar
menus e para construir figuras geométricas. A forma de ponteiro se modificard de
acordo com a operacao e a localizagdo do momento.

¢ (Caixa fechar: Essa caixa fecha a janela e cria a caixa de didlogo que permite salvar o
trabalho.

e C(Caixa de Zoom: A caixa de zoom alterna o tamanho da janela entre o atual e o
tamanho da tela cheia.

e Barras de rolagem: Ao clicar nas barras de rolagem nas setas de rolagem, move-se,
verticalmente ou horizontalmente o contetido da janela de desenho.

¢ Opcao do menu ajuda: Clicar na op¢do de menu ajuda, e selecionar ajuda ou
pressionar a tecla F1 para alternar a janela de ajuda entre ATIVADA e

DESATIVADA.

Menus:

¢ Arquivo: comandos para abrir, fechar, salvar ou imprimir construcoes.

e [Editar: comando para selecionar ou copiar objetos, atualizar a janela de desenho, ou
exibir novamente as construgdes, desfazer, recortar, colar.

e Janela: op¢des padrao para exibicao no Windows.

e Ajuda: opcdes de ajuda acerca do Cabri — Geométre II.
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Caixa de ferramentas

Figura 6

¢ Ponteiro: selecdo ou transformagdo a mao livre.

¢ Pontos: construindo pontos, pontos sobre objetos, pontos de intersec¢ao.

e Retas: construindo objetos retilineos.

e (Curvas: construindo circunferéncias, arcos ou conicas.

¢ Construir: constru¢des da geometria euclidiana como: retas perpendiculares,
paralelas, ponto médio, etc.

¢ Transformar: geometria de transformacdo, como simetria axial, rotacdo,
translacdo.

e Macro: montando macros. Novas macros passam a fazer parte desta caixa de
ferramentas.

¢ Verificar propriedade: verificacdo de propriedades das construcdes, baseando-se
na geometria Euclidiana.

e Medir: Medidas ou cdlculos de distancias, drea, declive, medida de angulo.

e Exibir: Marcar suas constru¢des ou animar objetos.

¢ Desenhar: modificar a aparéncia de objetos ou mostrar o sistema de coordenadas.
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Menu hiperbélico

Sao acrescentados ao menu euclidiano quatro comandos que sdo categorizados da

seguinte maneira:

Figura 7

Figuras:

d-line

d- line ( bnd points)
d- segment

d- triangle

d- quad

d- circle

horocycle

hypercycle



Construcao de linhas e pontos:
centre d-line

mirror d-line

mirror d-line ( bnd points)
perpendicular at point
perpendicular from point
perpendicular to 2 d-lines

2 paralelas to a d-line

midpoint

equal arcs

Reflexao: Permitem refletir retas, arcos, tridngulos, circulos.
reflect line

reflect arc

reflect triangle

edge reflect

reflect circle

Medidas: Mede distancias e angulos.
unit disc
non E distance to centre

non E distance

28
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angle

angle bisector
triangle sum

non E regular triangle
non E regular quad

Dentre os softwares listados, optamos pelo Cabri-Geométre II.

1.4. A Régua e o Compasso

A partir do século V a.C os gedmetras gregos utilizaram régua e compasso nas
constru¢des geométricas. Os trés primeiros postulados dos Elementos de Euclides sdao base
das construgdes com régua nao graduada e compasso. Nesta obra de Euclides, encontram-se
varios problemas de construcdes geométricas, cujas solu¢des sido obtidas através de métodos

geométricos simples, com o uso exclusivo desses instrumentos.

A régua e compasso sdo instrumentos também fundamentais para o processo
ensino/aprendizagem da geometria. Em nossa proposta uma mesma atividade pode ser
desenvolvida tanto pelo computador (laboratério de informadtica) quanto através de régua e
compasso (laboratério de ensino). Do ponto de vista pedagdgico existem recursos que sao

mais adequados em um ambiente que em outro. Por exemplo, para Murari (2004),

O laboratorio de ensino é utilizado como um espago de discussdo e desenvolvimento
das atividades, utilizando-se uma abordagem tedrica-intuitiva dos conceitos
tratados, constituindo-se num lugar onde o aluno participa das construgoes desses
conceitos, manuseando e operando com as figuras geométricas e outros objetos
educacionais.

Nos estudos sobre a geometria hiperbdlica ndo temos encontrado algumas
justificativas sobre os passos da constru¢do dessas figuras geométricas, pois ao serem

efetuados somente através de software, alguns procedimentos ndo sdo demonstrados,
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dificultando a formalizacdo das provas. Ao abordarmos esse assunto através de régua e
compasso, estamos resgatando o uso desses instrumentos tdo importantes na construcao
grafica de figuras geométricas. Como educadores e envolvidos em questdes relativas ao
ensino, devemos fomentar o exercicio de metodologias alternativas de ensino. No presente
estudo, o trabalho inicial realizado com régua e compasso foi fator determinante para a
compreensdo das acOes realizadas pelo Cabri-Géometre II na construcdo dos objetos

hiperbdlicos.

Tais recursos, integrados, podem enriquecer o processo de aquisi¢cdo de conhecimento,

possibilitando uma aprendizagem participante, motivadora e significativa.
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CAPITULO 2: DESENVOVIMENTO HISTORICO DAS GEOMETRIAS.

2.1. Do inicio da geometria a Euclides

A geometria, assim como outras dreas da matemadtica, surgiu das necessidades
praticas do homem. As situacdes do dia-a-dia e o senso geométrico inerente a0 homem foram
fatores determinantes na percep¢ao da urgéncia de uma organizagdo lgica para a geometria.
Hygino Domingues, na traducdo da obra de Fetissov (1994), elaborou uma introdu¢do

histdrica sobre as etapas de evolugdo da geometria, classificando-as da seguinte maneira:

Geometria_subconsciente: o senso geométrico € inato ao homem; contudo, a partir

de observacdes e experi€ncias algumas no¢des geométricas passaram a se desenvolver.

Geometria_cientifica: geometria praticada pelos egipcios e babil6nios, os quais
perceberam que os objetos geométricos apresentavam propriedades, o que exigia certo grau de
abstracdo. Notaram, por exemplo, que a razao entre a circunferéncia e o seu diametro era

constante.

Geometria_demonstrativa: Ainda que rudimentares, as primeiras iniciativas para a
organizacdo de uma geometria dedutiva sdo atribuidas a Tales de Mileto , segundo a obra de
Eudemo de Rodes (séc. III a.C.). Posteriormente, a escola pitagérica apresentou algumas

seqiiéncias de teoremas, demonstrados a partir dos anteriores, através de um raciocinio lgico.

A origem do termo geometria (do grego: geo, terra e metrein, medida) reflete a
caracteristica de que ela retratava situagdes praticas do cotidiano. As civiliza¢des egipcias e
babildnicas (3000 a.C.) possuiam conhecimentos geométricos praticos. Os egipcios
calculavam a quantidade de graos necessdria para a produ¢do de uma dada quantidade de pao
ou cerveja, calculavam 4reas e volumes, e para os babilonicos a geometria era intimamente

relacionada a mensuragao.
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Com o desenvolvimento do raciocinio 16gico, que € atribuido a Tales (c. 625 a.C. — c.
547 a.C), e posteriormente aprimorado pelos pitagoricos, surge uma literatura que descrevia
as dedugdes propostas pelos matematicos gregos. Em vista disso, a partir de poucas

afirmagdes, aceitas por todos, seria possivel deduzir uma série de proposigoes.

A idéia de demonstragdo de uma proposi¢ao aparece primeiramente com Tales. Foi na
Grécia que a matemadtica perde seu cardter pritico e assume o status de ciéncia pura,
fundamentada no método dedutivo. O espirito grego buscava respostas a questdes referentes
ao “porque” das coisas. Apods os trabalhos de Tales, a escola pitagdrica teve uma grande
influéncia no desenvolvimento matematico grego.

A partir do século V a.C., autores como Hipdcrates de Quio (470 a.C. — 410 a.C.),
Leon e Teudio de Magnésia, cujos periodos de vida desconhecemos, e Euclides (c. 330 a.C —
c. 260 a. C) tentaram compilar o conhecimento matemético da época, através de sistemas

axiomaticos.

2.2. A Geometria de Euclides:

Nao se sabe muito sobre a vida e a personalidade de Euclides. Em sua obra Os
Elementos, escrita por volta de 300 a.C., a geometria é apresentada de forma organizada e
dedutiva. Os Elementos foi, provavelmente, o trabalho que mais exerceu influéncia no

pensamento cientifico. Comeg¢a admitindo certos axiomas e postulados.

Figura 8
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N

Um dos grandes feitos dos matematicos gregos antigos foi a criacio da forma
postulacional de raciocinio. A maioria dos matemdticos gregos antigos fazia distingdo entre
(13 29 3 : 2 z . . A . ,

postulado” e “axioma”. De acordo com razodveis evidéncias, porém sem se saber ao certo,

Euclides entendia os axiomas e postulados da seguinte forma:

Um axioma é uma suposicdo comum a todas as ciéncias ao passo que um postulado é

uma suposicdo peculiar a uma ciéncia particular em estudo. (EVES, 1997).

Os Elementos representaram um marco na histéria da matematica, considerada a época
em que foi escrito, apesar de muitos de seus conceitos, embora intuitivos, ndo terem sido
adequadamente esclarecidos Era dada muita importancia aos desenhos que, sendo

esclarecedores, faziam parte das demonstracoes.
Os axiomas e os postulados de Euclides podem ser enunciados como seguem:

. 1° postulado: “Dois pontos determinam uma reta”.

. 2° postulado: ““a partir de qualquer ponto de uma reta dada é possivel
marcar um segmento de comprimento arbitrario”.

. 3° postulado: € possivel escrever um circulo com centro arbitrario e
raio arbitrrio”.

. 4° postulado: “todos os aAngulos retos sdo iguais”. O Angulo reto é
definido do seguinte modo: “se duas retas que se cortam formam quatro angulos
iguais, o angulo comum assim determinado é chamado de reto”.

° 5° postulado: “‘se uma reta r corta duas outras retas r; € r, (N0 mesmo
plano), de modo que a soma dos angulos interiores de um lado de r € menor que dois
retos, entdo r; e r,, quando prolongadas suficientemente, se cortam daquele lado de r”.

. Axioma I: “duas coisas iguais a uma terceira sao iguais entre si”.

. Axioma 2: “somando-se a mesma quantidade a valores iguais obtém-se
resultados iguais”.

. Axioma 3: ‘“‘subtraindo-se a mesma quantidade de valores iguais
obtém-se resultados iguais”.

. Axioma 4: “coisas que coincidem uma com a outra sao iguais’.

. Axioma 5: “o todo é maior que a parte”.
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2.3. O V Postulado

Segundo Coutinho (2001), por cerca de dois mil anos a geometria de Euclides foi
considerada a unica possivel. A obra Os Elementos era inquestionavel, sendo o trabalho de
maior numero de edi¢des, depois da biblia. Matematicos debatiam a ideia de que se existisse
a possibilidade apenas de uma Unica geometria, certos postulados seriam teoremas e dentro
desse raciocinio, renomados matematicos tentaram provar o quinto postulado, pois ndo viam

simplicidade em seu enunciado.

Uma das técnicas matematicas que foi utilizada no inicio do século XIX € a prova por
contradicdo, que consiste em supor o contrario do que se quer provar, € procurar um absurdo

que indicaria que o que tomamos por hipétese é falso.

Grande parte das informacdes sobre a histéria da Geometria grega € originada da obra
de Proéclus, filésofo, matematico e historiador (411-485). Em sua obra, Proclus relata que
mesmo na época de Euclides foram feitas tentativas de provar o quinto postulado, pois ndao
viam simplicidade em seu enunciado, e pensavavam até mesmo na possiilidade de adotar
outra defini¢do para retas paralelas. Ao longo dos séculos, varios matematicos continuaram na
tentativa de provar o quinto postulado. Podemos citar como precursores das geometrias nao
Euclidianas: Ptolomeu (85 -165), Proclus (411-485), Nasiredim (1201-1274), Wallis (1616-
1703), Sacheri (1667-1733), Lambert(1728-1777). (BARBOSA, 1995).

Ptolomeu (85 d.C. — 165 d.C.)

Ptolomeu foi também um dos precursores das descobertas das geometrias nao —

Euclidianas, tentando provar o quinto postulado a partir dos quatro anteriores.

Ptolomeu nasceu em 85 d. C no Egito e morreu em 165 d.C em Alexandria. Em sua
tentativa de demonstracdo Ptolomeu errou em assumir que paralelismo acarreta na

congruéncia de duas figuras, pois isto sé ocorre na geometria Euclidiana.

Em (BARBOSA 2002), encontramos o seguinte raciocinio de Ptolomeu para a

demonstracdo do V postulado.

Sejam 1//s, temos que a + b =c + d (1) conforme figura a seguir:
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Figura: 9

Logo, se a+ b > 180°, entdo ¢ + d > 180°. Contradi¢ao, pois
a+b+c+d=360°

Sea+b<180° entdo ¢ +d < 180°. Contradigdo, pois
a+b+c+d=360°.

Mas

t//s —>a+b=180(:)(a+b5¢180—> rndo é paralelaa S )que prova P5'.
P

Proclus (411 d.C. - 485 d.C.)

Proclus tentou provar o quinto postulado, usando a ideia de que se uma transversal
corta uma de duas paralelas, entdo corta também a segunda e mais uma vez esta afirmacao

recai em um substituto para o quinto postulado.

Proclus foi um estudioso das obras cldssicas gregas e muito do que se sabe da histéria

e da filosofia da Grécia antiga sobreviveram em seus escritos.
O raciocinio de Proclus na tentativa de prova de P5 foi o seguinte:
Em 1° lugar demonstra-se a seguinte proposi¢do “sem usar o P5”.

“Se uma reta corta uma de duas paralelas, entdo corta a outra”. (proposi¢ao

equivalente ao P5).

' P5 — quinto postulado de Euclides.
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De fato: sejam 1//s e t concorrente com r em P.

Seja Q € tnaregido entre r e s conforme figura abaixo:

=
-

Figura: 10

Temos que a medida que Q € t “se afasta de P”, a distancia de Q a A aumenta,
tornando-se maior que qualquer valor pré fixado (essa proposicdo nao depende de P5 e foi

simplesmente admitida por Proclus), inclusive, tornando-se maior que a distancia entre r € s

(retas paralelas serem eqiiidistantes equivale ao P5), ou seja,t N s # & e portanto, t corta s.

Isso prova a proposi¢do acima.

Agora, sejam r e s cortadas por t de tal modo que os angulos colaterais internos de um

lado sejam menores que dois retos (figura: 11)

a+b<180°

Figura: 11

Seja m uma reta que possui o ponto P formando angulo ¢ com s de tal modoque a+b + ¢ =

180°.
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Figura: 12

Considere a proposi¢do: “Se uma reta corta duas outras formando angulos colaterais internos
de medidas a e b tais que a+ b € igual a medida de dois angulos retos, entdo as duas retas

sdo paralelas”.

Pela proposi¢do acima enunciada temos m//r. Como s corta m em P, pela proposi¢cao

acima provada, temos sNr # J, ou seja, vale P5.

Nasiredin (1201 — 1274)

Nasiredin (Nasir — Edin), astrdnomo e matematico persa foi também um dos que
tentaram provar o quinto postulado. Em sua tentativa utilizou uma proposi¢ao axioma, porém

a proposicao assumida era um equivalente ao quinto postulado de Euclides.

Wallis (1616 — 1703)

Figura: 13
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Foi um matematico Inglés. Na sua tentativa de provar o quinto postulado fez uso da
existéncia de triangulos semelhantes e ndo congruentes, recaindo também em uma proposi¢ao

equivalente ao quinto postulado.

Girolamo Saccheri

Foi um padre jesuita, professor da Universidade de Pavia. Em 1773 publicou um livro
que foi descoberto somente em 1889. O livro era intitulado Euclides ab omni naevo
vindicatus. Nele, foi encontrada uma tentativa de prova do quinto postulado; ele usou a prova

por reducdo ao absurdo.

Em seu estudo Saccheri considerou um quadrildtero ABCD, em que os lados AD e BC
sdao congruentes e perpendiculares ao lado AB. Provou que os angulos em C e D sdo
congruentes usando os quatro primeiros postulados. Assumir que esses angulos sdo retos ¢é
equivalente ao quinto postulado. Indicou entdo, trés hipdteses para estes angulos. Sao elas: 1-

retos, 2- obtusos, 3- agudos.

C

Figura: 14

Saccheri, negou a hipétese 1 e estudou as conseqiiéncias das outras, na busca por
contradi¢cdes. Assumindo (como Euclides) que a reta € ilimitada, descartou a hipdtese 2, e ao
procurar uma contradi¢do no caso da hipdtese 3, provou uma série de resultados, alguns dos
quais viriam a ser teoremas da Geometria ndo Euclidiana. A conclusdo de Saccheri é que
aquela hipotese acarretava a existéncia de duas retas assintéticas possuidoras de uma
perpendicular comum em um ponto ideal no infinito. As Geometrias Nao - Euclidianas
poderiam ter sido descobertas quase um século antes, se Saccheri tivesse suspeitado que nao
tinha chegado a uma contradicio, uma vez que ndo havia uma contradicdo para ser
encontrada. Sacheri € considerado o precursor de Legendre, Lobachewsky, e Riemann.

(BARBOSA, 1995).
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Lambert - (1728 — 1777’

Figura :15

Escreveu e publicou um trabalho em 1766, sendo sua obra semelhante a de Sacheri,
porém foi mais longe que Saccheri na deducdo de novas proposi¢des. Utilizou um
quadrilatero que possui trés angulos retos, conhecidos hoje como quadrilatero de Lambert.
Em sua tentativa de prova deduziu que a soma dos angulos internos de um tridngulo é
inversamente proporcional a sua drea, em uma geometria onde ndo vale o quinto postulado.
Lambert € conhecido no mundo matemdtico pela prova rigorosa da irracionalidade do

namero 7 .

Legendre (1752 — 1833)

Figura:16

O estilo direto e simples das demonstracdes de Legendre ajudou a renovar o interesse

sobre as bases da geometria. Este apresentou vdrias tentativas de prova do quinto postulado.
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Em uma de suas demonstra¢des admitiu que a partir de um ponto no interior de um angulo
nao degenerado, cuja medida ndo € superior a 60°, € possivel tragar uma reta que intersecta os

dois lados desse angulo. Essa proposicao é também equivalente ao quinto postulado.

2.4. Fundamentos da geometria de Hilbert.

Em 1889 David Hilbert (1862- 1943), publicou a obra Fundamentos da Geometria,
onde reformulou a geometria de Euclides. Nesta obra reorganizou e elaborou uma rigorosa

apresentacao légica — dedutiva da geometria de Euclides.

Hilbert considerou como termos primitivos os conceitos (objetos) de ponto, reta, e

A A ~ : : : 13 : ~ A0 : 3 : 13 2
plano, e supds trés relagcdes entre tais conceitos (objetos): “estar situa¢do” (incidir); “entre” e
“congruente”. Classificou seus axiomas nos grupos: incidéncia, ordem, congruéncia,

continuidade e paralelismo.

2.5. Geometria Absoluta.

Tentativas frustradas de demonstragdo levaram os cientistas a concluirem que, talvez,
0 V postulado ndo fosse demonstravel. Muitos matematicos iniciam estudos considerando a
possibilidade de o V postulado ser substituido por outro (ndo equivalente a ele), elaborando-se

outras geometrias.

Admitindo todos os axiomas de Hilbert, exceto o de paralelismo, os termos primitivos,
os definidos, e os teoremas demonstrados sem o V postulado, surge a idéia de uma geometria
neutra ou absoluta, ou seja, uma geometria comum a todos os sistemas axiomaticos. Podemos,

entdo, esquematizar da seguinte forma, considerando a axiomatizag¢ao de Hilbert:
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Geometria Absoluta
Termos Primitivos
Relagdes Primitivas
Axiomas (exceto o axioma das paralelas)
Termos Definidos

Teoremas demonstrados sem o axioma das Paralelas

2.6. O surgimento de outras geometrias

Partindo da geometria neutra e negando o V postulado, os matemdticos tentavam
localizar algum absurdo l6gico, para confirmar posteriormente a sua validade (do V
postulado). Porém, avancavam em suas proposicoes e ndo identificavam nenhuma

contradicao.

“A pretensdo de provar o quinto postulado ndo foi alcangada porquanto ele ndo é
conseqiiéncia logica dos quatro anteriores. Substituindo—o criam-se novas geometrias tao boas

e consistentes quanto a Euclidiana”. (COUTINHO, 2001).

Dentre as tentativas de se provar o V postulado e que resultaram na descoberta de
outras geometrias, a de Sacheri € considerada a mais importante de todas as outras anteriores,

por ter sido a primeira a contemplar a possibilidade de outras geometrias diferentes da de

Euclides.

Matematicos como Bolyai, Lobaschevsky, Gauss e Riemann langaram as bases das

geometrias ndo Euclidianas.
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Gauss (1777 — 1855).

Figura 17

Em anos que precederam a descoberta das novas geometrias, Gauss apresentava-se
como uma figura dominante no mundo matematico, poucos de seus resultados sobre os

problemas associados ao V postulado foram tornados publicos.

Ao fim da primeira década do século XIX, Gauss estava tentando provar o quinto
postulado pelo método da redugio a um absurdo. E possivel que Gauss tenha lido os trabalhos
de Sacheri, Lambert e Legendre sobre o “Problema das Paralelas” e por meio de
correspondéncias que Gauss mantinha com diversos matematicos da época acredita-se que ele
desenvolveu uma série de resultados da geometria hiperbdlica. H4 evidéncias como cartas e
criticas de tratados sobre o postulado das paralelas, de que foi Gauss o primeiro a entender a

possibilidade de uma geometria diferente da de Euclides.

O termo “ndo Euclidiano” é de Gauss. Em 1824, em carta F. A Taurinus, declara que
se supusermos que a soma dos angulos internos de um tridngulo € menor que 180°, é possivel
desenvolver uma longa série de resultados nao contraditérios que constituem uma Geometria

“ndo euclidiana”
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Bolyai (1802 -1860)

Figura:18

Uma carta escrita por Gauss a Bolyai em 1799 mostra que ambos ainda estavam ao
mesmo tempo, tentando provar o quinto postulado. Em 1804, Bolyai, convencido de ter
resolvido o problema, apresentou suas idéias em um pequeno tratado o qual enviou a Gauss,

juntamente com uma carta. Mas, sua prova estava errada e Gauss ao responder indicou o erro.

Lobachewsky (1792- 1856)

Figura 19

Este tentou demonstrar o V postulado a partir dos quatro anteriores, porém como seus

antecessores se convenceu da impossibilidade.
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Lobachewsky sugeriu uma Geometria na qual mais de uma reta paralela a reta dada
podiam ser tracadas e entdo passou a desenvolver resultados da geometria Hiperbdlica. Em
1829 publicou um trabalho, em russo, sobre suas descobertas, a este ndo foi lhe dada atencao,

nem em seu pais € nem no restante do mundo.

Lobachewsky na busca de reconhecimento de seu trabalho publicou um texto em

1840, sob o titulo “Pesquisas Geométricas sobre a teoria das paralelas”.

Acredita-se que em 1841, o trabalho de Lobachewsky chegou ao conhecimento de
Gauss. Este em 1846 escreveu a Schumacher, reconhecendo o mérito de Lobachewsky,
afirmando que os resultados obtidos eram de seu conhecimento, porém que eram

demonstrados totalmente diferentes dos seus.

Rieman (1826- 1866)

Figura: 20

Rieman generalizou as geometrias nao euclidianas por meio de conceito de curvatura e

fundamentou a geometria eliptica.

Em seu trabalho além de generalizar as trés geometrias, introduziu as chamadas

geometrias Riemannianas.

Com a substituicio que se faz do postulado das paralelas surgem dois tipos de

geometrias Nao — Euclidianas: a Geometria Eliptica e a Geometria Hiperbdlica.
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2.7. A geometria Hiperbdlica e a Geometria Eliptica

O quinto postulado de Euclides é equivalente a afirmacdo de que, por um ponto fora
de uma reta, pode-se tragar apenas uma reta paralela a reta dada. A Geometria Hiperbdlica € a
Geometria que se obtém substituindo o quinto postulado de Euclides pelo seguinte postulado

caracteristico da Geometria Hiperbdlica:

“Por um ponto fora de uma reta, podem ser tracadas pelo menos duas retas que ndo

encontram a reta dada”.

A geometria hiperbdlica foi desenvolvida independentemente e quase
simultaneamente por dois matematicos contemporaneos: o russo Lobachevsky e o hingaro
Janos Bolyai. Porém, Lobachevsky foi o primeiro a expor suas idéias. Assim, a nova

geometria € conhecida como geometria de Lobachevsky.

Georg Friedrich Bernhard Riemann (1826 — 1866), em 1854, descartou que a reta seja
infinita, admitindo somente que a reta seja ilimitada. Assim, desenvolveu a Geometria
Eliptica, que € obtida substituindo o quinto postulado de Euclides pelo seguinte postulado,

caracteristico da Geometria Eliptica:

“Por um ponto ndo pertencente a uma reta ndo é possivel tracar nenhuma reta

paralela a reta dada’.

Podemos entdo esquematizar as geometrias da seguinte maneira:
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Geometria Neutra

Termos Primitivos

Relagdes Primitivas

Axiomas (exceto o das paralelas)

Termos definidos

Teoremas demonstrados sem o axioma das paralelas

+

+

Axioma das

paralelas:

Por um ponto
ndo pertencente a uma
reta € possivel tracar
uma reta paralela a

reta dada.

Axioma: Por
um ponto nao
pertencente a uma reta
passam mais de uma
reta paralela a reta

dada.

Axioma: Por um
ponto ndo pertencente a
uma reta nao € possivel
tracar nenhuma reta

paralela a reta dada.

Geometria

Euclidiana

Geometria Hiperbdlica

Geometria Eliptica
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2.8. A criacao de Modelos:

A visualizacio do que se passa quando trocamos o quinto postulado de Euclides pelas

versdes ndo Euclidianas, € feita por meio da constru¢do de modelos.

E dificil de imaginar as situacdes descritas por essas geometrias Para aceitar essas
possibilidades, devem-se usar superficies nas quais os axiomas sejam propriedades
verdadeiras. Assim, trés matematicos desenvolveram alguns modelos consistentes do plano
hiperbdlico. O primeiro modelo foi desenvolvido por Eugenio Beltrami (1835-1900) a
pseudo-esfera. Outro modelo foi criado pelo matematico Felix Klein (1849-1925). Henry-

Poincaré (1854-1912), também matemaético, produziu mais dois modelos.

Beltrami — (1835- 1900)

Beltrami foi o primeiro a introduzir um modelo para a geometria hiperbdlica. Em 1868
em um artigo intitulado “Essay on na Interpretation of ndo — eulclidean geometry *. Este
modelo usa a pseudoesfera, superficie de revolu¢ao da curva denominada tratctriz em torno de

sua assintota.

Klein-Félix (1849 — 1925)

Figura: 21
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Klein foi um gedmetra. Ele publicou em 1871 dois artigos sobre geometrias nao
euclidianas, onde introduziu um modelo completo para a geometria hiperbdlica e dois
modelos para a geometria eliptica, visto que o modelo de Beltrami, ndo era considerado
totalmente adequado, pois representava apenas uma parte do plano hiperbdlico, pois nesse

modelo as retas hiperbdlicas ndo poderiam ser estendidas ao infinito.

Os termos geometria Hiperbdlica e geometria eliptica para as duas geometrias nao

euclidianas foram introduzidas por Klein.

Jules Henri Poincaré (1854 — 1912)

Figura: 22

E considerado um dos maiores matematicos de todos os tempos, este detinha

conhecimento profundo de todas as dreas da matematica.

Poincaré introduziu dois modelos para a geometria hiperbdlica. Os modelos de
Poincaré sdo os mais utilizados no estudo e no ensino da geometria hiperbdlica, sao

conhecidos como modelo do semiplano superior € modelo do disco de Poincaré.

A geometria hiperbdlica, por sua vez, deve ser representada por uma superficie com

curvatura negativa.

A superficie usada € a da pseudo-esfera (modelo de Eugenio Beltrami), pois ela exibe

as propriedades requeridas pela geometria hiperbdlica, de curvatura negativa. Isto significa
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que em qualquer ponto da pseudo-esfera, curvas se cruzam com curvaturas em sentidos

opostos. E possivel ver isso nas figuras abaixo, que mostra um modelo da pseudo-esfera.

Figura: 23

A sela também atende aos requisitos da geometria hiperbdlica.

Figura: 24

Um modelo para o plano hiperbdlico € o disco de Poincaré, o qual sera descrito no

capitulo 3.
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CAPITULO 3: REFERNCIAL TEORICO

3.1 O modelo do disco de Poincaré

3.1.1. Plano, ponto e reta.

Henri Poincaré, ao estudar o plano hiperbdlico conseguiu representi-lo sobre uma
folha plana de papel, dentro de um circulo e na forma de um mapa, chamado disco de
Poincaré. Faremos algumas consideracdes a respeito desse modelo. Considerados conhecidos
os elementos bésicos de geometria euclidiana, inicialmente, constréi-se uma circunferéncia C

no plano.

A regido convexa delimitada por essa circunferéncia é nomeada de plano hiperbdlico.
Os pontos ali localizados sao denominados pontos do plano hiperbdlico, e em nada diferem
do plano euclidiano. Porém, nao é o que acontece com uma reta. Assim, vamos definir reta

hiperbdlica (geodésica).

Por defini¢do, temos que uma circunferéncia C é ortogonal a C’, se a intersec¢do de C
e C’ contiver dois pontos, e as tangentes, respectivamente, a C e a C~ (nesses pontos de

interseccao) forem perpendiculares.

As retas do plano hiperbdlico serdo, entdo, os arcos de circunferéncias C’, ortogonais a C,
contidos no plano hiperbdlico, juntamente com os segmentos de reta que contém o centro e

unem dois pontos de C, como pode ser visto na figura a seguir:
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Figura: 25

Com esta definicdo, denota-se que o plano hiperbdlico satisfaz os axiomas de
Euclides, mas com a seguinte alteracdo na formulacdo do 5° axioma (das paralelas): “Dados
uma reta do plano hiperbdlico e um ponto fora da mesma, existe um nimero infinito de retas

hiperbdlicas que possui o dado ponto e ndo encontram a dada reta”.
3.1.2. Angulos:

Se duas retas hiperbdlicas interceptam—se num ponto A, a medida do angulo formado
entre elas €, por defini¢do, a medida do menor angulo formado pelas semi-retas euclidianas
tangentes aos arcos (retas hiperbdlicas) em A. Portanto, no modelo do disco de Poincaré, os
angulos entre as tangentes sdo medidos como no modelo euclidiano, utilizando-se as retas
(euclidianas) tangentes aos arcos (retas-hiperbdlicas) (GREENBERG, (1998) apud

CABARITI 2004).

\= 89432
Q

Figura: 26
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3.2. Geometria Absoluta:

3.2.1. Axiomatica de Hilbert:

Termos Primitivos:

Tp 1- Ponto
Tp 2 — Reta
Tp 3 — Plano

Relacoes Primitivas:

Rp 1- Estar em
Rp 2 - Entre

Rp 3 — Congruéncia

Axiomas de incidéncia:

Al 1- Para cada dois pontos P e Q, existe uma unica reta que contém cada um dos dois pontos

Pe Q.

Al 2 - Sobre uma reta, existem pelo menos dois pontos.
Al 3 — Existem pelo menos trés pontos ndo colineares.
Axiomas de ordem:

Ao 1- Se um ponto Q estd entre um ponto P e um ponto R, entdo P, Q, R s@o trés pontos

distintos de uma reta, e Q estd, também, entre R e P. Em simbolos: P * OQ* R ou R* Q * P.

Ao 2- Dados dois pontos P e R ha sempre, pelo menos, um ponto Q sobre a reta PR tal que R

esta entre P ¢ Q. Em simbolos: P * R * Q.

Ao 3 - Dados trés pontos quaisquer de uma reta, apenas um deles esta entre os outros dois.
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Ao 4 - (Axioma de Pasch) Sejam P, Q e R trés pontos ndo colineares e seja r uma reta no
plano PQR, que ndo passa por nenhum dos pontos P, Q, R. Se a reta corta o segmento PQ,

entdo cortard também os segmentos PR ou QR.
Axiomas de congruéncia:

Ac 1- Se P e Q sdo dois pontos de uma reta r e P' € um ponto de uma reta r', entdo € sempre
possivel encontrar sobre a reta 7' um ponto Q', tal que o segmento PQ seja congruente ou

igual ao segmento P’Q’". Em simbolos: PQ = P'Q’.

Ac 2 - (transitividade) Se os segmentos P'Q' e P""Q" sdo congruentes com 0 mesmo segmento

PQ, também o segmento P'Q' é congruente com o segmento P"Q".

Ac 3 - Sejam PQ e QR dois segmentos da reta r que tenham somente Q como ponto comum, €
por outro lado P'Q' e Q'R' dois segmentos de uma outra reta s que tenham somente Q’ como

ponto comum: se PQ =P'Q'e QR = Q'R'entao PR=P'R'.

Ac 4 - Sejam dados um angulo <mE)  yma reta @’ e um dos lados determinados por a’, e

representemos por 4’ uma semi-reta de a' que parte de O': existe, entdo, uma e uma sé semi-
reta k' tal que o angulo L k) seja congruente ou igual ao angulo Zh %7 utilizando simbolos:

k)= £ E) e g que por sua vez todos os pontos interiores do angulo LR egtdo

situados no lado dado em relacdo a'. Todo angulo é congruente consigo mesmo.

Ac 5 — Dados dois triangulos ABC e A'B'C', se as congruéncias AB = A'B', AC = A'C',
LEAC = B'A'C e verificam, entdo, tem-se sempre, também, que <ASC =457

Axiomas de continuidade:

Ct 1- (Axioma de Arquimedes): Se PQ e RS sao segmentos quaisquer, entdo existe um
numero natural n tal que n segmentos congruentes a RS construidos continuamente a partir de

P sobre a semi-reta PQ, conterd o ponto Q.

Ct 2 - (Axioma da Continuidade Circular): Se uma circunferéncia C tem um ponto no interior
e um ponto no exterior de outra circunferéncia C’, entdo as duas circunferéncias se cortam em

dois pontos.
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Ct 3- (Axioma da Continuidade Elementar): Se uma extremidade de um segmento de reta esta
no interior de uma circunferéncia e a outra extremidade no exterior, entdo o segmento corta a

circunferéncia em um ponto.

Termos Definidos :

D 1- Os pontos que estdo situados entre P e Q chamam-se os pontos do segmento PQ ou QP.
D 2- Toda a reta € dividida por qualquer dos seus pontos em duas semi-retas.

D 3- A duas semi-retas & e k que partem de um ponto P e que nao formam uma reta, damos o

nome de angulo e o designamos por L) oy Lk

D 4- Dadas duas semi-retas 4 e k, os pontos do plano que em relagdo a 4 estdo no mesmo lado

que k, e a0 mesmo tempo estdo no mesmo lado que 4 em relacdo a k denominam-se pontos

interiores do angulo £(.%) ¢ formam o espaco angular [interior] deste angulo.

D 5 - Um sistema de segmentos AB, BC, CD,...KL chama-se uma poligonal, que une os
pontos A e L; esta poligonal também se designard abreviadamente por ABCD...KL. Os pontos
do interior dos segmentos AB, BC, CD,...,KL, assim como os pontos A,B,C,D,...K,L chamam-
se, todos eles, os pontos da poligonal. Em particular, se os pontos A,B,C,D,...,K,L estdo todos
num plano e se, além disso, o ponto L coincide com o ponto A, entdo a poligonal chamar-se-4
um poligono e designar-se-a por poligono ABCD...K. Os segmentos AB, BC, CD,..., KL
chamam-se, também, os lados do poligono. Os pontos A,B,C,D,...K sdo denominados de
vértices do poligono. Poligonos com 3, 4,.. n vértices chamam-se tridngulos,

quadrilateros,..., poligonos com n vértices (ou n-agonos).

D 6 - Dois angulos que t€ém o vértice e um lado comum, e cujos lados ndo comuns constituem
uma reta, chamam-se angulos adjacentes suplementares. Dois angulos com o vértice
comum em que cada lado de um deles constituindo com um dos lados do outro uma reta,
chamam-se angulos verticalmente opostos. Um angulo que é congruente com um seu angulo

adjacente suplementar chama-se um angulo reto.

D 7- Um tridangulo ABC diz-se congruente com um tridngulo A'B'C’, se sdo verificadas todas

as congruéncias:

AB=4'B AU=A'C BU=B'C" Ad=s4' #B=rsBe JU=20",
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D 8 — E chamado de angulo obtuso o angulo que é maior que o seu angulo adjacente
suplementar, ou maior do que um angulo reto; um angulo que € menor do que o seu angulo

adjacente suplementar, ou do que um angulo reto chama-se angulo agudo.

D 9 - Os angulos £A5C | £E5CAe £CUAEque pertencem a um tridngulo ABC chamam-se os
angulos deste tridngulo; os dngulos adjacentes suplementares chamam-se os seus angulos

externos.
D10- Duas retas dizem-se paralelas se estdo num mesmo plano e ndo se interceptam.

D 11- Se M € um ponto qualquer de um plano a, entdo ao conjunto de todos aqueles pontos A,
em a, para os quais os segmentos MA sdo congruentes entre si, chama-se circunferéncia; M

chama-se centro da circunferéncia e MA € o raio.
3.3. Teoremas demonstrados sem o postulado das paralelas

T 1- (LAL) Dados os tridngulos ABC e A'B'C' se AB=A'E' AlU= A'Ce L8AC= LB A'CY,

entdo os tridngulos sdo congruentes.
T 2 - Por um ponto qualquer de uma reta existe uma tnica reta perpendicular a ela.
T 3- A soma das medidas de dngulos suplementares € igual a 180°.

T 4- Se uma reta é levantada sobre outra reta, formard com ela ou dois angulos retos, ou

angulos cuja soma € igual a dois retos.

T 5- Se por um ponto C de uma reta A&, tracarmos outras duas retas D e EC taisque D e E
estejam em semi-planos opostos em relacao a AE e, ainda, se DC e EC formarem com

AEangulos adjacentes suplementares, entdo £C e #C serd uma tnica reta.

T 6- Se uma reta intercepta outras duas formando com ela angulos alternos internos iguais

entre si, as duas retas s@o paralelas.

T 7- Se uma reta s intercepta outras duas r, ¢, formando um angulo externo congruente ao
interno oposto da mesma parte, ou também os dois internos da mesma parte iguais a dois

retos, entdo s e r sdo paralelas.

T 8- Um angulo externo de um tridngulo € maior que qualquer um dos angulos internos nao

adjacentes.
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T 9 - Se a soma das medidas de dois 4ngulos adjacentes é 180°, entdo os lados sdo alinhados.

T 10 (LLL) Dados os triAngulos ABC e A'B'C' se AB=A'E' AU =AT'e BC= B'C" entdo 0s

tridngulos sdo congruentes.

T 11- (ALA) Dados os tridngulos ABC e A'B'C' se £EAU=ZB'A'C" AB=4"F'¢e

LABC = ZA'E'CY entdo os tridngulos sdo congruentes.

T 12- Dado um triangulo ABC, traga-se a reta que passa pelos pontos médios de dois de seus

lados DE. Tracando ainda por B e C perpendiculares a reta DE, que a interceptem,

respectivamente, nos pontos F e G. Nestas condi¢des temos que:

1- DE¢ paralelo ao lado BC do tridngulo.

2. ER=CG,

3. m(EEF)+m(DCG)=m(EAC)

T 13- A soma de dois quaisquer angulos de um tridngulo é menor que 180°

T 14- Os angulos da base de um triangulo is6sceles sdo congruentes.

T 15- (LAAo) Dados os tridngulos ABC e A'B'C' se £BAC'=£E'A'C" EC: B'Ce
LABC = ZA'E'C" entio os tridngulos sdo congruentes.

T 16 - Para cada dois pontos P e R existe sempre pelo menos um ponto S sobre a reta PR, que

estd entre P e R.

3.4. Axiomas, definicoes e teoremas da geometria hiperbdlica:

3.4.1. Axiomas hiperbdlicos
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Axioma Hiperboélico 1 — Seja r uma reta qualquer e P um ponto fora desta reta. Sempre

existem duas semi-retas s e s, que partem de P e ndo constituem uma s6 reta e que ndo

cortam r, mas toda semi-reta que parte de P e situada no espaco angular formado pors e s,

cortaaretar.

Figura: 27

3.4.2. Definicoes da geometria Hiperbdlica.

DH 1- Suponhamos uma reta r dividida por qualquer dos seus pontos R em duas semi-retas

e r,, e estando as semi-retas s, ¢ 7, de um lado dareta PR e s,, r, do outro lado da mesma
reta, dizemos que a semi-reta s, € paralela a semi-reta 7, , e, analogamente, a semi-reta s, €

paralela a r, . As duas semi-retas s, € s,s30 paralelas a retar.

I

Figura: 28

DH 2- Toda semi-reta determina um sentido e todas as semi-retas paralelas entre si

determinam um mesmo sentido. Uma semi-reta que parte de A com o sentido & serd
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designada em geral por (A, ). Uma reta tem sempre dois sentidos. Em geral uma reta cujos

sentidos sioa e [ é designada por(a, f3).

Sentido de paralelismo: a semi-reta s, é paralela a r, a direita, assim como a reta s, é
paralela a semi-reta 5 a esquerda. Ainda, por P, passam as paralelas aretar (s, s,) sendo s,

paralela a esquerda e s, paralela a direita.

Figura: 29

Ha dois tipos de paralelas:
® As duas paralelas a reta r, pelo ponto P. (set).

e as infinitas paralelas (m) que passam por P e por um ponto (O) no interior do angulo

LAEPZ

Figura: 30
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DH 3 - As retas s e t, paralelas a reta r pelo ponto P, sdo chamadas assintéticas. As retas
determinadas por P e por um ponto situado no interior de <“A*Z sdo chamadas paralelas

divergentes por P em relacdo a reta r. As retas determinadas por P e por um ponto situado no

interior de ¥ F¥sdo secantes a retar.

Figura:31

DH 4- As retas s e t sdo paralelas assintéticas a reta r por P. O angulo formado pela
perpendicular  reta r por P forma com as retas s e t ingulos denominados Angulos de

Paralelismo.

Figura: 32

DH 5: Se dos extremos de um segmento de reta E forem tracadas duas retas paralelas

assintdticas num determinado sentido, e tomando-se um ponto qualquer de cada reta
posicionados no lado do paralelismo (S e R), a figura SPQR ¢ chamada de biangulo e o

segmento dado € a sua base.



Figura: 33

DH 6: Um quadrilatero de Saccheri ¢ um quadrilatero no qual dois de seus lados opostos
sdo congruentes e perpendiculares a um outro seu lado, chamado de base. O lado oposto a

base é chamado topo.

D C
90° 90°
Figura: 34

AE: base (perpendicular comum a ADe E)
D' topo

AD = EC: lados opostos congruentes
Angulos da base: 4= E (retos)

Angulos do topo: Ce D.
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DH 7: Um quadrilatero de Lambert ¢ um quadrilatero com trés angulos internos retos.

Figura: 35

DH 8 — Na geometria hiperbdlica, duas retas paralelas ndo t€ém um ponto comum, porém se

diz que se encontram num ponto ideal.

Ponto ideal — ponto de encontro de duas retas paralelas.

DH 9 - Triangulos dmega: A geometria hiperbdlica permite a existéncia de tridngulos com

um ou mais vértices em pontos ideais. Estes sdo chamados de tridngulos 6mega.

Figura: 36
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DH 10 - Circunferéncia ¢ o lugar geométrico dos pontos eqiiidistantes de um ponto fixo

denominado centro e que estd inteiramente contido no plano hiperbdlico.

unferéncia

Figura: 37

DH 11 - Feixes de retas

Na geometria hiperbdélica existem dois tipos de feixes: o feixe de retas paralelas e o

feixe de retas nao secantes.

Tipo I: feixe constituido de todas as retas do plano perpendiculares a uma mesma reta.

Hipercirculo ou curva eqiiidistante, ¢ a trajetoria ortogonal de um feixe de retas com uma
perpendicular comum, € o lugar geométrico dos pontos eqiiidistantes a linha base do feixe,
que estdo do mesmo lado em relacdo a ela. Na figura o arco P’R’S’ € um hipercirculo, tendo

como linha base a reta a. As retas p, g, 1, s pertencem ao feixe.

Figura: 38

Tipo II - feixe constituido de todas as retas do plano paralelas entre si no mesmo sentido.
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Horocirculo ou curva limitante € a trajetdria ortogonal de um feixe de retas com vértice num

ponto ideal, é o lugar geométrico dos pontos eqiiidistantes do ponto ideal (P).

TN

Aarocire

Figura: 39

DH 12: A deficiéncia (defeito ou diferenga) de um tridngulo qualquer £45C°¢ a diferenca

entre 180° e a soma das medidas dos seus angulos internos.

4 =130" ~[m(A) + m(B) + m(C)]
3.4.3. Teoremas da Geometria Hiperbdlica.

TH 1: Dados uma reta qualquer r e um ponto P fora desta reta. Passam pelo ponto P as retas s
e t, paralelas a reta r. Toda reta q que passa por P, e por um ponto qualquer O, situado no

espaco angular formado por XPZ, € paralela a reta r.
Demonstracao:

a) As retas s e t sdo paralelas a reta r pelo ponto P, e q passa por P e pelo ponto O situado no

interior de £APZ . (hipotese)

Figura: 40
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b) Suponhamos que a reta q nao seja paralela a reta r. (negacao da tese)

c) A retar € interceptada por q no ponto qualquer Q.

Figura: 41

d) Baixemos a perpendicular a reta r por P e designemos de R o ponto de intersecc¢do entre a

reta r e a perpendicular tragada.

Figura: 42

e) X é interno ao APQR , temos que PX intersecta a reta r.
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Figura: 43
f) Porém, PT (reta s) ndo intersecta a reta r (hipétese). Portanto q || r.

TH 2- Dada uma reta r e um ponto P ndo situado em r, para cada sentido existe uma dnica

reta assintética em relagdo a reta r pelo ponto P.

Figura: 44

Demonstragao:

a) Dados a reta r, o ponto P ndo situado em r, e as paralelas assintdticas, s e t,
respectivamente a direita e a esquerda da reta r por P.

b) Suponhamos existir, além de s, outra paralela q assintdtica a reta r por P, a direita.

¢) Baixemos uma perpendicular a reta r por P, e denominemos sua intersec¢do com r de Q.

d) Observamos uma das seguintes situagdes:
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1- g estd no interior do angulo sPQ

Figura: 45

2- s estd no interior do angulo ¢gPQ.

/

Figura: 46

e) No caso 1, areta q encontraria r, pois q seria uma reta secante a retar.

f) No caso 2, a reta s encontraria r, pois s seria uma reta secante a reta r. Contradi¢do. Logo a

reta s € Unica.
- O mesmo pode ser provado para o outro sentido (a esquerda).

Teorema hiperbolico 3: As paralelas assintdticas s e t em relagdo a reta r por P formam
angulos congruentes com a perpendicular baixada de P a reta r. Os angulos de paralelismo

sdo congruentes e agudos.



Demonstragao:

a) Sejam s e t as paralelas assintSticas a reta r por P, < f&e Y05 angulos de

paralelismo, comPQ Lr.

Figura: 47

b) Demonstraremos que + *& =¥ F&

1- Suponhamos TRg-XTFRQ (negacgdo da tese).

2 - Tracemos FRtal que: £FE=IFY

Figura: 48
3. YPO> QJ.?R'

4- PRest4 no interior de * F ¢
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5 - PR ndo é paralela a reta r por P (t € paralela assintética e FRestd 'abaixo’ dela, o que

significa que PR secante 2 reta r).
6 — Prolonguemos PR até intersectar a reta r no ponto S.

7- Tomemos T em r tal que 05 = E'_Te tracemos T .

g- LPSY = ‘EPTQ, pois g5=0T (por construcio), PQS = Pér (retos) e E(comum).
9. Q.';'R;Qé'?'

1O_X?QEQPT'

11- Mas, RPQOQPT.

12 - Contradigdo. Logo ¥ ¥¥ ndo é maior < F¥.

¢) — Da mesma forma podemos supor TR XFd, provarmos que £ P& ndo é maior que

YFY sendo, portanto, congruentes (X Fa=rFry ).

d) Demonstremos que * ¥ e ¥ £ 530 agudos.

1- Se supormos AP e TFY retos, as retas s e t formariam uma dnica reta.
3- Porém, s e t sdo retas distintas, logo TFZe VP2 3o sio retos.

4- Suponhamos que < F& e & sejam obtusos.

5- Traca-se areta FF tal que Fre seja reto.

6_XPQ>FPQ.
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7- FF passard pelo interior do angulo P

9- Logo FF intersecta a retar.
10- Mas PFé paralela a reta r por P.

XFQe

11- Contradi¢do. Logo, TF& ndo sdo obtusos.

e) Portanto, os angulos TFZ ¢ ¥FL §30 agudos, uma vez que ndo sao nem retos nem

obtusos.

Teorema hiperbdlico 4- Uma reta s paralela assintdtica a uma reta r por um ponto P, em
um determinado sentido, também o serd em cada um de seus pontos, no mesmo sentido do

paralelismo.

Teorema hiperbdlico 5- Se uma reta r é paralela assintética a uma reta s, entdo, areta s é

paralela assintética a reta r.

Teorema hiperboélico 6- Se uma reta s ¢ paralela divergente a uma reta r, entao, a reta r é

paralela divergente a reta s.

Teorema hiperboélico 7- Se duas retas t e s sdo paralelas assintéticas a uma reta r, na

mesma direc¢do, entdo, sdo paralelas entre si.

Teorema Hiperbélico 8- Uma reta paralela assintética s, em relacdo a uma reta r, se

aproxima de r, no sentido do paralelismo.

Teorema Hiperboélico 9 — Duas retas que nao se interceptam apresentam uma unica

perpendicular comum.

Teorema hiperbélico 10- Uma reta s paralela divergente a uma reta r por um ponto P,

também o serd por qualquer outro seu ponto.
TH 11: Em um biangulo, o angulo externo é¢ maior que o angulo oposto.

TH 12: Se duas retas interceptadas por uma transversal formar dngulos, nos quais se pode

69



70

verificar uma das oito relacdes abaixo, entdo, as retas sdo paralelas divergentes.

—

o

Figura: 49

Relacdes: 1=7; 2=8; 3=5; 4=6, 1=5; 2=6, 3=7¢ 428,

Obs: ™+ (E) = m(Zy+ (T) = m(3)+(6) = m(4)+(5) =120"

TH 13: Se dois biangulos apresentam um angulo interno e a base congruentes, entdo, eles

sdo congruentes.

TH 14: (A-A) Se dois bidngulos apresentam os angulos correspondentes congruentes, entdo,

eles sdo congruentes.

TH 15: A reta que une os pontos médios do topo e da base de um quadrildtero de Sacheri é

perpendicular a ambos; os angulos do topo sdo congruentes.

Figura: 50
D=0C ;K eL sdo pontos médios respectivamente de AFe CD: KL LAR, KL LDC

Demonstragao:



a) Seja DABCD um quadrildtero de Saccheri, sendo ABa base e sejam K e L os pontos

médios respectivamente de ABe DC (hipotese).

b) Demonstraremos que os angulos do topo sdo congruentes (£ =" ou ADC = 5D

1- Tracemos E, CKe DK,
2- 8ADK = ABCE  pois AK =EBX (hiptese); A= F e AD = EC

3. CE :=DKe ADE=ECE.

4 - HCEL=ADEL pois CK=D¥, CL=DL (hipétese) e KL (comum).
5. KDL=KCL.
6. MADE) +m(KbL) = m(BC K) +m(KC.'Lj.
7. ADC=ECD
¢) Demonstraremos que KL¢ perpendicular a base A .
1- D.%LEG’.%L’ .-fl}.".CDE BzéfC'.
2. H:'I:AFE'D) + D K' Ly= m(C'.%Lj + mI:BKC')
3. m{AKLY = m( B Ly
4- A Le B X L sao congruentes e suplementares.

5-Logo AXLe EX L sio retos.
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d) Para demonstrar que 7% ¢ perpendicular ao topo “2', usa-se 0 mesmo raciocinio anterior.

Como £CKL=ADKL prova-se que os angulos C'2X e D LK s3o congruentes e retos.

TH 16: A base e o topo de um quadrildtero de Saccheri fazem parte das retas que ndo se

interceptam, ou seja, sdo paralelas divergentes, e também o sdo os outros dois lados.
TH 17: Os angulos do topo de um quadrilatero de Saccheri sao agudos.

Demonstragao:

Figura: 51

1- Consideremos o DABCD um quadrilatero de Saccheri, de base AE e topoﬁ.

2- Prolonguemos DCe AE e tomemos E e F dois pontos quaisquer do prolongamento de,

respectivamente, DC ¢ AB . Tracemos as retas 0F e CH paralelas assintéticas 2 reta AE,

no sentido de F (no caso, a direita), respectivamente, por D e por C.

3- Analisaremos se D% e CH estdo sob a reta DCE.

3.1- DCE é€ paralela divergente a ABF por D.
3.2- DG paralela assintética a ABF por D.
3.3 - D estd no espaco angular EDA.
3.4 - Analogamente CH estd no espaco angular ECB.

4 - CHe DG g30 paralelas assintdticas entre elas, no mesmo sentido em que sdo paralelas

assintéticas em relagdo a A£ (no caso, a direita).



5 - Logo oHCDG ¢ um biangulo de base CD.

6. CDG<ECH

7 - oGDAF e ocHCBF sao biangulos.
8- DAF=CEF (retos) e DA=CE,
9. GDA=HCE,

10 — Comot'DG<ECH — gsomando “24 em ambos os membros, temos
que(E PG m(G DA Cm(ECE) +m(T LA oy ainda podemos substituir GDA por FCE,

obtendo ”‘E‘:'é-‘q:‘ < ’”(Eé ) +m(H.C-.‘Ej‘ Ou seja, mr:C'EJA) < m(Eé B
11- Mas,CDA=DCE.

12 - Entio, DCE<ECE.

13 - m(D.C'Ejﬂn[:EC.'B):lED"'

14 - m(DE’E’j<9ﬂ°'

15 . m(C DA <on’

. ]
Logo temos que ™ ¢ 1 <07

TH 18: O angulo nao reto de um quadrilatero de Lambert é agudo.

TH 19: Seja um quadrilatero tABCD, com Ae Sretos e AD < BC . Entdo, temos que > ¢,

TH 20: Sejaum quadrilatero DABCD, com e E retos e AD > EC . Entdo, temos que

Dzl
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TH 21: Sejaum quadrildtero cABCD, com Ae F retos e <L Entdo, temos que

BC» AD,

TH 22: Seja cABCD um quadrildtero de Lambert, com angulos em A, Ee ' retos, temos
que os lados adjacentes a D (angulo agudo) sao maiores do que seus respectivos lados

opostos.

TH 23: Seja cABCD um quadrildtero de Saccheri, de base AE, temos que DC > 4B ou

seja, o topo é maior que a base.

- TH 24: A soma dos angulos internos de um tridngulo £450°¢ menor que 180°, ou seja,

m[;}r; w,u(.éj *m(ri*) <1’

Demonstracao:

1 - Consideremos o 8445 (hipétese)

Figura: 52
2 - Sejam D e E os pontos médios respectivamente de ABe AC  Tracemos DF .

3 - Tracemos por B a perpendicular a reta DF, que a encontra no ponto F. Do mesmo

modo, tracemos por C a perpendicular a reta DE, que a encontra em G.

4 - O quadrilatero tGFBC € um quadrilatero de Saccheri, sendo de base FG
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5. mFEC)»m(GCE) ¢ jgual 2 soma dos Angulos internos de £45C

6. M(FEC) 90", m(GCB) <90’

7 m(FBC) (G C B)<180°

8 — Portanto, a soma dos 4ngulos internos de um tridngulo é menor que 180°.

TH 25: A soma dos angulos internos de um quadrildtero tABCD € menor que quatro

angulos retos, ou seja, LA+ mE) +m(L) +m(D) < 360°

TH 26: (AAA) Se dois tridngulos apresentam respectivamente iguais os trés angulos

internos, entdo, os tridngulos sdo congruentes.

TH 27: A medida de um angulo externo de um triangulo € maior que a soma das medidas

dos angulos alternos ndo adjacentes a ele.

TH 28: A medida de um angulo inscrito em um circulo é menor do que a metade da

medida do angulo central correspondente. Temos que considerar trés casos:
1° caso: O é interno ao angulo.

2° caso: O estd num lado do angulo.

3° caso: O € externo ao angulo.

TH 29: As trés retas perpendiculares nos pontos médios aos lados de um tridngulo ou
passam por um mesmo ponto, ou sdo paralelas divergentes ou paralelas assintéticas num

mesmo sentido.

TH 30: Tomando-se um ponto D do segmentoAZ, de um triangulo 445C a deficiéncia de

£ABCE jgual 2 soma das deficiéncias dos tridngulos &ACL e ABCD

3.5. Tépicos de Geometria Euclidiana: Poténcia de Ponto, eixo radical,

equipoténcia, inversao.
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3.5.1. Poténcia de Ponto em relacio a um circulo.

Poténcia do ponto P em funcdo do raio m e da distdncia d = PC ao centro da

circunferéncia:

Figura: 53

Pot(PC) = PA".PB'=|d —n|.(d+m) =|d> —m’|

3.5.2. O eixo radical de dois circulos

Sejam dados dois pontos fixos B e C, e um comprimento d constante. Construir um

triangulo retangulo de catetos d e y e hipotenusa x, como indicado na figura 54.

Figura: 54

Os arcos (B, x) e (B, y) (figura 55) determinam pontos A e A’, tal que as distancias de
A (A’) ao ponto B ¢ hipotenusa (x) e a distincia de A (A’) ao ponto C € cateto y do tridngulo

retangulo.

Figura: 55
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As distancias de (A, A’) aos pontos B e C tém diferencas dos quadrados constantes:

x? — y? = d? = constante.

Unindo B a C, e baixando a perpendicular por A a BC obtemos uma reta /, tal que todo

ponto A € [ tem a propriedade enunciada acima, conforme figura 56.
Prova: Seja A, B, Ctalque x*— y* =d“eAA’ €1,
figura 56.

No AABH{x?=m?+(AH)? (1)

No AACH{y? =n?+ (AH)? (n B m

Subtraindo (1) — (II), temos x*— y* = m?* —n* )
Figura: 56

Fa
ba

Il
B

Mas, por hipétese, x2— y
Entdo, m*— n* =d*

Temos, também: AABH {(x)? =m? + (A'H)? ]
AACH{(y)? =n? + (AH)

E (x)2—(y)2=m?—n?=d?

Disso segue: O lugar geométrico (/g) dos pontos A, cujas distancias a dois pontos fixos
B e C variam, mas conservam, respectivamente, a diferenca dos quadrados constantes, ¢ uma

reta perpendicular a reta BC (eixo radical).
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3.5.3. Equipoténcia

Def.: Um ponto € dito equipotente em relagdo a duas circunferéncias quando sua

poténcia (poténcia do ponto) € a mesma, tanto com relagdo a uma como com relagdo a outra.

O lugar geométrico (/g) dos pontos eqiiipotentes com relacdo a duas circunferéncias é
uma reta perpendicular a reta dos centros, € é denominado eixo radical (e.r.) dessas

circunferéncias.

Prova: Seja P um ponto eqiiipotente com relagdo as circunferéncias (B,b) e (C,c).

Sejam x e y as distancias PB e PC, respectivamente (figura 57).

Figura: 57

Entdo, Pot(P,B) = |x?— h?|
Pot(P,C) = |v* —c?|
Como P ¢ eqiiipotente, devemos ter: |x? — bZ| = |y? —c*

Se b > ¢ obtemos:

Construcdo do (e.r.), dadas as circunferéncias (B,b) e (C,c)Construir um triangulo

retangulo de hipotenusa b e cateto ¢, conforme figura 58. O outro cateto serd d, pois:

b:_flzdf
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d

Figura: 58

Tendo os centros das circunferéncias B e C, e 0 comprimento d, construir a reta [ (e.r.),

como Visto anteriormente.
Se P € o ponto da circunferéncia, sua poténcia € igual a zero.

De fato, se temos a circunferéncia (B,b) e P € (B,b), temos PE=5b =x e

Pot(P,B) = |b* — b*| =0, figura 59.

Figura: 59

Método Pratico:
1° caso: As circunferéncias sdo secantes:

O eixo radical é a secante comum, pois os pontos secantes P e P’ sdo eqiiipotentes

(poténcia nula), e dois pontos determinam uma reta (figura 60).

Pot(P,B) = Pot(P,C) =10

Pot(P' B) = Pot(P,C) =0

Figura: 60
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2° caso: As duas circunferéncias sdo tangentes externas ou internamente (figura 61): O

eixo radical € a tangente comum, pois o ponto de tangente € eqiiipotente em relacdo as

circunferéncias ( e.r. L BC).

Figura: 61

3° caso: As duas circunferéncias ndo se encontram, podendo ser externas ou internas.
Neste caso, recorremos a uma circunferéncia auxiliar de centro X que corta as duas outras. Os
eixos radicais das circunferéncias de centros B e X, e das circunferéncias de centros de C ¢ X
se encontram num ponto P eqiiipotente com relacdo as trés circunferéncias. Logo, P pertence

ao eixo radical das circunferéncias de centros B e C, que é perpendicular a BC (figura 62).

Figura: 62

Def.: Duas circunferéncias sdo ditas ortogonais quando se cortam, e os dois raios que

incidem no mesmo ponto sdo perpendiculares entre si.

Caso Particular: O lg dos centros de circunferéncias ortogonais, simultaneamente a

duas circunferéncias fixas, € o e.r. delas.
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Justificativa: Se a circunferéncia (A,a) € ortogonal as circunferéncias (B,b) e (C,c), os
raios a de A sdo tangentes as circunferéncias (B,b) e (C,c). Como poténcia é tangente ao

quadrado, o ponto A € eqiiipotente.

Figura: 63

Pot(A,B) = Pot(A,C)=a’

Entdo, todo centro de circunferéncia ortogonal a (B,b) e (C,c) é eqiiipotente com

relacdo a (B,b) e (C,c); logo, pertence ao e.r. de BC.

3.5.4. Inversao com respeito a uma circunferéncia

Def.: Dada uma circunferéncia (O,r), definimos o inverso de qualquer ponto P
(distinto de O) como sendo o ponto P’ sobre a reta que passa por OP, cuja distancia de O

satisfaz a equacdo OP.OP'=r", conforme COXETER (1961).
Dizemos que os pontos P e P’ s@o inversos em relagdo ao circulo (O, r).

Se um dos pontos P ou P’ estd fora da circunferéncia, entdo, o outro estd dentro, e

vice-versa.

Construgdo: Para se construir o inverso de um dado ponto P, dentro do circulo de
inversdo, seja T o final da corda através de P, perpendicular a OP. Entdo, a tangente em T

encontra OP (estendido) no ponto P’. Desde que os tridngulos retangulos OPT e OTP’ sao

Oo°P r

=—— ou r*=0P.OP'
r OP'

semelhantes e OT = r, temos:
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Figura: 64

Para a construcdo do inverso de um dado ponto P’, fora do circulo de inversao: seja T
um dos pontos de intersec¢do deste circulo com o circulo de didmetro OP’. Entdo, o

procurado ponto P é o pé da perpendicular de 7a OP".

Teorema: Se uma circunferéncia (O’,r’) passa através de dois pontos distintos P e P’,
inversos em relacdo a uma circunferéncia (O,r), entdo as circunferéncias (O’,r’) e (O,r) sao

ortogonais.

Justificativa: Seja O e O’ os centros das circunferéncias e A um de seus pontos de
intersec¢do, figura 65. Desde que AO = r, e PP’ sdo inversos, temos OP.OP'= (OA)* =17, e,

conforme a poténcia de ponto (j4 vista anteriormente), AO é tangente a (o’,r’). Portanto, os

raios OA e O’A sdo perpendiculares; logo, essas circunferéncias sdo ortogonais.

Figura: 65
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CAPITULO 4: METODOLOGIA DA PESQUISA

Numa pesquisa sempre existe uma interrogacao, ou seja, uma pergunta que motivou a
investigacdo do assunto. Essa investigacdo deve ser feita de modo que propicie um avango da

area de conhecimento a qual se aplica.

A metodologia orienta os caminhos a serem seguidos e os instrumentos que serio

utilizados, para se fazer a pesquisa.

Na pesquisa quantitativa, o pesquisador tem uma postura neutra diante dos dados, os
quais sdo mensurdaveis e tratados matematicamente. Os dados sdao obtidos de modo que

possam ser transformados em niimeros.

Por outro lado, na pesquisa qualitativa hd interacdo entre o sujeito e o objeto. O

7z

contexto € considerado na significagdo da andlise e o resultado da pesquisa se dd numa

compreensdo interpretativa dos dados.

Bogdan e Biklen (1994) apresentam cinco caracteristicas que configuram esse tipo de

estudo:
1) a fonte de dados € o ambiente natural e o investigador € o instrumento principal;
2) € descritivo;
3) os investigadores interessam-se mais pelo processo do que pelos resultados;
4) a analise dos dados tende a ser indutiva; e
5) o significado é de importancia vital nessa abordagem.

O pesquisador busca compreender melhor o processo, mediante o qual as pessoas
constroem os significados, para descrever em que consistem estes mesmos significados. Para
tanto € necessario, que o pesquisador atue diretamente no ambiente de investiga¢do, por meio

do trabalho de campo.

O cardter descritivo da investigacdo qualitativa tem por objetivo a compreensao dos
motivos, interesses € crengas, entre outros conhecimentos pessoais, por meio da interagdo

entre o investigador e o grupo investigado. O pesquisador faz uso de uma grande quantidade
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de dados descritivos, obtidos através de situagdes, pessoas, ambientes, depoimentos, dentre
outros elementos, que sdo, posteriormente, por ele reconstruidos, observando que: “O objetivo
principal do investigador € o de construir conhecimento ¢ ndao o de dar opinides sobre

determinado contexto” (BOGDAN & BIKLEN, 1994).

O trabalho aqui desenvolvido engloba as caracteristicas anteriormente relacionadas
pelos pesquisadores BOGDAN & BIKLEN; portanto, ela pode ser considerada como uma

investigacdo qualitativa.

Os dados obtidos na pesquisa de campo foram coletados das experi€ncias dos
participantes por meio de observagdes, anotacdes dos sujeitos, e do pesquisador e fotografias.
Por existir uma preocupacdo com o0 contexto em que ocorriam, € para se ter uma boa
compreensdo, as agdes foram observadas no seu ambiente habitual de ocorréncia, em

situagdes de contato direto.

Para melhor descrever a investigacdo, utilizamos as propostas metodoldgicas de
(ROMBERG, 1992), o qual indica dez passos a serem seguidos numa pesquisa em Educacao
Matematica, conforme representacao grafica a seguir. Esse autor destaca dez procedimentos
essenciais ao desenvolvimento de uma pesquisa, os quais ndo se realizam, necessariamente,

nesta ordem e na pratica, nio se separam tao nitidamente.



4.1. O modelo de Romberg.

1. Fenémeno de
interesse

l

2. Modelo
Preliminar

A\ 4

3. Relacionar com
idéias de outros

A4

5. Slecionar estratégias
de pesquisa

A\ 4

4. Questéesou
conjeturas

6. Slecionar-procedimentos
de pesquisa
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7. Qoletar evidénaas

v

8. Interpretar
evidéndas

A4

9. Relatar resultados

A 4

10. Antecipar as
acoes dos outros

Fonte: (ROMBERG, 1992, p.51

O interesse e a relevancia desse fendmeno foram justificados no inicio desse trabalho, o qual
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4.1.1. Identificando o fenomeno de interesse.

O fendmeno de interesse parte de uma curisodade do pesquisador sobre uma questao

que envolve a Educagdo Matematica.

Em nosso caso o interesse esta para O ensino da geometria Hiperbdliica por meio de régua e

compasso e do software Cabri- Géometre II ( menu- hiperbdlico).
4.1.2. Modelo Preliminar

Sdo as suposicdes sobre certos aspectos importantes, consiste em um esquema
composto por varidveis do fendmeno e como estes estdo relacionados. Abaixo apresentamos o

modelo elaborado em relagcdo a nossa pesquisa:

Aspectos Implicacées

Educacionais \ /

Régua e Compasso e - Elaboracéo de uma
i proposta de ensino

Cabri-Géometre Il Hiperbdlico

\ — v
Possibilidades de Acesso FASE

utilizagdo INTERMEDIARIA
— _/
—~—
FASE INICIAL
Aplicacdo das atividades
4 Limitacé
Ensino da Geometria Hiperbdlica Imitagoes
através de régua e compasso e Cabri- L
—>
Géometre Il Hiperbdlico Contribuiges
Possibilidades
N -

—
FASE FINAL
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4.1.3. — Relacionando com idéias dos outros.

Segundo Romberg (1992), “Uma atividade importante € examinar o que outras pessoas
pensam sobre um fendmeno, e determinar se suas idéias podem ser usadas para esclarecer,
ampliar ou modificar o modelo proposto”. Dentre as pesquisas sobre Geometria Hiperbdlica
que tivemos acesso, encontramos investigacdes que contemplavam niveis bem elevados dessa
geometria, e também, trabalhos que se voltavam para o desenvolvimento histérico dessa drea
de estudos, bem como abordavam essa drea em ambientes informatizados, dentre os quais

citaremos alguns:

BRITO, Arlete de Jesus. Geometrias ndo-euclidianas: um estudo histdrico-
pedagdgico. 1995. 187f. Dissertacio (Mestrado em Educag@o) - Universidade Estadual de

Campinas, Campinas.

Brito apresentou um estudo histdrico-pedagdgico onde fez a reconstitui¢do histérica
das geometrias nao-euclidianas. Preocupou-se em apresentar o contexto filoséfico e cultural,
desde os gregos do séc. V a. C., até Kant no séc. XIX, apresentou alguns dos principais
teoremas da geometria hiperbdlica. O foco do trabalho € mostrar o contexto que possibilitou

o surgimento de uma nova geometria.

CABARITI, Eliane. Geometria Hiperbolica: uma proposta diddtica em ambiente
informatizado, 2004. 180f. Dissertacio (Mestrado em Educacdo Matematica) — Pontificia
Universidade Catolica, Sao Paulo.

Esse trabalho visou contribuir para o processo de ensino e aprendizagem da Geometria Hiperbdlica,
com o uso do software Cabri-géometre, para um curso de formacao de professores de Matematica.

LINS, Geraldo Henrique Botelho. Introducdo a Geometria Hiperbolica: Semelhancas e
Diferencas. 2002. 200 f. Dissertagdo (Mestrado em Matematica Aplicada) - Universidade Federal do
Rio de Janeiro, Rio de Janeiro.

O autor fez o estudo da geometria hiperbélica a partir dos Fundamentos de Geometria de Hilbert,
apresentou os principais matematicos envolvidos na descoberta da geometria hiperbdlica. Estudou o
plano hiperbdlico, suas métricas e a trigonometria hiperbdlica. Fez também uma comparagio entre a
geometria euclidiana e a hiperbdlica.

PILLA, Eliane Cristina Geroli. Construgcoes de constelacoes de sinais geometricamente
uniformes. Dissertacdo (Mestrado em Engenharia Elétrica) — Universidade Estadual de Campinas,

Campinas.
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O objetivo do trabalho foi construir constelagdes de sinais geometricamente uniformes no

plano hiperbdlico, usando pavimentagdes hiperbdlicas.

Com a finalidade de poder contribuir para o desenvolvimento dessa drea, e também,
olhando as possibilidades de insercdo desse assunto nos niveis fundamental e médio, optamos
por realizar um estudo de conceitos iniciais de geometria hiperbdlica como: ponto, reta,
triangulos, quadrildteros e alguns teoremas dessa geometria, integrando o uso de régua,

compasso e o software Cabri-Géometre II menu -hiperbélico.

4.1.4. -Estabelecendo conjecturas.

As conjecturas sdo os questionamentos que ddo encaminhamento a pesquisa.

A Geometria Hiperbdlica é uma drea que apesar de sua importincia, ndo tem sido
trabalhada mesmo em cursos de graduacdo. Por sua aplicabilidade na area de engenharia
elétrica, consideramos o conjunto de conhecimentos sobre o assunto essencial para futuros

engenheiros.

Com este estudo, buscamos colocar os aprendizes frente a outra geometria, diferente
daquela que habitualmente trabalham, focando nosso interesse em transmitir para 0s mesmos,
nocdes de plano, reta, quadrildteros, tridngulos, subsidiando-os com conhecimentos que
possam auxilid-los na constru¢io de pavimentacdes hiperbolicas para a transmissao de sinais,

caso deem prosseguimento em suas carreiras na area de telecomunicagdes.

Nesse sentido, para o desenvolvimento de nosso trabalho, buscamos resposta para a

seguinte questao:

“Como o0 uso de régua e compasso e do Software Cabri-Géomeétre II podem

contribuir no processo de ensino e aprendizagem da geometria hiperbélica?”’
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4.15. Selecionando estratégia geral de pesquisa.

Com o propésito de encontrar resposta a questdo inicial, elaboramos atividades que
contemplassem o ensino de alguns topicos de Geometria Hiperbdlica, conforme citamos
acima, fazendo uso da régua, compasso e do software Cabri-Géometre II hiperbdlico,

utilizando a metodologia da resolucao de problemas.

Para o desenvolvimento e aplicagdo das atividades que se encontram detalhadas no
capitulo 5, convidamos alunos do curso de engenharia elétrica da faculdade INTESP (Instituto
Tecnoldgico do Sudoeste Paulista), situada na cidade de Ipaussu, interior do Estado de Sdo

Paulo.

Estes alunos foram convidados independentemente do periodo em que se encontravam
na faculdade, visto que o curso de engenharia ndo era um pré-requisito. Optamos por alunos
que ndo tinham nenhum conhecimento sobre esta geometria, e ainda, escolhemos alunos deste
curso especifico, pelo fato de que engenheiros podem atuar na 4rea de telecomunicagdes, cujo

campo podem fazer uso da Geometria Hiperbdlica.

Nossa estratégia de pesquisa entdo foi aplicar as atividades a esse grupo de alunos,
que se mostraram muito interessados em aprender esse tema, tendo compreensdo de sua

importancia.
4.1.6. — Selecionar Procedimentos especificos de Pesquisa.

Primeiramente, consultamos a bibliografia sobre Geometria Hiperbdlica, e com a
intencdo de poder contribuir para a expansao dessa drea de estudos, observamos a necessidade
de trabalhos que contemplassem esse campo de interesse. Preparamos as atividades, que
foram elaboradas ou adaptadas as ja existentes, com a finalidade de introduzir conceitos de
geometria hiperbdlica com o uso de régua, compasso e do software Cabri-Géometre 11
hiperbdlico, de forma a promover melhor compreensao e entendimento do assunto, visto que
efetuando as construcdes graficas por meio de dois modos diferentes, temos a possibilidade de

reforco e assimilac@o dos temas abordados.

Na fase de aplicagdo das atividades, com o fim de recolher as informacdes, a

pesquisadora atuava como professora e registrava os acontecimentos. Os registros se deram
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por meio das anotacdes das atividades resolvidas pelos alunos, pelas anotagdes da

pesquisadora e fotografias.

4.1.7. Coletando as informacoes.

A coleta das informagdes consistiu na observacdo dos sujeitos pela pesquisadora em

cada reunido, que acontecia durante o segundo semestre de 2008.

Durante o desenvolvimento das atividades, faziamos as observagdes e anotagdes das
situagdes, que para nds eram significativas e que poderiam ajudar-nos a responder a questao

inicial, apresentada na pagina 88.

4.1.8. — Interpretando as informacoes.
E o momento de organizar, categorizar e analisar as informacdes que foram coletadas.

A andlise e a interpretacdo dos dados aconteciam também, de forma preliminar no
momento de sua coleta, através de nossas observagdes, atentando aos acontecimentos de cada
episddio, bem como, pela leitura das anotagcdes dos sujeitos, assim a andlise e a interpretacao
ja tomavam forma, a medida que as anotagdes eram organizadas metodicamente. Nossa
observacao minuciosa era fundamental para captar falas, gestos, bem como as dificuldades

que emergiam e situagdes que poderiam vir de encontro com o que foi escrito pelos sujeitos.

As informacdes coletadas foram descritas e analisadas no capitulo 5. As atividades
que foram aplicadas traziam questionamentos preliminares as exposi¢des dos conceitos de
geometria hiperbdlica mencionados no capitulo 3 a fim de verificarmos os argumentos
utilizados para solucionar os problemas antes e apds a apresentacdo de cada conteudo.
Posteriormente, nossa pergunta vinha de encontro ao tema exposto, com a finalidade de

verificar como se procedia a assimilacdo dos conceitos.

Procuramos observar o que havia de comum nas respostas de cada aluno, e assim
estabelecer padrdes que pudessem nos direcionar no momento de responder a pergunta inicial.
“Como o uso de régua e compasso e do Software Cabri-Géometre II podem contribuir

no processo de ensino e aprendizagem da geometria hiperbdlica?”
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No momento das construgdes efetuadas com o software Cabri-Géometre I
hiperbdlico, focamos nossa aten¢do com o objetivo de verificar se as operagdes anteriormente
realizadas com régua e compasso estavam contribuindo para a melhor apropriagdo dos
conceitos. Além disso, era-nos importante saber, também, o grau de satisfacao e interesse dos
alunos, bem como apreciar a motivagdo dos mesmos para o prosseguimento das atividades,

cujas percepg¢des serviriam, para, se necessario, reorientar procedimentos.

Nossas conclusdes sobre as contribuigcdes, satisfacdo e interesse dos alunos se
encontram no capitulo 6, o qual reservamo-nos a relatar, nossas impressdes sobre o trabalho

realizado, conforme o item Relatar Resultados, segundo o modelo de Romberg.

A exposicao circunstanciada do desenvolvimento das atividades sera descrita

posteriormente, no capitulo 5.
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CAPITULO V: DESCRICAO E ANALISE DAS ATIVIDADES

Para respondermos o questionamento principal: “Como o uso da régua e compasso, e
do software cabri-géometre II podem contribuir para e ensino e aprendizado da geometria
hiperbdlica?” Com o intuito de buscar subsidios para a elaboragdo de uma estratégia de ensino

de geometria hiperbdlica, elaboramos atividades, das quais algumas serdo analisadas.

As atividades foram desenvolvidas com alunos do IV termo do curso de engenharia
elétrica. Esse curso € oferecido pelo INTESP — Instituto Tecnolégico do Sudoeste Paulista,
localizado na cidade de Ipaussu, estado de Sao Paulo. Esta faculdade oferece apenas este
curso, no periodo noturno, durante 10 semestres. Possui, em média, 150 alunos. O
laboratdrio de informdtica possui aproximadamente 12 computadores. As aulas acontecem no
prédio de uma escola particular onde funcionam as seguintes etapas da Educacdo Bésica:
educagdo infantil, ensino fundamental, médio e técnico. (ETEL). Grande parte dos alunos
trabalha na subdivisdo de engenharia, suas idades variam entre 20 e 40 anos, sendo que 95%

do alunado sdo do sexo masculino.

Os encontros ocorreram de forma diversificada, sendo parte em sala de aula e outra no

laboratorio de informatica da faculdade.

Para a andlise dos dados foram feitas leituras das anotacdes feitas pelos alunos e
pesquisadora. Os apontamentos e observagdes eram feitos durante o envolvimento com 0s
alunos, tomando o cuidado de conferir ao final da reunido se todas as informacdes captadas
haviam sido registradas. As fichas de atividades dos alunos com os problemas resolvidos, € as
construgdes efetuadas eram minuciosamente analisadas. Os alunos que participaram da nossa

coleta de dados foram: M, L, S, C,Pe J.

O acordo estabelecido com os alunos foi que usariamos nesse més alguns dias de aula,
para a pesquisadora coletar seus dados. Os alunos concordaram, uma vez que a pesquisadora

havia planejado as aulas para ndo atrapalhar o andamento da disciplina durante o semestre.

O primeiro encontro aconteceu no dia 9 de agosto de 2008, sabado, das O8hrs 30min
as 12hrs 30min. Os alunos se sentaram préximos uns dos outros , € como a sala era pequena,
e o nimero de alunos também, formamos apenas um grupo. Iniciamos a reunido com o

seguinte problema:
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Considere um quadrildtero que tem dois angulos retos e dois lados congruentes,

conforme a figura:

D C
A H - B
Figura: 66

AB € o lado base, AD e BC sao os lados congruentes, enquanto DC € o lado topo do
quadrilatero. Vocé€ considera possivel que esse quadrildtero tenha os angulos em D e C

angulos congruentes e agudos?

Colocamos essa questdo com o objetivo de verificar quais argumentos os alunos
utilizariam para responder a pergunta. Desejdvamos avaliar, mesmo os seus conhecimentos de
Geometria Euclidiana, e se os alunos possuiam algum conhecimento de outras geometrias.

Foram obtidas as seguintes respostas:
Aluno M:

Considerando D e C os lados, concluimos ndo ser possivel dentro da geometria

utilizada, encontrar os angulos D e C congruentes e agudos.

Para responder a questao, o aluno fez algumas tentativas de desenhar o quadrilatero,
chegando a conclusdo que nao seria possivel. O fato do mesmo ter mencionado a existéncia
de outras geometrias € ligado a referéncia feita pela pesquisadora durante a divulgacao do

curso.
Aluno L:

De acordo com a geometria habitual, os dngulos formados entre os pontos D e C ndo

formam dngulos agudos visto que os lados sdo congruentes.

Sua resposta condiz com seus conhecimentos sobre Geometria Euclidiana.
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Aluno S:

Dentro da geometria que estamos acostumados a usar ndo é possivel. Segundo a aula

iremos provar que isto pode.

Mais uma vez um aluno menciona a existéncia de outra geometria além da de
Euclides. Sua resposta mostra que o0 mesmo esta interessado em conhecer diferentes

geometrias.
Aluno P:
Nao é possivel.
Aluno J :

Ndo porque se tenho 2 dngulos retos e 2 lados iguais, dessa forma tenho um

retdngulo, pois os outros dois tem que ser retos, de caso contrdrio ndo teria dois lados iguais.

Observamos nas respostas dos alunos, que concluiram rapidamente nio ser possivel a
constru¢do do quadrilatero. A mencao da existéncia de outra geometria encontrada na resposta
do aluno S, ocorreu nao pelo fato de ele conhecé-la, mas ja pensando nas possibilidades dessa
geometria “diferente” que seria estudada durante os encontros. Podemos observar também,
que os alunos ndo possuiam pleno dominio da Geometria Euclidiana, visto que se confundiam

com as nomenclaturas dos pontos, dos segmentos, etc.

Considerando as respostas dos alunos vemos conforme Romberg que encontramo-nos

no estagio de interpretar a informacao coletada.

Nesse momento, apresentamos a Geometria Hiperbdlica, até entdo desconhecida,
conforme referencial apresentado no capitulo 3 e falamos da possibilidade de um engenheiro
eletricista precisar de conhecimentos dessa geometria, caso siga a drea das telecomunicacdes,
devido a grande quantidade de pavimentacdes que se podem obter no espacgo hiperbdlico, que
auxiliam na transmissdo dos sinais, conforme alguns trabalhos, aos quais nos referimos no
capitulo 4. Diante disso, os alunos se empolgaram, questionaram e até lamentaram por nunca
terem ouvido falar do assunto. Comentamos que adiante falarifamos sobre pavimentacdes
hiperbdlicas, mas que primeiro fariamos uma introducdo sobre os conceitos bdsicos da

geometria hiperbdlica.
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Apés a discussdo da possibilidade de existéncia do quadrildtero, prosseguimos os
estudos para o desenvolvimento das atividades. Apresentamos, de forma geral, os axiomas e
postulados de Euclides, o desenvolvimento histérico ocorrido para o surgimento das
geometrias Nao — Euclidianas e introduzimos alguns conceitos elementares da Geometria
Hiperbdlica. Falamos sobre a no¢do de modelos e mostramos conforme figuras abaixo,
algumas superficies que atendem aos requisitos da geometria hiperbdlica como a sela e a

pseudo-esfera, que € obtida da tractriz:

Figura: 67

O modelo plano do disco de Poincaré também foi apresentado aos alunos, os quais
ficaram muito atentos as explica¢des. Aproveitando o momento de atencdo, e interesse,

apresentamos a seguinte questao:

Figura: 68
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Observando o disco de Poincaré, como vocé definiria uma reta na geometria

hiperbélica?

Respostas:
Aluno M:

Do principio que a reta ndo tem fim (euclidiana) podemos considerar que nos limites da drea
do disco, podemos tracar um espiral em vdrios sentidos, onde ndo encontrando os pontos ela

se torna infinita, sendo considerada uma reta.

Considerou a reta ser infinita e refletiu, sobre como pensar em infinito dentro de uma

circunferéncia que delimita um espaco em seu interior.

Observamos uma situacdo de aprendizagem, na qual o aprendiz desenvolve um papel
importante na constru¢io do conhecimento. O mesmo parte de uma situa¢ao conhecida, usa os
conhecimentos que ja foram interiorizados, para fundamentar algo que para ele ainda é
desconhecido, testando hipéteses, e também elaborando conjecturas com o objetivo de obter

uma resposta ou uma justificativa para a questao proposta.

Na resolucdo de problemas, o aprendiz primeiramente deve interpretar o problema,
testar hip6teses, conjecturar e para tal deve mobilizar seus conhecimentos. Podemos
identificar esses aspectos da resolucao de problemas, conforme descrevemos no capitulo 1, na

resposta do aluno.

Aluno S:

z9)

Conforme pude analisar o “disco de Poincaré” uma reta pode ser infinita dentro de um

espaco delimitado em uma circunferéncia.
Aluno P:

A reta hiperbolica é um arco de circunferéncia dentro da circunferéncia desde que forme o

Angulo perpendicular nas extremidades com a circunferéncia.

O aluno definiu reta adequadamente. Acreditamos que essa afirmacao foi baseada em

sua visualizacdo do desenho do disco.
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Aluno J:

Seria o segmento que corta a extremidade do disco em dois pontos distintos, formando com o

disco um angulo de 90°.

Percebemos que a resposta foi devida a visualizagdo. Nas paginas 15e 16

mencionamos a importancia da visualizagdo na formagdo de imagens mentais.
Aluno L:

Considerando que uma reta é infinita, mas que ao ser limitada por dois pontos, torna-se um
segmento de reta. Entretanto se em um circulo ocorrem duas retas é possivel encontrar os

quatro dngulos retos.

Porém considerando a reta no disco de Poincaré é possivel definir um novo formato de reta,

considerando o ponto de referéncia.

Entretanto considerando que a reta ndo tem fim ela poderia acompanhar o contorno
do disco em uma infinita seqiiéncia e seria uma reta constante, considerando o espago e a

propria geometria da Terra.

De acordo com as respostas apresentadas pelos alunos nesta atividade, percebemos
uma caracteristica importante da metodologia de ensino de Resolucdo de Problemas. A
situac@o proposta nos levou a conduzir os alunos numa situagdo de aprendizagem, na qual o
conhecimento se constréi fundamentado numa interrogacido. Consideramos que a diferenca
deste episddio para uma aula tradicional é a maneira pela qual a informacdo € trabalhada com
o aluno, sendo conduzida de tal forma que possibilite ao aprendiz construir seu proprio
conhecimento. Ele constréi suposi¢des, resgata conhecimentos para justificar tais suposicoes,

e, nesse processo, o novo assunto € formalizado, como citamos Andrade na pag. 19.

Podemos perceber que as respostas refletem seus conhecimentos de Geometria

Euclidiana.

Assim, o aluno M procurou uma forma de definir uma reta dentro de um circulo,
recorrendo aos seus conhecimentos euclidianos de reta infinita. Percebemos que as respostas
dos alunos J e P foram dadas pela observacdo do desenho do disco de Poincaré, porém ao
questionarmos sobre como se mediria o angulo de 90°, os mesmos ndo souberam responder.

As respostas dos alunos S e L pareceu-nos confusas.
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O primeiro encontro foi bastante produtivo, uma vez que os alunos mostravam-se
muito interessados em conhecer uma nova geometria cuja questdo inicial, propositadamente

colocada, era possivel de ser respondida afirmativamente.

Em todo momento ndo separavam a ideia da geometria euclidiana, pois sempre que

falavamos sobre reta os mesmos se valiam da idéia de reta euclidiana.

Foi possivel observar que faz sentido colocar os alunos em situagdes que os levem a
raciocinar, o que pode contribuir para que os mesmos mudem sua visdo ao observarem algo
importante. Podemos destacar aqui a questdo da visualizacdo, que no caso dos alunos P e J foi
essencial para as respostas dos mesmos. Isso nos remete ao artigo de PAIS citado na pdgina

pag. 16.

Essas primeiras atividades tinham como objetivos proporcionar-nos uma
familiarizacdo com a geometria hiperbdlica, levar os alunos a pensarem na existéncia de
outras geometrias, a refletirem e a estarem flexiveis ao exprimirem uma determinada

defini¢do.

Como haviamos prometido, falamos sobre as pavimentacdes hiperbdlicas, segundo o
artigo de Murari & Lazari: TESSELACOES HIPERBOLICAS COM REGUA E
COMPASSO e mostramos algumas pavimentagdes. O referido trabalho e as ilustragdes

encontram-se em anexo.
Definicao de retas

Para efetuarmos a construcao de retas com régua e compasso, foi necessario fazer uma
exposicao da geometria euclidiana, com alguns elementos necessarios para se definir uma reta
hiperbdlica. Comecamos definindo o conceito de inversdo, e explicando a construcdo de

pontos inversos:
Inversao com respeito a uma circunferéncia:

Def. Dada uma circunferéncia (O,r), definimos o inverso de qualquer ponto P (distinto
de O) como sendo o ponto P’ sobre a reta que passa por OP, cuja distancia de O satisfaz a

equacdo OP.OP'=r".

Dizemos que os pontos P e P’ s@o inversos em relagdo ao circulo (O,r).
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Se um dos pontos P ou P’ estd fora da circunferéncia, entdo o outro estd dentro, e vice-

versa.
Construcio de pontos inversos:

Para construir o inverso de um dado ponto P, dentro do circulo de inversdo, seja T o
final da corda através de P, perpendicular a OP. Entdo, a tangente em 7 encontra OP
(estendido) no ponto P’. Desde que os tridngulos retangulos OPT e OTP’ sejam semelhantes e

OP r

2
— .—=—— ou r-=0P.OP'
OT = r, temos: OP' .

Para a constru¢ao do inverso de um dado ponto P’, fora do circulo de inversao:

Seja T um dos pontos de interseccdo deste circulo com o circulo de didametro OP’.

Entdo, o procurado ponto P € o pé da perpendicular de T a OP".

Figura: 69

Ap6s definirmos o conceito de inversdo, construimos pontos inversos com os alunos,
os quais ndo apresentaram dificuldades nesta construcio, seguindo as orientacdes dadas pela
pesquisadora. Apds esta etapa, definimos circulos ortogonais, que sdo pré — requisitos para a

defini¢ao de retas hiperbdlicas.

Def: Duas circunferéncias sdo ditas ortogonais quando se cortam, e os dois raios que

incidem no mesmo ponto s@o perpendiculares entre si.

Teorema: Se uma circunferéncia (O’,r’) passa através de dois pontos distintos P e P’,
inversos em relacdo a uma circunferéncia (O,r), entdo as circunferéncias (O’,r’) e (O,r) sao

ortogonais.



100

Figura: 70
Encerramos este dia com esta exposi¢ao dos conceitos essenciais para a defini¢ao de
retas.

O encontro seguinte foi realizado no dia 11 de agosto, segunda—feira, das 19hrs 30min.

as 22hrs30 min. Iniciamos a reunido estudando retas hiperbdlicas.

Definicio de retas hiperbdélicas:

As retas do plano hiperbdlico sdo os arcos de circunferéncias C’, ortogonais a C,
contidos no plano hiperbdlico, juntamente com os segmentos de reta que passam pelo centro e

unem dois pontos de C, como pode ser visto na figura.

Figura: 71

Na defini¢do de reta procuramos ndo destacar as retas que passam pelo centro, visto
que na atividade posterior queriamos verificar se os alunos conseguiriam perceber o fato de

que essas retas euclidianas também sao retas hiperbdlicas.
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Apo6s apresentarmos este referencial, partimos para a construcdo de retas. Solicitamos

aos alunos que construissem retas no plano hiperbdlico.

Nesse momento procedemos a uma primeira constru¢do de retas com os alunos.
Fizemos a construc@o dos pontos inversos, e de circulos ortogonais (relembrando a teoria que
havia sido estudada no encontro anterior), que foram dando origem as retas. Os alunos nao
tiveram dificuldade na constru¢do das retas, nem de aplicar o conceito de inversdo. Porém, a
atividade era bastante trabalhosa. A principio, eles s6 consideravam o ponto médio entre P e
P’ para tracar a reta, ocasido em que trabalhamos com a propriedade da mediatriz. Desse
modo, foram percebendo que se encontrassem a mediatriz de dois pontos inversos, poderiam
construir infinitas retas hiperbolicas passando por aqueles dois pontos. O aluno C se mostrou
muito interessado em descobrir propriedades; ele fez vérias construcdes de retas e observou
que quanto mais perto do horizonte estava o ponto escolhido, menor era a reta (considerando
apenas a reta tracada com o centro no ponto médio dos pontos inversos), e dependendo da
localizacdo do ponto, a reta mudaria de concavidade. Aparece entdo mais uma vez a
perspectiva da Resolucio de Problemas, o aluno testou hipdteses, verificou

experimentalmente e alcangou resultados.

Figura: 72

Apresentamos entdo, as seguintes questdes para serem exploradas:

- Existem ''retas' do plano hiperbélico que, quando mapeadas no disco S

aparecem para nos como retas sem nenhum problema. Quais sao essas retas?
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- Dada uma reta no plano hiperbdlico, quantas retas paralelas a reta dada
podem ser construidas? Observando a resposta da atividade anterior, formalize o
enunciado do 5° postulado para a Geometria hiperbdlica. Postulado de

Lobaschevsky.
Aluno M:

1- Sdo as retas que passam pelo centro (plano cartesiano), considerando como uma
circunferéncia ortogonal.
O aluno considerou o plano hiperbdlico conforme definimos no referencial tedrico e

visualizou que essas retas estdo totalmente contidas no interior do disco.

2 — Considerando que as retas paralelas ndo se cruzam, e andlise do disco de Poincaré.
Entdo, como no espaco infinito ndo iriam se cruzar consideramos que serd infinitamente

impossivel.
Aluno C.
1 — Os diametros da circunferéncia, considerando o disco de Poincaré.
Podemos verificar que o aluno relacionou a Geometria Hiperbdlica com a Euclidiana.

2 — Podem ser construidas infinitas retas, pois dentro da circunferéncia podem-se ter infinitos

arcos sem se cruzar.

O aluno respondeu a 2* questdo segundo a Geometria Hiperbdlica, relacionando
conhecimentos da geometria Euclidiana, os infinitos arcos que ndo se cruzam no interior de
uma circunferéncia € fato da Geometria Euclidiana, porém € o fundamento da Geometria
Hiperbdlica. Podemos observar também que os alunos estdo interiorizando os conceitos que
estdo sendo apresentados, uma vez que nas justificativas das respostas ja estdo usando o que

lhes foi apresentado.
Aluno P:

1- Todas as que se apresentam como didmetro, ou, seja vdo de uma extremidade a outra

passando pelo centro.
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Mais uma vez destacamos que a visualizagdo do desenho do disco influenciou a
resposta uma vez que, em nosso caso, como ja dissemos as representacdes conceituais através

do desenho adquirem especial importancia no processo de ensino e aprendizagem.

2-Desde que ndo se cruzem, todas serdo paralelas, de modo que se tornem infinitas.

Usou a geometria Euclidiana para justificar algo no hiperbdlico.
Aluno J:

1- Sdo as retas que definem o diametro da circunferéncia.
2- Infinitas desde que ndo se cruzem. O que diferencia é que as retas sdo infinitas retas

paralelas a aquela reta dada.

Aluno S:

1- As que passam pelo centro.

2- Muitas, visto que ndo vdo se cruzar.

Aluno L;
1- As retas que sdo didmetro, pois ela ndo serd curva e sim uma reta.

2- Considerando a reta como foi definida, podemos tracar vdrios arcos (retas) que ndo vao
encontrar o primeiro arco tragado, logo serdo paralelas, logo serdo infinitos os niimeros de

paralelas.

Podemos observar que a visualizacdo foi fundamental na formulagdo das respostas
dos alunos. Os alunos nao tiveram dificuldade de visualizar o 5° postulado para a geometria
hiperbolica. Houve a percepcao de que as retas que passam pelo centro também sao retas
hiperbdlicas, e deram a defini¢do euclidiana de retas paralelas, como sendo retas que ndo se

encontram.

Deixamos os alunos explorarem a constru¢do de retas. Apds as atividades de

constru¢do com retas partimos para a constru¢do de tridngulos. Levantamos a questao:

- Vocé considera possivel obter um tridAngulo nesta geometria?
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Ao questionarmos os alunos sobre a existéncia de tridngulos, todos responderam que
era possivel. Diante da resposta afirmativa para a questio, partimos entdo, para a atividade de

construgao, sendo solicitado o seguinte:
- Construir um tridngulo qualquer no plano hiperbélico.

Um fato interessante foi que, de imediato e como resposta a pergunta, o aluno J
desenhou um triangulo euclidiano dentro do disco. Isso mostrou, mais uma vez, que para a

solucdo do problema recorreu-se a idéia dos conceitos Euclidianos.

No momento da construg¢do dos tridngulos, os alunos apresentaram dificuldade, pois as
construgdes estavam sendo por tentativas Na maioria das vezes ndo conseguiam fechar o
triangulo. Construiam os dois lados fazendo uso da mediatriz de dois pontos inversos, € na
hora de descobrir o terceiro lado € que aparecia o problema, pois nao haviamos apresentado a
construgdo de retas por dois pontos. Entdo, deixamos como atividade de casa a construgao de

triangulos hiperbdlicos.

O tnico aluno que tentou fazer em casa foi o aluno C, porém com dificuldade em
obter os pontos, como mostra sua resposta para a questdo nimero dois, que fazia parte das

perguntas apresentadas logo apds as atividades.
Questoes:

1) O que vocé achou de fazer construcoes com régua e compasso?

2) Vocé sentiu dificuldade em fazer essas construcoes?

3) Vocé considera que esta geometria possa ser aplicada em alguma situacio do
cotidiano?

Respostas:
Aluno P;

1- Muito gostoso e divertido.
2- Nao.

3- Talvez quando se faz designer de carros, avioes e construcoes.

Aluno J:

1- E a forma de assimilar melhor seguindo todos os passos.
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2- No inicio certa dificuldade por nunca ter ouvido falar de retas hiperbdlicas.
3- Sim, na drea da engenharia das telecomunicagées através das ondas.

Foi possivel observar na escrita do aluno J que as construcdes feitas com régua e

compasso, € “passo a passo” foi uma boa forma para assimilar os contetdos.
Aluno C:

1- Muito criativo tendo oportunidade de formar novas figuras dentro da circunferéncia.
2- Sim. Dificuldade maior em encontrar o ponto que ia formar a figura imaginada.
3- Sim.

Pela resposta do aluno C, podemos observar que muitas vezes, o conhecimento de
apenas uma geometria, no caso a Geometria Euclidiana pode limitar procedimentos. Porém, o
discernimento de outras geometrias leva a descoberta da possibilidade de construcdo de

figuras nao Euclidianas dentro do circulo.

Aluno S:

1- Reviver a nostalgia do gindsio.

2- Nao.

3- Sim.

Aluno M

1- Legal, pois trabalha-se com a geometria Euclidiana.
2- Sim, na hora de formar o triangulo.

3- Sim, na transmissdo de sinais.

Aluno L

I- Trabalhoso, porém legal. E possivel relembrar a geometria plana.
2- Um pouco.

3- Segundo a professora na drea de telecomunicagoes.

O aluno S e o aluno P deixaram transparecer que o uso de régua e compasso nas

construgdes pode ser “legal e divertido™.
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O terceiro encontro, foi realizado no dia 16 de agosto, sdbado, das 8hrs 30m as 12 hrs.

Ao iniciarmos as atividades deste dia, desenhamos um circulo na lousa e alguns arcos

de circunferéncia no interior desse circulo. Entdo, iniciamos a atividade IV com a seguinte

questao:

Dado o modelo do disco de Poincaré, qualquer arco de circunferéncia contida no

interior do disco pode ser considerado uma reta hiperbélica?
Respostas:

Aluno P:

Nao é preciso que ela forme dngulos de 90° com a extremidade do disco.

Aluno J:

Nao. Para afirmar tem que saber se forma o dngulo de 90°.

Aluno C:

Nao, porque ele ndo segue os pardmetros descritos por Poincaré.

Aluno S;

Ndo.

Aluno M :

Nao, é preciso satisfazer as condigcoes de Poincaré.

Aluno L:

Precisa satisfazer a condi¢do de reta hiperbdlica, ou seja, ser uma circunferéncia ortogonal.

Diante das respostas apresentadas e apesar dos alunos ndo utilizarem uma linguagem

formal, pode-se inferir que os alunos assimilaram a ideia de que nao basta apenas tomarmos

um arco qualquer, e que existe uma definicdo de retas hiperbdlicas. Acreditamos que esta

assimilacdo se deu pelo fato das construcdes terem sido feitas e visualizadas, uma vez que

para se construir uma reta hiperbodlica, faz-se necessério realizar todo o procedimento da

inversdo. Para a continuagao das atividades, apresentamos o conceito de angulos no disco de

Poincaré.
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Conceito de angulo.

Se duas retas hiperbdlicas se interceptam num ponto A, a medida do angulo formado
entre elas €, por defini¢do, a medida do menor angulo formado pelas semi-retas euclidianas
tangentes aos arcos (reta hiperbodlica) em A. Portanto, no modelo de disco de Poincaré, os
angulos entre as tangentes s@o medidos como no modelo Euclidiano, utilizando-se retas

euclidianas tangentes aos arcos.

Resolvemos apresentar de imediato o conceito de angulo, pois em atividades
anteriores ja haviamos percebido que apesar de os alunos falarem em angulo pela observacgdo

do disco, os mesmos ndo imaginavam como defini-lo.
Ap6s o estudo das defini¢des realizamos atividades de construgao:

1) Construa um feixe de retas que passam por um ponto, no modelo de Poincaré.

Figura: 73

2) Construa uma reta que passe por dois pontos.

Figura: 74
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3) Construa retas perpendiculares.

Figura: 75

5) Construa um triangulo.

6) Construa um tridngulo retangulo.

Figura: 76

Essas atividades foram feitas juntamente com os alunos. Lembramos que o feixe de
retas era o que ja haviamos feito, quando achamos dois pontos inversos e sua mediatriz.
Somente relembramos que a mediatriz entre dois pontos inversos € o lugar geométrico dos
centros de circunferéncias ortogonais a circunferéncia dada que passam pelo ponto P,
constituindo entdo um feixe de retas por P. Passamos entdo para a constru¢do das retas que

passam por dois pontos.

Pedimos para os mesmos escolherem dois pontos dentro do disco e encontrar o ponto
inverso de um deles, depois lhes foi solicitado que tragassem a mediatriz dos pontos inversos.

Agora, eles deveriam tracar a mediatriz entre os dois pontos escolhidos, inicialmente, no
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interior do disco. O lugar em que estas duas mediatrizes se encontrassem seria o centro da
circunferéncia que lhes forneceria, no interior do disco, a reta procurada. Os alunos nado
sentiram dificuldade em seguir os passos. E algo que lhes chamou a atengdo foi que a

geometria hiperbdlica € toda trabalhada com conceitos euclidianos. O aluno M comentou:
“Acaba sendo tudo geometria euclidiana, pois sempre a usa.”

Para a constru¢do de retas perpendiculares, primeiramente, conduzimos os alunos ao
raciocinio de que pela definicao de reta, esta deve ser um arco ortogonal ao circulo, o qual é o
disco de Poincaré. Por outro lado, alertamos que se quisermos construir uma perpendicular a
reta dada, ela deve também, ser ortogonal ao disco, e entdo para isso, precisamos trabalhar

novamente alguns conceitos de geometria euclidiana, os quais apresentamos a seguir:

Poténcia de ponto com rela¢do a um circulo.

Seja (C, r) uma circunferéncia de centro C e raio r, € seja P um ponto externo a essa

circunferéncia.

Figura: 77

Ao tracarmos duas secantes a essa circunferéncia obteremos os pontos A, B, A’, B’,
conforme figura 77.
Temos entdo, a igualdade PA.PB=PA'.PB' pois APBA'~APEB'A

O produto constante PA.PE ndo depende da secante tracada pelo ponto.

PA. PE ¢ chamado poténcia do ponto P, relativo a (C,r).
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Se A=EB =E e PE ¢étangente a (C,r), conforme figura , entdo:

Figura: 78

(PE)’ = PA'.PB', pois APA'E ~ APEB' .

Poténcia do ponto P em funcdo do raio m e da distdncia d = PC ao centro da

circunferéncia:

Figura: 79

Pot(PC) = PA".PB'=|d —m|.(d+m)=|d*—m’|

Equipoténcia.

Def: Um ponto € dito equipotente em relacao a duas circunferéncias, quando sua

poténcia (poténcia do ponto) € a mesma, tanto com relagdo a uma como com relagdo a outra.
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O eixo radical de dois circulos

Sejam dados dois pontos fixos B e C, e um comprimento d constante. Construir um

triangulo retangulo de catetos d e y, e hipotenusa x, como indicado na figura:

Figura: 80

Os arcos (B,x) e (B,y) (figura 80 ), determinam pontos A e A’, tal que as distancias de
A(A’) ao ponto B € hipotenusa (x) e a distancia de A(A’) ao ponto C € cateto y do tridngulo

retangulo (figura 80 ).

As distancias de (A,A’) aos pontos B e C t€m diferencas dos quadrados constantes:

x? — y* = d* = constante.

Unindo B a C, e baixando a perpendicular por A a BC obtemos uma reta /, tal que todo

ponto A € [ tem a propriedade enunciada acima.

Figura: 81
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Disso segue: O lugar geométrico (/g) dos pontos A, cujas distancias a dois pontos fixos
B e C variam, mas conservam, respectivamente, a diferenca dos quadrados constante, ¢ uma

reta perpendicular a reta BC (eixo radical).
Construcao do eixo radical:
1° caso: As circunferéncias sio secantes.

O eixo radical € a secante comum, pois os pontos secantes P e P’ sdo equipotentes

(poténcia nula), e dois pontos determinam uma reta (figura 81).
Pot(P,B) = Pot(P,C)=10

Pot(P',B) = Pot(P'.\C)=0

Figura: 82
2° caso: As duas circunferéncias sdo tangentes
externas ou internamente: (figura 82). O eixo radical € a tangente comum, pois 0 ponto de

tangencia é equipotente em relacdo as circunferéncias ( e.r. L BC).

Figura: 83

3° caso: As duas circunferéncias ndo se encontram, podendo ser externas ou internas.
Neste caso, recorremos a uma circunferéncia auxiliar de centro X que corta as duas outras. Os
eixos radicais das circunferéncias de centros B e X, e das circunferéncias de centros de C ¢ X
se encontram num ponto P equipotente com relacdo as trés circunferéncias. Logo, P pertence

ao eixo radical das circunferéncias de centros B e C, que é perpendicular a BC (figura 84).
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Figura: 84

Circunferéncias ortogonais:

Def: O Ig dos centros de circunferéncias ortogonais, simultaneamente a duas

circunferéncias fixas € o eixo radical delas.

Apdés o estudo desses conceitos, podemos definir entdo, a construcdo de retas
perpendiculares. Ressaltamos a importancia de estarmos fazendo essas construcdes, a
principio, com régua e compasso, pelo fato de que foram esses procedimentos que
determinaram as bases da teoria da geometria euclidiana. Usaremos nas constru¢des de retas
perpendiculares o 1° caso de eixo radical, pois uma reta hiperbdlica e o disco sempre serdo

secantes.

Os alunos nao apresentaram dificuldade. O processo foi trabalhoso; mais uma vez
escolheram o ponto, acharam o seu inverso, construiram a reta, € naquele momento, com a

defini¢do de eixo radical, construiram retas perpendiculares.
- Construa um triangulo retingulo.

Os alunos nao tiveram dificuldade. Aproveitando as retas perpendiculares ja
construidas, escolheram dois pontos para fechar o tridngulo retangulo e aplicaram novamente,

a construc¢do de retas hiperbdlicas que passam por dois pontos.

Apo6s terminar essas atividades, colocamos as seguintes questdes, para observar como
os alunos estavam percebendo o desenrolar dos acontecimentos, bem como seu modo de ver e

pensar:
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Quais conceitos de geometria euclidiana foram utilizados nessas construcoes?

Vocé considera que estas construcoes, feitas com régua e compasso e ‘“passo a

passo’’ auxiliaram na apreensao dos conceitos?

Respostas:
Aluno C:

1- Os mesmos utilizados nas construcoes normais, mas encontramos formas diferentes.
2- Sim, dando conhecimento da base para sabermos como as formas sdo encontradas e as

regras, normas, para formar tais figuras.

Na resposta do aluno C observamos algo que para nds consideramos muito
importante. O aluno conseguiu observar que as figuras por ele construidas no interior do
circulo apesar de serem fundamentadas nas construcdes com régua e compasso da Geometria
Elementar se diferenciam por sua forma e por suas propriedades, o que nos remeteu mais uma

vez a fundamentarmos os conceitos da Geometria Hiperbdlica.

Identificamos em sua resposta para a questdo nimero 2, a contribui¢io da utilizacdo
da régua e compasso na elaboragdo passo -a— passo de cada atividade, o que também faz parte
de nossa hipétese, o fato da justificativa para cada passo em cada construgdo, contribuir para

assimilac@o dos contetdos.
Aluno P:

1 — Definicoes de retas (paralelas, perpendiculares, mediatrizes) definicoes de

circunferéncias, triangulos, espacos.

2 — Com certeza a prdtica leva a evolugado.

Aluno J.

1 — Retas perpendiculares, mediatriz, ponto médio.

2- Sim e muito.
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Aluno M.

1- Para fazer as construgoes utiliza-se somente conceitos de geometria que estamos
acostumados, mas o resultado é que muda, como por exemplo fornece um tridngulo

hiperbalico.

2- Acredito que sim, pois conseguimos distinguir definidamente a diferenca da geometria

plana para a nao-euclidiana.
Aluno S:
1 - mediatriz, ponto médio, perpendiculars.

2- Sim, pois temos que seguir a risca os conceitos na hora de construir sendo ndo sai o

resultado correto.
Aluno L:
1 — mediatriz, ponto médio, inversdo, entre outros.

2 - Sim, pois é feito passo a passo seguindo as regras, o que auxilia para guardar os

conceitos.

A atividade posterior € a constru¢do do quadrilatero de Sacheri. Construimos o quadrilatero

juntamente com os alunos, conforme o seguinte roteiro:

1) Construir a circunferéncia D, com centro O, e a reta [ vertical;

2) Dado o ponto Pe [, obter o inverso P' e a circunferéncia C, ortogonal a D;

3) Obter o e.r. (eixo radical) das circunferéncias D e C;

4) Tomar o ponto A, em C, e construir o seu simétrico A'e C;

5) Determinar no e.r. o ponto O', centro da circunferéncia C', ortogonal a C e D,
atravésdasretas [' e [". Ael'el'L1]";

6) Construir C" com centro em O", simétrica de C', em relacdo a reta /;

7) Construir a circunferéncia C", ortogonal a circunferéncia D, contendo os pontos
inversos g € q', determinando os pontos A" e A" nas intersecdes com as circunferéncias C'
e C", respectivamente;

Construir o quadrildtero de Saccheri AA'A"A"™, através de seus arcos.
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Figura: 85

A construcdo do quadrilatero de Sacheri foi trabalhosa, porém produtiva, pois nela se
utilizam muitos dos conceitos trabalhados anteriormente. Essa constru¢do aconteceu em

conjunto (pesquisadora e alunos).

O quarto encontro aconteceu no dia 18/08/08, primeiro nos reunimos as 19hrs15min, e
reforcamos a construcdo do quadrilatero de Sacheri com régua e compasso, ultimo assunto
que haviamos tratado no sidbado anterior, pedimos que eles refizessem a figura, agora
sozinhos, justificando cada constru¢do. Foi permitido que, se necessdrio, examinassem o
desenho efetuado no encontro anterior. Logo em seguida nos dirigimos para o laboratério de
informética para nos dedicarmos as atividades com o auxilio do software. Combinamos com

os alunos que tirariamos fotos para anexar junto ao trabalho, os mesmos concordaram.

Quanto as construgdes do quadrildtero, obtivemos as seguintes producdes dos alunos,
vistas abaixo, mencionaremos apenas 3, visto que como estavam sentados juntos as

justificativas ficaram parecidas.



Aluno 1:

- Faz a bola (brincou).

-Fazaretal.

- Fazer tudo aquilo ld de novo (achar o ponto inverso).

- Faz a mediatriz entre P e P’.

- Tracar a reta.

- Encontrar o eixo radical.

- Achar um ponto na reta r.

- Achar por simetria.

- Pegar um ponto no eixo radical e tracar uma reta por R.
- Achar um ponto na reta r.

- Fazer todo o procedimento de unir os pontos , achar D e D’
- Tragar a mediatriz entre D e D’

- Construir o quadrildtero de Sacheri.

Aluno 2:

- Constroi-se o disco.

- Traga-se um diametro | prolongando-o.

- Determina-se um ponto em [ dentro do disco.

- Acha-se o inverso.

- Acha-se a mediatriz entre o ponto e seu inverso.
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- Do ponto médio até o ponto traca-se o arco (que no caso é uma reta), e define-se um ponto

nesse arco e seu Simétrico.

- Acha-se o eixo radical.



118

- Define-se um ponto neste eixo e o seu simétrico (0).

-De O a A, com o compasso, tragca-se um arco. O mesmo como’ e A’.
- Neste arco, define-se um ponto qualquer (B e B’) utilizando-se de I.
- Acha-se o inverso de B e a mediatriz entre eles.

- Liga a mediatriz a reta | (Q).

- de Q até B, abre o compasso e liga com B’.

- O quadrildtero é entdo é AA’BB’.

Aluno 3:

Faco um circulo, acho um ponto qualquer e ligo os dois pontos passando uma reta para fora
do circulo. Traco uma reta perpendicular com a reta cortando o circulo, acho a tangente e
cruzo a reta que foi unida do centro ao ponto P. Acho a mediatriz, e do centro da mediatriz
traco a primeira reta hiperbolica. Traco uma reta | na vertical, no centro do circulo. Pego
um ponto qualquer no eixo radical e marco até ao meio, e faco o inverso. Pego o ponto O e
traco a reta que passa pelo ponto A e O’por A’. Pego qualquer ponto na reta A e acho a

mediatriz com B’. Fecho a mediatriz.

Podemos observar no trabalho dos alunos / e 2, que eles conseguiram justificar cada
passagem da construg¢do. Outro aspecto que podemos observar € a questdo do vocabuldrio
desses alunos ndo ser uma linguagem tedrica, porquanto eles apresentam pouco
conhecimento, até mesmo da geometria euclidiana No entanto, através das justificativas
podemos observar que eles assimilaram os conceitos e conseguiram fazer as construcoes,
porém tinham dificuldades de expressa-las graficamente, como € o caso do aluno 3, que
apesar de um pouco confuso em suas justificativas conseguiu construir o quadrilétero,
sugestionando que fez, primeiramente,toda a construgdo, e somente depois € que escreveu as
justificativas. Através da frase do aluno 7, “Faz tudo aquilo ld”, € possivel inferir que ele
entendeu o conceito de reta. Podemos perceber também, a necessidade e a importancia de se
dar ao aluno um bom embasamento teérico do V postulado de Euclides, fato esse presente
em nosso trabalho, e que vieram reforcar os procedimentos e confirmar o delineamento da

nossa proposta.
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Assim, numa andlise associada ao desenvolvimento das atividades, com as produgdes
escritas dos alunos, e também, com o nosso envolvimento com os mesmos durante as
atividades, podemos perceber que as constru¢des com régua e compasso foram fundamentais
na apreensdo e assimilacdo dos conceitos, além de se ter a oportunidade de relembrar
conceitos de geometria como mediatriz, lugar geométrico e outros, que foram trabalhados em

niveis escolares anteriores, o que pode tornar o trabalho interessante.

Os alunos se sentiram desafiados a realizar todos os procedimentos para a constru¢ao
das retas. No momento que mencionamos a possibilidade de se fazer todas aquelas
construcdes através de um software, e quando dissemos, como exemplo, que para a
construcdo de uma reta somente era preciso criar o disco, e depois usar um comando, nos

surpreendemos quando um aluno se manifestou dessa maneira:
“Assim ndo tem graca, eu quero saber como é que faz”.

Os problemas apresentados através das atividades se mostraram como situagdes
desafiadoras aos alunos, pois, a principio, os métodos requeridos para se efetuarem as
construcdes pareciam muito dificeis, e extrapolavam aquilo que era por eles conhecido.
Porém, a medida que os conceitos eram progressivamente apreendidos, os alunos se sentiam
mais motivados e ndo desanimados, sentiam-se estimulados a prosseguirem no estudo por nds
proposto. Outro aspecto interessante que podemos constatar é que o estudo de uma nova
geometria pode mesmo contribuir para melhorar a percep¢do espacial, além de nos levar a
repensar € mudar a maneira de enxergar as coisas. Isso pode ser percebido na fala do aluno J

quando diz:
“Olha como a visdo da gente muda’.

O aluno disse essa frase no momento da construcdo do quadrilatero de Sacheri, visto
que 14 no inicio da nossa primeira reunido, ele pensava ser impossivel obter um quadrildtero
com as caracteristicas solicitadas, e agora, com a apreensdo de novos conhecimentos, estava
construindo o mesmo quadrildtero que imaginava irrealizavel. No inicio de nosso trabalho ele
s6 conseguia imaginar um retangulo euclidiano, e com o desenvolvimento das atividades sua
visdo foi mudando, passando a enxergar outras possibilidades para os poligonos, como no

caso do tridngulo que ele, a principio, desenhou um tridngulo euclidiano dentro do circulo.
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Figura: 86

Figura: 87

As atividades referentes ao software envolviam defini¢des, e teoremas hiperbdlicos
sobre retas, tridngulos, quadrildteros, sendo que os conceitos iniciais e preliminares foram
adquiridos através do estudo com régua e compasso. Tal procedimento objetivava fornecer ao
aprendiz um conhecimento tedrico sobre os passos das construgdes antes de efetud-las num

ambiente de geometria dinamica.

Apo6s terminarmos a atividade referente ao quadrildtero de Sacheri, nos dirigimos ao
laboratério de informadtica, onde iniciamos o estudo do software. Passamos algumas
informacdes e mostramos algumas constru¢des para os alunos. Como gostariamos que o
trabalho com o software se desenvolvesse no mesmo dia, e isso ndo foi possivel, a
pesquisadora solicitou a um colega de trabalho que lhe cedesse a aula de terca-feira para a

mesma terminar o trabalho com a turma. O mesmo cedeu as aulas, e assim o trabalho foi
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concluido. Avisamos os dois alunos que ndo participaram da atividade com o software na

segunda feira para os mesmos ndo virem, visto que estariamos terminando o trabalho iniciado.

Figura: 88

Figura: 89
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Figura: 90

Figura: 91

As atividades que foram realizadas com o auxilio do software se procederam da

seguinte maneira:

No encontro da terca-feira, como ja haviamos mostrado algumas constru¢des para os

alunos, e também haviamos mostrado o menu, iniciamos com as atividades propostas.

Iniciamos as atividades construindo o horizonte, ou o disco de Poincaré. Lembrando
aos alunos de que o plano € o interior de um circulo Euclidiano. Explicamos aos alunos o
comando que deveriam acionar. Para a construcdo de retas os alunos ndo apresentaram
dificuldade, visto que iam seguindo as orientacdes de que comando acionar, depois que
construiamos uma vez, os mesmos faziam vdrias construcdes explorando dinamicamente a

construcdo de retas.
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Figura: 92

Uma atividade bastante proveitosa foi uma comparacdo que a pesquisadora fez entre a

constru¢do de uma reta hiperbdlica seguindo a teoria da régua e compasso, € a construcao

dinamicamente. Solicitamos aos alunos que seguissem o seguinte roteiro para a construgao:

1y
2)
3)
4)
5)

6)

Construa um circulo.

Obtenha um ponto no interior do circulo.

Usando o comando euclidiano inversdo, encontre o inverso do ponto escolhido.
Usando o comando euclidiano mediatriz encontre a mediatriz entre 0s pontos inversos.
Construa uma circunferéncia com centro na mediatriz, € que passe pelos pontos
Inversos.

Usando o icone do menu euclidiano d-line (bnd points), construa a reta hiperbdlica
que passa pelos pontos de interseccao entre as duas circunferéncias. Vocé vai observar

que as retas nas duas construgdes coincide.

Figura: 93
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Consideramos que esta atividade foi proveitosa no sentido dos alunos poderem

comprovar a teoria.
O aluno P fez um comentdrio que consideramos relevante.

Com o computador realmente fica mais fdcil, porém se ndo conhecer a parte tedrica fica sem

sentido.

Continuamos com as atividades que explorassem a constru¢cdo de retas, conforme as

atividades que haviamos proposto.

Os alunos sempre comentavam da facilidade do software, como por exemplo, na
construcdo de retas perpendiculares, onde a pesquisadora no momento dessas construcoes, ia
lembrando-os de que com régua e compasso eles precisariam usar o conceito de construgdo de
retas por dois pontos, o conceito de eixo radical e de que havia muito conceito por detras

daquela simples constru¢do no software.
O aluno M mencionou:
No computador, depois que a gente aprende a usar o programa fica bem mais fdcil.

Na atividade de constru¢do de retas paralelas assintéticas e divergentes os alunos

seguiram as seguintes orientacdes da pesquisadora para a construgao:

Construa uma reta a e um ponto P. Construa também, duas retas paralelas a reta a, que
passem pelo ponto P, retas (b e c). As retas b e ¢ formardo entre si um espago angular QPR a
direita de P e XPY & esquerda de P.Construam retas nesses espacos angulares e que passem

pelo ponto P. Explore dinamicamente a figura.

O que voceé observa sobre essas retas em relacdo a reta a?

Figura: 94
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Aluno M:

Ndo cruzam com a reta a

Aluno P:

Elas ndo cortam a reta a.

Aluno J:

Ndo cortam a reta a.

Aluno C:

Ficam sempre entre as retas b e ¢, porém fora do tridngulo.

Podemos observar que os alunos conseguiram perceber que as retas que estavam a
direita e a esquerda do ponto P ndo encontrariam a reta a, porém para eles a questdo do
paralelismo entre as retas b e ¢, em relagdo a reta, a principio ndo estava de facil
visualizagcdo.No momento que lhes fornecemos os comandos para se construir as duas

paralelas por um ponto, o aluno C menciona:
Mas elas ndo estdo se cruzando?

Entdo explicamos que na realidade aquelas retas ndo se cruzam, porém o disco é
infinito e quanto mais nos aproximamos de sua extremidade parece-nos que as retas estdo se

encontrando.

Ao final da atividade apresentamos os conceitos para os alunos conforme material

presente no referencial tedrico.

Na atividade referente a constru¢ao de angulos de paralelismo, todos os alunos devido
a visualizacdo perceberam que eram congruentes, € a pesquisadora perguntou, se a medida de
algum angulo era maior que noventa graus, e claro ninguém havia chegado nisso e assim

definimos angulos de paralelismo.

Quanto a constru¢do de tridngulos também ndo tivemos problemas, visto que
deveriam somente acionar comandos, porém na constru¢do de tridngulos isdsceles, tivemos a
oportunidade de enriquecer as atividades com a propriedade da mediatriz, pedimos para os

mesmos construirem um segmento hiperbdlico, clicando em dois pontos no interior do disco,
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e usando o comando d -segment, em seguida encontrar o ponto médio, através do comando
midpoint, em seguida construir uma perpendicular ao segmento pelo ponto médio, escolher
um ponto qualquer na perpendicular, e construir os segmentos que iriam delimitar o
triangulo,medimos as distancias através do comando non E distance, e os alunos puderam
realizar a constru¢do de tridngulos isésceles. Os alunos comprovaram através das construcoes,
que a soma dos angulos internos é sempre menor que 180° verificar que os tridngulos
isOsceles carregam para a geometria hiperbdlica a propriedade de possuirem os angulos da

base congruentes, e que o teorema de Pitdgoras ndo € vilido na geometria hiperbdlica.

Figura: 95

Figura: 96
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Figura: 97

Nesse aspecto ressaltamos nossa opinido quanto a importancia de um estudo que
utiliza os recursos integrados, visto que para se visualizar tais questdes com régua € compasso
seria um trabalho arduo que envolveria a constru¢do de tangentes para se medir os angulos e

também a noc¢do de distancia, o que na geometria hiperbdlica ndo € um recurso muito fécil.

Realizamos entdo as construcdes de quadrildteros de Sacheri, que foi uma construcio
bastante enriquecedora com régua e compasso. A constru¢cdo do quadrilidtero no software
também foi produtiva, sendo que 0 menu ndo possui um comando que construa o quadrildtero,
entdo em sua constru¢do € utilizado todo o conceito. Apresentamos um roteiro para a

construcdo do quadrilatero no software para os alunos.
Construcao no software Cabri-Géometre 11:

1) Tracar a circunferéncia D com centro O (botdo
circunferéncia);

2) Através do botdo d-line, funcdo (bnd points), obter a reta
a, clicando nos dois pontos fronteiros do disco D (pontos
fronteiros de a), e posteriormente, num ponto qualquer de

D;

3) Obter P (icone ponto — fungdo ponto) na reta a; Figura: 98
4) Através do botdo centre d-line, funcdo perpendicular at point, obter a reta b
(hiperbdlica), perpendicular a reta a e passando por P;

5) Determinar A e A' em b, através do icone simetria axial;
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6) Obter as retas c e d (hip) passando por A e A', respectivamente, pelo mesmo processo
feito em (4);
7) Obter P'e a e usando o mesmo procedimento de (4) para obter a reta (hip), que
intercepta as retas c e d nos pontos A" eA™ ;
8) Através dos arcos formados pelos pontos AA'A"A"™ temos construido o quadrilatero
de Saccheri.
Uma vez realizada as construc¢des, exploramos a figura dinamicamente, e os alunos
conferiram as propriedades do quadrildtero de Sacheri, que o topo € maior que a base, que os
angulos do topo s@o congruentes e agudos, um recurso que dificilmente conseguiriamos com

régua e compasso.

Figura: 99

Realizamos constru¢des do quadrilitero de Lambert e finalmente fizemos uma
atividade de demonstragdo, que utilizava o quadrilatero de Sacheri, para isso ifamos de aluno

em aluno e realizamos a demonstracdo juntamente com eles.

Os alunos deveriam demonstrar que a soma dos angulos internos de um tridngulo é

sempre menor que 180°. Seguimos o seguinte roteiro para a demonstragao:

1 — Construa um tridngulo &A5C
2 - Sejam D e E os pontos médios respectivamente de ABe AC . Trace DE.

3 - Trace por B a perpendicular a reta DE, que a encontra no ponto F. Do mesmo modo,
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tracemos por C a perpendicular a reta £F, que a encontra em G.

4 - O quadrildtero cGFBC € um quadrilatero de Saccheri, sendo FG 3 base.

5. mFEL) »m(GCE) ¢ joual 2 soma dos angulos internos de 44507, Explicamos que isto é

devido a um teorema.

6. M(FEC) <90, m(GCE)< o0

7. m(.ﬁér:’) +m(GC"Bj <180°

Figura: 100

8 — Portanto, a soma dos 4ngulos internos de um triAngulo, € menor que 180°.

Ao final das atividades apresentamos 3 questdes, com o objetivo de buscarmos as

impressoes dos alunos sobre o trabalho realizado.
Questoes:

1) O que voce achou de realizar estas constru¢des com o auxilio do software?
2) Voce havia realizado estas construcdes com régua e compasso € agora com o software.
Como vocé avalia estes dois recursos para o estudo da geometria Hiperbdlica?

3) Voce gostou de ter participado deste curso?

Respostas:
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Aluno P:
Achei legal, é mais rdpido do que com régua e compasso.
Aluno M :

Com o software é mais fdcil em termos de dar menos trabalho do que com régua e compasso,

a questdo da visualizagcdo é melhor, pois as figuras ficam perfeitas.
Aluno C:

E menos trabalhoso do que com régua e compasso, assim pode-se construir vdrias vezes a

mesma figura sem perder muito tempo.
Aluno J:

Achei interessante e bem mais rdpido.
Questao 2:

Aluno P:

Como respondi anteriormente com o software é bem mais rdpido, porém ele faz tudo direto,
Jjd com régua e compasso faz passo-a passo e necessita saber mais os conceitos. Entdo um é

mais vidvel num sentido e o outro em outro.
Aluno M:

Tanto um quanto o outro é fundamental, durante as construg¢oes a professora nos lembrava
que se estivéssemos usando régua e compasso precisariamos de tais e tais conceitos, entdo se
ndo tivesse sido feito a mdo talvez ndo nos preocupariamos com isso e aprendéssemos apenas
a utilizar o software e fazer a figura , entdo considero que se deve fazer dos dois jeitos um
para desenvolveros conceitos e do outro para fazer uso da facilidade e da precisdo que a

tecnologia nos oferece.
Aluno C:

Os dois recursos sdo bons um oferece mais facilidade e uma melhor visualizacdo da figura e
o outro é bom pra gente relembrar conceitos e fazer seguindo as regras da geometria

hiperbdlica.
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Aluno J:

Um é melhor porque usa a teoria e outro é mais rdpido e a as figuras ficam mais perfeitas.
Questao 3:

Aluno P:

Sim, é sempre bom aprender coisas novas.

Aluno M:

Sim, além de relembrar conceitos de geometria euclidiana pude conhecer uma outra que ndo

imaginava que pudesse existir.

Aluno C:

Gostei, achei interessante, quem sabe eu possa utilizd-la um dia.
Aluno J:

Sim é muito bom ter a oportunidade de saber mais.

Podemos perceber nas respostas dos alunos, que o trabalho com o software ¢é
interessante, pois nos remete a comodidade e a perfei¢do que a tecnologia nos oferece, seu
valor € incalculdvel, por outro lado em nossa investigacdo desejamos saber quais as
contribuicdes da utilizacdo integrada do software, da régua e compasso no ensino e
aprendizagem da geometria hiperbdlica. Compreendemos pelos relatos dos alunos ao final das
atividades com o software, que os mesmos tiveram acesso a um conhecimento que por eles foi

assimilado, e que a utiliza¢do dos recursos integrados foi fundamental para isso.

Acreditamos que nossos sujeitos hoje sdo capazes de visualizar e identificar
triangulos, quadrildteros, retas da geometria hiperbodlica, ndo com o ponto de vista euclidiano,
porém com o ponto de vista de habitantes nas superficies especificas. Se por exemplo, um
habitante do espago hiperbdlico fosse tracar a linha mais curta entre dois pontos, apesar de
parecerem curvas para nos, para ele € uma reta, para os habitantes do espaco hiperbdlico ndo é
possivel saber que poderia haver alguém num mundo tridimensional que chamaria de reta

uma linha diferente.
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CONSIDERA COES FINAIS:

A escassez de trabalhos na Educacdo Matemadtica, que abordam a geometria hiperbdlica,
e a ndo abordagem desse importante tema nos cursos de graduacdo, impulsionou-nos a
realizar essa pesquisa. Também, o fato de trabalharmos numa faculdade com alunos do curso
de engenharia elétrica, motivou-nos a buscar contetidos que enriquecessem a formacao destes
individuos, encontramos na geometria hiperbdlica temas de estudo que ndo sao habitualmente

tratados, mas que podem ter grande aplicabilidade em seu campo de trabalho.

Nossa proposta foi voltada a um publico especifico, com abordagem da geometria
hiperbdlica de uma maneira singular, porém acreditamos ser necessdrio, ainda, o
desenvolvimento de outras pesquisas que tenham também, como foco as geometrias nao
euclidianas. Introduzimos os conhecimentos geométricos ndo-euclidianos baseados em
concepgoes tedricas, de que a visualizacdo e a andlise das propriedades geométricas relativas
a um conceito geométrico euclidiano sdo etapas preliminares para o entendimento destes

Nnovos conceitos.

Considerando que os conhecimentos geométricos euclidianos (antes pautados nas
relagcdes logicas e construgdes de tragados de desenhos) evoluiram, de modo geral, do
resultado do desenvolvimento tedrico da Matemadtica e do aparecimento de novas concepcoes
geométricas, em nossa investigacdo organizamos e aplicamos atividades com contetdos da
geometria ndo-euclidiana, especificamente a geometria hiperbdlica, por entendermos que esse
campo do conhecimento é importante para a formacao do individuo (qualquer que seja o seu
espaco de atuacdo) e que, assim instruidos, estardo aptos a reconhecer as semelhancas e

diferencas em relagdo aos conceitos e conhecimentos euclidianos.

Muitos profissionais da educagdo indicam a inclusdo de conteidos das Geometrias
ndo-Euclidianas na grade curricular (nivel médio ou superior) por considerarem tais
conhecimentos geométricos muito apropriados a formacao dos alunos, razdo pela qual nos
interessamos por eles. Também foi nosso objetivo colaborar com a formacdo de um individuo
criativo, consciente e critico do ambiente que o cerca, estimulando nele a capacidade de
resolver problemas e de fazer conexdes entre 0os novos conhecimentos e aquilo que ja era

conhecido, e de aplicar o aprendido no seu cotidiano.
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Com o objetivo de contribuir para o ensino e aprendizagem da geometria, em
particular da geometria hiperbdlica, apresentamos uma proposta que visa a introducdo do
estudo dessa geometria. Para o desenvolvimento de nosso trabalho, elaboramos uma
sequéncia de atividades que tratavam a geometria hiperbdlica, fazendo uso do laboratério de
ensino e do laboratdrio de informatica, utilizando os recursos integrados régua e compasso € 0

software cabri-géometre I (menu — hiperbdlico).

A construgdo do conhecimento matemadtico exige uma passagem constante, entre o
concreto e o abstrato. Assim, utilizamos diferentes metodologias no desenvolvimento do
processo educativo, com a finalidade de poder contribuir para a melhoria da aprendizagem,
apresentando representacdes distintas dos conceitos, através de ldpis/papel e do computador,
procurando explorar as potencialidades visuais oferecidas por esse ultimo recurso.

Procuramos em nosso trabalho fazer um breve relato histérico dos matematicos, que se
envolveram na tentativa de prova do quinto postulado de Euclides, o que originou as
geometrias ndo Euclidianas. Da mesma forma, procuramos tratar os conceitos da geometria
hiperbdlica envolvidos no trabalho de modo claro, recorrendo as vezes para as figuras para

representar uma situagao.

Como ja citamos anteriormente, os alunos ndo possuiam um pleno conhecimento da
geometria euclidiana, por isso, fez-se necessdrio abordar alguns conceitos dessa geometria,
necessdrios para efetuarmos a construcdo de retas hiperbdlicas com régua e compasso,

especialmente o conceito de inversdo, fundamental para a construcio de pontos inversos.

Como metodologia de ensino, escolhemos a resolu¢do de problemas. Através de
situagcdes de aprendizagem o préprio aluno desenvolveu um papel importante na construcao
do seu conhecimento. Partindo de situagOes-problema, os educandos puderam usar os
conhecimentos j4 interiorizados, para fundamentar algo que para eles era ainda desconhecido.
Destacamos também, que a representacdo dos objetos hiperbdlicos por desenhos, contribuiu
para a compreensdo dos novos conceitos que estavam sendo apresentados, € muito auxiliou os

alunos na busca das respostas para as questdes apresentadas.

As atividades continham problemas que se mostravam aos alunos como situacdes
desafiadoras, cuja solucdo afigurava-se a necessidade de langar mao de métodos dificeis para
efetuar as construcoes; porém, extrapolavam as perspectivas, utilizando aquilo que era por
eles conhecido. A medida que os conceitos eram progressivamente apreendidos, os alunos se

sentiam mais motivados e estimulados a prosseguirem o estudo por nds proposto. Outro
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aspecto interessante que pudemos constatar foi que o estudo de uma nova geometria pode
mesmo contribuir para melhorar a percepcao espacial, além de levar as pessoas a repensar e

mudar a maneira de enxergar as coisas, como mostrado na fala dos alunos.

O estudo da geometria hiperbodlica efetuado com constru¢des no papel, utilizando
régua e compasso foi fundamental para assimilar os conceitos, uma vez que com estes
instrumentos as constru¢des geométricas foram efetuadas passo a passo, sem pular etapas e
colocando os aprendizes diante de cada teoria utilizada na realiza¢do de cada procedimento,
desse modo, aprendendo o conjunto dos principios fundamentais da geometria hiperbdlica que
propomos neste trabalho. Também com o uso do software Cabri-Géometre II, observamos a
importancia de um estudo que utiliza os recursos integrados, visto que em alguns momentos o
uso somente da régua e compasso seria um trabalho dificil. Com o software visualizamos com
exatidao a figura desenhada, além de testar as hipdteses com agilidade e precisdo. Pudemos
perceber nas respostas dos alunos, que o trabalho com o software € interessante, pois nos
remete a comodidade e a perfeicdo que a tecnologia nos oferece, e que seu valor é
incalculdvel. Por outro lado em nossa investigacdo desejamos saber quais as contribui¢des da
utilizagdo integrada do software, da régua e compasso no ensino e aprendizagem da geometria
hiperbdlica, e compreendemos pelos relatos dos alunos ao final das atividades , que os
mesmos tiveram acesso a um conhecimento que por eles foi assimilado, e que a utilizagdao dos

recursos integrados foi fundamental para isso.

A representacdo na tela do computador das sequéncias das construcdes feitas
primeiramente no papel auxiliou no processo de elaboracdo e da aquisicdo de conhecimento,
pois as propriedades geométricas estudadas foram desse modo, visualizadas. Assim, as
limitagdes proprias do ambiente papel/lapis foram compensadas pelos recursos tecnolégicos,

o que facilitou o processo de ensino-aprendizagem.

Na constru¢do de figuras geométricas no papel, através da régua e do compasso
procuramos dar €nfase a leitura de propriedades e descricdo de figuras assim construidas,
orientando para que as propriedades geométricas das figuras ndo fossem lidas somente a partir
daquele desenho especifico da figura geométrica, mas que fosse analisada tendo em vista as
propriedades gerais da classe de figura a que ela faz parte. Se por um lado o cardter estético
muitas vezes dificulta a constru¢do do significado, isto €, o conceito global da figura pode ndo
ficar muito claro no ambiente l14pis/papel, este vem ser reforcado quando o aluno visualiza as

caracteristicas e/ou propriedades da figura e movimenta os objetos em vdrias direcoes,
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utilizando as ferramentas do ambiente computacional, o que proporciona aos alunos a

aquisicdo de conhecimentos de uma forma dinamica.

Destacamos como pontos positivos de nosso estudo os questionamentos e solucdes
interessantes apresentadas para os problemas e, especialmente, a postura investigativa dos
alunos diante das questdes propostas e também o fato de podermos ter colaborado com esses
alunos na compreensdo, em maior amplitude, da geometria euclidiana, pois desconheciam tais
conceitos. As atividades proporcionaram momentos de experimentacdo e conjecturas,

conforme ja mencionado no capitulo anterior, referente a anélise dos dados.

De acordo com o relato escrito dos alunos, verificamos que a aquisi¢ao dos conceitos e
propriedades bdsicas sobre a geometria hiperbdlica, assim como reflexdes sobre ela
comparadas a geometria Euclidiana ocorreu de forma satisfatéria, pois na maioria das
atividades os alunos relacionavam as duas geometrias, observando que as construgdes
utilizadas para se trabalhar no espago hiperbdlico sdo as mesmas utilizadas no euclidiano

mudando apenas os conceitos, que assumem defini¢des proprias da geometria hiperbdlica.

Com relacdo ao questionamento principal de nossa pesquisa, podemos dizer que o
estudo da geometria hiperbdlica com o uso de régua e compasso e do software cabri-
géometre Il trouxe muitas contribui¢cdes para o conhecimento dos assuntos abordados, haja

vista que os alunos se mostraram muito interessados no desenvolvimento das atividades.

Como principal contribuicio, destacamos: o fato de os alunos terem compreendido a
existéncia de uma nova geometria, a verificacdo da existéncia de um sistema axiomético
consistente, que permite a visualizacdo da negacao do quinto postulado de Euclides. Podemos
afirmar que os sujeitos dessa pesquisa, sdo capazes de identificar retas, tridngulos,
quadrilateros da geometria hiperbdlica. Acreditamos ainda, que esses alunos foram colocados
frente a um conhecimento que ndo fazia parte de suas rotinas, porém ac¢des nao rotineiras sao
inevitdveis e também essenciais na vida didria das pessoas, € pensamos ter contribuido na
formacdo dos mesmos, uma vez que existe a possibilidade de virem a usufruir desse

conhecimento ao longo de suas carreiras.
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Anexo 1

TESSELACOES HIPERBOLICAS COM REGUA E COMPASSO

Claudemir Murari, UNESP, Rio Claro, murari @linkway.com.br

Henrique Lazari, UNESP, Rio Claro, hlazari @rc.unesp.br

Tesselacdes do plano Hiperbdlico

Vamos chamar de tesselacdo regular ou ladrilhamento regular do plano hiperbdlico a
uma decomposi¢do do mesmo em poligono congruentes entre si, de modo que estes
poligonos cubram todo o plano hiperbdlico, e que eles se
interceptem somente em vértices ou lados inteiros, fixamos
uma convencdo de notacdo, se em uma tesselagdo, os
poligonos tem p vértices e se encontram q poligonos em cada

vértice, entdo chamamos a tesselacdo regular de {p,q}, na

figura ao lado vemos uma representagdo da tesselacao {6,4}:

O processo de construgdo de tesselagdes regulares , em geral toma como ponto de

. n . ‘1 A A V4
partida um tridngulo hiperbdlico retangulo (adequado, com angulos —,
p

QN

V4 )
,— , satisfazendo a
2
. 1 1 1 . . ~
inequacdo —+—+— < 1) e, depois, por repetidas rotacdes em torno
p q r
dos seus vértices, obtemos um poligono regular que por translagdes

vai construir a tesselagao.
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O usual é comecar com o tridngulo retangulo, conforme a figura. Mas, neste caso,
transformamos depois este tridngulo em um tridngulo isdsceles por meio de uma reflexao (na
figura ao lado, seria reflexao no eixo vertical)

A fundamentacdo teérica deste processo pertence a teoria geométrica dos grupos de
isometrias do plano hiperbdlico, para um estudo completo deste assunto sugerimos [ |

Construcoes Elementares

1) No conjunto das técnicas fundamentais para a execucdo do presente processo, €
fundamental a idéia de inversdao. Queremos lembrar que se B € um ponto exterior a um

circulo C, de centro O, entdo seja P um ponto de C que também ¢

‘ponto do circulo centrado no ponto médio de OB e passando

por O (logo por B).

Entdo, por uma inspecdo direta da figura, vemos que o circulo de

centro B e passando por P € ortogonal a C e a projecdo perpendicular de P em OB, denotado

por A € o inverso de B. A construcdo estd representada na figura seguinte:

2) Dados dois circulos ortogonais C e C’ e um ponto A

pertencente a C’ (como mostra a figura, construir o inverso de A

com respeito a C. Para isso, basta tracar a semi-reta OA: O, centro

de C, para determinar B em C’.

3) Dado um circulo C e um ponto A, como na figura ao

lado. Tracar o lugar geométrico Lg dos centros de

circulos ortogonais a C e passando pelo ponto A.

Construir o inverso de A™! de A, e tracar a bissetriz de AA!
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4) Seja C o disco de Poincaré. Se A e B estdo no seu interior,
tracar a geodésica (reta hiperbdlica) por A e B. Inverter A,

obtendo A ea desejada reta € o arco ¥ através de A, B, Al

Lagla)
5) Dados os pontos A, B na circunferéncia C e seus N
lugares geométricos Lg(A) e Lg(B). Construir a reta P g ©
hiperbdlica . Construir o arco com centro em P e raio
PA = PB. Lg(B)

6) Dada uma reta hiperbdlica ¥, um ponto A pertencente a ¥

e um angulo euclidiano @, construir uma reta hiperbélica
encontrando ¥ em A, com angulo &. Construir o Lg(A) € o

centro do arco geodésico B ' . Seja 1 o segmento de reta

unindo A e B ' . Rotacionando | de um 4ngulo & obtemos I’. Entdo, a geodésica tem centro P

=Lg(A) N 1’ e raio PA.

Construcao do tridngulo gerador da tesselacao 7,4,2

Todo o processo de construcdo do tridngulo gerador tem como referéncia a figura

abaixo.
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Uma caracteristica do processo € que a circunferéncia que determina os limites do
plano hiperbdlico serd obtida durante a construcdo. O ponto que vai ser o centro do nosso

modelo vai ser denotado por O e tomo um ponto A qualquer do plano (euclidiano). Vamos
. - ~ T .
considerar agora a rotacao de centro O de angulo 27 (lembramos que consideramos sempre

as rotagdes no sentido anti-hordrio) e vamos chamar de A~ a imagem do ponto A por esta
rotacdo e denotamos por B o ponto médio do segmento AA', vamos denotar por ¥ o circulo
centrado em B e passando por A, logo também por A”. Pelo ponto médio de OB tracar um
circulo C passando por B e O e vamos denotar por C e C’os elementos de C Ny, vamos

entdo construir o circulo que delimita o plano hiperbdlico, tomando O como centro e passando
por CeC".
Vamos notar que o tridngulo OCB estd contido em um semicirculo e portanto ¢é

retangulo em C o que mostra que ¥ determina uma reta hiperbdlica, ou seja € ortogonal ao

circulo e também € ortogonal a reta hiperbdlica (neste caso, segmento) determinada por BO

( note que € um subconjunto préprio de %) . Considerando agora P = AO N ¥, € o tridngulo
P ~ A A . /22 ,
APB que € isdsceles e tem os angulos A e P iguais a PR de onde concluimos que o
angulo entre ¥ e AO é 7/7. Obtivemos, entdo, um triangulo hiperbdlico isésceles PQO
R T T 7 . — . s
com angulos 27 e = Seja, agora, Q = BO Ny, entdo segue da definicdo de Q que ABQ

‘ A A o R T 7 )
¢ um tridngulo retangulo isésceles de angulos B} e e Vamos agora, construir o ponto R

como a intersec¢do da circunferéncia com centro A e passando por Q (que deve ser
perpendicular ao circulo que determina o plano hiperbdlico), do tridngulo (euclidiano) ABQ,

vemos que o tridngulo hiperbdélico OQR tem angulos %, % e %, que € o requerido.
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Agora, podemos pavimentar parte do disco de Poincaré por
imagens congruentes desses tridngulos através de simetrias, obtendo-se a

figura ao lado.

A seguir, precisamos adicionar geodésicas em torno de pontos da figura onde
devemos obter novos triangulos congruentes ao triangulo OQR. Assim, teremos tipos de

situagdes como as apresentadas nas figuras abaixo:

e

rotacionando geodésicas em torno de um ponto.

Produzindo uma geodésica através de dois pontos e rotacionando em torno de um ponto.
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Prosseguindo neste processo, teremos obtido a

tesselacdo ao lado:

~ . ~ . n A 4
Construcdo da pavimentacdo por tridngulos com angulos —, —
q

/4
p
A figura ao lado mostra a construgdo do tridngulo desejado.

Nao € dificil demonstrar que tridngulo ORQ tem os angulos

. A Tz
referenciados. O angulo PAB = o= ———.
P 49

Tendo o tridngulo, o procedimento é andlogo como antes, para produzir a

pavimentagao por triangulos.

EXEMPLOS DE OUTRAS TESSELACOES
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Utilizando os procedimentos acima especificados, podemos obter tesselagdes

regulares, como as abaixo:

As figuras, mostram, primeiro, o tridngulo original, e seu
simétrico, formando o tridngulo isésceles OQR. Por
rotacdes, obtemos, por régua e compasso, a segunda
figura, que ¢é parte da tesselacio {4,5}. O

prosseguimento do processo gera a figura ao lado.



A Tesselagdo {6,6}

Conforme o explicitado na tesselacdo anterior, as figu

chegar-se a tesselacdo {6,6}.
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Consideracoes finais

Este trabalho mostra que podemos construir tesselacdes regulares do plano hiperbdlico
através de régua e compasso e, também, fazer comparagdes entre as diferentes geometrias.
Dessa maneira, conceitos como inversao, simetria e lugares geométricos podem ser estudados
de uma maneira diferente da tradicional, possibilitando um enriquecimento de conhecimentos

por parte dos alunos da graduacdo em Matematica.
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Anexo 2: Ilustracoes Tesselacoes hiperbdlicas

Tesselacoes hiperbdlicas

Tesselacao {4,8}:

Tesselacao {6,6}:

Vamos chamar de tesselagdo regular ou
ladrilhamento regular do plano hiperbdlico a
uma decomposicdo do mesmo em poligono
congruentes entre si, de modo que estes
poligonos cubram todo o plano hiperbdlico, e
que eles se interceptem somente em vértices ou
lados inteiros, fixamos uma convencdo de
notagdo, se em uma tesselagdo, os poligonos
tem p vértices e se encontram q poligonos em
cada vértice, entdo chamamos a tesselagdo
regular de {p,q}, na figura seguinte vemos uma
representacdo da tesselacdo {4,8}:

Tesselacao {3,12}:

{9/ Li

Tesselacao {12,3}:

- &
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Tesselacdo {5,4}: Tesselacao {4,5}

Gravuras de Mauritius Escher
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Anexo 3: Atividades

Anexo 1: Atividades

Atividade 1

Um quadrilatero com dois angulos retos e dois lados congruentes. AB é o lado base,
AD e BC sao lados congruentes, enquanto DC é o lado topo do quadrilatero. E

possivel que esse quadrilatero, tenha os Angulos em D e C congruentes e agudos?

Atividade II

Observe o disco de Poincaré.

¥y S

T

Como voceé definiria uma reta na geometria hiperbédlica?
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Atividade II1

Existem '"retas" do plano hiperbdlico que, quando mapeadas no disco S tém a
aparéncia de retas ( segmentos) do plano euclidiano. Quais sdo essas retas?

Dada uma reta no plano hiperbdlico quantas retas paralelas a reta dada podem ser
construidas?

Observando a resposta da atividade anterior Formalize o enunciado do 5° postulado

para a Geometria hiperbdlica. Postulado de Lobaschevsky.

Atividade IV

Conceito de angulo.

Se duas retas hiperbdlicas se interceptam num ponto A, a medida do angulo
formado entre elas, € por defini¢do, a medida do menor angulo formado pelas semi-retas
euclidianas tangentes aos arcos (reta H) em A.

- Construa retas no plano hiperbdlico.

- Meca o angulo entre as retas construidas na atividade anterior.

- Vocé considera possivel obter um tridngulo nesta geometria?

- Construa 1 triangulo qualquer no plano hiperbdlico.

4) O que voce achou de fazer constru¢des com régua e compasso?

5) Vocé sentiu dificuldade em fazer essas construcoes?

6) Vocé considera que esta geometria possa ser aplicada em alguma situacao do

cotidiano.
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Atividade V.

Dado o modelo do disco de Poincaré, qualquer arco de circunferéncia contidos no
interior do disco pode ser considerado uma reta hiperbdlica?
- Construa um feixe de retas que passam pelo ponto P, no modelo de Poincaré.
- Construa uma reta que passe por dois pontos.
— Construa retas perpendiculares.
— Construa um tridngulo.
—Construa um triangulo retangulo.
1) Quais conceitos de geometria Euclidiana foram utilizados nessas construcdes?
2) Vocé considera que estas construcdes feitas com régua e compasso € passo a passo

podem contribuir para que os conceitos sejam assimilados?

Atividade VI

Como vimos no referencial histérico, o estudo desse tipo de quadriltero resultou
no desenvolvimento das geometrias ndo - euclidianas.O quadrildtero de Sacheri tem 2
angulos retos e os 2 lados perpendiculares a base congruentes entre si. Seja ABCD um
quadrilatero de Sacheri , AB € o lado base, AD e BC sdo os lados

Congruentes, enquanto AC € o lado topo do quadrilatero.

- Construa esse quadrilatero no modelo do disco de Poincaré.

Atividades para serem trabalhadas com o uso do Cabri- Geométre II.
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Atividade VII

- Construa retas no plano hiperbdlico.

- Meca o angulo entre as retas construidas na atividade anterior.

- Construa um feixe de retas que passam pelo ponto P, no modelo de Poincaré.
- Construa uma reta que passe por dois pontos.

- Construa retas perpendiculares.

Atividade VIII

Construa uma reta a e um ponto P. Construa também duas retas paralelas 4 reta a
que passem pelo ponto P, retas (b e c). As retas b e ¢ formardo entre si um espaco angular
QPR a direita de P e XPY 4 esquerda de P.

Construam retas nesses espacos angulares e que passem pelo ponto P.

Explore dinamicamente a figura.

O que voce observa sobre essas retas em relagio a reta a?

Definir paralelas assintéticas, paralelas divergentes e retas secantes.
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Atividade IX

Tracem retas no plano hiperbdlico:

e Proximas a extremidade de disco
e Proximas ao centro do disco.

® Que passem pelo centro do disco.

Atividade X

Construa uma reta A e um ponto P, e construa duas paralelas a reta a pelo ponto P
(retas b e ¢). Escolha um ponto W na reta a e um ponto Y na reta b. Construa também uma
reta perpendicular a reta a pelo ponto P, e chame esta interseccdo de Q.
Explore dinamicamente a figura.

O que vocé observa em relacao aos angulos WPQ e YPQ?

Definir angulo de paralelismo.

Atividade XI

Construa um triangulo.
Construa um triangulo isésceles.
Construa um triangulo eqiiilatero.

Construa um tridngulo retangulo.
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Atividade XII

Abaixo estdo anunciados alguns teoremas da geometria euclidiana.
Verifique quais também sdo vélidos na geometria hiperbdlica.

I- A soma dos angulos internos de um triangulo € 180°.

2- Em um triangulo is6sceles, os angulos da base sdo congruentes.
3-  Os angulos internos de um tridngulo eqiiilatero medem 60°.

4- O teorema de Pitagoras é valido na Geometria Hiperbdlica?

Explore essas questdes dinamicamente.

Atividade XIII

Construa quadrilateros de Sacheri e verifique que o topo € sempre maior que sua

base.

Atividade XIV

Demonstre que a soma dos angulos internos de um triangulo € menor que 180°.

Atividade XV

Construa quadrildteros que possuam 3 angulos retos ( quadrilateros de Lambert) e

investigue o que acontece com os outros angulo.
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Atividade XVI

Seja ¢ paralela assintética a reta a por P. A reta a é também paralela assintética a reta ¢

por um seu ponto qualquer? Explore esta questao dinamicamente.
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