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Resumo

O objetivo deste trabalho é mostrar que m,(X) é sempre abeliano quando n > 2 e que
m1(X) é abeliano quando X for um H-espago e por fim calcular alguns grupos de homotopia

utilizando sequéncia exata de uma fibracgao.

Palavras-chave: Homotopias, Fibracoes, Cofibragoes, Sequéncias exatas, H-espacos, Grupos

de homotopia.



Abstract

The goal of this work is to show that m,(X) is always abelian when n > 2 and that m(X)
is abelian when X is an H-space and finally calculate some homotopy groups using the exact

sequence of a fibration.

Keywords: Homotopies, Fibrations, Cofibrations, Exact sequences, H-spaces, Homotopy

Groups.
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Capitulo 1

Introducao

A Topologia Algébrica é o ramo da matematica que faz a ligacao entre a Topologia e
a Algebra. Nasceu nas ultimas décadas do século XIX, quando o matemaético francés Henri
Poincaré, em 1894, apresentou seus trabalhos, inclusive alguns teoremas que somente foram
provados muitos anos depois, em 1931. Fundamentou-se assim a Topologia Algébrica, que
baseia-se na associacao de estruturas algébricas a um espacgo topoldgico com o objetivo de
obter informacoes sobre esse espaco. No desenvolvimento desta, aparecem dois conceitos que
sedimentam essa drea da Topologia, a saber: homotopia e homologia, ambos sao os fundamentos
para estudar os primeiros resultados relevantes da area de Topologia Algébrica.

Aqui, estudaremos o conceito de homotopia e algumas de suas aplicacoes, baseando-se em
[1], notas escritas por Renzo Piccinini durante um curso de pds-graduagao no Instituto de
Pesquisas Matematicas. Nosso objetivo é calcular alguns grupos de homotopia utilizando a
teoria construida acerca do estudo de fibragoes. Para isso, tentamos ao maximo escrever as
demonstracoes de forma minuciosa e clara, para um melhor entendimento.

Esta dissertacao estd organizada da seguinte maneira:



Inicialmente, no capitulo 2, enunciamos algumas defini¢coes e resultados necessarios para o
entendimento dos capitulos posteriores.

No capitulo 3, o objetivo é demonstrar que existe uma bijecao entre dois conjuntos que
estudaremos no capitulo 6 (corolario 3.0.1). Definiremos fibragoes e cofibragoes e veremos um
exemplo de cada um desses.

No capitulo 4, veremos o que sao os pullbacks e os pushouts e quais hipoteses precisamos
para que determinadas aplicacoes sejam um pullback ou um pushout. Os pullbacks e pushouts
serao importantes na construcao das sequéncias de espagos, que veremos no capitulo 5. Essas
sequéncias infinitas de espacos serao construidas e provaremos dois grandes teoremas, a saber
Teoremas 5.1.1 e 5.2.1, mostrando que para toda funcao continua f : X — Y, podemos obter
uma sequéncia exata e infinita de conjuntos, em que a primeira fungao da sequéncia é f* ou f,
dependendo se estamos com a sequéncia da fibragao ou com a sequéncia da cofibracao.

No capitulo 6, apresentaremos as definicoes de H-espacos e CoH-espacos, mostraremos que
o conjunto [Z,QX] é um grupo e daremos condicao para que este seja abeliano. Também
definiremos grupo de homotopia e provaremos que 7,(X) é sempre abeliano quando n > 2 e
que 71 (X) é abeliano quando X é um H-espago.

Por fim, no capitulo 7, mostraremos que toda funcao de recobrimento é uma fibragao e com

isso, usaremos a teoria desenvolvida para calcularmos alguns grupos de homotopia.

vi



Capitulo 2

Preliminares

Neste capitulo, apresentamos algumas defini¢oes e resultados que sao fundamentais para o

entendimento desse trabalho. Para maiores detalhes, consulte [3], [5] e [6].

2.1 Espacos Topoldégicos

Definigao 2.1.1. Seja X # () um conjunto. Uma Topologia de X €é uma colegio T de
subconjuntos de X satisfazendo as sequintes propriedades:
(i)leTeXer,
(17) Se Ay, Agy ... Ay €T entdo AyNAyN...NA, ET;
(1ii) Se {Ax}rer € uma familia de elementos de T, entao UA)\ €.
A

Um conjunto X para o qual se tenha definido uma topologia T é chamado de espago to-

pologico. Dizemos que um subconjunto U de X é um conjunto aberto de X se U € 7.

Definicao 2.1.2. Sejam X wum espago topologico e S C X. Se 7 é uma topologia em X entdo
a familia
s ={SNU:U e}
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¢ uma topologia em S, que chamaremos de topologia induzida. Dizemos que S é um su-

bespaco topologico de X.

Exemplo 2.1.1. Se X é um conjunto qualquer, a colegao de todos os subconjuntos de X ¢é
uma topologia de X e a denominamos por topologia discreta. Neste caso, dizemos também

que X é discreto.

Definicao 2.1.3. Sejam X e Y espacos topologicos e f : X — Y uma funcao. Se BCY ¢é

um subconjunto, definimos a pré-imagem de B por f, denotada por f(B), por
fi(B)={r € X : f(x) € B}.
Lema 2.1.1. Se AC X e BCY entao

AC(f(A) e f(f1(B)) CB.

Observamos que a primeira inclusao é uma igualdade se f for injetora, e a segunda inclusao

é uma igualdade se f for sobrejetora.

2.2 Base para uma topologia

Definicao 2.2.1. Se X € um conjunto, uma base para uma topologia sobre X é uma cole¢ao
B de subconjuntos de X (chamados de elementos bdsicos) tais que:
(1) Para cada x € X, hd ao menos um elemento bdsico B que contém x;
(17) Se x pertence a intersecio de dois elemento bdsicos By e Bs, entdo eziste um elemento
basico Bs que contém x e tal que By C By N Bsy.

Se B satisfaz estas duas condigoes, definimos a topologia T gerada por B como seque: um
subconjunto U de X € dito aberto em X se para cada x € U, existe um elemento bdsico B € B

tal quex € B e BCU.



Lema 2.2.1. Se X € um conjunto e B € uma base para uma topologia T sobre X entao T €

tgual a colegao de todas as unioes de elementos de B.

Este lema nos mostra que cada conjunto aberto U em X pode ser expressado como uma

uniao de elementos bésicos.

2.3 Conjuntos abertos e fechados

Definicao 2.3.1. Dizemos que V' € uma vizinhanca de x € X se existir um aberto W de X

tal quex € W C V.

Proposicao 2.3.1. Seja Y um subespaco topologico de X. Se um subconjunto A de X € aberto

deY eY € subconjunto aberto de X entao A € aberto em X.

Definicao 2.3.2. Um espaco topologico X é chamado de Hausdorff se para quaisquer x,y €

X, com x # y, existem vizinhangas U, eV, respectivamente de x ey, tais que U, NV, = 0.

Definicao 2.3.3. Seja X um espaco topolégico. Um subconjunto F de X € um conjunto

fechado de X se o conjunto complementar de F' em X, X — F, € um conjunto aberto de X.

Proposicao 2.3.2. Seja Y um subespago topologico de X. Se um subconjunto F de X €

fechado de 'Y eY € subconjunto fechado de X entao F' é fechado em X.

2.4 Continuidade e Homeomorfismo

Definicao 2.4.1. Seja f : X — Y uma funcgao entre espagos topoldgicos. Dizemos que f €
continua se para todo aberto U de 'Y, a pré-imagem f(U) for um aberto de X.
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Definicao 2.4.2. Se f : X — Y for uma funcdo continua, bijetora e sua inversa =1 :
Y — X for continua, dizemos que f é um homeomorfismo e que os espacos X e Y sdo

homeomorfos. Notacao: X =Y.

Proposicao 2.4.1. Uma funcdo f : X — Y € continua se, e somente se, para todo fechado

F deY, a pré-imagem f7(F) é fechada em X.

Definicao 2.4.3. Seja f : X — Y wuma funcao entre espacos topologicos. Dizemos que f
¢ uma aplicagdo aberta (fechada) se para todo subconjunto aberto (fechado) U de X a

imagem f(U) € um subconjunto aberto (fechado) de 'Y .

Teorema 2.4.1. Se f : X — Y € uma func¢do continua e bijetora entdo f € um homeomor-

fismo se, e somente se, f € uma func¢ao aberta (fechada).

Lema 2.4.1. (Lema da Colagem) Sejam X, Y espacos topolégicos e A, B C X fechados
tais que AUB = X. Se H: A— Y e K : B — Y sdo fun¢oes continuas satisfazendo

H(z) = K(z), Yx € AN B, entdo a aplicacio G : X — Y definida por
H(z), xe€ A,
G(z) =
K(z), =€ B,

¢ continua.

Demonstragao: Seja ' C Y fechado qualquer. Mostremos que G(F) C X também é fechado.
Temos que G'(F) ={r € X :Gx) e F} ={r e X :H(zx) e FouK(z) e F} ={z € X :
H(z) € FYU{z € X : K(2) € F} = H'(F) U K\(F).

Como H e K sao continuas, sabemos que H(F) C A e K'(F) C B sao fechados e assim,
como A e B sdo fechados em X, segue que pela proposicao 2.3.2 que H'(F) e K(F) sdo
fechados em X. Portanto, G'(F) = H'(F)U K™(F) é fechado e concluimos que G é continua.

O



Definicao 2.4.4. Uma funcdio f: X — Y ¢é dita uniformemente continua se dado ¢ > 0

arbitrdrio existe 0 > 0 tal que para cada par de pontos x1, xo de X,
w1 = of| <6 = [[f(21) — f(z2)]] <e.

Definicao 2.4.5. Dizemos que uma funcao f : X — Y é um homeomorfismo local se
para todo x € X existir um aberto U C X com x € U tal que V = f(U) € aberto de Y e

flo : U — V' é um homeomorfismo.

2.5 Compacidade

Definigao 2.5.1. Seja X um conjunto qualquer. Uma cobertura de X é uma familia {Gy}xer
tal que X = U/\eL Gy, em que L denota um conjunto de indices. Dizemos ainda que {Gy}xer
é uma cobertura aberta de X se para todo A\ € L, G é um subconjunto aberto de X .

Uma subcobertura ¢ uma subfamilia {Gy, }x,er de alguma cobertura {Gx}aer de X, L' C
L, tal que X C U)\jGL, Gy,;. Além disso, dizemos que a subcobertura € finita quando L' € um

subconjunto finito de L.

Definicao 2.5.2. Um espaco topologico X € compacto se toda cobertura aberta de X admite

uma subcobertura finita.

Proposicao 2.5.1. Se X é um espaco topologico compacto e F' C X € fechado entao F ¢é

compacto.

Proposicao 2.5.2. Se X ¢ um espaco topolégico de Hausdorff e ' C X € compacto entao F

¢ fechado.

Proposicao 2.5.3. Sejam X e Y espacos topologicos e f: X — Y uma fun¢ao continua e

sobrejetora. Se X é compacto entao Y também é compacto.



Teorema 2.5.1. Sejam X eY espacos topologicos. Entao X xY € compacto se, e somente

se, X eY sao compactos.
Proposicao 2.5.4. Se K C R"™ é compacto, entao K € fechado e limitado.

Teorema 2.5.2. Seja f : X — Y wma func¢ao continua. Se X € compacto, entao [ ¢é

uniformemente continua.

2.6 Conexidade

Definicao 2.6.1. Um espaco topologico X é conexo se nao existem subconjuntos abertos G
e H de X, nao vazios, tais que X = GUH e GNH = (. Caso contrdrio, dizemos que X €

desconexo.

Proposicao 2.6.1. Um espaco topologico X € conexo se, e somente se, os unicos abertos e

fechados simultaneamente de X sao () e X.

Teorema 2.6.1. A imagem de um espago conexo por uma fun¢ao continua € um espagco conexo.

2.7 Grupos

Definicao 2.7.1. Um conjunto G € um semigrupo se ¢ dotado de uma operacdo bindria

associativa.

Definicao 2.7.2. Um conjunto G munido com uma operacdo bindria
- GExGE—G

(a,b) —> a-b



¢ um grupo se as condicoes sequintes sao satisfeitas:
(i) a operagao () é associativa: Ya,b,c € G,(a-b)-c=a-(b-c);
(17) existe um elemento neutro: Ya € G,3e € G:a-e=a=¢€-a;

(i11) todo elemento possui um elemento inverso, isto é, para cada a € G, o=t € G:a-a™ =

e=a'-a.

O grupo € abeliano ou comutativo se a operagao deste é comutativa, a saber: Ya,b € G :

a-b=">b-a.

Lema 2.7.1. Se (G,-) é um grupo e f : G — H é uma fungao bijetora, podemos munir H com
uma estrutura de grupo definindo em H uma operacao /\ da sequinte forma: para quaisquer

hi, hg € H, hy A hy = f(f~'(h) - [~ (h2))-

Definigao 2.7.3. Sejam (G,-) e (H,A) dois grupos. Uma fun¢ao f: G — H é um homo-

morfismo se esta ¢ compativel com as estruturas dos grupos, isto €, se ocorre:
fla-b) = f(a) A f(b),Va,beG.

Se além disso, f for uma bijecao, dizemos que f é um tsomorfimo e que os grupos G e H

sao tsomorfos. Notacao: G = H.

2.8 Categorias e Funtores

Definicao 2.8.1. Uma categoria C consiste nos sequintes elementos:

(1) Uma classe de objetos A, B, C, .. .;

(17) Para cada par de objetos A, B, uma classe de morfismos de A em B, denotados por
f:A— B;

(731) Para cada objeto A, um morfismo chamado identidade de A, denotado poridy : A — A;
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(tv) Uma operagio de composi¢cio que associa a cada par de morfismos f : A — B e
g: B — C um morfismo go f : A — C, chamado morfismo composto de f e g, tais que os
sequintes axiomas sao satisfeitos:

e Associatividade: Sejam f : A — B, g: B — C eh:C — D, entao (hog)o f =
ho(gof);

e [dentidade: Para todo objeto A, existe um morfismo idy : A — A chamado morfismo
identidade de A, tal que para todo f : A — B, tem-se f oids = f e para todo g : C — A,

tem-se idy o g =g.

Exemplo 2.8.1. A categoria dos grupos.
Nesta categoria os objetos sao os grupos e os morfismos sao os homomorfismos de grupos. A
composigao é dada pela composigao usual de fungoes (composigao de homomorfismos de grupos

¢ ainda um homomorfismo de grupos).

Definicao 2.8.2. Se C e D sao categorias, entao um funtor covariantel : C — D é uma
funcao tal que

(i) Se A € objeto de C entao T(A) € objeto de D;

(17) Se f: A — B € morfismo de C entdo T(f): T(A) — T(B) € morfismo de D;

(i1i) Se f: A— B eg: B — C sao morfismos de C entio sendo T(f) : T(A) — T(B) e
T(g) : T(B) — T(C), T(g) o T(f) € morfismo de D e T(go f) =T(g) o T(f);

(iv) T(ida) = idpay, para todo objeto A de C.

Exemplo 2.8.2. Se C é uma categoria, entao o funtor identidade 1¢ : C — C é definido por

1¢(A) = A para todo objeto A e 1¢(f) = f para todo morfismo f.

Definicao 2.8.3. Um funtor contravariante T : C — D, em que C e D sao categorias, €

uma fungao tal que



(i) Se A € objeto de C entao T(A) € objeto de D;

(17) Se f: A — B € morfismo de C entao T(f): T(B) — T(A) é morfismo de D;

(iii) Se f: A —= B e g: B — C sio morfismos de C entdo sendo T(f) : T(B) —» T(A) e
T(g) : T(C) — T(B), T(f) o T(g) é morfismo de D ¢ T(go f) = T(f) o T(g);

(iv) T(ida) = idpay, para todo objeto A de C.






Capitulo 3

Fibracoes e Cofibracoes

Neste capitulo, demonstramos que existe uma bije¢ao entre os conjuntos [XX,Y] e [X, QY]

(vide corolario 3.0.1) e estudamos fibragoes e cofibragoes.

Seja Cy a categoria cujos objetos sao espacos topolégicos com ponto base e cujos morfismos
sao fungoes continuas (aplicagoes) que preservam ponto base. De agora em diante, os termos
“espago” e “aplicagoes” referem-se a objetos e morfismos de Cy, respectivamente.

Dados X,Y € Cy com pontos base z( e yo, respectivamente, seja F'(X,Y) o conjunto de
todas as aplicacoes de X em Y com a topologia que tem como sub-base de abertos conjuntos

da forma

M(K,W)={feF(X,Y): f(K)C W}

onde K C X é compacto e W C Y ¢é aberto, tal topologia ¢ denominada compacto-aberta.
A aplicagao constante ¢ : X — Y que aplica o espago X no ponto base yo, isto é, ¢(z) = yo,

Vz € X, é tomada como ponto base de F'(X,Y).

Defini¢ao 3.0.1. Duas aplicagies fo, f1 € F(X,Y) sao ditas homotépicas (notagdo: fo ~ f1)
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se ezistir uma aplicacio H : X x I — Y, onde I € o intervalo unitdrio [0, 1], com ponto base
0, tal que

H(ZL’,O) = f0<l’>,H(ZL’, 1) - f1<l’),vx € X;
H(l’o,t) = yO,Vt el

Dizemos que a aplicagao H é uma homotopia ligando fy e fi e denotamos este fato por

H: fo~ fi1.
Lema 3.0.1. A relacao “homotopia” € uma relacdo de equivaléncia.

Demonstracao: De fato, a relagao é reflexiva (fy ~ fo), uma vez que H : X x I — Y
definida por H(z,t) = fo(z), Vo € X,Vt € I, d4 uma homotopia ligando fy a fy, pois H(x,0) =
fo(z), H(x,1) = fo(x),Yx € X e H(xo,t) = fo(zo) = yo,Vt € I. Além disso, é uma relacao
simétrica (fo ~ f1 = f1 ~ fo), pois se H é uma homotopia ligando fy a f; entao K : X xI — Y
definida por K(z,t) = H(z,1 —t),Yx € X,Vt € I d4 uma homotopia ligando f; a fy, pois
K(z,0) = H(z,1) = fi(x),K(z,1) = H(x,0) = fo(z),Vo € X e K(x,t) = H(xp,1 — 1) =
Yo, Vt € 1.

E finalmente, é uma relagao transitiva (fo ~ fi e fi ~ fo = fo ~ f2), pois se H é homotopia

ligando fy a f; e K é homotopia ligando f; a fo, entao G : X x I — Y definida por

G(z,t) = Vo e X,



Observemos que pelo Lema da Colagem, G é continua, pois G|XX[07%] =He G|XX[%71] =K
sdo fungoes continuas e para t = 3 temos H(z,1) = fi(z) = K(z,0). O

Y

Denotaremos por [X, Y] o conjunto quociente de F'(X,Y") pela relagdo “homotopia”.

Olhando para o aspecto funtorial de F/( , ), temos o seguinte lema:

Lema 3.0.2. Para todo Z € Cy fizado, F(Z, ) € um funtor de Cy em Cqy covariante na sequnda
varidavel e F( | Z) é funtor contravariante na primeira varidvel.

Mais precisamente, fixando um espago Z e dada uma aplicacao f: X — Y, temos que f
induz uma aplicagdo fu : F(Z,X) — F(Z,Y) que associa a cada g € F(Z,X), fu(g) = fog

e uma aplicacio f# : F(Y,Z) — F(X, Z) que associa a cada g € F(Y,Z), f#(g) =go f.

Demonstracao: De fato, F'(Z, ) leva um objeto X de Cy no objeto F(Z,X) deCye F( ,Z)
leva um objeto X de Cy no objeto F'(X, Z) de Cy, VX € Cy, pois F(Z, X) e F(X, Z) sdo espagos
topoldgicos com pontos bases ¢ : Z — X que leva todo elemento de Z no ponto base xy de X e
c¢: X — Z que leva todo elemento de X no ponto base zy de Z, respectivamente. Além disso,

fu e f# sdo continuas; com efeito, se M (K, W) é um aberto sub-bésico de F(Z,Y), entao
fa(M(KW))={g€ F(Z,X): fx(g) € M(K,W),¥Y K C Z compacto,V W C Y aberto}

={geF(Z,X):(fog) e M(K,W),V K C Z compacto,V W C Y aberto}
={ge F(Z,X):(fog)(K)CW,Y K C Z compacto,¥V W C Yaberto}
={ge F(Z,X):9(K)C f{(W),V K C Z compacto,V f(W) C X aberto}
= M(K, f(W)),

que é um aberto sub-bésico de F(Z, X). E se M(K,W) é um aberto sub-basico de F (X, Z),

entao

(Y MK W) ={ge F(Y,Z): f*(9) € M(K,W),¥Y K C X compacto, YW C Z aberto}
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={ge F(Z,X):(gof) e M(K,W),V K C X compacto,VW C Z aberto}
={ge F(Z,X):(go f)(K)CW,¥ K C X compacto,V W C Z aberto}
={ge F(Z,X):9(f(K)) Cc W,V f(K) CY compacto,V W C Z aberto}
= M(f(K),W),
que é um aberto sub-basico de F(Y,Z). E assim, F(Z, ) leva um morfismo g de Cy em
um morfismo fy de Cyp e F( ,Z) leva um morfismo g de Cy em um morfismo f# de Cy,
Vg € Co, ja que fu = fog é aplicacao que preserva ponto base, pois para ¢ : Z — X
definida por ¢(z) = o, Vz € Z, que é o ponto base de F(Z, X), temos que fu(c) = f oc onde
(foc)(z) = f(zo) = yo, que é 0 ponto base de F(Z,Y), e f# = go f também preserva ponto
base, pois para ¢ : Y — Z definida por c(y) = zp,Vy € Y, que é o ponto base de F (Y, Z7),

temos que f#(c) = co f onde (co f)(y) = c(x¢) = 20, que é o ponto base de F(Y, 7). ]

Lema 3.0.3. Se I for a categoria dos conjuntos com ponto base e aplicacoes de conjuntos que
preservam ponto base, entao [Z, |:Co —> Iy € um funtor covariante na sequnda varidvel e
| ,Z]:Co — Iy é um funtor contravariante na primeira varidvel, VZ € Cq fizado. Assim, uma
aplicagao f: X — Y induz f. : [Z,X]| — [Z,Y] definida por f.([g]) = [fog], Vg € [Z,X], e

uma fungao f*: Y, Z] — [X, Z] definida por f*(lg]) =[go f], Vg € [Y, Z].

Demonstracao: Temos que f. é bem definida, pois se [g] = [h] € [Z, X] entdo g ~ h, isto
é, existe uma aplicacdo H : Z x I — X tal que H(z,0) = g(2),H(z,1) = h(z),Vz € Z
e H(zp,t) = zo,Vt € I. Dai, K : Z x I — Y definida por K(z,t) = (f o H)(z,t) é uma
homotopia ligando (f o g) a (f o h), pois K(z,0) = (f o H)(2,0) = f(9(z)) = (f ° 9)(2),
K1) = (fo H)(21) = f(h(z)) = (f o h)(=), ¥2 € Z e K (z20,2) = (f o H)(20,1) = f(z0) =
Vi € I Logo, [f o g] = [f o h), ou seia, £.([g]) = fo([A]).

Além disso, f. preserva ponto base. De fato, seja ¢ : Z — X definida por ¢(z) = xo,
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Vz € Z. Entao, f.([c]) =[foc|, onde (foc)(z) = f(c(2)) = f(xo) = yo, V2 € Z. Logo, f. leva
ponto base de [Z, X| em ponto base de [Z,Y].

De forma anéloga, podemos ver que f* é bem definida e preserva ponto base. O

Lema 3.0.4. Se f,g: X — Y sao homotdpicas e h : Z — X ¢é uma aplicagao, entao f o h

¢ homotopica a g o h.

Demonstragio: Se H ¢ uma homotopia entre f e g, defina G : Z x I — Y por G(z,1) =
(Ho(hx1))(z,t),¥(z,t) € Zx I. Entao, G é uma aplicacio, pois H e h x 1 o sdo. Além disso,
G(2,0) = (Ho(hx 1))(z,0) = H(h(2),0) = f(h(z)) = (foh)(2), G(z,1) = (Ho(hx 1))(z,1) =
H(h(2),1) = g(h(2)) = (go h)(2), ¥z € Z e Gz, t) = (H o (h x 1))(20,t) = H(h(z), 1) =

H(xg,t) = yo, Vt € I. Portanto, foh ~ goh. O

Lema 3.0.5. Se f,g : X — Y sao homotopicas, entao para todo Z € Cy fizado, f, = g :

1Z,X] — [Z,Y].

Demonstracao: De fato, para quaisquer [h] € [Z, X] temos que f.([h]) = [f o h]. Como, pelo
lema anterior, f o h ~ go h, entdao [f o h| = [g o h]. Portanto, f.([h]) = g.([h]), V[h] € [Z, X].
Assim, f, = g.. O

Dois casos particulares de espagos obtidos através do funtor F\(Z, ) sao aqueles em que Z é o
intervalo I = [0, 1] ou a esfera unidimensional S*. Para todo X € C, definimos PX = F(I, X)
como o espago dos caminhos sobre X ¢ QX = F(S!, X) como o espago dos lagos sobre

X, baseados em zy € X.
Definicao 3.0.2. Chamamos de avalia¢cao a aplicacao
A:PX xI — X

definida por A\, t) = A(t), VA € PX,Vt € I.
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Mostremos adiante que A é continua. Para isso, faremos uso do seguinte lema:

Lema 3.0.6. Seja I o intervalo unitdrio [0,1] et € I. Se B C I é um aberto que contém t,

entdo existe K C I tal quet € K, K ¢é compacto e K C B.

Demonstracao: Como B é um aberto de I contendo t, existe O C I aberto tal que t € O e
O C B. E como I é localmente compacto e de Hausdorff, existe G C I aberto tal que t € G e
G é compacto, pois sendo I localmente compacto, existe tal aberto G em I em quet € G C K,
onde K é um compacto em 1.

Logo, G C K e como K é um compacto contido em um espaco de Hausdorff, temos que K
é fechado e dai, G C K, isto é, temos um fechado contido em um compacto, o que nos dé G
compacto, pela Proposigao 2.5.1.

Tome K = GNO CIemquet € K. Como K C G entdo K C G, e sendo G compacto,

temos que K é compacto, e ainda, K C O C B. O
Lema 3.0.7. A aplicagcio A definida em 3.0.2 € continua.

Demonstracao: Seja (A, t) € PX x I e W C X um aberto tal que A(X,t) = A(t) € W. Como
A é continua, A\7(W) C I é um aberto que contém t. Pelo lema anterior, existe K C I tal que
t € K, K é compacto e K C \"(W). Logo, A(K) C W e U = M(K,W) é um aberto de PX
que contém .

Tomemos B =U x K C PX x I aberto contendo (A, t). Assim, A(B) C W, pois para todo
(o, 8) € B, temos que a(K) C W, s € K e A(a,s) = a(s). Como s € K C K, A(a,s) € W,
Portanto, A é continua. H
Observacao: Se Z é um espaco localmente compacto e regular, a avaliagao
A: F(Z, X)x Z — X definida por A(f,z) = f(z) serd continua. Isso segue do fato de que
todo espaco regular é de Hausdorff e a demonstragao é similar ao caso em que Z = I.
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Introduzimos agora o conceito de suspensao (reduzida) de um espago topolégico.

Definicao 3.0.3. Dado X € Cy, chamamos de suspensao de X o espaco obtido de I x X
identificando o sub-espaco I x {xo} U I x X, onde I = {0,1}, a um ponto, que serd tomado

como o ponto base da suspensao, denotada por XX . Em outras palavras,

I xX

XX = . .
I x{zog}UIxX

Exemplo 3.0.1. Para X = I com ponto base 0, temos XX = D em que D = {(x,y) € R* :

z? +y* < i}
I
I.fz/ \\-...
-_\\\.. .z/z.r
Figura 3.1: I x {0} U1 x I Figura 3.2: X1

Exemplo 3.0.2. Para X = S! com ponto base sg, temos XX = 52,

'“I .:/H*ul If ﬂﬁ, ................... .{m s
| |. | I| || II| II /E II|\
-

|
W/ Vi | \ \Li /

Figura 3.3: I x {so} Ul x S* Figura 3.4: ¥.5*
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Lema 3.0.8. ¥ : Cy — Cqo € um funtor covariante.

Demonstracao: Com efeito, ¥ aplica todo X € Cy em XX, que é um espaco topoldgico
com ponto base e portanto um objeto de Cy. E toda f : X — Y continua com f(zg) =
yo induz 1 x f : I x X — I x Y continua com (1 x f)(0,z9) = (0,y0) que por sua vez
induz Xf : XX — XY continua dada por Lf([(t,z)]) = [(¢, f(x))] e consequentemente,
SA(1(0,2)]) = SE(1, @) = SE(E 7o),

Para verificar que X f é continua basta ver que > f é definida de modo a comutar o diagrama

[XXLJ;[XY

ﬁxl lw

DX 5T MY

Assim, para todo aberto § C XY, (Xf)7(0) = mx((1 x f)'7y(0)) que é aberto em XX, pois
mx € funcao aberta. n
Agora apresentamos a suspensao de X, ¥ X, sob outro ponto de vista. Para tanto sao

necessarias a definicao a seguir.

Definigao 3.0.4. Dados X € Cy e a esfera S* com ponto base sy, seja S'V X = S x {zg} U
{s0} x X, denominado produto wedge de S' com X. Definimos entio o espago S* AN X como

sendo o espacgo topologico
Stx X
Stv X

o qual chamamos de produto smash de S com X.

Lema 3.0.9. STA X =~ 2 X.

Indicaremos os pontos de XX ~ S' AN X por s Az, em que s € S* ex € X.

Demonstracao: Consideremos S' C C como o conjunto dos ntimeros complexos da forma

e?®  parametrizado por § € I. Definindo ¢ : I — S! por ¢(t) = €?™ e considerando
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cx1:1IxX —S'x X, temos que a funcao ¢ x 1 induz um homeomorfismo

_ IxX R St x X
]X{l’o}UIXX Slx{xo}U{So}XX

¥

tal que o diagrama

cx1

Ix X258 xX

o

22X — SIAX
comuta, onde mx e 7 sao aplicagoes quocientes.
Com efeito, se @ C ©X é um aberto, entdo p(f) C ST A X e 7 (0(0)) = (c x 1)(7m%(0)), que
¢ um aberto de S x X, pois ¢ x 1 é uma aplicacao aberta, j4 que ¢ é uma aplicacao aberta.
Portanto, 77(¢(#)) é aberto em S x X e daf, ¢(#) é aberto em S A X. Como ¢ é uma fungio

aberta e continua, ¢ é um homeomorfismo. O]

Lema 3.0.10. Sejam X,Y € Cy com X de Hausdorff. Se & ¢ uma sub-base de Y entao o0s
conjuntos V(K,W) ={f € F(X,Y): f(K) C W} onde K C X € compacto e W € S, formam

uma sub-base de abertos para F(X,Y).

Demonstracao: Os conjuntos M (K,U) = {f € F(X,Y) : f(K) C U} em que K C X ¢
compacto e U C Y é aberto formam uma sub-base de abertos para F(X,Y).
E suficiente provar que se f € M(K,U), com K C X compacto e U C Y aberto, entao

existem K7,..., K, C X compactos e elementos Wy,..., W, € & tais que
fevV(E,wi)n..nV(K,,W,) Cc M(K,U)

Com efeito, para todo x € K, existe um numero finito de elementos de &, digamos

n(z)

Wi, Wi, tal que f(z) € ﬂ Wi c U. Como f é continua, existe uma vizinhanca U,
j=1

de x em K tal que f(U,) C m W7. Como K é compacto e de Hausdorff, segue que K ¢é
j=1
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regular e portanto para cada x existe um conjunto aberto V, C K tal que
reV,cV,cU,CK.
O conjunto {V, : # € K} é uma cobertura aberta de K e como K é compacto, existem

Viyy ooy Vo, tais que K C UVm

=1

Sejam K; = V,,, i =1,...,n. Entdo, K; sdo compactos e, além disso,
n(z;)
fIK) CfU,)C (Wi CU, Vi=1,...,n.
j=1
n(z:)
Isso mostra que para todo i = 1,...,n, tomando W; = ﬂ W3 temos que f(K;) C W;
j=1

e portanto f € ﬂV(Ki,Wi) C M(K,U) pois se g € ﬂV(Ki,W}) entdao g € V(K;, W,),

i=1 i=1

Vi=1,...,n e dai, como K C UKZ' temos que g(K) C g(Kj;,), para algum ig € {1,...,n}.
i=1
n(xlo)

Assim, g(K) C Wi, = (] W™ C U. Logo, g € M(K,U). O
j=1

Teorema 3.0.1. Dado um espacgo de Hausdorff X € Cq e um espaco arbitrdario Y € Cq, existe

uma funcao © : F(XX)Y) — F(X,QY) que é continua e bijetora.

Demonstracao: Definamos © da seguinte maneira: dada ¢ € F(XX,Y), para cada z € X,
s € St arbitrario,

[O(p)(2)](s) = @(s A ).

Vamos mostrar que © estda bem definida. Para isso, primeiramente observemos que como
St x {xo} U{so} x X foi identificado a um ponto, entdao O(y)(z) € F(S,Y),Vx € X, pois para
cadax € X, O(p)(z) é continua, visto que ¢ é continua e para cada z € X, O(p)(x) = pomxot),
onde para cada x € X, ¢ : S — S! x X definida por ¥,(s) = (s, ) é continua. Portanto, para
cada z € X, ©(p)(x) é continua como composta de continuas e [O(¢)(x)](so) = p(soAx) = yo.
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Além disso, O(y) leva xy no ponto base ¢ : ST — Y definida por ¢(s) = 3o, Vs € S'. De
fato, Vs € S, [O(p)(20)](s) = ¢(s A1) = yo = c(s). Portanto, O(p)(xg) = c.

Mostremos entdao que O(p) : X — QY ¢é uma aplicagdo continua, ou seja, O(p)™ leva um
aberto de QY em um aberto de X. Para isso, basta mostrarmos que isso acontece para o caso
em que tomamos como aberto de QY um conjunto M (K, W) da sub-base de abertos de QY.

Com efeito, seja z € O(p) (M (K, W)), isto é, O(p)(x) € M(K,W). Logo, [0(¢)(x)](s) €
W, Vs € K. Mas [O(¢)(x)](s) = ¢(s A x), o que significa que p(K A {z}) C W, ou seja,

K A{x} C o™ (W), um aberto de S' A X, pois ¢ é continua. Assim, 7)(p”(W)) = U(Hu xG,)

T
I

onde H, C S*, G, C X sao abertos.
Como K é compacto, my(K A {x}) C mx(p™(W)) é compacto e portanto pode ser coberto

por uma reuniao finita de tais conjuntos, digamos que
(K A{2)) € (Hy x G U---U(H, x G).

Assim, G = Gy N---N G, é um aberto de X que contém = e se ' € G, s € K, entao

[O(0)(z")](s) = p(sAz’) € W, pois (s,2) € nx(KAG) C KxG C O(HHXGN> donde sAZ’ €

p=1
n

KNG C 7y (0(}]“ X Gu)> C (W), pois U<Hu x G,) C U(Hu x G,) = mx(p (W)).
Logo, sAz’ € golj:(Il/V) e portanto p(sAx') € W, gzrllde segue que @l(Lgp)(G) C M(K,WW)eO(p)é
continua.

Agora vamos provar que O é injetora e sobrejetora.

Sejam @1, py € F(EX,Y) tais que O(p1) = O(p2). Entao [O(p1)(2)](s) = [O(p2)(x)](s),
Vo € X,Vs € St isto &, p1(s Ax) = pa(s Ax), Vo € X,Vs € St. Logo, @1 = ps.

Por outro lado, dado ¥ € F(X,QY), consideremos 1 x 9 : S' x X — S x Q dada por
(1x9)(s,z) = (s,%(x)). Fazendo a composicio de (1 x 1)) com a avaliagio A : S' x QY — Y,

obtemos a fungiao f:= Ao (1 x 1) : S' x X — Y dada por f(s,z) = A(s,¥(x)) = ¥(x)(s).
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Notemos que, como f é constante em S'V X, pois f(s,z0) = ¥ (z0)(s) = c(s) = yo e
f(s0,2) = ¥(x)(s0) = yo, segue que ests bem definida f : X — Y dada por f(sAz) = f(s,z)
tal que o diagrama

Stx X
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comuta e além disso, f é continua, pois f é continua. Entdo, temos [O(f)(z)](s) = f(s Az) =
f(s,x) = (x)(s), Vo € X,¥s € S'. Portanto, O(f)(z) = ¥ (x), Vo € X e assim, O(f) = o).

Para finalizar a prova, mostremos que © é continua.

Como X ¢ de Hausdorff, pelo Lema anterior temos que
V(L M(K,W)) = {f € F(X,QY) : (L) C M(K, W)}

onde L C X é compacto e M(K,W) € &, em que ¥ é uma sub-base de Y, formam uma
sub-base de abertos para F((X,Y). Entdo, basta mostrarmos que ©(V (L, M (K, W))) é aberto

em F(XX,Y). Temos que
O (V(L,M(K,W))) ={g e F(£X,Y):0(g9) € V(L, M(K,W))}

={g e F(EX,Y):O(g)(L) C M(K,W)}
={g € F(EX,Y) : [0(g)(L)|(K) C W}

Como [O(g)(L)|(K) = g(KAL), entao O (V (L, M(K,W))) ={g € F(£X,Y) : g(KAL) C
W} ecomo mx(K x L) = KAL, KxL écompacto em S' x X e mx é continua, segue que
K A L é um compacto de XX

Portanto, ©7(V (L, M(K,W))) = M(K A L,W) que é um aberto em F(XX,Y). Assim, ©

é continua. O

Coroléario 3.0.1. Existe uma bijecao entre os conjuntos [XX,Y] e [X, QY.
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Demonstragao: Definamos 0 : [ X, Y] — [X, QY] por O([f]) = [©(f)] e mostremos que ©
é uma bijecao.
Primeiramente, verifiquemos que © estd bem definida. Se [fo] = [fi] € [XX,Y], entdo

fo ~ fi1, isto é, existe uma homotopia H : ¥X x I — Y ligando fy a f;. Entao, a funcao

Ho(mx x1):S'x X x I — Y leva {zo} x X x I ¢ X x {so} x I no ponto base y,. De fato,

(H o (mx x 1))(so,x,t) = H(so A x,t) = yo, Vo € X,Vt € I;

Ho (mx x 1))(s,x0,t) = H(s Ao, t) = yo,Vs € SL,Vt € I.
(

Logo, H o (mx x 1) induz uma aplicagdo H' : S* A (X x I) — Y tal que o diagrama

comuta.

Sendo O, : F(X(X x1),Y) — F(X x I,QY) a funcdo definida como no Teorema anterior,
temos que Oy(H') é uma homotopia ligando O (fo) a O(f). Com efeito, Oy(H') : X x [ — QY
dada por [Oy(H')(z,t)](s) = H'(s A (z,t)) = H o q(s,z,t) = (H o (7x x 1))(s,z,t) = H(s A
x,t), Vs € ST e V(x,t) € X x I é tal que [Oy(H")(z,0)](s) = H(s A z,0) = fo(s Ax) =
[O(fo)()](s),¥s € S' e [Ox(H')(x,1)](s) = H(s Ax,1) = fi(s Ax) = [O(f1)(x)](s),Vs € S,
e portanto, Oy(H')(z,0) = O(fo)(z),Vz € X e Oy(H')(x,1) = O(f1)(z),Vx € X. Além disso,
[©2(H") (w0, 1)](s) = H(s Ao, t) = yo = c(s),Vs € 5.

Portanto, [O(fo)] = [O(f1)], ou seja, O([fo]) = O([f1]).

Agora, mostremos que © é injetora. Para isso, suponhamos O([fo]) = O([fi]), isto é,

©(fo)] = [©(f1)]. Entao, existe uma homotopia K : X x I — QY ligando O(fy) a O(f1)
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tal que K(xg,t)(s) = yo = c(s),Vs € St. Como O, é sobrejetora e K € F(X x I,QY), existe
G e F(3E(X x1),Y) tal que O5(G) = K.
A composicao Goq:S' x X x I —s Y onde q: S' x X x I — S' A (X x I) é dada por

q(s,m,t) = s A (z,t), envia {sg} x X x I e S* x {zo} x I em yy. De fato,

(G oq)(so,x,t) = G(so A (x,t)) =9,V € X,Vt € I;

(GOQ)(S’x())t) = G(S A ('I07t)) = yoavs S Slth el

Assim, G o ¢ induz uma aplicagio G : ©X x I — Y dada por G'(s A z,t) = (G o
(mx x 1))(s,2,t) = G oq(s,x,t). Temos entdo que G’ é uma homotopia ligando fo a fi.
De fato, G'(s A 2,0) = G o q(s,2,0) = G(s A (z,0)) = [05(G)(x,0)](s) = [K(z,0)](s) =
O(f0)@)](s) = fols Ax), G'(s Aw,1) = Gogls,z,1) = G(s A (,1) = [B2(G)(x,1)](s) =
(K (2, D](s) = [©(f1)(@)](s) = fils Ax) e G'(so Nw,t) = G oglso, x,t) = Glso A (1)) = yo,
G'(s Nxo,t) = Goq(s,zg,t) = G(s A (xg,t)) = yo.

Logo, [fo] = [f1] e © é injetora.

Para finalizar, observemos o diagrama comutativo

F(SX,Y) 2= F(X,QY)

ml lm

[£X,Y] (X, QY]

Dada [f] € [X,QY], como 1,00 é sobrejetora, existe g € F(XX,Y) tal que (7,00)(g) = [f].

Tome n1(g) = [g] € [EX,Y]. Entdo, O([g]) = ©(m(g)) = O om)(g) = (m200)(9) = [f].

Portanto, © é sobrejetora. O]

Definicao 3.0.5. Sejam E e B conjuntos quaisquer. Uma aplicagcao p : E — B € dita uma
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fibracao se, para todo diagrama comutativo

Xx{O}h—;E

s
-
-

XxI——B
H
onde X € um espago arbitrario, H é uma homotopia de po h e 1 € a inclusao, existir uma

homotopia G : X x I — E tal quepo G =H e Goi = h.

Exemplo 3.0.3. Dado B € Cy, seja p: PB — B a aplicagao dada por p(\) = A(1),VA € PB.
Provaremos que p é uma fibracao.

Para isso, consideremos o diagrama comutativo

X x {0} 21— PB

| Lp

X xI B

H

em que H é uma homotopia de po h e i é a inclusdo. Queremos mostrar que existe uma
homotopia G : X x [ — PB tal que poG=H e Goi = h.

Definamos G por

hz,0)(ts +s), 0<s< -
G(z,t)(s) =

H(z,ts+s—1), —=<s<1

Ve e X,Vt,s e l.

1
Notemos que G estd bem definida, pois para s = P temos que h(z,0)(ts+s) = h(z,0)(1)
¢ Hw,ts +5—1) = H(z,0) = (H 0i)(x,0) = (po h)(x,0) = p(h(z,0)) = h(z, 0)(1).

Como h e H sao continuas, pelo Lema da Colagem temos que G é continua. Além disso,

h(z,0)(s), 0<s<1
(Goi)(x,0)(s) = G(z,0)(s) = = h(x,0)(s),Vs € I.
H(z,0), s=1
Logo, (G 0i)(z,0) = h(z,0),Vz € X, isto é, Goi = h.
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Ainda, (po G)(z,t) = p(G(z,t)) = G(x,t)(1) = H(x,t),Vx € X,Vt € I, ou seja, poG = H.

Portanto, p ¢ fibragao.
A situacao dual a de uma fibragao é aquela representada por uma cofibracao, a saber:

Definicao 3.0.6. Sejam B e E conjuntos arbitrarios. Uma aplicagao q : B — E é uma

cofibracao se, para todo diagrama

E x < E x {0}

RENNYe
~N
qxlT > lh
~N

BxI >

H

tal que H(x,0) = h(q(z),0),Yx € B, existir uma homotopia G : ExI — X tal que Go(qx1) =

HeGoi=h.

Exemplo 3.0.4. Dado B € Cy, o cone C' B sobre B ¢é o espago obtido de B x I por identificacao
do sub-espaco BV I = B x {0} U {by} x I a um ponto, que serd tomado como ponto base de
CB = BAI. Podemos tomar B como sub-espaco de C'B, a imersao sendo dada pela aplicacao
q : B — CB definida por ¢(z) = x A 1,Vx € B. Mostraremos que g é uma cofibracao.

De fato, consideremos o diagrama

CB x I<——CB x {0}

qxlT |n

BxI X

H
tal que H(x,0) = h(q(x),0),Vz € B.

Seja G : OB x I — X definida por

Ve e X,Vs, t e l.
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1
Temos que G estd bem definida, pois para s = . temos h(x A (ts +s),0) = h(z A 1,0)
e Hxz,ts+s—1) = H(x,0) = h(q(x),0) = h(z A 1,0). Como h e H sao continuas, pelo Lema
da Colagem, G é continua. Ainda, (Go (¢ x 1))(z,t) = G(q(z),t) = G(x A 1,t) = H(x,t),Vz €

X,Vtel,istoé, Go(qgx1)=H e,

h(z As,0), 0<s<1
(Goi)(x ANs,0)=G(xANs,0)= =h(z Ns,0),VeANseCB,
H(z,0), s=1
isto é, Go1 = h.

Portanto, ¢ é cofibracao.
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Capitulo 4

Pullbacks e Pushouts

Neste capitulo, veremos o que sao os pullbacks e os pushouts e quais hipoteses precisamos
para que determinadas aplica¢oes sejam um pullback ou um pushout. Os pullbacks e pushouts

serao importantes na construcao das sequéncias de espagos, que veremos no capitulo posterior.

Definigao 4.0.1. Um pullback de duas aplicagoes em Cy com mesmo codominio f : X1 — A

e fo: Xo — A € um diagrama comutativo

A

S

Xo——A
f2
com a sequinte propriedade universal: se @ : Z' — Xy e iy : Z' — Xy sdo tais que f; o) =
fo 0y, entdo existe uma aplicagdo h : Z' — Z tal que iy o h =i} eiyoh =i.

A aplicacao h pode ser vista no diagrama a sequir:




Um particular pullback de fi, fo é obtido tomando-se Z como sendo o espago M(fi, f2) =
{(z1,29) € Xy x Xy @ fi(z1) = fa(z2)} com a topologia induzida pela topologia produto de
X x Xy; definimos i1 : Z — X por iy(x1,29) =z e iy : Z — Xy por ig(x1, T3) = Xa.

Da forma como definimos 7, e iy, temos que o diagrama

71X

S

Xp——~4

é comutativo.

Provemos agora que este diagrama tem a propriedade universal.

Seid| : 7' — X eiy: 7' — X5 sdo tais que fi oi] = fy 0ih, definamos h : Z' — Z por
h(Z') = (i7(2'),i5(2")), V2’ € Z'. Temos que h estd bem definida, pois f1(i](2)) = f2(i5(2)) e
h(zp) = (#(20), 12(2p)) = (2§, 23). Além disso, (i1 0 h)(2') = ir(#4(2),15(2")) = i3(2'), V2’ € Z,

isto é, iy 0 h =1} e (iy0 h)(2) = ix(1)(2)),i5(2")) = i4(2'), V2" € Z', ou seja, is 0 h = i,

Dualmente, temos a nogao de pushout.

Definicao 4.0.2. Dadas duas aplicacoes em Cq com mesmo dominio g3 : A — X1 e gy :

A — Xy, um pushout de g1, go € um diagrama comutativo

A$‘X1

92l ljl

KXo~ K
com a sequinte propriedade universal: se ji : X1 — K' e ji : Xo — K’ sao tais que
J1 0 g1 = j5oge, entao existe uma aplica¢io k : K — K’ tal que ko j; = ji e ko jo = jb.
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A aplicacao k pode ser vista no diagrama a sequir:

Ai>X1

ng le
J1

XQ —_— K
J2
\X
7 K’

Um particular pushout de gy, g2 é obtido como se segue: tomemos X; V Xy = X; x {29} U

{9} x X, onde 29 e 2§ sdo pontos base de X; e X», respectivamente. A seguir definimos

X1V Xy
(91(a), 23) ~ (21, g2(a))’

Va € A. O ponto base de C(g1, g2) é [(29,29)]. Definimos j; : X; — K por ji(z1) = [(21,29)],

K =C(g1,92) =

Vi € Xy, e jo: Xo — K por jo(22) = [(29, 22)], V22 € Xo.

Entdo, temos que (ji o g1)(a) = ji(g1(a)) = [(g1(a),25)] = [(21,02(a))] = Ja(g2(a)) =
(j2 0 g2)(a), Ya € A e o diagrama ¢é comutativo. Além disso, se jj : X1 — K’ e j5: Xo — K’
sao tais que (j1 o g1)(a) = (j5 o0 g2)(a), Va € A, defina k : K — K’ por k([(z1,29)]) = j1(z1),
Vo, € X1 e k([(29, 22)]) = jh(x2), Voo € Xo.

Temos que k estd bem definida, pois k([(z?,29)]) = 71(2?) e k([(2?,29)]) = j5(xY), mas

Ji(@) = ji(g1(ao)) = 55(g2(a0)) = j3(5). Entdo, (koji)(wr) = k([(x1, 23)]) = 71 (x1), Va1 € Xy,

isto é, ko j; = ji, e (ko jo)(we) = k([(2Y, 22)]) = j4(x2), Ve € Xy, ou seja, ko jo = jb.
Teorema 4.0.1. Se f; : X; — A for uma fibracao e fo : X9 — A for uma aplicacao
qualquer, entdo iy : M(f1, fo) — X2 € uma fibragao.

Demonstracao: Considere o diagrama comutativo

X x {0} —"= M (f1, f2)

X x1I Xo
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onde X é um espaco qualquer, 7 é a inclusao e H é uma homotopia de i, o h.
Devemos provar que existe uma homotopia G : X x [ — M(fy, f2) tal que io0 G = H e

G oi = h. Pela construcao do pullback usando Z = M (fy, f2) temos o diagrama comutativo

M(f1,f2)il—>X1

X5 A

f2

onde iy (z1,x9) = x1 € ig(T1,22) = Ta.

Entao temos o seguinte diagrama comutativo:

i10h

X x {O}ﬁXl

X X IWA
Como f; é fibracao, existe uma homotopia G : X x I — X, tal que fioG = foo H e
Goir=10h.
Definamos G : X x I — M(fy, f>) por G(z,t) = (G(x,t), H(z,t)), V(x,t) € X x I. Como
G e H sao continuas, segue que G é continua. Ainda, (iy o G)(z,t) = (G (x,t), H(z,t)) =
H(z,t), V(x,t) € X x I, ou seja, in0o G = H e (Goi)(z,0) = G(x,0) = (G(x,0), H(x,0)) =
(G o) (x,0), (H oi)(x,0)) = ((iy o h)(x,0), (i 0 h)(z,0)) = h(z,0), Vr € X, isto é, G oi = h.

Portanto, iy é fibracao. O]

Teorema 4.0.2. Se g, : A — X for uma cofibracao e g5 : A — Xo for uma aplicacao

qualquer, entdo jy : Xo — C(g1, g2) serd uma cofibragao.

Demonstracao: Considere o diagrama

- )
X X 1&0(91,92) x I <—C(g1,92) x {0}

91><1T jleT lh

Ax]T Xo x I 7 X

g2x1
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onde H(x,0) = h(ja(z),0), Vo € Xo e (j1 x 1) o (g1 x 1) = (jo x 1) 0 (g2 x 1) em que 7 :
X1 — C(g1,92) é definida por ji(z1) = [(21,29)], Vo1 € X1, e jo : Xo — C(g1, g2) ¢é definida
por ja(x2) = [(27,22)], Vog € Xy. De fato, ((j1 x 1) o (g1 x 1))(a,t) = (ji x 1)(gq1(a),t) =

([(gr(a), 23)], 1) = ([(7, g2(a))), £) = (G2 x 1)(g2(a), t) = ((a x 1) o (92 X 1))(a, 1), V(a, 1) € Ax 1.

Consideremos o diagrama

X; x I <" X; x {0}
glxlT lho(jlxl)
AxT X

Ho(gax1)

onde i'(z1,0) = (z1,0), Va1 € X1, tal que (H o (g5 x 1))(a,0) = H(gs(a),0) = h(ja(ge(a)),0) =
h([(21, g2(a))], 0) = h([(g1(a), 25)], 0) = h(j1(g1(a)),0) = h((ji091)(a),0) = (ho(j1x1))(g1(a),0),
Va € A. Logo, como g, é uma cofibracio, existe uma aplicacio G : X; x I — X tal que
Gol(g x1)=Ho (g x1)e (Goi)(z1,0) = G(a1,0) = (ho (j1 x 1))(21,0), Vay € X;.
Definamos G : C(g1, g2)xI — X por G([(0, x2)],t) = H(wa,t), Vs € Xy e G([(21,23)], 1) =

G(:L‘l,t), Vi, € X;.

Temos que G é bem definida, pois Va € A, G([(29, g2(a))],t) = H(g2(a),t) = (H o (go x

D))(a,t) = (Go (g1 x 1))(a,t) = G(g1(a),t) = G([(91(a),23)],t). Como G e H sao continuas, G
¢ continua.

Agora, basta verificarmos que G o (j» x 1) = H e Goi = h. De fato, (G o (ja x
D)(2,1) = G(ja(r2),t) = G(((2F, 22)], 1) = H(wa, 1), V(w2,t) € Xp x I; (G 0d)([(a],72)],0) =
G([(29,22)],0) = H(x2,0) = h(ja(22),0) = h([(27,22)],0), Va2 € Xz e (G 0 i)([(x1,29)],0) =
G([(x1,23)],0) = G(x1,0) = (Goi')(x1,0) = (ho(jux 1))(x1,0) = h(j1(21),0) = h([(z1, 23)], 0),
V$1 € Xl-

Portanto, js é uma cofibracao. O
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Casos particulares: Nos diagramas

CB—2~C(q, f)

T

B X

as aplicagoes p e iy sao fibragoes, o que nos é garantido pelo Exemplo 3.0.3 e pelo Teorema 4.0.1
e, além disso, as aplicagoes ¢ e jo sao cofibracoes, o que nos é garantido pelo Exemplo 3.0.4 e
pelo Teorema 4.0.2.

A partir de agora denotaremos M (p, f) por My e C(q, f) por Cy.
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Capitulo 5

Sequéncia exata de uma funcao

Neste capitulo, construimos sequéncias infinitas de espacos e provamos dois grandes teo-
remas, a saber Teoremas 5.1.1 e 5.2.1, mostrando que para toda fungao continua f: X — Y,
podemos obter uma sequéncia exata e infinita de conjuntos, em que a primeira funcao da
sequéncia é f* ou f,, dependendo se estamos com a sequéncia da fibragao ou com a sequéncia

da cofibracao.

5.1 Sequéncia da fibracao

No que segue, considere f : X — Y uma aplicacao em Cq, a fibracao p : PY — Y e o

pullback

onde iy é uma fibracao (vide Teorema 4.0.1).
Agora, tomemos o espaco i, ({ro}) onde xy é o ponto base de X. Se (A, zq) € iy ({x0}),
entdao A\(1) = p(\) = f(zo) = yo e consequentemente, podemos identificar i, ({x¢}) com QY
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via a aplicagdo que a cada par (A, zo) € i3 ({zo}) associa a funcao A : S' = ;L= — Y definida
por A([t]) = A(t), Vt € I
Com efeito, vamos mostrar que ¢ : iy ({zg}) — QY definida por ¢(\,z9) = A onde

A St = OTI1 — Y é dada de modo que o diagrama

I—2.Vv

| A

gl
comute, é um homeomorfismo.

Sejam (A1, 29) = ¢(Xa, 2o) € Y, entdo A} = Ay e assim, A\ ([t]) = Ma([t]), V[t] € S, isto
é, M(m(t)) = Aa(m(t)), ou seja, (A o7)(t) = (\yom)(t), Vt € I. Logo, A\i(t) = A\o(t), YVt € T
e portanto, \; = Ay e ¢ é injetora. Também, ¢ é sobrejetora, pois para cada A € QY, tome
A: I — Y definida por A(t) = (Ao 7)(t), Vt € I e entdo p(A, 79) = .

Além disso, ¢ é continua, pois considerando um aberto de QY qualquer dado por M (K, W) =

{IAe QY : \N(K) C W}, onde K C S' é compacto e W C Y é aberto, temos que

P (MK, W) = {(e, 20) € iy({wmo}) : p(v, 20) = & € M(K, W)}

= {(o, ) € i({wo}) : (K) C W}
= {(e, 7o) € iy({wo}) : (@0 m)(n7(K)) c W}
= {(a, z0) € iy({zo}) : (7 (K)) € W},
onde 7(K) C I é compacto, pois este é um fechado em I, que é compacto.
Logo, ¢ (M(K,W)) = (M(7(K),W) x X)Ni;({z0}), que é um aberto de ;' ({zo}).
Para finalizar, verifiquemos que ¢ é aberta.
Seja (M (J,W) x X)Nij({xo}) um aberto de iy ({zo}), onde J C I é compacto e W C Y é
aberto.
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Temos que p((M(J, W) x X)Ni;({x0})) = {o\,20) =X € QY : AN(J) C W} ={A€ QY :
M (J)) C W}, onde 7(J) C St é compacto e W C Y é aberto.

Logo, o((M(J,W) x X) Nij({xo})) = M(m(J), W), que é um aberto em QY. Portanto, ¢
¢ um homeomorfismo.

Desse modo, obtemos uma sequéncia de espagos
av L M s x Ly
onde j : QY — M; é a inclusdo dada por j(A) = (), z¢), VA € QY.

Esta sequéncia pode ser estendida indefinidamente para a esquerda, do seguinte modo:
para toda f : X — Y definimos Qf : QX — QY por (2f(@))([t]) = (f o a)([t]), V& € QX
V[t] € S*. Observemos que §2f é continua e preserva ponto base. Logo, temos a sequéncia

Ly Pam, P ox oy v x Ly

Esta sequéncia é chamada de sequéncia da fibracgao induzida pela aplicagao f. Queremos

associar a esta uma sequéncia de conjuntos e mais adiante, uma sequéncia de grupos abelianos.

Como foi visto no capitulo 3, dado Z € Cy, uma aplicacao f : X — Y induz uma fungao
fe: 12, X] — [Z,Y] definida por f.([g]) = [f o 9], V][9] € [Z, X].

A funco f. estdo associados um subconjunto de [Z, X], que indicamos por f,([c]) = Kerf.
e um subconjunto de [Z,Y], que indicamos por Imf,, definidos da seguinte maneira: se
c:Z — Y é a aplicacao constante que leva todo z € Z em vy, o nicleo de f, é o conjunto
Kerf. ={lg] € [Z,X] : f(lg9]) = [c]}; por outro lado, a imagem de f, é o conjunto I'mf, =
{[n] € [2,Y]:3[g] € [2, X] com f.([g]) = [A]}.

Definicao 5.1.1. Uma sequéncia de conjuntos

12, X] L5 [2,Y] 2 (2, W]
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¢ exata se Imf, = Kerg,.

Teorema 5.1.1. Para todo Z € Cy, a sequéncia da fibragao induzida pela aplicagdo f: X — Y

oy Hoam, B ox Yoy Lov, 2 x Ly

induz uma sequéncia infinita e exata de conjuntos

(25)

—12,02v] % [z, oM, © 12, 0x1 Y (2, 0v) 25 (2, M) 25 (2, X)L (2,7,

Demonstracao: A prova deste teorema sera feita em etapas.
1. Im(iz,) = Kerf,

Consideremos f oiy : My — Y dada por (foiz)(A, z) = f(x) = p(A) = A(1), V(N x) € My
eseja H: My x I — Y definida por H((\, z),t) = A(t), V((\, z),t) € My x I.

Entao, H((A,z),0) = A(0) = yo = ¢(\, x) onde ¢ : My — Y é a aplicagao constante em ¥,
H((M\x),1) = X1) = (foiz)(\,z),V(\,z) € Mye H((c,z0),t) = (t) =yoemquecd : | — Y
¢é a aplicacao constante em g, Vt € I. Isto é, H é uma homotopia entre c e f o1y. Logo,
[f ois] = [c]. Dali, se [g] € Im(iz,), existe [h] € [Z, M| tal que is,([h]) = [i2 0 h] = [g]. Assim,
fillgl) = fu(lizoh]) = [fo(izoh)] = [(foiz)oh] = [¢"] onde ¢ : Z — ¥ é dada por ¢"(z) = yo,
Vz € Z, pois foiy ~c: My — Y implica pelo Lema 1.1 que (foiz)oh ~coh=(¢":Z — Y.
Portanto, [g] € Ker f,, ou seja, Im(iy,) C Kerf,.

Por outro lado, se [g] € Ker f,, entdao temos que f.([g]) = [fog] =[] em que " : Z — Y
é a aplicagao constante em .

Logo, ¢’ ~ fog, isto é, existe uma aplicagdo H : Z x [ — Y tal que H(z,0) = ¢’(2) = yo,
H(z,1) = (fog)(z), V2 € Z e H(20,t) = 4o, ¥t € I. Observemos que Vz € Z, a aplicac¢do
H(z, ): I — Y dada por H(z, )(t) = H(z,t) satisfaz H(z, )(0) = H(z,0) =yo e p(H(z, )) =
H(z, )(1) = H(z,1) = (f o g)(2) = f(g(2)).
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Logo, (H(z, ),9(z)) € M. Defina h : Z — My por h(z) = (H(z, ),9(2)), Vz € Z. Note
que h(zo) = (H(z0, ),9(20)) = (¢,x0), onde ¢ : I — Y é a aplicagao c(t) = yo, Vt € I, h é
continua, pois H e g sdo continuas e [h] € [Z, My].

Assim, i, ([h]) = [i2 o h] = [g], pois (12 0 h)(2) = ia(h(2)) = ia(H (2, ), g(2)) = 9(2), ¥ € Z.
Portanto, Kerf, C Im(is,).

2. Imj, = Ker(iy,)

Temos que iy 0 j : QY — X é definida por (ip 0 7)(A\) = ia(A, xg) = g, VA € QY isto é,
15 0 J é a aplicagao constante que leva todo elemento de QY em x.

Se [h] € I'mj., entao existe [k] € [Z, QY] tal que j.([k]) = [j o k] = [h]. Temos que mostrar
que is,([h]) = [ia 0 h] = [c] em que ¢ : Z — X é a aplicacao constante em z,. De fato,
i25([h]) = i9,([j o k]) = [ia 0 (j o k)] = [(i3 0 j) 0 k] = [¢]. Portanto, Imj, C Ker(ia,).

Por outro lado, seja [g] € Ker(ia,), isto é, i2,([g]) = [iaog] = [¢], onde ¢ : Z — X é a
aplicacao constante em xg. Assim, i 0 g ~ ¢, ou seja, existe uma aplicacao H : Z x I — X
tal que H(z,0) = (ix0¢g)(2), H(2,1) = ¢(z) = 29, Vz € Z e H(z0,t) = o, Vt € I.

Temos que mostrar que [g] € Imj., isto é, que existe [h] € [Z,QY] tal que j.([h]) =
[j o h] = [g]. Para isso, vamos construir uma aplicacdo ¢’ : Z — M, homotdpica a g e tal
que ¢'(z) € i3({zo}) = QY, Vz € Z. Em verdade, ¢’ enviard Z em i;({zo}) C M; e como
iy ({7o}) ~ QY teremos h : Z — QY tal que jo h ~ g. Com efeito, considerando a fibracao

ia 1 My — X (vide Teorema 4.0.1) e o diagrama

g
Z M;
i~
7 X IT‘X

em quei(z) = (2,0), Vz € Z, como (Hoi)(z) = H(z,0) = (iz09)(2), Vz € Z, isto é, Hoi = iyog,
o diagrama é comutativo.
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Logo, existe uma homotopia G : Z x I — My tal que Goi =g eizoG = H. Assim,
g9(z) = (Goi)(z) = G(2,0),Vz € Z. Defina ¢' : Z — My por ¢'(z) = G(z,1), Vz € Z. Logo,
temos g ~ ¢'.

Ainda, i5(¢'(2)) = (ia 0 G)(2,1) = H(z,1) = 29, V2 € Z, ou seja, ¢'(2) € iy ({xo}) ~ QY.
Desse modo, ¢’ define a aplicacao h' : Z — i, ({zo}) dada por W (2) = ¢'(2) = (A(2),x0).
Como iy ({xo}) ~ QY via ¢ : iy ({20}) — QY dada por ¢(\,29) = A onde A : ST — Y §

definida de modo que o diagrama

comute, defina h :=poh': Z — QY.

Como h(z) = ¢(I'(2)) = ¢(¢(2)) = @(A(2),20) = A(2) entio (j o h)(2) = j(A(2) =
(\(2),20) = ¢(2) = G(2,1), ¥z € Z. Portanto, G é uma homotopia entre g e j o h. Logo,
J([h]) =[5 o h] = [g] e Ker(ia.) C Imj..

3. Im(Qf), = Kerj,

Se [g] € Im(2f)., entdo existe [h] € [Z, QX] tal que (2f).([h]) = [2f o] = [g]. Mostremos
que ji([g]) = [jog] = [c] em que ¢ : Z —+ M; é a aplicacdo constante em (), zo), onde
A: I —» Y éa aplicagio constante em yo. Note que j o Qf : QX —» M, envia todo & € QX
em (j o Qf)(a) = j(U(@)) = (U (@), z0). Definamos H : QX x I — M; por H(a,t) =
((2f(@))s, o), V(@,t) € QX x I, onde (Qf (@), € QY ¢é tal que (2 (a))([s]) = (2f (@))([st]),
V[s] € S*.

Temos que H é continua, H(a,0) = ((2f(@))o, o) = ((2f(a))([0]), z0) = ((fo@)([0]), z0) =
(A, 2) = (@), onde ¢ : QX — M; ¢ a aplicacio constante em (\,zg) e A : [ — Y ¢ a
aplicacio constante em yo, H(a@,1) = (Q£(@))1, 20) = (2F(@)), z0) = (joUf)(@), Va € QX e
denotando ¢’ : S' —» X a aplicaciio constante em z, temos que H(c",t) = ((f (")), z0) =
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(N, z0), Vt € I, em que \ : S' — Y ¢ a aplicacao constante em .

Logo, H é uma homotopia entre ¢ e joQf. Desse modo, temos que j.([g]) = j.([Q2f o h]) =
jo(Qfoh) =[(joS2f)oh] =[coh] =]c|, onde ¢ : Z — M; é a aplicagao constante em
(A, zg). Portanto, Im(S2f). C Kerj,.

Agora, consideremos [g] € Kerj,, isto é, j.([g]) = [jog] = [c] em que ¢ : Z — My é a
aplicagao constante em (X, zg), A : I — Y aplicac@o constante em y, e seja H : Z x I — M;
a homotopia entre ¢ e jo g, ou seja, H(z,0) = (A, x0), H(2,1) = (jog)(z), Vz € Z e H(z,t) =
(A, z9), Vt € 1.

Para z € Z fixado, defina A(z,t) = (i1 o H)(z,t) e h(z,t) = (ix 0 H)(z,t), Vt € I. Note
que f(h(z,t)) = (foiyo H)(z,t) = (poiyo H)(z,t) = p(A(z,t)) = Mz,t)(1) e como (j o
9)(z) = (9(2),x0), entdo A(z,1) = (i; 0o H)(2,1) = i1(9(2),z0) = g(2), onde g(z) € QY), e
h(z,1) = (iz 0 H)(2,1) = i2(9(2), 7o) = 0.

Além disso, A(2,0) = (i10H)(2,0) =i1(A\,29) = A, onde A : | — Y é a aplica¢do constante
em yo, h(z,0) = (ix0 H)(2,0) = is(\, x9) = xg € como H é continua, h(z, ): I — X dada por
h(z, )(t) = h(z,t) = (i2 0 H)(2,t), YVt € I, ¢ continua e h(z, )(0) = h(z,0) = 2y = h(z,1) =
h(z, )(1). Logo, h(z, ) é um lago sobre X baseado em x.

Definamos h : Z — QX por h(z)([t]) = h(z,t),Vz € Z,¥[t] € S' e K : Z x I — QY por

A(z,t)(2s), 0

IN

S

IN
N[

K(z,t)([s]) =
(foh)(z(2s—1)(1—1t)+1), 3<s

VAN
—

V(z,t) € Z x I, ¥]s] € S'. Temos que K estd bem definida, pois K (z,7)([0]) = A(z, )(0) =
(0 H)(2,0)(0) = yo. K (=, 8)([1]) = (foh)(z,1) = f(z0) = yo e como K (=, t)([4]) = Az, 1)(1) =
(foh)(2,1) e Az, 1), (f o h)(z,t) sdo continuas, segue que K e continua.

Ainda,
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Yo, 0 <s< %7
K (z,0)(ls]) =
\ (foh)(z25s—1), 3+ <s<1,
g9(2)([2s]), 0<s <3,
K(z,1)([s]) =
Yo, % <s< 17
Vze Z,V[s|e Ste
(
Az0,1)(29), 0<s<3,

(foh)(z0,(2s —1)(1 —t)+1), 3 <s<1,

(

i1<>\,$0>(28), 0 S S S %7
f($0)7 % S S S 17
\
:yo
= (1),

onde A : ST — Y ¢ a aplicac@o constante em .
Logo K é uma homotopia entre K(z,0) : S' — Y e K(2,1): S? — Y.

Mostremos que f o (h(z)) : S' — Y que envia cada [s] € S* em f(h(z,s)), é homotdpica
a K(2,0)([s])-

Defina K; : S' x I — Y por

<
o
()
IN
VA
IN
N |+

~
~—~
>
~—~
N1
L4
SN—
SN—
[ 1SN
A
»n
VAN
—_

V([s],t) € S* x I. Temos que K; estd bem definida, pois K{([0],) = yo ¢ K([1],t) = yo e
é continua, pois quando s = £, temos Ki([5],t) = yo. Além disso, K:([s],0) = f(h(z,s)) e
Ky([s],1) = K(2,0)([s]), ¥[s] € 5™

Agora, mostremos que g(z) : S' — Y que envia cada [s] € S' em g(2)[s], ¢ homotdpica a
K(z,1)([s]).
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Definamos K, : St x I — Y por

V([s],t) € ST x I.

Temos que K estd bem definida, pois K5([0], 1) = g(2)([0]) = yo = Ka2([1], 1) e K; é continua,
pois para s = 7' temos que Ky([*5'],t) = g(2)([1]) = yo. Ainda, K5([s],0) = g(2)([s]) e
Ky([s],1) = K(z,1)([s]), V[s] € S".

Logo, f o (h(2)) ~ g(2), isto &, [f o (A(2))] = [9(=)], ou seja, [(Qf 0 h)(2)] = [9(2)] ¢ assim
(Qf o h)(2) ~ g(2), Vz € Z.

Note que (2f o 2)(z0)([t]) = Qf (A(20))([t]) = (f © h(20))([t]) = f(h(20)([£])) = f(0) = y0 =
¢y ([t]), V[t] € S*. Logo, (Qf o h)(z0) = ¢,,- Note também que g(zp) = ¢y,

Assim, para z = z5, H® : S' x I — Y dada por H*([t],s) = yo = ¢,,([t]) dé uma
homotopia entre (Qf o h)(z0) e g(zo).

Ainda, como (2f o h)(z) ~ ¢(2), Vz € Z, entdo, para z # z, existe uma homotopia
H? : S x I — Y tal que H*([t],0) = (f o h)(2)([t]), H*([t],1) = g(2)([t]), V[t] € S' e
H=([0],t) = yo, Vs € I.

Desse modo, definamos G : Z x I — QY por G(z,s) = H?, onde H? : S' — Y &
dada por HZ([t]) = H*([t],s), V[t] € S*. Assim, G(z,0) = H§ e como HE([t]) = H*([t],0) =
(Qf o h)(2)([t]), V[t] € S, segue que H; = (QUf o h)(2),Vz € Z; G(z,1) = H? e como H([t]) =
HE([t],1) = g(2)([t), V[t] € S, temos que Hf = g(2),Vz € Z, G(x,s) = H} e H([t]) =
H>([t], s) = ¢, ([t]), V[t] € S*, isto é H?® = ¢,,.

Dai, Qf o h ~ g, isto 6, [Qf o h] = [g]. Portanto, (Qf).([h]) = [g] e concluimos que
Kerj, C Im(Qf)..

A prova da exatidao nos outros estagios é perfeitamente andloga, com excecao dos casos

43



Ker(Q%s), C Im(2"j),, n = 1,2,..., onde a demonstragao andloga a de 2 s6 podera ser
feita apds a seguinte observagao: em 2, ao mostrarmos que Ker(is,) C Imj., necessitamos
do fato de iy : My — X ser uma fibracao. Por outro lado, temos que "My ~ Mans e
assim, 2"ty : Q"M; — Q"X poderd ser tomada como uma fibracao e com isso, prova-se a

generalizagao de 2.

De fato, defina ¢ : QM; — Mgy por p(©) = (8,a) onde B : I — QY & dada por
B(t)(m(s)) = ir(O((s)))(t) e a : S* — X é dada por a(n(s)) = i»(O(n(s))). Entdo ¢ é bem
definida, pois p(f) = B(1)(w(s)) = i1(O(7(s)))(1) = p(ir(O(7(s)))), 2f(a) = (f o a)(n(s)) =
fi2(B((s)))) e como (i1(O(w(s))), i2(O(m(s)))) € My, p(ia(O(n(s)))) = f(i2(O(7(s)))), com
inversa também bem definida v : Moy — QM definida por ¥(8,a) = © onde 6 : S — M,
¢ dada por ©(r(s)) = (A, a(n(s))) onde X : T —» Y é definido por A(t) = B(t)(x(s)). Note que

uma é inversa da outra.

Com efeito, se © € QM; entdao (¢ 0 p)(0) = ¥(B,a) = © onde © : St — M; é tal que

O(n(s)) = (\,a(n(s))) onde A : I — Y é definido por A(t) = B(t)(7(s)) = i1(O(7(s)))(t) e
assim, A = i1(0(7(s))) e a(n(s)) = i2(O(7(s))).

Logo, O((s)) = (i1(0(7(s))),i2(0(m(s)))) = O(m(s)), ou seja, © = O e (Y 0 ¢)(O) =
O. E se (8,a) € Mgy entdo (¢ o )(B,a) = ¢(0) = (B,a) onde B : I — QY ¢é tal que

(t)(m(s)) = i(O(x(s)))(t) = A(t) = B(t)(7(s)) e assim, B(t) = B(t), Vt € I, isto é, f = S e

™I

a: St — X étal que a(m(s)) = i2(0(n(s))) = a(n(s)), Vr(s) € S! e daf, @ = a e portanto
(po)(B,a) = (B,a). Logo, ¢ é bijetora.

Mostremos que ¢ é continua e aberta.

Note que ¢’ : Q(PY) — P(Q2Y) definida por ¢'()(t)(7(s)) = vy(n(s))(t) é continua. De
fato, seja M (K, M(Ky, W)) um aberto béasico de P(2Y), onde K; C I, K5 C S* sao compactos
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e W CY é aberto. Entao,
¢ (M Ky, MKy, W) = {y € Q(PY) : ¢(7) € M(K1, M(K2, W))}

= {7y € QPY) : ¢'(7)(K1)(Kz) C W}
={y € QPY) : v(K>) (K1) C W}
= M (K, M(Ky, W)),
que ¢ um aberto béasico de Q(PY).
Agora, considere as fungoes Qip : QM; — QX dada por Qiy(O) = iy 0 ©, que é continua
e ¢ oQiy : QM; — P(2Y), que também é continua, ja que é a composta de duas fungoes
continuas. Assim, ¢ : QMy — P(QY') x QX definida por ¢ = (¢’ o iy, Qiy) é continua.
Sendo i : Moy — P(2Y) x QX a inclusao e considerando Mgy com a topologia induzida
da topologia produto de P(2Y) x QX, temos que ¢ = i o ¢ e tomando (U x V) N Mg um
aberto de Moy, o /(U x V)N Mqy) = ¢ H(i™H U x V) = (iop) (U x V) =¢ HU x V),
que ¢ aberto em M, pois ¢ é continua.
Consideremos agora o aberto bésico A = M (K, (M (K, W1) x Wa) N My) de QMy, onde

K c S, K, C I sao compactos e W, C Y, W, C X sao abertos. Temos que
p(A) ={p(0) = (B, ) € May : O(K) C M(K, (M(Ky, Wr) x Wa) N M)}

={(8,a) € Moy : i (6(K) (K1) C Wi, i5(B(K)) C Wa, i (O(K))(1) = f(i2(O(K)))}
={(B,a) € Moy : B(K1)(K) C Wi, a(K) C W, e in(O(K))(1) = f(i2(O(K)))}
= (M(Kq, M(K,Wy)) x M(K,W3)) N Mgy,
que ¢ um aberto de Mqs. Logo, ¢ ¢ aberta.
Portanto, ¢ ¢ um homeomorfismo.
Para mostrar que Q" My ~ Mgqns, fazemos uma indugao sobre n em que o primeiro passo da
indugao ¢ o que foi feito acima. Por hipétese de indugao temos que Q"' My ~ Mgn-1. Entao
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Q"My = Q(Q" T My) &~ QMgn-14, pois se f: X — Y é homeomorfismo com inversa continua

/7! entao Qf : QX — QY também é um homeomorfismo com inversa continua (f)~!. Pelo

primeiro passo da indugao temos que QMqn-1; & Mqan-15) = Maqny e o resultado segue.

Para provarmos que de fato 2"iy : "My — "X ¢é uma fibragao, mostremos primeira-

mente que se p: PB — B é uma fibracao, entao {2p também é uma fibracgao.

Considere o diagrama comutativo

X x {0} X~ qPB

X xI QB

H/
em que H’ é uma homotopia de Qpo A’ e i é a inclusdo.

Definamos G' : X x I — QPB por

Rz 0)(r((t+1)s)), 0<s< gy,
G'(z,t)(n(s)) =

H'(z,(t+1)s—1)om, = <s<1,

V(x,t) € X x I, Vr(s) € S.

Note que G’ estd bem definida, pois para s = -5 temos que G'(z, t)((s)) =

W (x,0)(m(1)),

H'(x,0) o,

e (H'(z,0) om)(s) = (H' 0i)(x,0) om(s) = ((p o h)(x,0) o m)(s) = p(h'(x,0) o m)(s) =

(W (x,0) o w)(1)(s), Vs € I, isto é, B'(x,0)(w(1)) = H'(2,0) o w. Além disso, G’ é continua,

R (z,0)(m(s)), 0<s<1,

((G"0d)(x,0))(m(s)) = (G'(x,0))(m(s)) = e como H'(z,0)om =

H'(x,0)om, s=1,
h'(z,0)(7(1)) segue que G' o = H'.

Ainda, (Qp o G')(xz,t)(n(s)) = Qp(G'(z,1))(n(s)) = p(G'(x,t) o w)(s) = G'(w, t)(7(1))(s) =

H'(z,t)om(s) = H'(x,t)(n(s)), V(z,t) € X x I, Vr(s) € S, ou seja, Qpo G' = H'.

Logo, Qp é fibracao.

Fazendo indugao sobre n, vamos mostrar que se p ¢é fibracao entao (2"p é fibragao. O primeiro
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passo da indugao é o que foi feito acima. Suponha como hipétese de inducao que a afirmacao é
verdadeira para n — 1, ou seja, se p é fibracao entao Q" 1p é fibracao. Pelo primeiro passo da
inducao, Q(Q"'p) = Q"p é uma fibracao e segue o resultado.

Agora, no diagrama

QM Qe py

n n
Qrx o Qry
considere o homeomorfismo ¢ : Q"M; — Mqny, a fibragdo i, : Mgny — Q"X e a aplicacao

iyt Maony — Q"PY. Entao i5 0 ¢ = Q" e i} 0 p = Q";. Como 5 ¢ fibragao, sendo

Y x {0} 25 Mo,

[

um diagrama comutativo onde Y € Cy, H é uma homotopia, i é a inclusao de Y x {0} em Y x I
eh:Y x {0} — Q"M; aplicacdo qualquer, existe uma homotopia G : Y x I — Mqn tal

que Goi=pohei,oG = H. Logo, o diagrama

Y x {0} L= Q" M;

g

i Man QMg

-/

Y x [ —— Q"X
é comutativo e consequentemente G = ¢l oG : Y x I — Q"M; satisfaz Goi = h e
0", 0G = H.
De fato, (G 0 i)(y,0) = (¢t oG oid)(y,0) = (oL opoh)(y,0) = h(y,0), Vy € Y e
(i 0 G)(y,t) = (Hho p ot 0 G)(y,t) = (350 G)(y,t) = H{y, 1), V(y,1) € ¥ x I.
Portanto, 2"iy é fibragao e isso conclui a prova do teorema. O
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A sequéncia exata do teorema anterior assume uma forma importante quando assumimos
que f : X — Y é uma fibracao. Antes de a examinarmos neste contexto, vamos definir o

conceito de “tipo de homotopia”.

Definicao 5.1.2. Dizemos que dois espacos X e Y tém o mesmo tipo de homotopia ou que
sao homotopicamentes equivalentes se existem aplicacoes f : X — Y eg:Y — X
tais que go f ~ 1x e fog ~ 1y, onde 1x e 1y sao as aplicacoes identidade de X e de 'Y,

respectivamente.
Definigao 5.1.3. Se f : X — Y € uma fibracio, o espaco f™(yo) € chamado fibra de f.

Lema 5.1.1. Se f: X — Y € uma fibracao, o espaco f(yo) tem o mesmo tipo de homotopia

que My.

Demonstragao: Lembremos que M; = {(\,z) € PY x X : A\(1) = f(z)} e seja F' = f7(yo).
Definamos g : F' — My por g(xz) = (Mg, x), Vo € F, onde \g € PY é dado por A\o(t) = vo,
Vt € I. Como x € F, f(x) = yo = \o(1) e portanto g estd bem definida.

Agora, definamos H : My x 1 — Y por H((\,x),t) = AN(1—1), V((\,z),t) € Myx 1. Temos
que H é bem definida, é continua e além disso, H((\,z),0) = (1) = f(z), H((A\, x),1) = A(0) =
yo € H((Xg, o), 1) = Ao(1 —t) = yo.

Em particular, H((\,2),0) = f(x) = f(i2(A\,x)) = (f oiz)(A\, ), onde iy : My — X é a
projecao no segundo fator.

Construamos o diagrama

M x {0} —2= X

| |

MyxI——=Y
em que 7 é a inclusdo e i2((\, z),t) = x, V(A z) € M;. Note que o diagrama ¢ comutativo, pois
(Hoi)(A2),0) = H((A2),0) = f(z) = f(i2((N,2),0)) = (f 0 12)((\, 2),0), ¥(\, x) € M.
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Como f é uma fibragao, existe uma homotopia G : M; x I — X tal que Goi =1y e foG =
H. Consideremos a aplicagdo h : My — X definida por h(\,z) = G((\, z),1), V(A z) € Mj.
Logo, h(My) C F, pois f(h(\,2)) = F(G((\2),1)) = (f 0 G)((\2),1) = H((\2),1) = o
isto 6, h(\,z) € F, V(\,z) € M;. Seja h: My — F dada por h(\, z) = h(\, ), V(A x) € M;.

Mostremos que ho g~ lp e goh ~ Lo,

Definamos K : F' x I — F por K(z,t) = G((Ao,z),1 — 1), Y(z,t) € F x I, que é bem
definida, pois f(K(z,t)) = f(G((Ao,x),1 —1t)) = (f o G)((Ng,x),1 —1t) = H((Ng,x),1 — 1) =
Mo(t) = yo; é continua, K(x,0) = G((Ao,7),1) = h(Xo,7) = h(Xo,z) = h(g(x)) = (ho g)(z),
K(z,1) = G((h,2),0) = G(i((h, 2),0)) = (G 0i)((h,),0) = iz((Ao,2),0) = = = 1p(x),
Vo € F. Além disso, K(xg,t) = G((A\o,x0),t) = xo, Vt € I, isto é, K é uma homotopia entre
hogelp.

Por outro lado, definamos L : My x I — My por L((\,z),t) = (A, G(N\,x),1 — 1)),
V(A z),t) € My xI,onde \;: I — Y é dado por A\i(s) = A(st), Vs € I. Observemos que L é
bem definida, pois \;(1) = A(t) e fF(G((A\,x),1—1)) = (fo G)((N\,z),1—t) = H((\z),1—1) =
At) = M(1); L é continua, L((\,z),0) = (Ao, G((N\,2),1)) = (Ao, h(\, 7)) = (Mo, h(\, 7)) =
g(h(X, z)) = (goh) (A, z) e L((A,2), 1) = (A1, G((A, 2),0)) = (A1, (Goi) (A, 2),0)) = (M, iz((A, ),0)) =
(A, w) = (A 2) = 1a, (N 2), V(A 2) € My. Além disso, L((Ao, z0),t) = ((Xo)s, G((Ao, 7o), 1 —
t)) = (Ao, o), Vt € I, pois (Ao)t(s) = Ao(st) = yo = Ao(s), Vs € I e G é uma homotopia. Logo,
L é uma homotopia entre go h e Lo,

Portanto, f™(y) e M} sdo homotopicamentes equivalentes. ]
Teorema 5.1.2. Eziste uma fungao bijetora [Z, F| — [Z, M|, VZ € C,.

Demonstracao: De fato, considere g. : [Z,F| — [Z, My] definida por g¢.([j]) = [g o j].
V[j] € [Z, F]. Entao g. ¢é injetora, pois se g.([j1]) = g«([j2]) entdao [g o j1] = [g o jo], ou seja,
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goji~ goja. Logo, hogoji ~ hogojy. Como hog~ 1p, segue que 1poj; ~ 150 jy, ou seja,
j1 ~ ja e portanto, [ji] = [jo]. Ainda, g. é sobrejetora, pois se [k] € [Z, M;] tome [hok] € [Z, F].

Entdo, g.([hok]) = [gohok]. Como goh ~ 1y, segue que gohok ~ 1y, ok = k. Logo,

[g o hok]=[k] e portanto g.([h o k]) = [k] e g. é sobrejetora.
Corolario 5.1.1. Eziste uma fungao bijetora [Z, Q" F| — [Z, Q" Mj].

Demonstracao: Mostremos isso fazendo inducao sobre n. O primeiro passo da indugao é
mostrarmos que (2g). : [Z,QF] — [Z,QM/] definida por (Qg).([k]) = [Qgok], V[k] € [Z,QF],
¢ uma bijecdo. Com efeito, se (2¢9)«([k1]) = (29).([k2]) entao [Qg o k1] = [Qg o ko], isto é,
Qgok; ~ Qgoky Logo, QhoQgok; ~ QhoQgoky, mas como hog~ 1p temos que para
todo a € QF, hogoa ~ lpoa = a, ou seja, (Qh)(goa) ~ a e assim, (QhoQg)(a) ~ lor(a).
Afirmacao: (QhoQg) ~ lgp.

Para tanto, veja que que (00)(ao)([1]) = Dh(goas) (1)) = (Fogoas)([t]) = (og)(xo) =
h(Xo, 7o) = 19 = G((Mo,20),1) = m9 = ao([t]), V[t] € S, ou seja, (Qh o Qg)(ag) = .
Também, 1or(ag) = ap. Assim para a = ag temos a homotopia H* : S' x I — F dada por
H>([t],s) = ap([t]) e como (Qh o Qg)(a) ~ lgr(a), Va € QF, para a # aq existe a homotopia
H® : St x I — F tal que H*([t],0) = (Qh o Qg)(a)([t]), H*([t], 1) = lar(a)([t], V[t] € S* e
H([0],s) =z, Vs € 1.

Definamos entao G : QF x [ — QF por G(a,s) = H® onde H* : S' — F é dada
por HY([t]) = H([t],s), V[t] € S'. Logo, G(a,0) = HS e como Hg([t]) = H*([t],0) =
(Qh o Qg)(a)([t]), V[t] € S, segue que H = (Qh o Qg)(a),Ya € QF; G(a,1) = H® e como
H([t]) = H*([t], 1) = 1ar(a)([t]), V[t] € S*, temos que HY = lgp(a),Va € QF; G(ag, s) =
H® mas H* = H([t],s) = ay([t]), V[t] € S, ou seja, H* = .

Portanto, Qh o Qg ~ lop. Desse modo, ky ~ ky, isto é, [k1] = [ka] e (Qg), é injetora.
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Além disso, se [j] € [Z, 2M[] podemos tomar [Qhoj] € [Z,QF] e como goh ~ 1y, para todo
B € QM; temos que goho 3 ~ Iy, 08 = B edai, Qg(hoB) ~ B elogo (QgoQh)(B) ~ Lo, (8),
ou seja, QgoQh ~ lau,. Logo, QgoQhoj ~ lgy, 0] e assim, (Qg).([Qhoj]) = [QgoQhoj] = [j]
e (£2g). é sobrejetora.

Suponha como hipétese de indugao que (2" 'g). : [Z, Q" 'F] — [Z, Q" M/] é bijecao.

Pelo primeiro passo da indugao, (2(Q" 1g)), = (2"g). é uma bijecao e o resultado segue.

Observe que se i : F' — X for a inclusdo entdo i o h ~ iy, pois como go h ~ Ly, entao
ig0goh ~iyoly, =iy mas (iz 0 g)(z) = ix(g9(x)) = i2(Xo,z) = z = i(x), Va € F, ou seja,
13 0 g = i. Portanto, i o h ~ is.

Seja @ =hoj: QY — F, onde j: QY — M; é definido por j()\) = (A, x0), VA € QY.

Entao a sequéncia abaixo é exata:
12,08 %% 1z,0x1Y 1z.0v) 25 (2, F) 2 (2, X]) L (2,7 (5.1)

De fato:
1. Exatidao em [Z, X]
Temos que Im(i), = i.([Z, F]) = i.(h.([Z, M{])), pois h. é bijetora, desde que g, o h, =
(goh) = (1a,)s =iz € hio g = (hog)e = (1p)s = 12,5 Logo, Im(i), = Im(i, o h,) =
Im(is,) = Kerf,, pelo Teorema 5.1.1.

2. Exatidao em [Z, F|

Temos que Im(0.) = 0.([Z,QY]) = (h. 0 j.)([Z,QY]) = h.(Im(j.)) = h.(Ker(iz.)) pelo
Teorema 5.1.1. Mas h,(Ker(iy,)) = Ker(i,), pois se [[] € Ker(iy,) entdo i,(h.([l])) = (i, o

D) = (@oh)([l]) = (i2.)([l]) = [c], onde ¢ : Z — X é a aplicagao constante em xg, isto

>

6, h(Ker(iy,)) C Ker(i,). Por outro lado, se [k] € Ker(i.), i.([k]) = [¢]. Como h, é bijetora,
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existe [m] € [Z, M;] tal que [k] = h.([m]); logo i.(h.([m])) = [c] e assim, [m] € Ker(ia,) e
[k] € h.(Ker(is,)). Portanto, Ker(i,) C h.(Ker(ia,)).
3. Exatidao em [Z, QY]

Primeiro, Im(§2f). C Ker(0.), pois se [k] € Im(2f). = Ker(j.), pelo Teorema 5.1.1, entao
Ou([k]) = (he 0 4 )([K])) = hi(j([K])) = hi([d]), onde d : Z —s M; é a aplicagio constante
m (Ao, zo). Mas h.([d]) = [hod] = [¢], ¢ : Z — F aplicacao constante em . Logo,
O«([k]) = [¢] e portanto [k] € Ker(d,). Agora, seja [l| € Ker(0.), entao 0.([l]) = [¢], ou seja,
(h o 7).([1]) = h.(j.([1])) = [¢]. Logo, j.([l]) € Ker(h.) e como h, é bijetora, Ker(h), = [¢],
¢: Z — QY aplicacao constante em yo. Assim, j.([[]) = [¢], ou seja, [I| € Ker(j.) = Im(Qf).,
pelo Teorema 5.1.1. Logo, Ker(0.) C Im(€2f)..

Para a exatidao nos outros niveis prosseguimos da mesma maneira como provamos a exa-

tiddo em 1, 2 e 3, usando o fato de que (2"h), é bijetora, Vn, e a sequéncia do Teorema 5.1.1

¢é exata.

Esta sequéncia 5.1 é denominada sequéncia exata da fibracao f: X — Y.

Observemos que, como pelo Coroldrio 3.0.1 existe uma bijecao entre [XX,Y] e [X,QY],

para todo Z € Cgy, podemos afirmar que as sequéncias

12*

S [S22,Y] — [S2, M) — [22,X] — [22,Y] 2 (2, M) 28 (2, X] L5 (2, V]
5 [222,Y] — [S2,F] — [S2,X] — [22,Y] -2 (2, F] 25 (2, X] L5 [2,Y]

no caso em que f: X — Y for uma fibragao, sao exatas, onde "7 = %(X"17).
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No caso particular em que Z = S™, mostraremos no futuro que o conjunto [S™, X| tem

estrutura de grupo abeliano, se n > 2. Estes sao chamados de grupos de homotopia de X.

5.2 Sequéncia da cofibracao

No que segue considere f : X — Y uma aplicacao de Cqy, a cofibracao ¢ : X — CX

definida por ¢(z) = x A 1, Vx € X e construamos o pushout

cx 2-¢y

S

em que jp também é uma cofibrac¢ao (vide Teorema 4.0.2),

CXVvY
(4(x), %0) ~ ((zo A 0), f(z))’

Cy =

iz At) =[x At,y)], Ve At € CX e ja(y) = [(xo ANO,y)], Vy € Y.

C

Tomemos o espaco JQC(—{,) obtido de C/ identificando j»(Y') a um ponto e sejai : Cp — ]2(—{,) a
aplicacao quociente. Observemos que ]2(?—{/) coincide com XX . Para a prova desse fato, considere

~ . ~ . - C . -
i:CX — % a aplicagao quociente e j; : % — W definida por 71 ([z At]) = [[(z At,y0)]],

Viz Nt] € %. Note que j; é bem definida, pois se [z; A t1] = [x9 A t5] entdao 1 Aty = g(a) e
2o Nty = q(b), a,b € X, mas qg(a) =aAleqb) =bA1. Logo, 1y ANty =aAlexg ANty =bA1.

Devemos provar que [(aA1,y0)] = ja(y1) = [(20 A0, 51)] € [(0A L, 10)] = ja(y2) = [(x0 A0, y2)]
para alguns y1,y» € Y. Mas [(a A1, y0)] = [(¢(a), yo)] = [(x0A0, f(a))] = 72(f(a)) € [(0AT, 50)] =

[(a(b), 90)) = [(20 A O, F(B))] = Ga(f (D). Assim, [[(a A 1,50)]] = [[(BA L, 0)]] em 578,

Suponha que j;([z At]) = [[(xo A0, y0)]], com y € Y. Como [[(z At,yo)]] = ji([x At]), temos
[(z A t,yo)] = j2(y), para algum g € Y. Mas j2(y) = [(zo A0,7)]. Logo, z At =q(a) e g = f(a)
para algum a € X. Dai, [z A t] = [g(a)], @ € X e portanto j; é injetora.
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Provemos que j; é sobrejetora. Dado [[(z A t,y)]] € jQC(—{,), tome [(x A t,y)] € Cy tal que

i([(x AN ty)]) = [[(z At,y)]]. Mas [(z At,y)] € Cf implica que: (i) (x At,y) = (xo A 0,y)
ou (ii) (x At,y) = (z At,yp). Se ocorrer (i), [(z A t,y)] = [(zo A 0,y)] = Jj2(y) e entdo

[z At )]l = [[(2070,9)]] = [[(zo A0, yo)]l, pois [(z0 A0, 50)] = ja(yo). Tomando [z0A0] € (=5,

temos ji([zo A 0]) = [[(zo A 0,40)]] = [[(z A t,y)]]. Se ocorrer (ii), tome [z A t] € % e entao

Ji(lz At]) = [[(z At,y0)]] = [[(x At,y)]]. Logo, ji é sobrejetora.

entdo j; (©) = i(ji(i*(©))) é aberto em qC—X pois i e j; sdo

Seja © um aberto de X

Cy
J2(Y)?
continuas e i é aberta. Logo, j7; é continua.

cX

200 aberto,

Para mostrar que j; é aberta, basta mostrar que j; é aberta, pois dado § C

temos que 7,(6) = i(j1(:7(6))) é aberto em jQC(—{,), pois 7 é aplicacao quociente e 4, j, sdo abertas.

Para isto, consideremos o diagrama comutativo

XxI—%CXVY

[

CX C;

J
onde p(x,t) = x At, l(x,t) = (x ANt,yo) e p(x At,y) = [(x At,y)]. Como [ é aberta, pois se
U C X x I éaberto, entdao [(U) = p(U) x {yo}, que é aberto em CX VY, ja que p(U) é aberto
em CX, segue que se A C CX ¢ aberto entao ji(A) = p/(I(p™(A))) é aberto em C}, pois p é

aplicacao quociente e [, p’ sao abertas.

Logo, j; ¢ um homeomorfismo e como 3X = %, pois em CX identificamos X x {0} U

2o} x I a um ponto e quando fazemos 4% identicamos I x {zo} U {0,1} x X a um ponto,
q(X)

Cy

ou seja, obtemos a suspensao de X, ¥ X =~ SO

Assim, temos uma aplicagao 7 : Oy — XX e desse modo, obtivemos uma sequéncia de
espacos e funcoes

f

XLy 2o Lvx
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que pode ser extendida indefinidamente para a direita com a seguinte técnica: dada uma
aplicacao f : X — Y, definimos a funcao Xf : XX — XY por Xf([(¢,2)]) = [(¢, f(x))],
V[(t,z)] € ¥X. Lembremos que ¥ f é continua e preserva ponto base.

Temos entao a sequéncia infinita

%2

x Ly 2o Lex Hhsy 2Bne, Zhvix

onde X" X ¢ definido indutivamente por "X = ¥ (X" 1X).

A sequéncia acima é denominada sequéncia da cofibracao induzida pela aplicacao f.

Teorema 5.2.1. Para todo espago Z € Cq, a sequéncia da cofibracao induzida pela aplica¢ao
f: X—Y

%72

XLy 2o Lex Hhsy 2Bne, Zovix

induz uma sequéncia exata de conjuntos

(E )"

X, 2] < v, 2] £ [0, 20 < 1mx, 2) B vy, 21 2 2oy, 21 &

Demonstracao: Faremos a prova por etapas:
1. Im(j3) = Kerf*

Seja [k] € Im(73), ou seja, ji([l]) = [l o jo] = [k] para algum [I] € [C}, Z]. Consideremos a
composigao jao f : X — C, que é dada por (j20 f)(x) = [(xo A0, f(2))], Vo € X e definamos a
aplicacao H : X xI — Cy por H(z,t) = [(xAt,yo)], V(z,t) € X xI. Note que H é bem definida
e é continua. Além disso, H(z,0) = [(x A0,y0)] = [(zo A0, y0)] = c(z) em que ¢ : X — Cy é
a aplicagdo constante em [(z9 A 0,y0)], H(z,1) = [(x A 1L, 50)] = [(xo A O, f(x))] = (j2 o f)(x),
Ve € X e H(xo,t) = [(zo A t,y0)] = [(xo A 0,0)], Vt € I. Logo, H é uma homotopia entre
c e jpo f. Desse modo, f*([k]) = f*(loja]) = [lojao f] = [l ocl, pois ¢ ~ jy o f implica
loc~lojyo f. Portanto, f*([k]) = [¢] onde ¢ =loc: X — Z ¢ a aplicagdo constante em 2.
Portanto, [k] € Kerf* e Im(j;) C Kerf*.
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Por outro lado, se [g] € Kerf* entao f*([g]) = [go f] = [d], isto é, é ~ go f. Logo, existe uma
homotopia G : X xI — Z tal que G(x,0) = &(z), G(z,1) = (go f)(x), Vo € X e G(xg,t) = 20,
Vt € I. Defina h : Cy — Z por h([(zo A 0,y)]) = g(y), Yy € Y e h([(x A t,y0)]) = (g0 f)(z),
V(z At) € CX. Note que h([(zo A 0,v0)]) = 9(yo) = 20 = (9 © f)(xp). Logo, h é continua e
43([h]) = [h o ja] = [g], pois Yy € Y temos que (h o j5)(y) = h([(zo A 0,%)]) = g(y). Portanto,
9] € Im(j3) e Kerf* C Im(j3).

2. Im(i)* = Ker(j3)

Temos que i 0 jy : Y — 3 X é definida por (i o j2)(y) = i([(xo A 0,y)]) = [[(zo A 0,y)]] =
[[(zo A0, 40)]], Vy € Y, ou seja, i o j, é a aplicacao constante em [[(zg A0, yo)]]. Se [I] € Im(i*),
entao existe [k] € [2X, Z] tal que i*([k]) = [koi] = [I]. Logo, j5([l]) = js([koi]) = [koiojs] = [¢],
c:Y — Z aplicagao constante em zy. Logo, [I] € Ker(j3), isto é, Im(i*) C Ker(j3).

Agora, se [g] € Ker(j3), entdao j;([g]) = [g 0 j2] = [c], ou seja, g o jo ~ c. Assim, existe
uma homotopia H : Y x I — Z tal que H(y,0) = (g o j2)(y), H(y,1) = c(y) = 20, Vy € Y e

H(yo,t) = 2o, Vt € I. Construamos o diagrama

Cpx [ <"

jleT lg

Y><I—H>Z

em que 7([(z A t,y)]) = ([(x At,y)],0). Como js ¢ uma cofibracdo, existe uma homotopia
G :CpxI — Ztalque Go(jox1) = H e Goi' = g. Assim, g([(zAt,y)]) = (Goi')([(zAt,y)]) =
G([(x A t,y)],0), Vi(x At,y)] € C. Defina g' - Cp — Z por ¢'([(w A t,y)]) = G([(x At,y)], 1)
e desse modo temos g ~ ¢'. Por outro lado, ¢’ 0 jo : Y — Z é dada por (¢’ o jo)(y) =
9 ([(zo A 0,9)]) = G([(xo A O,y)],1) = Go(ja x 1)(y, 1) = H(y, 1) = cy) = 20, Vy € Y, isto
é, g o jo = ¢. Portanto, ¢’ induz uma aplicacao h : ;—{,) — Z tal que hoi = ¢’. Como

jQC(Y{,) ~ XX, temos h : XX — Z. Logo, i*([h]) = [hoi] = [¢'] = [g] e assim, [g] € Im(i*) e
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Ker(j3) € Im(i*).
3. Im(Sf)* = Ker(i¥)

Seja [g] € Im(Sf)* entdo existe [h] € [DY, Z] tal que (S£)*([h]) = [hoXf] = [g]. Mostremos
que *([g]) = [goi] = [¢], onde ¢ : C; —» Z ¢ a aplicacio constante em z. Observe que Sf o1 :
Cy — LY édefinida por (Xf 0i)([(z AL, yo)]) = f ([[(x At mo)l]) = Ef ([xAt]) = Zf([(E, 2)]) =

(&, f(@))] e (Ef 0 i)([(zo A 0,9)]) = Zf([[(xo A0, 9)]]) = Zf([[(wo A0, y0)]]) = Ef([wo AO]) =

S£([(0,20)]) = [(t,%0)] (aqui estamos usando as identificagies NX = L5 e NX = LX),
Definamos H : Cy x I — XY por H([(z A t,y)),s) = [(st, f(2))], V(& A t,y)],s) € Cp x I,
Temos que H([(z A t,y)],0) = [0, f(2))] = [(0,30)] = ¢([(x At,y)]), onde ¢’ : Cp — XY
¢ a aplicagdo constante em [(0,y0)], H([(z A t,y)],1) = [(t, f(2))] = (Bf o i)([(z At,y))),
V[(z At,y)] € Cr e H([(x0 A 0,0)],5) = [(0,0)], Vs € I. Logo, H é uma homotopia entre ¢
e Xf oi. Assim, i*([g]) = i*([ho Sf]) = [ho Sf oi] = [ho ] = [d], isto 6, [g] € Ker(i*) e
portanto, Im(Sf)* C Ker(i*).

Por outro lado, seja [g] € Ker(i*), ou seja, i*([g]) = [goi] = [d] e seja K : Cy x [ — Z
a homotopia entre ¢ e g o, isto 6, K([(x At,y)],0) = c([(z A t,y)]) = 20, K([(z At,y)],1) =
(goi)([(xnt,y)]), V[ At,y)] € Cs e K([(z0AD,yo)],s) = 2, Vs € I. Definamos h : BY —» Z
por h([(t,y)]) = K([(zo A 0,y)],1), V[(t,y)] € Y. Note que (7o Lf)([(t,2)]) = A(((t, f(2))]) =
K([(mo A O, f@)], 1) = K([(zo A 1,p)),8) = K([(xo A O, 0)],t) = 20, V[(t,2)] € £X. Defina
G:SX x I — Z por G([(t,z)],s) = K([(x At,y)], ), V([(t,z)],s) € £X x I. Temos que
G([(t,2)],0) = K([(z At.90)],0) = 20 = (ho SF)([(t,2)]), G([(t,2)],1) = K([(w At, )], 1) =
(g o i)([(x Atm0)]) = g([[(z At,mo)ll) = g(lz At]) = g(((t,2)]), VI(t,2)] € ZX, novamente

usando as identificagbes XX = ]20(—{/) e XX = %, e G([(0,z0)],s) = K([(zo A 0,40)],$) = 20,
Vs € I. Logo, hoXf ~ g e assim, (Xf)*([h]) = [ho Xf] = [g], isto é, [g] € Im(XZf)* e
Ker(i*) C Im(Xf)*.
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A demonstracao da exatidao nos outros estagios é analoga, desde que feita a seguinte ob-
servagao: a prova da inclusao Ker(X"jy)* C Im(X")* segue do fato de X"Cy e Cyny se-
rem homeomorfos e assim, X"j, : XY — ¥"C; serd uma cofibracao. Provemos entao que
X"Cr =~ Csny e que X"j5 é uma cofibracao.

Defina ¢ : Cyy — XCy por o([([(tr, 2)] A s, [(0,50)D)]) = [(t1, [(& A s, 90)D)], VI(Er, 2)] As €
C(EX) e o([([(0,20)] A0, [(t2, y))]) = [(t2, [(xo A 50, 9)])], V[(L2, y)] As € ZY .

Verifiquemos que ¢ estd bem definida.

Sejam [([(t1, )] As1, [(0,50)])] = [([(L2, 22)]As2, [(0,50)])] € Csy, entdo ([(t1, 2)]Asy, [(0,90)]) ~
([(t2, 22) A s2,[(0,90)]) = ([(t2,22) A s2,Ef([(0,20)])), 0 que significa que [(t1,21)] A s1 =
[(t2, x2)] A 89 0u [(t1,21)] A s1 = q([(0,20)]) = [(0,20)] A1 e [(ta, 22)] A s2 = [(0,29)] AO. Anali-
sando todas as possibilidades temos: 1.[(t1,x1)] = [(t2, 22)] € s1 = s2 ou 2.[(t1,21)] = [(0,x0)] €
sy =0 ou 3.[(t2,z2)] = [(0,20)] € s = 0 ou 4.5; = s9 = 0 ou 5.[(t1,x1)] = [(t2, x2)] = [(0, z0)].

Precisamos mostrar que [(¢, [(x1AS1,%0)])] = [(t2, [(x2AS2, %0)])], ou seja, (t1, [(x1AS1,Y0)]) ~
(ta, [(z2 A s2,90)]). Para isso, analisemos os casos que vimos acima.

Se ocorrer 1 entao s; = sy e as possibilidades sao:
ity =ty e w1 = w3 => (t1, [(w1 A sy, 90)]) ~ (1, (21 A 51, 90)])
i)ty =13 = 0= (0, [(z1 A s1,90)]) ~ (0, [(22 A s2,90)])
ii)ty =ty =1 = (L, [(21 A s1,90)]) ~ (L, [(22 A s2,90)])

i)t =0ety=1= (0,[(z1 A s1,%)]) ~ (1, [(x2 A $2,%0)])
vty =1lety=0= (L [(z1 Asi,y0)]) ~ (0, [(z2 A s2,50)])
vi)ry = 1y = m9 = (t1, [(x0 A s1,90)]) ~ (t2, [(z0 A 52,%0)])
vii)ty = 0 e x3 = xg == (0, [(z1 A s1,50)]) ~ (t2, [(0 A 51,%0)])
viii)t; = 1 e xg = g = (1, [(z1 A s1,90)]) ~ (t2, [(zo A s1,Y0)])
ir)ry = x0 e ty = 0= ({1, [(wo A s1,90)]) ~ (0, [(22 A s1,%0)])
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z)ar =z € ty = 0= (t1, [(zo A s1,90)]) ~ (1, (22 A 51,0)])
Se ocorrer 2 entdo s, = 0 e as possibilidades sio:
i)tr = 0= (0, [(z1 A s1,90)]) ~ (t2, [(22 A 0,0)])
i)ty = 1= (1, [(21 A s1,90)]) ~ (t2, [(z2 A 0, 30)])
iii)ry = zo = (t1, [(w0 A s1,30)]) ~ (t2, [(z2 A 0, 30)])
Se ocorrer 3 entdo s, = 0 e as possibilidades sdo:
i)ty = 0= (ty, [(21 A 0, 90)]) ~ (0, [(2 A 52,50)])
i)ty = 1 == (t1, [(21 A 0,0)]) ~ (1, [(22 A 52,0)])
iii)zy = 2o == (t1, (1 A 0,0)]) ~ (t2, [(zo A 52, %0)])
Se ocorrer 4 entdio s, = 55 = 0 e assim:
(tr, [(z1 A0, 90)]) ~ (t2, [(22 A 0,50)])
Se ocorrer 5, as possibilidades sdo:
i)t1 =0 ety =0=>(0,[(z1 A s1,50)]) ~ (0, [(22 A 52,%0)])
i)ty =0 ety =1=(0,[(z1 Asi,50)]) ~ (1, [(z2 A 52,0)])
iii)t; = 0 e 2y = 10 = (0, [(21 A 51,90)]) ~ (t2, [(z0 A 52, 0)])
)ty =1ety=0= (1,[(x1 A s1,0)]) ~ (0, [(z2 A 52,%0)])
vt =1lety=1= (1,[(z1 As1,50)]) ~ (1, [(z2 A s2,30)])
i)ty =1 ey = 29 = (1, [(z1 A 51,0)]) ~ (b2, [(o A 52, %0)])
vii)zy =z e ty = 0 = (t1, [(zo A s1,40)]) ~ (0, (22 A 52,0)])
viii)y = xg e ty = 1 = (ty, (2o A 51,90)]) ~ (1, [(z2 A 52, 50)])
ir)T) = 2o € Ty = 2o = (t1, [(w0 A s1,30)]) ~ (t2, [(z0 A 52, %0)])

Logo, obtemos o que queriamos.

Agora, sejam. [([(0,z0)] A 0, [(t1, y1)])] = [([(0,20)] A 0, [(t2,42)])] € Cxy, entao ([(0,20)] A

L, [(thyl)]) = ([(07170)] A0, [(tlvyl)]) ~ ([(O,ZL‘O)] A0, [(t27y2)])7 o que significa que [(tlvyl)] =
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[(t2,52)] ou [(t1,41)] = [(0,50)] e [(t2,92)] = ZF([(0,20)]) = [(0,40)]. Analisando todas as
possibilidades temos: 1.ty =ty e y; =yo ou 2.t =ty =0ou 3.ty =to =1l oudt; =0ety =1
oubdi=1leto=00u6.y; =y =yoouTd1 =0e€ys =yoou8.t; =1eys=1yyou9.y =y
ety=0o0ul0.y; =y ety =1.

Queremos provar que [(t1, [(zo A 0,y1)])] = [(t2, [(wo A 0,12)], isto &, (t,[(zo A 0,y1)]) ~
(ta, [(zo A 0, 4)]). Verifiquemos:

L= (t1, [(wo A O,51)]) ~ (t1, [(z0 A 0,31)])
2. = (0, [(zo A0, 1)]) ~ (0, [(zo A O, 2)])
3. = (L [(zo A0, 51)]) ~ (1, [(z0 A 0,512)])
4. = (0, [(zo A0, y1)]) ~ (1, [(z0 A O, 2)])
5. = (L [(zo A0, 51)]) ~ (0, [(zo A 0,52)])
6. = (t1, [(w0 A 0,0)]) ~ (t2, [(20 A 0,30)])
7. = (0, [(zo A0, 51)]) ~ (t2, [(z0 A 0, 50)])
8. — (1, [(z0 A 0,31)]) ~ (t2, [(z0 A O, 10)])
9. = (t1, [(z0 A 0, 50)]) ~ (0, [(z0 A 0, 2)])
10. = (t1, [(xo A 0, 0)]) ~ (1, [(zo A 0, y2)])

Portanto, ¢ ¢ bem definida.

Para, verificarmos se ¢ ¢ injetora, suponha o([([(t1,2)] A s, [(0, yo)])]) = [(0, [(z0 A 0,0)])]-
Entao [(t1, [(xAs, %0)])] = [(0, [(20A0, yo)])]. Logo, t = 0 outy = 1 ou [(2As,y0)] = [(z0A0, 30)],
ou seja, (zAs,90) ~ (20 AD, yo) e assim, £ A s = q(z0) = 2o A1, isto 6, & = 2 ou s = 0. Temos
que
i)tr = 0= [([(ts,2)] A 5, [(0,90)])] = [([(0,2)] A 5, [(0,50)])] = [([(0, z0)] A 0, [(0,0)])]

ii)t; = 1= [([(tr, )] A s, [(0,50)])] = [([(L, 2)] A 5, [(0, 50))] = [([(0,%0)] A O, [(0, 30)))]
iii)a = 2o = [([(ts, )] A 5, [(0,50)])] = [([(t1, z0)] A 5, [(0,50)])] = [([(0, )] A 0, [(0, 0)])]
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iv)s = 0 = [([(t, )] A s, [(0,50)])] = [([(£1, 2)] A 0, [(0,50)])] = [([(0, z0)] A 0, [0, 30)])]
Suponha agora que ¢([([(0, 20)]A0, [(t2,)])]) = (0, [(zoA0, 0)])], ou seja, [(t2, [(20A0, y)])] =

[(0, [(x0 A 0, 50)])]. Logo, t = 0 ou ty = 1 ou [(zo A0, y)] = [(z0 A0, )], ou seja, y = yo. Temos

que:

i)ty = 0 = [([(0, 0)] A O, [(£2,y)])] = [([(0, 20)] A0, [(0,y)])] = [([(0, 20)] A0, [(0, o)])]

i)ty = 1 = [([(0, 20)] A O, [(t2,)])] = [([(0, z0)] A O, [(1,9)])] = [([(0, 20)] A O, [(0,50)])]

iii)y = yo = [([(0, 20)] A O, [(t2,9)])] = [([(0,20)] A O, [(L2, %0)])] = [([(0, z0)] A O, [(0,%0)])]

Sendo assim, ¢ ¢ injetora.
Facilmente podemos ver que ¢ ¢é sobrejetora, pois todo elemento de XCy ou é da forma

[(#, [(2As, y0)])] € assim, tomando [([(¢, 2)]As, [(0,30)])] € Cxy temos que ([([(¢, 2)]As, [(0,50)])]) =

[(, [(x A s,90)])] ou é da forma [(¢, [(zo A 0,9)])] e dai, tomando [([(0,z0)] A O, [(t,v)])] € Cxs

temos que p([([(0,20)] A 0, [(Z, y)])]) = [(¢, [(zo A 0, y)])].

Observe o diagrama comutativo

(IxX)x)VI xY)—L=Ix (X xI)xY)

(mx x1)Vry 1% (pV1y)
(SX x ) VY Ix(CXVY)
PVisy Ixp/
C(EX)VEY IxCy

p1 p2
Cs; . %0y

emque ny : I XX — XX, my : IXY — XY, p: X xI — CX,p: X — C(2X),
P CX VY — Cf, p1 e py sao aplicacoes quocientes e ' é definida por I'(((t1, ), s), (0,40)) =
(1, ((z,5),50)) e I'(((0,20),0), (t2,y)) = (t2, ((20,0),%0)).

Note que I’ é continua e aberta. Logo, como cada uma das aplicagoes quocientes acima
também é continua e aberta, pela comutatividade do diagrama, segue que ¢ também ¢é continua
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e aberta.

Portanto, ¢ é um homeomorfismo.

Faremos agora uma inducao sobre n para mostrarmos que ¥"Cy ~ Csny. O primeiro passo
da indugao é o que foi feito acima e tomemos como hipétese de indugao que X" 'Cy ~ Cgn-1y.
Logo, ¥"Cy = B(X"1C}) ~ X(Csn-14), pois se f : X — Y é um homeomorfismo com inversa
continua f~!entao L f : XX — 2Y também é um homeomorfismo com inversa continua X f 1.
Pelo primeiro passo da indugao temos que X(Cyn-15) & Cxysn-15) = Cyny e dai, X"Cy = Cyny,
como queriamos.

Para provarmos que de fato X"jy : ¥"Y — X"(C'y é uma cofibragao, vamos mostrar que se
q: X — CX é uma cofibragao entao 3¢ também ¢é uma cofibragao.

Consideremos o diagrama

2(CX) x I <———%(CX) x {0}

qulT lh

VX x I Y

tal que H'([(t,x)],s) = h(Xq([(t,2)]),0), V[(t,z)] € EX. Seja G : X(CX) x I — Y definida

por

h([(t1, A (st +12))],0), 0 <ty < =5,

G([(tl,x/\tz)],S) =
H'([(tr,2)], sto+ta — 1), —5 <tp <1,

V([t1,z A ta],s) € X(CX) x I. Note que G estd bem definida e como para ty = 3%1 temos
que h([(t1,z A (sta +t2))],0) = h([(t1,2 A 1)],0) e H'([(t1,x)], sta +t2 — 1) = H'([(t1,2)],0) =

h(Xq([(t1,2)]),0) = h([(t1,2A1)],0), e h e H' sdo continuas, segue pelo Lema da Colagem que G

h([(s,z AN1)],0), 0<t<1,
é continua. Além disso, (Goi)([(s, zAt)],0) = G([(s, zAt)],0) =

H'([(s,2)],t—1), t=1,
h([(s,z A 1)],0), V[(s,z A t)] € E(CX), ou seja, Goi = h e (Go (Xqg x 1))([(¢tx)],s) =

G([(t,z N 1)],8) = H'([(t, )], s), Y([(t,x)],s) € X x I, isto é, G o (X¢g x 1) = H'. Portanto,
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Yq é cofibracao.

Fazendo inducao sobre n, provemos que se ¢ é cofibragao entao X"q também é cofibracao.
O primeiro passo da inducao é o que foi feito acima e como hipdtese de indugao vamos supor
que X""1q é cofibragao. Logo, pelo primeiro passo da inducao temos que X(X""1q) = g é
também uma cofibragao.

Consideremos o diagrama

X"

S(CX) =L 5y

E"q] Tzan

o homeomorfismo ¢ : Cyinyp — X"CY, a cofibracdo jj : ¥"Y — Cymyg e ji : X(CX) — Csiny.
Entao temos @ o ji, = X"jy e p o j; = X"j;. Como j} é cofibracao, podemos considerar o

diagrama

CE”f X I<_lcznf X {0}
jéXl[T lho(g&xl{o})

XY x I A

H

em que Z € Co, h : X"Cy x {0} — Z aplicacao qualquer e H(x,0) = (ho (¢ x 1f03))(j5(),0) e
assim, existe uma homotopia G : Csny x I — Z tal que Goi = ho(px1iny) e Go(jyx17) = H.

Desse modo, o diagrama

S0y x I <m0y x {0}

@Xl]Tl@_lxll

Shjaxir | COsnp X 1 h
éXl]T
XY x I = A

em que i’ = (px15)oio(p~ X 10y), é tal que H(z,0) = (ho(px1i01))(j(2),0) = h((pogy)(z),0)

eG=Go(ptx1;):X"Cpx 1 — Z satisfaz Goi' = he Go((px17)o(jhx17)) = H. De fato,
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(Goi')(z,0) = (Go(p~t x1f)o(px1;)oio(p~tx li0}))(2,0) = (Goio (o7t x Lioy))(,0) =
(ho (9 x 1gy) o (6 X Lig)(@,0) = hs,0), ¥ € S°Cy e (G o (% 11) o (7 x 11)))(,0) =
(Go(pt x11)o(px17)o(jhx17))(z,0) = (Go (j5x 1)) (z,0) = H(z,0), Vo € X"Y.

Portanto, ¥"j5 é uma cofibracao e concluimos a prova do Teorema. n

téem o mesmo

Y
Lema 5.2.1. Seja f : X — Y wuma cofibracao. Entao, os espagos Cy e FOX)

tipo de homotopia.

Demonstracao: Definamos &k : Cy — do seguinte modo:

o
f(X)
k([($ /\tvy())]) = [y()],\V/JT S th 7£ 1;

k([(@ AL yo)]) = k([(2o A0, f(2))]) = [yo], Vo € X
k([(zo A0, 9)]) = [y],Vy € Y = f(X).

Observe que k é continua e bem definida desde que Vy € Y — f(X), [(oA0,y)] = [(zoAO,y)] <
y=v.

Por outro lado, note que j; o f é homotdpica a aplicacao constante ¢ : X — Cy dada por
c(x) = [(xoN0,yo)] via K : X xI — C definida por K(x,t) = [(zA(1—1),v0)], V(x,t) € X X1,
pois K(z,0) = [(xA1,50)] = [(z0 A0, f(2))] = (joo f)(x), K(x,1) = [(xA0,30)] = [(z0 A0, 0)] =
c(x),Vr € X e K(xo,t) = [(xo A (1 —1t),90)] = [(xo A0, 90)], Vt € I.

Deformaremos j, em uma aplicacao k' tal que &' o f = c.

Consideremos o diagrama

Y x <4V

leIT j]é

em que '(y) = (y,0) e K(2,0) = jo(f(z)). Como f ¢é uma cofibracdo, existe uma homotopia
G:YxI—Crtalque Got' =jyeGo(fx1;) =K. Sejak'=G(,1):Y — Cf dada por
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K'(y) = G(y,1), Yy € Y. Desse modo, como G(y,0) = (G o?')(y) = j2(y), Yy € Y, segue que
J2 ~ K. Além disso, (Ko f)(z) = K (f(z)) = G(f(x),1) = (Go(f x11))(x,1) = K(z,1) = c(z),
Ve € X, ou seja, k' o f = c. Assim, E'(f(X)) = ¢(X) e portanto k' induz uma aplicagao
K % — C} dada por ¥ ([y]) = ¥'(y).

Provemos que E’okwlcf ekok' ~1 v .

F(X)

Observemos primeiramente que para todo x At € CX, (K o k)([(z A t,u0)]) = ¥ ([wo]) =
K (yo) = G(yo, 1) = [(w0 A 0,0)] e para todo y € Y — f(X), (K o k)([(wo A 0,y)]) = K([y]) =
K(y) = Gy, 1).

Definamos H; : Cy x I — Cy por
Hi([(x ANt,yo)l,s) = [(x Ats,yo)], Ve Nt € CX,Vs € I;

Hi([(xg NO,y)],s) =G(y,1 —s),Vy e Y — f(X),Vs € I.

Temos que Hy é bem definida ¢ ¢ contfnua. Também, Hy ¢ uma homotopia entre & o k ¢
le,, pois Hi([(z At,0)],0) = [(x A 0,90)] = [(z0 A O, 90)] = (K 0 B)([(z At,m0)]), Yo At € OX
e Hy([(z0 70.9)],0) = Gy, 1) = (F o K)([(z0 A 0.9)]). ¥y € ¥ — F(X): Hy([(z A tayo)] 1) =
[(@At, yo)] = Lc, ([(wAL, yo)]), Vant € CX e Hi([(xoA0,y)], 1) = G(y,0) = ja(y) = [(20A0, y)] =
1, ([(o A0, p)]), Yy € Y — F(X): e ainda, Hy([(zo A0, 50)],5) = [(20 A 0,90)], Vs € I.

Agora, definamos H, : % < —» % por Hy([yl, ) = (koG)(y, 1—s), Yy € ¥ — F(X)

e Vs € I, que é bem definida e continua. Note que Hy([y],0) = (ko G)(y,1) = (ko K')(y) =

(ko) (). Ha(l. 1) = (k0 G)(0:0) = h(ia(n)) = F({zoA0.3]) = [s] = 1 o (D). V1] € 7735

e Hy([yo],s) = (ko G)(yo,1 — s) = k([(xo A O,y0)]) = [v0], Vs € I. Logo, Hy é uma homotopia

_ Y
, . . .
entre ko k' e 1f Yo Segue que Cy e X sao homotopicamente equivalentes. O
. . Y
Definicao 5.2.1. Se f : X — Y for uma cofibracao, chamamos o espaco %) de cofibra
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de f.

No caso em que f: X — Y é uma cofibracao, a sequéncia exata do Teorema 5.2.1 podera

ser escrita na forma

7 (koj)* [ Y 1 (iok")* (=) (Skoja)* [ Y } (Siok!)*
X, Z|«— Y, Z| <= |——, 7| «— XX, 7|« XY 7| +— |Y—, 72| +— ...
X2 ) | 2x.2) ¥ [wy. 2] -
onde kojy:Y — Y ¢é a aplicacao quociente
n 0 g : plicacao quociente.
’ F(X)
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Capitulo 6

Estruturas de grupo sobre os conjuntos

Z, X]

Neste capitulo, apresentamos as definicoes de H-espagos e CoH-espagos, mostramos que o
conjunto [Z, QX] é um grupo e damos condic¢ao para que este seja abeliano. Também definimos
grupo de homotopia e provamos que m,(X) é sempre abeliano quando n > 2 e que m(X) ¢é

abeliano quando X é um H-espaco.

6.1 H-espacos

Definicao 6.1.1. Um espaco X € Cy € um H-espacgo se, e somente se, existir uma aplicacao
X x X — X, chamada H-multiplicagao tal que, sendoi: X VX — X x X a inclusao

e : X VX — X aaplicagao definida por X(xg,x) =z e X(x,x0) = x, Vo € X, 0 diagrama

X

Vi

X
V

é homotopico-comutativo, isto €, poi ~ 3.

X XT>X
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Definicao 6.1.2. Um H-espaco X é homotdpico-associativo, ou simplesmente associa-
tivo, se o diagrama

Xx X x XU xxX

- |+

X xX X

for homotdpico-comutativo, ou seja, o (ux 1) ~ po (1 X p).

Lema 6.1.1. Se X for um H-espago associativo, para todo Z € Cy, entdo [Z,X] é um semi-

grupo com elemento neutro.

Demonstracao: Dados [f],[g] € [Z, X], definimos o produto [f] - [g] = [ o (f X g) o d], onde
d:7 — Z x Z 6 a aplicacdo diagonal dada por d(z) = (2, 2), Vz € Z.

Mostremos que se [f] = [f'] e [g] = [¢] entao [uo (f x g)od] = [uo (f' x ¢') o d]. Sejam
H:7ZxI — XeG:ZxI— X homotopias entre f e f' e g e ¢, respectivamente. Definamos
K:ZxI— X por K(z,t) = (uo(HxG)od)(z,t)onded : ZxI — (Zx1)x(Zx1I)édada
pord(z,t) = ((2,1), (2,1)). Logo, K(z,0) = (no(H xG)od)(z,0) = (uo(H xG))((2,0), (2,0)) =
W(F(2),9()) = (10 (f % 9))(z,2) = (o (f x ) 0 d)(z), K(2,1) = (o (H x G) o d)(z,1) =
(no(H xG))((2,1),(2,1)) = u(f'(2),4'(2)) = (no (f' x¢"))(2,2) = (no(f' x g')od)(2), Vz € Z
e K(z,t) = (uo (H x G)od)(z,t) = (no (H x G))(20,1), (20,1)) = pu(z0,70) = 20, Vt € I.
Portanto, a operagao é bem definida.

Seja ¢ : Z — X a aplicacio constante em o. Para provarmos que [¢] é o elemento neutro

do produto definido, temos que mostrar que [f]-[c] = [f] e [¢]-[f] = [f], isto é, po(f xc)od ~ f

epo(cx f)od~ f. Para isso, observemos que ¢ X f =iocx fondei: XVX — X x X éa

inclusdoec x f: ZxZ — XVX édado por ¢ X f(z1,22) = (xo, f(22)). Entao, po(cx f)od =
poiocx fod. Como X é H-espaco, 1oi ~ X e portanto, po (¢ x flod~ X ocx fod. Mas
(Yoex fod)(z) = (Xocx f)(z,2) =X(xo, f(2)) = f(2), Vz € Z. Portanto, po(cx f)od ~ f.
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Por outro lado, f x ¢ =io f x conde f x c(z1,2) = (f(21),7). Entdo, o (f x c)od =
poiofxcodn~Yofxcod=f poisVze Z (Sofxcod)(z) = (Sofxc)zz) =
%(f(2),w0) = f(2).

Provemos agora que o produto definido é associativo, ou seja, dados [f], [g], [h] € [Z, X],
[/ ([g] - [n]) = ([f] - [g]) - [n], ou equivalentemente, [f] - [uo (g x h)od] = [uo (f x g)od]-[h],
ou seja, o (f x (po(gxh)od))odn~ po((no(f xg)od) x h)od.

Consideremos o diagrama

pux1

7z x 7P (2x ) x 2P « Xy x X P X x X e X

X\ Ixp

ZXZWZX Z><Z hf( X><X

Como (fxg)xho(dx1)od = fx(gxh)o(1xd)od e po(px1) ~ po(1x ), pois X é H-espaco
associativo, segue que po (1 x 1) o (f x g) x ho(dx 1)od ~ po(1x u)o f x (gx h)o (1 xd)od.
Mas (o (ux 1) o (f xg)xho(dx1)od)(z) = (uo(ux1)o(fxg)xho(dx1)(zz) =
(no(ux1)o(f xg)oh)(d(z), z) = (no(ux1))(((fxg)od)(2), h(z)) = p((po(f xg)od)(2), h(2)) =
po((po(fxg)ed)xh)(z, 2) = (no((po(fx g)od)xh)od)(z) e (no(1xp)o fx (gxh)o(1xd)od)(z) =
(no(Ixp)ofx(gxh)o(1xd))(z,z) = (uo(Ixp)ofx(gxh))(z,d(z)) = (no(1xpn))(f(2), ((gxh)o
d)(2)) = p(f(2), (no(gxh)ed)(z)) = po(f x (uo(gxh)ed))(z, z) = (no(fx (no(gxh)od)ed)(z),
Vze Z.

Portanto, segue que po (f X (po(gx h)od))od~ po((uo(f xg)od)xh)od. O

Um exemplo importante de H-espaco associativo é discutido no Lema seguinte:

Lema 6.1.2. Para todo X € Cy, o espago dos lagos QX € um H-espago associativo.
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Demonstracao: Definamos p: QX x QX — QX por

a([2t]), 0<t
w(a, B)([t]) = { Y(a,B) € QX x QX e V[t] € S*.

B2t —1]), 1<t

IN
IN

N[

VAN
—

Note que g é bem definida, pois u(a, 8)([0]) = «([0]) = xo = B([1]) = p(a, B)([1]) e é
continua, pois a([1]) = zo = 5([0]).
Sejam ¢ : S? — X o lago constante em 1z e a homotopia H : (QX VQX) x I — QX

definida por

H((a, ¢),)([t]) = { o E
Zo % <t<1,
2 0<t<13,
H((c, ), 5)(t]) =
B([2=ke)), Le<i<i

Va,B € QX, Vs eI, V[t] € S
Observe que H é bem definida, pois H((a,c¢),s)([0]) = a([0]) = zo = H((a,¢),s)([1]) e
H((c,8),9)([0]) = 2o = B([1]) = H((¢, B), s)([1]) e é continua, pois parat = %, H((a,¢),s)([FE]) =

a([1]) = @ e para t = 132, H((c, 8), 5)([*5%]) = B([0]) = @o.

a[2t]), 0<t <4,
Além disso, H((a,c¢),0)([t]) = { = pla,e)([t]) = (uoi)(e,c)([t]),
o, ;<t<1
o, 0<t<y,
Va € QX e H((c,8),0)([t]) = = ple, B)([t]) = (moi)(c, B)([t]), VB €
5([2t - 1])7 % St< 17
a(ft]), 0<t<1
QX ou seja, H(,0) = poi; H((a, ), 1)([t]) = { = a(ft]) = X(a, o)([t])
Zo, t= 1,
Zo, t=0,
Va € QX e H((c,8),1)([t]) = = B([t]) = (¢, B)([t]), VB € QX, isto é,
A, 0<t<1,

H(,1)=23%; H((c,c),s)([t]) =z, Vs € I, V[t] € SL.
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Portanto, poi ~ 3 e QX é H-espaco.

Provemos que g o (u x 1) ~ po (1 x p). Inicialmente, observemos que em decorréncia da

definigao de p, Vo, 8,7 € QX eVt € I, temos que (po(px1))(a, 8,7)([t]) = p(u(a, B),7)([t]) =

a([4t]), 0<t<1,
= Al -1), f<e<y ©

YRt -1)), d<t<1

\

a([2t]), 0<t<d,
(o (1 x ) (e, B,)([H]) = p(ev, (B, ) ([t]) =
p(B, (2t —1]), 3<t<1,
(Mpm, 0<t<i,
=) Bt -2), p<t<i

v([4t-3]), §<t<1,
\
Definamos G : QX x QX x QX x [ — QX por

G((C“7B77>75)([t]) - B([4t—s—1])7 % <t< %’ ,
(D, <y

Va,B,v€ QX, Vs eI, V[t] € St

Observe que G é bem definida, pois G((a, 8,7),5)([0]) = a((0]) = =0 = ~([1]) = G((a, 8,7),s)([1])
e é continua, pois para t = I temos G((a, 8,7), s)([*2]) = a([1]) = xo = B([0]) e para t = =2
temos G((a, 8,7), s)([*53]) = B([1]) = zo = ¥([0])-
of[4]), 0=<t<

Além disso, G((,6,7), () =4 g(lar— 1)), T <t<L, = (o(ux1)a B )([H), ou
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;

a([2t]), 0<t<i,
Bllat—2), $<t<? = (o (1 xu)(aB,7)([t), isto & G((a,$,7),1) = (no (1 x

v([4t = 3]), %1 <t<l1,
w))(a, B,7), ou ainda, G( ,1) = po (1 x pu) e G((c,c,c),s)([t]) = xg, Vs € I, V[t] € S*.

Portanto, 2X é H-espaco associativo. O

Teorema 6.1.1. Dados X, Z € Cy, o conjunto [Z,QX]| é um grupo.

Demonstracao: Em vista dos Lemas anteriores, [Z,QX] é um semi-grupo com elemento
neutro. Basta entdo mostrarmos que todo elemento [f] € [Z,QX] possui um elemento inverso.

Dado f : Z — QX, para todo z € Z, tomemos o lago f(z) € QX e definamos h :
Z — QX por h(z)([t]) = f(2)([1 —t]), Vz € Z, V[t] € S'. Note que h(z)([0]) = f(2)([1]) =
f(2)([0]) = h(2)([1]) e h é continua. Chamando ¢ : Z — QX a aplicagdo constante em ay,
onde ap : S* — X é a aplicagao constante em x(, mostremos que [f] - [h] = [h] - [f] = [¢], ou

seja, po (f x h)od~cepo(hx f)od~c.

Primeiramente, observe que para todo z € Z e para todo [t] € S! temos:

(@) (o (f xh)od)(2)([t]) = (uo(fxh))(z2)(t])

) e, 0<t<g,
E \h@M%—J“ $<t<1,
- (fQMML 0<t<i,
) fR(2-2t]), 3<t<1,
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(@) (wo (hx f)od)(2)([t]) = (wo(hxf))(z 2)([t])
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Definamos H; : Z x I — QX por Hi(z,s)([t]) =

V(z,8) € Z x I, V[t] € S'.

Observe que Hy(z,s)([0]) = o = Hi(z,s)([1]) e Hy é continua, pois para t = g temos
Hy(z,s)([5]) = w0 = f(2)([0]), para t = % temos Hq(z,s)([

frac12]) = f(2)([1 — s]) e para t =

> ® temos que Hy(z,5)([252]) = £(2)([0]) = 2. Ainda,

.

Hy(z0)([t]) = | | >
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Hy(z, 1)([1]) = o

= ao([t])

= ¢(2)([t]),Vz € Z,V[t] € S*

e Hi(z0,)([t]) = 0, Vs € I,V[t] € S*. Logo, po (f x h)od ~ c.

(

.I.O, 0 S t S %7

fR(L—2t+s]), §<t<3,
Definamos Hy : Z x I — QX por Hy(z,s)([t]) =

7o, e <t <,

\

V(z,s) € Z x I, V[t] € S*.

Observe que Hs(z,s)([0]) = xo = Ha(z,s)([1]) e Hy é continua, pois para t = g temos

temos Ho(z,s)([3]) = f(2)([s]) e para t =

(=, 5)([3]) = 70 = F()(1]), para t =
temos aue Hy(z, 8)([%52]) = /(2)([1]) = zo. Ainda,

(

o, A
Hy(z,0)([t]) = FE1—=21), 0<t<l,
FE@R-1), <t<l,

[ 0 t=1,
ffwﬂﬂ—%m 0<t<l,
= kf@NP—Hm Log<n,

= (uo(hx f)od)(2)(t)
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Hy (2, 1)([1]) =
R, t=3,
To, 3 <t<1,
= ao([1])

= c(2)([t]),Vz € Z,V[t] € S*

Hy (20, 8)([t]) = w0,Vs € I,V[t] € S*.

Desse modo, o (h x f)od ~ c e segue o resultado. [

Veremos agora que sob certas condigdes em Z, [Z, QX] é um grupo abeliano.

6.2 CoH-espacos

Definicao 6.2.1. Um espaco Z € Cqy é um CoH-espacgo se existir uma aplicacdo v : Z —>

Z N Z tal que o diagrama

7 X Z

A

727N Z

¢ homotopico-comutativo, isto é, iov ~ d, onde d é a aplicagao diagonal e i € a inclusao.
Teorema 6.2.1. Se Z for um CoH-espago entao [Z,QX] é um grupo abeliano.

Demonstracao: Devemos provar que para quaisquer [f], [g] € [Z,QX], se Z é um CoH-espagco

entdo [f] - [g] = [g] - [f], ou seja, po (f X g)od~po(gx f)od.
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Como Z é um CoH-espago, temos que iov ~ d e como X é um H-espago, temos poi’ ~ 3,
onde i’ : QX VX — QX x QX ¢ a inclusdo. Além disso, ((f x g)oi)(z0,2) = (f X g)(20,2) =
(@0, 9(2)) = (a0, 9(2)) = ¥'(f(20),9(2)) = ("o (f V 9))(20,2) e ((f x g) 0 i)(z,20) = (f %
9z, 20) = (f(2),0) = 7(f(2),00) = ¥'(f(2),9(20)) = (' o (f V 9))(2,20), V= € Z, isto ¢,

(fxg)oi=1d0o(fVg). Logo, po(fxg)od~ po(fxg)oiov = poi'o(fVg)or~ Xo(fVg)ov.

Em particular, se ¢ : Z — QX é a aplicacdo constante em ag entado f'=3o (fVec)ov ~
po (f xec)odecomo po(fxc)odn~ f,conforme vimos na demonstracao do Lema 6.1.1,
temos f' ~ f. De forma andloga, ¢’ = Yo (cV g)ov ~ po(cx g)ode como po(cxg)odn~ g,

segue que ¢’ ~ g.

Observe que para cada z € Z, ou f'(2) = g ou ¢'(z) = ay, pois se v(z) € {2} X Z entdo
f'(z) = Bo(fVveor)(z) = (Bo(fVe)w(z)) = Elan,a0) = ag e se v(z) € Z x{z}
entdao ¢'(z) = (Xo(cVg)ov)(z) = (Zo(cVg))(v(z) = X(ag,a0) = ag. Desse modo,
(f' x ¢')od é uma aplicacao de Z em QX V QX ouseja, (f' xg)od=140o(f'Vg)od. Assim,

po (' x g)od = poio(f'vg)od ~ So(fVg)od = o(g'V f)od, pois (So (V) od)() =

Y(ag, g (2)), f(z2)=a,, "(z), f(2)=ao,
(S0 (/v g)(z2) = (a0, 9'(2)), [f'(2) _ 9 (z), ['(z) e (Zo(g'V o
X(f'(2),a0), ¢'(2) = ag f'(2), ¢'(2) = ao,
(g (2), ), [f(z2)=ag,, "(z), f(z2)=a,
D) = (So gV ) (z.2) = (9'(2), 0), ['(2) _ 9'(z), ['(2) Vecz
(o, f'(2)), ¢'(2) = ag f'(z), ¢'(2) = ao,

Mas Yo (¢'V f)od~poi'o(g'V f)od=po(g x f)od~po(gxf)od

Assim, po (f x g)od~po(f' xg)od~Xo(¢V fYod~po(gx f)od e concluimos o

que queriamos. O

Lema 6.2.1. Qualquer que seja Z € Cy, X7 é um CoH -espago.
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Demonstracao: Lembremos que

I xZ

7 = .
I x{z%n}UlxZ

e que indicamos os elemento de ¥.Z por [(¢,z)]. Ainda, lembremos que I x {z} Ul x Z foi

identificado ao ponto [(0, zp)] - ponto base de ¥.Z.

([(2t, 2)], [(0, 20)]), 0<t<3
Definamos v : X7 — XZ VvV XZ por v([(t,2)]) =
([0, 20), [(2t = 1,2)]), 53<t<1

V[(t,2)] € XZ. Note que v é bem definida, pois
(122, 20)}, [(0, 20)]), 0<t<g,
v([(t, 20)]) = = ([(0,20)], [(0, 20)]),
([0, 20)], [(2t = 1,20)]), 5 <t <1,
[(0

v([(1,2)]) = ([(0, 20)]; [(1, 2)]) = ([(0, 20)], [(0, 20)])-

Além disso, v é continua, pois para t = %, 1/([(%, 2)]) = ([(1, 2)], [(0, 20)]) = ([(0, 20)], [(0, 20)]) =

([(0, 20)], [(0, 2)])-

Precisamos mostrar que ¢ o v ~ d. Para esse fim, definamos H : X7 x I — X7 x ¥ Z por

([(Qt_Staz)]v[(Stvz)])’ 0<t< %7
H([(t,2)],s) =
([(st+ (1 —9),2)],[(2t =14 s(1 —1),2)]), % <t<l1
V([(t,2)],s) € XZ x I.
Observe que H é bem definida, pois
([(2t — st, ZO)]’ [(5t> zO)])? 0<t< %7
H([(tv ZO)LS) = = ([(0720)]7 [O’ ZUD?
([(st+ (1= s),20)] [(2t =1+ s(1 1), 20)]), 3<t<1

H([(0,2)],5) = ([(0, 2)], [(0, 2)]) = ([0, 20)1 [0, 20)]) e H([(L, 2)], ) = ([(1, 2)], [(1, 2)]) =

(1(0,20)],[(0, z0)]) e é continua, pois para t = 1, H([(3,2)],s) = ([(1 — £,2)],[(£,2)]). Além

[\

disso,



= (iow)([(t, 2))),

(& 2)], [ 2)]), 0<t
H([(1,2)],1) = = ([(Z, 2)], [(t, 2)]) = d([(t, 2)]), VI(t, 2)] € 22

([, 2)], [(Z, 2)]),

e H([(0,20)],s) = ([(0, 20)], [(0, 20)]), Vs € I.

IA
N

D=
VAN
~
IN
—_

Portanto, 1o v ~ d. O]

Em [4], podemos ver que 25" ! ~ S™.

Teorema 6.2.2. Para todo espaco Z, X € Cy e todo inteiro n > 2, [Z,Q"X] e [¥"Z, X] sao

grupos abelianos e para todo inteiro n > 1, sao isomorfos.

Demonstracao: Pelo Corolario 3.0.1, X7, X] — [Z,QX] é uma bije¢do, para quaisquer

Z, X € Cy.Vamos supor que [X" 17, X] — [Z, Q"1 X] é bijecao, VZ, X € Cy. Entao
X' Z, X] = [2(E"12), X] +— [¥"1Z,QX] +— [Z,0"HQX)] = [Z,Q"X].

Logo, existe uma bijegao entre [X"Z, X] e [Z, Q" X].

Como [Z,Q"X] = [Z,Q(Q"'X)], o Teorema 6.1.1 nos garante que [Z, Q2" X] é um grupo.
Logo, pelo Lema 2.7.1, [¥"Z, X| também é um grupo.

Por outro lado, para n = 2 temos [Z,2*X] = [Z,Q(QX)] «+— [XZ,QX] e como XZ é um
CoH-espaco, segue que [X7, QX] é abeliano e para n > 3 temos [Z, " X]| = [Z, Q"1 (QX)] +—
(X717, QX] = [2(X"27),0QX] e como X(X"2Z) é CoH-espaco entdo [L(X"27), QX] é abe-
liano. Logo, para n > 2, [Z,Q"X] é abeliano e como temos uma bijecao entre [Z,Q"X] e
(X7, X], segue que [X"Z, X| também é abeliano.

Como [Z,Q"X] é grupo, Vn > 1, e existe uma bijecdo © : [¥"Z, X] — [Z, Q" X] temos que
[X"Z, X] é um grupo com a operagao A definida da seguinte forma: dados [f], [¢] € [X"Z, X],
definamos [f] A [g] = ©71O([f]) - ©([g])), onde - é a operagao de grupo de [Z, Q" X]. Entao,

78



@
=
>
=
I
@]
@

I
@
=

@
=)

I

@

([f]) - ©([g]). Portanto, ©® é um isomorfismo de

grupos. [

Definigao 6.2.2. Sejam (X, u) e (X', i) dois H-espagos. Uma aplicagio f: X — X' € uma

H-aplicagao se comutar com as multiplicagoes p e p’, isto €, se o diagrama

X' x X' M x

ol

XxX——X

for homotdpico-comutativo, ou seja, fou~ p' o(f x f).

Teorema 6.2.3. Se X e X' sao H-espacos associativos e [ : X — X' € uma aplicagdo entdao

f induz um homomorfismo de grupos (2f). : [Z,QX] — [Z,QX'], VZ € C,.

Demonstracao: Primeiramente, observemos que toda aplicacdo f : X — X’ define uma
H-aplicagao Qf : QX — QX' dada por Qf(a) = foa, Va € QX. De fato, vimos no Lema

6.1.2 que QX e QX' sdo H-espacos associativos via as multiplicacoes p: QX x QX — QX e

a([24]), 0<t<4,

W QX x QX' — QX' definidas por u(a, 8)([t]) = , Vo, B € QX
B2t —1]), 3<t<1,

o ([21]), 0<t<?i,
V[t] € St e (o, B)([1]) = Vo, B e QX' V[t € S

g2t —1]), :<t

IN
IN
DO =

IN
—
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Mas

(Qf o )0, B)([t]) = | ’

isto é, Qf o= p' o (Qf x Qf). Logo, Qf o~ p/ o (2f x Qf) e Qf é uma H-aplicagao.

Definamos (2f). : [Z,QX] — [Z,QX’] por (Qf).([g]) = [Q2f o g], V]g] € [Z,2X]. Logo,

dados [g], [h] € [Z,QX], temos

(621)([g1 - [h]) = ()l o (g x h) o d]) = [2f o (o (g x h) o d)]

(21)«(lg]) - (f)<([R]) = [2f 0 g] - [2f o h] = [1' o ((2f © g) x (Q2f o h)) o d].

Note que para todo (21, 25) € Zx Z, (0 xf)o(gx b)) (21, 22) = (U xAf)(g(z1), h(z2) =
(QF © )(z1), (2f 0 h)(z2)) = (2 ©g) x (f o h))(z1, 22), ou sefa, (Uf x Uf) o (g x h) =

(Qf og) x (2f o h). Além disso, como Qf o = ' o (2f x Qf), temos que

Qfopo(gxh)od=p o(Qf xQf)o(gxh)od=p o((2f og)x (2f oh))od.

Portanto, (£2f). é homomorfismo de grupos. ]
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Observe agora o diagrama

SY, 7] —2- [Y, Q7]
=nHr l Lf*
[£X, 2] 5~ [X,92]

em que ©; e O, sao isomorfismos (Teorema 6.2.2), (Xf)* é dada por (Xf)*([h]) = [ho Tf] e
f* definida por f*([g]) = [g o f] é um homomorfismo. Com efeito, se [g], [A] € [V, Q2] entdo
f(gl-1[h]) = f([(ue (g x h)edy)]) = [(no(gx h)ody)o fle f*([g]) -2 f*([h]) = [go f]-2[ho f] =
o ((go f) x (ho f))odx]. Mas para qualquer z € X, temos que (o (g x h) ody) o f)(z) =
(no g x )(f(x), f(x)) = (no((go f)x (ho f)))(x,x) = (no((go f)*x (ho[))odx)(x), ou
seja, f*([g] -1 [R]) = f*([g]) -2 f*([n])-

Veja ainda que o diagrama acima é comutativo. De fato, se [g] € [, Z] entdo (f* o
©1)([g]) = £*([61(9)]) = [O1(g) f] onde (O1(g)o f)(x)([t]) = Or(g)(f(x))([t]) = 9([(t, f(x))]) =
(g0 2f)([(t,2)]), Yz € X, V[t] € S' e (©20(2f)*)([g]) = Oa([g 0 Xf]) = [O2(g 0 £f)] onde
O2(g 0 Xf)(2)([t]) = (g0 Zf)([(t, 2)]), Vo € X, V[t] € S".

Logo, ©1(g)o f = Oy(goXf) e portanto, f*0O; = Oy0(Xf)*. Assim, (Xf)* = O, 0 f* 0O,
e daf, (£f)* também é um homomorfismo de grupos.

Desse modo, podemos afirmar que as sequéncias infinitas

=y Boom, 25 ox Moy Loy 2 x Ly

x Ly 2o Lex Hhsy 2Bne, Zhovix

induzem as sequéncias infinitas e exatas de homomorfismos de grupos

o z.02x) Y 12,001 9% 12, 0mp) D 12,0x)0 Y 12y
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2x, 21 € 2y, 21 2 nep, 20 F 22x, 2) EL 22y, 2) —

respectivamente.

6.3 O grupo m,(X)

Defini¢ao 6.3.1. O grupo m,(X) = [S™, X]| € dito 0o n-ésimo grupo de homotopia de

X e Co, Vn > 0.
Teorema 6.3.1. Para todo inteiro n > 2, m,(X) € abeliano.

Demonstragao: Temos que 7m,(X) = [S", X] = [2S" !, X] = [S"71 QX] = [£5" 2 QX] e
como $.5"? é CoH-espago, segue pelo Teorema 6.2.1 que [25"2 QX]| = 7,(X) é abeliano,

Vn > 2. O
Teorema 6.3.2. Se X for H-espago com ponto base xq, entdao m(X) € abeliano.

Demonstracao: Sejam o = [f], 5 = [g] € m(X). Queremos mostrar que a- 5 = - a.

Como X é H-espago com ponto base xg, existe uma aplicacao p : X x X — X tal que
p( o) ~ 1x, p(zo, ) ~ 1x e p(xo, 20) = o

Definamos h : St — X por h([t]) = u(f([t]), g([t])), onde f e g sao os representantes de «
e f.

Observemos que se f ~ f e g ~ ¢, entao po (f,g) ~ po (f,g) onde (f,g) : S* —
X xXe(f,g): 8 — X x X sdo dadas por (f,9)([t]) = (f([t]),9([t]) e (f',g")([t]) =
(f'([t]), d'([t), V[t] € S', respectivamente. De fato, sejam H : f ~ f'e G : g ~ ¢
e defina K : S' x I — X por K([t],s) = (uo (H,G))([t],s), V([t],s) € S* x I, onde
(H,G): S' x I — X x X é dada por (H,G)([t],s) = (H([t],s),G([t],s)). Entao, K([t],0) =
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(o (H,G))([t],0) = u(H([t],0),G([t],0)) = wu(f([t]), (1) = (o (f; o)), K([t],1) =
(o (H,@)([t),1) = u(H([t),1), G([t], 1)) = p(f([E), g (L) = (o (f,gN(t]), V] € S e

K([O],S) = (Mo <H7 G))([O],S) = M(H([O],S),G([O],S)) = M(anxO) =z, Vs € 1.

i i f(2t]), 0<t <y,
Defina © : 5* — X por O([t]) = u(f([t]), 4([t])), onde f([t]) = { e
o, ;<t<1
0 0<t<4
g([t) = v[t] € S*
g([2t=1)), 3<t<1,

Como f = fxceg=cx*gondec:S' — X éa aplicacio constante em x(, temos que
f~fegn~g. Logo, h=po(f g)~puo(f, g)=0O. Portanto, temos [h] = [O].
Afirmacao: O] = [f * ¢]

Para provarmos isso, basta mostrarmos que © ~ f x g.

— -~ ,u(f([Zt])?xO)7 OStS ) 1
Temos O([f]) = u(F([]), 4([1) = vit] € St
plao. g2t~ 1)), S <t<1,
Sejam 1) : X x I — X e ¢ : X x I — X homotopias entre u( ,z9) e 1x e u(xg, )e ly,

N =

respectivamente. Definamos L : S* x I — X por

gO(g([Qt - 1])?0)7 % <t<l
(f(2t]),20),  0<t<j3, D(f([2¢]),1) 0<t<l
7 — o((f]), L([1],1) =
| o, g([2¢ = 1])), 3<t<1, plg([2t =1)),1), 5<t<1
f<[2t])7 OStS %7
= 4 = (f*g)([t]), V[t] € S* e L([0], s) = ¥ (f([0]), 5) = (0, 5) = o,
g(2t —1]), +<t<1
Vs é I.
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Portanto, © ~ f % g. Logo, [h] = [6] = [fxg] = [f] - [g] = a - f.
Vamos agora provar que [h] = - «a e o resultado seguird. Para isso, definamos
o, 0<t<i,

I': 8" — X por I([t]) = u(f([]), 4([t])), onde f([t]) = { e g([t]) =
f(2t—=1]), 5<t<1,

N =

Portanto, [h] = [I'].
Afirmacao: [I'| = [g * f]
. o, 9([21])), 0<t<y,
Temos T([) = (1), 3(11) = { o) it € 5"

p(f(2t = 1]),20), 5 <t <1,
Definamos M : S' x I — X por

e(g([2]), 5), 0<t<i,
M([t],s) =
O(f([2t—=1]),s), 3<t<1,

Va)
~—
I
©
—~
8

o
V)
~—
I

xo = Y(xo, s) = Y(f([0]),s). Ainda, M([t],0) = {

nlzo, g((21),  0<t<i w(g([21]),1) 0<t<g
= = D([t]), M([2],1) = =
p(f(2t =1]),20), 3<t<1 d(f(2t =1]),1), ;<t<1,
g((2t)), 0<t<y,
{ = (g = N)([t]), V[t] € S* e M([0],5) = @(g([0]), 5) = @(z0, s) = o,
f(2t=1), 3<t<1,
Vs e I.
Portanto, I' ~ g x f. Logo, [h| =[] =[g* fl =[g] - [f]| =5 a. O

84



Capitulo 7

Aplicacoes sobre fibracoes

Neste ultimo capitulo, mostramos que toda funcao de recobrimento é uma fibracao e com

isso, usamos a teoria desenvolvida para calcularmos alguns grupos de homotopia.

Seja C a categoria dos espagos topolégicos e fungoes continuas. Note que Cy é uma sub-

categoria de C.

Definicdo 7.0.1. Sejam X, X € C e p : X — X wma funcio continua. Dizemos que p
¢ uma fungao de recobrimento se para todo x € X existir um aberto U de X contendo

x tal que p”(U) € uma reunido disjunta de abertos U, C X tais que Py Us — U € um

homeomorfismo.

Exemplo 7.0.1. A aplicagao ex : R — S* dada por ex(t) = (cos2wt, sen2nt), Vi € R, é uma
funcao de recobrimento.

De fato, seja w € S* e consideremos os conjuntos
A={(z,y) €Sz >0}

B={(z,y) €5 :y >0}
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C={(z,y) € S': 2 <0}
D ={(z,y) €Sy <0}

Temos que w pertence a algum dos abertos acima de S?.

Suponha w € A. Entdo ex(A) = U Iy, onde I, = (k — 1,k + 3). Assim ex™(A) é uma
keZ
reuniao disjunta de abertos da reta. Além disso, ex I ¢ bijetora, continua e aberta, ou seja, é
um homeomorfismo, Vk € Z.

Os casos w € B, w € C'e w € D sao andlogos, o que prova que er é uma funcao de

recobrimento.

No capitulo 3 introduzimos a nocao de fibracao na categoria Cy. Este conceito pode ser

extendido a categoria C, e é neste sentido que o resultado a seguir deve ser entendido.
Teorema 7.0.1. Uma funcio de recobrimento p: X —s X € uma fibragdo.
Para a prova deste teorema, provaremos inicialmente o seguinte lema:

Lema 7.0.1. Sejam p : X — X wma funcio de recobrimento e f,g : Y — X fungées
continuas definidas num espaco conexo Y e tais que po f = po g. Se existir um pontoy € Y

tal que f(y) = g(y) entao f e g coincidirao em todo Y .

Demonstragao: SejamY; ={y €Y : f(y) =g(y)}eYo={y €Y : f(y) # g(y)}. Provaremos
que Y; e Y; sao abertos em Y.

Dado yy € Y1, como (po f)(yo) = p(f(yo)) € X e p é uma fungao de recobrimento, existe
um aberto U C X contendo p(f(yo)) tal que p™(U) = U U,, onde U, C X sdo abertos e P,
U, — U séo homeomorfismos. Suponhamos f(yo) € 5% e tomemos V = ]H(Uao) N g*(ffao),
que é aberto em Y, pois f e g sdo funcdes continuas. Como o € f7(Us,) € f(10) = (o), temos

que yo € g(Ua,) € assim, yo € V. Por outro lado, para todo y € V temos f(y), g(y) € Us,.
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Como (po f)(y) = (o g)(y). isto & p(f(y)) = p(9(y)), Yy € Y e p|, ¢ um homeomorfismo,

segue que f(y) = g(y). Logo, y € Y1, Vy € V. Portanto, para todo yy € Y7, existe um aberto
V de Y tal que yg € V C Y7, ou seja, Y; é aberto em Y.

Agora, dado yy € Y5, como p é uma funcao de recobrimento, existe um aberto U C X como
no caso anterior. Como f(yo) # g(yo), existirdo dois abertos disjuntos U, Us, C X tais que
f(yo) € Ua, e g(yo) € Uy, pois se f(yo) e g(yo) pertencessem a um mesmo aberto Uy, como
(po f)yo) = (pog)(yo), ou seja, p(f(yo)) = p(9(vo)) e P, € um homeomorfismo, terfamos
f(yo) = g(yo), contradizendo a hipétese. Seja V = f(U,,) N g™ (Us,) subconjunto de Y. Temos
que V é aberto em Y, ja que f e g sao fungoes continuas. Além disso, iy € V. Falta mostrarmos
que V C Y. De fato, para todo y € V sabemos que f(y) € Uy, € g(y) € Ua, € como Uy, € Uy,
sao disjuntos, segue que f(y) # g(y), ou seja, y € Y3. Portanto, Y, é aberto em Y.

Desse modo, Y ¢ reuniao disjunta de dois abertos em que um deles, Y7, por hipotese é nao

vazio. Como Y é conexo, concluimos que Y3 = ) e portanto, Y = Y;, ouseja, f =gem Y. [

Demonstragao do Teorema 7.0.1:

Consideremos o diagrama comutativo

(7.1)

onde p é uma fungao de recobrimento, Y é um espaco arbitrario de C, H é uma homotopia de
poheié ainclusao.
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Suponhamos por um momento que provamos que para todo y € Y existe um aberto N, C Y’

contendo y e uma homotopia G} : Ny x [ — X tal que o diagrama

. ’ g r
comuta, ou seja, Gy o1 = h\NyX{ y €DPo Gy = leyxz'

0

Em particular, consideremos Ny, e N,, com as homotopias G} e G, respectivamente e

! !

suponhamos y € N,, N N,,. Entao, G sao aplicagoes do espago conexo {y} x [

gy Py
em X, tais que, em vista da comutatividade do diagrama 7.2, G;ll (y,0) = (G;ll o
{y}x1 {y}x1
-/ _ _ ! -/ _ / / _ _
i")(y,0) = h|{y}x{0}(y,0) = (GyQ\{y}xz oi)(y,0) = Gy2|{y}ﬂ(y,0) epo Gyu{y}x, = H,. , =
G’ . Pelo Lema 7.0.1, temos que G’ =G e como y € N, N N,, ¢ arbitrario,
Y2 yyxr Yy V2lyyxr

segue que G/ =G .

(g, NNyy) X1 Y2I(ny, niNgy ) x I

Definamos G : Y x I — X da seguinte forma: como para cada y € Y, existe um aberto

N, C Y e contendo y, temos que {y} C N, C Y e portanto, ¥ = U{y} C U N, CY, ou
yey yey
seja, Y = U N,. Assim, dado z € Y, x € N, para algum y € Y. Definamos G(z,t) = G} (z,1).
yey
Entao G é continua e bem definida, desde que, se x € Ny, N N,, temos que G, (7,t) = G, (z,1).

Verifiquemos que G assim definida, torna o diagrama 7.1 comutativo. Com efeito, (G o
i)(z,0) = G(x,0) = Gy(z,0) = (Gy o) (x,0) = hyy, o, (,0) = h(x,0),Vz € Y e (poG)(z,t) =
(poGy)(z,t)=H ,,(x,t) = H(z,1), V(z,1) €Y x I. Portanto, p ¢ fibracao.
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Mostremos agora que para todo y € Y, existem abertos N,, C Y contendo y e aplicagoes G,
comutando o diagrama 7.2.

Consideremos o espaco H({y} x I) C X. Como p é fungao de recobrimento, sabemos que
para todo x € H({y} x I) existe um aberto U C X contendo z tal que p™(U) = U U,, em que
U, C X sdo abertos disjuntos e Plg. U, — U sao homeomorfismos. )

Para cada U acima, seja Viy = H™(U). Como H é continua, segue que Vi sao abertos em
Y x I e tomando em Y X [ a topologia produto, Vi; = U(Va x 1), onde V,, sdo abertos de Y’
e I, sao abertos de [I. ’

Consideremos a familia H dos abertos basicos V,, x I, tomando-se todos os abertos U

definidos acima e tais que y € V,, Ya. Temos que H é uma cobertura aberta de {y} x I e como

{y} x I é compacto, existe um nimero finito de abertos V,, X I, ..., Vs, X I, tais que

{y} x I c|J(Va, x I,).

=1

Assim, podemos tomar nimeros reais 0 =ty <t < ... <t,_1 <t, =1eoaberto N, = ﬁ Ve,
de forma que para todo i = 1,2,...,m, H(N, x [t;_1,t;]) esta contido em um aberto Uz:dle X
tal que p™(U) = U U,, U, C X sio abertos e P, U, —> U sido homeomorfismos.

Fixando y € ;/, construamos a aplicacdo G definindo-se para cada i = 1,2,...,m uma
aplicacao Gy : Ny X [t;_1,t;] — X tal que
a) po Gg = H\Nyx[t,-,l,m;
b) GZ ot = h|NyX{0};
¢) Gy Na, tisy) = G(x,t1), ¥i=2,...,m, Yz €Y.

As aplicagoes GZ serao definidas indutivamente sobre 7.

Sabemos que H(N, x [0,t]) estd contido em algum aberto U C X tal que p™(U) = U Ul

e plgr : UL — U sdo homeomorfismos, em que Ul C X sao abertos. Como os abertos U}
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sao dois a dois disjuntos, entdao {V.!}, onde V! = ij o h?Vyx{O}(Ué) sao abertos de N,, é uma
cobertura aberta e disjunta de N, (aqui, io : N, — N, x {0} é a aplicacdo io(z) = (x,0)).

Tomemos G, : Vi x [0,t;] — X como sendo a composicao

—1
(p|U&> ° Hip o

Definamos G”' : N, x [0,t;] — X da seguinte forma: dado (z,t) € N, x [0,#], Fa tal que
z € V). Entao, G (z,t) = G} (,1).

Note que (po G)(x,t) = (po GL)(@,t) = (0o (pp,) ™" © Hypsiou)@:t) = pl(pyy,) " o
Hixy o) (2,8)) = plgy (01,) 7" © Hinywlon) (7, 8) = Hinyxpo)(2,1) € (G 0 d)(x,0) = (Gy, ©
@0 = (1) 0 Higy gy © @0) = (i)™ 0 Hiyy .y 0 0)(w0) = ((1,) o p0
Bl 1) (50) = (1) © 1oy © iy )03 0) = P 1)

Suponhamos que G~ tenha sido definida para 1 < i < m, satisfazendo a), b) e c).

Novamente, H (N, X [t;_1,t;]) esta contido em algum aberto U C X tal que p™(U) = U U

e Pl U! — U sao homeomorfismos em que U? C X sdo abertos. Definamos
Vi={zeN,: G (z,t;i1) € Ul

Se a # 3, como U. N ﬁé = 0, segue que V! sdo dois a dois disjuntos. Logo, {V/} é uma

cobertura aberta e disjunta de N,. Tomemos GZ cVEX [t ti] — X como sendo a composta

—1
(plfJ}l) © HIVéx[t ’

i1:ti]
Definamos G} : Ny X [ty 1,1] — X da seguinte forma: para cada (z,t) € N, X [t;_1,1], 3o
tal que z € V". Entao, G"(z,t) = G4, (2, 1).
Observe que (poGy")(r,t) = (poGyh,)(w,t) = (po(pmgl)_1oH|VJnX[tm71,1})(x,t) = p((p|0&n)_1o
H\N,x[tm1,1)(T,1)) = p|ggq((P|UgL)7l 0 H\N, x[ty_.1)(7, 1)) = HN,x[t,_r,1)(2, 1), (G 01')(2,0) =
(G o) (@,0) = (P )™ 0 Hiygure, oy ©1)(@,0) = (Pl )7 0 Hiyp 08)(2,0) = ((pl) " 0
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po h|Ny><{o})($aO> = ((p|[]gL)71 Oplggq o h|Ny><{O})(l” 0) = h‘NyX{O} (ZIZ’,O) eVx € Ny, G;m(l’,tm_l) =
Gy (@, tm 1) = Gyt (@, tno1) = G (2, tm-1). Logo, as condigoes a), b) e c) sdo satisfeitas.

Defina G, : N, x [ — X por

Gl(x,t), 0<t<t

) G(x,t), t1 <t <t
G, (x,t) =
Y ) 9

G (2,1), tyo <t<1

\

V(z,t) € Ny x I. Logo, G, é bem definida, continua e comuta o diagrama 7.2. m
Observagao 7.0.1. O Teorema 7.0.1 também ¢é valido na categoria Cy dos espagos topoldgicos
com ponto base. No entanto, durante a demonstragao as fungoes parciais G; nao precisam ser

morfismos de Cy, a menos que N, contenha o ponto base yj.

7.1 Aplicacgoes

1. Os grupos de homotopia 7, (S!) sao triviais, para todo n > 2.

De fato, consideremos a funcao de recobrimento, e portanto fibracio, ex : R — S! dada
por ex(t) = (cos2nt, sen2nt), Vt € R.

Observe que ex(0) = (1,0), isto é, ex leva ponto base de R em ponto base de S'. Além
disso, F = ex™({(1,0)}) = Z.

Consideremos a sequéncia exata de homotopia da fibracao ex : R — S*!

157, ) S s R B [m 1) 2y [snt B s [nt R s [nt s

ou ainda,

. — T (F) — m(R)



Como F' = Z é discreto e as aplicagdes preservam ponto base, para todo n > 1, m,(F) =
{lc]} = 0, pois se f:S" — F = Z é continua, como S™ é conexo, f(S™) é um subconjunto
conexo de Z e entao f(S™) é um ponto. Mas como f(e;) = zg, onde zy é ponto base de F' = Z
e e = (1,0,...,0) é ponto base de S™, segue que f(S™) = {z0}. Portanto, f é a aplicacdo
constante em zy, em que denotamos por c.

Entao, paran > 2, m,_1(F) = 0 = m,(F) e assim, 7,(R) = 7,(S'), Vn > 2.

Como R é contratil, R tem mesmo tipo de homotopia que um ponto de R. Logo, toda
f 8" — R continua, é homotdpica a uma fungao constante.

Portanto, m,(R) = 0, Vn > 1. Assim, 7,(S') =0, ¥n > 2.

2. Os grupos de homotopia m,.(P,(R)) sao triviais quando 2 < r < n e m(P,(R)) = Zs, em que

n

P,(R) = P ¢ 0 espaco projetivo n-dimensional.

Com efeito, consideremos a fungao p : S — P, (R) dada por p(x) = [z], Vz € S™.

Veja que p é um homeomorfismo local. De fato, seja x € S™ e consideremos os conjuntos:

Ay = {(21, 22, .., Tny1) € S" 1 Tpy1 > 0}

Ay = {(z1, 22, ..., Tny1) €5" w1 < OF;

Az = {(x1, 29, ..., Tpp1) € S" 1 xy, > 0};

A4 = {(:L‘17m27 '”axn—&-l) esS": Ty < 0}7

Agpir = {(z1, 22, ..., Tppq) € S" 1wy > 0}

Agpyo = {($1>$2, --~,$n+1) €S" x < 0}-
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Observe que x pertence a algum dos abertos A;, i € {1,2,...,2n + 2}. Suponhamos = € Ay, o0s
outros casos sao analogos.

Precisamos mostrar que p(A;) é aberto em P, (R) e como P,(R) tem a topologia quociente,
basta mostrarmos que p”(p(A;)) é aberto em S™. Mas p™(p(A4;)) = A; U Ay, que é aberto em
S™. Além disso, p|, : A; — p(A;) é um homeomorfimo, ou seja, p é um homeomorfismo local.

Usando esse fato, provemos agora que p é uma fungao de recobrimento. Com efeito, dado
z € P,(R), qualquer, como p é sobrejetora, existe x € S™ tal que p(x) = . Como p é um
homeomorfismo local, existe um aberto U C S™ com = € U e p(U) = V aberto em P,(R).
Logo, z € V, p(V) =U e p, : U — V é homeomorfismo.

Assim, p é uma fungao de recobrimento e portanto, uma fibragao. Note que p preserva ponto
base e F' = p”({[e1]}) = {e1, —e1}, ou seja, p é uma fibragao com fibra discreta F' constituida
por apenas dois pontos.

Consideremos a sequéncia exata de homotopia da fibragao p : S,, — P,(R)
o= [S7, 8" — [ST, Py(R)] — [S" F] — ... — [SO, F] N (50, 8" 25 [S°, P,(R)],
ou equivalentemente,

oo — 1 (S") — 1 (Py(R)) — w1 (F) — ... — wo(F) Ly (5™ 2 To(Pu(R)).

Sendo F discreto, temos 7,.(F) = 0, Vr > 1 e em vista da exatidao da sequéncia, temos
m(S™) = m,(P,(R)), Vr > 2. E conhecido que fixado n, 7,(S") = 0 quando 1 < r < n (vide
[4], Teorema 11.10, cap II). Logo, m.(P,(R)) = 0 quando 2 < r < n.

Por outro lado, m(S™) = 0 = m(S™). Logo, m(P.(R)) = m(F) e como F tem duas

componentes conexas, mo(F') = Zy. Portanto, m (P, (R)) = Z,.
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3. O grupo de homotopia 7 (S1) é isomorfo a Z.

Para a prova desta afirmacao, a cada funcao f : S' — S!, associamos um inteiro que
definimos por grau de f, o qual provamos ser o mesmo para duas fungoes homotopicas
f,g9 : S* — 8. Dali, mostramos que a aplicacio grau : m(S') — Z dada por graulf] =

grau(f) é um isomorfismo.

Lema 7.1.1. Seja x¢ o ponto base de um compacto X C R™ e suponhamos que X seja convexo
em o, ou seja, [xg,x] C X, Vo € X. Seja 1 o ponto base de S* e f: X — S' uma aplicagio

de Cy. Entao, existe f': X — R, f' € Cy, tal que exo f' = f.

Demonstragao: Mediante uma translagao de X podemos supor que zo = (0,...,0) = 0. Por
outro lado, como f é continua e X é compacto, f é uniformemente continua. Logo, dado € = 2,

existe 0 > 0 tal que Vx,2' € X,
|l —2'|| <e=|[f(z) — f(a)]] < 2.

Como X ¢ limitado, existe n € N tal que ||Z|| <4, Vo € X e assim, para todo inteito j tal

que 0 < 7 < n, temos

HUH)I

-2 - g <o
n n n

Logo,

isto é,

—n e st—{-1}.

Logo, para todo inteiro j com 0 < j < n, definamos a fungao g; : X — S* — {—1} por

r s
gi(z) = —2%— Vre X,
f(la)

n
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Note que f(z) = go(x).g1(x). .. .. gn—1(x). Por outro lado, a restrigdo da fun¢ao exponencial

-1

ex : R — S ao intervalo (5, 3) ¢ um homeomorfismo entre (5, 3) e S* — {—1}.

Definamos lg : S*—{—1} — (5}, 3) como sendo a inversa de ez e seja f : X — R definida
por f/(z) = (Ig0.g0)(x) + ..+ (Ig© gus)(x), Yz € X. Logo, (ez0 f)(z) = gola). . . gnr () =
f(z), Vo € X. Ainda, ¢;(0) = 1 e assim, (lg o g;)(0) = lg(1) = (lg o ex)(0) = 0, ou seja,

£1(0) = 0. O

Observacgao 7.1.1. Como ez : R — S!' é uma funcio de recobrimento e X é um espaco

conexo, dado f : X — S1, pelo Lema 7.0.1, a funcao f’ : X — R tal que exo f’ = f é tnica.

Seja o um lago em S?, isto ¢, uma funcdo o : I — S* que leva I = {0,1} em 1 € S*.
Como I é convexo em 0, existe uma unica fun¢ao o/ : I — R tal que o/(0) = 0 e que torna
comutativo o diagrama

.

I T Sl
Como (exoa/)(1) = a(l) = 1, segue que /(1) é um inteiro.
Definicao 7.1.1. O inteiro o/(1) é chamado de grau de f.

Lema 7.1.2. Sejam «, 3 : I — S* dois lagos homotdpicos. Entao grau(a) = grau(f).

Demonstragao: Seja H : [ x I — S' a homotopia entre o e 3, ou seja, H(t,0) = af(t),
H(t,1)=p(t),Vt € I e H(0,s) = H(1,s) =1, ¥s € I. Como I x I é compacto, convexo em
(0,0), H(0,0) = 1 e ex(0) = 1, pelo Lema 7.1.1 temos que existe H' : [ x I — R tal que
H'(0,0)=0eexroH =H.
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Observe que (exo H')(0,s) = H(0,s) =1 e (exoH')(1,s) = H(1,s) = 1 e portanto, H'(0, s)
e H'(1,s) sao inteiros. Como [ é conexo e H'(0, ), H'(1, ): 1 — Z sao continuas, segue
que H'(0,s) e H'(1,s) sdo constantes, nao dependendo de s e como H'(0,0) = 0, segue que
H'(0,s) =0, Vs el

Vamos provar que grau(a) = H'(1,0) e grau(8) = H'(1,1). Como H'(1,s) é constante,
grau(a) = H'(1,0) = H'(1,1) = grau(pB).

De fato, (ex o H')(t,0) = H(t,0) = af(t), ¥t € I e H'(0,0) = 0. Portanto, H'(1,0) =
grau(a). Também, (ex o H')(t,1) = H(t,1) = p(t), ¥Vt € I, com H'(0,1) = 0, garantindo que

H'(1,1) = grau(p). O

O Lema nos mostra que a classe [a] € m(S') podemos associar um inteiro, definindo grau[a]
como sendo o grau de um representante qualquer de [a].

Mostremos agora que 7(S1) = Z.

Teorema 7.1.1. A aplicacio grau : m(S') — Z é um isomorfismo.

Demonstracao: Dados os lacos a, 8 € Q5! baseados em 1 € S*, definimos o - 3 € QS* por
(a-B)(t) = aft).B(t), Vt € St.

Sejam o/, /€ F(I,R) tais que ex o = a, ex o/ = e o/(0) = 5(0) = 0. Logo,
grau(a) = /(1) e grau(B) = B'(1). Por outro lado, (o/ + ')(0) = 0 e ex o (¢ + B)(t) =
(exoad)(t).(ex o B)(t) = a(t).B(t) = (a- B)(t), Vt € S*.

Logo, grau(e - B) = (o + )(1) = (1) + #(1) = grau(a) + grau(B).

Temos que m(S') = [S1, S = [£5°, 81 = [S° QS1]. Logo, a estrutura multiplicativa
de m,(S') é dada pela H-multiplicagao de QS isto é, u : QS! x Q81 — QS! é dada por
(e, B) = ax . Em outras palavras, [o] - [3] = [« * 5]
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Assim, se provarmos que « * 3 ~ « - [3, estara demonstrado que a aplicacao grau é um

homomorfismo, pois

grau([a] - [B]) = grau(a x f]) = grau(a - 8) = grau(a) + grau(B).

Defina H : I x I — S' por

¢

a(2t — ts).B(st), 0<t<s
H(t,s) = | a(25) B2t — 1 +s(1—1), $<t<=
\ a(1).8(2t — 1+ s(1 —t)), Sl<t<l
V(t,s) e I x 1.
Observe que H(t,0) = o), 0<t<y = (a*B)(t), H(t,1) = a(t).8(t) = (a-

Bt—1), ;<t<1
B)(t),VteleH(0,s)=1=H(l,s), Vs el

Portanto, a x § ~ a - 5.

Dado n € Z, tome o, : [ — R tal que o/,(t) = tn e defina o, : I — S por «,,(t) = (ex o
al)(t), vt € I. Note que a,(0) = (ez o l)(0) = ex(0) =1 e o, (1) = (ex 0 al)(1) = ex(n) = 1.
Logo, a,, € m(SY) e grau(lay,]) = grau o, = o/ (1) = n. Logo, a aplicagdo grau é um
epimorfismo.

Suponha que grau[a] = o/(1) = 0. Entao, o/ : I — R é um lago, pois o/(0) = 0 = o/(1).

Mas R é contratil, logo, o/ é homotdpico ao laco constante ¢ : I — R. Entao, « = exoa ~

exoc=7c,c: S — S! a aplicagao constante. Dai, [a] = [¢/] e assim, a aplicagao grau ¢ um
monomorfismo.
Portanto, 71 (S?) = Z. O
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