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Resumo

Este trabalho tem como objetivo apresentar a familia de distribui¢oes de probabilidade
Gama Exponenciada-X, gerada através do método T-X, com o intuito de proporcionar
distribui¢oes de probabilidade mais flexiveis para a modelagem estatistica. Primeira-
mente serao apresentadas as principais caracteristicas da familia Gama Exponenciada-
X, como as fungoes acumulada, densidade, funcao de sobrevivéncia e de risco, além da
expansao em séries da distribuicao, com o intuito de facilitar a dedugao de propriedades
importantes. Em seguida, conceitos estatisticos importantes serao apresentados, como
funcao quantil, momentos, fungao geratriz de momentos, estatistica de ordem, Entropia
de Rényi e estimadores de maxima verossimilhanca para a familia. Posteriormente seré
analisado um caso particular desta familia de distribui¢oes, onde sera feita a estimacao
dos parametros por meio do método de maxima verossimilhanca, e também ajustado a
dois conjunto de dados distintos, com o intuito de verificar sua performance comparado

a outros modelos ja existentes.

Palavras-chave: Distribuicoes de Probabilidade, Método T-X, Gama Exponenciada,

Propriedades estatisticas



vii

Abstract

This work aims to present the Exponentiated Gamma-X family of probability distri-
butions, generated through the T-X method, with the goal of providing more flexible
probability distributions for statistical modeling. First, the main characteristics of the
Exponentiated Gamma-X family will be presented, such as the cumulative distribution
function, density function, survival and hazard functions, as well as the series expansion
of the distribution, in order to facilitate the derivation of important properties. Next,
key statistical concepts will be introduced, including the quantile function, moments,
moment-generating function, order statistics, Rényi entropy, and maximum likelihood
estimators for the family. Subsequently, a particular case of this family of distributions
will be analyzed, in which parameter estimation will be carried out using the maximum
likelihood method, and the model will be fitted to two distinct datasets to assess its

performance compared to other existing models.

Keywords: Probability distributions, T-X method, Exponentiated gamma, statistical

properties
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1 Introducao

Uma distribui¢ao de probabilidade ¢ definida como uma fungao que descreve o com-
portamento de uma variavel aleatoria, atribuindo probabilidades aos possiveis resultados
de um experimento aleatério. Para o caso de variaveis aleatérias continuas, essa distri-
buigao por uma fungao densidade de probabilidade (fdp), cuja integral em um intervalo
fornece a probabilidade de a varidvel assumir valores que estao contidos dentro deste
intervalo. Em decorréncia disso, distribui¢coes de probabilidades, em especial as conti-
nuas, sempre foram essenciais para a modelagem estatistica de eventos do mundo real.
Contudo, nem todas as distribuicoes mais conhecidas na literatura sao suficientes para
este fim, por nao serem flexiveis o suficiente para se ajustarem aos padroes complexos
de determinados eventos.

Para suprir essa necessidade, diversos métodos para a criacao de novas distribuicoes
de probabilidade surgiram, muitos deles se baseando na adicao de mais parametros a
uma distribui¢do ja conhecida, como proposto por Marshall e Olkin (1997), que formulou

o seguinte modelo para adi¢ao de novos parametros a uma distribuicao de probabilidade

aG(x)
G(z) + aG(z)

a>0

F(z) =

na qual G(z) é uma funcao densidade acumulada (fda) de uma variavel aleatoria X.
De maneira, semelhante, Gupta et. al. (1998) propuseram a familia de distribui¢oes

exponenciadas, definida por

F(z)=[G@) 0>0

Outro método utilizado para criagao de novas distribui¢oes de probabilidade sao
aqueles que consistem em combinar distribuic¢oes ja existentes. O exemplo mais notével

e um dos pioneiros desta tatica foi o modelo beta-G, proposto por Eugene et.al (2002),



que é dada por

I'(a+5)

Fo) = Far)

G(x)
/ M1 =) tdt o, 8>0
0

A partir disso, novos métodos semelhantes surgiram, como o Gamma-G tipo 1 por
Zografos e Balakrishnan (2009), na qual teve suas principais propriedades estudadas
por Nadarajah et al. (2015), a Kumaraswamy-G por Cordeiro ¢ Castro (2011), a nova
Gamma-G por Risti¢ e Balakrishnan(2012), a classe exponencial generalizada por Cor-
deiro. et al.(2013), o modelo Weibull-G proposto por Bourguinon et al. (2014), a
Lomax-G por Cordeiro et al. (2014), Gamma-X por Alzaatreh et al. (2014), Weibull-X
por Alzaatreh e Ghosh (2015), o modelo transmutado exponenciado generalizado-G por
Yousof et al. (2015), a nova Weibull-G por Tahir et. al (2016), a Gama-Weibull-G por
Oluyede et al. (2018), a nova Weibull-X por Ahmad et al. (2018), a Kumaraswamy-G
generalizada por Nofal et al. (2018), a Chen-G por Anzagra et al. (2020), a Zubair-G
por Ahmad (2020), a odd Weibull Inversa-G por Thomas et al. (2020), a nova familia
de distribuig¢oes generalizadas de Salahuddin et al. (2021), a Gamma-X por Pourezza et
al.(2021), a nova Lomax-G por Sapkota et al. (2023) e Lomax-X deslocada por Atchadé
et al. (2024).

Com base nessas referéncias, o intuito deste trabalho é propor a nova familia de
distribuigoes de probabilidade denominada Gama Exponenciada-X (GE-X), que sera
obtida utilizando a distribuicao Gama Exponenciada proposta por Gupta et.al no mé-
todo T-X, proposto por Alzaatreh, Lee e Famoye (2013).

A partir deste método, serd abordada algumas propriedades da nova familia de dis-
tribuigoes, como sua funcao densidade, acumulada, de sobrevivéncia e de risco, além
de propriedades estatisticas importantes como momentos, funcao geratriz, estatistica
de ordem e entropia de Rényi, além de algumas distribui¢coes que pertencem a fami-
lia criada. Posteriormente, uma distribuigao desta familia sera apresentada, a Gama
Exponenciada-Chen, na qual veremos algumas de suas caracteristicas, além de simu-
lacoes de Monte Carlo para verificar as propriedades assintoticas de seus estimadores

de maxima verossimilhanca. Apos isso, sera feito o ajuste desta distribuicao a dois



conjuntos de dados, de maneira a avaliar seu desempenho comparado a outros mode-
los existentes. Espera-se que a distribuicao Gama Exponenciada-Chen apresente maior
flexibilidade e métricas superiores, possibilitando mais uma alternativa a modelagem

estatistica.



2 Referencial Teoérico

Os materiais estudados para a formulagao deste trabalho englobam basicamente o
campo de distribui¢oes de probabilidade e métodos de estimagao necessarios para a
aplicacao.

Para o estudo da distribuicao Gama Exponenciada, foi analisado o artigo “Exponen-
tiated Gamma Distribution: Different Methods of Estimation”, de Ibrahim e Bakoban,
2012), ja que os autores apresentam a distribuigdo proposta de maneira detalhada,
apresentando suas propriedades estatisticas mais detalhadamente e propondo diferentes
métodos para a estimacao de seus parametros. Também foi analisada a dissertacao "Fa-
milia Distribui¢do Gama Exponenciada"de Aguilar (2017) e do artigo "Zero-Truncated
Poisson Exponentiated Gamma Distribution: Application and Estimation Methods"por
Aguilar et al. (2019), para visualizacao do comportamento da Gama Exponenciada
na criacao de novas distribuigoes de probabilidade, além de melhor entendimento do
processo de simulacao estatistica. Outra referéncia utilizada foi o livro "Statistical In-
ference", de Casella e Berger (2002, para revisao de conceitos importantes de inferéncia
estatistica, principalmente no que tange o processo de estimacao de parametros

Para melhor entendimento do método T-X, proposto para a criacao da GE-X, foi
analisado o artigo “A new method for generating families of continuous distribution”, por
Alzaatreh, Lee e Famoye (2013), onde ¢ dada toda a fundamentagao teérica do método.
Por fim, para verificar uma aplicacao do método T-X, foi feita a leitura do artigo
“On the Weibull-X family of distributions” (Alzaatreh e Ghosh, 2015), onde também
sao abordadas mais detalhadamente propriedades como entropia, funcao geratriz de
momentos e estatisticas de ordem e o processo para simulacao de variaveis aleatoérias e

estimagao de parametros.



3 Metodologia

A familia de distribuig¢oes seré criada através do método T-X, proposto por Alzaa-
treh, Lee e Famoye (2013).

Seja r(t) a funcao densidade de probabilidade (fdp) da variavel aleatoria T, onde
T € [m,n], e W(F(x;€&)) uma funcao da fda F'(x; £) de uma variavel aleatoria qualquer X

com vetor de parametros &, de maneira que W (F'(x; §)) satisfaga as seguintes condigoes:

W(F(x;8)) € [m,n]
W (F(x); &) ¢ diferenciavel e monotona nao decrescente

W(F(x;€)) — m quando x — —oo e W(F(z;€)) — n quando  — 0.

\

Essa funcao pode variar, a depender do dominio da variavel aleatéria T'. Abaixo

estd listado alguns exemplos de func¢oes que podem ser utilizadas.

Tabela 3.1: Tabela de fungoes que podem ser utilizadas no método T-X

Dominio de T W (F(z))

[0,1] F(x)

[0,1] F(x)
[m,00), m>0| —In[l—F(z)]
[m,00), m >0 s
[m,00), m=0| —In[l-F(z)
[m,00), m=>0 15;&“&)

(—00,00) In[—In(1 - F(z))
(—00,00) In [5555]
(—00,00) In[—1In(1—F*(z))]
(—00,00) In [{2755]




Dessa forma, a fda do modelo T-X é definida como

W (F(x;6))
G(a) = / r(t) dt = R{W (F(x;£))) (3.1)

onde R(t) representa a fda da variavel aleatoria T

Consequentemente, pela regra da cadeia, temos que a fdp pode ser obtida por

o) = { WP ) | r( (F(a:6)) 32)

Para a criacao da familia Gama Exponenciada-X, adotaremos que T segue distri-
buigdo Gama Exponenciada, além de W (F(z;€)) = —In[l — F(xz;&)], que se trata da
fungado H(z), ou seja, a fungao risco acumulada da variavel aleatoria X com fda F(x),
definida como H(z;€&) = [ h(z; &) dz, onde h(x;€) ¢ a fungao risco.

Posteriormente, serd analisada a distribuicao Gama Exponenciada-Chen, gerada
pelo método proposto, tomando F(z) como a fun¢ao acumulada da distribui¢ao Chen,
proposta inicialmente por Chen (2000). A andlise serd composta da gera¢ao de amostras
aleatorias para a distribuigao, simulagoes de Monte Carlo para testar as propriedades
dos estimadores de maxima verossimilhanca da distribuicao e ajuste a dois conjuntos
de dados, onde serao avaliadas métricas como AIC, AICc, BIC e p-valor do teste de ra-
zao de maxima verossimilhanga. O ajuste sera realizado através do método de méxima
verossimilhanca.

A geracao de amostras aleatorias desta distribuicdao, o processo de estimacao dos
parametros e o ajuste desta distribui¢ao a um conjunto de dados seré realizada através
de algoritmos computacionais, feitos no software R com auxilio dos pacotes Newdistns,
desenvolvido por Nadarajah e Rocha (2016) para simulagao de variaveis e fitdistrplus,
desenvolvido por Delignette-Muller e Dutang (2015) para o processo de estimagao dos

parametros e ajuste da distribuicao.



4 Familia Gama Exponenciada-X

4.1 Resultados Iniciais

Em anélise de sobrevivéncia, o principal objetivo para novas criagoes de distribuicoes
de probabilidade é a criacao de funcoes de risco bastante flexiveis, ou seja, que podem
apresentar diferentes formas a depender do valor de seus parametros. Baseando-se nisso,
Gupta et al. (1998) propuseram a distribui¢do Gama Exponenciada, que apresentou
maior maleabilidade para ajustar-se a diferentes formatos de dados, notadamente por
permitir fungoes de risco com comportamento tanto monétono quanto nao monédtono.

Sejam V(z) =1—e*(x+ 1) e v(z) = xe ", respectivamente, as fungoes densidade
acumulada e densidade de probabilidade da distribui¢ao Gama com paradmetros o = 2

e f = 1. A distribuicao Gama Exponenciada é definida pela fda:

Rz;)=[V(@)=1—-e(x+1)]° 0,2>0 (4.1)

e funcao densidade de probabilidade

r(z;0) = 0ze "1 — e (z + )] Ha>0 (4.2)

Para obter a familia Gama Exponenciada-X, aplicaremos a equagao (4.2) no mé-

todo T-X, definido pela equagao (3.1), com fungao W(F(z;€)) = —In[l — F(z;€)] =
—InF(z;§) = H(z;§).
Desta maneira, temos que a fda e a fdp da familia GE-X sao dadas, respectivamente,

por

G(z;0.6) = [1 — (1 - F(2:€))(1 — In F(;€)))’ (4.3)



9(2:0.€) = 0f (z; €){~ I F(z; §)}[1 — (1 - F(x;€))(1 — In F(x;€))]" (4.4)

Com isso, podemos também chegar nas expressoes da fungao de sobrevivéncia S(x)

e da fungao de risco h(z), definidas abaixo.

S(x;0.8) =1—[1—(1—F(z;€)(1 —InF(x;¢)))° (4.5)

€, —In X, - - X, — In xZ; -1
hwip.g) — HEOENFEON — (= FO)( - mFme)"! o

1-[1-(1—F(z;:£)(1 —InF(z;£))]’

Podemos também escrever (4.3) e (4.4) em termos das fungoes risco e risco acumu-

lada, como
G(2:0.6) = [1 — e " (H(2;€) + 1))’ (4.7)
9(w;0,6) = Oh(x; &) H (w;€)e "9 — e MO (H (2 €) + 1)) (4.8)
respectivamente.

Da mesma forma, podemos escrever a fungao de risco da GE-X como

h(x;0,8) = hp(x;€)hr(H (7;§)) (4.9)

onde hp se trata da fungao de risco da variavel aleatoria X com fda F(x;€) e hg é
a funcao de risco da distribuicao Gama Exponenciada.
Se 6§ = 1, chegamos a familia de distribui¢oes Gamma-X, conforme proposto por

Pourezza (2021), com parametros o =2 e 5 = 1.

Proposicao 1. Se uma varidvel aleatoria T tem distribuicao Gama Fxponenciada com
pardmetro 0, entio a varidvel aleatoria X = F~1(1 — eT) seque a distribui¢cio Gama

Exponenciada-X.

Demonstracao. Conforme proposto por Alzaatreh, Lee e Famoye (2013), como temos



que G(z) = R{—In(1 — F(x))}, tomando a sua fungao inversa, chegamos na relagao

entre as variaveis aleatorias X e T apresentadas. O

Esta proposi¢ao nos d4 uma maneira mais simples de simular uma amostra aleatoria
da distribuicao Gama Exponenciada-X, onde simulamos primeiramente uma amostra
aleatéria T' de uma variavel aleatéria com distribuicao Gama Exponenciada, e entao
calculando X = F~}(1 — e 1), que segue distribuigio Gama Exponenciada-X. Essa
estratégia sera utilizada posteriormente para a simulacao de uma distribuicao de pro-

babilidade da familia proposta.

4.2 Expansao em Séries

Para derivar determinadas propriedades estatisticas, a expansao em séries da funcao
densidade serd importante, proporcionando expressoes mais simples a serem trabalha-

das.

Teorema 1. Seja a varidavel aleatoria X com distribuicao Gama Exponenciada-X. Po-
demos reescrever sua fungao densidade (4.4) como uma combinagao linear de fungoes

densidade da familia exponenciada, de maneira que

w09 - 0w X () (7T L a-wTEeee @

1,720 VANAS

onde w(x) = (j + 1)f(x;&)(F(x;€)? representa a funcio densidade da distribuicao

Ezponenciada-G, com funcgao geradora F(x;&), e pardmetro o = j + 1.

Demonstracao. A expansao binomial generalizada é definida por

de maneira que a > 0 e |z| < 1. Dessa forma, aplicando-a em (4.4), de forma que

z=[ePF@O(1 —InF(z;€)] = [(1 — F(z;€)(1 —In F(x;€))] e a = 6 — 1, chegamos em
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9(r:60.6) = 0f(2:6)(~ I F(m ) Y (-1 ( - ) F(5€)(1 - mF@ €)

=0

Aplicando a expansao novamente, agora para z = F(x) e a = i, reduzimos a série

para

o(0:0.6) 0w~ Fwig) -0+ () (T Pm oy - nFGe)

1,520

Conforme proposto por Gupta et al. (1998), a funcdo densidade da familia de

distribui¢oes Exponenciada-G é definida por

f(@) = ag(2)G(z)*

Dessa forma, reagrupando alguns termos, temos

o(a:0.6) =0 Fw ) ¥ (1) (77 )00 - mFw ) fwor ey

Por fim, conforme apresentando anteriormente, fazendo f(x; &) F(x;€)? = m(x)/j + 1,

chegamos na expressao apresentada. O

4.3 Propriedades Estatisticas

Nesta secao sera apresentada propriedades estatisticas essenciais para a familia GE-

X.
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4.3.1 Quantis

A fungao quantil de distribuic¢oes de probabilidade sao importantes para a realizacao
de diversas tarefas, como para encontrar medidas de posicao e simulagaoes de Monte
Carlo.

Pelo fato da distribuicao Gama Exponenciada nao apresentar uma forma fechada
para sua funcao quantil, os quantis da Gama Exponenciada-X s6 podem ser obtidos por

simulagoes numéricas.

Teorema 2. Seja x, o p-ésimo quantil da Gama Ezponenciada-X. Temos que x, pode

ser obtido resolvendo numericamente a expressao

(1= F(2))(1 = In F(zp)) =1 —p

D=

(4.11)

Demonstragao. Pela propriedade da fungdo acumulada, temos que G(x,) = p. Assim,

temos que

p=[1— "1 —InF(a,)))’

Elevando ambos os lados ambos os lados por %, chegamos em

=

pt =1—eF@)(1 —InF(x,))

Rearranjando os termos, chegamos na equagao apresentada. O

4.3.2 Momentos e funcao geratriz de momentos

Para melhor entendimento das caracteristicas de uma distribuicao de probabilidade,
¢ imprescindivel saber quais sao os seus momentos, pois sao através deles que podemos

tirar informacoes como medidas centrais, dispercao, assimetria e curtose.
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Teorema 3. Seja X uma varidvel aleatoria com distribuicao Gama Ezponenciada-X.

O seu r-ésimo momento € definido como

B(XT) — 9”2;0 ( ) (9 - 1) (;i)lﬂ i (4.12)

onde

wwz/ (= @ 8)(1 — n F(z: &) n(x) da
0
= B (¢ (- mFz: €)1 - m F(z:€))')
na qual E.(Y) representa a esperan¢a da varidvel aleatéria Y, cuja distribui¢ao de

probabilidade € dada por 7(z)

Demonstracao. O r-ésimo momento da variavel aleatéria X é obtido pela expressao.

E(XT):/0 x"g(x;0,€) dx

Assim, da equagao (4.10), temos que o r-ésimo momento de X se torna

r - r T &) i 0—1 (_1>i+j FRrraYY
E(X") = 2"0(—In F(x;€)) Z , ) ——0 —-InF(z;€))'n(x)dz
0 o\ i J+1
Pelo teorema de Fubini-Tonelli, temos que os sinais de integracao e de somatorio
— (1 [0 — 1\ (=1)" —_—
podem ser alternados, ja que 2"0(—In F(z; &)) <Z) ( : ) ( : _: 1 (1—In F(x;€))'n(z)
J t J

¢ absolutamente soméavel (ou seja, para uma fungdo qualquer f,(z), >_|fn(z)| < 00).

Assim, reajustando os termos, chegamos em

B(XT) = 920 <;) (9 - 1) (;i)lﬂ /Ooo 2 (— P 8)(1 — In Flz &) m(x) da
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Fazendo a substitui¢ao / " (—In F(x;€))(1 —In F(x;€)) n(x) dv = wy;,. (), che-
0

gamos ao resultado. O]

Em teoria de probabilidade, a fun¢do geratriz de momentos (ou FGM) é uma re-
presentacao alternativa da funcao densidade de probabilidade, de maneira a encapsular
informagoes sobre seus momentos, sendo assim, uma maneira alternativa de se encontrar
os momentos de uma distribuicao de probabilidade. A fungao geradora de momentos
é particularmente 1til porque, em muitos casos, permite a obtengao de resultados ana-
liticos de forma mais simples e direta, atraves de sucessivas derivadas da funcao no
ponto 0. Além disso, é uma ferramenta importante para o estudo de somas de variaveis

aleatorias.

Teorema 4. Seja a varidvel aleatoria X com distribuicao Gama FExponenciada-X. Sua

fungao geratriz de momentos Mx(t) é dada por

Mx(t) =Y —E(X") (4.13)

Demonstracao. A fungao geratriz geratriz de momentos de uma variavel aleatoria X é

definida através da expressao.

My () = B(e!) = / " g (2:0,8) da

Desta maneira, utilizando a equacao (4.10), temos que

My (t) = /0 T (- FEE) Y

1,520

()7 - nFaearam e

J 7 j+1

o k
Aplicando a expansao da fungao exponencial eV = Z %, chegamos em
k=0
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wxty = [CE ot () (U7 L e nFw )0 - nFE g e

k=0 4,j>0 g J+1

Conforme o teorema de Fubini-Tonelli, em argumento anélogo ao apresentado no

Teorema 3 e reagrupando alguns termos, chegamos em.

My (t) = it—k, A 09(?) (9 B 1) H)"“ /OOO 2" (—In F(z;€)(1 — In F(x; €)) 7 (x) dx

1 Jj+1
Mas pelo Teorema 3
B(xX*) = jzzoe C) (9 - 1> (;1% /Ooo HmF@ 6)(1 - nFa: ) n(x) da

Assim, chegamos ao resultado apresentado.

4.3.3 Desvios Médios

A dispersao de uma distribuicao pode ser medida através da soma dos valores ab-
solutos dos desvios em relacao a média, ou entao em relacao a mediana, para o caso de
distribuicoes assimétricas.

Seja X tem distribuigdo Gama Exponenciada-X, com média p = F(X) e mediana

m, os desvios em relagao a média e em relagao sao definidos por

51:/ |z — ulg(x;0,€)dx e 52:/ |z —m|g(x;0,€) du.
0 0

Essas equagoes podem simplificadas, conforme Nadarajah e Kotz (2006), chegando
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O =2uF () —2I(pn) e 6o =p+2mF(m)—m —I(m)

onde a fungdo I(m) é obtida por

I(m) = /Om zg(x;0,€) dx

Conforme a equacao (4.10), chegamos que

I(m) = Z(—niﬂe(?) (9 ; 1) /Omx(—lnm)u —InF(z; €))'r(x)dz  (4.14)

4,520 J

4.3.4 Entropia de Rényi

A entropia é uma medida utilizada na teoria de probabilidades que mede o grau
de incerteza de uma variavel aleatéria. Quanto maior seu valor, maior o seu grau de
incerteza. Existem diversas maneiras para o cédlculo da entropia, como a entropia de
Rényi, proposta por Rényi (1961), que se trata da generalizacdo de outras entropias,
como da entropia de Shannon.

Dado uma variavel aleatoria X, com fungao densidade f(x), a entropia de Rényi é

definida como

I(X)=(a—1)""'In [/OOO f(x) dx] a>0,a#1

Teorema 5. Seja X uma varidvel aleatoria com distribuicao Gama Fxponenciada-X.

A entropia de Rényi para essa varidvel € definida por



16

£ ()5 [wsrins]
aij(r) = f(z;€)* 7 (= In F(2;€))*(1 — In F(x;§))’
Demonstracao. A funcao g*(z) é definida por
9°(2:0,8) = 0° f*(z; £){(— In F(w;£))"}[1 — (1 — F(x; €))(1 — In F(a; £))]*"~Y

Fazendo um processo semelhante ao feito no Teorema 1 , chegamos que a expansao

em séries para g*(x) é dada por

sw08) - macurmeor Y (") 0 - nFwmearae

=0 J 7 j+1

Inserindo esta expansao na expressao da entropia, chegamos ao resultado. O

4.3.5 Estatistica de ordem

As estatisticas de ordem sao cruciais para o estudo de distribui¢oes, por proporcio-
narem informagcoes importantes como o minimo e o méximo, importantes para sabermos
mais sobre a distribuicao e a estrutura de um determinado conjunto de dados.

Considere (X, ..., X(;)) uma amostra aleatéria ordenada da variavel aleatoria X
com fungao densidade f(z) e fun¢do acumulada F(z). A fungao densidade de proba-
bilidade de X(;) (ou seja, a estatistica de i-ésima ordem), denotada por fx, (z) ¢ dada

por
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€)1 - Fla € €)

Ixo @) = G im0

Aplicando a expansao binomial generalizada, a equacao acima pode ser simplificada

para

11—

P = g ()0 Ry e

J]=

Seja X uma varidvel aleatoria com distribuicao Gama Exponenciada-X. A funcao

densidade de X(;) pode ser escrita como

o 21 08) = T 0§<_1)i (Z i 1) (1 B [1 —(1—F(x;6)(1 - lnm)]e) o

(i—Din =)l = j

< O mFmE) [L- (1 - Fue)(1 -wFg) (1)

4.3.6 Estimacao dos Parametros

A estimagao de pardmetros é um dos pilares no processo de inferéncia estatistica,
consistindo em métodos para determinar os valores desconhecidos que caracterizam um
modelo probabilistico através dos dados observados. Um dos meios mais utilizados
para este fim é o método da Maxima Verossimilhanca, que se baseia na maximizacao da
funcao de verossimilhancga, que mede a probabilidade dos dados observados condicionada
aos parametros.

Os estimadores sao muito utilizados em na inferéncia frequentista por possuir exce-
lentes propriedades assintoticas, como consistencia (a medida que o tamanho amostral
cresce, a estimativa se aproxima cada vez ao valor do parametro verdadeiro) e efici-
éncia (com o aumento do tamanho amostral, o estimador de maxima verossimilhanca

apresenta a menor variancia entre todos os estimadores possiveis.
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A funcao de verossimilhancao para uma amostra aleatoria de tamanho n de uma

variavel aleatoria Y com vetor paramétrico € e fungao densidade s(y; @) ¢ definida como

Com o intuito de facilitar os calculos, acaba se utilizando o logaritmo da funcao de

verossimilhanca, a log-verossimilhanca

Z(0) = Zlns(y;@

Seja Xi,...,X,, uma amostra aleatoria da varidvel aleatéria X com distribui¢ao
Gama Exponenciada-X. Sendo © = (0,£)7, com base em (4.8), a fungao log-verossimilhanca

de © é dada por

Z(©O)=nlnf+ (0 —1) Xn:]n [1 — e @8 (H (2 €) + 1)]
+ 2 nh(wi€) + Y InH(wi§) = ) H(wii€) (4.17)

Derivando (4.17) em relagao as componentes de 6, chegamos a fun¢ao score U(0O) =
(Us,Ue)T

na qual suas componentes sao dadas por

Uy = === In[1—e 0O (H(z; €) + 1] (4.18)
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_0Z©) _~ 1 Oh(zi€) N~ 1 OH(xz§) <~ 9H(z€)
ven 2 06 TXHmE 06 X 0

H(z;; €)e H@i€) 0H (&)
M) By T B VR (419)

Os estimadores de Méxima Verossimilhanca (EMV) Ogyy e gy para 6 e € serdo
obtidos resolvendo Uy = 0 e Ug = 0 simultaneamente. Vale ressaltar que essas equagoes
nao apresentam solucoes analiticas, devendo serem resolvidas numericamente.

Como temos a fun¢ao score para cada um dos parametros, podemos montar a matriz

de informacao de Fisher, que é dada por

Uppy U,
7(0) 00 Uge
Ueo Use
onde cada componente ¢ dada por
02.Z(0) n
Up=—F7—"=—7 4.20
TE 62 (4.20)

oeoe"  h(zi€)?  0€ og" hi 0go¢’

_ _ 823(@) _ . H(%;f)e_H(x“g) 3H($i;$>

Yoe = Ve = 506 = 2 7- H@i&) (H(z;€) + 1) 0€ (4.21)

(§
U — r L i (0 — 1)e @81 — H(x;; &) — e Hlwib) 1
7 ogoeT ; < [1—e #@O(H s ) + D) H(mé)?)
OH (x;;&) OH (24 €) (0 — 1) H (2;; €)e H i) 1 .
e oe <1 GO (H(z &) + 1) | H(i€) )
 PH(@:§) 1 Oh(x;€)dh(i€) | 1 a%m;e)] (422
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A inversa da matriz de Fisher nos fornece a matriz de variancia e covariancia dos

estimadores de méxima verossimilhanca de nossa distribuigao, ou seja.

Var(d Cov(f ,A
77Y©) = (Oemv) Opmv€pmv) (4.23)

COU(EEMVaéEMV) Var(éEMV)

A matriz acima é importante para encontrar os 100(1 — «)% intervalos de confianga

para os estimadores de maxima de verossimilhanga das seguintes formas

éEMV + Z%Va’l“(éEMv) 3 éEMV + Z%V&T(EEMV) (424)

Onde z2 € o quantil da distribuigao Normal padrao, de maneira que P(Z > z%) = 3.

4.4 Exemplos de distribuicoes

Nessa se¢ao, algumas distribui¢oes que pertecem a familia Gama Exponencia-X serao
apresentadas, com suas respectivas fun¢oes acumulada, densidade, de sobrevivéncia
e de risco. Também serd mostrado o comportamento dessas distribui¢coes para um

determinado conjunto de paradmetros.

4.4.1 Gama Exponenciada-Weibull

A distribuicao Weibull é uma das mais aplicadas em analise de sobrevivéncia, sendo
aplicada na modelagem de tempo de vida, tempo de falha e resisténcia de materiais. Um
dos principais motivos de sua utilizacao é sua fungao de risco em formato de banheira.

Sendo a fun¢ao acumulada da distribuicao Weibull dada por

zk
FlaikN) =1—e3) >0, EA>0

onde k representa o pardmetro de forma e A\ representa o parametro de escala. A
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distribuigao Gama Exponenciada-Weibull (GE-W) ¢ obtida por

G(x; 0,k \) = {1 _ (8 (1 + (%)k)r 2>0, 0.k\>0 (4.25)

com respectiva funcao densidade

k z\F 2\ F K\ 171
g(x; 0,k \) = Gﬁkxk_l <£> e (3) {1 — e (%) (1 + <§> )] x>0, 0,kAX>0

A A A
(4.26)
Com essas equacoes também podemos definir a funcao de sobrevivéncia
ok NAYK
S(z;0,k\) =1 — [1 (3 (1 + <X> )} £>0, 0kX>0 (4.27)

e também a funcao de risco

>0, 0k\>0

(4.28)

A figura 4.1 mostra alguns exemplos de formas que a densidade da GE-W pode
assumir, verificando como parametro influéncia no formato do seu grafico. Ja a figura
4.2 mostra a fungao de risco da GE-W para um um outro conjunto de parametros.
Nota-se que para k < 1, a funcao de risco assume uma forma unimodal, enquanto que

para k > 1, temos a funcao de risco em formato crescente.
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A =15 k=2 0=18

1.0
2.0
2.0

7 — k=05,A=07
— A=24,0=08 — k=25,1=07

0.8
L

15
15

0.6
L

g(x)
9(x)
1.0
9(x)
1.0

0.5
L
0.5
L

0.0
0.0
0.0

Figura 4.1: Graficos da fun¢ao densidade da GE-W

k=2
1 — A=075,6=08

1.0
1.0

0.6
0.6

n(x)

0.4
h(x)

0.4
h(x)

0.2
L
0.2
L

Figura 4.2: Graficos da fungao de risco da GE-W com diferentes parametros.

4.4.2 Gama Exponenciada-Lomax

A distribuicao de Lomax, também chamada de Pareto tipo II, € uma distribuicao de
probabilidade com a particularidade de apresentar um calda pesada. E muito utilizado
em negodcios, economia e ciéncias atuarias.

Sendo a fun¢ao acumulada da distribuicao de Lomax dada por

Flr;a)) =1 — <1+§)_a >0, aX>0

onde « é o parametro de forma e A o parametro de escala. A distribuicao Gama

Exponenciada-Lomax (GE-Lom) é obtida por

G(z:0,a,)) = {1 _ (1 n §>_a (aln{1 n ;} n 1)}9 >0, fa)N>0  (4.29)



com respectiva funcao densidade

g(x; 0,a,)) = Qa—z In {1 + %} <1 +

A

x [1 ~(1+3) (em{fr+ 3+ 1)}9_

x>—(06+1)
A
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x>0, ,a,A >0 (4.30)

Com essas duas equacoes, podemos encontrar a funcao de sobrevivéncia e a funcao

de risco, respectivamente, por

S(z:0,a.0) =1 — {1 - (

1+

X

A

>_a(aln{1+f}+1)r £>0, f,aA>0 (4.31)

A

022 In {142} (14 2) Y [1 —(142) " (am{1+2} + 1)}

0—-1

h(z;0,0,\) =

1— [1— (1+2)™ (aln{1+§}+1)r

(4.32)

A figura 4.3 mostra alguns exemplos de graficos que a GE-Lom pode assumir, veri-

ficando como parametro influéncia no formato de sua densidade. J4 a figura 4.4 mostra

diferentes formas para para sua funcao de risco. Podemos perceber que para 6 < 1, a

funcao de risco tem formato decrescente, enquanto que # > 1, o risco apresenta forma

unimodal.
A=15 a=2 6 =18
- — a=05,6=07| °~ — A=08,0=07 — a=05, A=0.8
- — a=25,8=07| — A=23,0=07| — a=25,A=08
S =05, 8=21| ¢ A=08, 6=21| o =05, A=2.3
— a=25,0=21 — A=23,08=21 — a=25,A=23

9(x)
0.6

0.4

0.2

0.0

9(x)

0.2 0.4 0.6

0.0

9(x)

0.2 0.4 0.6

0.0

Figura 4.3: Graficos da funcao densidade da GE-Lom com diferentes parametros.
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A =15

1 — a=06,8=05
— a=22,0=05

a=06,0=23
— a=22,0=23

1.0
1.0
1.0

7 — 0=06,A=07

0.8
L
0.8
L
0.8
L

0.6
L
0.6
L
0.6
L

n(x)
n(x)
9(x)

0.2
L
0.2
L
0.2
L

0.0
0.0
0.0

Figura 4.4: Graficos da funcao de risco da GE-Lom com diferentes parametros.

A primeira vista, observa-se que o modelo Gama-Exponenciada-X apresenta grande
flexibilidade, permitindo modificar distribui¢oes de probabilidade ja conhecidas e, com
isso, gerar novos formatos para a funcao densidade e, consequentemente, para suas
funcoes de risco. Essa caracteristica amplia as possibilidades de modelagem estatistica.

Para atestar a flexibilidade da familia GE-X, no préximo capitulo estudaremos mais

a fundo uma distribuicao da familia, a distribuicao Gama Exponenciada-Chen.



5 Gama Exponenciada-Chen

5.1 Principais funcoes

Chen (2000) propos a distribuigdo Chen, um distribuigao com dois parametros que
pode apresentar sua fungao de risco crecente ou entao com o formato de banheira.
Dado o padrao flexivel de sua fungao de risco, a distribuicao Chen é muito utillizada
nos campos de analise de sobrevivéncia e confiabilidade, como em engenharia industrial,
testes acelerados e em medicina Seja X uma variavel aleatoéria com distribuicao Chen.

Sua fda e fdp sao dadas, respectivamente, por

F(x;\p)=1— H1=e) (5.1)

Fla;2,8) = ABzP—tes’ =) (5.2)

onde A\ é o parametro de escala e § é o parametro de forma.
Inserindo 5.1 em 4.3, chegamos na distribuicdo Gama Exponenciada-Chen (GE-C),

definida por

%)

G(z;0,8N) =[1 -1 =X 1= >0, 6,81>0 (5.3)

com respectiva funcao densidade



26

g(x;0,8,0) = 08X 27 (e — 1) exp {a” + M1 - ¢™)} (5.4)

) [1= =D A1 =) 220, 0,8)>0

Com isso, conseguimos também suas fungoes de sobrevivéncia e de risco, definidas

respectivamente como:

S@:0.80) =1—[1— 0D A1 —e)! >0, 0.8A>0  (5.5)

P B _ 2P A=y g _ aPNe—1
W 0,9, = PP Dexp {a? + ML= e )1 = X (1AL = e
1 —[1— M=e)(1 = A1 — e”)]¢

(5.6)

A figura 5.1 mostra como a densidade da distribuicdo Gama Exponenciada-Chen
muda com a variacao de seus parametros.

A=2 6=1.8

20
20
25

— B=04,0=09
— B=13,0=09

— 1=08,$=075
— A=24,3=075

A=08,p=2.1
— A=24,p=21

2.0

15
15

15

1)
1.0
1(x)
1.0
1(x)

1.0

0.5
0.5
0.5

.

T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T
00 05 1.0 15 20 25 3.0 00 05 1.0 15 20 25 3.0 0.0 0.5 1.0 15 2.0 25 3.0
X X X

0.0
0.0
0.0

Figura 5.1: Gréaficos da fungao densidade da GE-C com diferentes parametros

Uma caracteristica muito notavel da GE-C é que ela pode apresentar as quatro
diferentes formas para a sua funcao de risco mais frequentemente vistas na literatura,
ou seja, pode apresentar risco crescente, decrescente, unimodal ou com bathtub shape

(curva da banheira).
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Funcéo de risco crescente

6=1. 5
8=2, .
8=2. 8,A=05
o 8=1 15
X Y7
<
- —
o —
| | | | |
0.0 0.5 1.0 15 2.0
X

Figura 5.2: Fungao de risco da distribuicao GE-C para diferentes combinacoes de para-
metros com comportamento crescente.

Funcéo de risco decrescente

> > > >
o

i

DDDD
noun
4]

POOO
Mo
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©C000
NN W w

h(x)

T T T T T
0.0 0.5 1.0 15 2.0

X

Figura 5.3: Funcao de risco da distribuicao GE-C para diferentes combinagoes de para-
metros com comportamento decrescente.
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Func&o de risco unimodal

1.2

1.0

0=42,3=02,A=2

h(x)
0.6

0.4

0.2
I

0.0

T T T T T
0.0 0.5 1.0 15 2.0

X

Figura 5.4: Fungao de risco da distribuicao GE-C para diferentes combinacoes de para-
metros com formato unimodal.

Funcéo de risco em curva da banheira

h(x)

T T T T T
0.0 0.5 1.0 15 2.0

X

Figura 5.5: Funcao de risco da distribuicao GE-C para diferentes combinagoes de para-
metros com formato em curva da banheira.
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5.2 Momentos

A analise dos momentos de ordem superior da distribuicao GE-C mostra que o mo-
delo é bastante flexivel em termos de forma, principalmente ao se analisar sua assimetria
e curtose.

A assimetria (denotada por 7y é um valor que mede quanto uma distribui¢ao ou con-
junto de dados é assimétrico, ou seja, quanto o lado esquerdo e direito do ponto central
da distribuicdo sdo distintos. E também conhecido como o coeficiente de assimetria de

Fisher-Pearson. Sua expressao é dada por:

E ((fc - u)3> E(X?) = 3E(X)E(X?) + 2[E(X)]°
’y = =
o? Varz(X)
Por sua vez, a curtose (representada por k) ¢ uma medida de disper¢ao que carac-
teriza o pico de uma distribuicao de probabilidade. Uma alta curtose representa que
a distribuicao apresenta caudas mais pesadas, mostrando uma grande quantidade de

outliers. E obtida pela expressio:

o

= E ((fﬂ - u)“) _ E(X") —4EX)E(X?) + 6E(X?)[E(X)]* - 3[E(X))*
N ! [Var(X)]?

Observa-se, pelas curvas de assimetria, que a GE-C gera, na maior parte dos casos
considerados, distribuigoes assimétricas a direita (coeficiente de assimetria positivo),
com cauda mais alongada no lado dos valores maiores de X. Dependendo da combinacao
dos parametros, essa assimetria pode ser mais moderada, aproximando a distribui¢ao
de um formato quase simétrico, ou bastante acentuada, indicando forte concentracao
de massa préoxima da origem e uma cauda direita pesada. Isso evidencia que o modelo
consegue representar desde situagoes com leve desbalanceamento até cenérios com clara
predominancia de valores baixos e poucos valores extremos elevados.

Os gréaficos de curtose, por sua vez, indicam que a GE-C consegue produzir tanto
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distribuigoes com caudas relativamente leves quanto distribui¢oes marcadamente lep-
tocurticas, com caudas pesadas e maior probabilidade de observagoes extremas. Em
alguns conjuntos de parametros, os valores de curtose aproximam-se dos da distribui-
¢ao normal (mesocurtose), enquanto em outros o coeficiente é substancialmente maior,

caracterizando um pico mais acentuado no centro e maior espessura das caudas.

6 B XN EX) EX? Var(X) FE(X3) FE(X?*) Assimetria Curtose

1.5 0.8 1.2 1.07 1.36 0.227 1.98 3.17 0.415 2.88
14 06 0.7 1.79 4.11 0.886 11.0 33.4 0.575 3.08
20 03 1.1 243 11.4 5.49 80.3 754.0 2.00 9.05

Tabela 5.1: Momentos principais da GE-C para diferentes valores de 0, 5 e A

Assimetria parak = 1.2

Figura 5.6: Superficie da assimetria da distribuicao GE-C em funcgao de 6 e 3, com
A = 1.2 fixo.
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Curtose para\ = 1.2

Figura 5.7: Superficie da curtose da distribuicao GE-C em fun¢ao de # e 3, com A = 1.2
fixo.

Assimetria parg3 = 0.8

Figura 5.8: Superficie da assimetria da distribuicao GE-C em funcao de 6 e A\, com
£ = 0.8 fixo.
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Curtose parg3 =0.8

Figura 5.9: Superficie da curtose da distribuicao GE-C em fun¢ao de # e A, com 5 = 0.8
fixo.

Assimetria paraf = 1.5

Figura 5.10: Superficie da assimetria da distribuicao GE-C em funcao de 5 e A, com
0 = 1.5 fixo.
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Curtose paré® =1.5

Figura 5.11: Superficie da curtose da distribuigao GE-C em func¢ao de S e A, com 6 = 1.5
fixo.

5.3 Simulacao

Para verificar as propriedades assintoticas dos estimadores de méaxima verossimi-
lhanga da distribuicao GE-C, foram conduzidas duas simulagoes de Monte Carlo com
B = 1000 amostras de tamanhos n = 20, 50, 100, 200 para diferentes valores dos para-
metros da distribui¢do, a fim de analisar as métricas de vicio (BIAS), erro quadratico
médio (MSE), erro absoluto médio (MAE) e erro padrao médio (RMSE), com suas

expressoes definidas para uma estimativa & de um parametro o qualquer definidas por:
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As amostras para a simulagao foram obtidas através da Proposicao 1, presente na

se¢ao 4.1 do capitulo 4. Sendo a fungao quantil da distribuicao Chen dada por

Q(u) = <1n {1—%1n(1—u)D}3 O<u<l1

T

Tomando u =1—e™", com T uma variavel aleatoria com distribuicao Gama Expo-

nenciada com parametro 6, chegamos na variavel aleatoria abaixo.

X = (m [1 + ﬂ ) S GE- C(0,8,))

Dessa forma, foram simuladas 200000 amostras de X, com o auxilio do pacote New-
distns, com cada observagao sendo armazenada em uma matriz de 200 linhas (numero
méaximo de tamanho da amostra) e 1000 colunas (nimero de amostras). Sendo assim,
as primeiras 20 linhas da primeira coluna representam a primeira amostra de tamanho
n = 20, as 50 primeiras linhas, ou seja, a primeira amostra adicionando-se as 30 pro-
ximas linhas da primeira coluna representa a primeira amostra de tamanho n = 50,
considerando as 100 primeiras linhas da mesma coluna obtém-se a primeira amostra

de tamanho n = 100 e, finalmente, considerando-se todas as linhas da primeira co-
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luna, tem-se a primeira amostra de tamanho n = 200. Repetindo esse processo nas
1000 colunas, obtemos as 1000 amostras de cada um dos diferentes tamanhos amostrais
considerados no estudo.

Os resultados das simulagoes de Monte Carlo indicam que os estimadores da distri-
buicao Gama Exponenciada—Chen apresentam o comportamento esperado do ponto de
vista assintético. De modo geral, observou-se que, a medida que o tamanho amostral
aumenta, ha reducao da variabilidade das estimativas e do erro quadratico médio em
torno dos valores verdadeiros, o que é compativel com a consisténcia e a normalidade
assintotica previstas pela teoria.

Por outro lado, verificou-se a presenca de um viés moderado nas estimativas de ¢
e [ nos cenérios considerados. Embora esse viés nao seja desprezivel para amostras
menores, sua magnitude nao compromete o desempenho global do estimador e tende
a se reduzir com o aumento de n, indicando que, na pratica, o método mantém boa

qualidade inferencial para tamanhos amostrais moderados e grandes.

5.4 Aplicacao

Para verificar a aplicabilidade da distribuicao Gama Exponenciada-Chen, foram
considerados dois datasets. O primeiro é referente a voltagem necesséaria para a falha
de 128 isolantes elétricos, visto primeiramente Nelson (2004), ja o segundo ¢é referente
a resisténcia de fibras de vidro de 1.5 cm, medidos no National Physical Laboratory,
Inglaterra, utilizado pela primeira vez por Smith e Naylor (1987). A distribuigao GE-C
foi comparada com as distribuicoes Gama, Weibull e Chen, todas com 2 parametros,
e também com a distribuicdo Gama generalizada, com 3 pardmetros. Para avalia-
las, foram analisados o Critério de Informgao de Akaike (AIC), proposta por Akaike
(1974), o Critério de Informacao Bayesiano (BIC), também chamado de Critério de
Schwarz, por Schwarz (1978) e o Critério de Informagao de Akaike Corrigido (AICc),
proposto inicialmente por Liang e Zou (2008). Quanto menor o valor dessas métricas,
melhor é o ajuste do modelo aos dados testados. Cada uma dessas métricas sao dadas,

respectivamente, por:
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AIC = —2.2(0) + 2d,

2(d+2)(d+ 3)
n—d-—3 '’

BIC = —2.2(0) + log(n).

AlCe = AIC +

onde n é o namero de observacoes do conjunto de dados e d o nimero de parametros
do modelo.

Além disso, serda conduzido o teste de razao de verossimilhanca entre a distribuicao
GE-C com a distribuigao Chen, para comparar ambas diretamente, considerando o nivel

de significancia a = 0.05. Neste teste, sao serao testadas duas hipoteses:

e Modelo restrito (Hp): distribui¢do de Chen, com os parametros 5 e A;

e Modelo completo (H;): distribuigao GE-C, com o parametro adicional 6.

Sendo .Z (éo) et (él) a log-verossimilhanca da distribui¢ao Chen e Gama Exponenciada-

Chen, respectivamente. A estatistica do teste A é definada por

~

Aobs == 2[2(61) - $<@0)} ~ X%l—ko

Onde kq e ki representam, respectivamente, o niimero de parametros da distribuicao

Chen e Gama Exponenciada-Chen. O p-valor do teste entao é definida por:

p-valor = P(erko > Aobs),

em que Agps € o valor da estatistica calculado a partir dos dados. Se p-valor < 0.05,
temos evidéncia estatistica que o ajuste proporcionado pela Gama Exponenciada-Chen

¢é superior.
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5.4.1 Primeiro Dataset

O primeiro dataset contém dados referentes a degradagao destrutiva obtida em um
teste acelerado de um material de isolamento elétrico, mais especificamente a voltagem
necessaria para que o material falhe. Para as distribui¢oes utilizadas e seus respectivos
parametros testados foram a distribuicao Gama com « = 3.7638425 e § = 0.3349427,
a distribuicao Chen com f = 0.667719569 e A = 0.004255702, a distribuicao Gama
generalizada com a = 16.827239, d = 1.942226 e p = 12.820222 e a distribuigao Gama

Exponenciada-Chen, com 6 = 0.421851141, g = 0.683044833 e A = 0.003940258.

Kaplan—Meier vs modelos paramétricos

o
- —— Kaplan—Meier (empirico)
—— Gama Exponenciada—Ch
< | e - - Gama
g o : - Chen
2 N - Gama Generalizada
L ©
Es) o 7
[e]
2]
[}
T o«
18 o
O
c
>
LL ~N
S
=
2 4

Figura 5.12: Curva de sobrevivéncia empirica (Kaplan—Meier) e fung¢oes de sobrevivéncia
ajustadas das distribuicoes testadas para o primeiro conjunto de dados.

Tabela 5.4: Critérios de ajuste para o conjunto de dados 1

A

Modelo - Z(0) AIC AlCc BIC p-valor
GE-C -349.1120 704.2239 704.4175 712.7800 -
Gama -394.3587 792.7173 792.8133 798.4214 -
Chen -351.1609 706.3218 706.4178 712.0259 0.0429

Gama Generalizada -352.2363 710.4727 710.6662 719.0288 —

Analisando a tabela 5.4 e a figura 5.12, podemos verificar que a GE-C apresentou

bom ajuste aos dados, além de apresentar os menores valores para o AIC e AICc. Apesar
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do BIC da GE-C ter sido o 2° melhor, sendo superado pela distribuicao Chen, o teste de

razao de verossimilhanga indica que a distribuicao GE-C proporciona um melhor ajuste.

5.4.2 Segundo Dataset

O segundo dataset apresenta a pressao maxima suportada por 63 fibras de vidro de
1,5 cm até que elas se rompam. E um conjunto de dados muito utilizado no campo
de analise de sobrevivéncia, principalmente em estudos de novas distribui¢oes de pro-
balidade. Foram utilizadas as distribuigoes distribuicao Gama com a = 17.43906 e
B = 11.57322, a distribui¢ao Chen com S = 1.96040288 e A = 0.07203649, a distribui-
cao Gama generalizada com a = 1.769247, d = 4.810269 e p = 7.762520 e a distribuicao
Gama Exponenciada-Chen, com 6 = 1.045792, 5 = 1.602082 e A\ = 0.269332.

Kaplan—Meier vs modelos paramétricos

o
<1  FEe —— Kaplan—-Meier (empirico)
—— Gama Exponenciada—Ch
8w | - - Gama
é © - Chen
« N
2 - Gama Generalizada
3 o
<4 >
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(2]
[}
T <
3 O
O
o
>
L ~N
S
o
P

0.0 0.5 1.0 15 2.0

Figura 5.13: Curva de sobrevivéncia empirica (Kaplan—-Meier) e fun¢oes de sobrevivéncia
ajustadas das distribuicoes testadas para o segundo conjunto de dados.

Tabela 5.5: Critérios de ajuste para o conjunto de dados 2

~

Modelo —-Z(0) AIC AICc BIC p-valor
GE-C -14.36054 34.72108 35.12786 41.15048 -
Gama -23.95154  51.90308 52.10308 56.18935 -
Chen -16.46133  36.92267 37.12267 41.20894 0.0403

Gama Generalizada -14.58761 35.17522 35.58200 41.60462 -
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Analisando as tabela 5.5 e a figura 5.13, podemos verificar que a GE-C apresentou o
melhor ajuste comparado a todas as outras, mostrando mais uma vez sua flexibilidade,

mesmo entre em distribui¢des com o mesmo niimero de parametros.



6 Conclusao

6.1 Discussao dos resultados

Neste trabalho foi proposta e estudada a familia de distribui¢oes de probabilidade
Gama Exponenciada-X (GE-X), construida a partir do método T-X com geradora Gama
Exponenciada. Foram obtidas expressoes gerais para as fungoes de distribui¢ao acumu-
lada, densidade, sobrevivéncia e risco da familia, bem como sua representacao em série,
o que permitiu deduzir propriedades importantes como momentos, fungao geratriz de
momentos, estatisticas de ordem e entropia de Rényi. Esse arcaboucgo teérico mostra
que a familia GE-X constitui uma classe ampla e flexivel para modelagem de dados de
sobrevivéncia e confiabilidade.

Dentre os casos particulares, foi dada énfase a distribuicao Gama Exponenciada-
Chen (GE-C). A analise dos graficos da func¢ao densidade e, principalmente, das fung¢oes
de risco evidenciou que a GE-C é capaz de reproduzir diferentes formatos de risco ao
longo do tempo, com comportamentos crescente, unimodal e em forma de curva da
banheira, caracteristica desejavel em aplicagoes de confiabilidade.

Os resultados para os momentos e para as superficies de assimetria e curtose mostram
que, ao variar seus parametros, a GE-C consegue gerar distribui¢coes desde moderada-
mente assimétricas até fortemente assimétricas, com niveis de curtose que vao de valores
proximos aos de distribuigoes classicas a casos mais leptocirticos. Essa variedade de
combinagoes refor¢a a capacidade da GE-C de ajustar conjuntos de dados com diferentes
graus de assimetria e caudas mais pesadas.

Os estudos de simulagao de Monte Carlo realizados em dois cenarios paramétricos
distintos indicaram que os estimadores de maxima verossimilhanca para os parametros
6, 5 e \. apresentam o comportamento esperado do ponto de vista assintotico. A medida

que o tamanho amostral aumenta, observa-se, em geral, reducao do vicio (BIAS), do erro
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quadratico médio (MSE), do erro absoluto médio (MAE) e da raiz do erro quadratico
médio (RMSE), o que ¢é consistente com as propriedades de consisténcia e eficiéncia
assintotica dos EMV. Em amostras menores, nota-se um viés moderado sobretudo nas
estimativas de # e 5, mas esse efeito tende a se reduzir para tamanhos amostrais maiores,
sugerindo que o método de estimacao é mais estavel em situacoes com maior quantidade
de informacao.

Na etapa de aplicacao a dados reais, a distribuicao GE-C foi ajustada a dois con-
juntos de dados classicos de anélise de sobrevivéncia, sendo comparada com modelos
concorrentes de dois e trés pardmetros, como as distribui¢oes Gama, Chen e Gama Ge-
neralizada. No primeiro conjunto de dados, a GE-C apresentou os menores valores de
AIC e AICc, além de bom alinhamento grafico com a curva de Kaplan—-Meier. Embora
o BIC tenha favorecido ligeiramente a distribuigao de Chen, o teste de razao de veros-
similhanca indicou, ao nivel de 5% de significancia, evidéncia estatistica em favor da
GE-C frente ao modelo de Chen, mostrando que o parametro adicional é justificavel em
termos de ajuste. No segundo conjunto de dados, a GE-C voltou a apresentar o melhor
desempenho global entre os modelos avaliados, com menores valores de AIC, AICc e BIC
e boa aderéncia visual a funcao de sobrevivéncia empirica, reforgando a competitividade

da distribuicao proposta em relacao a modelos ja consolidados na literatura.

6.2 Consideracoes finais

De modo geral, os resultados tedricos, de simulacao e de aplicagao indicam que a
familia de distribui¢oes Gama Exponenciada-X se mostra como uma alternativa pro-
missora para modelagem de dados, proporcionando grande mobilidade e alteragoes na
forma da funcao de risco de distribuicgoes ja existentes, além de boa capacidade de ajuste
quando comparada a modelos tradicionais. Por outro lado, o estudo também evidencia
algumas limitagoes praticas, como a maior complexidade das expressoes analiticas e a
sensibilidade numeérica dos procedimentos de estimacao em algumas configuracoes de
parametros e tamanhos amostrais mais reduzidos, o que demanda maior cuidado na

escolha de valores iniciais e na implementacao computacional.
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Como perspectivas futuras, destacam-se a extensao da anélise para cenérios com
censura (a direita e intervalar), a investigagdo de métodos alternativos de estimagao,
como abordagens bayesianas e métodos robustos, bem como a inclusao de covariaveis por
meio de modelos de regressao baseados na GE-C. Outra linha natural de continuidade
é explorar outros casos particulares da familia GE-X em diferentes areas de aplicacao,
comparando-os com modelos consagrados em bases de dados de diferentes naturezas.
Tais desenvolvimentos podem consolidar ainda mais a familia Gama Exponenciada-X
como uma ferramenta versétil para a modelagem estatistica em anéalise de sobrevivéncia

e confiabilidade.
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