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RESUMO

7

Nosso objetivo nesta pesquisa é compreender os modos pelos quais se d4 a
constituicdo do conhecimento matematico do aluno que com Realidade Aumentada
explora assuntos da disciplina de Célculo Diferencial e Integral. Os dados para a
pesquisa foram produzidos em um curso de curta duracdo, no qual estivemos com
alunos da Licenciatura em Matematica da Universidade Estadual Paulista, campus
Guaratingueta. No curso, 0s participantes foram convidados a realizar tarefas
previamente organizadas que envolviam assuntos do contetdo de Calculo, tais como
limite, derivada e integral, fazendo exploracdes com o recurso de Realidade Aumentada
do aplicativo GeoGebra Calculadora 3D. Gravamos com camera de video a dinAmica
dos oito encontros. Solicitamos que 0s participantes gravassem 0s momentos de
exploracdo das tarefas que faziam em seus smartphones. Essas gravacfes foram
transcritas para analise. Em algumas situacdes, para a clareza do texto, foram inseridos
gifs dando mais detalhes das atividades. A pesquisa foi desenvolvida em uma
perspectiva qualitativa com enfoque fenomenolégico, buscando compreender como se
mostra a constituicdo do conhecimento em Célculo Diferencial e Integral ao se estar-
com a Realidade Aumentada? O movimento de andlise foi feito seguindo o rigor da
pesquisa fenomenol6gica, em que nos envolvemos com a analise ideografica e
nomotética. Para a andlise ideografica, que visa explicitar as particularidades do
compreendido, organizamos os dados em cenas significativas, que nos permitiram
manter a dinamicidade da comunicacao intersubjetiva. Nas cenas, destacamos ideias
significativas, que nos levaram as convergéncias de significado da analise nomotética,
buscando generalidades do que se expds na experiéncia vivida. Das sinteses
compreensivas, foram constituidas trés Categorias Abertas: Investigar assuntos
matematicos como modo de compreensao, em que se discute 0s modos pelos quais 0s
participantes investigam com Realidade Aumentada, explorando, elaborando
conjecturas, validando resultados; O movimento do corpo-préprio que potencializa
formas de visualizar assuntos matematicos, cujo foco de discussao esta no movimento
do corpo-préprio compreendido como organismo vivo que se dirige para 0s assuntos
que explora, buscando articular sentidos e significados; e Didlogos que comunicam o
compreendido para se fazer entender, destacando que é na comunicacao que o sentido
vai se fazendo para o corpo-préprio, constituindo conhecimento matemético com
Realidade Aumentada.

Palavras-chave: Fenomenologia; Corpo-préprio; GeoGebra Calculadora 3D;
GeoGebra AR; Calculo Diferencial e Integral.



ABSTRACT

Our objective in this research is to understand the ways in which the student's
mathematical knowledge is constituted who, with Augmented Reality, explores
Differential and Integral Calculus topics. The data for the research were produced in a
short course, in which we were with students of the Mathematics Degree at Universidade
Estadual Paulista, Guaratinguetd campus. In the course, participants were invited to
perform previously organized tasks that involved Calculus content, such as limit,
derivative and integral, making explorations with the Augmented Reality feature of the
GeoGebra 3D Calculator app. We recorded the dynamics of the eight meetings with a
video camera. We asked the participants to record the moments of exploration of the
tasks they were doing on their smartphones. These recordings were transcribed for
analysis. In some situations, for the clarity of the text, gifs were inserted giving more
details of the activities. The research was developed in a qualitative perspective with a
phenomenological focus, seeking to understand how the constitution of knowledge in
Differential and Integral Calculus is shown when being-with Augmented Reality? The
analysis movement was carried out following the rigor of phenomenological research, in
which we engaged with ideographic and nomothetic analysis. For the ideographic
analysis, which aims to explain the particularities of what is understood, we organized
the data into significant scenes, which allowed us to maintain the dynamics of
intersubjective communication. In the scenes, we highlight significant ideas, which led
us to the convergences of meaning of the nomothetic analysis, seeking generalities of
what was exposed in the lived experience. From the comprehensive syntheses, three
Open Categories were constituted: Investigating mathematical topics as a way of
understanding, in which the ways in which patrticipants investigate with Augmented
Reality are discussed, exploring, elaborating conjectures, validating results; The living-
body movement that enhances ways of visualizing mathematical topics, whose
discussion focus is on the movement of the living-body understood as a living organism
that goes towards the topics it explores, seeking to articulate senses and meanings; and
Dialogues that communicate what is understood to make itself understood, emphasizing
that it is in communication that meaning is made for the living-body, constituting
mathematical knowledge with Augmented Reality.

Keywords: Phenomenology; Living-body; GeoGebra 3D Calculator; GeoGebra AR;
Differential and Integral Calculus.
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1 INTRODUCAO
1.1 O inicio do caminho

Esta secdo tem como objetivo apresentar ao leitor aspectos gerais do movimento
realizado por este pesquisador quando se coloca a investigar. Dando inicio, diremos da
pessoa deste pesquisador que se prop0e a realizar uma busca por compreender aquilo que

interroga.

Quem pesquisa é este pesquisador que, ao final do curso de mestrado realizado
junto ao Programa de Pds-Graduagdo em Educacdo Matematica da Unesp campus Rio
Claro, vai para a sala de aula. Apds a conclusdo da pesquisa (PEREIRA, 2017), cuja
proposta foi investigar crencas e concepcdes de professores acerca do uso das
Tecnologias Digitais em aulas de Matematica, o professor / pesquisador da seus primeiros
passos da carreira docente, assumindo aulas de Matematica para turmas dos anos finais
do Ensino Fundamental de escolas da rede publica municipal de Guaratinguetd, interior
de S&do Paulo. Nesse comeco, cercado pelos sentimentos de inseguranca, davida e medo,
o professor de Matematica tenta se ambientar em seu novo local de trabalho, com seus
alunos, criangas em fase de transicéo para a adolescéncia, e seus colegas de profissao. Vai
se constituindo professor, sendo professor.

Neste mesmo ano, em 2017, o professor se dispde a dar continuidade aos seus
estudos e participar do processo seletivo para o curso de doutorado do Programa de Pos-
Graduagdo em Educacdo Matematica — PPGEM da Unesp campus Rio Claro, sendo
aprovado. Inicia-se, entdo, a caminhada desta tese com um projeto de pesquisa que tinha
como objetivo investigar a producdo de conhecimento de alunos, acerca de temas
elencados no conteido® programatico de disciplinas de Calculo Diferencial e Integral,
quando eles estdo com a Realidade Aumentada. Ao longo do caminho, o que pensavamos
ser producdo ndo expressava a intencéo inicial de pesquisa, que foi compreendida como
constituicdo de conhecimento. Mas isso ainda serd melhor argumentado adiante, nesta

mesma secao.

Ser aluno do doutorado trouxe a oportunidade de contato com alunos do Ensino
Superior, justamente na instituicdo em que me formei professor frequentando o curso de

Licenciatura em Matematica na Unesp campus Guaratingueta. Por meio do programa de

1 Quando utilizamos no texto o termo contetido, estamos nos referindo aos componentes curriculares elencados e
presentes nas ementas das disciplinas. Especificamente, nos referimos, a disciplina de Calculo Diferencial e Integral.
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Estagio Supervisionado em docéncia no Ensino Superior, pude ministrar 4 disciplinas
distintas para alunos de graduacdo em Licenciatura em Matematica, sob a supervisao de
professores do curso. As disciplinas de Pratica de Ensino e Estagio Supervisionado I,
Desenho Geométrico e Geometria Descritiva, Didatica Especial da Matemética e
Matemaética Elementar permitiram que eu tivesse outra experiéncia em sala de aula. Essas
experiéncias fazem parte de um movimento no qual o professor de Matematica vai se

constituindo na acéo de ser professor.

Ser professor do curso de Licenciatura, desenvolvendo atividades com professores
em formagdo, permitiu interessantes didlogos sobre a profissdo e o0 modo de ser professor
de Matematica: as agcdes pedagdgicas em sala de aula, os desafios, a baixa remuneracao,
0 pouco reconhecimento da profissdo por diferentes integrantes da sociedade, as
dificuldades dos alunos, dentre outros temas que foram aparecendo no dialogo com os
alunos. Isso faz parte de quem sou hoje, professor e pesquisador que se coloca a realizar
uma investigacdo neste ambiente de Ensino Superior, que propde formar um profissional,
no sentido de imprimir uma forma néo definitiva e idealizada, entendendo que o ambiente
da Licenciatura é um espaco no qual ha a oportunidade de contato com importantes
aspectos da profissdo que permitem aos futuros professores irem se constituindo

professores de Matematica.

O interesse pelo tema Realidade Aumentada (RA) foi desperto ao conhecer
trabalhos apresentados e discutidos no encontro anual do grupo Fenomenologia em
Educacdo Matematica — FEM, do qual este pesquisador e a orientadora desta pesquisa
sdo membros. Nesse encontro, o Prof. Dr. Mauricio Rosa apresentou o desenvolvimento
de seus estudos e de algumas pesquisas de seus orientandos de graduacdo que abordavam
0 uso da Realidade Aumentada, utilizando o programa Blender e o aplicativo para
exploracdo do recurso, AndAR. Com as pesquisas de Bulla (2016) e Resende (2016),
iniciamos uma caminhada para conhecer a RA. Nossos estudos e contato com o Blender,
em conjunto com o aplicativo Aumentaty Author, possibilitaram a realizacdo de uma
oficina na Semana da Ciéncia e Tecnologia 2017, evento realizado pela Unesp campus
Guaratingueta e que contou com a participacdo de alunos dos cursos de graduacdo dessa
instituicdo (Licenciatura em Matematica, Licenciatura em Fisica e Engenharias). A parte
pratica da oficina envolveu a elaboracdo e exploracdo em RA de um Cubo de faces
coloridas. Com o Blender, programa para computadores que permite desenvolver

conteudo digital tridimensional, foi proposto aos participantes, organizados em grupos,
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que construissem um cubo com faces de cores diferentes. ApOs a construcdo, 0s
participantes foram convidados a utilizar o Aumentaty Author e, com a camera do
computador, podiam ter uma experiéncia do cubo em RA, como se ele estivesse projetado

no ambiente fisico do participante.

O que ficou dessa experiéncia? O usuario utilizava o recurso pela tela do
computador, o que limitava seus movimentos para visualizar o cubo em sua
tridimensionalidade. O uso de marcadores para trazer a tela o conteudo digital nem
sempre funcionava muito bem pois, na tentativa de rotacionar o marcador para visualizar
em outra perspectiva, por vezes, o cubo era reposicionado pelo aplicativo e dificultava a
visualizacdo de todas as suas faces. Com os avangos da tecnologia, alguns aplicativos
permitem uma experiéncia em RA sem a necessidade do uso de marcadores, evitando que

0 problema ocorra.

Outro ponto, este com maior influéncia sobre a nossa decisdo de néo utilizar esses
recursos na pesquisa, € que era preciso conhecer linguagem de programacéo para elaborar
previamente os objetos a serem explorados. Embora o Blender possua recursos para
inserir funcbes de duas varidveis com certa facilidade, quando almejavamos objetos e
experiéncias mais elaboradas, com maior liberdade para a exploracdo, era preciso
programar em linguagem Python, o que demandaria estudo de programacdo. Ainda,
havendo de nossa parte (proponentes do curso) uma programacao prévia dos objetos
digitais a serem explorados, entendemos que estariamos limitando a experiéncia do
usuario e o direcionando “aquilo que deve ser visto”. Essa limitacdo mostrou-se evidente

apos termos contato com outro aplicativo.

Dando continuidade nos estudos, conhecemos o recurso de RA do GeoGebra.
Inicialmente, o aplicativo GeoGebra AR 2, estava disponivel apenas para usuarios de
dispositivos moveis (tablets e smartphones) com o sistema operacional 10s, tornando sua
utilizacdo mais dificil, considerando o custo de mercado desses equipamentos. No
decorrer da pesquisa, houve a expanséo do recurso para o sistema Android por meio do
aplicativo GeoGebra Calculadora 3D o que facilitou sua utilizacdo, pois ha maior
nimero de pessoas Cujos equipamentos possuem esse sistema operacional, tornando-o
uma opcao para o estudo que pretendiamos desenvolver. Além disso, vimos que com o

recurso de RA do GeoGebra haveria maior autonomia do usuario, uma vez que ele teria

2 O recurso de realidade aumentada esta disponivel para as versdes GeoGebra AR e GeoGebra Calculadora 3D. No
texto, iremos nos referir desta forma para dizer da tecnologia de RA do GeoGebra.
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maior liberdade para realizar exploragdes, considerando as ferramentas matematicas do
aplicativo que séo colocas a disposicdo do usuario e a ndo necessidade do uso de
marcadores, evitando problemas enfrentados com outros aplicativos, como no caso do

Aumentaty Author.

Este movimento em que este pesquisador se envolveu, de ir pesquisar, conforme
acreditamos que ja tenha sido possivel observar, ndo se deu de modo linear, com um
caminho pré-definido, com inicio e chegada pragmaticamente determinados. Tratou-se
de um caminhar de muitas retomadas em que desafios foram surgindo e exigindo ac¢oes
para que a pesquisa acontecesse. Um deles é relativo a familiaridade com o aplicativo,
uma vez que, embora este pesquisador o conhecesse, ndo havia desenvolvido com ele
nenhuma atividade em sala de aula; outro é relativo a prépria postura assumida na
pesquisa: a fenomenologia, movimento complexo e que envolveu constantes leituras, idas
e vindas que, aos poucos, foram permitindo compreender a caminhada investigativa. O
que se constitui como compreendido, foi possibilitado pelas leituras realizadas, mas,
sobretudo, pelas discussdes em que envolveram o outro, pessoas abertas ao didlogo, nas
reunides de orientacdo, nas reunides do grupo de estudo com pesquisadores e colegas de
orientagdo em que temas importantes, aqui abordados, foram ganhando significado e

puderam ser assumidos na acao de pesquisar.

Este movimento de investigar o que nesta pesquisa de doutorado nos propusemos
compreender envolveu um caminhar de muitos desafios, retomadas, mudancas de direcdo
e de muitas inquietacdes, sempre pensando e dialogando com a pergunta de pesquisa,
expressa em forma de texto e que, a todo momento, direcionou o olhar para aquilo que se
propde investigar. Ela, a interrogacéo, foi o que deu direcédo e possibilitou a clareza para

0 caminhar na pesquisa.
1.2 Objetivo e pergunta de pesquisa

O objetivo nesta pesquisa é compreender 0os modos pelos quais se da a constituicao
do conhecimento matematico de alunos quando exploram assuntos presentes no conteudo
programatico de disciplinas de Calculo Diferencial e Integral com um aplicativo de
Realidade Aumentada. Assim, ao pensarmos no modo como expressariamos este objetivo
pela linguagem, fomos articulando a pergunta de pesquisa que, agora, se explicita desta
forma: como se mostra a constituicdo do conhecimento em Calculo Diferencial e Integral

ao se estar-com a Realidade Aumentada?
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Para compreender os modos pelos quais essa constituicdo se da, desenvolvemos
atividades com alunos da Graduagdo em Licenciatura em Matemética da Unesp campus
Guaratingueta, no contraturno de suas aulas, em um curso cujos detalhes serdo

apresentados na se¢do 5.2.1 - A proposta do curso e seus participantes.

Neste momento nossa intencéo € retomar a pergunta para que ela esteja clara e
revele nossa intencdo com este estudo. Nos passos iniciais desta tese, como ja citado
anteriormente, diziamos do interesse pela producdo de conhecimento. Porém, com as
leituras realizadas, vimos que o termo constituicdo é 0 que expressa nossa intencao.
Voltamo-nos para o que chamamos de constituicdo de conhecimento, explicitando ao
leitor o0 modo pelo qual, assumindo uma postura fenomenoldgica, estamos

compreendendo seu emprego nesta pesquisa.

1.3 A constitui¢do de conhecimento: explicitando o significado

Quando apresentamos a pesquisa e, com ela, a intencdo de compreender aquilo
que se coloca para nés como interrogado pela pergunta, entendemos que é preciso deixar
claro isso que se pergunta e que se busca compreender. A producdo e a constituicdo séo
termos que ndo serdo tratados como sinbnimos. Sao processos complexos e que merecem
um cuidado. Mas, o que se diz quando se fala da constituicdo? Por que ndo optarmos pelo

uso de producéo ou construcao de conhecimento?

Em Fenomenologia: confrontos e avancos (2000), Bicudo apresenta reflexdes
sobre a corrente construtivista e 0 modo como se compreende a construcdo de
conhecimento. Resgata, também, uma perspectiva de senso comum de que existem, para
0 sujeito, “nogdes e conceitos” que vao sendo construidos/edificados ao longo da vida.
Em sua argumentacdo, a autora ndo nega tal ideia, mas ressalta que pensar a construcao
de conhecimento desse modo, pode encobrir aspectos relevantes sobre o tema.
Considerando a perspectiva construtivista de Jean Piaget, entende-se que o conhecimento
é uma atividade, e que é construido numa relacdo dinamica entre sujeito e objeto, sendo
estes, aspectos dessa teoria que colaboram para a elaboracgéo do significado de construcao.
Porém, a autora ressalta que a perspectiva construtivista passa a ser alvo de criticas
quando envolve aspectos sociais, historicos e de concepcdes de realidade nesse processo
de construir o conhecimento. A teoria deixa uma lacuna ao ndo considerar a realidade na
qual o conhecimento é edificado/construido e ndo levantar questfes acerca do sujeito que

conhece e do préprio objeto do qual o conhecimento se refere (BICUDO, 2000).
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Por outro lado, segundo uma perspectiva fenomenoldgica

[...] podemos compreender construgdo do conhecimento e construgdo da
realidade como um mesmo movimento no qual o mundo faz sentido para a
pessoa, onde sempre se esta com o outro, onde se da atribuicdo de significados
e onde se participa da construcdo da realidade mundana, que tem a ver com a
materialidade histérica. (BICUDO, 2000, p. 29).

A autora mostra que a construcdo do conhecimento e a construcdo da realidade
sdo indissociaveis. Fazem parte de um mesmo movimento de sujeitos ao estarem no
mundo. Neste ponto, nos deparamos com a necessidade de nos voltar para trabalhos cujo
foco esteja no sujeito, entendido como corpo-encarnado que, no mundo, é sempre aberto
as possibilidades de conhecer e, por seus modos expressivos, fazer parte do processo de

construcdo / producdo da realidade.

Em Rosa e Bicudo (2018), temos uma apresentagdo de como podemos
compreender, da perspectiva da fenomenologia, este processo no qual o sujeito conhece,
foco desta pesquisa. Os autores desenvolvem as ideias de constituicdo e de producao de

conhecimento.

Da perspectiva da fenomenologia, a constituicdo é entendida como uma agédo que
se da na vivéncia do sujeito, sempre situado no mundo da vida. Compreende-se a

constituicdo como sendo

[...] um movimento complexo [..] Abrange muitos atos intencionais da
consciéncia e modos dos sentidos que fazem ao sujeito vivente serem
entrelagados e irem, aos poucos, constituindo uma forma que vai se
presentificando a consciéncia, de maneira que o sujeito pode se dar conta disso
que estad compreendendo do [mundo da vida]. (ROSA; BICUDO, 2018, p.13)

E um processo que envolve atos intencionais da consciéncia, de um sujeito vivo,
que se direciona ao que a ele se apresenta no mundo circundante e experiencia situagdes
diversas, sujeito encarnado que pelos sentidos pode dar-se conta disso que vive,

compreendendo o que a ele se mostra.

A constituicdo do conhecimento, como compreendida pela fenomenologia,
tem como primado a percep¢do, ato que pelo olhar intencional da consciéncia
se estende ao focado nesse olhar e traz o percebido para os atos da consciéncia.
Nesse movimento [noesis-noema] (ou perceber-percebido), o objeto
intencional j& se mostra como fenbmeno, uma vez que é visto de uma
perspectiva, a do [corpo-prdprio], e ja é percebido e ndo constatado em sua
objetividade. Intencional por ser visado na intencionalidade do ato. Isso quer
dizer que o sujeito encarnado de modo atento e indagador dirige seu olhar a
um foco, indagando do que se trata ou dirige sua a¢&o a algo que percebe como
imperante que faca. Como Merleau-Ponty afirma, meu corpo esta onde ha algo
a fazer. (ROSA; BICUDO, 2018, p. 14)

Para a fenomenologia, este conhecimento que se constitui s6 é possivel tendo

como ponto de partida a pessoa, corpo-encarnado, que se dispde a..., no sentido de que a
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constituicdo sO € possibilidade para o sujeito aberto ao perceber, ocorre na percepgao
daquilo que é abarcado pelos atos intencionais da consciéncia. Constituicdo, portanto, se
da na agdo corporificada do sujeito intencional.

Este sujeito, tal qual a fenomenologia o entende, nunca é s6. Sua vivéncia se da
no mundo da vida, entendido como “o mundo que ai esta, onde somos com 0s outros,
sujeitos encarnados, animais, natureza em geral e com a producdo sociocultural que,
historicamente, também o constitui.” (ROSA; BICUDO, 2018, p. 13).

Mundo da vida ndo é meramente o local fisico no qual estamos situados, mas diz
de tudo que nele se presentifica para nds, sujeitos intencionais, e onde também esta
presente o0 outro, cossujeito, corpo-encarnado que, assim como eu, tem possibilidades de

vir-a-ser.

A constituicdo de conhecimento, como a descrevem Rosa e Bicudo (2018), expde
0 movimento do corpo-proprio que, por tudo aquilo que lhe chega pelos 6rgdos dos

sentidos, percebe, compreende, interpreta e comunica o compreendido.

Assim, entendemos com 0s autores

[...] a constituicdo do conhecimento enquanto um movimento que ocorre no
corpo-préprio, organismo vivo que vivencia experiéncias. Entretanto, nessa
constituicdo h& mais: ha a presenga do outro, cossujeito que também sente,
percebe, realiza atos psiquicos e espirituais e que se faz sentir em sua
corporeidade. O cossujeito, sujeito com quem se esta no [mundo da vida],
também compreende e pode compreender o dito em uma linguagem articulada
e expressa em sua materialidade. Responde ao compreendido mediante um
movimento dialégico que se consuma em ac¢Bes materializadas e que pela
concordancia entre sujeitos intencionais (pessoas) que vivem em uma
comunidade e pela repeticdo disso sobre o que houve concordéncia, se torna
objetivo, passivel de ser retomado, repetido, compreendido, vivificado em atos
sensoriais, psiquicos e espirituais. A objetividade do que assim se tornou
objetivo ndo é uma objetividade dada, mas constituida por sujeitos em sua
carnalidade, que convivem, que se colocam em movimento de saber, ou de
fazer algo e que tém suas acOes materializadas em produtos historico-sécio-
culturais. (ROSA; BICUDO, 2018, p. 15)

Eis entdo o0 caminho até o que os autores entendem por producdo. E nesse modo
do ser-sendo que a constituicdo vai se fazendo para 0s sujeitos, nas sensaces pontuais
que se entrelacam umas com as outras. O que se mostra sdao fendmenos, aquilo que é
essencial e que vai se desdobrando em compreensdes, dando sentido ao que € visado. O
compreendido € expresso e se materializa na linguagem, tornando-se conhecimento
intersubjetivo. A medida em que ha concordancia acerca do compreendido e dialogado,
algo se objetiva. Isso que se objetiva e que se constituiu para os sujeitos, é o que 0s autores

denominam de produto, uma compreenséo objetivada.
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Estamos interessados no pré-predicativo...

Entendo que o [mundo da vida] é o mundo ja dado e que compreende toda a
formacdo historica e deve ser interrogado, voltando-se a subjetividade e a
intersubjetividade para que se compreenda como nascem os produtos culturais
que caracterizam tal mundo. Ele prové o material e o faz de dois modos: como
pré-predicativo e como pré-teorético. Pré-predicativo, pois é o0 mundo da
experiéncia imediata. Pré-teorético, pois nesse mundo ja é dada a comunidade,
e com ela a linguagem de modo ingénuo. Compete a atitude fenomenolégica
colocar ambos em evidéncia, analisar e refletir sobre o material enlacado no
noesis-noema. Esse procedimento é fenomenoldgico. Nédo ignora o pré-dado,
mas o enlaca. Ao trabalhar com o pré-predicativo da conta da constituicdo do
objeto pelo sujeito, da visada da ciéncia natural e da visada da fenomenologia.
Ao trabalhar com o pré-teorético, da conta do formal da ciéncia exata formal.
(BICUDO, 2020, p. 47)

Nesta pesquisa, voltamo-nos para a constituicdo de conhecimento do aluno ao
estar com assuntos da disciplina de Célculo, com a Realidade Aumentada, abrindo-se as
possibilidades de compreensdo. Na sequéncia do texto, apresentamos o desenvolvido na
tese.

1.4 O modo como se apresenta e se estrutura esta tese

Uma tese em Educacdo Matematica € uma sintese linear de varios momentos
que ficaram desordenados pelo meio do caminho. O leitor de uma tese tem a
impressdo de que tudo foi muito organizado e de que essas linhas foram
escritas calmamente. Os rascunhos, as anotagdes feitas nos livros, as varias
versdes da escrita, as diversas reelaboragcBes das atividades, as varias
percepgdes que ficaram de fora, dentre tantas outras coisas, denotam que a
escrita de uma tese ndo é linear e nem tampouco organizada. E um resumo de
quatro anos, ou quem sabe, de uma vida académica, de um trabalho coletivo,
que nasce com as primeiras angustias como professora, cresce com a
elaboracdo do projeto de pesquisa e toma corpo com as contribui¢cdes do
orientador, de colegas, dos participantes voluntérios e de muita leitura, mesmo
aquelas que ndo as citamos. E também um trabalho solitario, mas néo sozinho,
pois no decorrer destes anos a mente j& nao é a mesma, foi impregnada de todo
um contexto. (BARBOSA, 2009, p. 175)

A tese: é um produto que expressa em forma de linguagem o caminho que trilhei
guando me coloquei em movimento investigativo, buscando compreender a constituicdo
de conhecimento matematico com Realidade Aumentada. Assim como em Barbosa
(2009), investigar ndo foi seguir um caminho linear com inicio, desenvolvimento e
conclusdo previamente definidos. Muito pelo contrério, foram 4 anos de muitas idas e
vindas. O produto (a tese), demandou organizacdo e clareza na linguagem para expor

nossas compreensdes que foram sendo constituidas na pesquisa.

A tese € um dos modos do eu, sujeito vivente, corpo-proprio, comunicar minhas
compreensdes acerca do interrogado a comunidade cientifica (ou a quem interessar). Mas,
quais as possibilidades que tenho para me expressar? Diante das possibilidades que a mim

se apresentaram, opto por trazer a tese: em formato impresso, disponibilizando copias
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fisicas em papel; no formato digital, em arquivo do tipo PDF, que apresenta facilidade
para acesso ao contetdo digital da tese, tais como gifs e videos, por meio de links; e uma
outra possibilidade foi a criagdo de um site®, contendo as cenas significativas constituidas
na pesquisa e que, conforme entendemos, apresenta certa praticidade no acesso ao
conteddo em gifs. Este movimento sera explicitado de modo detalhado na secdo 6.1 A

organizacdo dos dados: expondo os procedimentos. No decorrer do texto, também

apresentamos alguns links (como o anterior 6.1) que direcionam o leitor a uma segéo

especifica da tese, caso ele deseje vé-lo naquele momento.

Esta tese é apresentada e organizada por secdes. A primeira, expde o inicio de
nosso caminhar e traz também o objetivo e pergunta que direcionaram nosso olhar, uma
breve explicitacdo sobre o que entendemos acerca da constituicdo de conhecimento e

apresenta 0 modo como a tese foi organizada.

A segunda secdo traz nosso movimento de busca por pesquisas ja realizadas no
meio académico, que abordam temas que tratamos nesta pesquisa: o Célculo Diferencial
e Integral; as tecnologias digitais como possibilidade para ensinar e aprender essa
disciplina; e a tecnologia de Realidade Aumentada para 0 ensino e para a aprendizagem
de Calculo. Trazemos trabalhos que consideramos relevantes para a compreensdao da

tematica que investigamos, procurando dialogar com o0s autores.

Na terceira secdo apresentamos a Realidade Aumentada, mediante situacdes de
uso desta tecnologia, o que possibilitou expor o modo como ela vem sendo compreendida
pelos autores lidos. Trazemos também algumas reflexdes teoricas, envolvendo autores da
area da filosofia, que nos permitem compreender e explicitar o significado atribuido ao
termo virtual e realidade para que ndo sejam tomados no senso comum, causando

confusao.

Na guarta secdo apresentamos nossa compreensao de corpo-proprio diante dos
estudos realizados com leituras de autores da fenomenologia, tais como Edmund Husserl
e Merleau-Ponty, de modo que seja possivel compreendermos 0 movimento do sujeito

gue esta com a Realidade Aumentada.

3 Endereco do site: http:/gg.ga/tese-cenas-pereira2022



http://gg.gg/tese-cenas-pereira2022
http://gg.gg/tese-cenas-pereira2022

21

Na quinta secdo trazemos aspectos que envolvem a metodologia e postura
assumidas na pesquisa e os procedimentos fenomenologicos para a producéo e analise de

dados.

Na sexta secao se expde 0 movimento de analise realizado por este pesquisador,
apresentando as Cenas Significativas, os quadros com as lIdeias Significativas e com o
movimento de convergéncia em sinteses compreensivas, caminhando para as Categorias
Abertas, entendidas como regides de generalidades que possibilitam explicitar nossa

compreenséo.

Na sétima secdo abrimos um dialogo entre o que se mostra nas Categorias Abertas

e os autores lidos para explicitar compreensdes acerca do que interrogamos.

Na oitava secdo apresentamos consideraces possibilitadas pelo caminhar
investigativo e inquietagdes que se abrem em novas possibilidades de continuidade da
pesquisa.

Finalizamos com as Referéncias, trazendo os autores que foram significativos as
ideias que aqui estamos apresentando e os Apéndices com o modelo do Termo de
Consentimento e as tarefas desenvolvidas com os participantes do curso ao longo dos

encontros.
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2 REVISAO BIBLIOGRAFICA

Esta secdo tem como objetivo apresentar o caminhar investigativo que envolveu
uma busca por pesquisas realizadas, especialmente em Educacdo Matematica, para
conhecer os apontamentos ja feitos por pesquisadores sobre 0s principais temas de nossa
investigacdo. Voltaremos nosso olhar para as pesquisas que tém como tema a disciplina
de Calculo Diferencial e Integral e seus processos de ensino e de aprendizagem, bem
como para aquelas que propdem reflexdes acerca do uso das tecnologias digitais, e da

Realidade Aumentada, como possibilidade para tratar assuntos dessa disciplina.

2.1 O que se diz do Calculo Diferencial e Integral?

Célculo Diferencial e Integral (Célculo) ¢ uma disciplina presente na grade
curricular de cursos de graduacdo em Matematica e outros cursos no nivel de graduacéo,
por exemplo, em cursos de engenharia, fisica, biologia e quimica. A pesquisa de Lima
(2012) mostra que o primeiro curso de nivel superior oferecido no Brasil com conteido
de Matematica, teve inicio em 1810. O curso ocorreu na Academia Real Militar, no Rio
de Janeiro, que foi criada pelo principe D. Jodo VI, na ocasido em que a Familia Real
Portuguesa habitava no Brasil. Foi a primeira vez que, no Brasil, ofertou-se um curso que
abordava assuntos que se assemelham aos que estdo presentes hoje nos curriculos de
Célculo (LIMA, 2012).

Ao longo dos anos, a disciplina de Célculo vem se mostrando como um obstaculo
a ser superado por alunos de graduacdo de diversos cursos, apresentando altos indices de
reprovacao e desisténcia dos cursistas. Para compreender os motivos pelos quais tenham
sido conferidas caracteristicas tdo duras a essa disciplina, ocasionando a evasdo e
dificuldade de aprendizagem dos alunos, voltamos nossos olhares aos estudos que
abordam a temaética Calculo e seus processos de ensino e aprendizagem e, diante do que

se mostra relevante a nossa compreenséo do tema, estabelecer um dialogo.

Motivada pelas dificuldades no ensino, Maria Cristina Bonomi Barufi (BARUFI,
1999), desenvolveu uma pesquisa na qual se propunha a analisar livros utilizados nas
disciplinas de Calculo, considerando a grande importancia que os professores que
ministram a disciplina d&o a este recurso. Embora transcorridos mais de vinte anos desse
estudo, os problemas apontados pela autora com relacdo ao processo de ensino, ndo

parecem terem sido resolvidos. Ao analisar os indices de reprovacdo da disciplina em
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cursos universitarios entre 1990 e 1995, a autora verificou que 0s nimeros expunham um
panorama problematico. Como exemplo, diante de dados referentes as disciplinas do
Instituto de Matematica e Estatistica (Ime), da Universidade de Sdo Paulo (Usp), a autora
constatou que a disciplina de Célculo para FuncBes de uma Variavel Real, apresentou
66,9% de taxa de reprovacao no ano de 1995, considerando as reprovagdes de alunos que
ndo atingiram a nota minima, reprovacdes por faltas e por desisténcia do curso. Na
disciplina de Célculo Diferencial e Integral, na mesma instituicdo e ano, a taxa de
reprovacdo foi de 43,8%. Informacdes referentes a outros institutos da Usp também foram
trazidas pela autora constatando que, no ano de 1995, o indice de aprovagdo em
disciplinas de Calculo no Instituto de Geociéncias foi de 35,1% (BARUFI, 1999).

Evidenciam-se, portanto, altos indices de reprovacdo na disciplina, em diversos
cursos da instituicdo e por diversos motivos (rendimento na disciplina, auséncias e
desisténcias), mas que também podem estar relacionados a dificuldade de aprendizagem
dos alunos que, diante do baixo rendimento, se ausentam das aulas e abandonam o0s
cursos. Essa inferéncia é uma compreensao explicitada por nés diante do estudo trazido
por Barufi (1999), mas também sustentada por nossa vivéncia como aluno e professor no

Ensino Superior.

A pesquisa de doutorado de Garzella (2013), desenvolvida junto ao Programa de
Pds-Graduacdo em Educacdo da Universidade Estadual de Campinas (Unicamp), trouxe
como proposta analisar praticas pedagdgicas de professores que lecionam a disciplina de
Célculo 1 e impactos dessa pratica nos alunos, propondo identificar elementos que podem
facilitar ou dificultar a relacdo dos alunos com o conteudo da disciplina. O foco na
disciplina de Célculo é, assim como em outras pesquisas, justificado pelos altos indices

de reprovacdo de alunos, considerando também aqueles que evadem do curso.

Na fase de produgdo de dados, Garzella (2013) realiza entrevistas com alunos e
professores envolvidos com a disciplina e, posteriormente, pdde acompanhar um semestre
de aulas em duas turmas de Calculo 1, com autorizacdo de professores anteriormente

entrevistados. Durante o0 semestre de observacao das aulas,

Semanalmente, os alunos eram convidados para uma minientrevista sobre a
aula da semana, abordando aspectos positivos e negativos de sua vivéncia na
disciplina de Célculo I. Aproximadamente uma vez ao més, os professores
eram procurados para falar sobre o planejamento, condi¢cbes de ensino e
resultados das turmas. (GARZELLA, 2013, p. 43).

Em sua analise, a autora nota uma influéncia da qualidade da mediacdo dos

professores na aprendizagem dos alunos. Outro aspecto destacado é o modo como a
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disciplina € estruturada para ocorrer e que, para a autora, ¢ constituida de “inUmeros
aspectos que dificultam a aprendizagem dos alunos. H& um sistema preestabelecido ao
qual os alunos precisam se adaptar, se inserir, como um ritual de passagem.”
(GARZELLA, 2013, p. 43). Enfatiza que a dinamica da disciplina ndo muda o
cronograma para respeitar caracteristicas especificas dos alunos, inclusive deixando
pouco tempo para que os alunos explicitem suas davidas no decorrer da aula. Conforme
Garzella, o modelo de aula era expositivo, 0 que desmotivava os alunos, que ndo eram
capazes de acompanhar as explicacdes, fazer anotaces, e copiar simultaneamente.

Porém, argumenta que

[...]Jo Professor A pareceu empenhado em promover a interagdo com os alunos,
durante as aulas, perguntando-lhes, constantemente, se estavam
acompanhando a sua explanacéo. No entanto, as condi¢Bes estabelecidas para
o cronograma da disciplina, pré-definindo os contetdos a serem abordados em
cada aula, dificultava a conducéo das aulas de maneira mais compassada, de
forma a possibilitar uma maior participacdo dos alunos: isto tornava a aula
macante e desmotivadora [...] (GARZELLA, 2013, p.96).

N&o apenas no trecho acima, mas em outros momentos da andlise de dados,
Garzella diz que a disposicdo do professor para o didlogo com os alunos, 0s aproximava
e fazia com que os alunos se envolvessem nas aulas. Porém, o pouco tempo e a
necessidade de cumprir um cronograma preestabelecido pela instituicdo, fazem com que
o professor dé mais énfase as aulas expositivas e deixe pouco tempo para o dialogo e as
duvidas dos alunos (GARZELLA, 2013).

Além de aspectos da pratica pedagégica do professor [...] os alunos, os
auxiliares didaticos e os proprios professores entrevistados citam outros fatores
determinantes para o [baixo] desempenho em Calculo I. Sdo fatores de
natureza externa ao processo da disciplina e que envolvem a adaptacdo dos
calouros a vida universitaria, como a mudanca de ambiente para os estudos, a
saida da casa da familia, os compromissos com a busca de moradia e o
estabelecimento em uma nova cidade, a diferenca no ritmo de estudos, a
descontinuidade entre o contetido estudado no Ensino Médio e as exigéncias
na universidade e, inclusive, o gerenciamento do tempo para uma nova rotina
de estudos, muitas vezes combinada com as festas e celebragdes pela entrada
na universidade. (GARZELLA, 2013, p. 107)

A pesquisa de Garzella foi tema de uma matéria no Jornal da Unicamp e no site

G1 - Globo (leia a matéria aqui), apresentando suas conclusdes. No mesmo jornal (Jornal

da Unicamp), é publicado um artigo com autoria de Marcelo Firer, Sérgio Tozoni e
Alberto Saa, com indicacdo de subscricdo de mais de 40 docentes e endossado pela
Congregacéo do Instituto de Matematica, Estatistica e Computacéo Cientifica — IMECC
—Unicamp, em que s&o feitas considerac¢Ges sobre o destacado na matéria. H& argumentos
que enfatizam o grande numero de matriculas anuais de alunos para as disciplinas de

Célculo Diferencial e Integral na instituicdo e os esforcos dos organizadores dessas
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disciplinas em garantir a qualidade de ensino e o atendimento as especificidades desse
universo heterogéneo de alunos, no que se refere a formacao anterior e ao que almejam
para seu futuro (FIRER; TOZONI; SAA, 2013).

Os autores argumentam que o indice médio de reprovagdo nas disciplinas de
Célculo da instituicdo, nos ultimos 5 anos, foi de 28,5%, diferente da énfase dada na
matéria do jornal que apresentou dados presentes em Garzella (2013), em que foi
destacado 77,5% de reprovacdo de alunos, o que pode levar a uma interpretacdo
tendenciosa desses nimeros (FIRER; TOZONI; SAA, 2013). Porém, compreendemos
que tanto na pesquisa de Garzella (2013), como na matéria do jornal, referenciada por
Firer, Tozoni e Saa (2013), esta claramente sendo mencionado o periodo para o qual a
autora da tese considerou este indice, se referindo ao periodo de 1997 a 2009, e a variagédo

desta taxa.

Optou-se pelo periodo de 1997 a 2009, com a intencdo de contemplar uma
faixa consideravel de dados sobre a questdo. A partir dessas consultas, foi
possivel identificar altas taxas de reprovacdo e desisténcia dos alunos na
disciplina, variando entre 2,33% a 77,5%. (GARZELLA, 2013, p.2)

Firer, Tozoni e Saa (2013), justificam esses nimeros de reprovados nas disciplinas
de Célculo, argumentando que h& uma lacuna na formagéo prévia desses alunos. Diante
disso, entendem que os professores de Calculo da instituicdo buscam por modos de
auxiliar os alunos em suas dificuldades, “o sucesso de duas turmas distintas que tém aulas
com o mesmo professor, que recebem a mesma atencdo e fazem a mesma prova é
explicada por um Unico fator: a diferenca da formacéo prévia dos alunos em matematica”
(FIRER; TOZONI; SAA, 2013, n.p). Em outro trecho do artigo, os autores reforcam a
ideia de que “as deformidades do ensino fundamental e médio em nosso pais sdo
tamanhas que, mesmo em uma universidade com a qualidade da Unicamp, precisamos
lidar com este tipo de dificuldade.” (FIRER; TOZONI; SAA, 2013, n.p).

Outro obstaculo destacado é o calendario de matricula de alunos ingressantes que,
ao serem convocados ao longo do ano letivo, dificulta ainda mais o desempenho daqueles
alunos que teriam dificuldades com a disciplina. Entendem que os professores das
disciplinas utilizam instrumentos e estratégias para lidar com as dificuldades dos alunos,
oferecendo horéarios de atendimento as duvidas e um esquema de monitoria com
participagdo de alunos da Pds-Graduagdo. Argumentam que “Também sdo adotadas, ja
faz tempo, estratégias que incluem listas de exercicios semanais e testes frequentes, estes

ultimos servindo aos alunos como sinalizagdo das expectativas em relacdo a sua
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aprendizagem e um retorno sobre o andamento destas.” (FIRER; TOZONI; SAA, 2013,
n.p).

Compreende-se que o artigo quis rebater a matéria que teve como tema a pesquisa
de Garzella (2013) e que informacdes colocadas de modo precipitado, podem tendenciar
opiniBes daqueles que ndo acompanham, de fato, a situacdo. Porém, entendemos também
que a pesquisa buscou evidenciar um cendrio preocupante, como 0s proprios autores do
artigo assumem, indicando um indice de reprovacdo médio de 28,5% dos alunos, havendo
turmas em que esse indice chega a 77,5%. Outro ponto é o destaque negativo dado a
aprendizagem de matematica na Educacdo Basica, no qual os autores denominam de
deformidades e que, elas sim, sdo as grandes responsaveis pela ndo aprendizagem dos
alunos em Célculo. Os autores ndo apresentam mais detalhes sobre as afirmacdes feitas
como, por exemplo, quais assuntos sdo pré-requisitos para os alunos frequentarem o
Caélculo, o que e como deve ser ensinado nas disciplinas de Calculo e o que nelas (nas
disciplinas) deve ser enfatizado. Corroboramos a importancia dada a disciplina e a
aprendizagem de seu conteudo, bem como, a cautela dos autores em prezar por um ensino
de qualidade, mas ainda nos referindo a uma citacdo do artigo, entendemos que ha uma
tendéncia a necessidade de enquadramento dos estudantes aos moldes rigidos da
instituicdo: “Como bem observado — acreditamos que de forma elogiosa pela autora da
tese — ‘quem ndo for capaz de cumprir etapas estabelecidas pela coordenagdo da
disciplina, provavelmente sera reprovado.”” (FIRER; TOZONI; SAA, 2013, n.p).

Nota-se que hd uma preocupacdo com a culpabilidade em relacdo aos indices
apontados e a falta de compreensédo dos assuntos pelos alunos, justificados com os maus
resultados da Educacdo Basica, a propria estrutura do curso que permite a entrada de
alunos ao longo do ano, ou da ementa da disciplina que, por envolver muitos assuntos,
ndo oportuniza o didlogo. Em decorréncia disso, ndo se questiona a metodologia assumida

pelos professores que, em sua maioria, optam pela aula expositiva.

Outro trabalho cujo tema nos chamou a atenc¢do foi a pesquisa de mestrado de
Rafael (2017), que estuda as medidas tomadas por universidades publicas e privadas para
reduzir os altos indices de reprovacdo e evasdo na disciplina de Célculo. Recorrendo as
informacdes fornecidas pelas secretarias das universidades, bem como, aos questionarios
respondidos por alunos e professores envolvidos com a disciplina, a autora mostra que
estas instituiches se valem de estratégias variadas para tentar diminuir esse problema.

Algumas estratégias envolvem o uso de tecnologias e outras propGem disciplinas
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preparatorias e monitorias que, em alguns casos, seriam opcionais para alunos com

dificuldade de aprendizagem na disciplina.

A autora aponta um fato interessante: nos casos em que a disciplina preparatoria
ndo é obrigatdria, 0 nimero de alunos participantes nao é expressivo. Sobre a opinido dos
professores acerca destes processos de intervencdo, a autora expde que eles até
concordam com a agdo, porém, em alguns casos, discordam da maneira como ocorre. Em
algumas situacdes, a participacdo dos alunos na disciplina preparatéria lhes deu pontos
(acréscimos a nota) e isso Ihes possibilitou serem aprovados, o que néo significa que o
aluno tenha aprendido o assunto desenvolvido pela disciplina. Outro apontamento é com
relacdo as disciplinas introdutdrias que, apesar de serem consideradas importantes nao
tém resultado expressivo, pois os professores entendem que a carga horéaria € baixa para
sanar as dificuldades que os alunos apresentam, algumas oriundas de sua formacdo na
Educacdo Basica. Diante disso, entendem que estas medidas, da forma como ocorrem,

sdo incapazes de solucionar o problema da aprendizagem na disciplina de Célculo.

A pesquisa de doutorado de Dorr (2017), também foca o elevado nimero de
reprovacdes e evasdo na disciplina de Célculo e a dificuldade de aprendizagem do assunto
pelos alunos. Dorr (2017) analisa os registros escritos de atividades, envolvendo assuntos
da disciplina, realizadas por alunos ingressantes dos cursos de Matematica da
Universidade de Brasilia, e propde identificar aspectos que possam relacionar suas
dificuldades, conceituais ou em processos de manipulagdes algébricas, com o0 processo
de aprendizagem do contetdo. Para isso, a autora opta pela criacdo de um Grupo de
Estudos de Calculo, no formato de um curso de extensdo, com dois encontros semanais
de aproximadamente duas horas e duracdo de um semestre. O grupo contou com a
participacdo voluntéaria de 46 alunos que, durante o curso de graduagdo, vivenciaram
alguma dificuldade em relagdo a aprendizagem. Foram considerados “alunos com

dificuldades” aqueles que ja haviam sido reprovados, por algum motivo, na disciplina.

Como resultado de sua investigacdo, Dorr (2017) compreende que boa parte das
dificuldades dos alunos est4d associada aos assuntos da Matematica do Ensino
Fundamental e que culminam em dificuldades para desenvolver as tarefas propostas no
curso. Em suas conclusdes de pesquisa, a autora afirma que os participantes “demonstram
ter compreendido conceitos como Limites, conhecem as regras de derivagdo ou
integracdo, porém falham nos processos operatdrios mais simples” (DORR, 2017, p. 189).

Entende que os estudantes sdo conscientes de seus obstaculos e manifestam desejo de
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supera-los. Porém, colocamos aqui em questdo a influéncia dessas dificuldades na
compreensdo de conceitos mais avancados da matemaética apresentada no Ensino
Superior. Entendemos a importancia da aplicacdo correta de técnicas e procedimentos
para calcular e, fica claro aqui, que essas dificuldades dos alunos estdo mais relacionadas
as manipulacOes e processos algébricos do que com as ideias e conceitos do Célculo. A
questdo é: o que é priorizado nas disciplinas de Calculo? H& que se priorizar determinados
processos em detrimento de compreensdes de ideias e conceitos? S8o questionamentos

que para nos vao se apresentando e que, conforme entendemos, merecem um cuidado.

As acOes da universidade, dos professores e educadores matematicos caminham
na mesma direc¢do apontada pelos alunos: percebe-se que estéo cientes dessas dificuldades
e demonstram preocupacdo com a situacdo. Voltam-se para a busca de alternativas
visando auxiliar os alunos a superar tais obstaculos. Uma dessas alternativas €, por
exemplo, a cria¢do de um curso de Fundamentos de Matematica I, como o implantado na
universidade da pesquisa de Doérr, no ano de 2016, para que os alunos ingressantes
pudessem ser assistidos em suas dificuldades e sentirem-se capazes de acompanhar a
disciplina de Célculo (DORR, 2017). Porém, novamente nos indagamos para o que se

prioriza, quando na apresentacdo dessas propostas de solugdes.

Procurando conhecer um pouco mais sobre os trabalhos em Educacdo Matematica
que focam o Calculo, voltamo-nos para o VII Seminario Internacional de Pesquisa em
Educacdo Matematica — SIPEM, organizado pela Sociedade Brasileira de Educacao
Matematica — SBEM e realizado em novembro de 2018. Como o evento € organizado em
Grupos de Trabalho e tem um grupo especifico para o Ensino Superior, visitamos os anais
do evento, considerando os trabalhos do Grupo de Trabalho 4 (GT4), Educacao

Matematica no Ensino Superior.

Voltamo-nos para esse evento por ser internacional, por congregar pesquisadores
em Educacgdo Matematica e por trazer trabalhos acerca do Célculo que contribuem para o
movimento que nos envolvemos, ao buscar clareza sobre a temética que nos interessa na
pesquisa. Este movimento envolve também vivéncias deste pesquisador que, enquanto
ser vivente, ou seja, aberto as possibilidades de vivenciar situacdes no Ensino Superior
como aluno e como professor, compreendendo junto a outros alunos, colegas de turma e
de anos posteriores, 0 que permite constituir uma visdo da disciplina de Calculo e que, na
pesquisa, nos leva a dialogar com os textos visitados, procurando explicitar o

compreendido.
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Do VII SIPEM destacamos, inicialmente, o trabalho de Rodrigues e Neves (2018)
que expde os procedimentos utilizados pelos alunos ingressantes do curso de Matematica
de uma universidade publica para resolver problemas de otimizacao. Para isso, é proposta
uma tarefa (Figura 1) que envolve “problemas de aplicacdo dos conceitos de maximo e
minimo de fungbes de uma variavel real” (RODRIGUES; NEVES, 2018, p.5).

As autoras referenciam estudos académicos que trazem como aspectos negativos
nos cursos de Calculo o alto indice de reprovacédo e abandono dos alunos e a dificuldade
da aprendizagem de assuntos da disciplina. Um deles € o de Dorr, Muniz e Neves (2016),
que

[...] em pesquisa realizada por meio da extensdo universitaria, em uma
universidade publica do Distrito Federal, junto a estudantes de CDI,
concluiram que eles apresentavam dificuldades em relacdo as operacOes e
propriedades fundamentais dos nUmeros reais, fracdes, exponenciais,
simplificacbes e fatoracdo de expressdes algébricas. Os autores alertam que
parte significativa dos estudantes, mesmo entre os ja reprovados na disciplina,
ainda apresentavam deficiéncias em calculos algébricos, sinalizando que
topicos curriculares importantes dos ensinos fundamental e médio ndo foram
compreendidos. (RODRIGUES; NEVES, 2018, p.4).

Compreende-se a importancia conferida aos processos de manipulagédo algébrica
e que sdo fatores que prejudicam a aprendizagem na disciplina de Célculo. As autoras,
referenciando Dorr, Munis e Neves (2016), dizem que os alunos tém dificuldades em
assuntos como numeros reais, fracGes, exponenciais e manipulacdes envolvendo
expressdes algébricas, concluindo que ndo foram compreendidos quando tratados na
Educacdo Béasica (RODRIGUES; NEVES, 2018).

A proposta de tarefa das autoras foi realizada por um grupo de 40 alunos,

conforme dissemos, recém ingressantes no curso de graduacdo em Matematica.

Figura 1- Atividade proposta aos alunos

Mostre que dentre todos os retangulos de mesmo perimetro, o
quadrado é o de drea maxima:

a) Utilizando seus conhecimentos de Calculo 1.
b) Utilizando apenas seus conhecimentos do Ensino Médio.

c¢) Vocé conhece o Teorema da Desigualdade das Médias?
Tente resolver o problema utilizando esse método, sabendo
que:
Para toda cole¢ao de mimeros reais positivos ay, ag, -+, a,
verifica-se a seguinte desigualdade:

M geométrica — MMaritmética

V"I"‘..‘""'r: < ul-ui'uh fay,

Fonte: (RODRIGUES; NEVES, 2018, p. 7)
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A analise das respostas dos participantes, leva Rodrigues e Neves (2018) a
concluirem que eles ndo conseguiram solucionar os problemas, fosse utilizando
procedimentos do Célculo ou do Ensino Médio. A principal dificuldade encontrada é com
relacdo aos conceitos e processos de manipulacao algébrica. As autoras argumentam que
para “além dos erros conceituais e erros algébricos, os estudantes tém dificuldades de
entendimento de enunciados de questdes aplicadas.” (RODRIGUES; NEVES, 2018, p.
10). Compreendem que, mesmo 0s alunos que demonstravam certa compreensao acerca
de determinado assunto, se deparam com obstaculos relacionados aos assuntos do Ensino
Médio.

Bianchini, Lima e Gomes (2018), expdem parte de um estudo que envolve oitenta
trabalhos apresentados no GT4 dos SIPEM de anos anteriores e que trazem como tema o
ensino e a aprendizagem nas disciplinas de Célculo, Algebra Linear e Analise
Matematica. No mapeamento, evidenciam-se algumas lacunas de estudos em tdpicos
referentes a estas disciplinas. Com relacdo ao Célculo, tema predominante dos trabalhos
apresentados (32% do total de cento e cingquenta e trés trabalhos do GT-4), os autores
apontam a inexisténcia de trabalhos que envolvem temas considerados importantes como
sequéncias e series, integrais multiplas e suas mudancas de variaveis, funcées vetoriais,
derivadas direcionais e vetor gradiente, integrais de linhas e equagOes diferenciais.
Embora sejam elencados pelos autores como importantes, no texto, ndo ha argumentos

para reafirmar tal posicéo.

Os autores entendem que, nos trabalhos do GT-4, predominam estudos que
envolvem o Célculo por se tratar de uma disciplina relevante aos alunos de cursos de
Matematica, mas, também, para outras areas da ciéncia (BIANCHINI; LIMA; GOMES,
2018). Consideramos que essa predominancia se da em decorréncia da reputacdo
conferida a disciplina ao longo dos anos, que faz, inclusive, com que ela apareca em
diversos trabalhos como uma disciplina com altos indices de reprovacdo e com assuntos

que sdo dificeis de aprender.

Em sua dissertacdo de mestrado em Matematica, vinculada ao programa
PROFMAT, Araujo (2020) propde um estudo relacionando conceitos e aplicacBes
desenvolvidos em disciplinas de Célculo com possibilidades de que sejam explorados no
Ensino Médio, entendendo que desenvolver estas ideias nesse ciclo de ensino, com uma
metodologia que possibilite uma associacdo entre graficos e suas fungdes, usando

propriedades de derivada e integral, possa auxiliar na compreensao desses conceitos. Para
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Araljo (2020, p.21), a auséncia desses assuntos na Educagao Basica “[...] torna o Célculo
uma disciplina “vila” nos curriculos superiores dos cursos de exatas ou outros onde ela é
exigida, e como consequéncia a taxa de reprovacdo nela é altissima”. O autor propde
também um estudo sobre alguns conceitos que entende como pré-requisitos para o estudo
do Célculo, tais como: razdo e proporcao; expressdes algébricas; equacdes e funcdes; e a
geometrizacdo de problemas e aplicacdes de limites de séries sem necessariamente se ater
as definicdes formais de limite (ARAUJO, 2020).

Trata-se de um estudo tedrico e de uma proposta de implementagdo que apresenta
tarefas que envolvem conceitos do Calculo e, também, assuntos matematicos entendidos

como importantes para a compreensdo do Calculo. Nas conclus@es, o autor explicita que

Os objetivos atingidos foram a geometrizagéo de problemas e as defini¢des de
derivada e integral sem a definicdo formal de limite, sendo que os topicos de
Célculo foram produzidos baseados em demonstracBes, visualizacGes
geométricas e aplicacdes das propriedades, de modo a facilitar o entendimento
por parte do aluno de ensino médio. (ARAUJO, 2020, p. 108)

Como nédo h& uma aplicacdo da proposta, o estudo ndo apresenta uma anélise de
resultados de uma implementacéo, o que, conforme entendemos, poderia corroborar com
as inferéncias feitas na pesquisa.

Para a especificidade do contexto em que esta pesquisa é desenvolvida,
consideraremos um trabalho de concluséo de curso de Graduagéo realizado por Pereira
(2019), cuja proposta foi estudar os indices de permanéncia e continuidade de alunos que
frequentaram as disciplinas de Calculo em cursos de graduacdo da Unesp campus
Guaratingueta, entre os anos de 2015 e 2018. A pesquisa traz como principais
apontamentos uma melhora neste indice, quando comparado com o de anos anteriores.
No periodo proposto, o indice de aprovacdo nos cursos da disciplina foi de 61,87%. Outro
aspecto € uma maior taxa de reprovacdo de alunos dos cursos de Licenciatura e
Bacharelado em Fisica e Licenciatura em Matematica, comparados com os indices dos
cursos de Engenharia. Segundo Pereira (2019, p. 77), “0s cursos de engenharia
apresentam maior indice de aprovacdo, com 64,74%, seguido pelo curso de matematica
com 54%, e depois temos o curso de fisica com 49,58%”.

A maior parte dos trabalhos para os quais nos voltamos ddo destaque as
dificuldades que alunos apresentam na aprendizagem do contetdo da disciplina. Ha a
preocupacdo em propor reflexdes para a diminuicdo dos obsticulos geradores dessa

dificuldade. Parece ser um caminho natural a ser trilhado. Assim como também é pensar
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em outros modos de abordar os assuntos de Calculo com recursos que antes ndo nos
estavam a méo.

Dentre esses recursos que anteriormente ndo faziam parte das aulas de
Matematica, estdo as Tecnologias Digitais (TD) e, a partir deste ponto, voltamos nosso
olhar para os trabalhos que as consideram como possibilidades para o ensino e a

aprendizagem em Calculo.

2.2 O Célculo e as Tecnologias Digitais

Neste rol de trabalhos que tem como objeto de estudo a disciplina de Calculo,
temos aqueles que se voltam, de maneira especifica, para o0s recursos tecnoldgicos, para
as Tecnologias Digitais da Informagdo e Comunicagdo ou, simplesmente, para as
Tecnologias Digitais (TD).

Fazendo uma busca no Banco de Teses e Dissertacdes da CAPES, nos deparamos
com diversos trabalhos cujo tema era Célculo e as tecnologias. Para refinar a busca
consideramos trabalhos realizados nos ultimos vinte anos, no &mbito das ciéncias
humanas, especificamente na area de Ensino. A partir da leitura dos resumos, elegemos
seis trabalhos que sdo vinculados a Educacdo Matematica e que enfatizam as tecnologias

como possibilidades para o ensino e a aprendizagem de assuntos da disciplina.

A pesquisa de doutorado de Jussara de Loyola Araujo (2002) analisa as discussdes
que ocorrem entre alunos da disciplina de Calculo, quando estdo com as tecnologias
informaticas, mais especificamente com o aplicativo Maple, desenvolvendo atividades na

perspectiva da Modelagem Matematica.

A autora destaca que o uso da tecnologia em atividades de Modelagem
Matematica abriu outras possibilidades para que ocorram a investigacdo e a interacao
entre os sujeitos de sua pesquisa. Porém, faz a ressalva de que a utilizacdo das tecnologias
ndo ¢ uma garantia de que isso ocorra. Destaca a necessidade de um “convite as
investigacoes”, feito pelo proprio professor ou pelos colegas de turma, e que traz como
possibilidade o dialogo, num movimento que a autora chama de negociacdo de
significado (ARAUJO, 2002).

Avancando em suas consideracdes, a autora argumenta que

[...] foi solicitado aos alunos que buscassem situagdes do cotidiano para serem
estudadas, e que utilizassem, para isso, o conteldo matematico e o computador,
mas quando surgiu a possibilidade da constituicdo de cenarios para
investigacdo envolvendo essas situacfes do cotidiano, obsticulos foram
colocados. (ARAUJO, 2002, p. 161).
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Segundo a autora, a interacdo entre seres humanos e tecnologias abriu
possibilidades de investigacdo. Porém, isso ndo evitou os obstaculos de ver a matematica
em contextos cotidianos. Uma justificativa para tal obstaculo pode ser a imagem que se
tem da Matematica, como desvinculada das situacdes da realidade, levando a dificuldade
de relacionar a Matematica da sala de aula com as atividades cotidianas. Esse modo de
compreender a Matematica é decorrente da forma pela qual ela é tratada no ambiente
escolar. Compreendemos que os apontamentos de Aradjo (2002) vao ao encontro de uma
pratica de ensino da matematica que prioriza a transmissdo de técnicas para efetuar
calculos, sem que ele (aluno) tenha a oportunidade de desenvolver compreensdes que
explicitem o significado desses assuntos que, tal qual entendemos, poderiam auxilia-lo a

ver a Matematica em diferentes ramos da vida.

Em sua dissertacdo de mestrado, Domenico (2006) volta-se para as dificuldades
que alunos de cursos de Educacdo Superior apresentam com relagdo aos assuntos tratados
em Calculo, justificando que advém de um baixo aproveitamento dos estudos da
matematica proposta nos ensinos fundamental e médio. Um dos fatores apontados pelo
autor para a ocorréncia dessa dificuldade é que anteriormente, no Ensino Médio, eram
abordadas em aulas de matematica nocGes de limites e derivada e que, assim, " [...] 0s
ingressantes nos cursos de Exatas e Tecnhologia, ao se depararem com Calculo Diferencial
e Integral conheciam todos os fundamentos minimos para um bom aproveitamento desse
Programa de Aprendizagem.” (DOMENICO, 2006, p. 21). Talvez a ideia de que propor
nocbes prévias acerca desses assuntos possa auxiliar em sua compreensdo. Porém,
questionamos se a Educacdo Béasica € o momento ideal para que essas ideias sejam
propostas, visto que ja possui suas especificidades. Embora o autor afirme tais

contribuigdes, ndo traz estudos para embasar as compreensdes expressas em sua pesquisa.

Avancando, o autor sugere o uso das tecnologias como alternativa para ajudar os
alunos a superarem dificuldades com assuntos de Calculo, de forma mais especifica, o
objeto de aprendizagem denominado X-Linha. Esse objeto € parte da plataforma de
aprendizagem Eureka, utilizada a época em cursos da Pontificia Universidade Catolica
do Parana - PUCPR, e foi apresentado aos alunos como complementacgéo ao estudo de
assuntos da disciplina de Calculo, por exemplo, no estudo de derivadas e maximos e
minimos de funcdes, favorecendo a interacdo entre os alunos e entre eles e o tutor da

disciplina (DOMENICO, 2006). O autor salienta que essa interacdo é possivel devido a
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plataforma possuir recursos comunicativos, tais como chats, correio eletrénico e férum,

em que o contato entre alunos e tutores pode se dar de formas sincronas e assincronas.

O autor destaca a importancia do professor para que 0 recurso se torne
efetivamente uma ferramenta de aprendizagem para os alunos, podendo vir a
complementar o que é trabalhado nas aulas. Domenico (2006) destaca o desconhecimento
e a resisténcia dos docentes da disciplina de Célculo em considerar o recurso para suas

aulas, embora, durante a pesquisa, tenham afirmado a intencéo de conhecé-lo.

Na anélise da pesquisa o autor enfatiza que os alunos afirmavam pouco conhecer
o aplicativo, pois ndo haviam sido estimulados por seus professores. Por outro lado, 0s
professores argumentam encontrar dificuldades para tal estimulo sem que haja uma
posterior “compensagdo”, por exemplo, revertendo em nota para alunos que fizessem uso
da ferramenta. Porém, segundo entendem, trata-se de materiais e recursos que poderiam
favorecer a compreensdo do aluno, e isso, por si s6, ja deveria ser uma motivagdo
(DOMENICO, 2006).

Compreende-se dos apontamentos feitos por Domenico (2006) que o uso da
tecnologia proposta se trata de um complemento para as acdes de ensino dos professores,

um recurso a mais, e nao parte de sua metodologia, ou mesmo, estratégia.

Em sua tese de doutoramento, Barbosa (2009) objetiva investigar como 0s sujeitos
de sua pesquisa produzem conhecimento acerca dos assuntos fungdo composta e regra
da cadeia, da perspectiva do construto tedrico seres-humanos-com-midias. O grupo de
alunos participantes constituiu um coletivo denominado alunos-com-tecnologias e
desenvolveu atividades numa abordagem grafica com o aplicativo Winplot. Nessa
perspectiva, as tecnologias sdo entendidas como o que “[...] transformam o modo como o
conhecimento é produzido, reorganizando a forma de interagir e pensar” (BARBOSA,
2009, p.6).

A autora destaca a producdo de conhecimento nesse ambiente mediante o
desenvolvimento das tarefas, ressaltando que o processo de visualizacéo é potencializado
pelas tecnologias, pois possibilitam a formulagdo de conjecturas, validadas ou refutadas,
no entrelagamento do que se mostrou nas representagdes gréficas e nas discussdes entre
os alunos. Conclui que as potencialidades das TIC auxiliam professores na proposta de
tarefas envolvendo assuntos do Calculo numa abordagem diferente daquela que se atém

estritamente aos procedimentos algébricos e que pouco consideram a visualizagdo. A
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visualizagdo e as representagdes multiplas sdo potencializadas pelo Winplot e podem se

abrir em possibilidades para a producgéo de conhecimento dos alunos (BARBOSA, 2009).

Para a autora,

A producdo do conhecimento matematico ocorreu nas discussdes com o
parceiro e, fundamentalmente, no processo de interpretacdo individual,
expresso na forma oral, na forma escrita, ou na agdo de trabalhar com o
computador. Esse processo individual nao significa um individuo sozinho, mas
imbricado de todo um coletivo que pensa junto com ele (BARBOSA, 2009,
p.160).

Como coletivo que pensa, entende-se em Barbosa (2009), todos os envolvidos

nesse ambiente, ou seja, 0s alunos, o professor e as tecnologias.

A autora destaca a importancia de uma mudanca de postura do professor, para que
ele repense sua pratica e sua funcéo de educador, como de um facilitador da aprendizagem
e ndo a de um transmissor de conhecimento. Ressalta, ainda, que sua pesquisa ndo se
constitui em uma “receita pronta” para ser aplicada aos alunos de modo que eles venham
a aprender os assuntos tratados na disciplina de Célculo. Antes, é uma proposta que pode
inspirar a elaboracdo de outras tarefas adequadas ao contexto especifico no qual o
professor esta atuando (BARBOSA, 2009). Percebe-se o foco na compreensao das ideias
relacionadas ao Calculo e ndo, como mencionado pela autora, nos procedimentos e
manipulacdes algebricas. Tira o foco do professor, tratado, por vezes, como detentor e
transmissor de conhecimento, e foca no aluno, no sujeito, naquele que é capaz de

desenvolver conhecimento nesse ambiente denominado de coletivo que pensa.

Na pesquisa de mestrado de Miquelino (2012), o autor se ateve a analisar como as
tecnologias influenciam o desenvolvimento profissional de professores da disciplina de
Caélculo em quatro Instituicdes de Ensino Superior da cidade de Uberaba, estado de Minas
Gerais. Foram contatados 14 professores que ministram a disciplina e que aceitaram
participar das entrevistas. A escolha por professores de Calculo se deu em decorréncia de
ser ela uma disciplina presente em diversos cursos de graduacdo e em razdo dos
obstaculos que ela apresenta que, segundo o autor, sdo de cunho epistemoldgico e

didatico, que acarreta os altos indices de reprovacdo de alunos (MIQUELINO, 2012).

O foco desse trabalho esta no professor, ou seja, em sua pratica e desenvolvimento
profissional pois, como entende o0 autor, quando se pensa numa mudanga frente aos

obstaculos anteriormente expostos, é preciso pensar na a¢do do professor.

As transformacdes que séo necessarias exigem uma participacdo mais efetiva
dos professores — nao ha inovagdo no ensino, se ndo houver o envolvimento e
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0 comprometimento dos docentes. Assim como, a pratica da investigacéo e da
atitude reflexiva, a autonomia sdo elementos imprescindiveis para a
aprendizagem e o desenvolvimento profissional. (MIQUELINO, 2012, p.
104).

No dialogo com os professores, Miquelino (2012) apresenta alguns motivos
apontados por eles para se especializarem no uso das tecnologias, de modo mais
especifico, para o ensino de assuntos do Calculo. Os professores entendem que elas (as
tecnologias) séo facilitadoras do processo de aprendizagem e que possuem potencial para
estimular o desenvolvimento de habilidades como a de criagdo de associagdes,
estabelecimento de comparacdes e analise e que possuem potencial de estimular um maior

envolvimento por parte dos alunos, aumentando a participacao e colaboracao.

Outros apontamentos caminham na direcdo de enfatizar que as tecnologias
potencializam, sobretudo, a visualizacdo de conceitos da disciplina, pois permitem que
assuntos do Calculo sejam explorados em “seus aspectos, geométrico e dinamicol...]
[permitindo] [...] simular e explorar situacdes, fazer conjecturas, refutd-las ou valida-las;
estimulam a criatividade e o interesse pelo estudo da disciplina.” (MIQUELINO, 2012,
p. 106). O autor destaca, ainda, que os professores entrevistados mencionam o uso do
Datashow, evidenciando que eles utilizam o aplicativo em suas aulas em conjunto com
um projetor, ou seja, para expor determinada maneira de resolver um exercicio ou para
apresentar algum assunto da disciplina em uma abordagem denominada pelo autor de

instrucionista.

O autor conclui que as tecnologias fazem parte do desenvolvimento profissional
dos professores quando estes consideram sua importdncia para a aprendizagem de
assuntos da disciplina e contribui para a pratica educativa a medida que pde sob reflexao
os métodos utilizados para ensinar com elas (MIQUELINO, 2012).

Compreende-se que a concepc¢ao de uso das tecnologias por parte dos professores
pode estar vinculada a uma provavel acomodacdo dos modos tradicionais de ensinar.
Projetar o material da aula em Datashow, mesmo que seja de um aplicativo matematico,
acaba por limitar a experiéncia do aluno com o assunto, isso sem falar na simples
transposicao de ideias em forma de textos e imagens estaticas de livros didaticos para

uma apresentacéo, por exemplo.

Miranda (2018) desenvolve sua pesquisa com alunos de engenharia visando
analisar suas compreensdes sobre integral dupla. Para a pesquisa o assunto é explorado a

partir de atividades desenvolvidas em um ambiente com a tecnologia e a representacao
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figural por meio de impressdo 3D. Para as tarefas, a autora usa um applet do aplicativo
GeoGebra para obter as representacdes graficas dos sélidos impressos em 3D,

denominadas na pesquisa de esculturas matematicas.

A autora destaca que a proposta possui potencial para desenvolver importantes
concepgdes sobre integral dupla como volume de um solido e, também, concepcdes sobre
os significados do calculo da primeira e segunda integral (MIRANDA, 2018). Considera,
ainda, o desenvolvimento de metaforas por parte dos participantes, como a associagdo
dos graficos de funcGes com objetos que ja conhecem, por exemplo, pista de skate e
rampa. Outras met&foras como risco, linha, para se referir a reta; espacada, para se referir

a planos; onda, para se referir as representacdes das funcdes seno e cosseno.

Em sua tese de doutorado, Backendorf (2020) traz como proposta de investigacao,
analisar, da perspectiva da teoria da abstracdo reflexionante de Jean Piaget, 0 modo pelo
qual ocorre a compreensao do conceito de integral dupla, trazendo como alternativa o uso
de um applet do GeoGebra. Segundo essa teoria, € por meio das experiéncias que o sujeito
conhece 0 mundo, no sentido de que o conhecimento € construido a partir da interacdo
sujeito e objeto (BACKENDOREF, 2020).

Para atingir os objetivos da pesquisa, Backendorf (2020) se prop0s a entrevistar 7
alunos de Engenharia cursantes da disciplina de Calculo 1 da UNIVATES, campus
Lajeado/RS. Os alunos foram entrevistados enquanto desenvolviam uma tarefa proposta
para esse estudo e que envolveu o assunto de integral dupla e o uso de uma construcao ja
pronta (applet) no GeoGebra. Esse applet permitia inserir fungdes que representam
determinado sélido (que era projetado pelo aplicativo na tela do dispositivo) e encontrar
o valor referente ao seu volume (aproximado) como resultado de uma soma dos volumes
dos prismas retangulares construidos a partir de sua base.

Na andlise dos dados, a autora conclui que o uso do aplicativo contribuiu para o
desenvolvimento de conceitos matematicos e que, essa compreensdo, foi favorecida pela
interacdo envolvendo os estudantes e o applet, sem deixar de considerar como importante
a intervencdo da pesquisadora durante o processo, mediando e planejando a tarefa
(BACKENDORF, 2020).

Esses trabalhos nos permitem ver que se mantém a preocupa¢do com os altos
indices de evaséo e reprovacgdo na disciplina de Calculo. As principais causas explicitadas
estdo relacionadas a dificuldade de aprendizagem em assuntos da disciplina, sobretudo,

inferindo que tais dificuldades estdo relacionadas a defasagem na aprendizagem de
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assuntos matematicos da Educacdo Basica. Com as afirmacOes apresentadas nesses
trabalhos, compreende-se que tais dificuldades podem estar vinculadas a manipulagéo e
aplicacdo de regras e técnicas para calcular. Compreendemos que ha uma tendéncia para
que se priorize as manipulac@es para calcular em detrimento dos significados a serem

desenvolvidos em Calculo.

Outro fator de destaque é dado as opc¢des metodoldgicas para o ensino de assuntos
do Célculo e a énfase que se da ao tratamento algébrico em detrimento dos aspectos
geométricos. Pesquisadores se voltam para a tematica buscando alternativas para o ensino
que diminuam as dificuldades dos alunos. Dentre essas, evidencia-se um recurso: as

Tecnologias Digitais.

Nota-se pelos trabalhos que ha divergéncias sobre o uso das tecnologias para
ensinar e aprender. Em alguns casos, esse uso ainda esta muito relacionado com praticas
tradicionais de ensino, em que o professor é o detentor do conhecimento e deve transmiti-
lo, “depositd-10” no aluno, como no caso em que se usa o Datashow e slides para expor
ideias ou mostrar aos alunos 0 modo como ele, professor, resolveu a situagdo. Esse modo
de uso determina o que deve ou ndo ser visto e compreendido. Em outros casos, ha a
criacdo de uma plataforma digital para que o aluno tenha acesso ao material da disciplina
em sua casa. Outras pesquisas avangam para uma concepc¢édo de uso da tecnologia que
favoreca maior interacdo do aluno, e possibilite fazer exploragdo e investigacdo. Sao
concepcdes distintas de uso das tecnologias e que nos provocam a pensar até que ponto
as tecnologias estdo sendo utilizadas para se ensinar e aprender? Até que ponto elas
auxiliam nesses processos? Poderiam ser apenas um outro modo para exposicdo e
reproducdo de um método de ensino, dito tradicional? O que se mostra é que ha um modo
de ensinar que ja vem sendo utilizado ha anos e que, pelos trabalhos apresentados, vé-se

a manutencdo de diversos obstaculos a aprendizagem.

Esse modo pelo qual as pesquisas vao trazendo as tecnologias, para favorecer a
aprendizagem em Calculo, nos faz interessados em conhecer uma tecnologia especifica,
a Realidade Aumentada. A seguir, trazemos alguns elementos que nos permitam dizer

dessa tecnologia.

2.3 Realidade Aumentada e o Célculo
Considerando o foco desta investigacdo, voltamo-nos para trabalhos que
tematizassem o ensino de Célculo com a Realidade Aumentada. Os trabalhos analisados
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nos permitem explicitar alguns temas e questdes que neles séo enfatizados e que sdo

relevantes para compreender a regido de inqueérito da nossa pesquisa.

O primeiro trabalho que trazemos, expde atividades desenvolvidas com alunos do
Ensino Médio para tratar assuntos de Geometria Espacial. Nele, interpretamos a
importancia da visualizacdo, que também seré destacada no ensino de Calculo.

Trata-se da dissertacdo de mestrado de Valentim (2017), que investiga um
aplicativo de Realidade Aumentada com o aplicativo NIZ, usado em computadores. Com
ele, os alunos observam sélidos geométricos e tém a possibilidade de manipula-los. As
atividades foram desenvolvidas com 60 alunos do segundo ano do Ensino Médio de uma

escola particular de Duque de Caxias, no Rio de Janeiro.

O autor justifica a opcéo pelo NIZ devido sua praticidade de uso e por entender
que ele permite realizar exploragdes necessarias ao desenvolvimento de ideias tratadas na
disciplina de Geometria Espacial. Trata-se de um aplicativo que usa marcadores. Para a
pesquisa foi proposta uma atividade de criacdo de um cubo cujas faces tém marcadores
diferentes. A Figura 2 apresenta o cubo com os marcadores construidos (VALENTIM,
2017).

Figura 2 - Cubo de marcadores

Fonte: Valentim (2017, p.31)
Quando a camera do dispositivo capta 0 marcador de uma das faces do cubo, o

objeto digital aparece na tela, como o mostrado na Figura 3. E possivel rotacionar,
diminuir e ampliar os objetos digitais clicando em botbes dispostos na tela do

computador.
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Figura 3 - Solidos geométricos gerados pelo N1Z

Prisma retangular Prisma paralelogramo Prisma trapezoidal

Piramide quadrada Piramide hexagonal Pirdmide dodecagonal

Fonte: (VALENTIM, 2017, p. 32)
Em suas conclusdes, o autor argumenta que

[...] um aluno se queixou que tinha problemas em visualizar as imagens
desenhadas no método tradicional. Esse aluno mesmo tinha dificuldade em
visualizar a figura em trés dimensdes pois as via como algo “chapado” em duas
dimensdes como estavam desenhadas em uma superficie plana. (VALENTIM,
2017, p. 39).

Segundo o que interpreta Valentim (2017), o aluno, ao realizar manipula¢ées com
o aplicativo, identifica uma diferenca entre visualizar o sélido desenhado no papel
“chapado” (ou visto na tela do computador) e a projecdo em Realidade Aumentada que é
tridimensional e permite que o aluno, a0 mover o cubo, veja as outras faces do objeto.

Destaca, ainda, o envolvimento dos alunos nas atividades propostas (VALENTIM, 2017).

Embora seja um aplicativo que possibilita uma experiéncia em Realidade
Aumentada, entendemos que seu uso em um computador limita a experiéncia do usuério,
quando comparado com outras opc¢des que podem ser utilizadas em smartphones, por

exemplo.

A pesquisa de Moussa (2016) tem como objetivo analisar aspectos da visualizacdo
favorecidos pela construcdo de graficos tridimensionais. Para tanto, usou um aplicativo
de Realidade Aumentada desenvolvido para smartphone e tablet com sistema operacional
Android. Para desenvolver o aplicativo GraficosRA, o autor utilizou o Android Studio e

a biblioteca ARToolKit, com o recurso de marcadores. Ou seja, quando a camera do
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dispositivo capta um marcador (um cédigo previamente gerado e impresso em papel), o

objeto digital aparece na tela, como se estivesse projetado no ambiente fisico do usuario.

Um exemplo de uso do aplicativo em Moussa (2016) esta representado na Figura
4. Ao Fundo, podemos observar uma folha com o marcador e, na cor verde, o grafico

tridimensional projetado e seu posicionamento no espago com 0s eixos X, y e Z.

Figura 4 - Grafico de uma das atividades propostas na pesquisa
I N © SYRLEY RN
€ Sobre Q

Atvalizaglbo do sisterma
Status
InformagOes legais

Informag8o regulamentar

Numero do modelo

Veeshio do Androld

Informagbo de Hardwaore

Fonte: (MOUSSA, 2016, p. 44)
O autor relata que o GraficosRA foi eficaz para o objetivo determinado: explorar

a visualizagdo tridimensional de graficos, conforme relato dos professores e alunos que o
utilizaram. Um dos professores diz que o aplicativo auxiliou os alunos na resolucao dos
exercicios, mas, destaca o autor, algumas dificuldades foram evidenciadas e alguns
cuidados séo necessarios. Por exemplo, o aplicativo apresentou problemas em alguns
dispositivos devido as versbes do Android, que ndo suportavam os graficos em RA.
Relativamente aos marcadores, € necessario cuidado, pois se 0 marcador possuir simetria
em seu formato, o objeto pode ser reposicionado pelo aplicativo durante a exploragéo e
dificultar a percepcéo tridimensional (MOUSSA, 2016).

Em um artigo publicado no VI Congresso Brasileiro de Informética na Educacédo
(CBIE 2017), Pereira et al. (2017) apresentam, como possibilidade para o ensino de
Calculo, um aplicativo para a visualizacdo de superficies quadricas - 0 EQucAR Quadrics.
Conforme os autores, esse aplicativo possibilita mover tanto o marcador como o proprio
dispositivo, permitindo analisar as superficies projetadas que, pelo movimento, vao sendo
vistas de diferentes perspectivas. E possivel, também, pela modificacdo de alguns

parametros, alterar a superficie projetada.

O estudo contou com a participacgdo de 37 alunos de diversos cursos de graduagéo

na area de ciéncias exatas do Instituto de Ciéncias Exatas e Engenharias da Universidade
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Federal de Juiz de Fora. Os participantes ja haviam cursado a disciplina de Calculo 2 em

Sseus respectivos cursos.

Porém, antes da aplicacdo das atividades, os autores realizaram um estudo piloto
com 32 alunos da mesma instituicdo, o que permitiu correcbes no aplicativo que seria
utilizado na pesquisa. Apos apontamentos dos participantes do estudo piloto, os autores
entenderam que para aperfeicoar 0 recurso era preciso inserir, por exemplo, a
possibilidade de o usuario realizar modificagdes nos parametros da funcdo que

estudavam.

Apds o desenvolvimento das tarefas, os autores relatam que os participantes
consideraram que o aplicativo contribui para a aprendizagem de assuntos do Célculo e
que é de facil manuseio. A possibilidade de alterar valores dos pardmetros e ver a
mudanca do grafico em tempo real, foi um aspecto destacado como positivo, por facilitar
aexploracdo, o que ndo € um recurso disponivel na maior parte dos aplicativos educativos
que permitem explorar em RA (PEREIRA et al., 2017).

Figura 5 - Tela do smartphone durante o uso do EducAR - Quadrics

Fonte: (PEREIRA et al., 2017, p. 598)

No entanto, 0s autores ressaltam que, apesar da avaliacdo positiva, 0s alunos
destacaram o que consideraram uma limitag&o, pois o aplicativo restringia a representacao
de algumas funcdes. Ou seja, ndo era possivel inserir uma equacao e ver sua representacao
gréafica, como acontece no GeoGebra Calculadora 3D. A impossibilidade de rotacionar a

superficie sobre o marcador, também foi destacada como um aspecto desfavoravel.

A pesquisa de Schaun (2019), investigou como alunos da disciplina de Célculo da

Universidade Federal de Pelotas compreendem conceitos de superficies quadricas com o



43

uso da Realidade Aumentada para visualizar objetos tridimensionais. A autora realizou
com os alunos uma tarefa que foi preparada e proposta por ela, usando aplicativos de RA.
Os dados dessa pesquisa se constituiram da folha de resposta dos alunos participantes e
um questionario respondido por eles. Houve ainda entrevistas com os professores das
turmas para saber aspectos de sua formagéo e como consideram o uso de tecnologias na

disciplina de Calculo.

A autora optou pelo uso do MateAR, aplicativo desenvolvido pelo Instituto
Tecnoldgico e de Estudos Superiores de Monterrey no México, que usa marcadores para
projetar via tela dos smartphones (com o sistema operacional Android) objetos
matematicos, tais como: “elipsoides, hiperboloides de uma folha, hiperboloides de duas
folhas, cones elipticos, paraboloides elipticos e paraboloides hiperbolicos e um sétimo
marcador, que necessita da descricdo algébrica da quadrica que se deseja projetar,
possibilitando, por exemplo, a variacao de eixos.” (SCHAUN, 2019, p.40).

Inicialmente a pesquisadora acompanhou aulas em duas turmas de disciplinas de
Caélculo da Universidade em que a pesquisa ocorreu. Isso a auxiliou na elaboracédo da
tarefa que, posteriormente, foi realizada com os estudantes. Ela destaca a dificuldade que
encontrou relativamente a colaboracdo dos professores das turmas, pois muitos nédo
estavam dispostos a permitir que suas turmas fizessem parte desse estudo. Desse modo,

a tarefa foi desenvolvida com apenas duas turmas (SCHAUN, 2019).

Em suas conclusdes, Schaun (2019) argumenta que o uso do aplicativo auxiliou
estudantes na compreenséo de graficos tridimensionais relacionados as caracteristicas de
superficies quadricas, assim como, proporcionou uma mudanca na dindmica da sala de
aula, uma vez que houve maior disposicao e participacdo dos alunos na atividade e uma

mudanga de postura do professor, que acompanhou o desenvolvimento da proposta.

A pesquisa de mestrado de Schuster (2020), traz como proposta investigar como
ela, enquanto professora e pesquisadora, constitui conhecimento matematico ao estar com
a tecnologia de realidade aumentada. No decorrer da pesquisa, Schuster fez gravacdes de
videos de diferentes momentos, incluindo os de seus estudos quando participou de um
curso de extensdo: Cyberformacéo com professores de matematica: o uso de Tecnologias
de Realidade Aumentada, oferecido pela Universidade Federal do Rio Grande do Sul.
Esse curso teve duragdo de 40 horas, distribuidas entre encontros presenciais, leituras,

planejamento de uma tarefa e seu desenvolvimento com alunos da Educacgdo Bésica. Os
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participantes tiveram contato com o programa Blender e o aplicativo AndAR. Porém,
Schuster também relata que fez uso, em seus estudos, do aplicativo GeoGebra
Calculadora 3D. Constituiram-se dados da pesquisa os registros das

[...] anotacGes da pesquisadora/professora em diferentes momentos (no curso
de extensdo, no planejamento individual e coletivo da atividade, nas
orientacfes com o seu orientador e conversas com 0 grupo de pesquisa), nas
quais foram registradas informacBes, ddvidas e atitudes consideradas
importantes e que pudessem responder a pergunta diretriz da investigacéo [...];
gravacOes de audio e video, pois armazenam as falas e as imagens importantes
para a analise; e-mails; e conversas através do aplicativo WhatsApp, as quais
também serviram para a producdo de dados, principalmente durante as
discussBes em grupo e com o grupo de pesquisa. (SCHUSTER, 2020, p. 59)

Como resultado de seu movimento de autoanalise da experiéncia vivida em seus
estudos envolvendo assuntos da matematica e a RA, Schuster (2020) compreende que
pdde constituir conhecimento: Com-Hologréficos; pela Oralidade-com-TD de RA; e
Com-o0-Cybercorpo, da perspectiva do corpo-proprio-com-TD de RA. Entende que,

diante das possibilidades que Ihes foram abertas pela RA, constituiu conhecimento

[...] pela maneira que a professora/pesquisadora se transforma ao estar no
contexto de RA, se materializando com os hologréaficos; ao conversar consigo
mesma e com a TD de RA, trabalhando e pensando com a TD de RA maneiras
para resolver problemas que foram acontecendo naquele contexto especifico,
criado pela RA, propiciando assim uma aprendizagem situada; e por meio do
seu movimento corpdreo ao estar nesse ambiente, por exemplo, caminhando
em torno dos hologréaficos ali projetados e, também, utilizando-se desses
movimentos para que pudesse resolver as questdes que fossem surgindo
naquele contexto, assim, evidenciando o ato de saber-fazer-com-TD de RA.
(SCHUSTER, 2020, p. 108).

Dentre os assuntos explorados pela autora em seus estudos, estdo: pontos de
maximos, minimos e pontos de sela; curvas de nivel; e dominio e imagem de funcdes de

duas variaveis.

Da perspectiva de uma Cyberformacdo com a RA, Schuster (2020) se envolve
num movimento em que lhe é possivel pensar-com a RA. Dessa perspectiva, a RA é mais
do que um modo agil e facil para desempenhar uma tarefa. Ela (a RA) abre possibilidades
para que se pense com ela, faz parte do proprio movimento de pensar do sujeito. 1sso
permite que a autora va constituindo conhecimento com os holograficos, movendo-se

para explora-los e explicitando suas compreensdes.

Nosso movimento para compreender estudos realizados, possibilitou conhecer
algumas experiéncias de ensino de matematica com a RA. Mostra-se que os aplicativos
apresentam diferentes caracteristicas e permitem tratar aspectos distintos do ensino de

matematica, realizando exploracdo com a RA. Pelo que enfatizam os autores, 0s
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aplicativos de RA contribuem para explorar a visualiza¢do, uma caracteristica importante
a compreensdo matematica. No entanto, por ser uma tecnologia recente em termos de
discussdo para o ensino, percebe-se que ainda ha um longo caminho a percorrer e varios
obstaculos a serem vencidos, como descreve Moussa (2016) ao se deparar com problemas
no uso dos marcadores para o aplicativo GraficosRA.

Esses obstaculos vdo sendo identificados no uso dos aplicativos e, como
entendemos, vao sendo ultrapassados pelos desenvolvedores ao levarem em consideragédo
as pesquisas que estdo sendo desenvolvidas e 0s avangos das tecnologias, que vao nos
colocando & mao outras possibilidades. O uso de marcadores, por exemplo, ja vem sendo
substituido por dispositivos que sdo capazes de reconhecer superficies planas no ambiente
fisico do usuario. Com isso, aplicativos como o GeoGebra, permitem que o usuario veja
0s objetos digitais em sincronia com os do espaco fisico em que est4, como se estivesse

em cima de uma mesa, por exemplo.

Compreende-se que a Realidade Aumentada solicita de nés (sujeito vivente que
somos) um modo distinto de lidar com as tecnologias que, apesar das limitagdes que 0s
aplicativos ainda possuem, merece estudo mais detalhado para que se evidencie as
possibilidades que se abrem ao trabalho do professor e, a constituicdo de conhecimento

do professor e do aluno, nesta pesquisa, de modo especifico, acerca do ensino de Calculo.

Desse modo, ao visitar estudos ja realizados, vamos compreendendo o lugar desta
pesquisa no ambito da Educacdo Matematica. Ela, nos permitiu direcionar nosso olhar
(enquanto objetivo de pesquisa) e entender que ainda had muito a ser compreendido acerca
da constituicdo de conhecimento em Calculo. Nesta pesquisa, buscamos compreensdes
acerca dos modos pelos quais alunos do curso de Licenciatura em Matematica constituem
conhecimento ao fazerem exploracdes com aplicativo de RA, em uma perspectiva

fenomenoldgica, que considera a percepg¢do o primado do conhecimento.
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3 REALIDADE AUMENTADA: EXPLICITANDO COMPREENSOES

Nesta sec¢do, iremos apresentar o conceito de Realidade Aumentada (RA) que, na
maioria de nossas leituras, vem acompanhado de uma comparagdo com o de Realidade
Virtual. Trata-se de uma tecnologia em constante desenvolvimento, o que faz com que
seu conceito e modos de utilizacdo sejam revisitados com certa frequéncia. Um exemplo
disso é o uso de smartphones, tablets e outros dispositivos tecnoldgicos maéveis que,
recentemente, tomaram conta de nossas rotinas diérias, fazendo parte de diversas de
nossas tarefas e que passaram a possibilitar outros modos de imersdo a serem

experienciados/vividos pelo(a) usuario/pessoa.

Assim, em nossa exposicao, traremos algumas situagdes nas quais se pode ver sua
utilizacdo e expor o modo como a RA vem sendo compreendida pelos autores lidos. Em
seguida, propomos um olhar que se volte para aspectos filosoficos que envolvem o tema
pois, ao assumir nesta pesquisa a postura fenomenoldgica, entendemos que 0s termos
realidade aumentada e virtual merecem nossa atencdo. De que realidade dizem esses
conceitos, sendo da realidade vivida por nos, sujeitos sempre abertos as possibilidades de

vivenciar as coisas do/no mundo?

3.1 Ossignificado atribuido a tecnologia Realidade Aumentada

O conceito de Realidade Aumentada ndo é algo tdo novo como alguns podem
pensar. Trata-se de uma tecnologia que vem ganhando avancos com relacao aos recursos
e formas de acesso que, atualmente, se destacam nos negdcios, no entretenimento, e se

tornando cada vez mais presente em diversas areas e no dia a dia.

Segundo Claudio Kirner, os conceitos relacionados a Realidade Aumentada (RA)
e a Realidade Virtual (RV) surgiram no inicio da década de 60 e, em decorréncia dos
constantes avangos tecnoldgicos, sofreram algumas modificagdes (KIRNER, 2011).

Para o autor, a RV

[...] € uma interface computacional que permite ao usuario interagir, em tempo
real, em um espaco tridimensional gerado por computador, usando seus
sentidos, através de dispositivos especiais.

O usuario pode perceber o mundo virtual, através de uma janela constituida
pela tela do monitor ou pela tela de projecéo, ou ser inserido no mundo virtual
[...] ou de salas com multiprojecdo (cavernas) e dispositivos de interacdo.
(KIRNER, 2011, p. 31).

A definicdo de RV apresentada por Kirner em 2011, prop8e que o usuario desse

sistema pode participar e perceber o mundo, denominado pelo autor de virtual, de
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diferentes formas: pode utilizar a tela de um computador; pode voltar-se para uma tela de
projecao; pode ser imerso em uma caverna de multiprojecdo; pode utilizar equipamentos
multissensoriais, como oOculos de projecdo e equipamentos que podem captar 0S
movimentos de seu corpo e reproduzi-los no mundo virtual. Assim, para que a pessoa
tenha uma experiéncia com esse contetido digitalizado, € necessério utilizar equipamentos
relacionados as tecnologias informaticas, permitindo com que ela (a pessoa) sinta-se

imersa nesse ambiente informacional, denominado na area da informatica de virtual.

Ao avancarmos em nossos estudos, considerando também nossa vivéncia
enguanto sujeitos encarnados no mundo da vida, compreendemos que ha o entendimento
de que, o usuario de um computador, por exemplo, ja esta participando desse ambiente e
se empenhando nas possibilidades que a ele (usuario) se abrem, assim como também o é
possivel aos usudrios de 6culos de projecdo em RV e equipamentos multissensoriais. Mas,
0 que se modifica entre as duas experiéncias possiveis com o ambiente virtual? A
experiéncia imersiva de um usuario com o computador nesse ambiente € a mesma daquela
em que o usuario faz uso de éculos e sensores que reconhecem o movimento de seu corpo
e Ihe permitem mover-se nesse ambiente? Sdo questdes que véo se colocando e que, mais

adiante, pretendemos retomar.

Por ora, vamos retomar a RV e a RA. Podemos entender a RV como uma imerséo
do usuério em um ambiente desenvolvido por meio das tecnologias informaticas, em que
ha a interacdo dele (o usuario) com o que lhe vai sendo apresentado em forma de conteldo

digital.

Jaem relacdo a RA, Kirner diz que ela

[...] € uma interface baseada na sobreposicdo de informacdes virtuais geradas
por computador (envolvendo imagens estaticas e dindmicas, sons espaciais e
sensagdes hapticas) com o ambiente fisico do usuério, percebida através de
dispositivos tecnoldgicos e usando as interagdes naturais do usuario, no mundo
fisico (KIRNER, 2011, p. 32).

Dependendo do grau de imersdo do usuario, determinado sobretudo pelo
equipamento que utiliza, a RV permite que ele (0 usuario) se veja imerso em um ambiente
totalmente artificial / digital, no qual ele pode até mesmo perder a presenca dos objetos
materiais que estdo a sua volta, no mundo fisico. Na RA, compreendemos que a proposta
é de que o usuario ndo perca a visdo do espago fisico em que esta, mas que, com um
dispositivo tecnoldgico seja possivel “adicionar” a este espago elementos / objetos

digitais. A RA néo esta separada da realidade do mundo fisico (ou da realidade mundana)
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e permite ao sujeito vivenciar 0s objetos digitais de outra maneira. Com isso, 0 usuario
pode visualizar os elementos digitais e os elementos do mundo fisico como se
coexistissem no mesmo ambiente. Essa € a principal caracteristica da RA, o sentimento

de coexisténcia de objetos fisicos e digitais.

Ronald T. Azuma (1997), diz que o conceito de RA diverge entre autores da area.
Para alguns, a tecnologia RA apenas se remete ao uso de Head-Mounted Displays - HMD.
Os HMDs sdo equipamentos no formato de capacetes, com 0s quais 0 usuario pode
experienciar a tecnologia RA. Com os avancos tecnologicos, esse dispositivo vem sendo
aperfeicoado e, atualmente, trata-se do que ha de mais moderno quando o assunto é RA
e RV. Podemos ver um exemplo de HMD na Figura 6.

Figura 6 - Utilizagdo do HMD HoloLens 2

Fonte: Site da empresa Microsoft.

Os o6culos de RA HoloLens 2 sdo desenvolvidos pela empresa Microsoft.
Utilizando esse dispositivo, o usuério € lancado no ambiente que a empresa chama de

Realidade Misturada ou Mista, assim nomeado pela possibilidade de misturar a RV e a

RA. Em videos do canal Microsoft Developer na plataforma YouTube, um deles chamado
Intro to Building Apps for HoloLens 2 Using Unity and Mixed Reality Toolkit - BRK1003,
¢ possivel acompanhar uma apresentacdo do dispositivo, com algumas de suas
caracteristicas e modos de utilizacdo. Em outro video, ha pessoas que estdo no palco onde
ocorre a apresentacdo e, por utilizarem os o6culos, elas veem 0s mesmos objetos
digitalizados, uma vez que os seus dispositivos estdo conectados e projetam um mesmo

cenario.

Nas lentes dos 6culos sdo exibidas informacdes digitais, sendo possivel a interagéo
do usuario com esse conteudo em sincronia com 0s objetos fisicos. A interagdo com 0s

recursos é possivel por meio de comandos de voz, clicando nos objetos como se eles


https://www.microsoft.com/en-us/p/hololens-2/91pnzzznzwcp?activetab=pivot:overviewtab
https://youtu.be/P8og3nC5FaQ
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fossem botdes, arrastando e soltando, aumentando e diminuindo, e por meio de um

recurso que reconhece o0 movimento dos olhos do usuario.

Figura 7 — Usuéria do Hololens 2 movendo controles digitalizados

Fonte: Canal Microsoft Developer: https://www.youtube.com/watch?v=P80g3nC5FaQ

Com o Hololens 2, o usuério pode utilizar recursos ja produzidos pela empresa ou
criar as proprias experiéncias imersivas, através de um servi¢o adicional chamado

Microsoft Azure®.

Porém, para Azuma (1997), ndao devemos nos restringir ao uso desses
equipamentos para definir a RA. Para o autor, o conceito que envolve a aplicacao desta
tecnologia deve ser caracterizado por um sistema que apresenta a combinacdo de trés

importantes caracteristicas:
1- Reunir real e virtual (contetdo digital);
2 - Proporcionar a interacdo em tempo real;
3 - Apresentar registro em 3 dimensdes (3D).

Tais caracteristicas nos permitem entender que ndo basta que um sistema
possibilite ver a sobreposicdo de imagens digitais no espaco fisico para dizer que se trata
de RA; filmes como Jurassic Park, Space Jam, dentre outros, ndo possuem a possibilidade
de interacdo, por exemplo, 0 que ndo os caracteriza como um sistema de RA (AZUMA,
1997), mesmo que tenham reunido elementos digitalizados com elementos do espaco

fisico. Corroboramos com a concepcdo de RA que Azuma propde e entendemos que o

4 Mais informagdes no site https://www.microsoft.com/en-us/p/hololens-
2/91pnzzznzwcp?activetab=pivot%3aoverviewtab



https://www.youtube.com/watch?v=P8og3nC5FaQ
https://www.microsoft.com/en-us/p/hololens-2/91pnzzznzwcp?activetab=pivot%3aoverviewtab
https://www.microsoft.com/en-us/p/hololens-2/91pnzzznzwcp?activetab=pivot%3aoverviewtab
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aplicativo GeoGebra AR atende as caracteristicas apresentadas pelo autor para que seja

denominado de RA.

Neste momento da tese, retomamos questdes ha pouco levantadas, com as quais
somos instigados a pensar nas semelhangas e diferencas entre experiéncias que envolvem
diferentes tipos de dispositivos e tecnologias, tais como, computadores, smartphones,
tablets e HMD, bem como, diferentes aplicativos e midias, entendendo que essas

variacdes permitem distintas sensac¢des de imersao.

Para Janet Horowitz Murray (2003), no livro Hamlet on the Holodeck: the future
of narrative in cyberspace, a imersao recebe um capitulo exclusivo da obra e é tratada em
analogia a experiéncia fisica de estarmos submersos, imergir na dgua, hum ambiente
estranho, porém, com uma sensacao agradavel. Numa analogia com a experiéncia de
mergulho no fundo do mar, por exemplo, mesmo utilizando 6culos, equipamentos para
respiracdo e acompanhado de um monitor, trata-se de uma experiéncia estranha por
natureza. No entanto, ndo deixa de ser uma experiéncia prazerosa, a medida em que
vamos nos familiarizando com o ambiente, o estranhamento vai dando lugar ao prazer. A
leitura de um livro, por exemplo, pode nos permitir uma experiéncia imersiva quando
dizemos que mergulhamos na histéria, o que significa que nos envolvemos com a
narrativa, com 0s personagens, ambientes, situacdes e temos “a sensa¢do de estarmos
envolvidos por uma realidade completamente estranha, tdo diferente quanto a agua e o ar,
que se apodera de toda a nossa atengédo, de todo o nosso sistema sensorial.” (MURRAY,
2003, p.102). Voltando nossa atengéo para o lido, entendemos que somos no mundo da

vida.

A leitura de Murray (2003) nos permite compreender que ha diferencas nos tipos
de imersdes vividas nesses contextos. Fazendo uma comparacdo entre o processo de
leitura de um livro e as possibilidades abertas ao sujeito pelos recursos tecnolégicos, tais
como computadores e, por exemplo, as infindas interagdes que a internet possibilita, a
autora argumenta que, com a tecnologia dos computadores e acesso ao ambiente virtual,
abre-se a possibilidade de uma intensificacdo na participacdo e imersdo dos usuérios. Tal
como Murray (2003), entendemos que 0s recursos tecnoldgicos podem tornar essas
experiéncias mais participativas e envolventes, por oferecerem possibilidades diversas de
narrativas e, sobretudo, por requererem nossa participacédo e exigirem diferentes sentidos,

por exemplo, visual, auditivo e cinestésico.
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A autora destaca o poder imersivo que 0s avancos tecnoldgicos do ciberespago
permitem, com recursos para a criacdo de uma situacdo espetaculosa, que clamam por

nossa atengéo € Nos prendem imersos em suas narrativas.

A medida que o meio artistico digital ganha maturidade, os escritores terdo
cada vez mais experiéncia em inventar esses objetos virtuais verossimeis e em
inseri-los dentro de momentos dramaticos especificos que intensifiquem nossa
sensacdo de participacdo imersiva, dando-nos algo muito prazeroso para fazer.
(MURRAY, 2003, p.113)

Avancando nas ideias propostas por Murray (2003), compreendemos que na
sociedade contemporéanea vive-se um momento de ampliacdo exponencial na gama de
dispositivos e recursos tecnologicos que possibilitam outros modos de imersdo. O que
nos faz pensar assim sdo as interacfes favorecidas por smartphones, tablets, HMDs,
enfim, dispositivos desenvolvidos e relacionados as tecnologias informaticas, dentre as
quais, a RA. Esses recursos até pouco tempo ndo faziam parte de nossas vidas e
atualmente nos auxiliam em muitas de nossas rotinas diarias. Para 0 que nos interessa

neste trabalho, vamos apresentar alguns exemplos de uso da RA.

3.2 A Realidade Aumentada: algumas de suas aplica¢Ges possiveis
Buscando compreender o que é a Realidade Aumentada, vimos situacdes de uso

dessa tecnologia em diversos setores, como na industria e no entretenimento.

Em um artigo publicado na Harvard Business Review, Michael Porter e James
Heppelmann (PORTER; HEPPELMANN, 2017) discutem o uso da RA nas empresas da
area dos negocios. Os autores propdem que a RA tera destaque como nova interface na
relacdo que envolve os seres humanos e as maquinas. Destacam que a RA possibilita, aos
usuarios, o0 acesso a informacdo, modificando 0 modo como as pessoas trabalham com
instrucdes e interagem com produtos, aspectos que consideram favoraveis para o ramo
dos negdcios. A Boeing e a AccuVein sdo exemplos de empresas que investem em
tecnologia RA e ja apresentam bons resultados, como no caso da Boeing que pode
acompanhar uma reducao de 35% do tempo necessario para mostrar aos seus funcionarios
trainees, o processo de montagem de asas de aeronaves. Para a AccuVein, a utilizacdo de
dispositivos que tém como principio de funcionamento a RA auxilia seus funcionarios
nos momentos em que precisam localizar as veias de pacientes para a retirada de material
sanguineo, acdo necessaria em varios tipos de exames. Como podemos ver na Figura 8 a
seguir, a empresa possui um equipamento que usa o calor do corpo para localizar as veias

dos pacientes e as representa por meio de uma imagem digital sobre a pele do paciente.



52

Figura 8 - Equipamento que localiza veias do paciente.

Fonte: Video do site da empresa Accuvein.

A empresa encontrou na RA uma forma de melhorar a qualidade dos servigcos
prestados, reduzindo custos de procedimentos, aumentando a eficacia dos atendimentos
e, como consequéncia, oferecendo seguranca e uma maior satisfacdo aos clientes, em

situacOes que sdo muito delicadas, normalmente.

A empresa que desenvolve jogos eletrénicos Nintendo também investe na
tecnologia RA e obteve sucesso ao criar o game Pokémon GO. Trata-se de um aplicativo
para dispositivos mdveis no formato de um game no qual o usuério utiliza o recurso de
RA para cacar os simpaticos bichinhos chamados de Pokémon. Os Pokémons podem ser
encontrados em varios locais (fisicos) de cidades do mundo todo, levando o usuario a se
deslocar por ruas de sua cidade, por exemplo, para encontrar diferentes tipos de
Pokémons, arremessar uma bola e captura-los para sua cole¢do. Na Figura 9, podemos

ver imagens do game.

Figura 9 - Imagens do aplicativo Pokémon GO

Fonte: Elaborado pelo autor


https://www.accuvein.com/
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Aplicativos de redes sociais como o Instagram também utilizam a RA com o
recurso de filtros, o que permite aos usuarios se caracterizarem de diversas formas,
inclusive adicionando objetos digitais as suas caracteristicas fisicas. Os usuarios podem
assumir caracteristicas fisicas de animais como, por exemplo, de um cachorro. Em alguns
casos € possivel a interacdo com esses objetos e, com um movimento de olhos, por

exemplo, é possivel mover as suas orelhas de cdo.

Uma empresa que tem feito grande investimento em RA é a Google. Uma das
principais empresas do ramo da tecnologia, a Google vem cada vez mais incorporando
recursos de RA em seus produtos. Um exemplo disso € o recurso RA no site Google
Pesquisa. O principal buscador de informacgdes da internet, o Google Pesquisa torna
possivel observar imagens tridimensionais de animais, inclusive com a emissdo de efeitos
sonoros caracteristicos, levando vocé a um minizooldgico. Por exemplo, na pagina do
Google Pesquisa, faca uma busca em seu smartphone com a palavra Tigre. No resultado
da pesquisa, 0 Google coloca a disposicao do usuario a op¢do Veja em 3D, que da acesso
a uma imagem tridimensional do tigre. Para alguns dispositivos, também esté disponivel
a funcdo de Realidade Aumentada, clicando em Veja em seu espago. Pronto, vocé pode
ver o Tigre em uma representacao tridimensional, com movimentos e sons, e caminhar
ao redor dele, observando suas caracteristicas de diferentes perspectivas. Veja na Figura

10, um video clicando na imagem ou utilizando 0 QRCode ao lado.

Figura 10 - Representacdo tridimensional do tigre em Realidade Aumentada.

Fonte: Elaborado pelo autor


https://drive.google.com/file/d/1Mfc8xbf5l3mpkEz7HW1CkiUQ5EXBZPSt/view
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O recurso também esta disponivel para outros animais, inclusive para alguns ja
extintos ou com risco de extingdo, como no caso do Dinossauro e do urso Panda,
respectivamente. Com o aplicativo de Realidade Aumentada, as pessoas podem conhecer
esses animais, identificar suas caracteristicas fisicas, 0s sons que emitem, reacdes, como

se eles coabitassem o mesmo ambiente fisico.

Outro recurso interessante é o Google Arts and Culture®. O site que também foi
desenvolvido em forma de aplicativo disponivel para uso em dispositivos maveis,
possibilita ao usuario acesso a uma série de museus ao redor do mundo, proporcionando
um tour digital em que se pode percorrer os corredores de museus com alguns cliques,
que direcionam para onde se quer olhar e seguir pelos corredores disponiveis. Mais
recentemente, a Google incorporou o recurso de audioguia em alguns museus,
possibilitando que o usudrio tenha acesso as obras de arte, observando-as e obtendo
informacdes sobre elas. O site possui também recursos interativos que permitem maior
participacdo do usuério, tais como, quizzes, quebra-cabecas, caca-palavras, imagens de
obras para colorir como bem desejar, dentre outros recursos. No aplicativo para
dispositivos mdveis, é possivel que o usuario utilize o recurso de RA chamado Art
Projector, em que ele pode ter uma experiéncia com obras de arte como, por exemplo, a
Mona Lisa de Leonardo da Vinci. O aplicativo permite, com a RA, posicionar essa e
outras obras de arte no ambiente fisico em que o usudrio esta, para que ele possa se mover
e explorar a obra, se aproximando, se afastando, observando aspectos da obra como se a
prépria tela em que o artista produziu estivesse fisicamente ali, na sala de sua casa, por

exemplo.

Esses sdo alguns modos de utilizacio da RA em diferentes setores, que
oportunizam uma experiéncia imersiva e possibilitam a interacdo, combinando objetos
digitais com aqueles do ambiente fisico. Interessa-nos, ainda, conhecer como a RA estéa

sendo tratada no contexto da Educacao.

3.3 Aplicativos de RA na Educacgéo
Quando nos voltamos para aplicativos de RA que vém sendo desenvolvidos e
disponibilizados com fins educativos, notam-se avancos tanto no modo como ela é

disponibilizada quanto relativamente ao seu acesso por professores e alunos.

5 Site Google Arts and Culture: https:/artsandculture.google.com/
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A Editora Enovus®, em parceria com a empresa Massfar, por exemplo, utiliza
tecnologias de RA e RV em seus livros didaticos com o objetivo de proporcionar aos

estudantes uma maior interacdo com 0s assuntos apresentados nos livros impressos.

Figura 11 - Smartphone capta o0 marcador e apresenta o0s objetos em 3D.

Fonte: Video do Youtube. Canal: Massfar Realidade Aumentada.

Com o livro didatico em méos e um smartphone com o aplicativo de RA instalado,
é possivel que o aluno explore corpos celestes do sistema solar. Na representacdo da
Figura 11, vé-se o planeta Terra e seu satélite, a Lua, que o orbita hum movimento
rotacional. Determinadas imagens do livro funcionam como uma espécie de cddigo para
o0 aplicativo que o interpreta e traz a tela do dispositivo o objeto digital. Este modo de
utilizar atecnologia RA, por meio de codigos que séo captados por um aplicativo, envolve

os chamados marcadores.

E possivel observar outro exemplo de como esta aplica¢do funciona com o uso do
aplicativo Scope’, desenvolvido pela empresa Aumentaty. Em um smartphone com o
Scope previamente instalado pode-se captar, com a camera do smartphone, imagens do
ambiente fisico. Quando a camera do dispositivo capta e reconhece um cddigo, 0
marcador (gerado através do aplicativo), o objeto digital aparece de forma sincrona com

0 ambiente capturado pela camera.

6 Informagdes retiradas do site da editora: https://editoraenovus.com.br/realidade-aumentada-em-apostilas-e-livros-
didaticos/

7 Aplicativo de Realidade Aumentada que reconhece marcadores e traz a tela do dispositivo os elementos digitais em
sincronia com o ambiente fisico captado pela cAmera. Mais informag6es podem ser vistas no site
http://www.aumentaty.com/indexEN.php
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Figura 12 - Modelo de marcador

Fonte: Site da empresa Augmentaty

O Scope possui um acervo de objetos digitais desenvolvidos e compartilhados
entre seus usuarios. A Figura 13, a seguir, mostra um livro impresso que tem como

recurso adicional a tecnologia de RA, por meio de um aplicativo instalado em um tablet.

Figura 13 - Uso da RA por meio de um tablet

Fonte: Site da empresa Aumentaty.

Nos casos apresentados anteriormente € preciso que 0s objetos digitais e seus
marcadores sejam pré-definidos, desenvolvidos e configurados para que o usuario tenha
a experiéncia com a RA. Os objetos digitais e marcadores sdo, de certa forma, limitados

ao que os seus desenvolvedores propdem.

No entanto, existem outros modos de explorar a RA sem a necessidade de uso de
um marcador. Como exemplo, temos o aplicativo GeoGebra, utilizado para o ensino de
Matematica. Por meio do aplicativo GeoGebra Augmented Reality (GeoGebra AR),
disponivel para o sistema operacional iOS, é possivel ter uma experiéncia com assuntos

de matemaética em RA.

Mais recentemente, o recurso de RA foi disponibilizado também para dispositivos
com o sistema operacional Android, na versdao Geogebra Calculadora 3D, por meio de
um botdo em que o usuario pode optar pela visualizagdo em 3D, j& normalmente

disponibilizada pelo aplicativo, e a visualizagdo com a tecnologia de RA.
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O GeoGebra AR® é uma das versdes mais recentes do aplicativo que possibilita
trabalhar assuntos da Matematica com a RA. Com ele, é possivel que o usuario crie
graficos de funcdes e objetos matematicos em 3D, que podem ser visualizados em
sincronia com o0 espago fisico em que o usuario estd, por meio de um smartphone.
Destaca-se a possibilidade de posicionar o objeto digital sobre uma superficie plana e,
com a movimentacdo do dispositivo, 0 usuario pode vé-lo (o0 objeto) em perspectivas
variadas. Nesse aplicativo ndo é necessario o uso de marcadores, ja que o dispositivo
reconhece superficies planas, e possibilita, ao usuario, posicionar o objeto e explora-lo.
Nesse caso, o dispositivo deve possuir uma configuracdo de hardware minima (hardware
de sensores de movimento: acelerobmetro e giroscopio) para que o aplicativo, por meio
das imagens captadas pela camera, identifique superficies no ambiente e posicione o

objeto.

Na Figura 14, que também possui um video produzido como exemplo de uso do
GeoGebra AR, vé-se um cubo planificado e posicionado sobre uma mesa. Ao mover um
Controle Deslizante, ferramenta do aplicativo, pode-se abrir e fechar o cubo, isto é,
planifica-lo e depois retomar sua forma tridimensional, e a movimentagdo do usuério

permite a visualizacdo desse cubo em diferentes posicdes.

Figura 14 - Cubo planificado posicionado sobre uma mesa.

Fonte: Elaborado pelo autor.

8 Iremos nos referir desta forma para dizer da tecnologia de RA do GeoGebra.
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Nesse aplicativo também € possivel, a medida que inserimos equacOes, gerar
graficos digitais como se estivessem projetados no ambiente fisico, podendo ser
rotacionados, transladados, ampliados e reduzidos. Alguns detalhes diferenciam o
GeoGebra AR de outros aplicativos de RA analisados e mencionados na se¢do de Revisdo
Bibliografica. Um deles € que ele ndo exige o uso de marcadores para que o objeto digital
faca parte do cenario de exploragdo que tem como ponto de partida o espaco fisico do
usuario. Outro detalhe que, como entendemos, pode ser significativo a constituicdo do
conhecimento, € que, ao usuario, é dada a liberdade de inserir equacGes de seu interesse,
e optar pelas ferramentas do aplicativo de acordo com o que desejar explorar, efetuando

modificagOes, por exemplo, nas equagdes e analisando a variacéo de seus gréaficos.

Considerando os apontamentos de Moussa (2016) e Pereira et al. (2017) e dos
recursos que pudemos analisar do GeoGebra AR, optamos por utilizd-lo no curso
proposto para a pesquisa, entendendo que ele possibilita aos participantes realizar
exploragdes de modo mais livre. Porém, antes de discutir a proposta do curso, ainda nos
intriga 0 sentido dessa realidade que é adjetivada pelo termo aumentada devido ao
conteddo virtual. Assumindo uma postura fenomenoldgica na pesquisa, consideramos

importante entender essa realidade aumentada.

3.4 De que se trata esta realidade que denominam aumentada pelo virtual?

As defini¢bes de Realidade Aumentada e Realidade Virtual de Kirner (2011) e
Azuma (1997) nos instigam a interrogar os significados que séo atribuidos aos termos
realidade e virtual, ja que se mostram como aspectos relevantes nas definicdes desses
autores e outros que se dedicam a tematica. Conforme fomos adentrando o tema, nos
deparamos com denominacBes do tipo mundo virtual, ambiente virtual, mundo
cibernético, ideias por vezes tratadas de modo ingénuo, isto €, sem uma explicitacdo ou
reflexdo, mas que de maneira formal, nos remetem & concepcéo de ciberespaco®, que a
todo o momento retomam o termo virtual e, neste momento da pesquisa, buscamos

compreendé-lo.

Uma busca no Dicionario de Filosofia de Nicola Abbagnano, retorna o termo
virtual como “O mesmo que potencial (v.).” (ABBAGNANO, 1998, p.1003). Podemos

9 Compreendido da perspectiva de Bulla e Rosa (2017, p.299) como “ambiente cibernético sustentado materialmente
por obra das TD e dos seres humanos, no qual as agdes, as informacgdes e as ideias sdo executadas, desenvolvidas ou
construidas.”
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entender que aquilo que € virtual, segundo esta definicdo, trata-se de algo que € dotado

de poténcia.

Quando avangamos na busca pelo significado de poténcia, no mesmo dicionério,
temos que “Em geral o principio ou a possibilidade de uma mudanga qualquer”
(ABBAGNANO, 1998, p.782). Essa € uma definicdo dada por Aristoteles e que, pelo
proprio filésofo, é seguida de outras defini¢bes especificas que, em geral, dizem da
capacidade de realizar, sofrer ou resistir a mudancas, de si ou de outras coisas. O
dicionério aponta que essa definicdo praticamente ndo sofreu alteragcGes ao longo dos
anos, permanecendo a mesma (ABBAGNANO, 1998).

No uso comum, nos deparamos com compreensdes que de modo ingénuo
associam o termo virtual como sendo aquilo que ndo é real. Para Pierre Lévy (1996),
podemos estar diante de um equivoco quando entendemos o virtual como uma mera
oposi¢cdo ao real, como associado ao que ndo existe em uma materialidade fisica.
Caminhando nessa mesma perspectiva, o termo real € comumente relacionado ao que
“tenho” em uma materialidade, as caracteristicas fisicas ou concretas dos objetos. Logo,
no senso comum, real tem um sentido oposto ao de virtual, ja que este possui
caracteristicas associadas ao que “ndo tenho”, até mesmo, dando a sensacdo de que se
trata de uma ilusdo (LEVY, 1996).

Abandonando o significado de senso comum e caminhando em direcdo a uma
perspectiva filosofica, entende-se o virtual como aquilo que possui caracteristica de forca,
dotado de uma poténcia de vir a ser, de tornar-se ato ou de atualizar-se, fazendo sentido
compara-lo com aquilo que pode vir a ser atual. Para Lévy, “virtualidade e atualidade sdo

apenas duas maneiras de ser diferentes.” (LEVY, 1996, p.15).

Bicudo (2010), ao analisar o modo pelo qual alguns autores entendem a Realidade
Virtual, dentre eles Lévy (1996), afirma que a maioria tende, de modo equivocado, a
separar o real e o virtual, considerando a realidade como sendo o mundo dotado de
caracteristicas fisicas, assim como também apontou Lévy (1996). Para a autora, temos
consciéncia de que aquilo que nos é apresentado nas telas dos dispositivos tecnoldgicos
(digitalizado pelas tecnologias informaticas) nem sempre diz de nossa realidade fisica

mundana, e nem sempre solicita de nds as mesmas a¢fes que temos na vivéncia mundana.

Os ambientes virtuais proporcionam projecdes e acbes em ambientes livres que,

por vezes, vao além dos cendarios que fazem parte de nossa realidade mundana ou
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realidade fisica. Este outro ambiente que se apresenta através da tela de um computador
ou smartphone, por exemplo, ndo se trata da realidade fisica que as pessoas vivenciam,

mas possuem potencial de existéncia (BICUDO, 2010).

Da perspectiva da fenomenologia, a autora entende que

[...] se analisarmos a concepcao de virtual como posta na dimenséo ontologica
[...] podemos afirmar:

. que a realidade virtual é, tdo-somente, uma modalidade do real;

. que o espaco onde as agBes, entendidas como atualizagBes do virtual, se
estabelecem é o espago da realidade mundana, entendida segundo a concepcéo
da fisica contemporanea na qual espaco-tempo sdo uma das dimensdes do real.
(BICUDO, 2010, p. 131).

O virtual é um dos modos de ser do real por se dar no espaco-tempo em que
vivemos, no mundo da experiéncia vivida, mundo da vida. Na fenomenologia, este mundo
da vida é entendido como o onde, o solo no qual se da a existéncia humana em sua
totalidade, sempre com o outro (seu semelhante) e com as coisas, existéncia carregada de
historicidade, isto é, de modos de ser historico (BICUDO, 2010).

Em Realidade e cibermundo: Horizontes filosoficos e educacionais antevistos
(2010), Bicudo e Rosa apresentam sua compreensdo sobre o virtual. Para isso, partem de
ideias que tratam o termo com ingenuidade, assim como apontado em Levy (1999) e
Bicudo (2010), relacionando real e virtual com o que existe enquanto materialidade fisica
no mundo objeto e avancam, considerando estudos ja desenvolvidos por Granger (1995),

Deleuze (1988) e Levy (2005), para compreender o virtual de outro modo. Para eles,

[...] realidade virtual é tdo-somente uma modalidade do real, e que 0 espago
onde as acles, entendida como atualizagdes do virtual, se estabelecem é o
espaco da realidade mundana, entendida segundo a concepcdo da fisica
contemporanea onde espaco/tempo sdo uma das dimens6es do real. (BICUDO;
ROSA, 2010, p.38).

Voltando-se de modo especifico para o ciberespaco, 0s autores destacam modos
pelos quais a atualizacdo do virtual pode se dar nesse espaco. Argumentam que elas, as
atualizacOes, sdo mantidas e sustentadas pelas tecnologias informaticas que, inclusive,
definem o modo como podem se dar, se materializar, por exemplo, em forma de
linguagem. “Mais do que isso, esse referencial € o proprio aparato cientifico e tecnolégico
que da sustentacdo as atualizacdes no ciberespaco, bem como fornece o sistema

operatdrio para que essas atualiza¢des ocorram (BICUDO; ROSA, 2010, p.33).

A participagdo no ciberespaco, logo, com o virtual, envolve uma materialidade,

modo pelo qual é possivel que o virtual se atualize para a pessoa. Para fazer parte do
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ambiente virtual, é necessario que a pessoa faga uso de dispositivos como computadores,
oculos de projecdo, smartphones, denominados hardwares, para acessar 0s softwares,
aplicativos e todo o conteudo produzido pela tecnologia informacional, desenvolvidos

por meio de programacao.

Entendemos o ambiente virtual, ou os objetos digitais presentificados pela
tecnologia de Realidade Aumentada, como sendo mais uma dessas coisas com as quais o
ser humano tem possibilidade de estar no mundo, na perspectiva do ser-ai-com-as-coisas.
Dessa perspectiva 0 humano é o ser vivente que a todo momento se lanca as
possibilidades de vir-a-ser no mundo da vida, abrindo-se e fazendo vir ao encontro o que

a ele se presentifica, tendo no ambiente virtual, mais um modo de lancar-se no mundo.

Da perspectiva da fenomenologia de Heidegger (2015), o ser-ai diz de um ente
privilegiado, denominado pelo filésofo como Dasein e diz de nossa possibilidade de
existir e vivenciar situac@es diversas no mundo da vida em que o ai do ser sempre se faz
presente. Diz também que o ser (humano) vivencia com os outros, seus semelhantes que,
igualmente, possuem possibilidades, e as coisas do mundo, que ndo possuem abertura
para vir-a-ser. Este ser € no mundo. O com € a abertura para ser e fazer vir ao encontro,
um existencial humano no qual ele - o ser - sempre é aberto as possibilidades de vir a ser.
Desse modo, o0 ser € no mundo com 0s outros e com as coisas. Para Bicudo (2020, p. 34),
“A coisa ¢é o fenomenal. O fenomenal se faz sentir nas sensa¢es pontuais na carnalidade
do corpo-encarnado e em cuja dinamicidade vai se entrelacando de maneira que indicios
da coisa vao se configurando.”. Isso que nos ¢ dado a perceber, entrelagado nas sensacoes
dos érgdos dos sentidos, vai se mostrando e na abertura possibilita a compreensdo. A

coisa € tudo isso que se mostra na abertura do ser em suas possibilidades de vivéncia.

A RA para nés, ao assumirmos uma postura fenomenolégica de investigacao, se
presentifica/atualiza como coisa no momento em que podemos, enquanto seres viventes
no mundo da vida, nos lancar as possibilidades abertas de sermos-com-objetos-digitais,
sermos-com-RA, em modos de interacdo com objetos digitais, sem que se perca o0 contato
com o espago/tempo do mundo fisico, no qual sempre somos. E nessa abertura, que a
todo momento somos, em que o virtual (0 que ja existia em forma de poténcia) pode

atualizar-se e fazer parte de minha experiéncia vivida.

Retomando o nome dado a esta subsecdo, que apresentamos como uma

interrogacdo, e refletindo sobre o que se apresentou nos estudos realizados até entdo,
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interpreta-se que os significados atribuidos a RA caminham numa direcdo em que ha uma
separacdo entre real e virtual, realidade fisica e objetos digitais. Podemos ver esses objetos
como se estivessem projetados no ambiente fisico e, tal qual compreendemos das leituras
realizadas, esta realidade passa a ser aumentada como se a ela fosse ou pudessem ser
adicionados outros objetos dispostos no espaco fisico. Ndo corroboramos com esse modo

ingénuo de compreender a RA.

Por meio de dispositivos desenvolvidos pelas tecnologias informaticas, estes
objetos podem ser vistos (em sua forma digital) no espago fisico, tornando-se
possibilidade para que 0 humano o experiencie. Tornam-se presentes para 0 corpo vivente
que, ao dar-se conta dos objetos digitais em RA (que se atualizam por meio de recursos
tecnoldgicos), abarca o que lhe chega pelos 6rgdos do sentido, compreendendo-o nas

vivéncias que fluem em seu corpo-vivente.

Em Fenomenologia: confrontos e avancos (2000), Bicudo se demora na
explicitacdo do modo como compreende a construcdo de conhecimento, explicitando que
construgcdo de conhecimento e construcdo da realidade fazem parte de um mesmo

movimento,

[...] no qual o mundo faz sentido para a pessoa, onde ocorre 0 processo de
significacdo, onde se explicitam as significacBes e onde participamos da
construgdo da realidade mundana [..] Trata-se de uma realidade
criada/construida, em constante atualizagdo efetuada pela forma/acéo da rede
de significagdes explicitas.” (BICUDO, 2000, p.41).

Nesse sentido, podemos compreender a realidade como dindmica, como sempre
em construcio'® e vivenciada pelo corpo-encarnado. Essa construcéo se da na experiéncia
vivida, nas compreensdes que vao sendo articuladas (tendo como primado a percepcao)
e que, pelo pensamento e pela linguagem, vao fazendo sentido para o sujeito. O
compreendido é capaz de ser expresso e, junto ao outro, pode se articular em outras
compreensdes, tornando conhecimento edificado, construido, produzido, a medida em
que é validado e que ganha significacdo, constituindo assim uma rede de significacdes
explicitas (BICUDO, 2000). Realidade, entdo, é compreendida como vivida pelo sujeito

que participa ativamente de sua constituicdo e producdo, na temporalidade e

10 Em ocasido da defesa, a autora (Bicudo) ressalta que desde o estudo citado (BICUDO, 2000) vem focando essa
questdo: a da construgdo do conhecimento e da realidade. Assim, em estudos atuais, néo se refere mais a construgédo
da realidade. Porém, assume a visao da historicidade do Lebenswelt, como explicitada por Husserl em A Crise das
Ciéncias Europeias e a Fenomenologia Transcendental: Uma Introdugdo a Filosofia Fenomenoldgica
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espacialidade. Ndo se trata de uma realidade dada e passivel de ser compreendida
objetivamente, mas constituida e produzida por nés, corpo-encarnado que Somos ao estar

no mundo da vida.

Da perspectiva da fenomenologia, a realidade virtual é compreendida como um
dos modos de ser do real por ser, para o sujeito disposto a... abertura para as possibilidades
de vivenciar o que a ele se faz presente no mundo. Na concepg¢do fenomenoldgica a pessoa
vivencia, em sua singularidade, enquanto corpo-encarnado, aquilo para o que se volta no
mundo da vida. Nao faz sentido falar em "realidade aumentada™ ja que é realidade a
medida que é percebida pelo sujeito, que passa a ser foco de seu olhar, objeto para a
consciéncia. Porem, como se trata de uma tecnologia ja dotada de uma nomenclatura,
iremos continuar utilizando este termo para nos referirmos ao aplicativo, mas deixamos

claro o significado que realidade tem para nés.

Nesta pesquisa, consideramos a possibilidade de ser-com-realidade-aumentada
ao estudar assuntos da disciplina de Calculo. Ou seja, consideramos o aplicativo de RA e
procuramos compreender as possibilidades abertas a constituicdo de conhecimento
matematico pelo aluno, ao estar-com a RA. Neste movimento de busca de compreenséo,
realizamos leituras que nos permitem dizer do solo no qual nos movemos e, durante a
escrita desta tese, vao sendo articuladas interpretagdes que abrem caminhos a serem ainda

explicitados.
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4 O MOVIMENTO DO CORPO-PROPRIO AO ESTAR-COM-RA

Sujeito-vivente, sujeito-encarnado, corpo-proprio sdo maneiras de dizer desse
organismo singular, complexo, que nunca é sem a materialidade de seu corpo,
carne e 0sso, nem do solo em que se encontra com 0s outros. (ROSA;
BICUDO, 2018, p. 14)

Nesta secdo, apresentamos o estudo que fizemos acerca da concepc¢éo de corpo-
proprio, tal como a fenomenologia o compreende. Recorremos tanto a obra
Fenomenologia da Percepgdo de Merleau-Ponty (2018), quanto a trabalhos que se
voltaram ao estudo de suas ideias, especialmente aqueles que tém como foco o
movimento do corpo-proprio. Porém, com o percorrer dos trabalhos e discussdes ao longo
da pesquisa, percebemos que a ideia de corpo para a fenomenologia tem suas raizes e
contribui¢cbes de Edmund Husserl, sobretudo, nas obras Die Krisis der europaischen
Wissenschaften und die transzendentale Phanomenologie: Eine Einleitung in die
phanomenologische Philosophie e Ideen zu einer reinen Phanomenologie und
phanomenologischen Philosophie. Drittes Buch: Die Phdnomenologie und die - Ideen Il
(MISSAGGIA, 2017).

Nossa intencdo é poder estabelecer um didlogo que permita explicitar, ao leitor, o
que se compreende acerca da constituicdo do conhecimento com a Realidade Aumentada.
Entendemos que a RA é mais um modo pelo qual o corpo-proprio habita 0 mundo da
vida, aberto as possibilidades de perceber e compreender as coisas, de constituir
conhecimento. Como salientado anteriormente, na fenomenologia, a constituicdo de
conhecimento se da para o sujeito em seus atos de consciéncia, sempre intencionais, na

abertura ao horizonte que a ele se apresenta como possibilidades de vivéncias.

O corpo é o veiculo do ser no mundo, e ter um corpo é, para um ser vivo, juntar-
se a um meio definido, confundir-se com certos projetos e empenhar-se
continuamente neles. [...] sei que os objetos tém vérias faces porque eu poderia
fazer a volta em torno deles, e neste sentido tenho consciéncia do mundo por
meio de meu corpo. (MERLEAU-PONTY, 2018, p. 122).

Logo, entender o modo pelo qual a fenomenologia compreende o corpo-proprio é
0 gque NnOS propomos nesta se¢ao, para avangarmos nas compreensées do movimento do

sujeito com o aplicativo de RA.

4.1 A fenomenologia e o corpo-proprio
A fenomenologia de Edmund Husserl tem como objetivo o estudo dos fendmenos.
Em Bicudo (1994), o termo fendmeno é traduzido como aquilo que se mostra. Ora, iSSo

que se mostra apenas se mostra para alguém, corpo-préprio que ao estar no mundo da
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vida é abertura, se dispGe ao que vai se mostrando em seus atos da consciéncia
intencional, ao perceber. A pessoa, entendida como ser, com possibilidades de vir-a-ser,
se move e se coloca nesta condicdo, movendo-se e constituindo-se no mundo, sempre
com o outro. O corpo ndo é somente materialidade, pois como abertura se lanca para
algo. O corpo, entdo, é corpo-préprio, veiculo do ser no mundo (MERLEAU-PONTY,
2018).

Embora a ideia de corpo-proprio tenha ganhado notoriedade na fenomenologia,

sobretudo, pelos trabalhos de Merleau-Ponty (2018), Missaggia (2017) propde que

[...] é digno de nota que a filosofia husserliana ndo apenas influenciou o
fenomendlogo francés [Merleau-Ponty] também nesse aspecto, como tem suas
préprias contribuicdes ao tema. A nocdo de corpo é importante, portanto, em
primeiro lugar, para desmistificar a ideia de Husserl como um idealista que
nada tem a dizer sobre questdes ‘empiricas’ ou sobre o ser humano enquanto
‘ser no mundo’” (MISSAGGIA, 2017, p.196).

De fato, quando nos propomos um olhar para o volume 2 da obra Ideas relativas
a una fenomenologia pura y una filosofia fenomenoldgica (HUSSERL, 2005),
entendemos a importancia dada por Husserl a ideia de corpo, como fundamental para a
percepcdo. Husserl expde suas compreensdes sobre os modos pelos quais podemos
entender o corpo, a partir de uma dualidade Kdrper (enquanto objeto fisico, matéria) e
Leib (corpo vivo).

Todas as sensaces causadas tém sua LOCALIZACAO, ou seja, S&0
diferenciadas pelos locais da corporalidade aparente e pertencem
fenomenalmente a ela. O corpo, portanto, é originalmente constituido de duas
maneiras: por um lado é uma coisa fisica, a MATERIA, tem sua extensdo, a
qual entram suas propriedades materiais semelhantes; por outro lado, eu o
encontro, ¢ SINTO “nele” e “dentro” dele: o calor nas costas da méo, o frio
nos pés, as sensagdes do toque nas pontas dos dedos. [...] A mao repousa sobre
a mesa. Experimento a mesa como algo duro, frio, liso. Movendo minha méo
sobre a mesa tenho uma experiéncia dela e de suas determinagfes [enquanto
coisa]. Ao mesmo tempo, porém, em todos 0S momentos posso prestar atencéo
na mé&o e encontro nela sensacdes tateis, sensagdes de suavidade e frio, etc.; no
interior da mao, correndo paralelamente ao movimento experimentado,
sensacdes de movimento, etc. [...] meu corpo, entrando em relagéo fisica com
outras coisas materiais (golpe, pressao, sacudida, etc.), ndo apenas proporciona
aexperiéncia de eventos fisicos relacionados ao corpo e as coisas, mas também
eventos corporais especificos da espécies que chamamos de UBIESTESIAS
[sensacdes localizadas]. Tais eventos carecem nas "meras" coisas materiais.
[...] duas coisas sem vida também se tocam, mas o toque do corpo condiciona
as sensacdes nele ou dentro dele.* (HUSSERL, 2005, p.185-186, traducgio
nossa)

11 Texto original: Todas las sensaciones ocasionadas tienen su LOCALIZACION, esto es, se diferencian por los sitios
de la corporalidad aparente y pertenecen fenomenalmente a ella. El cuerpo, por ende, se constituye primigeniamente
de manera dobre: por un lado es cosa fisica, MATERIA, tiene su extension, a la cual ingresan sus propiedades
materiales similares haya; por outro lado, encuentro em él, y SIENTO “en” él y “dentro” de ¢él: el calor en el dorso de
la mano, el frio en los pies, las sensaciones de toque en las puntas de los dedos. [...] La mano descansa sobre la mesa.
Experimento la mesa como algo duro, frio, liso. Moviendo la mano sobre la mesa tengo experiencia de ella y de sus
determinaciones cosicas. A la vez, empero, em todo momento puedo poner atencion en la mano y encuentro en ella
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Para Husserl (2005), o corpo, em suas experiéncias com os objetos do mundo, é
compreendido como 6rgdo perceptivo. O corpo possui forma material que nos permite
relacionar com a materialidade fisica do mundo, mas que, para Husserl, apenas se
compara aos objetos materiais fisicos por abstracdo. Diferente dos demais objetos do

espaco fisico, nosso corpo é corpo vivo, que sente 0 mundo, percebe-o e constitui-se nele.

[...] o corpo vivente se constitui de modo duplo: é coisa fisica, matéria, hylé,
que permite objetivar suas “[...] qualidades [...] mas também ¢é ‘6rgdo’ que,
sensorialmente, sente tais sensagdes. Por exemplo, ha a sensagéo proveniente
da picada de um inseto na mdo esquerda e o sentir a dor decorrente”
(HUSSERL, 20022 apud ROSA; BICUDO, 2018, p.24).

Porém, o corpo vivo ndo é apenas um corpo que recebe o que Ihe chega pelos
6rgdos do sentido. H& mais do que a sensagdo de uma picada em minha pele. H&, como
acima explicitado, o resultado daquilo que me chega pelas sensacdes, ha o sentimento de
um incomodo, de dor (ROSA; BICUDO, 2018). Néao ha para Husserl uma separacao bem
definida entre a sensagdo e o sentimento dela decorrente no corpo vivente, “a maneira
como vivenciamos todos esses momentos se d& de modo unificado: a sensacéo de muito
frio j& vem acompanhada do sentimento de desconforto [...] A unidade de todas as
sensaces do corpo se relaciona, além disso, com a propria ideia do corpo vivo”
(MISSAGGIA, 2017, p. 203)

[...] Husserl explicita em Ideen 1l que embora o corpo seja um objeto como os
demais, sujeitos as mesmas leis e propriedades, ele possui caracteristicas que
o0 tornam distinto dos demais corpos com os quais nos relacionamos. Nosso
préprio corpo pode, assim como todos 0s objetos, ser por nds visto e tocado.
Mas o fato de nosso corpo ser o “portador das sensagdes” faz com que, ao ser
tocado, ele também perceba o toque: o corpo é, de fato, simultaneamente ativo
e passivo na faculdade tétil. [...] E assim também com as demais faculdades:
nosso corpo pode, como qualquer objeto, ser visto, mas ele € também, ao
mesmo tempo, o corpo que Vé. (MISSAGGIA, 2017, p.202)

Podemos compreender o corpo como um organismo Vvivo, é érgdo da vontade, “o
UNICO OBJETO que pela vontade do meu eu puro é MOVIVEL DE MANEIRA
IMEDIATAMENTE ESPONTANEA e meio para produzir um movimento espontaneo
mediado de outras coisas”*® (HUSSERL, 2005, p. 191, traducdo nossa). E corpo com

movimentos livres, espontaneos, diferente dos demais objetos fisicos que, embora possam

sensaciones tactiles, sensaciones de lisura y de frio, etc.; en el interior de la mano, corriendo paralelamente al
movimiento experimentado, sensaciones de movimiento, etcétera. [...] mi cuerpo, al entrar en relacion fisica con otras
cosas materiales (golpe, presion, sacudida, elc.), no depara meramente la experiencia de sucesos fisicos referidos al
cuerpo y a las cosas, sino también, sucesos corporales especificos de la especie que llamamos UBIESTESIAS. Tales
sucesos faltan em las “meras” cosas materiales. [...] dos cosas sin vida también se tocan, pero el toque del cuerpo
condiciona sensaciones em él o dentro de él.

12 HUSSERL, E. Idee per una fenomenologia pura e per una filosofia fenomenologica — v.II. Torino: Biblioteca
Einaudi, 2002.

131...] el UNICO OBJETO que para la voluntad de mi yo puro es MOVIBLE DE MANERA INMEDIATAMENTE
ESPONTANEA y medio para producir un movimiento espontaneo mediato de otras cosas.
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ser movidos, ndo possuem a espontaneidade e, se sdo capazes de serem movidos, apenas

0 sdo de modo mecanico ou espontaneamente movidos de modo mediado, pelo corpo

vivente.
O corpo, embora seja, em determinado aspecto, exclusivamente fisico e
semelhante, portanto, aos demais objetos do mundo, possui também a
propriedade diferencial de ser corpo animado [...] com elementos de natureza
psiquica e ndo material. [...] Leib possui a peculiaridade de ser o corpo
propriamente perceptivo porque é sempre a partir dele, enquanto corpo
animado, que a percepcao € possivel. Na experiéncia concreta do mundo da

vida, no mais das vezes, ja nos pensamos enquanto corpo vivo. (MISSAGGIA,
2017, p. 204)

A fenomenologia entende o corpo vivente como uma totalidade, constituida pelas
esferas corporea (sensoria), psiquica e espiritual. E nesse organismo vivo que a vivéncia
se da em sua totalidade (ROSA; BICUDO, 2018)

A esfera senséria, carnal, realiza atos concernentes ao sentir e perceber, a
psiquica ao gostar, desejar, comparar e a espiritual aos atos que realizam
ajuizamentos de melhor que, pior que, maior, menor etc. Essas esferas ndo sédo
separadas, porém entrelacadas na propria unidade do corpo-préprio. Os atos
duram, tém uma temporalidade, sdo dindmicos e fazem acontecer. Entretanto,
ndo sdo abstratos, mas se ddo na materialidade carnal que, por sua vez, ndo é
uma massa sem forma e sem diregdo. E um organismo vivo que, de modo
intencional, sempre se dirige a algo buscando saber do que se trata ou para dar
conta de uma solicitagdo, de algo a fazer.” (ROSA; BICUDO, 2018, p. 15)

Na obra Fenomenologia da Percepgdo (2018), com primeira versdo datada de
1945, Maurice Merleau-Ponty apresenta o0 modo como € possivel compreender o ser
humano, da perspectiva do corpo-proprio. O autor propde reflexdes acerca das tentativas
da psicologia cléssica e da fisiologia de darem conta de explicar, de acordo com suas
perspectivas tedricas, 0 corpo humano e suas a¢ées no mundo objetivo, como uma unido
de conteudos psiquicos e fisiologicos.

Contrapondo essas perspectivas, para Merleau-Ponty, o corpo ndo pode ser
compreendido como uma composicdo de partes justapostas: cabeca, tronco e demais
membros. Ndo pode, também, ser concebido como um par: corpo e psique. Na
“interpreta¢do fenomenologica o corpo vivente abrange o espirito, pois como salientado
nas obras husserlianas, todos os seres humanos vivenciam experiéncias e delas podem se
dar conta.” (SILVA, 2017, p. 25). Esse dar-se conta é a capacidade reflexiva, exclusiva
do ser humano que se volta para as vivéncias, buscando compreendé-las. (SILVA, 2017).

[...] avivéncia, ou o experienciado, € percebida e refletida no fluxo dos atos da
consciéncia. /.../ [Ela] ndo diz de uma realidade meramente subjetiva, pois é
experiéncia do que esta la para nds em um campo onde 0 mundo e experiéncia
que dele temos sdo dados em um movimento de conexdo e articulacéo e ndo
isoladamente. (BICUDO, 2011, p. 33-34).
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Assim, a experiéncia vivida é o fluxo da vida se dando e sendo percebido na
medida em que se d4, na abertura do corpo vivente. Opondo-se a objetivacdo do corpo
entendido como uma soma de partes, Merleau-Ponty nos convida a entender o corpo-
préprio como o “meio de contato” com o mundo e com o outro, como possibilidade para
a vivéncia.

O corpo proprio é entendido como Leib, corpo com movimento intencional.
Nele, estdo compreendidas todas as experiéncias vivenciadas, sendo ele,
também, ponto zero para novas experiéncias. Ele realiza e se realiza em
movimento, assumindo perspectivas diversas e pondo-se em movimento no
[mundo da vida] que incessantemente vai se configurando junto as também
incessantes configuracBes e reconfiguracBes deste corpo. (PINHEIRO;
BICUDO; DETONI, 2018, p. 158-159).

Dessa perspectiva, o corpo-proprio é entendido pelos autores como ponto inicial
demarcador de experiéncias com o qual o sujeito € em movimento, doando-se em
aberturas, sempre de maneira intencional. Intencionalidade é entendida como modo de
ser intencional do sujeito sempre direcionado a... que, em seus atos da consciéncia, se
constitui no mundo. O corpo-préprio se constitui a todo momento, lan¢ando-se em seus
atos intencionais aquilo que a ele se mostra no horizonte de possibilidades de vir-a-ser.

A motricidade é entendida como modo de ser do corpo-proprio que se move
intencionalmente, realizando possibilidades. Motricidade, entdo, é a realizacdo do ato
cinestésico no/pelo corpo-vivente sempre disposto de modo intencional ao mundo. O
corpo-proprio enquanto ser movente, move-se e faz mover, ligado por seus “fios
intencionais aos objetos dados” (MERLEAU-PONTY, 2018, p. 153). Nd&0 movemos
apenas um corpo objetivo, conjunto de massa muscular, 0ssos e nervos que caminha em
direcdo a algo que estd dado no espaco objetivo, “Nao ¢ nunca nosso corpo objetivo que
movemos, mas nosso corpo fenomenal /.../ enquanto poténcia de tais e tais regides do
mundo, que se levantava em dire¢do aos objetos” (MERLEAU-PONTY, 2018, p. 153-
154) que sdo percebidos.

Para compreender isso, vamos considerar um exemplo dado por Merleau-Ponty
(2018). Quando vejo um copo de agua, ndo € necessario mobilizar cada um dos membros
do corpo para saciar a minha sede, como se primeiro fosse necessario localizar minha
mdo e dedos, depois antebraco, bragco, minhas pernas para me deslocar e, enfim, ir até o
copo, pega-lo e beber a agua. Percebo meu corpo como poténcia para a realizacdo de tais
atos e me dou conta dessas possibilidades, da virtualidade que a mim se oferece e se abre

quando vejo o copo de agua e sei, por meu corpo, que posso ir até o copo e beber a agua.
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“O fundo do movimento concreto é 0 mundo” (MERLEAU-PONTY, 2018, p. 158), onde

a percepcao € possivel.

A percepcdo, assevera, da-se no presente contextuado em um horizonte
temporal, onde passado e futuro também estdo presentes em um fluxo de
retensGes e de pro-tensdes. Percepcao e percebido, portanto, ddo-se no mundo-
horizonte, em perspectivas, quando o sentido vai se pondo e a significagdo se
processando. [...] a percepcéao oferece verdades como presengas, dizendo com
isso tratar-se de uma verdade percebida com nitidez no momento em que o
sentido se faz para o sujeito. [...] o sentido sempre se efetua de modo a ir além
de si, expressando-se, e, com isso, processando a significacdo. Expressa-se no
corpo-encarnado, manifestando as modalidades de existéncia. (BICUDO,
2000, p. 31-32)

A percepcao €, entdo, ato corporeo com o qual langamos diferentes olhares para o

mundo da experiéncia vivida.

Merleau-Ponty afirma que a percepcao é um ato que nos da as coisas do mundo
como presenga, no instante do agora em que o ato de perceber se realiza. N&o
nos da as coisas percebidas de forma imediata, mas, gradativamente, através
de perspectivas tomadas pelo corpo préprio que, em movimentos intencionais,
busca a percepcéo do todo junto as percepcOes diversas e distintas do que vai
se mostrando em cada ato de perceber. Sdo as diferentes perspectivas
assumidas pelo corpo préprio em movimento que trazem & percepcdo
peculiaridades e nuancas qualitativas que dizem do todo do objeto percebido.
(PINHEIRO; BICUDO; DETONI, 2018, p. 161).

E no movimento do corpo-proprio que a percepcéo se da e o sentido se faz para o

sujeito. Sendo a percepgao um acontecimento na corporeidade, a experiéncia do corpo, 0

movimento, abre um campo criador de sentido. As coisas do mundo se doam ao sujeito

na percepcao, sao abarcadas pelo movimento intencional do sujeito.

Os movimentos acompanham nosso acordo perceptivo com o mundo.
Situamo-nos nas coisas dispostos a habitd-las com todo nosso ser. As
sensacBes aparecem associadas a movimentos e cada objeto convida a
realizacdo de um gesto, ndo havendo, pois, representacdo, mas criacdo, novas
possibilidades de interpretacdo das diferentes situacBes existenciais.
(NOBREGA, 2008, p. 142)

Nesse movimento em que o sujeito se volta para as coisas do mundo, ele vai se

constituindo e compreendendo o mundo a sua volta. Isso que o sujeito compreende, o que

a ele se doa na percepcéo, ndo se da de maneira imediata e Unica, mas por perfis. Se da

em possibilidades de compreensdo que sdo abertas na percep¢do a medida que ele se

movimenta e experiencia os objetos de diferentes perspectivas.

Esse modo de compreender a percepcao € possivel, segundo Nobrega (2008), ao

entendermos e assumirmos a concep¢do merleaupontyana que rompe com a ideia de

corpo-objeto que tem sensacdes pontuais e dissociadas e que, pelos 6rgéos dos sentidos,

recebe passivamente o que lhe é externo. Essa ruptura permite colocar a percep¢do como

fundada no sujeito encarnado, no corpo-proprio que “olha, sente e, nessa experiéncia do
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corpo fenomenal reconhece o espago como expressivo e simbélico” (NOBREGA, 2008,
p.142).

Ele [o sujeito] pode experienciar uma diversidade de objetos e pode
experienciar um mesmo objeto em diversos modos de mover-se; pode ir em
sua direcdo com ou sem uma teorizacdo que o subentenda; pode realizar a
variacdo do mesmo na imaginac¢do; pode intuitivamente antever suas faces que
ndo se mostram ou pode ir até o mesmo para toca-lo, vé-lo, senti-lo.
(PINHEIRO; BICUDO; DETONI, 2018, p. 162)

Conforme se entende com Merleau-Ponty, 0 movimento e o sentir sdo essenciais
a percepcdo uma vez que tudo que a nos se apresenta, assim o faz, sensivelmente e de um
s0 golpe, “Os sentidos comunicam-Se entre Si e abrem-se a estrutura da coisa”
(MERLEAU-PONTY, 2018, p. 308). Porém, conforme destaca Nobrega (2008), nos
desaprendemos a considerar a experiéncia corporea por privilegiarmos uma razdo sem
corpo e, agora, € preciso retomar o sentido da percepcdo identificando-a “com os
movimentos do corpo /.../ [redimensionando] a compreensdo de sujeito no processo de
conhecimento”. (NOBREGA, 2008, p. 142).

N&o € o sujeito epistemoldgico que efetua a sintese, é o corpo, quando sai de
sua dispersdo, se ordena, se dirige por todos os meios para um termo Unico de
seu movimento e, quando, pelo fendmeno da sinergia, uma intencdo Unica se
concebe nele. NGs so retiramos a sintese do corpo objetivo para atribui-la ao
corpo fenomenal, quer dizer, ao corpo enquanto ele projeta em torno de si um
certo “meio”, enquanto suas “partes” se reconhecem dinamicamente umas as
outras, e seus receptores se dispdem de maneira a tornar possivel, por sua
sinergia, a percepcao do objeto. (MERLEAU-PONTY, 2018, p. 312).

A percepcao ja esta “pressuposta em toda nocao de objeto, sendo ela que realiza
a abertura primeira para o mundo” (MERLEAU-PONTY, 1992, p. 46). Nesse sentido,
meu corpo é 0 que me permite mover e perceber 0 mundo.

Para Merleau-Ponty, aquilo que nos chega pelas sensacGes ganha sentido na
experiéncia perceptiva, “assim como na visao os dois olhos colaboram” para que o visto

se funda em uma Unica visdo do objeto visado.

[...] enquanto meu corpo é ndo uma soma de 6rgdos justapostos, mas um
sistema sinérgico do qual todas as funcdes sdo retomadas e ligadas no
movimento geral do ser no mundo, enquanto ele é a figura imobilizada da
existéncia. H4 um sentido em dizer que vejo sons ou que ougo cores, se a Visdo
ou a audicdo ndo sdo a simples posse de um quale opaco, mas a experiéncia de
uma modalidade da existéncia. (MERLEAU-PONTY, 2018, p. 314).

Os sentidos se comunicam, se traduzem uns nos outros e se sintetizam, sem que,
para que os compreendamos, precisemos de uma explicacédo cientifica ou de uma ideia.
A sintese que se efetua (dos diversos sentidos) ndo é intelectual, mas corpérea. E com
meu corpo-proprio que minha experiéncia se realiza e € realizadora. O movimento de meu

corpo ndo é um mero deslocamento de um corpo objetivo no espago €, antes, “um
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projeto... ‘um movimento virtual’, € o fundamento da unidade dos sentidos.”
(MERLEAU-PONTY, 2018, p. 314).

4.2 O corpo-préprio com a RA

Procurando entender o que significa estar-com a RA, vamos adentrando pelo que
nos diz a compreensao do corpo-proprio acima explicitada. Num contexto de ensino, que
nos interessa nesta pesquisa, consideramos que o aluno, sujeito vivente que é, pode se dar
conta do que faz com essa tecnologia. Abre-se para as possibilidades de ver, de se mover
e fazer modificagdes, experienciando objetos digitais sem perder de vista o contato com
o mundo fisico e seu horizonte. O objeto é percebido por perfis, por perspectivas, que vao

fazendo sentido no movimento compreensivo do corpo-proprio.

Meu corpo é a textura comum de todos os objetos [...]. E ele que da sentido
ndo apenas ao objeto cultural, mas ainda a objetos culturais como as palavras.
[...] n6s néo reduzimos a significagdo da palavra e nem mesmo a significacdo
do percebido a uma soma de "sensacfes corporais", mas dizemos que o0 corpo,
enquanto tem "condutas", é este estranho objeto que utiliza suas prdprias partes
como simbolica geral do mundo, e atraves do qual, por conseguinte, podemos
"frequentar" este mundo, "compreendé-10" e encontrar uma significacdo para
ele. (MERLEAU-PONTY, 2018, p. 315-317).

Com o aplicativo de RA o corpo-préprio se movimenta, ele € no mundo e se
constitui nele a medida em que assume a posi¢do de abertura. Dirige-se aos objetos
digitais, em seus modos de ser presente, pode movimentar-se, direcionando-se para vé-
los. O corpo-préprio € quem se posiciona e V&, sente, percebe. O ato de percepcado vai se

desdobrando em outros atos de compreensdo e interpretacdo do objeto visto, e € expresso.

O visto, os objetos em RA, se mostra por meio da tela do smartphone que o sujeito
tem nas mdos. Mostra-se ao corpo-proprio que se volta para a tela do dispositivo,
procurando compreendé-los: “O sujeito da sensagdo ndo ¢ nem um pensador que nota
uma qualidade, nem um meio inerte que seria afetado ou modificado por ela; é uma
poténcia que co-nasce em um certo meio de existéncia ou se sincroniza com ele.”
(MERLEAU-PONTY, 2018, p. 285). O sujeito € sempre essa poténcia, que conhece 0
modo pelo qual é e se dirige no/ao mundo de suas vivéncias, dando-se conta de suas
possibilidades de habita-lo e constituir-se nele, por meio dessas compreensdes que vao

sendo favorecidas.

Cada objeto solicita de meu corpo uma agdo, um modo de me dirigir a ele
(NOBREGA, 2008). Ha, nos exemplos de uso da RA estudados até aqui, elementos que
corroboram com Nobrega, como no caso dos animais em 3D disponiveis nas ferramentas

Google. Nesse caso, 0 usuario pode olhar, através da tela do dispositivo, para animais
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como um tigre, posicionados no seu ambiente fisico. Pode aproximar-se do tigre para ver
os detalhes de sua face, se afastar para vé-lo por inteiro, dar a volta para vé-lo de uma
perspectiva diferente, pode ouvir seus ruidos e sons caracteristicos, acompanhar alguns
de seus movimentos como se ele estivesse ali, fisicamente, junto a si, no mesmo ambiente.
A medida em que me movo e me lango ao objeto digital tigre da RA, enquanto corpo-
proprio que sou, me disponho a um modo de ver, de ouvir, me movimento para ter acesso
as caracteristicas fisicas do tigre e, mesmo que eu ndo execute todas essas agoes, eu sei
por meu corpo que posso dirigir-me ao tigre (digital) e explorar suas caracteristicas com
a RA. O tigre é dado ao corpo-préprio, por sua fisionomia, pela cor caracteristica, pelo

som que ougo de seu rugido, se faz pela RA um objeto sensivel.

Aguele que sente e o sensivel ndo estdo um diante do outro como dois termos
exteriores, e a sensacio ndo é uma invasdo do sensivel naquele que sente. E
meu olhar que subtende a cor, é 0 movimento de minha méo que subtende a
forma do objeto, ou antes meu olhar acopla-se a cor, minha méo acopla-se ao
duro e ao mole, e nessa troca entre o sujeito da sensagdo e o sensivel ndo se
pode dizer que um aja e que o outro padeca, que um dé sentido ao outro. Sem
a exploracdo de meu olhar ou de minha méo, e antes que meu corpo se
sincronize a ele, o sensivel é apenas uma solicitacdo vaga. (MERLEAU-
PONTY, 2018, p. 288-289).

Nesse sentido, o0 sujeito que percebe e o percebido ndo séo tratados como separados,
ou ainda, ndo ha uma maneira hierarquica de relacionar as sensa¢des. Com a RA, a
medida em que me movo, faco também mover o objeto para mim, & medida em que eu o
modifico, faco também com que ele se modifique para mim. Meu olhar se acopla ao
objeto que solicita de mim um modo de ver. O mover de meu corpo se acopla ao objeto
que solicita de mim um movimento que se da em acordo com o objeto. Os objetos da RA,
em seu modo de se tornar presente digital, solicitam do corpo-proprio aces para 0s
experienciar e fazer deles parte da experiéncia vivida. Quando digo que “vejo” o objeto
em RA, ndo apenas estou olhando para ele. Meu corpo o V&, meu corpo se movimenta de

certo modo para ir em sua direcdo, meu corpo-vivente o percebe.
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5 METODOLOGIA E PROCEDIMENTOS DA PESQUISA

Apresentamos nesta secao, os procedimentos que fizeram parte de nossa caminhada
investigativa, bem como, os aspectos metodoldgicos assumidos. N&o queremos dizer que
ao iniciar nossa jornada ja tinhamos todas nossas a¢des metodicamente tracadas, ou que
fizemos a opcdo por seguirmos pragmaticamente um determinado modelo de fazer
pesquisa. Seguindo a postura fenomenoldgica de pesquisar, ndo temos um movimento
unico que garanta fielmente o sucesso da investigacdo. Trata-se de um movimento que
vai se dando com o proprio desenrolar da pesquisa, com o proprio estar-com a sua
pesquisa e seus cossujeitos, orientadora, colegas de curso, autores lidos e as agdes que
véao se mostrando necessarias e sendo constituidas por este pesquisador.

De maneira um tanto ingénua, ouve-se falar em método fenomenoldgico, como
se fosse um método que definisse como proceder, seguindo o exemplo do
método positivista. Mas 0 método fenomenolégico foi motivo de constantes
retomadas pelo préprio Husserl, cujo modo de ser sempre descontente com o
ja clareado, via ali regides obscuras. Portanto, ndo ha um método
fenomenoldgico, mas ha procedimentos pautados na filosofia fenomenolégica
explicitada, enquanto uma atitude assumida como um modo de ser e de
pesquisar. (BICUDO, 2020, p. 33)

Assim, assumimos essa postura, esse modo de ser e de pesquisar que Bicudo
propde, de uma filosofia fenomenoldgica como atitude, uma acéo a ser empreendida pelo
ser-no-mundo que se coloca ao investigar fenomenologicamente. Portanto, nesta secao,
mais do que concepcles tedricas, explicitamos o caminhar investigativo deste
pesquisador, elucidando as acBes que se mostram necessarias para garantir a realizagdo
deste estudo e a legitimidade dos procedimentos dos quais nos utilizamos para

compreender o interrogado.

5.1 A pesquisa qualitativa com enfoque fenomenoldgico

Ao dizermos que esta pesquisa € qualitativa, como o proprio adjetivo que
acompanha o termo pesquisa indica, nos remetemos a uma busca por qualidades do
investigado. Para Bicudo (2011), ha diferencas entre pesquisas qualitativas e as pesquisas
qualitativas de abordagem fenomenoldgica. Uma dessas diferencas esta na forma como

ambas tomam para si 0 par sujeito/objeto ou fenémeno/percebido.

De modo geral, segundo a autora, as pesquisas qualitativas em Educacdo e em
Educacdo Matematica, tendem a tomar sujeito/objeto como separados. Nessa concepcao
de pesquisa, as qualidades sao pertencentes ao objeto e sdo passiveis de serem observadas
em suas multiplas caracteristicas formando, portanto, o par objeto/observado (BICUDO,
2011).



74

A pesquisa qualitativa de abordagem fenomenoldgica assume uma postura na qual
ndo se separa 0 percebido daquele que percebe. Isso porque se entende, em
fenomenologia, que a qualidade se doa e pode ser percebida na percepgdo de quem a
percebe. O percebido é sempre percebido por alguém, o que indica que o par fenémeno /
percebido ndo pode ser separado. Entéo, a qualidade se doa tal qual é para o sujeito que
se volta intencionalmente ao interrogado buscando compreender o que se mostra, o0 que

se doa a essa compreensdo, o fendmeno percebido (BICUDO, 2011).

Pesquisas qualitativas de abordagem fenomenoldgica, segundo Machado (1994),
tém, nas expressbes dos sujeitos, aquilo que é relevante para a compreensdao do
investigado. Cabe ao pesquisador abrir-se ao que em seu caminhar investigativo vai se
mostrando, tdo livre quanto possivel de pré-conceitos ou pré-suposicdes que o levem a

julgar a priori o que se mostra, ou a determinar o que deve ou ndo ser visto.

[...] Fenomenologia diz, entdo: [...] deixar e fazer ver por si mesmo aquilo que
se mostra, tal como se mostra a partir de si mesmo. E este o sentido formal da
pesquisa que traz o nome de fenomenologia. Com isso, porém, ndo se faz outra
coisa do que exprimir a maxima formulada anteriormente - "para as coisas elas
mesmas!" (HEIDEGGER, 2015, p. 74).

A méxima fenomenoldgica citada por Heidegger, ja é trazida por Husserl, e nos
permite entender que o pesquisador fenomendlogo deve ir em direcdo as coisas
mesmas**, deve compreender o que interroga pelo seu modo de se mostrar, pelo que a ele
(pesquisador) se revela, se doa a compreenséao, sem procurar explicagdes ou justificativas

para isso que se mostra.

Desse modo, ao assumir a postura fenomenoldgica, o pesquisador deixa-se
conduzir pelo desejo de querer saber, buscando conscientemente por uma compreensédo

do interrogado.

Estar consciente ndo quer dizer que, a todo 0 momento, estejamos refletindo
sobre nossos atos. Apenas diz que percebemos, ou seja, sabemos que estamos
agindo. A consciéncia sempre esta la, nos atos que realizamos. E um
movimento intencional mantido na intencionalidade. Esta é um conceito
nuclear da fenomenologia. E complexo e dificil de explica-lo. Mas, conforme
entendo, pode ser compreendido a um primeiro olhar como um fio invisivel
que nos contata as coisas € as traz a consciéncia como percebidas. (BICUDO,
2020, p.35, grifo nosso)

14 Conforme Merleau-Ponty (2018, p. 4) “Retornar as coisas mesmas €é retornar a este mundo anterior ao conhecimento
do qual o conhecimento sempre fala, e em relagdo ao qual toda determinacdo cientifica é abstrata, significativa e
dependente, como a geografia em relagdo a paisagem — primeiramente nds aprendemos o que é uma floresta, um prado
ou um riacho.”.
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Para Bicudo, a consciéncia é movida e mantida pela intencionalidade, um voltar-
se atentamente para este algo que se intenciona, colocando em movimento o corpo-
préprio, conduzido por este fio invisivel, que traz a percepcdo aquilo que se doa ao

perceber.

Nesta pesquisa, assumimos a postura de nos deixar guiar por aquilo que se mostra,
se doa a nossa compreensao, a luz do que é interrogado e expresso pela pergunta de
pesquisa. Ao estar com os alunos discutindo assuntos da disciplina de Célculo,
conduzimo-nos na postura de pesquisadores, durante toda a caminhada, movendo-nos
atentamente as possibilidades abertas a constituicdo do conhecimento matematico do

aluno, quando eles estdo-com-realidade-aumentada.

Da perspectiva da fenomenologia proposta por Heidegger (2015), o estar-com diz
da postura humana empreendida pelo corpo-préprio, situado espaco-temporal e

historicamente, que se lanca as possibilidades de existéncia no mundo da vida.

Em Bicudo (2011, p. 30), o termo aleméo Lebenswelt, cunhado por Husserl e

traduzido para as linguas latinas como mundo da vida, diz de uma

[...] espacialidade (modos de sermos no espaco) e a temporalidade (modo de
Sermos no tempo) em que vivemos com 0S outros seres humanos e os demais
seres vivos e a natureza, bem como com todas as explicagdes cientificas,
religiosas e de outras areas de atividades e de conhecimento humano. Mundo
ndo é um recipiente, uma coisa, mas um espaco que se estende na medida em
que as acOes sdo efetuadas e cujo horizonte de compreensdo se expande na
medida em que o sentido vai se fazendo para cada um de nds e para a cultura
da comunidade em que estamos inseridos. (BICUDO, 2011, p.30).

Compde também a concepcao de mundo da vida aspectos de natureza cognitiva,
toda a gama de conhecimento humano desenvolvido ao longo da historia, logo espago e

temporalmente situados.

Entendemos que nossos sujeitos de pesquisa sao seres viventes no mundo da vida
e, da perspectiva da fenomenologia, os modos pelos quais eles vivenciam as situagoes
que envolvem atividades de Calculo com a RA podem possibilitar a compreensdo do que

nesta pesquisa Nos propomos a investigar.
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5.2 Procedimento de producéo de dados

5.2.1 A proposta do curso e seus participantes

Para a producéo de dados®® desta pesquisa realizamos um curso de curta duragao,
com a intencdo de explorar com os participantes assuntos abordados na disciplina de
Célculo por meio da tecnologia de RA. Este curso foi composto de 8 encontros
presenciais, com duracdo de duas horas cada um e se deu entre os dias 05 de setembro e
31 de outubro de 2019.

Para participar do curso convidamos alunos da Graduagdo em Licenciatura em
Matematica da Unesp, campus Guaratingueta. Os encontros aconteceram fora do periodo
de aulas regulares das turmas para que a participacdo fosse voluntaria. Tiveram
possibilidade para participar do curso, 6 alunos. Outros alunos demonstraram curiosidade
e interesse pela tematica, mas, por motivos diversos, como falta de horario e outros
compromissos, ndo puderam participar. Destes 6 participantes, dois ainda frequentavam
aulas da disciplina de CDI-2, outros trés ja haviam participado e sido aprovados nas
disciplinas de calculo, e uma aluna estava com a disciplina de CDI-2 trancada para
conclui-la em seu ultimo ano de curso. No curso de Licenciatura em Matematica da Unesp
de Guaratingueta, o contetdo referente ao Céalculo € distribuido em duas disciplinas
anuais: Célculo Diferencial e Integral 1 (CDI-1), na grade do primeiro ano e Calculo

Diferencial e Integral 2 (CDI-2), a ser realizada no segundo ano.

5.2.2 O curso: da preparacdo a sua realizacéo

Durante a fase de elaboracdo do curso, tive a oportunidade de contar com a
colaboracdo de uma professora que lecionava uma das disciplinas de Célculo na
instituicdo em que o curso ocorreu. O didlogo com a professora foi fundamental para a
selecdo dos assuntos, organizacao das tarefas a serem propostas e da dindmica que poderia

desenvolver com os participantes nos encontros.

Esses didlogos possibilitaram entender algumas das dificuldades apresentadas por
alunos em aulas como, por exemplo, a dificuldade na compreensao de graficos de fungdes
de duas varidveis no espaco tridimensional; ou como na compreensdo de ideias

envolvendo limites. Tais dificuldades foram apontadas pela professora como obstaculos

15 Compreendemos os dados na pesquisa fenomenolégica conforme Bicudo (2020), tratado de modo detalhado ainda
nesta secéo.
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para os alunos na compreensdo e resolucdo de tarefas que Ihes séo propostas em Calculo.

Estes, ndo por acaso, foram temas abordados em tarefas do curso.

Outro momento muito importante de didlogo com a professora se deu ao final do
primeiro encontro do curso. Nessa conversa, consideramos que seria melhor organizar os
participantes em duplas para explorar as tarefas. Em duplas, a comunicacdo entre eles
seria favorecida. Optamos entdo, na continuidade do curso, por trabalharmos com as
duplas.

As tarefas propostas sdo do livro Célculo, volume 2, de James Stewart (2013), e
algumas com pequenas modificagdes. Trata-se do livro texto adotado no curso de
Licenciatura. A escolha das tarefas foi feita em conjunto com a professora considerando-
se as possibilidades de exploracdo com a RA e a contribuicdo para a compreensao de
assuntos do Calculo, considerados como de maior complexidade. Essas tarefas sdo

apresentadas de modo mais detalhado no Apéndice B desta pesquisa.

No decorrer dos encontros, contamos com a colaboracdo de uma aluna de
doutorado do Programa de Pds-Graduacdo em Educacdo Matematica que auxiliou com a

gravacao em video e participou do didlogo com os alunos.

No primeiro encontro, foi feita uma apresentacdo do que tinhamos como proposta
no curso. Os participantes foram convidados a preencher o Termo de Consentimento Livre
e Esclarecido (Apéndice A) concordando com a participacdo na pesquisa e permitindo o
uso dos dados produzidos. Também foi apresentada aos participantes a Realidade
Aumentada por meio de alguns exemplos de uso, para entdo iniciar com as tarefas de
exploracdo da tecnologia. As primeiras foram de familiarizacdo com o GeoGebra
Calculadora 3D e seu recurso de RA, o qual, ao longo do texto, denominamos de
GeoGebra AR.

Nos encontros seguintes, a dindmica envolvia a realizacdo das tarefas pelos
alunos. Esta dindmica ocorreu até o quinto encontro. As tarefas desenvolvidas abordaram
assuntos de fungdes de duas variaveis, tais como Superficies Cilindricas e Quadricas,
Limites e Derivadas Direcionais. No sexto encontro, foi solicitado que os alunos, em
duplas, considerassem o0s assuntos que estudavam na disciplina e propusessem uma tarefa
para ser apresentada aos colegas. Assim, a dinamica deste encontro bem como dos
seguintes, sétimo e oitavo, foi modificada; o encontro 6 destinou-se a pesquisa e

elaboracdo da tarefa pelas duplas e, nos encontros 7 e 8, deram-se as apresentacgdes. Os
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temas eleitos pelas duplas envolveram os assuntos de Integral Dupla, Plano Tangente e

Maximos e Minimos de Funcdes de Duas Variaveis.

Durante todos os encontros, foi necessario o uso de smartphones compativeis com
0 GeoGebra AR. O aplicativo GeoGebra ja era de conhecimento dos alunos, que haviam
utilizado em algumas disciplinas do curso de graduacdo. Porém, a maior parte deles ndo
conhecia o recurso de Realidade Aumentada do aplicativo, apenas um dos participantes
disse que tinha conhecimento superficial. No decorrer dos encontros, foi proposto que
eles gravassem a tela de seus dispositivos durante a exploracdo para, posteriormente,
compartilhar esses registros conosco. Para isso, foram utilizados recursos de gravagéo de
tela dos smartphones e o aplicativo DURecorder'® em um dos dispositivos que n&o
apresentava recurso de gravacdo. Essas gravacdes em video tornaram-se parte dos dados
a serem analisados. Nos encontros, sempre que havia um momento de exploragdo com o
GeoGebra AR, era solicitada a gravacdo. Porém, nem sempre elas foram realizadas ou
compartilhadas conosco.

Todos os oito encontros foram filmados com cémera e, posteriormente, 0S
didlogos e expressdes dos sujeitos foram transcritos, tornando-se também dados a serem

analisados.

Entendemos que tanto as gravagdes em video (das telas dos smartphones e da
camera filmadora), quanto a transcrigéo, s@o registros da experiéncia vivida que mostram
0s sujeitos explorando assuntos de Calculo com a RA. Com esses registros, enquanto
pesquisador, movo-me intencionalmente, colocando-me aberto ao que se mostra nas suas
acOes, para compreender as possibilidades a constituicdo do conhecimento matematico
desses alunos que investigam assuntos de Calculo Diferencial e Integral com a RA.

5.3 A analise dos dados: uma busca existencial pela compreensdo

Caminhamos, no processo investigativo, intencionalmente movidos pelo interesse
em compreender o interrogado: a constituicdo do conhecimento matematico do aluno em
Caélculo ao estar-com a Realidade Aumentada. Buscando um modo de organizar e analisar
os dados produzidos, volto-me para a experiéncia vivida com os participantes e deixo-me

orientar pelo que se revela relevante a compreenséo do interrogado.

16 Aplicativo que faz gravagGes da tela de smartphones com sistema operacional Android. Mais informagdes em
https://du-recorder.br.uptodown.com/android
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Assumindo a postura fenomenologica, entende-se que a anélise foca as descri¢oes
dos dados da experiéncia vivida.
A fenomenologia entende o dado como o que chega ao sujeito que, de modo
atento, olha para algo querendo saber do [que] se trata. Esse algo poderia ser
visto como a “coisa”, que nos escapa ao conhecimento, mas que se doa aos
nossos sentidos, em seus modos de doagéo. [...] A coisa é o fenomenal. O
fenomenal se faz sentir nas sensacfes pontuais na carnalidade do corpo-
encarnado e em cuja dinamicidade vai se entrelagando de maneira que indicios
da coisa vao se configurando. Quando o sujeito se dirige de modo intencional
ao que esta solicitando sua atencdo, o fenomenal a ele se mostra como

“fendmeno”, percebido entdo como uma totalidade que se destaca de um
fundo, o solo mundano em que se situa. (BICUDO, 2020, p. 34)

Assim, o que é chamado de dado na pesquisa fenomenoldgica tem seu significado
indicando para aquilo que é dado a compreensdo, como o0 que se mostra tal qual é e se
doa. Nesse sentido, os dados da pesquisa sdo descri¢des, relatos da experiéncia vivida
que nao se restringem a transcri¢do do discurso falado, mas procura expressar as diversas
formas de comunicacdo que se presentificam na experiéncia vivida, como gestos,
fisionomias, etc. Portanto, as descricdes devem procurar relatar a experiéncia vivida tal
qual ela ocorreu, isto é, sem que sejam feitos julgamentos interpretativos e avaliativos a
priori, uma vez que elas sao consideradas “exposi¢do do vivido como sentido ou

percebido” (BICUDO, 2020, p. 45-46).

Em nossa pesquisa mostra-se relevante considerar o expresso pelos sujeitos nos
momentos em que eles estdo com a RA. Por isso fizemos as gravacfes em camera e das
telas dos smartphones, registrando a vivéncia no curso. Ao descrevé-la, precisamos

considerar os aspectos que dizem do modo como isso ocorreu.

5.3.1 Aconstituicio das Cenas Significativas

Buscando por um modo de organizar e analisar o descrito, vimos que as Cenas
Significativas poderiam ser relevantes, uma vez que, conforme destacam Detoni e Paulo
(2011), elas sdo uma possibilidade para dados registrados em forma de videos, que
capturam diferentes modos de expresséo, e que ndo se limitam a linguagem oral e escrita.
Pode-se, nas Cenas Significativas, dar dinamicidade ao didlogo, trazendo os gestos
expressivos que sdo “apagados” na linguagem escrita que “ndo da conta de dizer do que
os sujeitos da pesquisa procuram expressar [...] [excluindo-se], das descriches que
privilegiam a fala, a complexidade de dados que se constituem por gestos, fisionomias,
acoes” (DETONI; PAULOQ, 2011, p. 99).



80

Compreendemos que, também, a organizacdo dos dados da pesquisa em Cenas
Significativas ¢ um modo de o pesquisador ndo privilegiar recortes do vivido em trechos
de fala de cada um de seus sujeitos, mas de dar destaque a comunicag¢éo no grupo que se

volta atentamente para o que esta sendo explorado e expde compreensdes.

Detoni e Paulo vao abrindo a ideia do que para eles se constituem nas Cenas
Significativas e mostram os procedimentos que seguiram no tratamento dos dados
produzidos em suas pesquisas. Afirmam que esse modo de organizagdo dos dados “aponta
como o sentido do todo se impde nas descricdes das acdes dos sujeitos, levando-nos a
considera-las em conjuntos significativos articulados” (DETONI; PAULO, 2011, p. 100).
E é exatamente este conjunto articulado que se mostra significativo para a compreensdo
do interrogado que permite aos autores conceber a ideia de Cena Significativa,
possibilitando um olhar para as descri¢des. Entende-se, pelo exposto, que esse modo de
organizacdo dos dados é relevante para que a vivéncia na pesquisa possa ser considerada
“em seus atos totais de compreensdo, expressdo ¢ comunica¢do” (DETONI; PAULO,

2011, p. 101).

O registro em video, em nossa pesquisa, mostrou-se como de maior abrangéncia
de captura de expressdes, comparado ao registro em audio. Permitiu captar gestos e
expressdes corporais de que os sujeitos se valem para comunicar ideias, para concordar
ou discordar de algo. Porém, mesmo as gravacfes em video captam determinado espacgo
limitado pelo angulo de abrangéncia da camera, um dentre tantos momentos de todo um
horizonte de possibilidades. Nao temos a totalidade da experiéncia vivida e o “0 que
olhar” da camera depende de quem determina “0 que se olha”. Complementarmente, nos
registros em video das telas dos smartphones, o “0 que olhar” ¢ eleito pelos proprios
sujeitos que vivenciam as tarefas com a RA, mostrando-se momentos especificos de suas

exploracdes no curso.

A combinacdo desses registros — 0s videos da captura da cdmera e das telas dos
smartphones dos alunos — traz elementos para descrevermos a vivéncia no curso e
organizarmos o transcrito em Cenas Significativas, tornando possivel, na analise, nos
voltarmos para as “fisionomias dos gestos e dos olhares, as circunstancias espago-
temporais em que cada sujeito entra no discurso coletivo, e, enfim, a maneira como ele
vive os momentos desse coletivo” (DETONI; PAULO, 2011, p. 106). Desse modo,

consideramos que a organizagdo dos dados em Cenas Significativas € importante em
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nossa pesquisa, pois da a possibilidade de expor a fluidez de a¢Bes que néo se deixa captar

por uma unica fala ou gesto.

Na complexidade desse fluxo, passamos a compreender a necessidade de
ampliar a unidade do texto escrito que gira em torno de um nicleo de
significacdo, descapitalizando determinada expressdo do sentido global e
apresentando todo esse entorno. Chegamos, assim, a olhar para a cena que
mostra esse nlcleo de significado. (DETONI; PAULO, 2011, p. 106).

A cena expde um fluxo de acontecimentos, considerando os atos dos sujeitos em
sua totalidade, com modos de expressao variados que dizem do entorno deste momento
da experiéncia vivida que é significativo para que o pesquisador compreenda o

interrogado.

Procurando expor 0s atos totais expressos pelos sujeitos participantes do curso,
além das transcrigdes textuais, para dar dinamismo aos gestos e as falas, recorremos aos

Gifs animados.

5.3.2 Gifs animados como uma possibilidade de acesso a experiéncia vivida no curso

Quando nos voltamos para 0s registros em video do curso, vimos que 0s sujeitos
ao estarem com a RA projetam graficos, fazem alteracbes em suas equacOes e
acompanham ao modificacdes simultaneamente, movem-se com 0s smartphones para
visualizarem de diferentes perspectivas os objetos. Entendemos que esses modos de estar-
com-RA sdo importantes para compreender aspectos da constituicdo de conhecimento
com RA.

Mas, como trazer na tese esses momentos que fizeram parte de nosso movimento
compreensivo? Uma tentativa de dar conta disso foi produzir Gifs animados, que trazem
pequenos recortes das gravacdes em videos e podem ajudar na compreensdo do que o
texto ndo diz.

Os gifs foram elaborados utilizando o site Ezgif!” que possui diversos recursos
para edicdo e conversdo de arquivos de video e, dentre eles, a criagdo de gifs animados.
Para armazené-los, usamos o site Google Drive, ferramenta de hospedagem na nuvem,
cujo acesso aos gifs se da por meio de compartilhamento de arquivos com outros usuarios.

Ao longo da tese, os leitores podem acessar os gifs de duas maneiras. Uma delas
é clicando no link (texto destacado na cor azul). Mas os links sdo acessiveis para leitura

da tese no formato PDF ou online, e ndo para o texto impresso. Entdo, optamos por

17 para mais informagdes, acesse o site www.ezgif.com.
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construir, também, os QR Codes. Utilizando o site gg.0q, foi possivel gerar os QR Codes,
cbédigos em forma de imagem (Figura 15) e que permitem ao usuario de um dispositivo

com internet e camera digital, acessar contetido hospedado na nuvem.

Figura 15 - QR Code de um dos gif

Fonte: Elaborado pelo autor

Desse modo, ao longo da tese e, principalmente, nos momentos das cenas que

entendemos serem importantes a compreensdo do leitor, trazemos esses gifs.

5.3.3 O individual e o todo: caminhando da analise ideografica para a nomotética
Antes que se inicie o “olhar” para os dados, consideramos importante abordar dois
aspectos envolvidos no movimento compreensivo que é relevante para deixar e fazer ver

o fendmeno, tal como se mostra, isto &, livre de pré-conceitos ou pré-julgamentos.

A constituicdo das cenas € 0 primeiro passo na organizacao dos dados, iniciando
a analise ideografica. Ao voltar nosso olhar para as descrigdes do vivido no curso,
buscando compreensdes acerca daquilo que interrogamos, nos deixamos conduzir por

aquilo que se mostra relevante a constitui¢cdo do conhecimento em Célculo com a RA.

Visando manter o rigor da pesquisa fenomenoldgica, é fundamental que estejamos
abertos aquilo que vai se mostrando, tdo livres quanto possivel de pressupostos tedricos
que nos facam pré-determinar ou pré-julgar isso que vai se mostrando, tomando como
algo ja objetivado. A fenomenologia questiona, coloca em questdo, o conhecimento
cientifico. Ndo o0 nega, mas o coloca em “suspensdo”, o coloca “entre parénteses”’, numa
postura de epoché.

Na epoché fenomenoldgica, esclarece Wilhem Szilasi (1973, p.89), o estado
de coisas (Sachverhalt) objetivo é posto entre parénteses ndo com o fito de
negar a existéncia do mundo, mas sim para se “olhar” o efetivo ser do existente.
Nas palavras de Husserl: “Deve-se primeiro perder o mundo pela epoché para

reconquista-lo depois em uma autoconsciéncia (Selbstbesinnung) universal.”
(1973b, p.193)8, (MARTINI, 1999, p. 47)

18 HUSSERL, E. Cartesianische meditationem und pariser vortrage. Den Haag: Martinus Nijhoff, Husserliana,
1973b. t. 1.
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Por “entre parénteses” o conhecimento histdrico constituido nao significa que com
a epoché o estamos negando ou contestando. Porém, “ao operarmos a epoché néo
perdemos o mundo para a fenomenologia, simplesmente iremos ganha-lo como
cogitatum, quer dizer, como correlato de minha intencionalidade” (MARTINI, 1999, p.
49).

Na anélise dos dados, colocamos em suspensdo nossos conhecimentos prévios,
nossas compreensdes oriundas das leituras efetuadas sobre RA e constituicdo de
conhecimento, para nos voltarmos para o vivido no curso com os participantes e deixar e
fazer ver o que se mostra nesse movimento de comunicagdo que € explicitado nas Cenas

Significativas acerca da constituicdo de conhecimento.

Essa analise envolve dois movimentos: o da analise ideografica e da andlise
nomotética (MACHADO, 1994). Eles ndo sdo movimentos dicotdmicos ou hierarquicos,
mas carregam especificidades e visam a estrutura do fendmeno. Evidenciam um modo de
proceder, da postura fenomenologica, que intenciona “o retorno as coisas mesmas” € que
se d& no encontro com as esséncias, o eidos, aquilo que se mostra para o sujeito “que se
volta para...”. 1SS0 que se mostra, revela-se através de “[...] sinteses mais abrangentes do
dito e interpretado, buscando as estruturas das experiéncias vividas que revelam o modo
de ser do fendmeno” (BICUDO, 2011, p. 58).

Nesse movimento de analise fenomenoldgica, nos voltamos atentamente para 0s
dados da pesquisa, a luz da interrogacdo. Com as descrices, sdo efetuadas leituras tantas
vezes quantas forem necessarias, “para que o sentido das experiéncias vividas pelo sujeito
seja existencialmente compreendido” (BICUDO, 2011, p. 57), tornando-se possivel a
articulacdo das Unidades de Sentido (US). As US sdo trechos destacados pelo pesquisador
quando ele se volta para as descricOes e julga que tais trechos sejam significativos para a
compreensdo do interrogado. Nesta pesquisa, conforme salientamos, ndo destacamos
trechos de falas individuais, pois optamos pela organizacdo dos dados em Cenas
Significativas. Assim, consideramos os nucleos de significado que, segundo Detoni e
Paulo (2011, p. 102), vao sendo constituidos “nos movimentos de interpretacdo do
pesquisador” e procuram ser um “polo de convergéncia de falas, gestos, fisionomias,

compreensoes intersubjetivas, entre outros atos de expressao”.
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Com as cenas constituidas, o pesquisador volta-se para elas e busca por ideias que
se manifestam nas falas. Tais ideias expdem interpretacdes do pesquisador acerca do
manifesto pelos sujeitos em sua forma de dizer individual, mas, também, no didlogo com
0 outro.

Além de ver essas manifestagdes em cada sujeito, uma atribuigdo comum de
significados que o grupo todo de sujeitos intencionados na experiéncia deixa
ressaltar na iminéncia do intersubjetivo. Cada sujeito articula compreensdes
que necessitam ser comunicadas ao outro. Ha, portanto, sempre a experiéncia

da alteridade, que se expressa numa rede comum de significados constituidos.
(DETONI; PAULO, 2011, p. 118)

O movimento interpretativo avanca a medida que transcende o discurso individual
e se aproxima das generalidades, que permitem dizer do fenémeno buscando colocar em
destagque os invariantes. Caminha-se, portanto, no movimento interpretativo da analise
individual (ideografica) em direcdo as regibes de generalidade (nomotética). Trata-se de
um movimento de analise que articula convergéncias de sentidos e significados e
possibilita a constituicdo de categorias abertas. As categorias expressam generalidades
acerca do investigado, ou seja, expressam aquilo que de modo geral se mostra ao

pesquisador como invariante em relacdo ao todo.

A discussdo das categorias envolve uma sintese reflexiva na qual é possivel
dialogar com a literatura na area da Educacao e Educacdo Matematica acerca dos temas
que circundam a regido de inquérito da pesquisa, em nosso caso, a constituicdo de

conhecimento em Calculo ao estar com a Realidade Aumentada.
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6 A ANALISE DOS DADOS

Nesta secdo, temos como objetivo apresentar ao leitor o movimento de analise de
dados produzidos nesta pesquisa. Trata-se de um caminhar para o qual assumimos a
postura fenomenol6gica como um modo de compreender o interrogado nos deixando
conduzir por aquilo que se mostra relevante acerca da constituicdo do conhecimento em

Célculo, quando o sujeito estd-com a RA.

6.1 A organizacgdo dos dados: expondo os procedimentos
Terminado o0 curso, passamos a transcrever as gravacoes em video procurando

tornar texto aberto a interpretacao os registros dos 8 encontros.

Conforme dissemos, trazemos para o texto da transcri¢ao o recurso dos gifs, dando
ao leitor acesso a pequenos recortes dos videos com imagens em movimento, pois as
palavras podem ndo dar conta do que foi expresso/comunicado pelo participante em seus
atos totais de expressdo. Com isso tem-se, nas cenas significativas, as opgdes de links e
QR Codes que direcionam o leitor aos gifs. Para os leitores da tese trazemos, ainda, a
opcao de acesso as cenas e seu conteldo digital por meio de um site produzido no

aplicativo Google Sites. Basta que o leitor acesse o site http://gg.gg/tese-cenas-

pereira2022.

Relembramos que as cenas foram constituidas no movimento de leitura do texto
transcrito, quando este pesquisador a ele se lanca e se deixa conduzir por aquilo que se
mostra relevante a compreensdo do interrogado. No total, foram organizadas 25 cenas
que aqui estdo apresentadas na forma de quadros. Cada cena esta em um quadro especifico
e traz o fluxo de acontecimentos de determinado momento do curso, o ndcleo de
significado interpretado pelo pesquisador. Criamos cddigos para que seja possivel nos

referirmos a cada uma delas, conforme segue:


http://gg.gg/tese-cenas-pereira2022
http://gg.gg/tese-cenas-pereira2022
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Figura 16 — Quadro que apresenta as Cenas Significativas

Cena2 - E2A1a- Superficies cilindricas: paralelas, geratriz e
curva plana.

Descrigio: Fartindo da definigao de Superfice Cilindnca presente em Stewart (2013), os
parbcipantes exploram a equacao 2 = x?

Anderson: "0 cilindro & uma superficie constituida de todas as retas chamadas geratnzes
que S50 paralelas a uma reta dada®. O que & essa geratiz? Ou entdo, mais adiante, diz "e

que passam por uma curva plana”. Que curva plana € essa ai, que gerou este ohjeto?

[(Analizando & cwva r=x7) Alex: Nao, ndo € um cilindro, Vou chamar de telha (rsos)
Anderson |5s0 & um cilindro? Clhem para a definigao de cilindro, Alex: Mas & (clngro)
N30, ndo sai Anderson: Cologuern ai y =0, Alex: Eum plano. Andersen: O que gerou 3
interseccan? Alex Uma paribola. Mas um cilindro ndo temn gue estar fechado?
(Observangoo grafico da equacdo e percebendo que efe ndo lem sua forma “fachads” para
ser genomnado clindro). Henrlque: Nao. Mo meu ponto de vista cilindro & tudo gue na

Fonte: Elaborado pelo autor.

Na Figura 16, temos um exemplo de como os quadros sdo apresentados no texto.
Neste caso, temos um recorte da segunda cena ou Cena 2, seguida por um cddigo que
indica 0 encontro no qual a cena ocorreu e a atividade a qual ela se refere. O codigo E2A1
diz de uma cena relativa ao segundo encontro, E2, e durante a realizacio da tarefa®® 1
desse encontro, Al. Esse codigo € seguido do nome que atribuimos a cena, no caso da
Cena 2, Superficies cilindricas: paralelas, geratriz e curva plana. Quando vimos ser
necessario, o item Descri¢do foi inserido. Nele trazemos detalhes entendidos como
importantes para a compreensdo do cenario / momento daquela cena. No caso da Cena 2,
a descricdo € inserida para explicitar o ponto de partida das discussdes. Descri¢ao:
Partindo da definicdo de Superficie Cilindrica presente em Stewart (2013), o0s

participantes exploram a equagao z = x2.

Abaixo de cada quadro que apresenta uma cena, foram criadas linhas que trazem
as ldeias Significativas interpretadas pelo pesquisador para explicitar aspectos relevantes
da vivéncia dos participantes que nos conduzem a compreensao acerca do que na pesquisa
se interroga. E importante dizer que, embora na apresentacio do texto, as ideias
significativas sejam uma ultima linha inserida logo ap6s a cena, no movimento
interpretativo elas foram destacadas ap0s a organizagdo das 25 cenas. Neste movimento

que procura destacar o que, naquela cena, € central a compreenséo do fenémeno, a postura

19 Embora estejamos considerando que foram propostas tarefas aos participantes do curso, entendemos que nas cenas
ha uma atividade deles por conta do seu envolvimento ao explorarem as tarefas.
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do pesquisador de deixar e fazer ver o que se mostra é fundamental para nossa

compreensdo acerca da constituicdo de conhecimento em Calculo com RA.

No texto descritivo das cenas, optamos por destacar em negrito algumas
informacdes indicando objetos matematicos presentes nas falas dos participantes como,
por exemplo, valores, eixos e expressdes. Também estdo em negrito os nomes?® dos

participantes quando eles d&o inicio em suas falas.

Ao longo das cenas, mostrou-se importante, em certos momentos, esclarecer agdes
e falas dos participantes que, por vezes, podem causar confusdo ou que permitem elucidar
0 que 0 sujeito expressou e ndo esta em sua fala (através de gestos, por exemplo). Assim,
no texto da cena, esse esclarecimento é apresentado entre parénteses e em italico, para

evitar confundir com o texto das falas dos participantes.

6.2 As Cenas Significativas
Apresentamos, a seguir, as cenas constituidas pelo pesquisador nas leituras das

transcric@es dos encontros do curso.

Quadro 1: Cena 1 - E1A2 - Explorando a equagéo da esfera

Cenal - E1A2 - Explorando a equacao da esfera

Pesquisador: Agora nos vamos digitar a equagéo da esfera (x —m)2 + (y — n)2 + (z— 0)2 = r2. Ai, por
gue o m, n e 0? Se vocé variar o controle deslizante do r, 0 que acontece? Participantes: Aumenta a

esfera. Aumenta o raio. Fica maior né?! Ou fica menor!

Pesquisador: E 0 m, n e 0? Hércules: Sim, a posi¢do. Em cada eixo. O o varia em z. Fabricia:
Gente, como que entra dentro? Hércules: Entrar é so entrar nela, se aproximar dela. Fabricia: Ah,

entendi. Hércules: Eu estou no centro dos eixos. Eu estou na origem, eu sou a origem!

20 Na pesquisa, para preservar a identidade dos participantes, foram utilizados nomes ficticios.


https://drive.google.com/open?id=1wy5VNTR4fCRQkuEaiMUgDVFhn7hBYtwc
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[..]

Fabricia: Ah, entendi. (O professor pesquisador diz para a participante ir até a esfera se movendo
com o smartphone. A participante faz um movimento de aproximacao em direcdo a esfera com o
aparelho e percebe que o objeto permanece parado onde estd e se surpreende com o ocorrido, e

consegue observar a esfera por dentro. A participante se move pelo eixo z, num movimento de descida

transpondo o0s pontos 6, 5, 4, 3. A participante faz mais algumas variac6es dos controles deslizantes

e observa as variacOes de posi¢cdo e dimensdo da esfera).

[.]

Helen: (A participante movimenta os controles deslizantes de modo que todos indiquem o valor 0.
Observa a posicao da esfera, que se encontra no centro dos eixos (0,0,0). Movimenta cada um dos
controles deslizantes e, ap6s se dar conta da variacao, retorna ao valor 0 de cada controle. Modifica
também o controle que altera o raio da esfera, aumentando a partir de 0, acompanhando as
modificacOes na tela. Aproxima-se da esfera e comega a se mover no interior do objeto). Helen: Eu

estou dentro da esferal

[.]

Hércules: Coisa impressionante, multi linda! Agora, vamos tentar fazer isso! (Participante observa

que no teto do laboratorio estdo penduradas varias esferas, representando o sistema solar. Entdo,



https://drive.google.com/open?id=1nsGzY14gAigEybh-qXSHLnVj5Sscpx5P
https://drive.google.com/open?id=15apLjzEyZ6dcc9GrR_tmaviPZYn_exMq
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focaliza com a cdmera do seu smartphone a esfera que representa o Sol e decide posicionar a esfera
digital no mesmo local, fazendo varia¢des para que ela tenha a mesma posi¢do e tamanho que a
representacdo do Sol presente fisicamente na sala. V& que ndo consegue fazer com que a esfera
digital se desloque verticalmente para cima até atingir a altura do Sol. Entdo, muda o limite de altura
do controle deslizante que altera os valores ao longo do eixo z, altera o raio da esfera e consegue o

gue queria).

Ideias Significativas

Usa o aplicativo para investigar a posicdo e tamanho da esfera em relacdo ao sistema
tridimensional de coordenadas

Relaciona o objeto digital com objetos do espagco fisico do ambiente (buscam aproximar o objeto

digital com objetos do espaco fisico)



https://drive.google.com/open?id=19-lxndhj5ArQB6M7A4T5CNTQySqGc-Gf
https://drive.google.com/open?id=19-lxndhj5ArQB6M7A4T5CNTQySqGc-Gf
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Quadro 2: Cena 2- E2Ala - Superficies cilindricas: paralelas, geratriz e curva plana

Cena 2 - E2Ala - Superficies cilindricas: paralelas, geratriz e curva

plana.

Descrigdo: Partindo da defini¢do de Superficie Cilindrica presente em Stewart (2013), os

participantes exploram a equagéo z = x2.

Pesquisador: “O cilindro é uma superficie constituida de todas as retas chamadas geratrizes que sdo
paralelas a uma reta dada”. O que ¢ essa geratriz? Ou entdo, mais adiante, diz: “e que passam por

uma curva plana”. Que curva plana ¢ essa ai, que gerou este objeto?

(Analisando a curva z=x?) Alessandro: N&o, ndo é um cilindro. Vou chamar de telha (risos).
Pesquisador: Isso é um cilindro? Olhem para a definigdo de cilindro. Alessandro: Mas é (cilindro).
N3o, ndo sei. Pesquisador: Coloquem ai y = 0. Alessandro: E um plano. Pesquisador: O que gerou
a intersec¢ao? Alessandro: Uma parabola. Mas um cilindro ndo tem que estar fechado? (Observando
o grafico da equagdo e percebendo que ele ndo tem sua forma “fechada” para ser denominado
cilindro). Hélio: Ndo. No meu ponto de vista cilindro é tudo que na proje¢do aqui da tudo reta.
(Olhando a superficie de uma posi¢ao lateral, como podemos observar na Figura a seguir).

Hélio: E que para mim, se vocé visse de lado, assim, parecia que ia ter um monte de reta... uma do
lado da outra. Assim, assim, assim... até montar a parabola com todas as retas (O participante tenta
explicar que as retas estdo uma ao lado da outra utilizando duas canetas que estavam em sua mao,
enguanto o outro participante observa o objeto digital e o que o colega representa com 0 movimento

das méos e das canetas).



https://drive.google.com/open?id=1zfnJZB9cbvoNMoaTzGxAYU_GYy_kN3IJ
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Pesquisador: Formando o que? Hélio: VVocé imagina que seja um cilindro parabolico né?! VVocé tem
um monte de reta assim... (indicando que as retas estdo uma ao lado da outra, com as canetas, no
sentido vertical). Pesquisador: Ah, entendi. Bom, vocé pode tentar observar melhor isso dai tragando
um plano, z = m. E se vocés manipularem 0 m e criarem a interseccao entre a superficie e esse plano,
VOC€ vai ver que vao ser varias retas paralelas. Observem ai. Hélio: Ai olha... as duas retas aqui (O
participante manipula o controle deslizante e observa as retas que sdo geradas pela intersec¢do do

plano com a superficie).

@ ©X=(0.0.0)+(05t0.025¢)
19 E

—O—°

Alessandro: Ah, agora eu entendi. Paralela a uma reta dada. As retas, verdade! E a geratriz é essa
altima, né?! (ao dizer “essa ultima”, o participante refere-se a reta interseccdo do plano com a

superficie em z = 0, sob o eixo y).
[.-]

Pesquisador: Bom, tudo bem? E cilindro? Fabricia: Sim. Pesquisador: Helen, vocé estd meio
afastadinha. Ai, vocé conseguiu observar? Helen: Eu estou, mas eu estou conseguindo acompanhar

aqui. Fabricia: Aqui 6, vou mexendo e as retas da intersec¢do séo paralelas. Helen: Ah sim.



https://drive.google.com/open?id=103rH5EQOxYGATRWM_nJkoImHGSks50-b
https://drive.google.com/open?id=1PC_5UDhbAa3l3YmxBjocySBNQbkd8k4P
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Ideias Significativas

Usa a RA para analisar a intersec¢do de planos com a superficie gerando retas paralelas e

compreender a defini¢do de Superficies Cilindricas.

Faz analogia do objeto digital com objetos do espago fisico (buscam aproximar o objeto digital

com objetos do espago fisico)
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Quadro 3: Cena 3 - E2Alc - Associagdo de x2+y2=mey2+2z2=n

Cena 3 - E2Alc - Associacdo de x2+y2=mey2+z2=n.

Pesquisador: Bom, pensando a partir do que vocés ja fizeram ai (explorando caracteristicas do
gréfico de x2 + y2 = m), digitem isso daqui (a equacgao y2 + z2 = n). Podem deixar a outra superficie

ai. O que vocés acham que vai acontecer?

Helen: Vai formar um cilindro deitado. Alessandro: Paralelo a x... ao eixo X. Ele vai tombar 90°.
Pesquisador: Tem alguma relagdo entre as geratrizes ¢ o...Hélio: O eixo vai ser paralelo ao x. No
outro, 0 eixo era paralelo ao z. Alessandro: Se todas as escolas tivessem computadores com
GeoGebra, né? Hélio: Hum, agora eu estou entendendo, qual é a vantagem dessa Realidade
Aumentada. VVocé consegue ver de varios angulos (referindo-se as posi¢des diferentes em que pode
observar o objeto) Alessandro: S6 que no 3D vocé também consegue. Hélio: S6 que 14 é ruim. VVocé
tem que ficar arrastando assim, com o dedo. Alessandro: é.

Ideias Significativas

Relaciona a representacéo grafica de superficies cilindricas com sua forma algébrica

Destaca 0 movimento do corpo-préprio para analisar os graficos de equacdes cilindricas
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Quadro 4: Cena 4 - E2A2a - Explorando a Superficie Quadrica

Cena 4 - E2A2a - Explorando a Superficie Quadrica

2 gl
2+ +

z—
g "4 ~°F

Descrigdo: Foi proposto aos participantes gerar os planos x =m,y =ne z =0, e criar as
interseccOes desses planos com a superficie gerada. Os controles deslizantes m, n e o, permitiam a

variacdo da posicao dos planos e suas interseccdes com a superficie.

Hélio: Vai dar um elipsoide. Ah, tem que tracar cortes em X, y e z. E todos os cortes vao ser
elipses, menos em y. Vai ser circunferéncia no corte com y. Alessandro: Nao, em y também sera
elipse, olhe a equagdo. N&o tem como ser circunferéncia. Hélio: Realmente. (Para observar os cortes
feitos na superficie, o participante se levanta e se posiciona em um local onde possa observar as

formas que sdo geradas com a interseccao).

Alessandro: Sé deixa eu ver uma coisa aqui (Pede o smartphone ao outro participante e observa a
interseccdo por outro angulo de visualizagdo). Alessandro: Ah ta. Do jeito que estava parecia que

era uma esfera, ndo... uma circunferéncia.



https://drive.google.com/open?id=16rPug86B-XuYxwB6gWDBV6uFvjLuiAR5
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Helen: Varias questdes do professor de Geometria Analitica, era isso: x =0,y =0 e z = 0. Ai depois
tinha que determinar as retas de interseccdo, as projegoes... so que ele ndo deixava usar isso daqui

ndo. E seria muito mais facil de visualizar.

Ideias Significativas

Explora a forma da figura gerada (quadrica) pela interseccao do plano com o elipséide

Considera que a visualiza¢ao dos objetos matematicos pode favorecer compreensdes nas aulas

de Geometria Analitica
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Quadro 5: Cena 5 - E2A2b - Dialogos sobre z = y2 - x2

Cena 5 - E2A2b - Diélogos sobre z = y2 - x2

Descrigdo: Ao observar a equagdo, os participantes fazem muitas inferéncias quanto ao tipo de
grafico que sera representado no aplicativo. Porém, demonstram também algumas incertezas em suas
falas. Séo afirmacGes colocadas no campo das possibilidades. Apés um momento de conversa,
representam a equacdo no GeoGebra AR e realizam a exploragédo, retomando aquilo que haviam

apontado anteriormente.

Alessandro: Mas estranho. Porque quando o z variar, 0 que vai acontecer? Hélio: Vao ser
duas retas. Se vocé variar 0 z vai ser uma constante. O X se passar para |4 fica y2 = x2 + k. Entdo y

fica raiz de x2 + k. E raiz de menos x2 + k.

Alessandro: Verdade. Hélio: As duas retas fazem o trago por z. Faz o trago por z ai (no

aplicativo). Coloca ai o plano no z. Coloca ai z é igual a uma constante... Z = 0.

Alessandro: Deu a batatinha (risos) (referindo-se ao grafico da equacéo e comparando ao
formato de uma batata Pringles). Alessandro: Mas por que ndo vai ser uma hipérbole, entdo? Hélio:
E hipérbole sim (o participante observa a intersecgéo entre a superficie e 0 plano z = 0 e, & medida
em que move o controle deslizante, percebe que tratam-se de hipérboles). O traco (intersecc¢ao) por
z é uma hipérbole. Alessandro: Viu, eu sabia que tinha alguma hipérbole. Entdo vai ser uma hipérbole
com eixo dela paralelo a y mesmo. Hélio: Sé que os dois véo ficar divididos por k. Alessandro: Sé

gue ali tem o0 menos. Tem Vvarias coisas (risos).

™ A = 83% §18:02
1)e

o
IPiow;

[.]

Jennifer: z = o vai ser 0 que? Uma hipérbole, né? Helen: Sim, hipérboles. Gostei (enquanto explora

o grafico). Muito interessante. Agora eu passo de GA (Geometria Analitica).



https://drive.google.com/open?id=1pwonxm3sG5QZ4PVa-rEtHO4228Eait4j
https://drive.google.com/open?id=1iyVqO6rU43QWl_os6pwDYyfxMyAPDmLl
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[.]

Pesquisador: N&o sei (0 nome da superficie gerada pela equacéo nesta atividade). E isso que eu
quero saber (risos). Como eu falei pra vocés, essas intersec¢es ddo nome a essas superficies. E as

intersecgOes geraram que tipo de curvas?

Helen: Parabolas e hipérboles. Parabol6ide Hiperbolico! (risos). Helen: Nossa, que interessante!
Parabola, pardbola, hipérbole... Paraboléide Hiperbdlico! Auxiliar: Eu nunca tinha parado para
pensar gque os cortes ddo nome. Helen: Sim! Eu falo que agora eu vou passar de GA. Se eu ndo passar

agora eu ndo passo mais.

[.]

Hélio: Ei, eu entendi um erro. Lembra que eu falei que iria dar uma parabola e depois eu disse que

iria dar menos a parabola? Alessandro: Sim. Hélio: Isso dai é a hipérbole! la gerar duas parabolas.

Ideias Significativas

Levantam hipoteses acerca da representacdo grafica de superficies quadricas analisando sua

forma algébrica

Com o aplicativo busca compreender superficies quadricas e sua nomenclatura

Faz analogia entre o objeto digital com objetos do espaco fisico do ambiente




98

Quadro 6: Cena 6 - E3A1 - Coeficientes m, n, 0 e p na equacéo

mx2 + ny2 + 0z2 = p2

Cena 6 - E3AL - Coeficientes m, n, 0 e p ha equacao

mx2 + ny? + 0z2 = p?

Descrigdo: Manipulando os controles deslizantes m, n, 0 e p e, consequentemente, os valores
dessas constantes na equacao, os participantes observaram a variacdo no grafico da superficie

gerada pela equacéo.

Alessandro: E se mover 0 m? Se mover o m vai dar uma elipse. Hélio: Nao, ndo... nem sempre.

Alessandro: Ndo, ndo é uma elipse néo.

Alessandro: Nao, se mover o0 m?! Hélio: Sé que se mover para o negativo ai ja da... ja da o carretel
de pipa la (associando o grafico representado na tela com um carretel de linha de costura, também

utilizada para empinar pipas).

[=]

of
a

[.]

Alessandro: Nossa, ele formou um cilindro, acho. Hélio: Ah, formou! E porque o n ta zero, né?!

Alessandro: E verdade. Cilindro!



https://drive.google.com/open?id=1RahEDY_9YrNw8J1Nr7GyAO7VXQ_YPApS
https://drive.google.com/open?id=1mWJMWOcSJYlZ5EDwzuxkohlnf7V1PfCG
https://drive.google.com/open?id=1mWJMWOcSJYlZ5EDwzuxkohlnf7V1PfCG
https://drive.google.com/open?id=1vKEwwQ1hfuOXtzCF-tLIGddyKFbn7NoX
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T een

Hélio: O o deve ser a mesma coisa também (o participante movimenta o controle deslizante para

verificar se, movendo o controle o, é possivel obter um cilindro).

[.]

Hélio: Agora deixa eu ver se colocar dois negativos (o participante movimenta os valores de dois
controles deslizantes para valores negativos). Hélio: E, os dois negativos, vira... Alessandro: Ah,

um hiperbol6ide de duas folhas. Hélio: Isso, hiperboldide de duas folhas.

Hélio: E se colocar os trés negativos?! E, os trés negativos, ndo da nada, né?! Porque n&o tem como
os trés negativos dar um. Porém, se vocé jogar o p ali para negativo, ai ele volta naquele formato de

esfera e elipse. Muito bem! Deu para ver legal.

[.]

Hércules: Nossa, virou uma calha, volta la. Olha!!! Helen. Sim, nossa que lindo. Hércules: zerou o

n. O n td onde? Helen: O n estd em y. Hércules: Entdo, zerou 0 y... deu as duas folhas.



https://drive.google.com/open?id=1tIC9mrPjFZEiGnalXo29vTm7jQFjbeL2
https://drive.google.com/open?id=1Zapn27YhM2rnr1ihPIDx3ThILhlmJPKa
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Ideias Significativas

Faz analogia entre o objeto digital com objetos do espaco fisico do ambiente

Levanta hipdteses e explora representagdes graficas de superficies e suas formas algébricas
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Quadro 7: Cena 7 - E3A1L - “Um” olhar para o tridimensional de

mx2 + ny? + 0z% = p2

Cena 7 - E3AL - “Um” olhar para o tridimensional de

mx2 + ny2 + 0z2 = p2

Descrigdo: Apo6s um periodo de exploracdo, foi solicitado que fizessem movimentacdes nos
controles para representar os seguintes objetos: - uma esfera; - uma superficie cilindrica e; - um

elipsoide.

Parte da atividade solicitava que, quando eles construissem cada um desses objetos, realizassem um
print (captura fotografica da tela) com o objeto. Em seguida, solicitamos que compartilhassem
conosco esta imagem pelo Google Drive.

Apds, o professor/pesquisador apresentou essas imagens projetadas no Datashow e levantou alguns

questionamentos sobre as caracteristicas dos objetos e de suas representagdes.

Os participantes conversam sobre os print registrados pelas duplas quando foram convidados a
representar graficamente objetos tridimensionais.

Hércules: E uma bela visio (risos). Participantes: E um caderno. Um chinelo e um dedo (risos).
Helen: E, a gente viu de cima. Pesquisador: Mas alguém duvida que isso dai é um cilindro?

Hércules: E que a gente olhou de cima. Pesquisador: Sera que se ndo tivesse a equacio ali, 0s
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eixos... sera que a gente iria falar que aquilo ali é um cilindro? Hércules: N&o sei se essa visdo seria...
se essa visdo é mais confusa. Porque essa visao de cima, essa visdo meio torta dele, as vezes a gente
poderia pensar que era outra coisa. Hélio: Talvez a gente pudesse pensar que isso era um cone.
Pesquisador: Eu estava pensando exatamente no cone. Porque parece que ele faz assim, ndo é?
(movimento com as maos de afunilar o cilindro). Que ele vai fechando. Mas ndo é! VVocés observaram
que é um cilindro, correto? Hércules: E que a gente olhou de outra perspectiva. Isso que ajuda a ver.

Com essa imagem parada assim ja ndo ajuda.

[.]

Pesquisador: Eu tinha preparado essa atividade aqui para que nds pudéssemos investigar um pouco
essas variagdes nessas constantes que acompanham as varidveis x, y e z. Hércules: Porque nas
imagens paradas, nos print, as vezes fica meio confuso. E isso que a gente faz aqui (durante os
momentos de exploracgéo do curso), as variagdes, a gente fica olhando para todo lado. E a gente vai
olhando de diferentes perspectivas. Helen: Eu achei interessante porque foi a partir de uma equacéao
s0. E podemos fazer variagdes e observar o que ocorre, e nds fizemos tudo. Pesquisador: E nos
fizemos todas as superficies da semana passada? Hércules: Quais foram as da semana passada (esse
participante havia faltado ao encontro anterior)? Participante: Faltou a superficie de sela.
Pesquisador: Mas a superficie apareceu ai para vocés na hora que vocés fizeram as manipulagdes?
Alessandro: Eu acho que nem a parabola apareceu também. Hélio: Mas para aparecer a parabola,
um dos trés termos la teria que ser linear, ndo poderia estar elevado ao quadrado. Hércules: Verdade!
Por isso ndo apareceu também a calha parabdlica.

[.]

Pesquisador: Na elipse, no elipséide na verdade, dependendo de onde vocé olhar ele, vocé pode
observar diferentes formas aparecendo. Hércules: Ele pode parecer uma esfera, se vocé olhar retinho
assim num plano. Helen: Dependendo do valor que vocé deixar também, porque se vocé deixou s6
um pouquinho diferente vai ser uma elipse. Mas vocé vai conseguir observar que mudou s6 um
pouquinho? Hércules: Sim, com certeza (concordando com a participante). Mas uma esfera é um
elipsoide, ndo é€?! Pesquisador: Sim, um elipséide s6 que ela... Hércules: Os dois focos da elipse

estdo no mesmo lugar.

[.]

Jennifer: Eu ja tinha usado 0 GeoGebra mas ndo na parte de realidade aumentada. Entéo, da
uma outra visao quando vocé vé a figura e tudo mais. Pesquisador: O gque vocés veem de diferente?
Porque vocés falam que é bonito, que é legal e que é uma outra forma de ver a figura. Hélio: Acho

que o que tem de diferente é que vocé consegue ver uma superficie assim, como se ela estivesse aqui
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na nossa sala, se vocé quer ver ela de lado, vocé s chega e vira assim para ver o lado. Se vocé quer

ver ela de baixo, é s6 voceé se deitar e olhar por baixo. E como se fosse essa mesa aqui.

Hércules: Acho que o diferente do Geogebra 3D do computador, do celular, que a gente j&
usava antes (referindo-se a versao do GeoGebra sem o recurso de RA), por exemplo, é que ali ainda
é um negécio 2D. Na realidade aumentada vocé tem a perspectiva toda, ainda ndo é um negécio 3D,
mas parece muito mais 3D mesmo, muito mais tridimensional. Por exemplo, quando a gente desenha

na lousa, tem toda uma distorcdo, é uma idealiza¢do, um recorte.

Helen: O que eu achei interessante, como na semana passada, foi que a gente fazia
intersecgdes e 0s cortes, porque eu nao sabia que tinha esse recurso no Geogebra. Eu acho que deu

outra visdo.

Ideias Significativas

Visualiza tridimensionalmente em RA e destaca caracteristicas de objetos matematicos

Levanta hipdteses e explora representacdes graficas de superficies e suas formas algébricas

Faz analogia do objeto digital com objetos do espaco fisico do ambiente

Corpo-proprio muda de posi¢do para ver as caracteristicas do objeto digital

Considera que a RA d& uma “quase” presenca do objeto digital (materialidade)
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Quadro 8: Cena 8 - E3A2 - A bagunca do limite

Cena 8 - E3A2 - A bagunca do limite:
(x* =»)
lim ——
(2,)=(0,0) ( x2 + y2)

Descricdo: Neste momento, os participantes sdo convidados a analisar o grafico da funcéo

acima e a ndo existéncia de seu limite no ponto (0,0).

Alessandro: Eu ndo sei se existe. Hélio: Ah, ta parecendo que existe sim. Alessandro: Ah,
verdade. Todos tendem para o mesmo... apesar que ndo, olha! Apesar que ela ¢ igual de todas as
perspectivas. Apesar que ndo. A ideia é que todos tendam para 0 mesmo lugar, eu acho. Hélio: Agora

esta dando para ver... parece que ela esta se afundando no zero.

Alessandro: Entdo, esta estranho. Sera que todos tem que tender para um mesmo ponto?
Hélio: E. Porque € o que € limite, né?! Ir para um valor. Alessandro: Eu acho que néo... (n4o existe).
Eu néo sei dizer, na verdade. Hélio: N&o da para ver direito. Mas esta parecendo que existe sim. E
onde esté batendo no eixo z, aqui. Pesquisador: E ai, existe ou ndo existe? Se existe, é quanto? Hélio:
Bom, parece bater no 1. [...] Pesquisador: E agora? Hélio: Aqui estd funddo. Ai depois ele comeca
a subir. E parece bastante que ele vai subindo até o 1. Alessandro: Mas nao é... olha 14 a parte de

baixo. Ah, ndo sei.
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Alessandro: Tem aquela parte ali que parece amassada. Eu acho que néo existe porque se
voce virar a figura (o participante se move para ver a superficie de outra perspectiva)... olha aqui

para vocé ver. Se vocé olhar daqui € 1. E se vocé virar a figura, vai passar no -1.

Alessandro: Vamos dizer que estes daqui sdo 0s caminhos... esses riscos pretos aqui. Hélio:
E verdade! Tem caminho que vai para 1 e tem o de baixo que vai para o -1. Alessandro: E. Entfo

nao existe.

[.]

Hércules: Ai, agora vamos mexer. A gente tem que entrar no zero, vamos entrar nele. O que

é indo para o zero, porque é o zero que a gente quer. Olha...



https://drive.google.com/open?id=1r-VbzHN9B3SosFGc5yx_GH_z4LA6-1ax
https://drive.google.com/open?id=1K__TJmCvlgHri89szmyFb1iBdju-SGp_
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Hércules: Vamos pensar! Qual que é o x? E o vermelho (fazendo referéncia a cor de cada
eix0). O vy, que ¢ o verde. Vindo pelo verde aqui olha... o que é?! Quando X e y tendem a zero
(referindo-se ao ponto (0,0), considerado para a verificagdo do limite), a funcéo vai para onde? O z
é 0 que? O z vale quanto? Olha, aqui em cima ele ta meio para 2... ndo... para 1. E aqui embaixo, 0

z também esta aqui embaixo, ele vai para -1. No -1 e no 1.

Hércules: E, porque, olha! Bate aqui embaixo, bate aqui em cima. Ele esta indo para o -1...
Ele estd indo para 0 1 e para 0 -1. Entdo, estd meio esquisito. Mas eu ndo entendi essas coisas...
complicado, né?! Mas é meio bagungado. Olha aqui, vem ver um negocio aqui. Olha esse tanel...
porque olha aqui... bate aqui em baixo e bate aqui em cima. Me lembra o grafico de uma fungdo...
como que é mesmo?! Daquela que €, por exemplo, seno de & sobre x, umas coisas assim, que tem
no célculo 1, lembra? Que ndo tendia a nada... que ele vai tender em cima e em baixo, lembra? Ah,
intuitivamente eu falaria que ele ndo existe (o limite da fungdo). Mas eu ndo lembro direito das coisas

aqui. Helen: Esquisito. Hércules: N&o é?!



https://drive.google.com/open?id=10XASKD9hxFowaL-YWcCuT4nNjTU_9wxd
https://drive.google.com/open?id=1ORgwzcfBweviQpUrmsnTZTRmx0dtJesS
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[.]

Pesquisador: Mas por que vocés acham que ndo existe?

Hércules: Eu ndo lembro da definicdo bem direitinho. Meio que parece que ele esta
alternando, o z estd meio baguncado, ele tem varios valores ali, onde chega o zero. Pesquisador: E,
e como estamos falando do limite, é o limite em um ponto, e este ponto é o (0,0). E ali, onde vocé
esta falando, é o z, que vocé esta falando que t& bagungado. E vocé viu o que bagungado? Hércules:
N&o déa para ver onde esse z esta quando o x e 0 y € igual a 0. Nao parece que estd num lugar s6, como

deveria estar para que houvesse limite.

[..]

Hércules: Caminho seria a direcdo que vocé segue. Entdo, se vocé olhar de uma perspectiva,
parece que o0 z € -1, sei l4. Se olhar de outra perspectiva, ¢ 1. N&o sei. Jennifer: E que se vocé olhar
de cima assim, por exemplo, os valores que ele vai abrindo, eles estdo tendendo ao mesmo valor ali
no eixo, sé que a hora que vocé vé que se aproxima do 0, o de cima esta no 1 e essa figura, parece
que é duas se encaixando assim, esta no -1. Acho que é a Unica diferenca porque o resto ai vai tender

tudo ao mesmo valor.

[.]

Pesquisador: Entdo o que ele (Hércules) fez foi considerar, caminhando pelo eixo x. Com
isso voceé fixa o y = 0. E ai vai tender para 1. Agora caminhando ao longo do eixo y, fixando 0 x = 0,
ai vocés mostraram para mim que o valor de z estava indo para -1. Entdo, como caminhos diferentes
tendem a valores diferentes, o limite ndo existe. Logico, o exercicio disse que o limite ndo existia.
Mas vocés conseguiram perceber através da observacdo da imagem, que esse limite realmente ndo

poderia existir, sem fazer os calculos que o autor apresentou no livro, por exemplo.

Hércules: Isso é o tipo de coisa que a gente ndo conseguiria observar. Com o desenho estatico
a gente ndo conseguiria ver isso dai, ficaria muito dificil. Porque a gente tinha que olhar do lado, para

0 outro, por cima, por baixo, para a gente ver que z estava assumindo valores diferentes. Tudo isso é
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complicado de desenhar, por exemplo, de tirar uma foto. Se tirasse o print ficaria complicado também
de fazer isso. Esse negocio de limite é muito dificil imaginar. Em calculo dois era uma coisa que eu

tinha muita dificuldade. Era muito dificil pensar e imaginar esses caminhos [...]

Ideias Significativas

Corpo-préprio muda de posicao para ver tridimensionalmente o grafico da funcéo e explora os

“caminhos” para verificar a existéncia do limite da funcao

Levanta hipéteses e explora a representacdo geomeétrica, considerando a definicéo de limite.

Discutem a existéncia do limite de uma fun¢do, buscando uma solugdo coerente com o
enunciado da tarefa
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Quadro 9: Cena 9 - E3A2 - Os caminhos para o limite

Cena 9 - E3A2 - Os caminhos para o limite

Descrigdo: Para auxiliar na visualizagdo dos caminhos, foi proposto aos participantes que criassem
no aplicativo os planos x =0 e y = 0, e gerassem as curvas de intersecgdo entre esses planos e a
superficie.

Hércules: Vamos criar a interseccdo de superficie. Deixa eu ver se funciona aqui. Olha ai,
funcionou! Agora vamos criar a interseccdo... essa e essa. Ai, que bonito. Olha isso, a intersecgao.
Entéo se eu estiver indo por essa direcdo ele bate aqui e por essa direcdo ele bate aqui. Olha... vem
ver! Legal né?! -1e 1.

Helen: Entdo, quando ele vem... Hércules: Pelo plano, né?! x =0 e y = 0... depende do
plano que vocé se aproxima... porque esse é 0 caminho. Muito legal de observar assim. Hércules: E
se a gente for por outro caminho? Vamos tentar ir por outro caminho. Um caminho, quer ver, olha...
vamos fazer um plano, um plano inclinado, X =y. Ai vamos fazer a intersec¢do. Olha ai... porque é
por todas as direcdes, né?! Teoricamente. Vamos observar agora aqui... olha so, cruzando o zero.
Olha, que legal!. Helen: Entdo ai ele ndo existe?! Hércules: E porque por cada direcio ele é diferente.
Por um (caminho) é 1, por outro é 0, e por outro é -1!



https://drive.google.com/open?id=1oXcyvqBQKZtd08F3HstkmQGPkWSqNPCA
https://drive.google.com/file/d/1IuOKnAW9MxvGYPFMh14g71cuYYqNOkZh/view?usp=sharing
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Hércules: Vamos fazer por outro plano? Porque isso é fantastico! Porque é uma coisa muito
dificil de visualizar. Célculo 2 a gente ndo conseguia visualizar desse jeito. Vamos fazer mais um
plano. Qual outro plano a gente poderia... tem que ser em X € y... vamos tentar X = 4y, para mudar a
angulagdo. Nao sei onde esta este plano. Aqui, eu acho. Opa, cadé agora... intersec¢do... aqui! Olha
aqui, olha. Esta outra reta esta no... ndo ta no 1 ndo, ta quase. Entdo, muitas direcGes. Hércules:
Pesquisador, a gente fez por vérias dire¢Ges. Cada uma deu uma coisa diferente. Helen: Eu quero ver
uma agora que o limite existe.

[..]

(Logo ap6s o encerramento do encontro, os participantes estavam reunidos ao sair da sala,
momento em que um deles decide utilizar um recurso do aplicativo, criando um plano x = my, com
controle deslizante, que havia utilizado para constatar a existéncia ou néo do limite da Atividade 3.
Fazendo variagBes no controle deslizante e observando as modificagdes no grafico, constata que
variando os caminhos, o valor da fungdo no ponto (0,0) muda. Logo, o limite para aquela fun¢éo, no
ponto determinado, n&o existe.

Ideias Significativas

Exploram os “caminhos” para a verifica¢iio de limites de funcdes de duas variaveis

Corpo-préprio muda de posi¢do para explorar os caminhos e verificar o limite de funcGes de
duas variaveis



https://drive.google.com/file/d/12Eet7jNxqoLqUmpOe8P9qdEyVE2JGGxE/view?usp=sharing
https://drive.google.com/file/d/12Eet7jNxqoLqUmpOe8P9qdEyVE2JGGxE/view?usp=sharing
https://drive.google.com/open?id=1gpiiqBxBf21_wiuFIZBnE0LgcFUvfy83

111

Com o aplicativo, cria uma estratégia para explorar os caminhos para verificacédo do limite

Compara a exploracdo dos caminhos em RA com outras formas vividas nas aulas de Célculo
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Quadro 10: Cena 10 - - E3A3 - O limite existe

Cena 10 - E3A3 - O limite existe

Descricdo: Nesta atividade, os participantes sdo convidados a verificar o limite de uma funcdo,

caso ele exista.

3x2 ¥

llm{:‘h}']‘-*{ﬂ.ﬂ'} II-I'}‘E

Helen: Pode fazer ja, os planos? Hércules: Vamos entrar ali no meio, vamos olhar, olha ele
por baixo. Nao tem nada ali, como tinha naquele outro. N&o parece que t& indo pra outro lugar, ta
vendo? Agora vamos tragar alguns planos pra ver. x =y, x =0 e y = 0. Ja € o suficiente acho, ne?!
Assim, ndo é o suficiente, mas... Agora, intersec¢do de todo mundo. Helen: Vai tender tudo a zero?!
Hércules: Ai foi, os trés. Olha isso. Este daqui esta até inclinado aqui. Esta vendo, todos estdo no
zero. Espera ai, deixa eu apertar aqui, vamos ver... da nos trés, olha. Sdo trés retas... ta inclinada

aqui, no plano x = y. Olha que bonito...

Hércules: A gente poderia fazer uma coisa meio doida. A gente poderia fazer um plano com
controle deslizante. Ai a gente pode... Vamos fazer isso. Vai ficar muito bonito. Helen: x = m...
Hércules: x = my. Vamos fazer isso. Agora. Opa, ja esta interceptado... perfeito. Olha isso daqui!

Que coisa linda!!!



https://drive.google.com/open?id=1ndIMj1FGrcq9FQaZP8uICykGE-vWRuW0
https://drive.google.com/open?id=1FLCID6FQcpw7irIu66BBe6J5JfkV84sT
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Helen: Nossa, ficou muito bom! (risos). A gente fez um plano com controle deslizante e ai
agora, na hora que a gente mexe o plano, tipo...(movimento de girar com as maos). Pesquisador:
Mostra a intersec¢do? Helen: Isso. Olha 14, vai tudo para o zero. Hércules: E eu posso aumentar o
m. Agora sim... olha! Ai vai variando o plano, esta vendo (enquanto mostra 0 movimento a outro
participante)? Ai todos os lados, o plano corta no zero.

[.]

Hércules: E quase uma demonstracéo! Entfo, por varios caminhos. .. por todos os caminhos
diferentes, ao redor... por todos caminhos a gente... Alessandro: Ah, sim. Por infinitas retas! Nossa,
muito interessante. Hércules: Perfeito. E quase uma demonstracio, olha que legal! C.q.d. por
GeoGebraAR (“ c.q.d. - Como queriamos demonstrar”, fazendo referéncia a frase comumente
utilizada em demonstracées em livros de Calculo). Alessandro: Sim! C.g.d. por GeoGebra.

Hércules: “Por GeoGebra, podemos considerar que...” (risos).

[.]

Jennifer: Ficou estranho, né?! Fabricia: Parece um papel amassado. Jennifer: Deixa eu
colocar aqui... Fabricia: Colocou os planos? Jennifer: E que t4 verdinho... ndo d4 pra ver (se

referindo aos planos). Acho que agora foi, né? O pretinho. Fabricia: Sim. Jennifer: Néao sei se

adiantou alguma coisa. Fabricia: Eu acho que existe sim, olha! Ta vendo? As duas (retas). Os
pretinhos (as retas de intersec¢cdo) estdo na mesma dire¢do (ambas retas cortam o eixo z no ponto

(0,0)).



https://drive.google.com/open?id=10Md-1rZSe91gHEgmugXdZz69HDZcGwDA
https://drive.google.com/open?id=1l-yX25TQVk1xC4ZBB1b3F_pfwHjpnClq
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Jennifer: E, eu ndo td conseguindo ver isso na figura. O porqué que eles existem. Fabricia:
E, a gente ndo esta conseguindo ver muito bem ndo. Jennifer: Eu sei que existe. Mas na figura néo
estou conseguindo enxergar direito o porqué. Pesquisador: Por que vocé acha que ele existe?
Jennifer: Nao, assim... fazendo o calculo eu sei que ele existe. Mas na figura eu ndo estou
conseguindo enxergar. Pesquisador: O que tem que acontecer na figura? O que tem gque acontecer,
diante da defini¢cdo? Nos estavamos falando de caminhos, néo era isso? Nas duas dimensdes, bastava
olharmos para a direita e para a esquerda. Mas aqui, sdo trés (dimensdes). Entdo, sdo infinitos
caminhos gue podemos nos aproximar do ponto. Entdo, vocé tem que observar como se comporta a
curva, proximo desse ponto. Entéo assim, por aqui... vocé até tragou o plano em X = 0, 0 plano em y
=0... e vocé viu que tende ao mesmo valor. E qual ¢? Jennifer / Fabricia: zero. Pesquisador: Agora,
vocé tem que observar como se comporta ela (a curva). Se todos 0s caminhos que vocés seguiram
foram para o zero também. Essa curva € diferente da outra? O que vocés acharam? Nas proximidades
do ponto (0,0). Vamos pegar um caminho aleatdrio... este daqui. Esta indo para onde? Estou
descendo e esta indo pra onde (o professor/pesquisador se move percorrendo a superficie do grafico,
partindo de um local, na diregéo de (0,0)) ?
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Jennifer: Tudo esta indo para o zero, para a origem. Pesquisador: Ele (outro participante),
fez um plano com controle deslizante e que, variando, sempre vai mostrando a interseccdo. E sempre
vai dando uma reta passando ali pelo (0,0), pela origem. Hércules: Aqui olha... vou variando e por
todos os lados, tende a zero. Jennifer / Fabricia: hum...entendi.

[.]

Alessandro: Olha 4. Vamos tentar até (0,0) de novo. Hélio: Ta dificil de ver embaixo.
Alessandro: E. Vamos tentar em outra diregio. Ah, eu ndo sei no. Na verdade, acho que todo mundo
vai para 0 mesmo, pra 0, né?! Ou ndo. Verdade, acho que... Ta vendo? Olha! Aqui também vai pra 0.
Hélio: Eu também acho. Faz a interseccdo ai. Alessandro: E, se vocé tentar dessa vez para o (0,0)
vai existir. Vamos ver y = x. E a bissetriz, nfo é?! Bissetriz! Hélio: Teste da bissetriz. Eu acho que
da 0. Resumindo, zero em tudo. No da parabola deve dar 0 também, eu acho. Dificil é provar que
existe. E mais facil provar quando n&o existe. E, nos célculos, sim. Alessandro: Verdade, é mais f4cil

provar que ndo existe. Porque vocé tem infinitos caminhos para provar que € igual.

Ideias Significativas

Levanta hipdteses sobre como construir “todos os caminhos” para verificar o limite da funcéo

Faz exploracdo para validar hipoteses

Corpo-proprio muda de posicéo para verificar a existéncia do limite da funcéo

Consideram que com a RA podem construir uma validacdo matematica semelhante a uma

demonstragéo



https://drive.google.com/open?id=1Bjv8JmzBwpguUo54TGiTB2b4twFBzfb2
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Quadro 11: Cena 11 - E4AL - Um outro limite

Cena 11 - E4A1 - Um outro limite

Descrigdo: Nesta atividade, os participantes sdo convidados a verificar a existéncia ou nao do limite
para a fungdo, quando (x,y) tendem a (0,0):

flxy) =

Xy
x? + y?

Jennifer: Mas ndo d& 0. N&o tem que dar 0?! Da quase 1, olha. Porque parece que, sei la...

ndo parece que ta indo para o 1?! Nem é 1. Fabricia: Nao, é quase 1.

Jennifer: Deve ser que esta tendendo, né?! Fabricia: Mas vocé viu que esta formando dois

guadrados?! Jennifer: Mas tem essa pontinha, que une os dois. Parece que ele sobe um pouquinho

assim. Fabricia: Vamos por os planos para ver. Jennifer: Tenta fazer a intersec¢cdo com ele de novo,

comos planosx =0ey=0.

Jennifer: Hércules, aquela interseccdo vocé sé criou os planos x = 0 e y = 0 e depois a

interseccdo entre eles? Hércules: A gente fez uma reta, digo, um plano x igual a alguma coisa y.



https://drive.google.com/open?id=14lHTYMnWwnmAS90L3nGa2rshvb9H-kUU
https://drive.google.com/open?id=1RonSg7BNSxZMknqzbc7a_8399ivTvsM5
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Porque tem que ser um plano variavel, y = bx. Ai, vocé varia o b, que é controle deslizante. Aio b
vai variando este plano. Ai, vocé cria a intersecc¢ao do plano com a funcdo. Porque dai saiu uma reta
que cruza o (0,0), o eixo z, em algum ponto. Ai vocé vai variando e vai vendo que cada hora a reta

cruza num ponto diferente. Ento, o limite diverge... e ele ndo existe.

[.]

Pesquisador: Se vocés quiserem observar melhor, tentem se mover e observar 0s caminhos

gue levam até o ponto. Jennifer: Entdo eu acho que néo existe. Fabricia: Acho que um esta tendendo
1 . - .
a 0, e outro esta tendendo a Pt Jennifer: Olha nessa curva esta indo para quase 1. Nessa outra, aqui

do lado... Fabricia: Esta indo para 0.

[.]

Hércules: Legal quando o limite existia, né?! Quando ele existia ficava sempre no mesmo
negocio, no mesmo ponto. Pesquisador: Isso. VVocé usou para verificar que o limite existia, certo?!
(o participante explica que utilizou, em outra atividade, a mesma ferramenta para verificar que o
limite da funcéo existia) Hércules: Sim. Independente do caminho que vocé seguisse, quando vocé
se aproximava para (0,0) tendia sempre para 0 mesmo valor, que era 0. Entdo esse limite existe? Sim.

O limite existe e é 0.

Ideias Significativas

Corpo-préprio muda de posi¢do para analisar os caminhos e verificar a existéncia do limite da

funcéo

Expressam o compreendido acerca da existéncia do limite de uma fungéo



https://drive.google.com/open?id=1jayN17_MMavUNYQCR8WRumwVzSbp82Ri
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Usam o aplicativo para expor um modo de realizar a exploracéo
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Quadro 12: Cena 12 — E4A2 — A profundidade do lago

Cena 12 — E4A2 — A profundidade do lago

Descrigdo: Nesta atividade, os participantes sdo convidados a pensar sobre uma atividade que propde
a seguinte situagéo:

Proximo a uma boia, a profundidade de um lago com coordenadas (x,y) é z = 200 + 0,02x2 -
0,001y3, em que X, y e z sdo medidos em metros. Um pescador que esta em um pequeno barco
parte do ponto (80,60) em direcéo a boia, que esta localizada no ponto (0,0).

a) A agua sob o barco esta ficando mais profunda ou mais rasa quando ele comeca a se mover?
b) Como vocé pensou para responder esta questdo?

¢) Qual a profundidade aproximada do lago no ponto (80,60)?

d) Qual a profundidade do lago no ponto (0,0)?

Hélio: Achei. Pesquisador: Achou o qué? Hélio: Ah, o ponto. Pesquisador: E onde esta o
ponto? Hélio: Ah, é aquela bola ali.

Alessandro: Mas eu ndo estou entendendo. E um lago? Pesquisador: E o que é este A?
Alessandro: E o ponto, do barco. E onde o barco esta. E a origem ta l4, olha. Pesquisador: Ent&o
vai para a origem. Como que vai para a origem? N&o € isso que o exercicio estd pedindo?!
Alessandro: Eu n&o estou vendo o lago, para falar a verdade (risos). Pesquisador: E, realmente néo
tem o lago ai. Pense entdo no que a funcao representa para a gente. Hélio: Bom, eu achei que a funcao
fosse a superficie do lago. Mas na verdade nao é bem assim. A funcdo ¢ a profundidade. Entdo, quer
dizer que se a gente jogar (80,60) no z... olha, pensa bem! No 0, a profundidade € 200. Alessandro:
No (0,0) a profundidade ¢ 200.



https://drive.google.com/open?id=1rM7Q_lc0Yqxqly7eOgjt35SvTw65yfqB

120

Hélio: Agora, no (80,60), a profundidade vai ser ou maior ou menor. Ai vai se ele estd indo...
se esté ficando mais raso ou mais profundo. Deixa eu ver. Alessandro: Né&o consigo ver. Hélio: Deixa
eu tentar uma coisa rapido?! Alessandro: Pode tentar (o participante digita no campo Entrada f
(80,60). Deste modo, obtém o valor da fungdo no ponto (80,60), e a profundidade do barco naquele
ponto, que é de 112m).

[=: el
[=]

Alessandro: Entdo a profundidade vai ser 112? Hélio: Sim. Alessandro: E agora, qual era a
pergunta? Hélio: Ah, quer dizer que ta ficando mais raso... Alessandro: N&o, esta ficando mais
fundo. Hélio: Né&o, esta ficando mais raso. Se a profundidade ¢ menor. Alessandro: Nao, ele esta se
aproximando da origem. E na origem a gente viu que a profundidade é 200. Hélio: Ah é! Quer dizer

que esta ficando mais fundo.

Hélio: Eu vou tirar aqui agora, olha. Vou tirar aqui entéo e colocar virgula 112 (o participante
coloca aterceira coordenada do ponto A, local inicial do barco, inserindo o valor de 112, que obteve

no aplicativo). Ai olha, vocé viu, agora pegou certo o ponto. Agora ele esta na funcéo.



https://drive.google.com/open?id=1f3MWw5br7nxG3--WtIRQ6DM2XIIPHcx7
https://drive.google.com/open?id=1ZWBXk1JB1f_XZE4RbHcEaha-oM93ZVLt
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Hélio: Fiz errado. Veja aqui (o participante modifica a coordenada z, do ponto B,
inicialmente localizado na origem dos eixos, obtendo B = (0,0,200)). Hélio: Agora sim. Aqui, olha.

Agora da para ver melhor.

Of&10
[=]y

[..]

Hércules: Ta. Hum, achei os pontos. Agora... hum, boa ideia a deles (0 participante opta
por inserir as coordenadas (80,60) na fungdo profundidade. Logo, o ponto P, localizag&o inicial do

barco, toca a superficie da fungéo.

Hércules: Ai, garoto! Na origem, x e y sdo iguais a 0. Entdo vai dar 200 (o ponto O, destino

do barco, se desloca da origem, para a posic¢ao (0,0,200)). Esta funcéo representa a profundidade,



https://drive.google.com/open?id=1d77o29cFhwWVCJ4pucPl840kqVXJBfkW
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né?! Em direcdo a boia que esta... a 4gua sob o barco esta ficando mais profunda ou mais rasa? Hum,

interessante. T4, vamos ver. Vamos usar a interseccao.

Of0)

Hércules: T4, vamos fazer um plano... td, vamos na observag¢do porque eu ndo preciso fazer esse
negoécio (o plano e a intersecgdo). Ta! O pescador esta aqui. A profundidade dele é essa (clica no
ponto P). Quando ele vai chegando na boia, a profundidade vai aumentando, aumentando,
aumentando... até chegar aqui (clicando no ponto O = (0,0,200)). Porque a profundidade é esta daqui.

Aqui € o0 100, entdo aqui é 200 (se movendo no eixo z, passando pelo 100, até chegar no ponto O,
que esta no 200).

I
[=]

[.]

Pesquisador: Entdo vamos pensar mais um pouco. Coloque |4 no ponto (80,60). A partir dali,
ele vai se mover para o ponto (0,0), certo?! Na direcdo deste ponto. O que indica para vocé a funcao
z = 200 + 0,02x2 - 0,001y3? Leia a atividade. Fabricia: E a funcéo que indica a profundidade. A
profundidade é o z. Pesquisador: Entdo, olhando para o aplicativo, vocé sai de onde e vai até onde?

Fabricia: Sai daqui e vai até la. Entdo aqui no (80,60) indica que esta mais proximo da superficie.

Pesquisador: E isso me indica o que? Fabricia: Que é menos profundo. Entdo se ele se move, esta

aumentando a profundidade, isso? Pesquisador: Acho que sim, né?

@ P = (80,60)

+



https://drive.google.com/open?id=1GWbzyeIQIutYsF-H0A3kkJRakjHxTu6z
https://drive.google.com/open?id=1xFTv97rzrKckknJW0ml0fsfsYP_qq9Xm
https://drive.google.com/open?id=1EBLzaA56CDFLz77WZuDJgNqYDNxtexO0
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Fabricia: Agora eu entendi. Porque o azul (grafico da funcdo) € o z, certo?! Entdo ele esta
mais proximo em z. Entdo ele tende a estar mais fundo. Porque a gente esta falando de profundidade

e 0 z indica isso. No caso ele esta mais no raso e ele estad indo para o mais fundo.

Alessandro: Ah, agora tem como criar um plano, com trés pontos. Hélio: Que trés pontos?
Alessandro: Ache o ponto médio. Hélio: Ndo adianta. Tem que ser trés pontos que ndo esteja na
mesma reta. Alessandro: E verdade né?! Se nio pode dar infinitos planos né?! Faz todo sentido.
Hélio: Eu quero tracar o plano, porque eu quero ver o caminho. Esta reta aqui ndo esta seguindo
realmente a funcéo (reta que liga os pontos A (80,60,112) e B (0,0,200)). Vamos pensar. Este plano,
ele ndo depende de z. Entdo a gente sabe que o0 z é igual a 0. Professor, a gente quer criar um plano
gue trace o caminho assim, olha. Pesquisador: Entdo, vamos la. Para criar um plano vocés tém o qué
ai? Tem que ser um plano que passa por onde?! Hélio: Tem que ser um plano que passe por esses
dois pontos aqui (A e B) e ndo dependa de z. Pesquisador: Para criar um plano, vocé consegue criar
com dois pontos? Hélio: Ndo da. Pesquisador: Entdo, precisa de um terceiro? Hélio: Isso.
Pesquisador: Sera que a gente ndo tem um terceiro ponto? O ponto (0,0) ndo pertence a esta funcao?!
Hélio: Pertence. Mas é o (0,0,200). Mas se coloca o (0,0) ai da certinho, né, o plano?! Vou tentar.
Agora consegui. Agora vamos criar o plano. Alessandro: Tem que clicar nos trés pontos. Hélio: E
dificil acertar aqui (risos). Pronto, agora foi. Vamos sé criar a interseccdo do plano com a superficie.
Al, olha... agora foi. T4 ficando mais profundo mesmo. Aumentou a profundidade. Alessandro:

Ficou mais fundo. Hélio: Olha aqui o caminho. Conseguimos!

[.]

Hércules: Eu queria fazer a interseccdo. Participante: Mas o Pesquisador conseguiu fazer
essa interseccdo. Hércules: Bom, deixa eu usar a ferramenta de intersec¢do. Olha I&! Agora gerou.
Sim, gerou a interseccgdo entre o plano e a funcdo, deu uma curva. Agora esta certinha. Da pra ver

como variou.



https://drive.google.com/open?id=1ruL25dQSBFlT7jfPTEYau32T9TDPaRTc
https://drive.google.com/open?id=12qwFcEKfWO4go4q1j_Vh_clmhwE8Aif-
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[.]

Pesquisador: E tem a pergunta: qual a profundidade do lago no ponto? Hélio: Entdo, eu transformei
0 z numa fungdo f (x, y) e so escrevi embaixo f(80,60). Ai ele deu, ali na barra de comando.
Pesquisador: E quanto que deu 14? Hélio: 112. Pesquisador: Hum, bem legal. Ai vocé ja encontrou
o valor exato da profundidade. Pesquisador: E a profundidade do lago no ponto (0,0)? Hércules: E
200. E a profundidade da boia. Alessandro: Este é bem mais facil de perceber. E s6 olhar na origem
e ver que ele toca 0 z no 200. Pesquisador: Isso ¢é algo que quando eu estava pensando na atividade. ..
que poderia ser uma dificuldade em perceber que a profundidade estd aumentando. Porque o que 0 z
indica pra mim? A profundidade! E parece que ali vocé esta subindo, né?! Hércules: Bom, eu tinha
identificado isso dai, que estava ficando mais profundo. Entdo, ndo adianta ficar pensando sé na
funcdo. Entdo, estamos pensando na situacdo e no aplicativo, estamos pensando na funcdo e no
grafico. Um grafico de profundidade e sdo coisas separadas, né?! Pesquisador: Como assim?!
Hércules: A funcdo fala da profundidade, s6. Nao fala do lugar. Nao fala sobre o formato do lago,

por exemplo.

Ideias Significativas

Explora gréaficos e os elementos representados no espaco de coordenadas tridimensional

Expde o raciocinio matemético, 0 modo como compreende a tarefa e interpreta o resultado
obtido

Discutem a tarefa para ver um modo de, com a RA, propor uma solucéo coerente
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Quadro 13: Cena 13 — E5A1 — A posicéo e sentido

Cena 13 — E5A1 — A posicao e sentido

Descrigdo: Neste momento, os participantes sdo convidados a investigar a equagéo que representa a
altitude de uma montanha z = 1000 — 0,005x2 - 0,01y2. Nesta atividade, 0s eixos X e y sdo utilizados

para direcionar os deslocamentos na montanha, de acordo com o0s pontos cardeais.

Hércules: Muito interessante (observando a projecdo do grafico e relacionando-a com o
objeto que ela representa, altitude de uma montanha). Agora, vamos continuar 0 enunciado para
olhar o resto. Estava maravilhado com a montanha. P, ¢ um ponto... ah, a gente estd em um ponto.
Parece muito o Pao de Acucar, realmente. P=(60,40,966). T4, agora eu criei o0 ponto P. Olha s0, a
gente esta quase chegando.

[.]

Alessandro: Deixa eu ver. Entdo, Leste... Oeste... Norte... negativo é Sul. Entdo, a gente

esta olhando para o Norte. Hélio: Olha, ele esta batendo certinho. Olhando para o Norte.

@ f:z = 1000 — 0.005¢ — 0.01y?

QA= (60.40.966)
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Pesquisador: Entdo, o y apontando para o positivo é o Norte. Entdo, se eu estiver
caminhando para 0 y negativo, eu estou caminhando para o Sul. Hércules: Exatamente, é o oposto.

Pesquisador: O Leste é o x positivo, 0 Oeste é apontando para o X negativo.

Alessandro: Isso lembra muito construcéo civil. Hércules: Vocé mexe com construcéo civil?

Alessandro: A gente usa isso para poder projetar. Eu fiz (curso) técnico.

[.]

Pesquisador: Agora vem as perguntinhas: se vocé andar exatamente para o Sul, vocé vai comecar a
subir ou a descer a montanha? Alessandro: Pera ai. Entdo vamos la! Red... Sul... ndo, espera ai. O
Sul é para la. Nao, Norte-Sul. Hélio: Se ele vir pro Sul ele vai descer né?! Alessandro: N&o. Se ele
olhar para o Sul, ele vai dar uma subida. O Sul é para ca. O Norte é para l4. Hélio: N&o, o Sul é para
ca, olha. Alessandro: Ndo. Negativo, olha aqui. Hélio: Mira no ponto. Alessandro: O ponto esta
aqui, olha. La é Norte. O Sul é para ca. O Norte é sentido positivo do y, e 0y é verde. Esse lado aqui...
(o participante esta posicionado préximo aos pontos negativos do eixo y) Hélio: Entdo aqui é o Sul?!
Alessandro: Aqui é o Sul. Ele esta do outro lado, ele vai ter que vir para ca e ele vai ter que vir um
pouco pra cima. Hélio: Mas ele vai ter que descer aqui. Ele ndo ta do outro lado. Alessandro: Ele ta
do outro lado. Vem aqui para vocé ver. Hélio: Ah, pior. Ele vai subir um pouquinho e depois vai
descer. Realmente. Alessandro: Ele vai dar uma subidinha e vai descer.

[.]

Pesquisador: Entdo, a dire¢do que vocé vai caminhar vai ser esta aqui (direcionando o
smartphone e apontando para o sentido Norte-Sul). Entdo, por que o plano?! (o participante tem a
ideia de criar um plano). Hélio: E, eu vou fazer a interseccio aqui e ai vai dar para ver, ndo é isso?!
Pesquisador: E, porque ai vai estar o caminho que vocé vai seguir na direcio Norte-Sul. Porque ele
deu a direcdo para vocé, ndo € isso?! Hélio: Sim. E que agora eu tirei, mas eu tinha feito o x = 60.

Pesquisador: E qual a direcio, é para la que vocé esta indo ou é para c&? Hélio: E Norte-Sul. Entdo

7 7

€ para ca.



https://drive.google.com/open?id=1SnBwKMPfGImLJcj8BJ4B8zg7bpmOS6WT
https://drive.google.com/open?id=1DjYoZNAA0y7NRUCfatR5_PFUUF-aePHQ
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Hélio: Tem que olhar no y, do positivo para o negativo. Ah, eu vou vir daqui para ca.
Alessandro: Ele estd no Norte, estd mais para o Norte.

[.]

Hércules: Se for para o Sul vai subir né?! (O participante se posiciona junto ao eixo negativo doy e

indica com as méos o sentido a ser considerado positivo-negativo do y) N&o esta no topo ainda. Vai
subir. Vai subir um pouquinho antes de descer. Comecar a subir um pouquinho, sim! Vai subir um

pouquinho depois vai descer bastante.

Ideias Significativas

Faz analogia entre o objeto digital e objetos do espaco fisico do ambiente



https://drive.google.com/open?id=1DjYoZNAA0y7NRUCfatR5_PFUUF-aePHQ
https://drive.google.com/open?id=1zYSd51af_6LMuLio7meaGQ8L_pcQ_RAD
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Exploram graficos em coordenadas tridimensionais e analisam os elementos requeridos pelo

enunciado

Expde pela RA o raciocinio e 0 modo como resolveu a tarefa

Discutem a tarefa para ver, com a RA, um modo de chegar a uma solugéo coerente

Criam estratégias para ver e interpretar o significado de dire¢do que esta sendo solicitado na

tarefa
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Quadro 14: Cena 14 — E5A1 — Taxa de variacao

Cena 14 — E5A1 — Taxa de variagao

Descrigdo: Os participantes sdo convidados a investigar a equagéo e, no ponto A(60,40,966),

apontar a taxa de variacdo em uma determinada direcg&o.

Z =1000 - 0,005x2 - 0,01y?

Pesquisador: Entdo, ele deu uma direcdo para vocé e perguntou se ia subir ou ia descer.
Alessandro: A que taxa? Hélio: A que taxa, ai seria a derivada. Hércules: E, a derivada.
Pesquisador: A que taxa, seria a taxa de varia¢ao, naquele ponto. E sim, taxa de variacao € a derivada.
E o que esta relacionado com a taxa de variagdo? Hércules: A reta tangente. Mas ai como é uma
superficie, tem que ter um plano cortando, né?! Alessandro: E, um plano. Pesquisador: E vocés
conseguem fazer este plano? Hércules: Ele tem que ser perpendicular. Alessandro: Ah ta. Porque de
acordo com que ele vai mudando, vai mudando a taxa, né?! Hélio: Cortando a figura, né?! Na direcéo
Norte-Sul.

Hércules: Como ele é perpendicular, certinho, dé pra pensar nesse ponto aqui, da para pensar
como no z = 0, porque ele vai estar no mesmo plano. Eu acho que... o y vai ser fixo, né?! Porque ele
é paralelo ao eixo y. Entdo y é fixo, e a gente pode mudar 0 X e 0 z e vao ter pontos pertencentes.
Alessandro: Vocé esta falando do y fixo na direcdo Norte-Sul? Hércules: Sim, porque como é
paralelo ao eixo... Alessandro: Mas ai ndo vai... Mas ai o X vai ser fixo. Porque o y que vai assumir
varios valores. Hércules: Hum, E verdade. Faz sentido. E, porque ele corta x = 60. Aliés, acho que
iSO ja é a equacdo do plano, ndo?! Pesquisador: Mas para que entdo tragar o plano? [...] Hércules:
Al, deu certo. Agora vamos fazer a interseccdo, para ter essa curva que é 0 nosso trajeto (curva em

azul de intersecdo entre a superficie e o plano x = 60).
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Hércules: Ai a gente pode observar certinho tudo. Temos uma curva. Como que eu fago essa
reta, reta tangente? Tem a ferramenta, mais facil. Aha! Temos uma tangente ao ponto, com relacéo a
esta curva. Pesquisador: E ele esta subindo ou descendo? Hércules: Esta subindo. Pesquisador: O
que te indica isso? Hércules: Claramente estéa subindo. Porque ela é positiva né?! E uma reta tangente
positiva. Entdo a taxa de variacdo dela esta crescendo, é crescente. Muito bom. O que ndo é téo claro

porgue este ponto é gigante, agora ficou mais claro.

[..]

Pesquisador: Agora, para onde vocé esta indo? Hélio: Do Norte para o Sul. Alessandro:
N&o, n6s estamos no Norte. Entdo é daqui para ca. E daqui que olha. Hélio: E. Daqui ta subindo.

Hélio: E que na verdade a gente tem que olhar dali. Porque daqui, parece que esta descendo,
sO que ele ta subindo. Pesquisador: Por que vocé acha que esta subindo? Hélio: Porque daqui da
uma ideia de projecdo do plano zy. Porque se vocé olhar na projecéo do plano zy, a reta ta crescente.

Quer dizer que a altura da montanha esta crescente em relagédo a y.



https://drive.google.com/open?id=1vJKx-044Fyb37r8vkVXGmIOHO_2Pko_v
https://drive.google.com/open?id=1LDPaPvqSKQbMc_vt3bjyfWwu-0Euw8vb
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Pesquisador: Sua taxa de variacio ai é positiva ou negativa? Alessandro / Hélio: E positiva.
Pesquisador: Quer dizer o qué? No sentido que voceé esta indo, ela esta fazendo o qué? Hélio: Esta
crescente. Alessandro: Eu deduzi pela intersec¢do. Uma parébola. Entédo, se ela ta subindo... (entdo

é crescente).

Pesquisador: Agora, o que podemos fazer para achar essa taxa? O valor dela. O que € a taxa
de variacdo? Hércules: E a tangente, né? Alessandro: E o angulo. Hélio: E o angulo da reta tangente.
Pesquisador: E a tangente do angulo que a reta tangente forma com o plano. Vocés conseguem tragar
este angulo ai? Hélio: Acho que consegue. Da para fazer angulo com plano? Usando a reta e o plano?
Hércules: Ah, olha o angulo aqui (observando o angulo que a reta tangente faz com o plano xy).

Hércules: Da para fazer por Pitagoras (risos). Porque d& pra ver mais ou menos onde € que
ela toca, né?! Ou d& pra medir o &ngulo com uma ferramenta do GeoGebra, porque tem uma
ferramenta para medir &ngulo, né?! Hélio: Acho que é melhor achar com o aplicativo, né?! Vamos
ver. Pior que eu ndo sei fazer reta. Aqui, o X vai no 60. Eu vou ter que jogar (60,0,0). Alessandro:
Tem como vocé fazer isso que eu falei. Usa a ferramenta. Hélio: Ta. Pesquisador: Quanto deu ai?
Hélio: 38,66°.
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Hércules: Agora é sO achar a tangente que a gente tem a taxa de variacdo. A gente vai na

calculadora... a gente pega aqui, tangente de alfa. Pronto, ta aqui, 0,8.

Alessandro: Incrivel, né?! Pesquisador: Vocés conseguiram ai? Alessandro: Conseguimos
0 angulo. Pesquisador: Tem que calcular agora a tangente do angulo. Calculando a tangente do
angulo, o Hércules conseguiu chegar no 0,8. Hércules: Poxa, que legal. Desse problema foi muito

certinho.

Ideias Significativas

Com a RA verifica as hipoteses elaboradas

Com a RA procura ver as retas tangentes e analisar a taxa de variagédo

Usa recursos do aplicativo para ver e determinar o &ngulo formado pela reta tangente e o plano
Xy

Mobilizam conhecimento matematico para explorar a tarefa e encontrar sua solugéo

Corpo-préoprio muda de posi¢do para ver de outra perspectiva a dire¢do requerida na tarefa

Discutem a atividade para ver, com a RA, e chegar a uma solucéo coerente
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Quadro 15: Cena 15 — E5A1 — A taxa de variacdo em outra direcao

Cena 15 — E5A1 — A taxa de variagao em outra direcao

Descrigdo: Os participantes investigam a taxa de variagdo em outra dire¢do, como solicitado na
atividade, caminhando para a direcdo NorOeste. Buscando por uma resposta para esta questdo, 0s
participantes pensam em como criar o plano que passe pelo ponto e que esteja na direcdo correta.

Hélio: Entdo, da pra colocar X + 60 = y... ou X — 60... porque dai ele vai assim pra direita. ..
no ponto. Vou tentar. Vou chegar bem perto do ponto e vou tragar. Cadé, cadé?! Pesquisador: Deu
certo? O plano esta passando no ponto? Hélio: Sim, bem legal. Pesquisador: Mostra ai para mim.
Olha, parece que ndo estéd passando certinho no ponto ndo. Hélio: Ah, deve ser coisa do GeoGebra
hein, professor?! (risos). Pesquisador: Nao sei, heim?! Hércules: Ndo t4 batendo? Hélio: N&o ta
batendo muito bem ndo. Hércules: Na equagdo do plano tem mais coisa, porque ele desloca em x e

emy, né?! Os dois sdo deslocados. Eu lembrei agora da equacao do plano.

Hélio: Sera?! E verdade! Pesquisador: Vamos tentar tracar a tangente entdo?! Hélio: Ah,
mas esté errado, professor. Vamos tracar mesmo assim? N&o deu, porque ndo esta tangenciando o
ponto. Pesquisador: Exato. Entdo, tem que pensar um pouco na equagdo do plano. Outra coisa,
verifique se ele est4 na diregdo correta. Hélio: Calma ai. Vamos ir reto. NorOeste € pra ca?! Ah ta!
NorOeste é Norte-Oeste, é tipo aqui olha. E o positivo do y, ele ta aqui. Pesquisador: Agora vocé
tem que olhar para o positivo do x ou o negativo do x? Hélio: Agora tem que ser negativo do x. Aqui
eu troquei. Na verdade estd marcando o Nordeste. Entdo aqui na verdade seria—x + 60. Pesquisador:
Entéo, qual é a direcdo? Hélio: E para I4, né?! Esta trocado. Tem que ser pra la. (indicando que a

direcdo do plano criado ndo esta ainda na diregao correta).



https://drive.google.com/open?id=1DViXlp7F8ufGdCMGBDrUCt9JlqM8TJ9E
https://drive.google.com/open?id=1DViXlp7F8ufGdCMGBDrUCt9JlqM8TJ9E
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— 08
EI E O p:y=x-60

d : IntersecdoGeométrica(p, f)

(€]

E — X =(40,-20,988) + (47.14t,

Hélio: Entdo, tem que colocar y + 40 = - (x — 60). Alessandro: Nao vai. Porque quando 0 y
for 0, x ndo vai ser nem essa coordenada. Hélio: O y ele tem que ir pra frente, eu coloquei + e na

verdade é -. Pesquisador: E agora, passou pelo ponto. Hélio: Sim, agora passou mesmo.

Alessandro: A gente esta no Norte. A gente quer NorOeste. NorOeste € pra onde? Aqui é y
positivo. Entdo, agora a gente esta caindo. Hélio: N&o, eu ainda estou perdido geograficamente.
Vamos para o lugar certo, porque aqui a gente estd meio perdido. O Norte é 0 y positivo. Alessandro:
X negativo e y positivo. A gente tem que ir daqui pra ca agora. Entdo a gente esta caindo, agora.
Descendo.

Alessandro: E, porque daqui pra ca parece que equilibrou. Mas da pra ver a inclinacéo dela.
Se vocé pegar daqui, parece que ela esta reta. Eu acho que a inclinagdo dela é menor, desta vez. Hélio:
Estamos descendo. Agora eu consegui ver. Alessandro: Nossa, ¢ muito legal isso. Porque a reta
tangente aponta para a dire¢do certinho. Hélio: Néo é tdo facil de ver, porque a reta € muito pouco
inclinada. Entdo, ndo é na hora que vocé vé. Pesquisador: Entdo, vocé esta dizendo que teve
dificuldade em ver que estava descendo? Hélio: E, de comeco eu tive dificuldade. Porque ela esta
bem pouco inclinada, assim. Alessandro: Dependendo do ponto que vocé vé no desenho, vocé nao

consegue ver essa inclinacdo. Pesquisador: E dependendo do lugar que olhar, vocé conseguiu ver



https://drive.google.com/open?id=19aSVM06nwnOoiduxY-Fpvz0Wq67svHnv
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que estava descendo? Alessandro: Exatamente. Isso € um ponto positivo dessa Realidade
Aumentada. Porque dependendo do angulo que vocé estiver, vocé consegue enxergar sim. Hélio:
Sim. Se pegar o lugar certo dé pra ver tranquilo que ta decrescendo.

Pesquisador: Legal. E o exercicio pergunta assim pra gente: “Em que dire¢ao a inclinagdo é
maior?” Alessandro: No pé do morro (risos). Ah ta... entre as duas?! Pesquisador: Por que o
Alessandro disse “no pé do morro”? Alessandro: Porgue no pé do morro a inclinacdo é perpendicular.
Nio... bem proximo de uma perpendicular. Pesquisador: Ah sim... verdade. Agora, nesta pergunta
ele quer saber em qual dire¢do, naquele ponto, a inclina¢do é maior, comparando as duas dire¢Ges
gue a gente acabou de analisar. Hélio: Ah, é a primeira. Alessandro: Mas tem que pensar na externa
(o participante chama atencdo para a necessidade de atentar para o angulo externo entre a reta
tangente e o plano xy) que d& negativa agora. A inclinagdo da reta, da (direcdo) Noroeste. Hélio:
N&o, mas o que da a inclinagio é a tangente. A primeira é maior. Alessandro: E, visivelmente a
primeira é maior mesmo. Hércules: E a primeira, sem duvida. O angulo era 30 e pouco e a segunda

era s 8 graus. Entdo a tangente (valor da tangente) era maior.

Ideias Significativas

Corpo-proprio muda de posicdo para escolher uma perspectiva que possibilite analisar mais

detalhadamente a inclinagdo da reta tangente

Observam a inclinacdo e taxa de variacdo da reta tangente a um ponto e comparam com a de

outras retas

Discutem, analisando a representacao de planos na forma algébrica e geométrica
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Quadro 16: Cena 16 — E5A1 — Qutras diregdes e suas taxas de variagéo

Cena 16 — E5A1 — Outras direcg0es e suas taxas de variacao

Descrigdo: Os participantes investigam em que direcdo estara a maior taxa de variagdo, no ponto
dado na atividade. Buscando por uma resposta para esta questdo, uma das duplas pensa em criar um
plano variavel, que sempre passe pelo ponto e, com isso, permita a verificacdo de todas as retas

tangentes possiveis entre o ponto e a curva de interseccdo da superficie com o plano variavel.

Pesquisador: Neste mesmo ponto, hd uma direcdo em que a taxa de elevagdo seja maior?
Vocé esta nesse ponto, precisa pensar na dire¢cdo em que a inclinagéo, a taxa de variacdo é maior.

Qual é?

Hélio: Acho que da pra fazer um plano, que tangencia o ponto. E! Um plano paralelo a z.
Todos os planos paralelos a z e que contém o ponto. Igual o que a gente fez na aula passada. Tipo: y
= mx. Ai vai variando. Eu vou tentar. Acho que vai ficar melhor quando eu fizer. Alessandro: Eu
ndo entendi, um plano paralelo a z? Hélio: Que passa pelo (ponto) A. Alessandro: Mas eu acho que

é um plano sé.

Hércules: Eu pensei uma coisa muito interessante. A gente poderia fazer um plano variavel.
Pra gente poder ver em todas as dire¢es como que vai mudando. Vamos criar o plano (o participante
digita no campo entrada, a equacao que, parar ele, passa pelo ponto (60,40,966) e cria a intersec¢ao
entre esse plano e a superficie. Ap0s, ele usa a ferramenta Reta Tangente e cria a reta que tangencia

a curva de intersec¢do no ponto).

(x_a60)+(y- 40) =0

Hércules: Agora reta tangente. Entre (o ponto) P e (a curva de intersec¢ao) c.
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Hércules: A gente se mexe para dar certo o negocio (risos). Ja temos a reta. Agora falta sé

0 angulo. Vamos |4, angulo!

Heércules: Pronto! Temos um angulo. Agora ¢ so a gente... deixa eu aumentar esse a para
ficar bonito (aumentar a variacéo do controle deslizante). Colocar este a maximo de 200... ndo, tem
que ser menor. .. vamos colocar 25, td bom. Agora muda para ca... 20.. 36... 44... O maximo ¢é aqui,
mais ou menos 44 graus. Ah, basicamente 45. D4 pra ver aqui até. Aparentemente este € 0 maior.
Entdo temos aqui um plano varidvel e eu fui vendo em todas as direcGes qual que era a maior
inclinacdo. O maior angulo. Pesquisador: E ele (o plano) passa pelo (ponto) P? Hércules: Sim, ele
ta passando pelo ponto. Porque eu fiz um plano tangente, aquele plano que a gente fez, que corta P e
é perpendicular ao plano ax =y. Ai eu coloquei (x — 60)/ a... ai variando este a, 0 plano gira.

Hércules: Bom, temos a dire¢do, (dngulo) 45°. Entdo a taxa de variagdo vai ser, tangente de
45° que é... 1 né?! Um! Entdo, aparentemente o0 maior é esse. Caramba, que legal. D4 pra gente ver
a disténcia igual aquele cara calculando aquele negdcio de pirdmide. Tem aquele cara. Pelo menos,
assim... aquela demonstragdo intuitiva. Assim, eu tava lendo muito. Eu estou lendo isso na

Matematica, sobre esse negocio de demonstracdo de Euclides e o pessoal exagera no Euclides. Porque
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o Euclides ndo era tdo assim... no sentido de que ele ndo era tdo formalista. Era uma questdo muito
mais pedagdgica. Uma questdo de muito mais: “Ah, mas por que ele usava sé régua e compasso?!”.
Mas é que era mais facil, né?! Porque era o que todo mundo tinha. Pessoal usava régua graduada,
sim. Por que ndo?! Pode usar para demonstrar! Entdo eu posso usar 0 GeoGebraAR para demonstrar.

Os Gregos usavam, entdo eu posso.

[..]

Hélio: Ai professor, era isso daqui que eu queria (y — 40 = m (x — 60)). Alessandro: Hélio, mas eu
acho que... Pesquisador: E ele (0 plano) sempre passa pelo ponto A? Hélio: Sim, sempre.
Alessandro: Entdo a reta tangente vai ser a mesma, a inclinacdo vai ser a mesma. Hélio: Por qué?!
N&o! Ela vai mudar. Alessandro: N&o sei. Hélio: Vamos chegar perto. Vamos comprovar. Ai olha...

estamos olhando perto. Ai, confirmado, passa pelo ponto.

Alessandro: Sim. Agora é sO fazer a reta tangente. Hélio: E, eu estou posicionado para

apertar... ai, olha. Olha a inclina¢do que fez aqui... que tamanho.

Alessandro: Agora mexe o controle deslizante. Pesquisador: Qual vai ser a maior
inclinacdo? Hélio: Nao sei. E, s6 olhando assim... Pesquisador: A maior taxa de elevacdo vai
estar...? Hélio: Onde houver a maior inclinacdo, né?! Pesquisador: E como vocé vai saber onde é?
Hélio: Eu tenho que colocar o angulo e ver onde o angulo é maior. T4 conseguindo acompanhar,
Alessandro? Alessandro: Eu estou meio... ndo estou conseguindo ver ainda. Hélio: Af olha! Fiz o

Beta (angulo entre a reta tangente e o plano xy). Vamos ver onde é que esse negdcio fica grande. Al,



https://drive.google.com/open?id=1LkGrDtzsdeisf25VNI9_NRP3OqCZ3qdE
https://drive.google.com/open?id=12VHkUVkV_UHZQZzQak6NKGRWhnvWsg9T
https://drive.google.com/open?id=1Qeo1Knspi3U5wua64bAjNPKs-eB0bPTH
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ta subindo, ta subindo... ai, professor... chega até o 44 hein?! 44... 44,8... 44,9... é, parece que ¢é 45

mesmo.

Alessandro: Deixa eu ver, Hélio. Pesquisador: Tentem ver, em que dire¢cdo que esta
caminhando, a reta tangente, que d& essa maior inclinacdo. Alessandro: Ah, ta. Verde é Norte-Sul.

Aqui (vermelho) Leste-Oeste... sudoeste.

Ideias Significativas

Exploram a reta tangente e sua inclinagdo em relagéo ao plano xy

Analisam conjecturas com a RA e validam considerando-a uma “quase demonstragio”

Usam a RA para verificar o raciocinio matematico

Explicitam compreensdes da tarefa, atentos ao entendimento do outro
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Quadro 17: Cena 17 — E5A1 — Uma hipotese criada

Cena 17 — E5A1 — Uma hipotese criada

Descrigdo: Neste momento, o pesquisador apresenta uma hipotese de que a maior inclinagdo esteja

apontando na dire¢do do ponto de maximo da superficie.

Pesquisador: [...] pra mim, quando o exercicio diz “qual a maior taxa de eleva¢do”, entdo
ele quer subir. Hélio: Ah sim. Entdo ele estd em direcdo ao pico, certo?! Pesquisador: Serd que tem
alguma coisa a ver, o pico com essa maior inclinagio?! Alessandro: E, porque se ele esta apontando
para o pico. O pico é o ponto mais alto. Hélio: Ah, eu acho que deve ter. Pesquisador: Certo. O que
é 0 pico? Alessandro: E o ponto mais alto da montanha. Pesquisador: E na matematica ele é o que
pra gente? Alessandro/Hélio/Hércules: E o ponto de maximo. Pesquisador: E sera que tem alguma
relacdo? Alessandro: Ah, faz sentido. Porque se sua reta estiver apontando para 0 maior ponto, que
¢ o ponto mais alto... a inclina¢do vai ser maior. Hélio: S6 que ndo é muito claro. Alessandro: Se
ela estiver passando pelo ponto apontando para o pico, vai ser a maior inclinagdo. Mas ai vai ser uma
secante, se a reta for para o pico. Hélio: Uhum (concordando). Eu ainda ndo consegui entender muito
bem o porqué ndo. Alessandro: Deve ter alguma relacdo, né?! Hélio: Ah professor, eu acho que
quando ela esta direcionada para o pico... ndo, ndo ¢ isso ndo. Pesquisador: Bom, 0 que eu pensei?!
Se vocé estd num ponto, o que vai te dar a sua maior inclinagdo? Apontando para onde vocé vai subir
mais. Hércules: De fato. Mas observando aqui eu ndo consigo concluir nada. Pelo menos, eu ndo
sinto precisdo suficiente para concluir alguma coisa ou ndo. Pesquisador: O que vocé diz? Hércules:
Esta relagdo com o ponto de maximo. N&o to vendo relacdo ndo. O plano ndo ta cortando

necessariamente o pico.
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Hélio: E, eu tinha pensado nisso. Hélio: Porque parece que quanto mais o ponto sobe, mais
ele vai se aproximar de zero, né?! Tanto que no pico a inclinagdo é zero. Pesquisador: Bem
observado. Concordo. Se vocé colocar um ponto mével nesta interseccéo e fazer o deslocamento, na
hora que vocé chega no pico, ele vai para o ponto zero (0,0,1000). E a taxa de variagéo vai ser o que?
Hélio: Ah, no pico? E zero. Alessandro: E verdade. Tem relagio. Porque o pico vai ser o ponto mais
alto. N&o tem nocédo apontar tipo assim, porque ndo vai para o alto. Porque o mais alto que ele vai
poder chegar é o pico, entendeu? Hélio: Acho que o que d& pra dizer é que apontando para o pico é
que tem mais variacdo de altura. Por isso que inclina mais... acho que ¢ isso. Mas ndo sei se € isso
ndo. Alessandro: Eu pensei tipo assim, mas e se eu pegar uma inclinacao e apontar, igual eu falei, do
pé da montanha... mas se eu fizer uma inclinagdo assim, ela vai apontar para o... espago. Mas o
maior ponto que vai poder chegar na montanha é esse dai. Hélio: Professor, eu to vendo um negocio
aqui também... na real, eu ndo sei mas parece que quando ela estd mais perto aqui, do eixo menor,
ela inclina mais também. Pesquisador: Do eixo menor? Hélio: E, porque olha... se tivesse puxado
pra ca, olha... aqui ela esta mais alargada. O vermelho ¢ x né?! Ela estad mais alargada no x do que

no y. Pesquisador: Hum, legal. Mas a inclinagdo Ia é maior? Hélio: Eu néo sei. Ah, deu menor.

[.]

Pesquisador: Eu entendi o que vocé disse (se referindo ao que o participante disse, de
verificar a inclinacé@o da reta tangente no pé da montanha). Mas lembra que vocé esta neste ponto!
Neste ponto, a maior inclinacéo, a maior taxa de elevagao, é a que a gente observou. Eu acho que esta
que vocé falou, ao longo do eixo... Hélio: x. Deu menor. Pesquisador: Se vocé colocar um outro
ponto 14, e buscar a inclinacdo, ou variar como vocé fez ai no mesmo ponto, vocé tera taxas de
variacdes diferentes. Como o Alessandro falou, se vocé colocar um ponto ali, no pé da montanha, a
inclinacdo vai ser o que, maior ou menor? Hélio: Vai ser maior. Pesquisador: Vai ser maior, né?!
Vai ser quase perpendicular, né? O que difere ¢, “naquele ponto”, a maior taxa de elevacdo sera

naquela diregdo... a que encontramos. Hércules: sim, de fato.



https://drive.google.com/open?id=159RI5Ya0G8atve0PmekofGs1cCX1WJfs
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Alessandro: Se ele perguntasse em qualquer ponto da montanha a gente poderia falar que é
a base?! Ou seria algum ponto bem préximo a base? Porque dai seria quase perpendicular. Hélio:
Acho que sim. Acho que seria um ponto bem préximo a base e acho que seria mais pra ca, também...
no eixo menor (eixo em que a coordenada da superficie assume valores menores, referindo-se ao

eixo y). Em um dos extremos do eixo menor (y).

Ideias Significativas

Exploram as derivadas direcionais e explicitam compreensdes

Levantam hipdteses e verificam qual a maior taxa de inclinagao de retas tangentes

Identificam que faltam elementos para relacionar a maior inclinagdo da reta tangente com o

ponto de maximo da superficie
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Quadro 18: Cena 18 — E6A1 — Preparando a atividade: plano tangente

Cena 18 — E6AL — Preparando a atividade: plano tangente

Auxiliar: O que vocés estdo pensando, meninos? Hélio: Nds estamos pensando no plano
tangente. Porque se construir uma reta que se movimenta no plano, da pra ver num determinado ponto
vérias direcdes que ele pode tomar e se vai crescer ou decrescer. [...] Hélio: E s6 fazer uma reta aqui,
uma j& foi, é so fazer a outra. Duas retas ja tem um plano. Pesquisador: Tangente & que? Hélio:
Tangente a este ponto. Eu queria fazer esse ponto variar, mas ndo consigo (o participante tenta criar
um ponto que pertenga a uma esfera e que se mova em sua superficie). Pesquisador: VVocé néo
consegue mover ele ai? Alessandro: Na verdade, a gente queria mover ele ai, na superficie. Hélio:
Sim, porque ai iria ser legal. Alessandro: Isso. Dai entra em aplicagdes de derivada? Sim, né?
Aplicacdes de derivadas parciais, né? Plano tangente, que é uma aplicacdo, a variacao.

Hélio: Acho que eu tive uma ideia: essa ferramenta “plano perpendicular”, sera que sé de
colocar no ponto ja vai? Nossa! Alessandro: Conseguiu? Hélio: Acho que sim. Deixa eu ver aqui.
Hélio: Ai professor, agora eu achei uma ferramenta e consegui tragar um plano que passa pelo ponto
e corta a esfera. Agora é s criar a interseccdo, tragar a tangente e depois achar outro plano. Depois,
montar o plano tangente. Pesquisador: Mas vocé criou um plano de que jeito? Hélio: Com a
ferramenta Plano Perpendicular. Pesquisador: Ok. Mas o plano é perpendicular a qué? Hélio:
perpendicular ao ponto. Pesquisador: Perpendicular ao ponto? Hélio: E, s6 cliquei no ponto e cliquei
na figura. Pesquisador: Use a ferramenta plano perpendicular, clique no ponto, e depois no plano
que voceé ja criou. Hélio: Ah, é verdade. Perpendicular ao plano. Deu um plano paralelo a xz. Eu
preciso de um paralelo ao Xy agora. Vou tentar. Ai olha... cliquei no ponto e... parece que ele nao
reconhece o plano (o participante tenta utilizar uma das ferramentas do aplicativo para criar um
plano que passe por um ponto e que seja perpendicular ao plano anteriormente criado, mas a
ferramenta ndo funciona como ele queria que funcionasse). Hélio: Ele seria perpendicular ao eixo z,
nado é? Vou tentar com ele entdo. Consegui! Alessandro: Deu certo? Hélio: Sim. Eu apertei no plano

e agora foi.

Pesquisador: E o que representa isso agora? Hélio: Agora é a parte mais facil...
Pesquisador: Porque isso dai ndo é o plano tangente, certo? Alessandro: Mas para construir o plano
tangente a gente precisa de dois planos no caso. Hélio: Eu vou tracar a intersec¢do destes dois planos
com o objeto (esfera). Ai eu vou tracar duas retas tangentes ao ponto e a essas duas interseccoes.
Depois € s6 criar um plano com essas duas retas. Hélio: E, Alessandro... agora vamos ver a méagica

acontecer. Vai ficar legal, né, professor? Essa parte eu ndo fiz ainda. Mas eu vou tracar uma reta no
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plano tangente, que varia em varias dire¢es. Ai vai dar pra ver em todas as direcdes, onde € que ela

vai crescer.

Alessandro: Incrivel... Hélio: Agora eu vou apagar as retas. Alessandro: S deixa o plano e
0 ponto, que é mais importante. Hélio: N&o, o ponto ta aqui. Alessandro: O ponto tem que deixar.

Porque ¢é tangente ao ponto e que pertence a superficie... era o ponto B. Nossa, ficou muito bom.
L
obo

Hélio: Agora ndo acabou ainda. Pesquisador: Hum, legal. Que conteldo vocé esta
abordando ai? Alessandro: Plano tangente. Hélio: Sim, derivadas direcionais. Pesquisador: E essa
reta que vocé quer criar e que passa pelo ponto e pelo plano ela representa o qué? Hélio: E uma
derivada direcional e ela pertence ao plano. O plano é composto por todas estas retas tangentes, que
passam por este ponto. Eu estava pensando em usar uma reta, pegar um ponto e mirar um ponto no
plano. Ai essa reta eu posso mover de acordo com o ponto. O ponto tem que ficar sé no plano. Hélio:

Deixa eu ver se estd tangente mesmo (0 participante se move para verificar de outra perspectiva o

plano, a reta tangente e o0 ponto).

Hélio: Tenta mexer 0 outro ponto. Se mexer o outro ponto a reta muda? Alessandro: Sim, varia em
todas as direcBes. Hélio: Deixa eu ver. Ah, é isso mesmo, maravilha! Hélio: A gente pode mover a

reta tangente usando este outro ponto aqui e ter varias retas tangentes ao ponto em varias diregdes.



https://drive.google.com/open?id=1GE4bLHJfCy8NxBIe0XuQpMWcfrqgUrPZ
https://drive.google.com/open?id=1MVJVs3WgF7MnSt7zWF6GnPjXGge85OvX
https://drive.google.com/open?id=1Iy2BqKI4UePC8RLt3LY8QdSjxPtCM70J
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S0 ndo tem o controle deslizante, mas a gente pode mover aqui pela tela mesmo. Essa reta vai ficar

s6 no plano.

Alessandro: Ah ta. E a reta tangente na direcdo do ponto que estd movendo. Ah, é esse o sentido da
derivada direcional?! Eu nunca entendi. Eu td percebendo agora. Por isso que tem o sentido né? Vocé
apontar para uma direcdo. Porgue a reta tangente pode ter véarias dire¢des. Mas direcionar com o
ponto, vocé esta indicando uma direcdo especifica. Hélio: Mas isso ai pensando em movimento.
Porque se essa esfera fosse a fungdo “profundidade”, por exemplo, que eu td6 vendo aqui, o verde

(eixo) é 0y, entdo nesse ponto aqui, do menor para 0 maior, eu td ficando no ponto mais profundo.

[.]

Alessandro: A gente conseguiu montar o plano tangente. Essa atividade era para montar o plano
tangente. Porque as vezes a gente sabe calcular mas ndo sabe o que era o plano tangente. A gente
calculou um plano tangente, mas tem infinitos planos tangentes. Nossa atividade é mostrar o que é 0
plano tangente. Hélio: Seria legal a gente mostrar algum exercicio, porque esfera, a gente nem

imagina nada gue seja no formato de uma esfera, s6 uma bola.

Ideias Significativas

Criam o plano tangente contendo todas as derivadas direcionais de um ponto em uma superficie

para expor compreensoes

Corpo-préprio muda de posicdo para explorar as caracteristicas da reta tangente, retomando

o0 conceito de derivada direcional

Interpretam o significado de Derivadas Direcionais

Buscam por alternativas para contextualizar o conceito de derivada direcional
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Quadro 19: Cena 19 — E6AL — Preparando a atividade: integral dupla

Cena 19 — E6AL — Preparando a atividade: integral dupla

Pesquisador: E neste caso, que conteddo matematico estd sendo abordado na atividade?
Hércules: Integral dupla. Pesquisador: Estd bem. Agora vocé tem que pensar 0 que essa atividade
pode favorecer para que o aluno aprenda o conceito de integral dupla. Hércules: Acho que aqui, pode
favorecer para ver a divisdo em partes menores (da regido abaixo da superficie), enxergar a definigédo
de integral pelo aumento de nimero de quadradinhos (nimero de quadrados em que se divide a area
projetada pela superficie no plano xy) gque vai tendendo para valores mais parecidos com a funcéo.
Quanto maior 0 nimero de quadradinhos, mais vai ser aproximado da superficie. Eu acho que essa
observacdo j& é uma coisa muito positiva, esta aproximacdo com o valor real da regido abaixo da
superficie. Eu acredito que pelo publico-alvo, sdo pessoas que ja sabem a parte numérica de integral
(seus colegas de grupo), mas que as vezes falta alguma coisa para entender o conceito do que é
integral. Gente, da para ver também a questdo da parte de baixo, como ele pega a parte negativa, ele
monta também os retdngulos (prismas) na parte de baixo. Hércules: A gente pode aumentar o me o
n (controles deslizantes que controlam o nimero de retangulos em que se divide a area projetada

pela superficie em xy). T& vendo aqui? Ai aumenta o nimero de retangulos.

Helen: A gente pode fazer um paralelo com o célculo 1, quando estdvamos trabalhando no
plano xy. Muito interessante! Olha aqui!!! Bom, eu achei esse negdcio bem interessante. Uma boa

ferramenta para definicdo de integral.
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Ideias Significativas

Analisam o volume abaixo da superficie e expde o conceito de Integral Dupla

Consideram que com RA o aluno articula o calculo da integral com a compreensao conceitual
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Quadro 20: Cena 20 — E7A1 — Sobre integrais duplas e o infinito

Cena 20 — E7A1 — Sobre integrais duplas e o infinito

Descricdo: Apresentacdao de uma das duplas de participantes que abordou o tema “Integrais
Duplas”. Para a atividade, a dupla pede para os participantes abrirem uma construgao ja pronta no

Geogebra e refletirem sobre o conceito de Integral.

Hércules: A gente vai integrar justamente essa somatdria da funcdo, multiplicada pelo Delta,
gue é Delta x vezes Delta y, que é o volume desse paralelepipedo. Ai vocé veio aqui no livro, tem
aqui né, uma exemplificagdo de como €, e uma imagem aqui para representar como ficaria em 3D, de
como seria a aproximagdo com os paralelepipedos. SO0 que fica mais legal a gente fazer isso no

GeogebraAR. Vamos abrir aqui agora o applet que eu pedi para vocés pesquisarem.

e

v PR B
Py "l cl'
‘,..'."0

Hércules: Ai aqui a gente vem para a fungdo e aqui a gente pode mexer com 0s controles
deslizantes. Eles sdo bem interessantes. E ai a gente pode ver esse a e esse b por exemplo. O a, se a
gente for mexer no a, ele vai mudando aqui no eixo X, que € o limite de integracdo no eixo X, do lado
direito aqui. Entdo se a gente observar, ele vai aumentando a area da regido abaixo. Vocés podem ver
aqui, uma coisa que ndo tem no livro, que é quando é para baixo, quando é negativo, né?! O que a

gente observou bastante, né Helen?! E agora a gente pode escolher a regido que a gente quer. O a e

b que é do outro lado (referindo-se aos limites de integracé@o do eixo x), depoistem o c e o d, que é

com y (limites de integracdo do eixo y).
Ofy-0)
[=]

[.]



https://drive.google.com/open?id=1f-WnRhHCeiEvttcSpmhcKxupDx-4OMCt
https://drive.google.com/open?id=1syTwjw5ADcnqS5BUeu4JGmoKBRT9MKs2
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Hércules: Ainda depois, a gente tem um mais legal, que é onde a gente vai ver o infinito
aqui. Pesquisador: Até agora, vocés estavam mexendo nos limites de integracdo, certo? Mas o
numero de retangulos... Hércules: E o mesmo. Por exemplo, assim, tava dividindo aqui em cinco,
um dos lados da regido, em cinco o outro. Ai agora a gente pode fazer esse negdcio, que é colocar 20
(divisdes). Agora estd em 5 por 20. J& estd aproximando um pouco mais (aproximando o volume dos
prismas ao volume abaixo da superficie). E ai a gente pode jogar o outro para 20 também. Ai o celular
ja comeca a ficar meio devagar. E ai que da para ver o negécio aumentando (referindo-se ao aumento

do numero de retédngulos da base e, consequentemente, no nimero de prismas sob a superficie).

Pesquisador: Tem como entrar nela (regido dos prismas) um pouquinho? Para a gente

observar os retangulos sendo formados. Helen: N&o dé& para ver direito. E se for por baixo?
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Hércules: Olha que legal. D4 para ver a regido como ela é por baixo. Entdo é a regido R
cortada. O que é muito legal (regi&o delimitada pelos limites de integragdo em x e em y subdividida

em retangulos).

Hércules: Se aumenta a quantidade de retangulos, 0 maximo gue puder, mais preciso vai ser
esse valor. E ai a nogdo de limite, porque eu posso aumentar quanto puder. Por isso a integral é a
somatoria dos retangulos e a integral é o limite quando o numero de retangulos for infinito
(entendemos aqui que o participante se confundiu e utilizou o termo “retdngulo” considerando

apenas a base dos prismas projetados em RA).

L]

Hércules: Vamos tentar de novo aqui, porgue agora vamos tentar fazer tendendo ao infinito,

que é a parte mais legal. Entdo, vamos tender para o infinito!

Hércules: Agora, eu vou aumentar o implemento aqui, e vou colocar no 40, para tentar chegar
mais perto do infinito. Pesquisador: O que estes m e n fazem? Hércules: Eles controlam o nimero

de retdngulos em cada dimensdo, no m e no n. Bom, vamos la.



https://drive.google.com/file/d/1nKoLUJMxdCfhxI1w3efGMfpsWN4hO3cs/view?usp=sharing
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Hércules: Entdo, eu vou aumentar aqui o numero de retangulos. Auxiliar: Que legal!

Hércules: Vamos ver até onde ele vai. Gente, vocés estdo vendo isso daqui?

Hércules: Eu aumentei para 40 e 40. Alessandro: Voceé voltou para aquela figura? Hércules:
Sim. Eu acho que aqui fica mais facil de ver. Ele tA mais para cima (o grafico da funcéo), porque para
baixo fica pior de enxergar. Alessandro: E aumentou a regido R? Hércules: N&o, eu deixei a regido,
amesma. O que eu aumentei foi 0 nimero de retangulos. Entéo, sdo 40 retangulos por 40 retangulos.
Logo, por ser 40 por 40, sdo 1600 paralelepipedos. Por isso que trava (risos). E assim ele vai se
aproximando muito do volume né? Pesquisador: Volta 1& um pouquinho. O que vocé esta

enxergando dai?

Alessandro: Eu estou vendo um paraboldide. Pesquisador: Vocé vé uma rugosidade ou
outra. Mas, de modo geral, ele se aproxima muito do formato da superficie, ou do paraboldide.

Hércules: Exatamente, uma rugosidade. Porque ele € muito préximo do parabol6ide. [...]

Helen: Eu acho que auxiliou bastante. Como a gente ja fez Célculo 2, a gente fazia isso
desenhando, no caderno. Ent&o a gente ndo fazia todos os paralelepipedos. A gente fazia um no meio

(da regido) para mostrar, para ter mais ou menos a nogao que era a mesma coisa que a gente fazia na



https://drive.google.com/open?id=1gj181Wvm_J6exhjQMAkUUNTW0A-C4VT6
https://drive.google.com/open?id=1Ey54FkxowLOa0Pvcy1mYH3hd0mHKo_zP
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integral simples. Mas ai na hora que a gente visualiza mesmo, da para ter total nogdo de como

funciona, de como a gente calcula os limites da integracao.

L]

Helen: De acordo com o nimero de retdngulos, quanto mais retangulos, mais préximo do
valor exato, do volume da funcdo. Pesquisador: Todos vocés conseguem perceber isso? Helen:
Quando tem poucos retangulos vocé percebe que as pontinhas saem e sdo maiores. E na hora que a
gente coloca mais retangulos, as pontinhas ficam mais certinhas, elas saem menos da funcao.
Hércules: Eu estava pensando naquele momento a gente fazer desaparecer a funcdo, para poder
observar direitinho... para ver como ¢ diferente com o numero pequenos de paralelepipedos e ai
depois fazer para um namero grande de paralelepipedos, para ver como se aproxima do formato da

fungdo. Eu vou tentar fazer de novo aqui.

Hércules: Vem todo mundo olhar aqui de novo. Olha aqui! VVendo assim, ele ndo tem muito
a ver com um paraboldide. Ai quando a gente aumenta, ele vai tomando forma... Pesquisador: Tem

como trazer a fungdo de volta? Hércules: Sim

Pesquisador: Pega os limites de integracdo direitinho? Hércules: Pega. E ai a gente pode
desativar e ativar e ver a fungdo. Isso é muito legal. Esse é o 20 por 20, d& para tentar colocar o 40
por 40, fica mais parecido com um paraboldide ainda.



https://drive.google.com/open?id=1iiKeXiCoKeREmvjMh-5ow_23Wapu1MHT
https://drive.google.com/open?id=1BtbY4k3u7yXy-Y-DvSLWBcUH4wyg3IKD

153

Hércules: E eu acho legal essa nogdo... que a gente pode ir chegando bem préximo de que
realmente é a funcgdo, e ir aumentando o nimero de retdngulos até chegar bem préximo do que
realmente é o volume da funcdo. A gente ndo chegou, as vezes, direito... Ficava bem proximo.
Imagina, daqui a uns dois, trés anos, o celular cada vez melhor. Imagina que loucura vai ficar. Imagina

a gente aumentando 60 por 60.

Ideias Significativas

Estabelecem relagdes entre as representacdes algébrica e geométrica dos limites de integracéo

Exploram os limites de integracao e sua visualizagdo grafica

Consideram que com a RA a analise grafica é diferente das representacdes no livro didatico

Com a RA, podem explorar os limites de integraco quando ha regides abaixo do plano xy

Analisam a ideia de infinito envolvida no conceito de integral aumentando as divisdes na regido

de integragdo

Corpo-préprio muda de posi¢cdo para visualizar as variagdes do numero de divisdes da regido

de integragdo

Articulam a ideia de infinito e de limite, explorando com a RA o conceito de integral como

somatdéria do volume de infinitos prismas
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Quadro 21: Cena 21 — E7AL — A integral abaixo do plano xy

Cena 21 — E7A1 — A integral abaixo do plano xy

Descricdo: Durante a apresentacao da atividade, a dupla propde observar o comportamento de uma
segunda fungdo, em que fosse possivel ver a regido abaixo do plano xy e os prismas formados na

“parte negativa” do processo de integracao.

Hércules: [...] legal ¢ que neste modelo (de atividade) da para trocar a fungdo também.
Entdo, a gente tem esse paraboldide que é mais simples, que a gente vé sempre, né?! Mas a gente
pode montar outra coisa aqui (projetar no aplicativo). Vamos montar uma sela aqui. Vamos colocar
aqui x2 - y2. Vamos |4, esta carregando. Helen: E ai da para ver o negativo também. Bom, mas ai
vocés conseguem ver aqui? O negativo, que esta 14 embaixo. Pesquisador: O negativo é quando
ele... Hércules: E quando a funcio esta para baixo. E é uma coisa que ndo tem no livro, ndo tem
muito exemplo disso aqui no livro. Hércules: Agora a gente pode ver aqui [...] para poder ver a parte
negativa da funcéo, ele encaixando bem certinho. Bom, vocés podem observar aqui, como ela encaixa

certinho na funcéo.

Hércules: Como eu falei, no livro ndo tem muita coisa de “para baixo”, da parte negativa.
N&o se pensa muito nisso, né?! E aqui a gente consegue ver espacialmente o negativo, 0 que vai gerar.

O que € muito legal.

Ideias Significativas

Exploram o gréafico para compreender a integral com regido abaixo do plano xy

Considera a possibilidade de investigar tarefas que ndo sdo comuns nos livros didaticos
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Quadro 22: Cena 22 — E7A1 — Reflexdes sobre o GeogebraAR

Cena 22 — E7A1 — Reflex0es sobre o GeogebraAR

Pesquisador: Entdo, eu vejo muita coisa interessante. Vamos pensar na disciplina de célculo.
Mas antes, eu queria deixar claro que ndo estou julgando a forma como o professor faz em sala de
aula. Eu entendo a importancia que tem para eles em priorizar a forma algébrica com muitos dos
conceitos que eles trazem I4. O que eu quero que vocés coloquem em reflexdo agora é que: sera que
0 aplicativo auxiliaria na compreensdo do conceito de integral dupla ou de um outro conceito
matematico? Por que ndo o uso? Por que ndo levar isso para sala de aula? Talvez o aplicativo seja um
diferencial para outros alunos que ainda ndo entenderam, ndo compreenderam o conceito do que é
integral, de o que é integral dupla? Hércules: Eu paro pra pensar e pra gente ja € uma coisa
interessante. Para pensar na engenharia, por exemplo, que ja € mais aplicacdo. Eles gostam de ver
algo mais concreto. Para eles também é uma ferramenta muito interessante nesse sentido, (para) eles

entenderem melhor o conceito, porque as vezes é muita decoreba.

[...] Pesquisador: Precisamos avangar no conceito. E a de vocés (a atividade) eu achei bem
bacana. Acho que muita coisa ajudaria sim o aluno entender. Muita coisa interessante para ser levada
para a sala de aula. Auxiliar: Eu s6 estou falando por falar, ja fiz calculo 2 hd um tempinho, mas o
que eu acho legal para quando a gente olha para esse tipo de situacdo € que a gente resolve
algebricamente, muita coisa né? Pergunta assim, por exemplo: O que significa esse valor? Algumas
questdes de aplicacdo mesmo, sempre tenho mais dificuldade. Se tiver la: integre! VVocé faz. Agora,
ele fala 14, algo tem a area méaxima... a &rea minima... ja € mais dificil de vocé resolver quando vocé
precisa aplicar o conceito numa situacao. Se a professora coloca 1a “integre”, vocé pega as letras e as
regras. Agora pega uma situacdo que vocé precisa, por exemplo, como vocé disse, na atividade da
boia, vocé tem que se mover, ver a profundidade... eu acho que isso que faz a diferenca. E vocé

entender o que é uma integral, uma derivada, uma reta tangente.

Hércules: Eu acho que uma coisa que aconteceu, ndo tem muito a ver, mas tem. A gente tem
exercitado muito aqui a questdo do 3D, da realidade aumentada, a questéo das intersecgdes. O que é
uma coisa que eu nunca tinha mexido muito no Geogebra. Por exemplo, ontem estdvamos fazendo
exercicio da professora de Geometria Euclidiana, na parte espacial, e tinha que achar um triangulo
numa pirdmide e era meio complicado porque eu ndo sabia se a altura de uma face batia com a altura
da outra. E era uma coisa que a gente queria confirmar. A gente mexeu com essas retas que a gente
faz com o GeogebraAR e bateu certinho. Funcionou e foi muito legal observar desse jeito assim.

Porque eu ndo tinha ideia de como provar isso, algebricamente. E a gente foi la e fez assim e deu
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certo. Pesquisador: Mas foi tentando, na tentativa e erro? Hércules: N&o, eu criei as alturas. Ento,
eu fiz uma perpendicular usando a base e 0 ponto e eu ndo sabia se elas iriam se cruzar num pontinho
comum ou nao. E elas se encontraram. Ai tudo gue eu tinha feito 14, supondo que ia acontecer, estava
certo. Eu ndo tinha certeza que isso aconteceria, mas eu segui 0s passos para resolver o exercicio. Ai

eu pensei: “vamos dar uma olhada nesse negécio!” (no GeogebraAR). E realmente deu certo.

[..]

Hércules: Quando a gente usou o controle deslizante para mostrar que o limite existia. Isso
é fantastico! E quase uma demonstracdo. Em todos os sentidos que vocé olhava era aquilo. Entdo é
isso! Auxiliar: Sabe 0 que eu fico pensando? Quando vocés falam de “demonstra¢do”. Por que a
gente fala assim “é quase uma demonstracdo™? Fico pensando: por que, ndo é? Hércules: Para mim
é! Inclusive, vamos pensar na época de Euclides, porque tinha que usar a régua e 0 compasso. O
pessoal ndo usava s régua e compasso. Naquele livro que fez isso e pronto. Misturava-se muito o
exemplo com a prova, € um negocio muito interessante. Auxiliar: Igual quando vocé faz o tridngulo
no Geogebra, mede os angulos internos e da 180°. Ai vocé pode mexer os lados do tridngulo e para
qualquer medida de lado que vocé colocar da 180. Isso ndo é uma prova? Heércules: Ai vocé pode
usar um controle deslizante. Muito bom! Que cobre uma &rea quase tudo, bem amplo, e vocé aperta
I4 para trocar e vai continuar. Isso que eu acho legal. Que nem a gente fez com o limite, construir
uma reta de interseccao que gira quase tudo, abrangendo todos os caminhos, e sempre da aquele valor.
Entdo, pela definicdo do que é limite, esta provado que o limite existe. Fica muito evidente. Auxiliar:
Eu fico pensando, o que falta para que a gente possa validar isso?

Hércules: No exercicio da montanha, que a gente foi procurar o maior angulo, lembra?
Consegui verificar que o dngulo diminui, ai depois aumentava e depois diminui de novo. Mas a gente
conseguiu verificar que era naquele lugar que tinha o maior angulo. A do barco foi legal, s6 que a da
montanha a fungdo era a montanha, muito legal isso. Vocé mexe com o proprio formato. E a gente

resolveu o exercicio sem conta nenhuma, né?

Alessandro: Eu acho que é uma forma ludica de aprendizagem. Porque vocé esta interagindo.
O ladico no sentido de que vocé aprende brincando, vamos dizer assim. Porque, eu gosto muito dessa
parte ludica de matematica. Tanto que quando eu vou desenvolver atividades do PIBID eu penso em
atividades lddicas, porque o que eu vejo na escola que eu vou é que os alunos ficam muito na parte
tedrica e 0 que eu vejo desse Geogebra da realidade aumentada é esse contato. Porque vocé pode
olhar, andar e ver do outro lado, abaixar e olhar de baixo e ver de todos os angulos. E ai vocé tem

uma interacdo maior com a matematica em si.

Ideias Significativas
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Consideram que a RA auxilia na compreensdo do conceito e poderia ajudar alunos de

engenharia

Explicitam que o movimento e a visualizagdo com a RA auxiliaram na compreensdo de

conceitos e favoreceram o desenvolvimento de tarefas

Com a RA expressa o raciocinio matematico e compreensdes de demonstracdes feitas em aulas

de Geometria Euclidiana

Consideram que o visto com a RA é uma “quase demonstra¢io” do limite de uma fungio de

duas variaveis

Faz analogia entre o grafico em RA da funcao que representa uma montanha e a montanha da
realidade fisica

Entendem a RA como forma ludica de aprender matematica, que permite interagir com o

objeto

Consideram que com a RA podem analisar de diferentes perspectivas: “olhar, andar e ver do

outro lado, abaixar e olhar de baixo e ver de todos os 4ngulos”
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Quadro 23: Cena 23 — EBAL — Derivadas Direcionais e Plano Tangente

Cena 23 — EBAL — Derivadas Direcionais e Plano Tangente

Descricdo: Esta € a atividade apresentada por uma das duplas de participantes e que envolveu o

assunto de plano tangente e derivadas direcionais.

Hélio: O plano tangente, ele contém todas as derivadas direcionais daquele ponto. Entdo, se a gente
mexe ali no ponto, a gente tem as derivadas direcionais naquele ponto. Porque todas essas retas vao
tangenciar, sdo todas as retas tangentes. Pesquisador: O que isso indica? Ou, em que isso pode ajudar
vocé? Hélio: Ai ele vai ajudar, vai indicar se numa determinada dire¢éo a fung&o cresce ou decresce.
D4 para ver tudo isso daqui, desse jeito, em todas as diregdes. Pesquisador: O que quer dizer a
derivada direcional? Ou melhor, o que quer dizer a derivada? NOs estamos pensando sempre em retas
tangentes. E ai a gente esta vendo todas as retas tangentes que passam por este ponto e que formam
o plano. O que quer dizer a derivada? Hélio: Quer dizer taxa de variacdo, numa determinada direc&o.
Pesquisador: Certo, agora ha uma variagdo da taxa de variagdo num determinado ponto, numa
determinada dire¢d0? Quem indica isso para mim? Hélio: O angulo. Pesquisador: Qual angulo?
Hélio: Que eu vou colocar. E o angulo entre a reta e o plano xy. Vamos usar a ferramenta angulo
aqui do GeoGebra. Aqui. Pesquisador: Deu quanto? Hélio: Deu 49°. Pesquisador: Lembram que a
gente fez o da montanha? (atividade de encontros anteriores) Alessandro: Mas o da montanha a
gente usou uma reta. Pesquisador: Sim, foi uma reta s6. Mas acho que a gente conseguiu também
variar. Hércules: Uma pergunta aqui: derivada direcional. Que eu me lembre, derivada direcional a
gente pega em relagdo a x € no plano y = 0, em relacdo a y, quando x = 0. E a derivada direcional é
quando a gente corta com o plano no meio. Nesse meio tempo, a gente vé a inclinacdo dessa reta.
Mas a gente varia ela dessa forma (participante explica seu raciocinio fazendo um movimento com
as maos para indicar uma rotacdo em torno de um eixo horizontal) e ndo assim (fazendo um

movimento em varias direcdes e sentidos).



https://drive.google.com/open?id=1knTp7MTwrfQM09TePmDusz8-TjbZ_2Tj
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Pesquisador: De qual reta vocé esta falando? Aquela ali é a reta tangente. O que esta acontecendo
ali é que eles construiram um plano que contém todas as retas tangentes, que tangenciam aquele
ponto. Isso que deu origem ao plano. Hélio: Ai vocé variando a diregdo, a gente vai mudando o ponto
aqui (ponto que faz a reta tangente mudar de direcdo 360°, sempre pertencendo ao plano), o angulo
vai variando e a taxa de variagdo também varia. E apontando aqui para o meio (em dire¢éo ao eixo

Z) a gente percebe que a gente tem a inclinagcdo maior dele, de 70,5° mais ou menos.

[.]

Pesquisador: Isso ajuda na compreensédo do conceito? Alessandro: Isso que eu queria falar. Eu estou
tendo célculo 2 e, mesmo assim, tive que retomar os conceitos. Entdo com a ajuda do Geogebra eu
consegui assimilar muito melhor. Na compreensdo. Entdo quando eu lia os conceitos e jogava no
GeoGebra, foi muito mais facil para mim, pelo menos, enxergar. Entdo essa questdo do plano
tangente. Porque no livro fala “¢ andlogo a reta tangente a curva”. Entdo depois vocé faz para a
superficie e as derivadas parciais. Com o Geogebra foi mais facil enxergar essa analogia que o livro
fez.



https://drive.google.com/file/d/1af5ODKp6XFsWrEESKyG3_p_SldVtm5ga/view
https://drive.google.com/file/d/1af5ODKp6XFsWrEESKyG3_p_SldVtm5ga/view
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Ideias Significativas

Veem, com a RA, que o plano tangente é aquele que contém todas as retas que tangenciam um
ponto de uma superficie

Compreendem o conceito de Derivadas Direcionais ao visualizarem o plano tangente e as retas
tangentes

Discutem o significado de derivadas direcionais
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Quadro 24: Cena 24 — EBA2 — Maximos e minimos

Cena 24 — E8A2 — Maximos e minimos

Descrigdo: Esta é a atividade apresentada por uma das duplas de participantes e se prop6s a
desenvolver um estudo acerca da ideia de maximos e minimos de func@es de duas variaveis,
locais e absolutos, a partir de derivadas parciais. Para tal, a dupla propds a exploracdo da
funcéo:

flx,y) = x3—12xy + 8y

Hélio: Aqui é um ponto de inflexdo, né? Aqui olha... é onde muda a concavidade. Alessandro:
Parece que é na origem (0,0,0). Fabricia: E por que na origem? Jennifer: Porque aqui ela esta
descendo e aqui ela esta subindo.

[.]

Jennifer: Tem algum maximo e minimo local ou absoluto? Hélio: Absoluto? Absoluto acho que néo
tem ndo. O maximo e minimo local seria 0 ponto de sela, né?! E como ndo é maximo nem minimo
entdo é sela. Jennifer: E, ali na origem é certo. A gente ja viu que é um ponto de sela. A aqui, ndo
sei se da para perceber, tem um pedacinho ndo sei se da pra ver. Aqui é — 8, ai depois ela sobe né.
Entdo aqui seria um minimo local (utilizando um print da tela do aplicativo preparado anteriormente
para fazer a apresentagdo, a dupla procura explicar porque concluiram que, determinado ponto do
gréfico, € um ponto de minimo local). Alessandro: E um maximo e minimo local né?! Jennifer: No,
é s6 um minimo local. Hércules: Ah, eu olhei aqui agora e deu para ver. Ele esta bem escondidinho

né? (utilizando o seu smartphone com o0 GeoGebraAR para visualizar o que o0 grupo apresentava).
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[.]

Fabricia: E, da para colocar na RA também. Aqui dé& pra ver certinho. Jennifer: E, se vocés quiserem
colocar na RA também, podem colocar. Fabricia: Aqui a gente t& vendo o ponto de sela e onde ele é
0 minimo. Pesquisador: Esta bem. VVocé consegue visualizar o minimo ai? Quanto ele seria mais ou
menos? Fabricia: Esse daqui olha, é o -5. Entdo, -10... ele esta ali no -8. A gente fez o célculo

também.

Pesquisador: Entre 0 -5 e 0 -10, né?! Fabricia: Sim, a gente pode pegar pelos espacinhos (referindo-
se a escala numérica presente no eixo z). Nossa, na realidade aumentada ficou muito melhor. Deu
pra ver certinho. Hércules: Nossa, consegui aqui. Pelo que eu vi ta proximo de -10. Aqui, a
interseccdo mostra que t& quase no -10. Jennifer: Se a gente for fazer as derivadas, as derivadas
parciais 0s pontos criticos sdo 2 e 1. E quando a gente substitui (até tocar o grafico da funcéo), da -

8. E ai a gente vé que 0 minimo deu -8.
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[.]

Pesquisador: Na hora que vocés estavam montando a atividade, foi dificil ou foi facil para vocés
acharem estes valores de maximo e minimo? Fabricia: Sim, foi facil. Jennifer: E mais facil ver na
imagem, né?! Bem mais facil do que ver uma fungdo assim e ja falar “Qual € 0 maximo e minimo
dessa fun¢do?”. Vendo a imagem ¢é muito mais facil. Pesquisador: E por que o -8 ndo é um ponto de
minimo absoluto? Fabricia: Porque aparece ali que tem mais pontos pra baixo. Jennifer: E legal
discutir isso: por que ndo tem um minimo absoluto? Ai vendo a imagem a gente consegue ver que a
superficie dele ¢ infinita pra baixo e pra cima. Por isso que a gente ndo pode determinar que é um
minimo absoluto. Pesquisador: E um maximo, vocés conseguiram ver? Hércules: Nessa fungao?
Pesquisador: Sim. Hércules: Ah, parecia que ndo tinha. Jennifer: As vezes quando tem um e outro
(ponto de maximo e minimo) a gente ja fala que é ponto de sela. Mas, 0 que é um ponto de sela? Eu
também aprendi assim s6 em relagdo ao calculo. Ai quando a gente foi pesquisar é que a gente viu,
colocou na imagem l4 que tem uma curvinha numa dire¢ao, uma curvinha la na outra... a que decresce
e a que cresce... tem essa voltinha ai que deu para perceber. Ai deu para perceber mesmo o que € um

ponto de sela, ndo s6 no algebrismo (referindo-se as técnicas de manipulacdo algébrica).

Ideias Significativas

Identificam com a RA o ponto de inflexdo ou ponto de sela

Corpo-préprio muda de posi¢cdo para ver um ponto de minimo da funcéo que estava

“escondido” na representacio da funcao quando usam o print

Atribuem um valor aproximado para o ponto de minimo da funcao
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Compreendem a ideia de pontos de minimos absoluto e local

Discutem o significado de ponto de maximos, minimos e de inflex&o

Exploram e compreendem o conceito de ponto de sela
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Quadro 25: Cena 25 — EBA2: - Parando para pensar...

Cena 25 — EBA2: - Parando para pensar...

Descricdo: No momento de encerramento das atividades do curso, os participantes fazem algumas

observac@es sobre a experiéncia vivida nos encontros.

Alessandro: Parando para pensar aqui nas atividades que cada um trouxe, ninguém quis célculo, né?
A gente s6 observou. Porque quando a gente estava discutindo aqui que, durante as aulas, pra pensar
nos calculos para ver se estaria certo. Aqui ndo. Foi tudo através de observacdo. A gente fez e
observou né?! Helen: E legal porque da pra ver mesmo. Eu aprendi calculo na decoreba. Ah, “faz
assim e assim!”. T4, mas pra que? Ai assim, agora eu vi 0 que acontece atras das contas que a gente
faz. Hércules: Eu acho que o controle do Geogebra 3D é mais dificil. Acho que a RA ajuda muito
nessa questdo de “se mexer”, na visualizacdo... No 3D parece que ele fica pequeno e com a RA ele
fica grande, mais féacil de enxergar. Hélio: Eu acho que chama mais ateng¢do. Vocé poder observar a

figura assim... desperta mais o interesse.

Ideias Significativas

Consideram que a RA possibilita realizar investigagdes sobre os assuntos

Consideram que com a RA compreendem o porqué das manipulagdes algébricas

Entendem que o movimento com a RA lhes déa possibilidades de ver
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6.3 Caminhando rumo aquilo que se mostra: as Ideias Significativas

Dando continuidade ao movimento de analise, com as cenas ja constituidas,
fizemos leituras para compreender o sentido do todo e organizamos, em cada cena, as
Ideias Significativas. Elas sdo, portanto, expressfes de nossa interpretacdo e que
permitem entender aspectos (ou perspectivas) do interrogado. Agora, nos voltamos para
elas procurando entendé-las e, para nos referirmos a cada uma delas, criamos um codigo:
In que indica o0 numero da ideia significativa e Cn, a cena a que ela pertence. Dessa forma,
por exemplo, o cddigo 14C2 diz da ideia significativa 4 que foi destacada na cena 2.

Destacamos ao todo 90 Ideias Significativas que apresentamos no Quadro 26, a segulir.

Quadro 26 — As Ideias Significativas

Cadigo Ideia Significativa

11C1 Usa o aplicativo para investigar a posi¢cdo e tamanho da esfera em relacéo ao sistema
tridimensional de coordenadas

12C1 Relaciona o objeto digital com objetos do espago fisico do ambiente (buscam
aproximar o objeto digital com objetos do espaco fisico)
Usa a RA para analisar a intersec¢do de planos com a superficie gerando retas

13C2 L - e
paralelas e compreender a defini¢cdo de Superficies Cilindricas.

14C2 Faz analogia do objeto digital com objetos do espaco fisico (buscam aproximar o
objeto digital com objetos do espaco fisico)

15C3 Relaciona a representacdo grafica de superficies cilindricas com sua forma
algébrica

16C3 Destaca 0 movimento do corpo-préprio para analisar os gréaficos de equacdes
cilindricas

17C4 Explora a forma da figura gerada (quadrica) pela interseccdo do plano com o
elipsoide
Considera que a visualizacao dos objetos matematicos pode favorecer compreensoes

18C4 . o
nas aulas de Geometria Analitica

19C5 Levantam hipdteses acerca da representacdo gréafica de superficies quédricas
analisando sua forma algébrica

110C5 | Com o aplicativo busca compreender superficies quadricas e sua nomenclatura
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Cadigo Ideia Significativa
111C5 | Faz analogia entre o objeto digital com objetos do espaco fisico do ambiente
112C6 | Faz analogia entre o objeto digital com objetos do espaco fisico do ambiente
113C6 Levanta hipéteses e explora representac@es gréaficas de superficies e suas formas
algébricas
114C7 Visualiza tridimensionalmente em RA e destaca caracteristica de objetos
matematicos
115C7 Levanta hipoteses e explora representacfes graficas de superficies e suas formas
algébricas
116C7 | Faz analogia do objeto digital com objetos do espaco fisico do ambiente
117C7 | Corpo-préprio muda de posicdo para ver as caracteristicas do objeto digital
118C7 | Considera que a RA d4 uma “quase” presenca do objeto digital (materialidade)
119C8 Corpo-proprio muda de posicédo para ver tridimensionalmente o gréafico da funcao
e explora os “caminhos” para verificar a existéncia do limite da funcéo
120C8 Levanta hipoteses e explora a representacdo geométrica, considerando a definicéo
de limite.
121C8 Discutem a existéncia do limite de uma funcéo, buscando uma solucéo coerente com
0 enunciado da tarefa
122C9 | Exploram os “caminhos” para a verificacao de limites de funcdes de duas variaveis
123C9 Corpo-proprio muda de posigdo para explorar os caminhos e verificar o limite de
funcgdes de duas variaveis
124C9 Com o aplicativo, cria uma estratégia para explorar os caminhos para verificagdo
do limite
125C9 Compara a exploracdo dos caminhos em RA com outras formas vividas nas aulas
de Célculo
126C10 Levanta hipéteses sobre como construir “todos os caminhos” para verificar o limite

da funcéo
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Cadigo Ideia Significativa
127C10 | Faz exploracdo para validar hipdteses
128C10 | Corpo-proprio muda de posi¢ao para verificar a existéncia do limite da funcéo
129C10 Consideram que com a RA podem construir uma validacdo matematica semelhante
a uma demonstracao
Corpo-préprio muda de posi¢do para analisar os caminhos e verificar a existéncia
130C11 S x
do limite da funcéo
I31C11 | Expressam o compreendido acerca da existéncia do limite de uma funcéo
132C11 | Usam o aplicativo para expor um modo de realizar a exploragao
Explora gréaficos e os elementos representados no espaco de coordenadas
133C12 . ;
tridimensional
134C12 Expde o raciocinio matematico, 0 modo como compreende a tarefa e interpreta o
resultado obtido
135C12 | Discutem a tarefa para ver um modo de, com a RA, propor uma solugdo coerente
136C13 | Faz analogia entre o objeto digital e objetos do espaco fisico do ambiente
137C13 Exploram gréaficos em coordenadas tridimensionais e analisam os elementos
requeridos pelo enunciado
138C13 | Expde pela RA o raciocinio e 0 modo como resolveu a tarefa
139C13 [ Discutem a tarefa para ver, com a RA, um modo de chegar a uma solugéo coerente
140C13 Criam estratégias para ver e interpretar o significado de direcdo que esta sendo
solicitado na tarefa
141C14 | Com a RA verifica as hipoteses elaboradas
142C14 | Com a RA procura ver as retas tangentes e analisar a taxa de variagao
143C14 Usa recursos do aplicativo para ver e determinar o angulo formado pela reta

tangente e o plano xy
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Cadigo Ideia Significativa

144C 14 Mobilizam conhecimento matematico para explorar a tarefa e encontrar sua
solucéo

145C14 Corpo-préprio muda de posi¢ao para ver de outra perspectiva a direcédo requerida
na tarefa

146C14 | Discutem a atividade para ver, com a RA, e chegar a uma solugdo coerente

147C15 Corpo-préprio muda de posicdo para escolher uma perspectiva que possibilite
analisar mais detalhadamente a inclinacéo da reta tangente

148C15 Observam a inclinagéo e taxa de variacdo da reta tangente a um ponto e comparam
com a de outras retas

149C15 | Discutem, analisando a representacéo de planos na forma algébrica e geométrica

I50C16 | Exploram a reta tangente e sua inclinagdo em relacao ao plano xy
Analisam conjecturas com a RA e validam considerando-a uma “quase

151C16 O
demonstracdo

152C16 | Usam a RA para verificar o raciocinio matematico

153C16 | Explicitam compreensfes da tarefa, atentos ao entendimento do outro

154C17 | Exploram as derivadas direcionais e explicitam compreensdes

I55C17 | Levantam hipdteses e verificam qual a maior taxa de inclinacéo de retas tangentes

156C17 Identificam que faltam elementos para relacionar a maior inclinagdo da reta
tangente com o ponto de maximo da superficie

157C18 Criam o plano tangente contendo todas as derivadas direcionais de um ponto em
uma superficie para expor compreensdes

158C18 Corpo-proprio muda de posicdo para explorar as caracteristicas da reta tangente,
retomando o conceito de derivada direcional

I59C18 | Interpretam o significado de Derivadas Direcionais

160C18 | Buscam por alternativas para contextualizar o conceito de derivada direcional
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Cadigo Ideia Significativa

161C19 | Analisam o volume abaixo da superficie e expde o0 conceito de Integral Dupla
Consideram que com RA o aluno articula o célculo da integral com a compreenséo

162C19 .
conceitual

163C20 Estabelecem relacdes entre as representacfes algébrica e geométrica dos limites de
integracéo

164C20 | Exploram os limites de integracao e sua visualizacdo gréafica
Consideram que com a RA a andlise grafica é diferente das representacées no livro

165C20 | 7.7 .5
didatico

166C20 Com a RA, podem explorar os limites de integracdo quando h& regides abaixo do
plano xy

167C20 Analisam a ideia de infinito envolvida no conceito de integral aumentando as
divisBes na regido de integracéo

168C20 Corpo-proprio muda de posi¢do para visualizar as variagdes do numero de divisdes
da regido de integracéo

169C20 Articulam a ideia de infinito e de limite, explorando com a RA o conceito de integral
como somatéria do volume de infinitos prismas

170C21 | Exploram o grafico para compreender a integral com regido abaixo do plano xy
Considera a possibilidade de investigar tarefas que ndo sdo comuns nos livros

171C21 | 3.7\
didaticos

172C22 Consideram que a RA auxilia na compreenséo do conceito e poderia ajudar alunos
de engenharia

173C22 Explicitam que o movimento e a visualizagdo com a RA auxiliaram na compreensao
de conceitos e favoreceram o desenvolvimento de tarefas
Com a RA expressa o0 raciocinio matematico e compreensfes de demonstragdes

174C22 : . -
feitas em aulas de Geometria Euclidiana

175C22 Consideram que o visto com a RA é uma “quase demonstra¢io” do limite de uma

funcéo de duas variaveis
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Cadigo Ideia Significativa

Faz analogia entre o grafico em RA da funcao que representa uma montanha e a

176C22 montanha da realidade fisica

Entendem a RA como forma lUdica de aprender matematica, que permite interagir

I77C22 com o objeto

Consideram que com a RA podem analisar de diferentes perspectivas: “olhar,
andar e ver do outro lado, abaixar e olhar de baixo e ver de todos os Angulos”

178C22

Veem, com a RA, que o plano tangente é aquele que contém todas as retas que

179C23 tangenciam um ponto de uma superficie

Compreendem o conceito de Derivadas Direcionais ao visualizarem o plano

180C23 tangente e as retas tangentes

181C23 | Discutem o significado de derivadas direcionais

182C24 | Identificam com a RA o ponto de inflex&@o ou ponto de sela

Corpo-proprio muda de posi¢ao para ver um ponto de minimo da funcéo que
estava “escondido” na representacio da funcio quando usam o print

183C24

184C24 | Atribuem um valor aproximado para o ponto de minimo da fungéo

185C24 | Compreendem a ideia de pontos de minimos absoluto e local

186C24 | Discutem o significado de ponto de maximos, minimos e de inflexéo

187C24 | Exploram e compreendem o conceito de ponto de sela

188C25 [ Consideram que a RA possibilita realizar investiga¢es sobre 0s assuntos

189C25 | Consideram que com a RA compreendem o porqué das manipulagdes algébricas

190C25 | Entendem que o movimento com a RA lhes da possibilidades de ver

Fonte: Elaborado pelo autor

6.4 As convergéncias em sinteses compreensivas
Das Ideias Significativas, tomadas em sua singularidade, alguns aspectos comuns

passaram a ser evidenciados e vao fazendo sentido ao pesquisador a luz da pergunta
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orientadora da pesquisa. Ressaltamos que nesse movimento interpretativo nos mantemos

na postura fenomenoldgica, em que

[...] o fendbmeno é posto em suspensao, quando o pesquisador se despe de
referenciais tedricos prévios. Ficam, é claro, os pressupostos vivenciais — ou o
pré-vivido, pré-reflexivo -, que ligam pesquisador e pesquisado, o que impede
0 comodo distanciamento que possibilita a neutralidade. (GARNICA, 1997, p.
116).

Dando continuidade ao movimento interpretativo buscando convergéncias e
divergéncias de sentidos e significados expressos pelas Ideias Significativas, nos
perguntamos o que as ldeias Significativas nos diziam acerca do interrogado. O olhar
atento permitia ver que uma mesma ideia convergia ou se articulava a mais de um tema
constituido no discurso, mostravam-se as convergéncias. No Quadro 27, apresentamos o
que foi constituido nesse movimento de busca, sinteses compreensivas do que a nos se

mostra significativo.
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Quadro 27 — Primeiro movimento de sintese compreensiva

Ideias Significativas

Primeira sintese compreensiva

11C1, 13C2, 17C4, 127C10, 129C10,
I30C11, 137C13, 151C16, 156C17,
165C20, 169C20, 171C21, 178C22,
187C24, 188C25

Explorar para compreender
assuntos matematicos

124C9, 127C10, 131C11, 134C12,
138C13, 140C13, 143C14, 144C14,
152C16, 154C17, I57C18, 161C19,
162C19, 164C20, 166C20, 167C20,
169C20, 170C21, 174C22, 175C22,
177C22, 179C23

Criar possibilidades para explorar
e expor o compreendido

I5C3, 19C5, 113C6, 115C7, 120C8,
126C10, 141C14, 149C15, 151C16,
I155C17, 163C20, 175C22, 177C22,
178C22, 184C24, 189C25

Levantamento e verificagédo de
hipdteses pela exploracdo de
conceitos matematicos
relacionando suas formas
geomeétrica e algébrica.

110C5, 114C7, 122C9, 133C12,
142C14, 143C14, 145C14, 148C15,
159C18, 161C19, 164C20, 165C20,
166C20, 167C20, 168C20, 169C20,
170C21, 173C22, 175C22, 178C22,
180C23, 182C24, 183C24, 184C24,
185C24, 190C25

Visualizacéo para a compreenséo
de conceitos e objetos
matematicos

16C3, 117C7, 118C7, 119C8, 123C9,
128C10, 130C11, 145C14, 147C15,

158C18, 168C20, 173C22, 178C22,
183C24, 185C24, 190C25

O movimento do corpo-proprio
para visualizar o gréafico
tridimensional

12C1, 14C2, 111C5, 112C6, 116C7,
136C13, 160C18, 176C22,

Aproximar objetos digitais a
objetos da realidade fisica

121C8, 132C11, 135C12, 139C13,
146C14, 149C15, 153C16, 154C17,
181C23, 186C24,

Dialogo para compreender
enunciados e conceitos
matematicos

18C4, 125C9, 162C19, 165C20,
171C21, 172C22, 174C22, 177C22

Levantam conjecturas favoraveis
ao uso da RA para compreender
assuntos matematicos

Fonte: Elaborado pelo autor.
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Continuando o movimento interpretativo, compreendemos que determinadas
zonas de convergéncia dizem de um mesmo tema e, voltando-nos para 0 que se mostra,
elaboramos regides mais abrangentes, conforme se explicita no Quadro 28, no qual
apresentamos as Categorias Abertas. Salienta-se, porém, que as categorias ndo sédo
independentes umas das outras, elas dialogam em um vai e vem que ndo permite
considera-las como conjuntos disjuntos. N&o ha que se dizer de investigacao e exploracao,
por exemplo, sem dizer dos modos pelos quais o sujeito investiga e explora com a RA,
movendo o corpo, movendo-se com o aplicativo, para visualizar em diferentes
perspectivas. Nao haveria o enunciado e a comunicacdo com a RA, se ndo houvesse a
possibilidade do ver com o aplicativo e da exploragdo que executam e que permite a
comunicacdo entre os sujeitos que buscam por um modo de dizer. Mas, tal qual
entendemos, as categorias concentram aspectos relevantes para compreendermos 0s
modos pelos quais 0s sujeitos constituem conhecimento acerca de assuntos de Calculo ao
estarem com a RA, sendo tais aspectos evidenciados na vivéncia com o aplicativo e na

abertura aquilo que mostrou como horizonte de possibilidades ao sujeito.
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Quadro 28 — Segundo movimento de sintese compreensiva

Primeira sintese compreensiva

Categorias Abertas

Explorar para compreender
assuntos matematicos

Criar possibilidades para explorar e
expor o compreendido

Levantamento e verificacédo de
hipoteses pela exploracédo de
conceitos matematicos relacionando
suas formas geométrica e algébrica

Investigar assuntos matematicos
como modo de compreensao

Visualizagédo para a compreensao
de conceitos e objetos matematicos

O movimento do corpo-proprio
para visualizar o grafico
tridimensional

Aproximar objetos digitais a
objetos da realidade fisica

O movimento do corpo-proprio que
potencializa formas de ver 0s
assuntos matematicos

Diélogo para compreender
enunciados e conceitos
matematicos

Levantam conjecturas favoraveis ao
uso da RA para compreender
assuntos matematicos

Dialogos que comunicam o
compreendido para se fazer
entender

Fonte: Elaborado pelo autor.

As Categorias Abertas serdo, na proxima secao deste trabalho, discutidas para que

0 movimento compreensivo / interpretativo do pesquisador possa, no dialogo com os

autores lidos, explicitar sua compreensdo do interrogado, isto €, dizer da constitui¢do do

conhecimento em Calculo quando se estd-com a RA.
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7 DISCUTINDO AS CATEGORIAS ABERTAS

Nesta secédo, trazemos o movimento efetuado para a explicitacdo das Categorias
Abertas constituidas ao longo da pesquisa e a busca pela compreensédo dos modos pelos
quais 0s sujeitos constituem conhecimento matematico, de assuntos tratados em

disciplinas de Calculo, ao estarem-com a Realidade Aumentada.

Adiantamos que, embora elas sigam uma ordem de apresentacdo, ndo ha uma
ordem de prevaléncia que indique que uma das categorias é mais ou menos relevante que
outra. Apenas seguimos uma ordem de apresentacdo de acordo como se deu na analise

dos dados.

Antes de iniciar, salientamos que, embora tenham sido constituidas trés
categorias, elas ndo sdo excludentes. Com isso, queremos dizer que a analise permitiu
compreender que, embora separadas por uma ideia invariante, 0 que permitiu a
convergéncia entre ideias significativas e possibilitou a constituicdo das categorias

abertas, elas dialogam, se conversam.

7.1 Investigar assuntos matematicos como modo de compreenséo

Nesta categoria aberta, temos ideias significativas que nos permitiram entender
que os participantes da pesquisa constituem conhecimento ao se colocarem abertos a
exploracdo, levantando hipoteses, verificando suas inferéncias, validando ou refutando-
as, huma postura de investigar o que a eles vai se mostrando com RA acerca de assuntos

do Célculo.

Os participantes exploram graficos envolvendo Superficies Cilindricas e
Quédricas com RA, como na situacdo em que criam planos de interseccdo entre essas
superficies. Na Cena 2, foi apresentada uma definigdo de Stewart (2013) para superficie
cilindrica e, em seguida, propostas tarefas com equacdes que puderam ser inseridas no
aplicativo e analisadas com RA. Destacamos, para poder dialogar, aspectos significativos
dessa cena.

(Analisando a curva z=x2) Alessandro: N&o, ndo é um cilindro. Vou chamar
de telha (risos). Pesquisador: Isso é um cilindro? Olhem para a definigdo de
cilindro. Alessandro: Mas € (cilindro). N&o, ndo sei. Pesquisador: Coloquem
ai y = 0. Alessandro: E um plano. Pesquisador: O que gerou a intersecgao?
Alessandro: Uma pardbola. Mas um cilindro ndo tem que estar fechado?

(Observando o grafico da equacéo questiona se ele ndo deveria ter sua forma
“fechada” para ser denominado cilindro). [...]
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Hélio: E que para mim, se vocé visse de lado, assim, parecia que ia ter um
monte de reta... uma do lado da outra. Assim, assim, assim... até montar a
parabola com todas as retas (O participante tenta explicar que as retas estdo
uma ao lado da outra utilizando duas canetas que estavam em sua mao,
engquanto o outro participante observa o objeto digital e o que o colega
representa com o movimento das méos e das canetas). [...]

Pesquisador: Formando o que? Hélio: Vocé imagina que seja um cilindro
parabdlico né?! Vocé tem um monte de reta assim... (indicando com as
canetas que as retas estdo uma ao lado da outra, no sentido vertical).
Pesquisador: Ah, entendi. Bom, vocé pode tentar observar melhor isso dai
tracando um plano, z = m. E se vocés manipularem o m e criarem a intersecc¢éo
entre a superficie e esse plano, vocé vai ver que vao ser varias retas paralelas.
Observem ai. Hélio: Ai olha... as duas retas aqui (O participante manipula o
controle deslizante e observa as retas que sdo geradas pela intersec¢do do
plano com a superficie).

Alessandro: Ah, agora eu entendi. Paralela a uma reta dada. As retas, verdade!
E a geratriz é essa Ultima, né?! (ao dizer “essa ultima”, o participante se refere
a reta intersec¢do do plano com a superficie em z = 0, sob 0 eixo ).

Os participantes tentam, instigados pelo pesquisador, apontar elementos
matematicos presentes na definicdo, utilizando o GeoGebra AR e seus recursos. No
decorrer da atividade, vdo compreendo o que sdo reta geratriz, retas paralelas e curva
plana, fazendo exploragbes com RA. Um dos participantes, para expressar ao colega o
que V&, posiciona as canetas para indicar o paralelismo entre a geratriz e as demais retas
que constituem a superficie, enquanto o outro olha na tela do smartphone e procura

identificar a reta geratriz e as paralelas, na superficie projetada em RA.

Nas atividades do curso os participantes apresentaram um modo de utilizacéo
frente a RA que possibilitou o levantamento de hipoteses acerca do estudo, por exemplo,
de Limites. Na atividade, foi apresentada uma definicdo de Limite de fungdes de duas
variaveis de Stewart (2013). Segundo a defini¢do, considerando um ponto, para que o

limite de uma funcéo exista, todos os caminhos da func¢éo que se aproximam desse ponto,


https://drive.google.com/open?id=1zfnJZB9cbvoNMoaTzGxAYU_GYy_kN3IJ
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precisam tender a um mesmo valor. Se por dois caminhos distintos, eu me aproximo de
valores diferentes, o limite ndo existe. Trazemos um recorte da Cena 10, com uma
situacdo em que os participantes foram convidados a explorarem em RA o gréfico de uma

funcdo de duas variaveis e responder se o limite da funcéo existe ou néo.

Hércules: Vamos entrar ali no meio, vamos olhar, olha ele por baixo. Nao tem
nada ali, como tinha naquele outro. Nao parece que ta indo pra outro lugar, ta
vendo? Agora vamos tracar alguns planos praver. x=y,x=0ey=0.Jaéo
suficiente acho, né?! Assim, ndo é o suficiente, mas... Agora, intersecgdo de
todo mundo. Helen: Vai tender tudo a zero?! Hércules: Ai foi, os trés. Olha
isso. Este daqui esta até inclinado aqui. Esta vendo, todos estdo no zero. Espera
ai, deixa eu apertar aqui, vamos ver... da nos trés, olha. Sao trés retas... ta
inclinada aqui, no plano x =y. Olha que bonito...

Analisando 0 expresso na cena, os participantes Hércules e Helen buscam por
modos de ver o que acontece com o grafico da funcdo, olhando-o por baixo e entrando
no meio, em que o corpo-proprio se coloca em movimento para observar o grafico a
medida em que se aproxima do ponto considerado para verificacdo do limite, ou seja, 0
ponto de coordenadas (0,0). Avancam em um didlogo no qual vdo fazendo inferéncias
diante do visto. Utilizam recursos do aplicativo que, conforme acreditam, vado ajuda-los
a compreender o que a eles vai se mostrando de modo a sustentar suas respostas. O
participante Hércules cria os planos x=0, y=0 e x=y e, posteriormente, utilizando a
ferramenta Interseccdo de Superficies, observa as intersec¢Ges, caminhando por elas,
verificando o que representam, 0 modo como estédo dispostas no espaco tridimensional e,
todas elas, caminham para o mesmo valor (zero no eixo z) quando o participante se move
e faz mover o grafico, aproximando-se da origem (0,0). Mesmo assim, o0 participante
entende que observar esses trés caminhos ndo é o suficiente para concluir que o limite

dessa funcdo existe. Ele precisa verificar todas as aproximacdes possiveis em relagdo ao


https://drive.google.com/open?id=1ndIMj1FGrcq9FQaZP8uICykGE-vWRuW0
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ponto (do gréfico da funcdo). Para isso, ele tem uma ideia, expressa na continuacao da

cena.

Hércules: A gente poderia fazer uma coisa meio doida. A gente poderia fazer
um plano com controle deslizante. Ai a gente pode... vamos fazer isso. Vai
ficar muito bonito. Helen: x = m... Hércules: x = my. Vamos fazer isso.
Agora. Opa, ja esta interceptado. .. perfeito. Olha isso daqui! Que coisa linda!!!
(O participante cria um plano paralelo ao eixo z, e um controle deslizante que
permite rotacionar o plano em relacdo ao préprio eixo, o que Ihe permite ver
suas interseccOes com a superficie e que, por qualquer dos caminhos que se
aproximam do ponto (0,0), o eixo z é interceptado no valor 0).

Helen: Nossa, ficou muito bom! (risos). A gente fez um plano com controle
deslizante e ai agora, na hora que a gente mexe o plano, tipo... (movimento de
girar com as méos). Pesquisador: Mostra a intersec¢do? Helen: Isso. Olha I3,
vai tudo para o zero. [...] olha! Ai vai variando o plano, est4 vendo (enquanto
mostra 0 movimento a outro participante). Ai todos os lados, o plano corta no
zero.

Com o aplicativo, os participantes criam outra possibilidade para explorar o

grafico da fungdo, o plano x = my, com um Controle Deslizante para m. Fazem

modificacdes que tornam possivel observar a interseccdo do plano (mdvel) com o gréafico.

Assim, Helen conclui que agora pode constatar que todas as interseccbes, ao se

aproximarem da origem (ponto considerado para a existéncia do limite) vao...

caminham... interceptam o valor zero no eixo z.

Em um recorte feito na Cena 11, ocorrida em outro encontro do curso, temos uma

retomada dessa atividade e do compreendido por Hércules nesse momento.

Hércules: Legal quando o limite existia, né?! Quando ele existia ficava sempre
no mesmo negdcio, no mesmo ponto. Pesquisador: Isso. VVocé usou para
verificar que o limite existia, certo?! (o participante explica que utilizou, em
outra atividade, a mesma ferramenta para verificar que o limite da funcéo
existia) Hércules: Sim. Independente do caminho que vocé seguisse, quando
vocé se aproximava para (0,0) tendia sempre para o mesmo valor, que era 0.
Entdo esse limite existe? Sim. O limite existe e é 0.


https://drive.google.com/open?id=1FLCID6FQcpw7irIu66BBe6J5JfkV84sT
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Os participantes observam, analisando o que a eles se mostra ao estarem-com-RA,
fazendo movimentos se aproximando e se afastando, caminhando ao redor do gréafico para
olharem de outras perspectivas, 0 que possibilita, diante de uma postura de abertura ao
que vai se mostrando, ao explorar assuntos matematicos com RA, o desenvolvimento de

conjecturas que, diante de um processo de reflexao vai se articulando em compreensdes.

As vivéncias ndo sdo um conteldo de experiéncia, mas um fluir da acéo que
ocorre em sua imediaticidade. Enquanto ela ocorre, ndo é refletida, ainda que
dela tenhamos ciéncia, pois sabemos, de modo passivo, que estamos realizando
tais e tais atos. Por exemplo, sabemos que estamos andando, comendo,
olhando. Entretanto, podem se tornar foco sobre o qual o ato de refletir se volte
para compreender a experiéncia havida, quando, entdo, a vivéncia ja fluiu e
outra experiéncia estd se dando, aquela de refletir sobre o vivenciado.
(BICUDO; AFONSO DA SILVA, 2018, p. 159)

A reflexdo é entendida como um movimento do corpo vivente que, ao retomar o
percebido na percepcdo quando esti atento a..., volta-se para... e da-se conta de...,
solicita/mobiliza atos da consciéncia, tais como os de comparacdo, imaginacdo e
expressao, para que o visto/percebido seja contextualizado, conectado aos modos de ser
e de existir do sujeito, possibilitando que o pensado seja refletido e se constitua em

compreensoes.

Esse estar atento ou dar-se conta de refletem acfes reflexivas. Refletir é
préprio da constituicdo da pessoa. Toda pessoa tem possibilidade de refletir,
do mesmo modo, por exemplo, que toda pessoa tem possibilidade de realizar
acBes de somar, de calcular distancias, de posicionar-se espaco-temporalmente
em termos de mais proximo, de mais distante, antes, depois. (BICUDO, 2018,
p. 38)

Refletir é ato da consciéncia que retoma o percebido e o coloca como pensamento
que, no fluxo da consciéncia, vai se articulando em compreens@es, possibilitando ao

sujeito constituir conhecimento e constituir-se no mundo da vida.

O movimento reflexivo, esta presente em diversas situacdes ao longo das cenas.
Na Cena 16, por exemplo, destaca-se em outra tarefa, na qual é proposto que 0s
participantes, ao observarem o grafico de z = 1000 - 0,005x2 - 0,01y? e, o ponto
A(60,40,966), apontem a taxa de variagdo em uma determinada dire¢do. Quando estdo
buscando por uma resposta para indicar em que direcdo se da a maior taxa de variacéo,
uma das duplas sugere criar um plano variavel, que sempre passe pelo ponto A, para
verificar todas as retas tangentes possiveis entre 0 ponto e a curva de interseccdo da

superficie com o plano variavel.

Hélio: Acho que da pra fazer um plano, que tangencia o ponto. E! Um plano
paralelo a z. Todos os planos paralelos a z e que contém o ponto. Igual o que a
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gente fez na aula passada. Tipo: y = mx. Ai vai variando. Eu vou tentar. Acho
que vai ficar melhor quando eu fizer. [...]

Hércules: Eu pensei uma coisa muito interessante. A gente poderia fazer um
plano varidvel pra poder ver em todas as direcdes como que vai mudando.
Vamos criar o plano (o participante digita no campo entrada, a equagéo que,
parar ele, passa pelo ponto (60,40,966) e cria a interseccéo entre esse plano
e a superficie. Apds, ele usa a ferramenta Reta Tangente e cria a reta que
tangencia a curva de intersec¢éo no ponto).

(x_a60)+(y—40)=0

Compreendemos que os participantes assumem uma atitude de mobilizacdo de
conhecimentos, tanto de assuntos matematicos, quanto das ferramentas do GeoGebra AR,
para verificar, graficamente, o que se pede na tarefa. Criam um plano varidvel que
intercepta o gréafico da funcdo e, utilizando a ferramenta Controle Deslizante, alteram o
valor da constante da equacdo para variar a posicao do plano e analisar a reta tangente.
Neste caso, 0 plano precisa passar sempre pelo ponto A para ter todas as retas tangentes
a esse ponto e, dentre elas, verificar aquela que forma com o plano xy o angulo de maior
valor (essa reta Ihes dara a dire¢do da maior taxa de variacdo). H4 uma mobilizacdo de
conhecimentos matematicos para testar a hipotese levantada e encontrar a equagdo do
plano que intercepta o grafico e passa sempre pelo ponto A. Para responder a tarefa e
indicar a direcdo com maior taxa de variacgao, os alunos se lembram que a reta tangente
que forma com o plano xy o maior angulo é a que aponta essa dire¢io. A medida em que
analisam e formulam hipoéteses vao, junto ao que vai se mostrando em RA, validando ou

refutando-as, até concluirem que o maior angulo apresentado no aplicativo é de 45 grau.

Pesquisador: Qual vai ser a maior inclinago? Hélio: N&o sei. E, s6 olhando
assim... Pesquisador: A maior taxa de elevagio vai estar...? Hélio: Onde
houver a maior inclinagéo, né?! Pesquisador: E como vocé vai saber onde é?
Hélio: Eu tenho que colocar o angulo e ver onde o angulo é maior. Ta
conseguindo acompanhar, Alessandro? Alessandro: Eu estou meio... ndo
estou conseguindo ver ainda. Hélio: Ai olha! Fiz o Beta (dngulo entre a reta
tangente e o plano xy). Vamos ver onde é que esse negdécio (referindo-se ao
angulo) fica grande. Ai, ta subindo, ta subindo... ai, professor... chega até o
44 hein?! 44... 44,8... 44)9... é, parece que é 45 mesmo.


https://drive.google.com/open?id=1Qeo1Knspi3U5wua64bAjNPKs-eB0bPTH
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Alessandro: Deixa eu ver, Hélio. Pesquisador: Tentem ver, em que direcdo
que esta caminhando, a reta tangente, que da essa maior inclinagdo.
Alessandro: Ah, td. Verde é Norte-Sul. Aqui (vermelho) Leste-Oeste...
sudoeste.

A tarefa propde que a orientacdo dos pontos cardeais seja feita de acordo com 0s
sentidos positivos e negativos dos eixos x e y. Com a RA, os participantes podem
compreender o solicitado e, ao serem instigados pelo pesquisador, voltam-se para o

gréfico e ndo tém dificuldades em fazer a associacéo.

A Cena 20 ocorreu durante uma atividade em que a dupla Hércules e Helen
apresentam seus estudos sobre Integral Dupla para os demais participante do curso.
Hércules, em sua exposic¢do, mostra entender como a RA pode auxiliar a compreensao

dos limites de integracéo.

Hércules: Ai aqui a gente vem para a funcéo e aqui a gente pode mexer com
os controles deslizantes. Eles sdo bem interessantes. E ai a gente pode ver esse
a e esse b por exemplo. O a, se a gente for mexer no a, ele vai mudando aqui
no eixo X, que é o limite de integragdo no eixo x, do lado direito aqui. Entéo se
a gente observar, ele vai aumentando a area da regido abaixo. VVocés podem
ver aqui, uma coisa que nao tem no livro, que é quando é para baixo, quando é
negativo, né?! O que a gente observou bastante, né Helen?! E agora a gente
pode escolher a regido que a gente quer. O a e b que é do outro lado (referindo-
se aos limites de integracdo do eixo x), depois tem o c e 0 d, que é com y
(limites de integracao do eixo y).

ExE
0]

Hércules: Ainda depois, a gente tem um mais legal, que € onde a gente vai ver
o infinito aqui. Pesquisador: Até agora, vocés estavam mexendo nos limites
de integragdo, certo? Mas o niimero de retangulos... Hércules: E 0 mesmo.
Por exemplo, assim, tava dividindo aqui em cinco, um dos lados da regido, em
cinco o outro. Ai agora a gente pode fazer esse negécio, que é colocar 20
(divisdes). Agora estd em 5 por 20. J& esta aproximando um pouco mais
(aproximando o volume dos prismas ao volume abaixo da superficie). E ai a
gente pode jogar o outro para 20 também. Ai o celular ja comeca a ficar meio
devagar. E ai que da para ver o negdcio aumentando (referindo-se ao aumento
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do namero de retangulos da base e, consequentemente, no nimero de prismas
sob a superficie).

Pesquisador: Tem como entrar nela (regiéo dos prismas) um pouquinho? Para
a gente observar os retangulos sendo formados? Helen: Nao da para ver direito.
E se for por baixo?

Hércules: Olha que legal. Da para ver a regido como ela é por baixo. Entéo é
a regido R cortada. O que é muito legal (regido delimitada pelos limites de
integracao em x e em y subdividida em retéangulos). [...] Hércules: Se aumenta
a quantidade de retangulos, 0 maximo que puder, mais preciso vai ser esse
valor. E ai a nogdo de limite, porque eu posso aumentar quanto puder. Por isso
a integral € a somatdria dos retangulos e a integral é o limite quando o0 nimero
de retangulos for infinito.

Mostra-se nesse recorte de cena que o0s participantes estabelecem relagéo entre o
que conhecem teoricamente sobre os limites de integracdo de uma fungédo e o que veem
com a RA, ao fazerem modificagfes utilizando um controle deslizante. Os participantes
expressam a compreensdo de que estes limites de integracdo determinam a area do plano
Xy que indica a regido de integracdo. Convidados pelo pesquisador, os participantes
buscam outros modos de ver a regido de integragéo e se agacham para buscar uma nova
perspectiva. A exploragdo com a RA leva os participantes a expressarem compreensdes
de conceitos importantes no estudo das Integrais Duplas, tais como, o que significa a
regido de integracdo, o que séo os limites de integracdo e em que eles interferem nessa
regido de integracdo, bem como, em que o nimero de divisdes dessa regido influencia no
calculo do volume dos prismas para se aproximar cada vez mais da ideia de integral.
Hércules expressa a compreensdo de que, aumentando o numero de divisdes da regido de
integracdo, tanto quanto ele quiser, poderé ver o infinito, pois quanto maior o nimero de


https://drive.google.com/file/d/1nKoLUJMxdCfhxI1w3efGMfpsWN4hO3cs/view?usp=sharing
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divisdes, mais 0 volume desses prismas se aproxima do volume da regido formada pela

superficie e o plano xy.

Na Cena 5, destacamos algumas Ideias Significativas que mostram 0s
participantes explorando assuntos matematicos para estabelecer relagbes entre a
representacdo grafica (de superficies cilindricas e quédricas) e sua forma algébrica.

Alessandro: Mas estranho. Porque quando o z variar, 0 que vai acontecer?
Hélio: Véo ser duas retas. Se vocé variar o0 z vai ser uma constante. O x se
passar para la fica y2 = x2 + k. Entdo y fica raiz de x2 + k. E raiz de menos x2
+ k.

Alessandro: Verdade. Hélio: As duas retas fazem o traco por z. Faz o traco
por z ai (no aplicativo). Coloca ai o plano no z. Coloca ai z é igual a uma
constante... Z = 0.

Alessandro: Deu a batatinha (risos) (referindo-se ao grafico da equacéo e
comparando ao formato de uma batata Pringles). Alessandro: Mas por que
ndo vai ser uma hipérbole, entdo? Hélio: E hipérbole sim (o participante
observa a intersec¢do entre a superficie e o plano z = 0 e, a medida em que
move 0 controle deslizante, percebe que tratam-se de hipérboles). O traco
(interseccdo) por z € uma hipérbole. Alessandro: Viu, eu sabia que tinha
alguma hipérbole. Entdo vai ser uma hipérbole com eixo dela paralelo a y
mesmo. Hélio: S6 que os dois vao ficar divididos por k. Alessandro: Sé que
ali tem 0 menos. Tem varias coisas (risos).

Hélio: Ei, eu entendi um erro. Lembra que eu falei que iria dar uma parabola e
depois eu disse que iria dar menos a parabola? Alessandro: Sim. Hélio: Isso
dai € a hipérbole! la gerar duas parabolas.

O dialogo dos participantes expressa observacdes acerca do grafico da equacéo z
=y2- x2, Nota-se que, antes mesmao de eles projetarem o grafico em RA, fazem inferéncias
quanto ao tipo de gréafico que sera gerado no aplicativo. Porém, demonstram algumas
incertezas em suas falas, e fazem conjecturas sobre a forma gréfica da equacdo. Apos
conversarem, representam a equacao no GeoGebra AR para explorar as conjecturas. A
medida em que vao dialogando, retomam o que haviam dito anteriormente e validam ou
refutam as conjecturas iniciais. Entendemos que os participantes iniciam a atividade
buscando analisar qual sera a representacdo grafica da equagdo, talvez seguindo uma

postura que tém em sala de aula. No entanto mostra-se uma abertura & explora¢do com a
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RA, para ver a relacdo entre o grafico e a equacao que o representa, possibilitando modos
de compreender tais relagdes que os levam a entender que se trata de um paraboldide

hiperbdlico.

Ao analisar o vivido com os participantes no curso, mostra-se 0 movimento de
constituicdo de conhecimento. O dialogo entre eles, vai se revelando nos modos de eles
se envolverem com as conjecturas, construirem argumentos e buscarem validacao,

sempre junto ao outro. Ha4 um envolvimento com a investigacao.

No livro Investigacdes Matematicas em Sala de Aula, com primeira versdo de
2003, Ponte, Brocardo e Oliveira (2013) expressam o significado para o termo
investigacdo e, na concepgdo dos autores, ele nos remete a busca por algo do qual ndo se
sabe e se deseja compreender. Porém, entendem que vem sendo empregado em diferentes
contextos, sem necessariamente possuirem o mesmo significado. Por exemplo, entre 0s
matematicos, “investigar ¢ descobrir relagdes entre objetos matematicos conhecidos ou
desconhecidos, procurando identificar as respectivas propriedades.” (PONTE;

BROCARDO; OLIVEIRA, 2013, p. 13).

Segundo esses autores, podemos assumir que no contexto de ensino e
aprendizagem matematica, investigar é formular “as nossas proprias questdes e [procurar]
responder-lhes, de modo tanto quanto possivel fundamentado e rigoroso”. (PONTE,
2003, p.2)

Na experiéncia vivida com 0s sujeitos no curso, entendemos que com a RA eles
fazem investigacdo. A medida em que vao observando os graficos de funcdes e os objetos
matematicos neles presentes, vdo buscando por compreensdes acerca do que se mostra,

do visado e visto, abrindo-se em possibilidades de compreender matematica.

Podemos dizer que a realizagdo de uma investigacdo matematica envolve
quatro momentos principais. O primeiro abrange o reconhecimento da
situagdo, a sua exploracdo preliminar e a formulagdo de questfes. O segundo
momento refere-se ao processo de formulacéo de conjecturas. O terceiro inclui
a realizagdo de testes e o eventual refinamento das conjecturas. E, finalmente,
o (ltimo diz respeito a argumentagdo, a demonstragdo e avaliacdo do trabalho
realizado. Esses momentos surgem, muitas vezes, em simultaneo: a
formulacdo das questdes e a conjectura inicial, ou a conjectura e o seu teste,
etc. (PONTE; BROCARDO; OLIVEIRA, 2013, p. 20)

Na citacdo anterior, 0s autores trazem quatro etapas do trabalho de matematicos
quando estdo envolvidos em uma investigacdo matematica. Embora estejam se referindo
as condutas de matematicos ao produzirem conhecimentos matematicos (no texto,

exemplificados por Poincaré e Andrew Wiles), entendemos em nosso movimento
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interpretativo que os participantes do curso se envolvem com um processo investigativo.
Com a RA, eles percorreram um caminho no qual esses momentos destacados por Ponte,
Brocardo e Oliveira (2013) véo sendo explicitados.

Nas tarefas propostas e desenvolvidas com RA eles se voltam para a construcao e
andlise de graficos buscando compreender o que lhes é solicitado. Para isso, eles
formulam hipdteses e procuram por modos de valida-las ou refuta-las, fazem observacoes
e testes, buscam modos de expressarem o compreendido nesse movimento do corpo-
préprio que se lanca a investigacao. O sujeito se dispde a... se abre as possibilidades de...

e vai constituindo conhecimento matematico, ao investigar.

O modo pelo qual o corpo-proprio tem acesso e se dirige aos objetos em RA se
difere de quando estdo com um computador, por exemplo. Compreendemos que 0s
participantes assumem uma postura de abertura, em que o corpo-proprio se move em
modos de ser e de se dirigir aos objetos em RA, o que possibilita ver os objetos
matematicos. Sdo compreensdes que vao se revelando e corroborando com o ja

explicitado em Schuster (2020).

Retomando Merleau-Ponty,

E meu olhar que subtende a cor, ¢ 0 movimento de minha mo que subtende a
forma do objeto, ou antes meu olhar acopla-se a cor, minha méo acopla-se ao
duro e ao mole, e nessa troca entre o sujeito da sensagdo e o sensivel ndo se
pode dizer que um aja e que o outro padeca, que um dé sentido ao outro. Sem
a exploragdo de meu olhar ou de minha méo, e antes que meu corpo se
sincronize a ele, o sensivel é apenas uma solicitacdo vaga. (MERLEAU-
PONTY, 2018, p. 288-289).

Quando Helen deseja olhar da “melhor forma” a regido de integracdo, se move
para olhar por baixo, num movimento de investigacdo, 0 que nos permite compreender
que o corpo-préprio se acoplou aos modos de ser-com-RA. Helen “sabe” que para
visualizar a parte de baixo do grafico com a RA basta abaixar-se e se disp0e a isso. Esse
modo de ver que possibilita a investigacdo so esta ali, no campo de possibilidades de

Helen, pela RA.

O que importa para a orientagdo do espetaculo ndo é meu corpo tal como de
fato ele é, enquanto coisa no espago objetivo, mas meu corpo enquanto sistema
de agdes possiveis, um corpo virtual cujo ‘lugar” fenomenal é definido por sua
tarefa e por sua situagdo. Meu corpo estd ali onde ele tem algo a fazer
(MERLEAU-PONTY, 2018, p.336)

Hércules, quando explora uma esfera com a RA, move-se e faz com que ela se
mova para ele. Posiciona-se dentro da esfera, gira e observa a posi¢cdo do objeto em

relacdo ao espaco tridimensional e conclui que ele (Hércules) esta na origem do gréfico,
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que ele é a origem. Em outro momento do curso, movimenta-se e entra no meio do
gréfico, para analisar os caminhos na fungéo que se aproximam de um ponto e verificar a
existéncia do limite. Mais do que ver os objetos, ao estar-com-RA, 0 corpo-proprio esta
imerso neles, se funde com eles, possibilitando modos de exploragéo do que a ele vai se

mostrando.

Compreendemos que a RA, em seus modos de presenca, solicita do usuario aces
para que 0 corpo-proprio experiencie os objetos digitais, tornando-os parte da experiéncia
vivida. Com a RA o corpo-proprio da-se conta dos objetos em RA, ndo apenas 0s V&, mas
busca por modos de compreendé-los: se movimenta em sua direcdo, percebendo,

compreendendo, interpretando e explicitando o visto.

[...] as TD nédo sdo entendidas como préteses, pois ndo substituirdo o ser
humano e nem parte deste [...] Da mesma forma, as TD na produgdo do
conhecimento ndo sdo entendidas como ferramentas, pois elas ndo ocupam
um papel de suplementag&o para o ser humano, como uma chave de fenda, por
exemplo, que é usada para tornar o trabalho mais agil, mais eficiente ou mais
econdmico. Ou seja, a midia esta presente no proprio pensar. Compreendendo
as TD como presentes no movimento de produzir conhecimento, falamos do
pensar-com-TD, de forma a se perceber com elas, assim como de produzir
conhecimento nas relagdes com 0 mundo e com os outros.” (ROSA; BICUDO,
2018, p. 24, grifo dos autores)

Dessa perspectiva, entendemos que a RA, como uma Tecnologia Digital que é,
esta presente no préprio pensar do corpo vivente, nesse movimento do corpo-préprio que,
ao estar-com-RA, se percebe com ela e pensa-com-RA, aberto as possibilidades de

constituir conhecimento.

Tal qual estamos interpretando, ha um diferencial da RA para outros aplicativos:
pOsSsO vivenciar com 0 movimento de meu corpo 0s objetos em RA, numa sintonia na
qual o corpo-préprio esta com eles, acoplado a seus modos possiveis de 0s experienciar,
junto a eles, enquanto fazem parte do meu horizonte de possibilidades de vir-a-ser. O
corpo-préprio esta com o objeto digital em RA, olha por baixo, pelos lados, aproxima-se
e afasta-se, analisando o que vai se mostrando, investigando com RA, e vai

compreendendo matematica.

7.2 O movimento do corpo-préprio que potencializa formas de ver os assuntos
matematicos
Esta categoria foi constituida por Ideias Significativas que expressam modos pelos

quais os participantes, em uma atitude de movimento para ver, buscam compreender o
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que a eles vai se mostrando em Realidade Aumentada. Da perspectiva assumida, a
fenomenoldgica, trata-se de um movimento do corpo-proprio para compreender aquilo
que é proposto nas tarefas do curso e que, pela RA, permitiu entender relagcdes dos
gréficos projetados em sua tridimensionalidade com os objetos do espaco fisico e, com
isso, a impressdo de que os objetos digitais podem ser experienciados tais como objetos

do espaco fisico.

Hércules: Porque nas imagens paradas, nos prints, as vezes fica meio confuso.
E isso que a gente faz aqui (durante os momentos de exploracéo das tarefas),
as variacdes, a gente fica olhando para todo lado. E a gente vai olhando de
diferentes perspectivas. Helen: Eu achei interessante porque foi a partir de uma
equacdo so. E podemos fazer variacdes e observar o que ocorre, e nés fizemos
tudo.

]

Jennifer: Eu j& tinha usado o Geogebra, mas ndo na parte de realidade
aumentada. Entdo, da uma outra visdo quando vocé vé a figura e tudo mais.
Pesquisador: O que vocés veem de diferente? Porque vocés falam que é
bonito, que é legal e que é uma outra forma de ver a figura. Hélio: Acho que o
que tem de diferente é que vocé consegue ver uma superficie assim, como se
ela estivesse aqui na nossa sala, se vocé quer ver ela de lado, vocé s6 chega e
vira assim para ver o lado. Se vocé quer ver ela de baixo, é s6 vocé se deitar e
olhar por baixo. E como se fosse essa mesa aqui.

Na Cena 7, em um momento de dialogo, os participantes comparam os graficos
tridimensionais em RA com aqueles que sdo representados de modo estatico, como 0s
prints registrados na tarefa ou as imagens presentes em livros didaticos. Entendem que
com a RA eles podem olhar de diferentes perspectivas e para todos os lados os gréaficos
projetados, fazer modificacbes na equacdo e, simultaneamente, acompanhar a
modificacdo grafica. Mais do que isso, € como se a superficie fosse um objeto fisico que

para ver eles podem se abaixar, olhar dos lados, “€ como se fosse essa mesa aqui’”.

Na Cena 1, interpretamos 0 movimento do corpo-préprio que se dispbe para

explorar os objetos em RA.

Pesquisador: E o m, n e 0? Hércules: Sim, a posi¢do. Em cada eixo. O o varia
em z. Fabricia: Gente, como que entra dentro? Hércules: Entrar é sé entrar
nela, se aproximar dela. Fabricia: Ah, entendi. Hércules: Eu estou no centro
dos eixos. Eu estou na origem, eu sou a origem!


https://drive.google.com/open?id=1wy5VNTR4fCRQkuEaiMUgDVFhn7hBYtwc

189

[.]

Fabricia: Ah, entendi. (O professor pesquisador diz para a participante ir até
a esfera se movendo com o smartphone. A participante faz um movimento de
aproximacdo em direcdo a esfera com o aparelho e percebe que o objeto
permanece parado onde esta e se surpreende com o ocorrido, e consegue
observar a esfera por dentro. A participante se move pelo eixo z, num
movimento de descida transpondo os pontos 6, 5, 4, 3. A participante faz mais
algumas variages dos controles deslizantes e observa as variagdes de posicao
e dimenséo da esfera).

Os participantes se movem buscando compreender, no caso da tarefa de
exploracdo, a esfera e sua localizacdo no espaco tridimensional. Utilizando alguns
controles deslizantes para modificar constantes na equacao da esfera, fazem variacdes e
observam suas relagdes com o que é projetado em RA. Eles vdo se movimentando e
conhecendo a RA (trata-se de uma das primeiras atividades do curso), compreendendo
modos de analisar o que desejam conhecer e buscando alternativas para a exploracdo. Ao
se verem onde queriam estar, se percebem sendo. Hércules, em dado momento,
posiciona-se dentro da esfera e, a0 mover-se, encontra-se na origem dos eixos do grafico,

e afirma: “eu sou a origem!”.

O ser-em, ao contrério, significa uma constituicdo de ser da presenga e € um
existencial. Com ele, portanto, ndo se pode pensar no ser simplesmente dado
de uma coisa corpérea (o corpo vivo do humano) “dentro” de um ente
simplesmente dado. O ser-em ndo pode indicar que uma coisa simplesmente
dada esta, espacialmente, “dentro de outra” porque, em sua origem, o “em” nao
significa de forma alguma uma relacao espacial desta espécie; “em” deriva-se
de innan-, morar, habitar, deter-se; an significa: estou acostumado a, habituado
a, familiarizado com, cultivo alguma coisa; possui o significado de colo, no
sentido de habito e diligo. O ente, ao qual pertence o ser-em, neste sentido, é
0 ente que sempre eu mesmo sou. A expressao “sou” conecta-se a “junto”; “eu
sou” diz, por sua vez: eu moro, detenho-me junto... a0 mundo, como alguma


https://drive.google.com/open?id=1nsGzY14gAigEybh-qXSHLnVj5Sscpx5P
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coisa que, deste ou daquele modo, me ¢ familiar. Como infinitivo de “eu sou”,
isto é, como existencial, ser significa morar junto a, ser familiar com. O ser-
em §é, pois, a expressdo formal e existencial do ser da presenga que possui a
constituicdo essencial de ser-no-mundo. (HEIDEGGER, 2015, p. 100)

Compreendemos que da perspectiva do ser-em (HEIDEGGER, 2015), Hércules
ndo estd localizado em determinada posicdo no espaco no qual o grafico em RA e seu
elementos matematicos também estéo. Ao encontrar-se no centro dos eixos coordenados,
Hércules é a origem. O corpo-proprio ndo € como os outros objetos do espaco fisico que
sdo tratados por Heidegger como “entes simplesmente dados”, que ndo possuem a
possibilidade de abertura ao mundo, da perspectiva de um eu sou. O corpo-proprio possui

abertura para ser-no-mundo, e realizar-se nele. Hércules compreende a origem.

Em dado momento da Cena 8, durante uma tarefa de exploracdo do grafico de
uma funcgdo de duas variéveis e a verificacdo da existéncia do limite em relagdo ao ponto

dado, Hércules diz:

Hércules: Isso é o tipo de coisa que a gente ndo conseguiria observar. Com o
desenho estatico a gente ndo conseguiria ver isso dai, ficaria muito dificil.
Porgue a gente tinha que olhar do lado, para o outro, por cima, por baixo, para
a gente ver que z estava assumindo valores diferentes. Tudo isso é complicado
de desenhar, por exemplo, de tirar uma foto. Se tirasse o print ficaria
complicado também de fazer isso. Esse negécio de limite é muito dificil
imaginar. Em calculo dois era uma coisa que eu tinha muita dificuldade. Era
muito dificil pensar e imaginar esses caminhos.

Comparando a exploracédo de gréaficos tridimensionais em RA com outros modos
de representa-los, como no caso de imagens estaticas (prints, desenhos, fotos etc.),
Hércules entende que com as imagens estaticas a visualizacdo dos caminhos para a
verificacdo de limites ndo seria possivel. Para ele, trata-se de algo dificil de representar
em um desenho, por exemplo, e dificil de pensar e imaginar, sendo estas, dificuldades

gue encontrou quando curso a disciplina de Calculo.

Na Cena 09, os participantes Hércules e Helen analisam o grafico e as intersecdes

criadas com planos que permitem a exploracdo dos caminhos para verificacao do limite.

Hércules: Vamos criar a intersec¢do de superficie. Deixa eu ver se funciona
aqui. Olha ai, funcionou! Agora vamos criar a intersec¢do... essa e essa. Al,
que bonito. Olha isso, a interseccdo. Entdo se eu estiver indo por essa direcdo
ele bate aqui e por essa dire¢do ele bate aqui. Olha... vem ver! Legal né?! -1 e
1.


https://drive.google.com/open?id=1oXcyvqBQKZtd08F3HstkmQGPkWSqNPCA
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Helen: Entdo, quando ele vem... Hércules: Pelo plano, né?! x=0ey =0...
depende do plano que vocé se aproxima... porque esse € o caminho. Muito
legal de observar assim. Hércules: E se a gente for por outro caminho? Vamos
tentar ir por outro caminho. Um caminho, quer ver, olha... vamos fazer um
plano, um plano inclinado, x =y. Af vamos fazer a intersec¢do. Olha ai...
porque é por todas as direcOes, né?! Teoricamente. Vamos observar agora
aqui... olha sd, cruzando o zero. Olha, que legal!. Helen: Entdo ai ele ndo
existe?! Hércules: E porque por cada direcéo ele ¢ diferente. Por um (caminho)
¢ 1, por outro é 0, e por outro é -1!

Hércules: Vamos fazer por outro plano? Porque isso é fantastico! Porque é
uma coisa muito dificil de visualizar. Calculo 2 a gente ndo conseguia
visualizar desse jeito. Vamos fazer mais um plano. Qual outro plano a gente
poderia... tem que ser em X e y... vamos tentar X = 4y, para mudar a angulacéo.
N&o sei onde esta este plano. Aqui, eu acho. Opa, cadé agora... intersecgdo. ..
aqui! Olha aqui, olha. Esta outra reta esta no... ndo ta no 1 ndo, ta quase. Entéo,
muitas direces. Hércules: A gente fez por vérias dire¢cdes. Cada uma deu uma
coisa diferente. Helen: Eu quero ver uma agora que o limite existe.

Os participantes Helen e Hércules analisam os caminhos gerados pela interseccao
entre a superficie e os planos e constatam que se estiverem indo por caminhos distintos,
eles interceptam o eixo z em valores diferentes, no caso, em 1, 0 e -1. Eles percorrem
esses caminhos e visualizam que batem em diferentes posi¢des. Por considerarem que se
trata de algo dificil de visualizar, Hércules propde criar outro plano (X = 4y) e sua
intersec¢do com a superficie, indo além do que a tarefa propunha, para ver onde esse
caminho intercepta o eixo z. Constatam que o caminho também intercepta em um ponto
diferente, no quase 1. Ao se moverem, percorrendo a superficie e seus caminhos, abrem-
se as possibilidades para que compreendam que o limite da funcdo nédo existe, de acordo
com a definicao de limite: “Helen: Entdo ai ele ndo existe?! Hércules: E porque por cada

direcdo ele é diferente. Por um (caminho) é 1, por outro é 0, e por outro é -1”.

Na Cena 15, vé-se outra situagdo em que 0s participantes procuram estabelecer

uma posicao ideal para que sejam capazes de ver a inclinacdo da reta tangente com a RA.


https://drive.google.com/file/d/1IuOKnAW9MxvGYPFMh14g71cuYYqNOkZh/view?usp=sharing
https://drive.google.com/file/d/1IuOKnAW9MxvGYPFMh14g71cuYYqNOkZh/view?usp=sharing
https://drive.google.com/file/d/12Eet7jNxqoLqUmpOe8P9qdEyVE2JGGxE/view?usp=sharing
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Alessandro: A gente estd no Norte. A gente quer NorOeste. NorOeste é pra
onde? Aqui é y positivo. Entdo, agora a gente esta caindo. Hélio: Ndo, eu ainda
estou perdido geograficamente. Vamos para o lugar certo, porque aqui a gente
esta meio perdido. O Norte é 0 y positivo. Alessandro: x negativo e y positivo.
A gente tem que ir daqui pra ca agora. Entdo a gente estd caindo, agora.
Descendo.

Alessandro: E, porque daqui pra cé parece que equilibrou. Mas da pra ver a
inclinacdo dela. Se vocé pegar daqui, parece que ela esta reta. Eu acho que a
inclinacdo dela é menor, desta vez. Hélio: Estamos descendo. Agora eu
consegui ver. Alessandro: Nossa, é muito legal isso. Porque a reta tangente
aponta para a direcdo certinho. Hélio: Néo ¢ tdo facil de ver, porque a reta é
muito pouco inclinada. Entdo, ndo é na hora que vocé vé. [...] Alessandro:
Dependendo do ponto que vocé vé no desenho, vocé ndo consegue ver essa
inclinacdo. Pesquisador: E dependendo do lugar que olhar, vocé conseguiu
ver que estava descendo? Alessandro: Exatamente. Isso é um ponto positivo
dessa Realidade Aumentada. Porque dependendo do angulo que vocé estiver,
vocé consegue enxergar sim. Hélio: Sim. Se pegar o lugar certo da pra ver
tranquilo que ta decrescendo.

O que vai se mostrando em RA, esta ali para o corpo-proprio, é possibilidade para

esse organismo vivo dar-se conta de... voltar-se para... € buscar por modos de

compreender o que vé. Alessandro e Hélio, movendo-se, exploram posi¢des de onde

podem ver o que estdo buscando. “A gente esta no Norte”, “A gente tem que ir daqui pra

1a”, “A gente esta caindo”, querem compreender a direcdo e inclinacdo da reta tangente e

elegem o melhor lugar para ver, entendendo que dependendo da posicdo conseguem

enxergar que a inclinacdo, naquela direcéo, esta decrescendo. A posi¢ao ideal é do corpo-

proprio que Vvé e que se situa, dando possibilidade de interpretar o objeto matematico que

investigam.

Na Cena 24, Fabricia e Jennifer apresentam uma atividade aos demais

participantes, envolvendo o assunto de maximos e minimos de fun¢des de duas variaveis.

Hélio: Aqui é um ponto de inflexdo, né? Aqui olha... é onde muda a
concavidade. Alessandro: Parece que € na origem (0,0,0). Fabricia: E por que
na origem? Jennifer: Porque aqui ela esta descendo e aqui ela esta subindo.



https://drive.google.com/open?id=19aSVM06nwnOoiduxY-Fpvz0Wq67svHnv
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Jennifer: E, ali na origem é certo. A gente ja viu que é um ponto de sela. Ai
aqui, ndo sei se da para perceber, tem um pedacinho néo sei se da pra ver. Aqui
é - 8, ai depois ela sobe né. Entdo aqui seria um minimo local (utilizando um
print da tela do aplicativo preparado anteriormente para fazer a
apresentacdo, a dupla procura explicar porque concluiram que, determinado
ponto do grafico, é um ponto de minimo local). [...] Hércules: Ah, eu olhei
aqui agora e deu para ver. Ele estd bem escondidinho né? (utilizando o seu
smartphone com o GeogebraAR para visualizar o que o grupo apresentava).

Fabricia: E, d4 para colocar na RA também. Aqui da pra ver certinho.
Jennifer: E, se vocés quiserem colocar na RA também, podem colocar.
Fabricia: Aqui a gente t4 vendo o ponto de sela e onde ele é o minimo.
Pesquisador: Esta bem. Vocé consegue visualizar o minimo ai? Quanto ele
seria mais ou menos? Fabricia: Esse daqui olha, é o0 -5. Ento, -10... ele esta
ali no -8. A gente fez o célculo também.

Pesquisador: Entre 0 -5 e 0 -10, né?! Fabricia: Sim, a gente pode pegar pelos
espacinhos (referindo-se a escala numérica presente no eixo z). Nossa, na
realidade aumentada ficou muito melhor. Deu pra ver certinho. Hércules:
Nossa, consegui aqui. Pelo que eu vi t& préximo de -10. Aqui, a interseccéo
mostra que ta quase no -10. Jennifer: Se a gente for fazer as derivadas, as
derivadas parciais 0s pontos criticos sdo 2 e 1. E quando a gente substitui (até
tocar o gréfico da funcdo), dé -8. E ai a gente vé que o minimo deu -8.

Neste recorte de cena, Fabricia e Jennifer propGe aos participantes que analisem o
grafico de uma funcdo e que apontem possiveis pontos de maximos, minimos e de
inflexdo. Ao apresentarem a atividade e argumentarem sobre uma parte do grafico que
indicava um ponto de minimo local, Jennifer utiliza um print do grafico (na apresentacéo)
em gue esse ponto de minimo esta coberto por outra parte da superficie, como podemos

observar na Figura 17 a seguir.
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Figura 17 - Ponto de Minimo indicado por Jennifer na apresentacédo

-

Fonte: Elaborado pelo autor

Em seguida, percebendo que os participantes analisavam a funcdo em RA,
também projeta o gréfico da fungdo em RA. Fabricia se move para ver a parte de baixo
do gréfico e localiza o ponto de inflexdo (comentado na cena por Jennifer) e o ponto de
minimo. Instigada pelo pesquisador, analisa 0 que Vvé e diz que o ponto de minimo esta,
em relacdo ao eixo z, indicando o valor -8. Ap6s um momento de exploracdo, Fabricia
explicita que pode contar os tracinhos do gréfico, entre -5 e -10, para indicar que
realmente o minimo em relacdo ao eixo z é -8. “Fabricia: Sim, a gente pode pegar pelos
espacinhos (referindo-se a escala numérica presente no eixo z). Nossa, na realidade

aumentada ficou muito melhor. Deu pra ver certinho.”.

Com a imagem estética, a dupla encontrou dificuldade para mostrar aos colegas o
ponto de minimo. Com isso, 0s participantes tomam a iniciativa de projetarem em RA o
gréafico da funcdo e, analisando, conseguiram ver o que Jennifer indica na projecdo da
apresentacéo.

O que vai se mostrando acerca da constituicdo de conhecimento nesses modos de

ver com a RA?

De maneira mais explicita, Husserl (2012)?, ao expor 0 modo pelo qual ocorre
a constituicdo do sentido, fala do corpo-préprio, intencionalmente situado, que
percebe, age, ao estar com as coisas e cossujeitos, comunicando,
compreendendo e (re)criando seu entorno. Em diversas agdes cotidianas o
sujeito vivencia experiéncias espaciais: guia-se em certa direcdo, visualiza
determinada profundidade, estabelece relagfes de comparagdo, como maior,
menor, mais perto, mais longe etc. S&o vivéncias que articulam ideias espaciais
e sustentam o desencadeamento de outras.” (SANTOS; BICUDO, 2014, p.
239)

Assim como as autoras compreendem das ideias de Husserl, entendemos que os
participantes do curso estdo abertos e buscam por modos de serem e constituirem-se no

mundo com a RA, langando-se ao que a eles vai se mostrando, no movimento livre e

21 HUSSERL, E. A Crise das Ciéncias Europeias e a Fenomenologia Transcendental: uma introdugéo a filosofia
fenomenoldgica. Trad. Diogo Falcao Ferrer. Rio de Janeiro: Forense Universitaria, 2012.
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intencional do corpo-préprio, vendo, aproximando-se, afastando-se, agachando para
buscarem o melhor lugar de ver, num modo de ser espacial ja caracteristico do corpo-
préprio que busca se posicionar para ver com a RA. O corpo-proprio guiando-se em
determinada direcdo percorre os caminhos para a verificagéo do limite, busca perspectivas
distintas para ver a inclinagdo da reta tangente ou um valor, mesmo que aproximado, para
um ponto de minimo de uma fungdo. Nesse percurso, 0s participantes vao percebendo,

articulando compreensdes, explicitando e constituindo conhecimento.

Retomando a questdo do movimento para a visualizagcdo, presente nas ideias
significativas que constituem esta categoria aberta, podemos compreender com Santos
(2014) que “a visualizacdo € tida por n6s como uma experiéncia matematica e experiéncia
é experienciar. Nada mais belo e legitimo do que viver a matematica, estuda-la ndo pelo
seu exterior, mas interior, analisando suas transformacgdes, movimento e criagGes.”
(SANTQOS, 2014, p. 90). Voltando-nos para a importancia dada ao experienciar, temos o
movimento intencional do corpo-proprio que, ao estar-com-RA, toma sua posi¢do
enquanto marco zero da experiéncia, ndo € apenas corpo que vé os objetos tridimensionais
projetados. Enquanto organismo vivo, se movimenta intencionalmente, passa a ser a
origem dos eixos coordenados, entra na esfera, a gente esta caindo, percorre caminhos
para verificar limites, estd onde ha algo a se fazer (MERLEAU-PONTY, 2018).

Para Cifuentes e Santos (2019), a compreensdo de ideias matematicas esta

diretamente relacionada aos modos em que a visualizacdo se da. Entendem que

[...] compreender é tornar “evidente” o que ndo €. Portanto, hd uma necessidade
de “ver” para compreender. Assim, iremos conceber a visualizagdo como
sendo um recurso de “concretizagdo” de conceitos, sejam abstratos ou ndo,
dando-lhes forma, movimento, trazendo-os para 0 mundo da nossa intuigdo a
fim de serem “vistos” por ela. (CIFUENTES; SANTOS, 2019, p. 2).

Para os autores, a visualizacdo € um recurso para que a intuicdo veja conceitos
matematicos, dando a eles forma e movimento. Compreendem, ainda, que “a visualizagdo
ndo é somente o que vemos diante aos olhos, mas o que o pensamento € capaz de
construir/imaginar por meio da analogia, da movimentacdo de imagens e da intuicdo”
(CIFUENTES; SANTOS, 2019, p.14). E visualizacio que possibilita um modo legitimo
para compreender matematica que prioriza a sensibilidade para o conhecimento
(CIFUENTES; SANTOS, 2019).
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Para Cifuentes (2010)%2, a visualizagdo precisa de um “espago de
representagdo” onde estejam localizados os padrdes que Sejam objeto da
visualizagdo, mesmo que este espaco ndo seja aquele da percepcéo visual.
Trata-se de ver o que esta ante os olhos, ou também ver com os olhos do
intelecto, utilizando-se de conceitos e construgdes proprios da geometria, a fim
de estabelecer relacbes matematicas tanto geométricas quanto algébricas.
(CIFUENTES; SANTOS, 2019, p.16)

Da experiéncia vivida no curso interpretamos que 0s participantes, ao estarem-
com-RA, abrem-se as possibilidades que vao se mostrando para verem graficos de
fungdes, elementos matematicos, fazer modificacBes, analisar suas representacfes
algébricas e, pelo visto, modos de compreender e constituir conhecimento vdo sendo

articulados.

A visualizagdo também foi discutida como forma de experiéncia matematica,
pois a partir do momento em que visualizamos um resultado matemético sem
0 recurso légico, estamos enlacando a esse resultado aspectos da realidade, do
que € evidente para nds, nesse sentido, estamos experimentando por meio da
intuicdo e da imaginacdo. (SANTOS, 2014, p.88)

Explorar pela visualizacdo os assuntos matematicos com a RA, tal qual estamos
compreendendo, se d& no corpo-proprio, por atos da consciéncia, tais como os de
comparar, imaginar, fantasiar, refletir, expressar, dentre outros (BICUDO, 2020), que
possibilitam articular compreensdes em que a constituicdo de conhecimento vai se dando.
O sentido vai se fazendo para o sujeito no entrelacamento das sensacdes que fluem no
corpo-vivente em sua carnalidade e a medida que a consciéncia vai agindo, articulando-
as na direcdo de dizerem algo do mundo. Esse dizer, entretanto, ndo ocorre de modo claro
de imediato; a clareza vai sendo atualizada no préprio movimento no qual o sentido vai
se fazendo. E sempre um fluxo vivo (BICUDO, 2020).

Compreendemos que a medida em que os participantes exploram 0s objetos em
RA, eles véo se dando conta disso que estdo vivenciando e que, na busca intencional por
compreender as atividades em realizagdo, vao constituindo conhecimento. Mais do que
iSso: a0 estarem com 0s seus cossujeitos e com tarefas de Calculo, vao expressando
compreensdes e dialogando, questionando, concordando, divergindo, buscando por
respostas que Ihes parecam certas, ao mesmo tempo que intencionam valida-las.

Meu corpo é marco zero de toda a experiéncia possivel (MERLEAU-PONTY,
2018). Nos modos de visualizagdo vao sendo articuladas compreensdes sobre o que é o

limite da funcéo e o que s&o os caminhos para verificar sua existéncia. Os participantes

22 CIFUENTES, J. C. Do conhecimento matematico a educagio matematica: uma 'odisséia espiritual’. In:
Filosofia, Matematica e Educacdo Matematica, Editora UFJF, 2010, p. 13-31.
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veem a inclinagdo das retas tangentes e o sentido das derivadas direcionais, enfim, vao

constituindo conhecimento matematico com RA e explicitando suas interpretacdes.

7.3 Diéalogos que comunicam o compreendido para se fazer entender

Esta categoria traz ldeias Significativas que convergem para o compreendido
acerca de que os participantes, ao estarem com RA, buscam explicitar o0 que veem ao
outro, num movimento de didlogo, que comunica e compartilha as ideias sobre o0 assunto
que estdo investigando. Ha abertura ao dialogo quando, com a RA, os participantes
buscam entendimento, procuram explorar e solucionar as tarefas e 0s objetos

matematicos, compreendendo o que vai se mostrando.

O visto em RA, mais do que um modo de representar visualmente objetos
matematicos, para eles, é possibilidade para compreender matematica, comparado aos
processos de validacdo de demonstracGes matematicas. Vamos acompanhar o dialogo dos

participantes explicitado na Cena 22.

Hércules: Quando a gente usou o controle deslizante para mostrar que o limite
existia. Isso é fantéastico! E quase uma demonstragio. Em todos os sentidos que
vocé olhava era aquilo. Entdo é isso! Auxiliar: Sabe o que eu fico pensando?
Quando vocés falam de “demonstracdo”. Por que a gente fala assim "¢ quase
uma demonstragdo"? Fico pensando: por que, ndo é? Hércules: Para mim é!
Inclusive, vamos pensar na época de Euclides, porque tinha que usar a régua e
0 compasso. O pessoal ndo usava s6 régua e compasso. Naquele livro que fez
isso e pronto. Misturava-se muito o exemplo com a prova, é um negdcio muito
interessante. Auxiliar: Igual quando vocé faz o tridngulo no Geogebra, mede
0s angulos internos e da 180°. Ai vocé pode mexer os lados do tridngulo e para
qualquer medida de lado que vocé colocar da 180. Isso ndo é uma prova?
Hércules: Ai vocé pode usar um controle deslizante. Muito bom! Que cobre
uma area quase tudo, bem amplo, e vocé aperta la para trocar e vai continuar.
Isso que eu acho legal. Que nem a gente fez com o limite, construir uma reta
de intersecgdo que gira quase tudo, abrangendo todos os caminhos, e sempre
da aquele valor. Entdo, pela definicdo do que é limite, esta provado que o limite
existe. Fica muito evidente. Auxiliar: Eu fico pensando: o que falta para que a
gente possa validar isso?

No dialogo entre os participantes do curso, Hércules diz que em uma das tarefas
para a verificacdo do limite de uma funcéo, foi possivel, recorrendo ao aplicativo, mostrar
que o limite existia, pois ele conseguia ver em todas as dire¢bes, que 0s caminhos
apontavam para o mesmo valor. Para ele, esse modo de ver traz clareza aos assuntos
matematicos que sdo explorados com a RA, o que considera uma “quase demonstracdo”.
A professora auxiliar questiona por que ndo podemos considerar o experienciado por ele
como uma demonstra¢do. Hércules acrescenta: “Para mim é (uma demonstra¢éo)!”. O
vivido por Hércules, possibilita que ele compreenda o que explora e vé em RA, fazendo

analogia com uma demonstracdo matematica, dada a sua evidéncia. Ha clareza do que
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investiga. Para defender sua analogia, argumenta, recorrendo ao Os Elementos de
Euclides, considerando que algumas de suas demonstracdes eram baseadas em
construcdes realizadas apenas com régua e compasso.
Vemos que o problema epistemoldgico proposto no inicio - 0 que é uma
demonstragdo matematica - é dificil. De fato esse problema é tdo complexo

que é capaz de levar um matematico de alto calibre, G.H. Hardy, a afirmar, em
um artigo de 1929, precisamente intitulado “Mathematical Proof?3;

Se fossemos até seu extremo, seriamos levado a uma conclusdo bem
paradoxal: que ndo existe, estritamente, uma tal coisa chamada
DEMONSTRACAO MATEMATICA; que ndo podemos, em Gltima analise,
fazer nada sendo INDICAR; que as demonstracles, que Littlewood e eu
chamamos GAS, s&o floreios retéricos designados a afetar a psicologia.

Em suma, quando se trata de discorrer sobre a DEMONSTRACAO
MATEMATICA, o matematico parece estar na mesma posicdo de Santo
Agostinho em relacdo ao tempo e, talvez, a Unica coisa sensata a fazer seja
responder como o Santo. DEMONSTRACAO MATEMATICA - se ndo me
perguntam o que é, eu sei; se me perguntam, e eu queira explicar, ndo sei.
(BICUDO, I., 2002, s/n)

No artigo Demonstracdo em Matematica, Irineu Bicudo (2002) questiona o que
matematicos vém desenvolvendo e o proposto pela Logica Matematica para organizar o
conhecimento e o que se denomina demonstracdo. Demonstrar significa “‘demonstrar uma
proposi¢do (exprimindo uma propriedade de um conceito) significa argumentar pela
aceitacdo de sua validade, a partir da validade de outras proposic¢@es ja demonstradas.”
(BICUDO, 1., 2002, n.p). Porém, entende que a matematica tem sua base formada por
proposi¢des que ndo necessariamente foram definidas e demonstradas. Sendo assim,
coloca em questdo a propria definicdo de demonstracdo para 0os matematicos.

A demonstracdo, como definida nos textos de Ldgica Matemética, deveria
modelar as demonstragdes matematicas. N&o €, no entanto, 0 que se vé& nos
livros e nos jornais matematicos. A demonstracdo matematica € a que satisfaz
a comunidade dos especialistas, ndo interessando o quéo distante possa estar
do ideal légico. (BICUDO, I., 2002, n.p)

Entendemos que para Heércules, a exploragdo realizada em RA é algo “muito
evidente” e, no dialogo com a professora auxiliar, iSS0 que se mostra vai ganhando forma
para que, desse objeto, ele possa falar. Vé-se que o evidenciado adquire validacdo na
intersubjetividade que vai se constituindo no dialogo entre Hércules e a professora. Trata-
se de um objeto que transcende o visto para se mostrar com caracteristicas mais gerais

que permitem a compreenséo da ideia de limite.

23 Disponivel em http://wwwprof.uniandes.edu.co/~amartin/cursos/filomat/bibliografia/Hardy.pdf
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Esse processo intersubjetivo vai se mostrando em diferentes situagdes do vivido.
Na Cena 18, o didlogo entre Hélio e Alessandro, quando preparavam a tarefa de derivada

direcional, mostra como o0s sentidos e significados vao se tornando claros.

Hélio: E uma derivada direcional e ela pertence ao plano. O plano é composto
por todas estas retas tangentes, que passam por este ponto. Eu estava pensando
em usar uma reta, pegar um ponto e mirar um ponto no plano. Ai essa reta eu
posso mover de acordo com o ponto. O ponto tem que ficar s6 no plano. Hélio:
Deixa eu ver se estd tangente mesmo (o participante se move para verificar de
outra perspectiva o plano, a reta tangente e o ponto).

Hélio: Tenta mexer o outro ponto. Se mexer 0 outro ponto a reta muda?
Alessandro: Sim, varia em todas as dire¢des. Hélio: Deixa eu ver. Ah, € isso
mesmo, maravilha! Hélio: A gente pode mover a reta tangente usando este
outro ponto aqui e ter varias retas tangentes ao ponto em vérias dire¢des. SO
ndo tem o controle deslizante, mas a gente pode mover aqui pela tela mesmo.
Essa reta vai ficar s6 no plano.

Alessandro: Ah ta. E a reta tangente na direcdo do ponto que esta movendo.
Ah, é esse o sentido da derivada direcional?! Eu nunca entendi. Eu t6
percebendo agora. Por isso que tem o sentido né? Vocé apontar para uma
direcdo. Porque a reta tangente pode ter varias dire¢cdes. Mas direcionar com o
ponto, vocé estd indicando uma direcdo especifica. Hélio: Mas isso ai
pensando em movimento. Porque se essa esfera fosse a fungéo “profundidade”,
por exemplo, que eu t6 vendo aqui, o verde (eixo) € 0y, entdo nesse ponto aqui,
do menor para 0 maior, eu td ficando no ponto mais profundo.

Nesse recorte, a dupla projeta elementos na tela do smartphone com equacdes e
ferramentas do GeoGebra AR, enquanto vao explorando em RA. Em dado momento, ap6s
terem construido uma esfera, um ponto mével pertencente a superficie da esfera, um plano
contendo 0 ponto e uma reta tangente e pertencente ao plano, explicitam o que estdo

entendendo sobre o grafico e o assunto de derivadas direcionais.

Hélio questiona se realmente o plano e a reta (variavel) sdo tangentes ao ponto da
superficie. Analisa se, ao mover um ponto pertencente ao plano e que também pertence a

reta tangente, essa reta mudaria de dire¢do. Alessandro se movimenta, para ver de outras


https://drive.google.com/open?id=1MVJVs3WgF7MnSt7zWF6GnPjXGge85OvX
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perspectivas, 0 que acontece com a reta que tangencia a superficie num dado ponto,
guando movemos o outro ponto do plano. Hélio interroga se a direcdo da reta é alterada
ao mover esse ponto que da direcdo a reta tangente. Alessandro afirma que sim e diz

compreender o sentido que tem as direcdes no assunto de derivadas direcionais:

“Alessandro: Ah ta. E a reta tangente na direcdo do ponto que estd movendo.

Ah, é esse o sentido da derivada direcional?! Eu nunca entendi. Eu t6
percebendo agora. Por isso que tem o sentido né? Vocé apontar para uma
direcdo. Porque a reta tangente pode ter varias direcdes”.

Com a RA, Helio e Alessandro estdo abertos um ao outro e exploram matematica
juntos. No dialogo, vao compartilhando o que compreendem acerca da direcao das
derivadas direcionais. Sdo temas tratados nas aulas de Céalculo, mas que, nem sempre, 0S

alunos conseguem compreender os significados de tais assuntos matematicos.

Alessandro: Parando para pensar aqui nas atividades que cada um trouxe,
ninguém quis calculo, né? A gente s6 observou. Porque quando a gente estava
discutindo aqui que, durante as aulas, pra pensar nos calculos para ver se estaria
certo. Aqui ndo. Foi tudo através de observagdo. A gente fez e observou né?!
Helen: E legal porque dé pra ver mesmo. Eu aprendi calculo na decoreba. Ah,
“faz assim e assim!”. T4, mas pra que? Ai assim, agora eu vi 0 que acontece
atras das contas que a gente faz.

Esse recorte expressa a surpresa dos participantes ao se darem conta de que
fizeram as exploracdes sem recorrer aos calculos. Eles consideram que as tarefas
desenvolvidas no curso possuem caracteristicas distintas de uma aula de Calculo. Helen
diz que aprendeu Calculo na decoreba, faz assim e assim. No curso, pdde compreender
os calculos que fazia conforme as estratégias que usava nas aulas. Consideramos que, na
aula de Calculo, ela aprendeu procedimentos importantes e que podem ajuda-la a chegar
em respostas para as tarefas, mas que, conforme argumenta, com a RA ela conseguiu ver

o sentido desses calculos.

Um algoritmo convencional - que alias s6 tem sentido reportado a linguagem
- exprimird sempre a Natureza sem o homem. Portanto, rigorosamente, ndo
existem signos convencionais, simples notagdo de um pensamento puro e claro
para si mesmo, sO existem falas nas quais se contrai a historia de toda uma
lingua, e que realizam a comunica¢o sem nenhuma garantia, no meio de
incriveis acasos linguisticos. (MERLEAU-PONTY, 2018, p.255)

Da fala de Merleau-Ponty, entende-se que Helen, embora tenha aprendido os
procedimentos para calcular, o fazia usando técnicas algébricas que ndo Ihe permitiam
atribuir significado ao feito. O corpo-préprio é sempre no mundo, aberto as possibilidades
e, nessa abertura os sentidos tornam-se claros para Helen que, ao estar-com a RA,

compreende o0 que faz.
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O diélogo dos participantes na Cena 12 se da entorno da exploracdo de uma tarefa

na qual tem-se uma equacdo que representa a profundidade de um lago e um ponto, que

representa a posicdo de um barco. Deseja-se saber se, deslocando até uma boia localizada

na origem dos eixos coordenados, o barco esta indo para um local mais profundo ou mais

raso.

Alessandro: Eu ndo estou vendo o lago, para falar a verdade (risos).
Pesquisador: E, realmente ndo tem o lago ai. Pense entdo no que a fungéo
representa para a gente. Hélio: Bom, eu achei que a fungéo fosse a superficie
do lago. Mas na verdade ndo é bem assim. A funcéo é a profundidade. Entéo,
quer dizer que se a gente jogar (80,60) no z... olha, pensa bem! No 0, a
profundidade é 200. Alessandro: No (0,0) a profundidade ¢ 200.

Hélio: Agora, no (80,60), a profundidade vai ser ou maior ou menor. Af vai se
ele esta indo... se estd ficando mais raso ou mais profundo. Deixa eu ver.
Alessandro: N&do consigo ver. Hélio: Deixa eu tentar uma coisa rapido?!
Alessandro: Pode tentar (o participante digita no campo Entrada f (80,60).
Deste modo, obtém o valor da fungdo no ponto (80,60), e a profundidade do
barco naquele ponto, que é de 112m).

Alessandro: Entdo a profundidade vai ser 112? Hélio: Sim. Alessandro: E
agora, qual era a pergunta? Hélio: Ah, quer dizer que ta ficando mais raso...
Alessandro: N&o, esté ficando mais fundo. Hélio: N&o, esté ficando mais raso.
Se a profundidade é menor. Alessandro: N&o, ele est4 se aproximando da
origem. E na origem a gente viu que a profundidade é 200. Hélio: Ah é! Quer
dizer que esta ficando mais fundo.

[.]

Pesquisador: Entdo vamos pensar mais um pouco. Coloque |4 no ponto
(80,60). A partir dai, ele vai se mover para o ponto (0,0), certo?! Na direcdo
deste ponto. O que indica para vocé a fungdo z = 200 + 0,02x2 - 0,001y3? Leia
a atividade. Fabricia: E a funcdo que indica a profundidade. A profundidade
é 0 z. Pesquisador: Entdo, olhando para o aplicativo, vocé sai de onde e vai
até onde? Fabricia: Sai daqui e vai até 1a. Entdo aqui no (80,60) indica que
estd mais proximo da superficie. Pesquisador: E isso me indica o que?
Fabricia: Que é menos profundo. Entdo se ele se move, esta aumentando a
profundidade, isso? Pesquisador: Acho que sim, né?



https://drive.google.com/open?id=1EBLzaA56CDFLz77WZuDJgNqYDNxtexO0
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Fabricia: Agora eu entendi. Porque o azul (grafico da fungéo) é o z, certo?!
Entdo ele esta mais préximo em z. Entdo ele tende a estar mais fundo. Porque
a gente esta falando de profundidade e o z indica isso. No caso ele esta mais
no raso e ele esta indo para o mais fundo.

Nesse recorte de cena, Hélio e Alessandro, ao se voltarem para o grafico da
funcdo, tentam compreendé-lo de acordo com a situacao proposta na tarefa. Rapidamente
apontam a profundidade do lago na origem: 200 metros. Fazem algumas inferéncias e a
medida que vao se comunicando, vao expondo seu modo de compreender 0 que vai se
mostrando e, juntos, vao validando ou ndo o que propdem, até que Hélio tem a ideia de
verificar no aplicativo a profundidade do barco no ponto dado, com um comando, que
verifica o valor da fungdo “substituindo” os valores do ponto. No dialogo, chegam a
conclusdo de que o barco, ao se deslocar em dire¢do a origem, estaria se direcionando
para um lugar mais profundo. Fabricia, em didlogo com o pesquisador, vai respondendo
algumas perguntas e vai compreendendo o grafico e o que se pede na tarefa. Chega a
conclusédo de que o grafico aponta valores no eixo z e que, relacionando com a situacao
da tarefa, ao se deslocar para a origem, o barco estaria caminhando para um lugar mais

profundo.

Entendemos que ao estarem com a RA, o0s participantes Hélio e Alessandro
voltam-se para o grafico e abrem-se as possibilidades de exploragdo. Com o que é
proposto na tarefa, projetam o grafico da funcdo e voltam-se para ele com olhar
indagador, querendo “ver o lago”, o “barco”, “a boia”. E necessério buscar o outro, dizer
0 que ndo esta “vendo” e aquilo que ja se vé: a profundidade na origem é 200. Fabricia,
neste encontro, ndo estava com sua colega de dupla e, ao perceber isso, 0 pesquisador se
aproxima dela para saber o que ela estava compreendendo da tarefa. Percebe que néo
havia avangado muito e faz algumas perguntas que vdo dando possibilidades de ela

compreender o0 que vai se mostrando.

Da perspectiva da fenomenologia,
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Um pensamento que se contentasse em existir para si, fora dos incémodos da
fala e da comunicacdo, logo que aparecesse cairia na inconsisténcia, 0 que
significa dizer que ele nem mesmo existiria para si. A famosa questdo de Kant,
podemos responder que pensar é com efeito uma experiéncia, no sentido em
que n6s nos damos nosso pensamento pela fala interior ou exterior. Ele
progride no instante e como que por fulguragcdes, mas em seguida € preciso que
nos apropriemos dele, e é pela expressdo que ele se torna nosso. A
denominacédo dos objetos ndo vem depois do reconhecimento, ela é o préprio
reconhecimento. (MERLEAU-PONTY, 2018. p. 243).

No curso, os participantes se envolvem num movimento de exploracéo dos objetos
matematicos em RA. O corpo-préprio se d& conta do que lhe chega pelos 6rgaos do
sentido e vivencia os objetos em RA, para compreendé-los. Na busca por compreensao,
nunca perde de seu horizonte o outro. A medida em que explora, vai comunicando por
seus modos de se expressar, seja pela fala, por gestos das méos e pelos movimentos do
corpo, utilizando canetas para representar uma superficie parabodlica e as retas paralelas
que a constituem, ou projetam em RA para mostrar ao outro o que estdo compreendendo.
Buscam o outro para, pelo dialogo, validarem o que pensam, e no movimento
compreensivo vao constituindo conhecimento. Exploram gréaficos tridimensionais, a ideia
de caminhos para determinar o limite de uma funcdo de duas varidveis, o sentido do
calculo de derivadas direcionais ou o infinito que é visto pela aproximacéo entre o volume
dos prismas e da regido abaixo (ou acima) de uma superficie. Da perspectiva
fenomenoldgica, para compreensdo de algo € necessario que 0 corpo-proprio expresse o
visto e pensado. N&o basta ver e ndo basta pensar. A medida em que o corpo-proprio
retoma o visto/pensado, pelos atos da consciéncia, vai expressando (na linguagem), junto
ao outro (ou nunca o perdendo de seu horizonte de possibilidades de vir-a-ser), e vai

articulando compreensdes, 0 conhecimento vai se constituindo.

Em relacdo ao didlogo, Merleau-Ponty diz que na experiéncia do dialogo o
falar do outro desperta em nés nossas proprias significagdes, assim como nosso
falar, como forma de resposta, vai tocar no outro suas significagdes. O didlogo
permite invadirmos “um ao outro na medida em que pertencemos a0 mesmo
mundo cultural, e, em primeiro lugar a mesma lingua, e na medida em que
meus atos de expressdo ¢ os do outro pertencem a mesma instituicdo”
(MERLEAU-PONTY, 2002, p. 174)?4. Ou seja, para o autor, o dialogo abre a
possibilidade de compartilhamento entre sujeitos que sdo capazes de se
comunicar, de dizer do percebido fazendo-se entender. O didlogo pde os
sujeitos em ‘sintonia’ fazendo-0s compartilhar o sentido do percebido.
(FERREIRA, 2014, p.49)

Compreendemos o didlogo como uma das formas pelas quais o corpo-proprio
pode trocar, com o outro, compreensdes. Destacamos a importancia da expressdo para a

constituicdo de conhecimento, visto que, pela expressao, as compreensdes sdo articuladas,

24 MERLEAU-PONTY, M. A prosa do mundo. Sdo Paulo: Cosac & Naify, 2002, 192p.
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para se tornarem inteligiveis, para dar fluidez ao pensado. No curso, o dialogo entre os
participantes é importante para comunicar o percebido e evidenciar essa constitui¢do do
conhecimento.
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8 CONSIDERAGCOES SOBRE O COMPREENDIDO

Nesta secdo, em que vamos conduzindo para o fechamento do trabalho, com as
compreensdes que Se constituiram até agora, mostra-se necessario retomar, mais uma vez
(pois assim o foi durante todo nosso caminhar investigativo), a pergunta que nos moveu:
como se mostra a constituicdo do conhecimento em Calculo Diferencial e Integral ao se
estar-com a Realidade Aumentada? Entendemos que seja necessario retoma-la por tratar-
se de um caminhar que buscou por compreensfes e, neste momento, € necessario

explicita-las.

Para compreender 0 que nos inquietava precisavamos estar-com alunos da
graduacdo em Licenciatura em Matematica da Unesp campus Guaratingueta e, para isso,
preparamos um curso livre, de curta duracdo. Propusemos aos participantes que
explorassem tarefas envolvendo assuntos presentes no conteldo programético de
disciplinas de Calculo Diferencial e Integral a serem exploradas com um aplicativo de
Realidade Aumentada, 0 GeoGebra AR.

Analisando a experiéncia vivida pelos participantes do curso foi possivel
compreender que, ao estarem-com-RA, constituem conhecimento: Investigando assuntos
matematicos; ao moverem-se, potencializando formas de ver; dialogando e comunicando
o compreendido para se fazer entender. Esses sdo aspectos que destacamos nas
Categorias Abertas constituidas no movimento de andlise e que possibilitaram
compreensdes quando nos colocamos abertos para deixar e fazer ver aquilo que se
mostrava relevante acerca da constituicdo de conhecimento em Calculo desses

participantes.

Vimos que os participantes, ao Investigar assuntos matematicos como modo de
compreensdo, constituem conhecimento ao se envolverem no processo investigativo
quando estdo-com-RA. Ao voltarem-se para 0 que vai se mostrando, se abrem as
possibilidades de exploracéo, elaboram conjecturas sobre o que veem, validam e refutam
hipbteses e sdo capazes de articular os graficos tridimensionais (em RA) com as formas
algébricas de equacdes que os representam, com os enunciados de tarefas e com o assunto
que lhes € apresentado pelas defini¢cdes. Entendendo a perspectiva do corpo-proprio como
tratada em Merleau-Ponty, vé-se que os participantes se movem querendo saber,
voltando-se de modo atento e indagador para 0s objetos matematicos que exploram com
aRA.
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O movimento que potencializa formas de ver os assuntos matematicos, € uma
categoria que nos permite destacar o0 movimento do corpo-préprio, a disposicdo dos
participantes para a constituicdo de conhecimento ao explorarem com a RA, por exemplo,
para que seja possivel projetar e percorrer caminhos quando verificam o limite de uma
funcdo de duas varidveis, ou, quando compreendem a ideia de integral dupla, a
aproximacéo entre o resultado dos célculos com a somatdria dos volumes dos prismas
entre o plano xy e a superficie da funcgéo, ou o significado de seus limites de integracao.
Sdo ideias constituidas na experiéncia vivida no curso e que se mostram como importantes
para a compreensao dos assuntos e de alguns porqués que permanecem obscuros quando
o foco esta na aplicacdo de técnicas para calcular, como explicitado pelos participantes

ao longo de alguns momentos.

Ao estarem-com-RA o0s participantes movem-se e fazem mover para si 0s objetos
digitais, procurando outros modos de ver e explorar tarefas envolvendo assuntos do
Célculo e até mesmo comparando com os modos possibilitados por computadores. Para
0s participantes trata-se de um ver que se compara com 0s objetos do espaco fisico, 0s
objetos em RA podem ser explorados como se fossem “essa mesa aqui”. O corpo-proprio
se move e V&, para além daquilo que Ihe chega pelos olhos. E organismo vivo que, para
compreender em RA, pode abaixar e ver por baixo, se mover para os lados e ver por outra
perspectiva, por exemplo, a inclinacdo e direcdo de uma reta tangente e compreender a
ideia de derivadas direcionais. Move o controle deslizante para ver o infinito, compara a
aproximacdo dos valores do volume dos prismas com o da superficie determinada pela

regido de integracao.

O corpo-proprio vai compreendendo a RA e ao estar-com-RA. Sabe que pode,
mesmo que virtualmente, enquanto poténcia de um movimento possivel, percorrer os
caminhos, analisar no movimento o que vivencia ao olhar para aquele ponto, visando
entender o que ocorre com o limite da funcdo. Nisso, ele entende o que é possivel com a

RA e como isso que é possivel Ihe d& condicBes de compreender os objetos matematicos.

Alessandro: Isso que eu queria falar. Eu estou tendo calculo 2 e, mesmo assim,
tive que retomar os conceitos. Entdo com a ajuda do Geogebra eu consegui
assimilar muito melhor. Na compreensdo. Entdo quando eu lia os conceitos e
jogava no GeoGebra, foi muito mais facil para mim, pelo menos, enxergar.
Entdo essa questdo do plano tangente. Porque no livro fala “é¢ analogo a reta
tangente a curva”. Entdo depois vocé€ faz para a superficie e as derivadas
parciais. Com o Geogebra foi mais facil enxergar essa analogia que o livro fez.
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A categoria Didlogos que comunicam o compreendido para se fazer entender €
constituida por ideias que trazem a interlocucdo entre os participantes. Trata-se de formas
de expressdo, modos pelos quais 0s sujeitos comunicam o que vai sendo compreendido.
E pela linguagem que os participantes expressam suas compreensdes e, também, vao
compreendendo o outro. Na experiéncia vivida no curso os sujeitos ndo se comunicam
apenas pela oralidade ou escrita, mas se comunicam considerando seus atos totais de

expressao.

Organismo vivo, corpo-préprio que € marco zero de todas as experiéncias
possiveis, é corpo que expressa. A medida em que exploravam, movendo-se para Ver, 0s
participantes iam comunicando, buscando o outro para juntos irem articulando
compreensdes. Validavam ou refutavam o pensado e constituiam conhecimento com-RA.
Vao compreendendo graficos de fungdes de duas varidveis, como no caso das superficies
cilindricas e quadricas, ou quando explicitam o significado das direcdes das derivadas

direcionais, por exemplo.

Compreender e constituir conhecimento, como entendemos na perspectiva
fenomenoldgica, envolve a expressdo, ou seja, 0 vivido no corpo-préprio é expresso.
Assim, ndo basta que eu veja e ndo basta que eu pense, é preciso que o visto/pensado seja
retomado pelos atos da consciéncia e, a medida em que vai expressando, pela linguagem,
esse organismo vivo que € 0 corpo-proprio vai compreendendo e constituindo

conhecimento.

E preciso reconhecer entdo essa poténcia aberta e indefinida de significar —
quer dizer, ao mesmo tempo de apreender e de comunicar um sentido — como
um fato Gltimo pelo qual o homem se transcende em direcdo a um
comportamento novo, ou em dire¢do ao seu proprio pensamento, através de
seu corpo e de sua fala. [...] Ndo se pode dizer da fala nem que ela é uma
“operagdo da inteligéncia”, nem que ¢ um “fendomeno motor”: ela ¢é
integralmente motricidade e integralmente inteligéncia. (MERLEAU-PONTY,
2015. p. 263-264).

Na pesquisa, mostra-se que o corpo-préprio constitui conhecimento a medida em
que se volta para... e se abre as possibilidades de viver assuntos do Célculo ao ser-com-
RA, ao estar-com-RA. Ha um movimento intencional em que o aluno se volta para o que
vai se mostrando e se abre as possibilidades de investigacéo, no qual é, enquanto corpo-
préprio, poténcia de movimento; se move e faz mover para si, vendo, refletindo,
explorando, retomando, percebendo o que a ele vai se mostrando ao estar com o outro,
cossujeito com quem compartilha o percebido, semelhante a si, dotado de poténcia e

aberto as possibilidades de vir-a-ser no mundo.
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Ao nivel existencial, portanto, a relacdo entre Pensamento e Linguagem é
simultanea e intrinseca na agao de expressao, 0 que exige uma nova concepcao
de Pensamento — que nao seja um pensar prévio e determinante do sentido a
ser expresso -, e também da Linguagem — que nao se restrinja a Linguagem
verbal instituida numa lingua. [...] o Pensamento é um ato expressivo, vivido
no mundo (SILVA, 1994, p.69).

Retomando ideias de Rosa e Bicudo (2018), ressaltamos que ao assumir o ser-
com-RA e estar-com-RA ndo compreendemos a RA ou outras Tecnologias Digitais como
substitutos ou préteses para suprir auséncias no corpo-proprio. Com isso, queremos dizer
que a RA esta presente no proprio pensar do humano, “falamos do pensar-com-TD, de
forma a se perceber com elas [as tecnologias], assim como de produzir conhecimento nas
relagdes com o mundo e com ou outros” (ROSA; BICUDO, 2018, p. 24).

Ao retomar os trabalhos apresentados na secdo de Revisdo Bibliografica
(GARZELLA, 2013; DORR, 2017) que abordaram as disciplinas de Calculo e 0 expresso
pelos participantes do curso, entendemos que ambos apontam para uma predominéncia
de préticas educativas que privilegiam a aplicacdo de técnicas e procedimentos para
calcular e se obter resultados. Porém, compreender assuntos de Calculo ndo deve se
restringir a aplicacdo de processos que nem sempre fazem sentido ao aluno. N&o estamos
negando a importancia de célculos e técnicas de calcular, mas questionamos a énfase que
é dada a esses aspectos que pouco ou nada revelam acerca dos significados dos assuntos
desenvolvidos na disciplina. Compreendemos que ndo é por acaso que a disciplina venha
acompanhada, geralmente, de altos indices de reprovacdo e desisténcias nos cursos por
parte dos alunos (BARUFI, 1999; GARZELLA, 2013; DORR, 2017).

[...] a Linguagem instituida € meio basico para a comunicacao, pois é preciso
haver troca intersubjetiva. Porém, esta Linguagem convencional, por ela
prépria, ndo introduz significagdes novas, é preciso um outro elemento que
caracterize a criacdo na expresséo (SILVA, 1994, p. 68)

Com o que vai se mostrando na pesquisa, questionamos se as aulas de Calculo
podem ser ambientes abertos a exploracédo, ao levantamento e verificacdo de hipdteses e
ao didlogo, se podemos compreendé-los como ambientes pensados para que o sentido se
faca. Com a RA, ao explorarem assuntos da disciplina de Céalculo, como o assunto de
Limites, os participantes abrem-se as possibilidades para que o sentido se faca, abrem-se
a outros modos de compreender e constituir conhecimento, assumindo uma postura

investigativa.

Com o findar desta pesquisa, estamos certos de que ndo esgotamos 0s assuntos

tratados. Abrem-se, por ora, possibilidades para outras pesquisas acerca dessa tematica,
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por exemplo: com um estudo que contemple uma turma da disciplina de Célculo,
geralmente com duracdo semestral e anual, 0 que possibilitaria mais tempo para tratar e
discutir os assuntos do conteudo programatico da disciplina; mostra-se como importante
um estudo que possa propor uma formacdo continuada com professores que lecionam
disciplinas de Calculo, envolvendo momentos para que possam voltarem-se para sua
pratica educativa e refleti-la, de uma perspectiva que considere as possibilidades que se

abrem quando a pessoa esta-com-RA.

A vivéncia com os participantes do curso revela que eles, ao estarem-com-RA,
buscam entender o que fazem, abertos as possibilidades de exploracdo, movem-se
(movidos pela intencionalidade dos atos da consciéncia), expressam 0 que Vvao
compreendendo e constituem conhecimento. Trata-se de um movimento do corpo-préprio

em que o sentido vai se fazendo.

Ao estar-com 0 GeoGebra AR, ha possibilidade para que o corpo-préprio perceba
os objetos digitais projetados e explore gréaficos de funcdes, interseccdes, retas e pontos,
curvas, fazendo modificacbes e acompanhando simultaneamente suas inferéncias no
grafico. Com a RA, aquilo que vai se mostrando, vai fazendo sentido no corpo-préprio,

um sentido que conforme explicita Bicudo

“da-se pela percepcéo. Percepcdo é tida por Merleau-Ponty como o primado
do conhecimento, a medida que ela oferece verdade como presenga, dizendo
com isso tratar-se de uma verdade percebida com nitidez no momento em que
o sentido se faz para o sujeito. Ndo se trata nem de verdade l6gica, nem de
concepgdes intelectualmente elaboradas. Husserl afirma que perceber uma
coisa é vé-la, toca-la, cheiré-la... é senti-la de diferentes maneiras e de acordo
com as possibilidades dos sentidos. (BICUDO, 2002, 322)

A percepcdo se dd no movimento do corpo-préprio, que se dirige para... algo,
buscando compreender e, nesse movimento, o sentido vai se fazendo. O movimento do
corpo-préprio ndo € do tipo mecanico, previamente e meticulosamente pensado, do tipo
penso e executo, concreto; mas um movimento vivo, no qual o corpo-proprio é e se realiza,
constituindo-se. Trata-se de um movimento livre, motriz, movido na propria
intencionalidade dos atos da consciéncia e que nos permite perceber o mundo e nos
constituir nele “N&o é nunca nosso corpo objetivo que movemos, mas nosso Ccorpo
fenomenal, e isso sem mistério, porque ja era nosso corpo, enquanto poténcia de tais e
tais regioes do mundo, que se levantava em direcao aos objetos a pegar e que os percebia”

(MERLEAU-PONTY, 2018, p. 153-154).
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Vai se mostrando para nds os modos pelos quais o sentido foi se fazendo no corpo-
préprio ao estar-com-RA que, enquanto condicéo de abertura as possibilidades de vir-a-
ser, colocou-se em movimento, em acao de dirigir-se a..., explorando, analisando,
movendo e expressando. Os participantes do curso sdo sujeitos em atividade, sdo ativos

no processo, convidados a aprender.

Retomando uma pergunta feita na disciplina Aprendizagem Matematica, cursada
junto a este PPGEM, O que é aprender?, posso expressar que ao final (por hora) desta
pesquisa, compreendo melhor de que ela (a pergunta) trata, 0 que me permite elaborar
uma resposta. Compreendo que o aprender € o proprio movimento no qual o sentido das
coisas vai se fazendo para o sujeito e que, para aprender, o corpo-préprio se volta para...
querendo saber e, pelos atos da consciéncia, vai analisando, explorando, comparando,

compreendendo; num movimento em que o sentido se da pela/na percepcao.

Aprender algo, tal qual estou entendendo, é compreender o sentido desse algo
como verdade percebida. A aprendizagem vai se dando no movimento em que o sentido
vai se fazendo para cada um que, nas possibilidades de vir-a-ser, vai se percebendo com
e no mundo da vida, quando se abre a conhecer e constituir-se, expondo o percebido. Ao
estar-com-RA e com tarefas envolvendo assuntos matematicos, aberto as possiblidades
de experiencia-los com a Realidade Aumentada o conhecimento vai se constituindo, ha

aprendizagem.
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APENDICES

Apéndice A - Termo de consentimento

TERMO DE CONSENTIMENTO LIVRE E ESCLARECIDO

Prezado (a), vocé esta sendo convidado (a) a participar de uma pesquisa. Apos
ser esclarecido (a) sobre as informacgdes a seguir, e aceitando fazer parte deste
estudo, assine ao final deste documento, que estd em duas vias. Uma delas &
sua e a outra é do pesquisador responsavel.

Em caso de recusa, vocé nao sera penalizado (a) de forma alguma.

INFORMACOES SOBRE A PESQUISA:

Instituicdo de Ensino: Universidade Estadual Paulista “Julio de Mesquita Filho”
Campus Rio Claro.

Titulo do Projeto: “Realidade Aumentada e o Ensino de Calculo: possibilidades
para a constituicdo do conhecimento”

Pesquisador Responsavel: Anderson Luis Pereira

Celular / WhatsApp: (12) 9 91473198

E-mail: anderson.pereira@unesp.br

« Com esta pesquisa, pretendo investigar a Produgdo do conhecimento
matematico do aluno ao estar-com um software de Realidade Aumentada e
atividades que envolvem conteudo da disciplina de Célculo Diferencial e Integral.

* Assinatura do pesquisador:

* CONSENTIMENTO PARA USO DE IMAGEM E DEPOIMENTOS

Eu, ,
CPF: , depois de conhecer e entender o0s objetivos,
procedimentos metodoldgicos, riscos e beneficios da pesquisa, bem como de
estar ciente da necessidade do uso de minha imagem e/ou depoimentos,
especificados no Termo de Consentimento Livre e Esclarecido (TCLE),
AUTORIZO, através do presente termo, o pesquisador Anderson Luis Pereira,
do projeto de pesquisa intitulado “Realidade Aumentada e a Producdo do
conhecimento matematico” a realizar registros com imagens que se facam
necessarios e a colher meu depoimento sem quaisquer 6nus financeiros a
nenhuma das partes. Ao mesmo tempo, libero a utilizacdo destas imagens e
depoimentos para fins cientificos e de estudos (livros, artigos cientificos,
comunicacdes orais e site do pesquisador), em favor do pesquisador acima
especificado.

Guaratingueta, 05/09/2019

Assinatura do participante:
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Apéndice B — Descrigdo das tarefas do curso
Neste apéndice, descrevemos as tarefas propostas aos participantes do curso.
Essas tarefas foram elaboradas juntamente com a professora de umas das turmas de

Calculo Diferencial e Integral do curso de Licenciatura em Matematica.

Encontro 1

Tarefa 1 — Cubo e sua planificacéo
Como primeira tarefa, propusemos aos participantes a construcéo e exploracédo de
um cubo planificado. O objetivo era a familiarizacdo com o GeoGebra AR, com o

aplicativo de gravacao das telas dos smartphones e com o uso do Google Drive.

Com as ferramentas Cubo e Planificacdo, os participantes puderam construir o
objeto e, apos, explorar a planificacdo no ambiente em RA. Com o uso de um Controle
Deslizante, era possivel, observar o abrir e fechar do cubo e suas faces planificadas. Essa
fase de exploracdo foi gravada pelos participantes e compartilhada através do Google

Drive.

Tarefa 2 — Esfera e sua posi¢céo no espago

eCriar: m,neo;
eCriar r, raio da esfera;

¢ Digitar a equacdo da esfera de raio r;

o(x-m)?+(y—np+(z-0)32=r?

Outra tarefa proposta, também visando a familiarizacdo dos participantes com
algumas ferramentas do GeoGebraAR envolvia a construgcdo de uma esfera a partir da

equacao

(—mp+y—np+ @-0p=r

Param, n, o e r foram criados Controles Deslizantes que possibilitaram manipular
seus valores, movendo a esfera no espaco tridimensional em relacdo aos eixos x, y e z.
Com a variacao dos valores de r, podia-se alterar o raio da esfera. O aplicativo também
permitia que, ao tocar na tela do smartphone, fosse ampliado ou reduzido o plano e os

objetos.
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Encontro 2

Tarefa 1a - Cilindros

Um cilindro é uma superficie constituida de todas as retas (chamadas geratrizes) que

séo paralelas a uma reta dada e que passam por uma curva plana (STEWART, 2013).

a) Esboce o grafico da superficie z = x2

Dando inicio ao segundo encontro, apresentamos aos participantes uma definicéo
de Cilindro, presente em Stewart: “Um cilindro é uma superficie constituida de todas as
retas (chamadas geratrizes) que sdo paralelas a uma reta dada e que passam por uma
curva plana” (STEWART, 2013, p.744, grifo do autor). Em seguida, apresentamos a

primeira atividade do encontro:

a) Esboce o grafico da superficie z = x2.

Solicitamos que os participantes identificassem os entes reta, retas paralelas,
curva plana, geratriz, mencionados na definigdo e que, para o autor, constituem uma

superficie cilindrica.

Tarefas 1b e 1¢ — Cilindros

Explore no aplicativo as superficies.
b) X2 +y2=m

C)y?+22=n

As segunda e terceira tarefas era sobre superficies cilindricas e, desta vez, a curva
plana que gerava a superficie era uma circunferéncia. Solicitamos que os participantes
observassem 0s entes que permitem, a partir da definicdo de Stewart, denominar esta
superficie de cilindrica. A diferenca entre a segunda e terceira tarefa esta apenas na reta
geratriz da superficie: na segunda, ela era paralela ao eixo z e na terceira, paralela ao eixo

X. As equacdes propostas foram

b) x2+y2=m C) y2+22=n

Tarefa 2a e 2b— Superficies Quadricas

Essa tarefa envolve a definicdo de Superficies Quédricas. Foi apresentada a
definicdo de Stewart (2013)
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Uma superficie quadrica é o grafico de uma equacéo de segundo grau nas
trés variaveis x, y e z. A equacao mais geral €:

AX2+By?+Cz2+Dxy+ Eyz+ Fxz+ Gx+Hy+1z+J=0

Onde: A, B, C, ..., Jsdo constantes. (STEWART, 2013, p. 744, grifo do

autor).

As tarefas propostas aos participantes, traziam as equacoes:

2, Y, 7 _ b)z=y2-x2
Q) x“+o+—=p =Y

Para cada equacéo, propusemos que os participantes digitassem no campo entrada
do aplicativo x =m, y =n e z = 0. Com isso, foram gerados planos que interceptavam a

superficie e a proposta era que eles observassem as curvas de intersec¢do com a RA.

Obs.: Na atividade, percebemos que alguns participantes tiveram dificuldades
com os smartphone que, durante a exploracdo, travavam a imagem e prejudicava a
exploragdo. Optamos, entdo, por retomar no encontro seguinte com outra tarefa

semelhante.

Encontro 3

Tarefa 1 — Superficies Cilindricas e Quédricas

Vamos digitar no campo entrada do Geogebra AR a equacao:

mx2+ny2+o0z2=p

Iniciamos o terceiro encontro, com uma discussao das tarefas ja realizadas nos
encontros anteriores com o objetivo de entender como os participantes estavam vendo o
modo de exploracdo possibilitado pelo aplicativo. A primeira solicitava que, dada a

equacdo, manipulassem as constantes m, n, o e p.

Com os Controles Deslizantes m, n, o e p, 0s participantes acompanhavam as
variacdes da superficie gerada pela equacdo. Apos as exploracdes, pedimos que eles,

movimentando os controles, construissem os seguintes objetos:

Mova os controles e construa:
e Uma esfera

e Uma superficie cilindrica
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e Um elipsoide

Pedimos que, quando eles construissem cada um desses objetos, fizessem um print
datela (captura de tela do smartphone) e compartilhassem conosco o arquivo pelo Google
Drive. Com as imagens compartilhadas, discutimos com eles a proposta da tarefa.

Tarefa 2 — O limite ndo existe

Dando prosseguimento ao encontro, foram propostas duas tarefas acerca do
assunto de Limites de funcdes em um ponto determinado. Inicialmente, pedimos que eles

dissessem o que é preciso ocorrer para que o limite de uma funcéo exista.

Obs.: Houve certa confusdo com a definicdo de limite de funcdes de curvas planas,
em gue é necessario que os limites laterais (a esquerda e a direita) tendam a um mesmo
valor. Porém, apds uma conversa entre eles, perceberam que ndo bastava verificar a
aproximagéo da funcdo pela esquerda e pela direita, mas por infinitos caminhos pelos
quais podemos nos aproximar deste ponto pela superficie, e que todos estes caminhos
precisam tender a um mesmo valor. Caso contrario, o limite desta fungdo, neste ponto,

nao existe.

A primeira tarefa solicitava que os participantes verificassem e explicassem o

porqué da inexisténcia do limite da funcéo, a seguir, no ponto (0,0).

x2—y2

fxy) =m

Apds explorarem a superficie no aplicativo, alguns participantes néo
compreenderam o porqué da ndo existéncia desse limite. Sugerimos gue eles digitassem
no Campo Entrada do aplicativo os planos x = 0 e y = 0 e, utilizando a ferramenta
Interseccdo de Superficies, gerassem as curvas de interseccdo desses planos com a

superficie e observassem a aproximacao destas curvas ao ponto (0,0).

Tarefa 3 — O limite existe

A proposta era analisar o valor do limite de uma fung&o, caso ele existisse, quando
x e y tendem a (0,0). Assim, foi solicitado que os participantes digitassem no Campo

Entrada do GeoGebra a fungéo:
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3x%y
x* +y?

fooy) =

Obs.: Para esta tarefa os participantes ja demonstraram maior familiaridade com
o aplicativo e, de imediato, houve manifestacdes acerca do comportamento da superficie
quando observados alguns caminhos que passavam pelo ponto (0,0), situacdo diferente
do caso anterior. Nesta atividade, o limite da funcdo existe e é igual a 0. Durante a
observacao os participantes ndo tiveram dificuldades em perceber a existéncia deste

limite e seu valor.

Encontro 4

Tarefa 1 — Limite

A tarefa do quarto encontro manteve a exploracédo da ideia de Limite pois, ao fim
do encontro anterior, um dos participantes apresentou uma resolucéo para a tarefa que
nem todos compreenderam. Propusemos entdo que eles retomassem a questdo da

existéncia ou ndo do limite de uma func¢do, num dado ponto. A fungdo proposta foi:

Xy

fx,y) =m

Eles digitaram a funcdo no Campo Entrada do GeoGebra e iniciaram a exploracéo
do gréfico. Todos concordaram que o limite, naquele ponto, ndo existe. Solicitamos que

eles apresentassem sua forma de resolver a tarefa, justificando sua resposta.

Tarefa 2 — A profundidade do lago
Esta tarefa esta presente em uma série de exercicios propostos em Stewart (2013,
p.848), no capitulo 14 - Derivadas Parciais, dentro do tdpico 14.6 - Derivadas

Direcionais e o Vetor Gradiente. Trata-se do exercicio 30 desta série do livro.

Proximo a uma boia, a profundidade de um lago com coordenadas (x,y) é
z = 200 + 0,02x2 - 0,001y3, em que X, y e z sdo medidos em metros. Um
pescador que estd em um pequeno barco parte do ponto (80,60) em direcao
a boia, que esté localizada no ponto (0,0).
a) Aaguasob o barco esta ficando mais profunda ou mais rasa quando
ele comeca a se mover?

b) Como vocé pensou para responder esta questéo?
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¢) Qual a profundidade aproximada do lago no ponto (80,60)?
d) Qual a profundidade do lago no ponto (0,0)?

Fizemos algumas adaptaces na tarefa (itens a, b, ¢ e d), visando auxiliar a

exploracdo do grafico da funcéo pelos participantes.

Encontro 5

Tarefa 1 — A posicéo e o sentido

Essa tarefa também estd presente na série de exercicios propostos em Stewart
(2013, p.848), no capitulo 14 - Derivadas Parciais, dentro do tépico 14.6 - Derivadas
Direcionais e o Vetor Gradiente. No livro, trata-se do exercicio 34, porém com algumas
modificacdes no enunciado.

Para a tarefa, os participantes foram convidados a investigar o grafico da funcéo
que representa a altitude de uma montanha, dada pela equacao z = 1000 - 0,005x2 - 0,01y?.
Explorando o grafico, propusemos alguns questionamentos que envolviam as taxas de

variacdo da altitude da montanha em determinadas direcdes, a partir de um ponto.

Suponha que vocé esteja subindo uma montanha cuja forma é dada pela equacéo

z=1000-0,005x2- 0,01y2, em que X, Yy e z sdo medidos em metros e vocé estd em um ponto

com coordenadas (60, 40, 966). O eixo x positivo aponta para o leste e 0 eixo y positivo

aponta para o norte.

a) Se vocé andar exatamente para o sul, comecard a subir ou a descer? A que taxa?

b)Se vocé caminhar em dire¢do ao noroeste, comecara a subir ou a descer? A que taxa?

¢) Em que direcdo a inclinacédo é maior?

d) Neste mesmo ponto, ha alguma direcdo em que a taxa de elevacdo seja maior? Qual
é?

e)Qual o angulo que o inicio desse caminho faz com a horizontal?

f) Qual a taxa de elevagdo nessa dire¢gdo?

Nesta tarefa, os eixos x e y sdo utilizados para direcionar os deslocamentos na

montanha, de acordo com 0s pontos cardeais.

Encontro 6

Tarefa 1 — Elegendo assuntos para elaborar tarefas

Neste encontro, os participantes se organizaram em duplas para eleger um assunto
e discutir a tarefa que iriam apresentar nos encontros seguintes. A dinamica do encontro
se deu a partir do estudo nos grupos, cabendo, ao pesquisador, percorrer 0S grupos e

dialogar sobre as tarefas e assuntos do calculo que eles pretendiam explorar com a RA.
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Encontro 7

Tarefa 1 — Apresentacdo: Integral dupla

Neste encontro, uma das duplas de participantes apresentou a proposta de
trabalhar o assunto de Integral dupla. Iniciou com uma breve retomada da ideia de integral
definida de curvas, ou seja, no plano xy, como sendo o célculo da area da regido
compreendida entre 0 eixo x e essa curva. Dando continuidade, a dupla apresentou a ideia
de Integral Dupla e sua relacdo com o célculo do volume do sélido determinado por uma
regido do plano xy, definida pelos limites de integracéo, e a superficie da fungéo, neste
caso, uma funcao de duas variaveis do tipo z = f(x,y) (STEWART, 2013, p. 874).

No momento de exploracdo com a RA, foi proposto que os participantes
pesquisassem por Double Integral na biblioteca online do GeoGebra e acessassem o

applet escolhido.

Obs.: Como houve problema de suporte do applet pelos smartphones, apenas a
dupla que estava apresentando realizou as exploracdes e compartilhou-as, projetando a

tela do smartphone utilizando um projetor multimidia.

O applet escolhido pela dupla, inicialmente, apresentava uma funcéo do tipo z = -
X2 - y2, projetando o grafico de um paraboloide com concavidade voltada para baixo. Ao
longo da atividade, foi possivel modificar a funcdo e, consequentemente, sua
representacdo grafica. Com os Controles Deslizantes, podia-se: modificar os valores que
determinam a regido de integracdo; modificar o nimero de divisGes desses limites em
relacao aos eixos X e y; e controlar o nimero de prismas que partem do plano xy até tocar
a superficie projetada pela funcdo. Com o aumento do numero de divisdes dos limites de
integracdo, a dupla estabeleceu uma relacdo entre a ideia de limite e de infinito pois,
guanto mais aumentava o numero de divisdes, maior era 0 nimero de prismas e, com isso,

mais o solido se aproximava da regido de integracao.

Com o objetivo de explorar os prismas projetados na parte inferior do plano xy, a
dupla optou por exibir também uma funcéo do tipo z = x2 - y2, que projetava um

paraboloide hiperbdlico.
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Encontro 8

Tarefa 1 — Plano tangente e Derivadas direcionais

Nesta tarefa, uma das duplas apresentou sua proposta para explorar Planos
Tangentes e Derivadas direcionais. Iniciaram com uma discussdo envolvendo retas
tangentes as curvas no plano xy. Propuseram analisar quais sdo as retas tangentes
possiveis, em um determinado ponto pertencente a uma superficie, ou seja, passaram a

discutir retas tangentes no espaco tridimensional.

Sugeriram construir a fungdo z = 3 -x2 - y2 e um ponto modvel pertencente a
superficie. Utilizando a ferramenta Plano, propuseram a criacao de planos que passassem
pelo ponto nas direcdes dos eixos x e y. Utilizando a ferramenta Intersecéo de Superficies,
criaram as curvas de intersec¢do desses planos com a superficie. Com essas curvas e o
ponto em comum, propuseram a criacdo de duas retas tangentes, nas direcdes dos eixos x
e y. E, utilizando uma ferramenta do GeoGebra AR, criaram um plano com essas duas
retas tangentes. Esse plano, contém todas as retas que tangenciam o ponto, em todas as
direcbes possiveis. Para mostrar as infinitas retas tangentes que constituem o plano
tangente, a dupla sugeriu inserir um ponto mével no plano, e construiram uma reta entre
0 ponto pertencente a superficie e esse ponto construido. Com isso, a0 mover o ponto
pertencente ao plano, teriamos a reta tangente a superficie, num determinado ponto e

numa direcdo especifica.

Tarefa 2 — Maximos e minimos

Esta tarefa apresentada pela terceira dupla, envolve a ideia de maximos e minimos,
locais e absolutos, a partir de derivadas parciais. Iniciam questionando o que sao 0s pontos
de maximos e minimos locais e absolutos e o que é um ponto de sela. Em seguida,

apresentam definicGes e imagens retiradas de livros didaticos.

A dupla prop8e uma exploracdo de uma funcgéo de duas variaveis no aplicativo.

f(x,y) = x3 —12xy + 8y°

Para a exploracdo, a dupla pede para seja criado o plano x = yb, com controle
deslizante em b e que gere a interseccdo entre este plano e a superficie da fungdo. O
controle deslizante b permite que o plano gire em torno do eixo z, para poder ver a

interseccdo entre o plano e a superficie em diferentes direcoes.
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No decorrer da exploracdo, foram feitas questdes para relacionar o visto com a
definicdo e imagens apresentadas inicialmente dos possiveis pontos de maximos e

minimos e, ainda, analisar se eles eram locais ou absolutos e se havia ponto de inflex&o.



