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Resumo

Sao apresentados resultados classicos sobre zeros de polinémios, como também resul-
tados mais recentes. O interesse deste trabalho é apresentar resultados que mostram o
comportamento dos zeros de polindmios auto-reciprocos reais em relagao ao circulo uni-
tario. O comportamento dos zeros destes polindomios é interessante, pois se P(z) é um
polinémio auto-reciproco e zp um zero de P(z) entao o inverso conjugado de 2z, também
serd zero de P(z). Sao apresentados resultados conhecidos sobre condigdes necessérias e
suficientes para que esta classe de polindmios tenha todos os seus zeros no circulo unitario,
além de alguns exemplos como aplicagoes dos resultados para a melhor compreensao do
texto.

Em especial sao estudadas duas classes de polindmios auto-reciprocos reais, denotadas
por Rg{\)(z) e S,({\)(z), apresentando suas propriedades e mostrando condi¢oes necessarias

e suficientes para que todos os zeros de ambos polinémios estejam no circulo unitario.

Palavras-Chave: Circulo Unitdrio, Polindomios Auto-Reciprocos Reais, Zeros de Po-

lindmios.






Abstract

Classical results of zeros of polynomials are presented, such as more recent results. The
interest of this work is to present results on the behavior of zeros of real self-reciprocal
polynomial with respect to the unit circle. The behavior of zeros of these polynomials
is interesting, because if P(z) is a self-reciprocal polynomial and z, is a zero of P(z) so
the inverse conjugate zy will be zero of P(z) as well. Known results about necessary and
sufficient conditions are presented in order that this class of polynomial has all its zeros
on the unit circle, also examples as applications of the results for the best comprehension
of the text. In particular two real self-reciprocal polynomial classes are studied, denoted
by R{V(z) and S$V(z), presenting its properties and showing necessary and sufficient

conditions so all zeros of both polynomials are on the unit circle.

Keywords: Unit Circle, Real Self-Reciprocals Polynomials, Zeros of Polynomials.
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CAPITULO

1

Introducao

Resultados relacionados aos zeros de polindmios sao utilizados em diversas areas da
matemaética para se estudar solucao de intimeros problemas. Por exemplo, no estudo da
estabilidade de métodos numéricos para a solucao de equagoes diferenciais ordinéarias,
sao importantes os resultados que determinam a quantidade de zeros que um polinémio
possui na regiao |z| < 1. A teoria de controle, que trata do comportamento de sistemas
dinamicos, também utiliza resultados sobre a localizacao de zeros de polinomios na analise
da estabilidade do sistema.

Com base nas referéncias [3|, [5] e [11], a busca por solugoes de equagbes polinomiais
¢ um assunto estudado ha muitos anos. Os babilénios, em 1700 a.C., ja conheciam regras
para encontrar zeros dos polinémios quadraticos. Em 600 a.C., os hindus também ja resol-
viam equagoes polindmiais quadraticas. Durante muito tempo procurou-se por métodos
para solucionar problemas que envolviam equacoes do terceiro grau. No entanto, somente
no ano de 1545, o italiano Girolamo Cardano publicou, em sua obra “Ars Magna”, solu-
¢oOes para as equagoes ciibicas de Sipione Del Ferro e as solu¢oes para equagoes de quarto
grau de Ludovico Ferrari. Mais tarde, Paolo Ruffini, um médico e matemaético italiano,
efetivou com argumentos muito vagos, do ponto de vista matematico, a impossibilidade
de que as equagoes de grau maior ou igual a 5 fossem soltiveis por radicais. Somente no
inicio do século XIX é que foi dada a primeira prova da impossibilidade de se resolver
uma equagao polinomial de grau maior ou igual a 5 por meio de radicais pelo matematico
noruegués Niels Henrik Abel. O trabalho de Abel foi completado pelo francés Evariste
Galois que caracterizou as equagoes f(z) = 0, com grau arbitréario n, que sao soluveis por
radicais, por meio de uma propriedade de certo grupo Gy de permutacoes de suas raizes,
atualmente denominado o grupo de Galois de f.

Atualmente as fungoes polinomiais sao temas de muita investigagao, tanto do ponto

de vista computacional quanto teorico.

17



1. Introducao 18

n
Considere o polinémio P(z) = Z arz®, a, #0 coma, € C, k=0,1,...,n e asso-
k=0

n
ciado a P(z) tome P*(z) = z"P (%) = dezn_k. Se existir u € C onde |u| =1 tal que
k=0

que P(z2) = uP*(2), diz-se que P(z) ¢ self-inversive. E se P(z) = z"P (é) o polindémio
P(z) é chamado de auto-reciproco. Além disso, se os coeficientes de P(z) forem todos re-
ais, P(z) é dito auto-reciproco real. As nomenclaturas auto-reciproco real e self-inversive
ja foram utilizada pelos autores em [12] e [17], respectivamente. O foco deste trabalho
serd o estudo de condigoes necessarias e suficientes para que algumas classes de polinomios
auto-reciprocos reais tenham somente zeros em |z| = 1. O interesse por tal tema é atual,
visto que exitem diversas publicagoes sobre o assunto no ultimos anos (por exemplo, [12],
[13] e [14]).

Para o desenvolvimento deste trabalho, primeiramente serao estudados resultados mais
gerais sobre a localizagao de zeros de polindomios. Serao estudados também alguns resulta-
dos sobre zeros de polindmios ortogonais, visto que tal assunto sera abordado no Capitulo
4. Em seguida, serao apresentadas algumas propriedades e resultados sobre a localizacao
de zeros de polinémios self-inversive no circulo unitario.

Ao final deste texto serao estudadas duas classes de polindémios auto-reciprocos reais
Y (z) e SN (z), sendo apresentadas suas propriedades e mostrando condigdes necessarias
e suficientes para que todos os zeros de ambos polinomios estejam no circulo unitario. Tal
resultado sobre 57({\)(2) foi estendido a partir de problemas encontrado em [12], que estava
em aberto, porém para uma determinada classe de polinémios de grau fmpar. Neste
trabalho sera ampliado tal resultado, onde o polinémio ST({\)(Z) pode ter grau par.

Varios exemplos serao apresentados para facilitar a leitura. Para a elaboracao das
figuras apresentadas neste trabalho, foi utilizado o software Mathematica.

Para facilitar a leitura, serd utilizado, no decorrer do texto, o termo circulo unitario

para representar a regiao |z| = 1 e disco unitéario para denotar a regiao |z| < 1.



CAPITULO

2

Resultados Preliminares

Neste capitulo serao apresentados alguns resultados cléssicos sobre zeros de polindmios,
como também as relagoes existentes entre coeficientes e zeros de um polinémio, limitantes

para os zeros e sequéncia de polindmios. As principais referéncias utilizadas neste capitulo
foram [15], [17] e [18].

2.1 Introducao

Dada uma sequéncia de ntmeros complexos ag,aq,...,a,, tomemos a aplicagao
P : C — C dada por

P(z)=ap+ a1z +a2® +-+-+a,2", a, #0 e n>0.

A aplicacao P é denominada aplicagao polinomial ou polindémio associado a sequéncia
dada. Os nameros ag,aq,as,...,a, sao chamados coeficientes e as parcelas
ag,a1%,a22%, . .., a,2" sdo chamadas de termos do polindémio P(z).

Denota-se por zy € C um zero do polinémio P(z) quando P(zp) = 0. Chamaremos 2
de raiz da equac@o polinomial P(z) = 0 se zp pertencer ao conjunto solugdo da equacao.

Seja zp um zero do polindémio P(z). Diz-se que zy ¢ um zero simples de P(z) se zp tem
multiplicidade um.

Os teoremas apresentados abaixo sdo resultados classicos da Analise e podem ser

encontrados nas referéncias [15], [17] e [18], assim como as suas demonstragoes.

Teorema 1 (Teorema Fundamental da Algebra) Todo polinémio nao-nulo P(z) de
grau n com coeficientes complexos a;,i = 0,1,2,....n, tem exatamente n zeros complexos
Z1yR2y vy Rn-

Teorema 2 (Teorema da Decomposicao) Seja P(z) = Z a;z" um polinémio de grau

i=0
n, n > 1, com coeficientes complezos a;, i = 0,1,2,...,n. O polinémio P(z) pode ser

19



2. Resultados Preliminares 20

unicamente representado por P(z) = an(z — 2z1)(z — 22) -+ - (2 — 2p,), onde 21, 29, . .., z, $G0

zeros complexos do polinémio P(z).

Teorema 3 (Teorema de Rouché) Sejam P(z) e Q(z) fungdes analiticas no inte-
rior de uma curva de Jordan C simples e fechada. Se P e () sao continuas em C' e
|P(2)] < |Q(2)|, z € C, entao F(z) = P(2) + Q(z) e Q(z) tém o mesmo nimero de zeros

no interior de C'.

Note que o circulo unitario € um caso particular de curva C' do Teorema de Rouché.

2.2 Relagoes entre coeficientes e zeros de um polinémio

Agora serao deduzidas as relagoes entre coeficientes e raizes de uma equagcao polinomial

de grau n (n > 1). Seja o polindémio
P(z) = a,2" + ap 12"+ -+ a1z + aq, an 7 0 (2.1)

Cujos zeros sdo 21, 2g, 23, - - -, 2n. Pelo Teorema da Decomposi¢ao, pode-se escrever P(z)

como P(z) = a,(z — 21)(z2 — 29) - - - (2 — 2,,). Assim, para todo z segue que

P(z2) = apz" —an(z1+ 20+ 23+ 4 2,) 2" !

N J/

S1
ta, (2122 + 212+ + zn_lznZz”_z
Ss
—ay, (212023 + 212024 + -+ - + zn_gzn_lzn)lz”_z‘
Ss
e (DS A (=) "y, (212023 - 2) -

Sn

Logo, comparando os coeficientes da expansao acima com os coeficientes

a;, t=0,1,...,n, segue que
Ap—1
Sl = Zntr2tzmt-tz,=—
an
Ap—2

Sy = zizm+ izt izt 212, =

n

Ap—3
S3 = z12923+ 212924+ + Zp_0Zn_12n = —
Qp

Sp = (—1)kinck
K ()an

(%)

(-1

a,

Sn = 212223 2y



2. Resultados Preliminares 21

As relagoes acima entre coeficientes e raizes de uma equacgao polinomial sao conhecidas
como férmulas de Viéte ou relagoes de Girard. Essas nomenclaturas estao relacionadas
aos dois grandes matematicos Frangois Viéte e Albert Girard. No século XVI, Viéte
havia descoberto estas formulas para o caso de zeros positivos de um polinémio. Mas a
generalizacao das féormulas para zeros quaisquer de um polinémio foi primeiro entendida
por Girard no século XVII, a qual pode ser encontradas com mais detalhes em [11].

O resultado abaixo representa uma aplicagao das formulas de Viéte ou relagoes de
Girard.

n

Lema 1 Se o polinomio P(z) = E a;z', a; € R, tem todos os seus zeros em |z| < 1 entdo
i=0
lag| < |ay,|. Mas, se pelo menos um desses zeros estiver no interior do disco unitdrio, entio

lag| < |an]-

Demonstracao: Sejam zj, 2o, ..., 2, zeros de P(z) em |z| < 1. Usando as férmulas de

. , ao
Viéte, obtém-se (—1)"— = 212923 - - 2.
Qn

Assim,

a
) sz = [allalal -l < 1
n

Logo, |ag| < |ay|. Sendo a desigualdade estrita se pelo menos um dos zeros estiver no

interior do disco unitério.

2.3 Limitantes para os zeros de um polinémio

Nesta secao serao apresentados alguns resultados sobre a localizacao de zeros de po-

linémios, limitando-os em uma regiao anelar ou em |z| < r, r > 0. As principais referéncias

foram [15], [16] e [17].

Teorema 4 Sejam P(z) = ag + a1z + a2z* + -+ + a,2", onde ag,a, # 0, um polinémio

com coeficientes complexos,

M= max |a;] e M = max |ql.
0<i<n—1 1<i<n

Entao, todos os zeros de P(z) satisfazem

|ao|

M

|an
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Demonstragao: Considere |z| > 1. Deste modo,

|P(2)] = lag+ a1z + azz® + -+ + a,2"|
= ap2" — (—ap_12""' — 92"t — - — a1z — ap)|
> a4, 2" = | = Gne1 2" = 02— - — a1z — ag|

= Jan2"| = |an_12" F ap02" P+ - a2 + ag)
> an||2" = (Jan—a|[2" 7 + lan—a|[z" 72| + - - + |aa|[2] + |ao])
> an|l2|® = M(]2"7Y 4+ 272 4 -+ |2+ 1)

n M - —
= an||2| (1—G—Z|Z| k)
=1

||
n M - -
> anl|2] (1—WZ\Z’ k) (2.2)

Note que a série acima é bastante parecida com a série geométrica, diferenciando-se
apenas no indice inicial, onde k varia de 0 até oo, e ainda como ﬂ < 1, tem-se que a
z
série geométrica converge, ou seja,

i 1\* 1
2] 1-L -1

k=0 |2|

Assim, voltando em (2.2), tem-se

POl > lale -2 (1)

M
Agora veja que se |z| > 1+ — segue que P(z) > 0, isto é, P(z) # 0 e portanto, os
a

|an

zeros de P(z) estao em |z| < 1+ Tl
n
Para mostrar que _lao] < |z| considere
|CLO| + M’

1
Q(z) =2"P (;) = Qp + Up12 + Qp_92® + -+ + ap2".
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Ao aplicar o resultado obtido anteriormente observe que os zeros do polinomio Q(z)
!

encontram-se em |z| < 1+

1
. Seja zp um zero de Q(z). Entdo — é zero de P(z). Desta
%k

|an]
!

maneira = <14+ —=|z| > _laol
"zl |aol |aol + M"

Portanto, todos os zeros do polinémio P(z) estao localizados na regiao anelar

|ao| M
A: (C — <K <1 —_— .
{Ze ez <=1

O

Exemplo 1 Seja P(z) = 22° 4+ 32* + 1.523 + 0.122 + 0.82 — 5. Pelo Teorema 4 segue
que a regigo A € dada por A = {z€ C|2 <|z| <Z}. Note que todos os zeros de P(z)
encontram-se nesta regiao, sendo eles zp = —1.31 — 0.75¢, 2y = —1.31 4+ 0.75%, 25 =
0.11 — 1.09z, 23 =0.11 + 1.09¢ e z4 = 0.89.

Figura 2.1: Localizagao dos zeros do polindmio P(z) = 225+32%14+1.523+0.122+0.82 — 5.
Teorema 5 (Teorema de Pellet) Dado o polinémio
P(2) = ap+ a1z +agz® + -+ a,2? + -+ + a,2", a, # 0,
se o polinémio
Fy(2) = laol + lar]z + [as]2® + - + |ap-1 |27 = Jap|2” + |apya |27 - + Jag |2

tem dois zeros positivos r e R, r < R, entao P(z) tem exatamente p zeros no disco |z| <r

e nao tem zeros na regigo anelar r < |z| < R.

A prova do Teorema de Pellet pode ser encontrada em [15].
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Exemplo 2 Considere o polinémio Fs(z) = 52* — 1323 + 522 + 2 + 2. Note quer =1 ¢
R = 2 sao zeros de F3 como € possivel observar na Figura 2.2. Assim, pelo Teorema 5,
o polinémio P(z) = 5z* + 132% 4+ 522 4+ z + 2 contém trés zeros em |z| < 1 e P(z) nao
possui zeros em 1 < |z| < 2. De fato, os zeros de P(z) sio zg = —0.77, z; = 0.15 — 0.464,
29 = 0.15 + 0.467 e 23 = —2.13, onde |z| < 1,7 = 0,1,2 e |z3] > 2, como mostra a
Figura 2.35.

051

[ 2
o0
<

05

i
o
=
&
N
o

Figura 2.2: Localizacao dos zeros do po- Figura 2.3: Localizacao dos zeros do po-
linomio F3(z) = 52 — 1323 +522 + 2 + 2. lindmio P(z) = 52 +132% + 522+ 2 + 2.

Teorema 6 Seja P(z) = ag + a1z + a22* + -+ + an2" um polindmio de grau n tal que
ap < ay <ay < <a, 1 <ay, ea, ag#0. Entao, todos os zeros de P(z) estao no

disco determinado por

a, — ap + |ao

2] <
|an|

Demonstragao: Seja R(z) = 2"Q (1), onde

Q(z) = a2" +(1-2)P(2)

= a,2" + (1= 2)(ap + a1z + az2® + -+ + a,z")

n
= ag+ Z(ak — CLk_l)Zk.
k=1

Entao, para |z| <1,

(-

Como |z| < 1, tem-se que

|R(2)| = < lao||2]" +

n
apz" + Z(ak —ap_1)2"F
k=1

|R(2)| < laol +
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Pelo fato de a;_1 < a; para todo ¢ = 1,...,n, segue que
[R(2)] < laol + Y (ar — ax—1) = |ao| + an — ao,
k=1

ou seja,

1
Q(;)‘ < |ag| + an — ag

o))< e
Z

2]
o 1 )
Substituindo z por —, obtém-se que
z

Q(2)| < (lao| + an — ao)l=", 2] = 1.

Para |z| > 1, tem -se que

[z =1)P(2)] = lauz""" = Q(2)]
> an|lz" = 1Q(2)]
> an|lz"| = (Jaol + an — ao)|2]"
= [2l"[lanl|z] = lao| — an + ao]
= |2I"]a) {|z| - (—’@0’ m - “)} .
Como a; 1 < a; para todo i =1,...,n, entao

an — ap = |a, — ag| > la,| — |ao

e assim

Note que se |z| > r, entdo |(z — 1)P(z)| > 0. Portanto, P(z) ndo possui zeros em

|z] > r, ou seja, todos os zeros de P(z) encontram-se em |z| < r.

O

Exemplo 3 Seja P(z) = 925 + 72* + 623 + 222 + 2 — 1. Pelo Teorema 6 temos que

11
0s zeros de P(z) estao localizados no circulo |z| < 5 De fato, os zeros de P(z) sao
20 = —0.59 — 0497, z; = —0.59 4+ 0.497 2z, = 0.02 — 0.727, 23 = 0.02 + 0.727 e 24 = 0.34.

Veja a figura a sequir.
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Figura 2.4: Localizagao dos zeros do polindmio P(z) = 92° + 72 + 623 + 222 + 2 — 1.

O teorema a seguir ¢ um resultado classico da localiza¢ao de zeros de polindémios, e é

consequéncia do resultado anterior.

Teorema 7 (Enestrom-Kakeya) Seja P(z) = ap+ai2+az2*+- - -+a,2" um polinémio
cujos coeficientes reais a;,t = 0,...,n, satisfazem a, > a,_1 > --- > as > a; > ag > 0.
Entao, P(z) nao possui zeros em |z| > 1, ou seja, os zeros de P(z) encontram-se em
|z| < 1.

Demonstracao: Pelo Teorema 6 tem-se que os zeros do polinémio P(z) estdo em

|z| < Wﬁ#. Pelo fato de a,, > a,_1 > -+ > ay > a; > 0 segue que
Qp,

o] < B0 =00y
a’TL

Portanto, os zeros do polinémio P(z) encontram-se em |z| < 1.

O
Observe que, nas condigoes do Teorema de Enestrém-Kakeya, todos os zeros do po-
linobmio P(z) atinge o circulo unitario se, e somente se, a; = 1, i =0,...,n. De fato, se
|zil =1 1=0,...,n, tem-se por uma das relagoes de Girard que
ag
i) ‘21222’3 . Zn| = |21H22HZ3’ ... ‘Zn‘ =1.
n
. . ~ . - ag
Como os coeficientes a;, ¢ = 0,...,n sao reais e positivos tem-se que — = 1. Agora,

n
utilizando a ordenagao dos coeficientes de P(z), ou seja,

GnE%ﬂZ"'Z%ZalZao,
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segue que
a Ay a a a
l=">l s >0
G G an G Qn,
Portanto, a; =1, +=0,...,n. Poroutroladosea; =1, ¢+ =0,...,n, segue pelo Teorema

28 (que serd enunciado mais adiante) que os zeros de P(z) estao no circulo unitério.

Exemplo 4 Seja o polinémio P(z) = 3.2z +2.923 + 1.522 + 2 + 0.5. Observe que P(z)
sastifaz as hipdteses do Teorema 7. Portanto, os zeros de P(z) se encontram em |z| < 1.
Os zeros de P(z) sao dados por zg = —0.59 — 0281, z; = —0.59 + 0.281, 2o = 0.13 — 0.58i

e z3=0.13+0.58i . A figura a sequir mostra a localizagao dos zeros de P(z).

Figura 2.5: Localizacao dos zeros do polindmio P(z) = 3.22% +2.92% + 1.522 4+ 2 + 0.5.

O proximo resultado é uma generalizagao do teorema de Enestrom-Kakeya, onde é
determinada a regiao anelar que contém todos os zeros de um certo polinomio. Esse

resultado encontra-se em [1].

Teorema 8 Seja P(z) = Y. a;z" um polindmio de grau n tal que n > 1 e a > 0

a a
para k = 0,1,...,n. Considere « = min { b } ep= max{ b } Todos os zeros

0<k<n | Q41 0<k<n | Qg1
de P(z) estao na regigo anelar A= {z € C|a < |z| < 5}.

Exemplo 5 Seja o polinémio P(z) = 2° + 0.82% + 0.62% + 0.42% + 0.2z + 0.1. Note que

9 _ 5, Yo, 92 _ 0.6667, B _ 075 e
a1 a2 as Q4 as

ayq

=0.8.

a a

Logo, o = min { i } = 0.5 e f = max { k } = 0.8. Pelo Teorema 8 seque que
0<k<5 | Gpgr 0<k<5 | GQpgr

0s zeros do polindmio P(z) se encontram na regiao anelar A ={z € C|0.5 <|z| <0.8}.

De fato, os zeros de P(z) sao zg = —0.65, 23 = —0.30 — 0.53i, 2o = —0.30 + 0.53,
23 =0.23 — 0.591 e z4 = 0.23 — 0.59:. Observe a figura a sequir.
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Figura 2.6: Localizagao dos zeros do polindmio P(z) = 2°40.82440.623+0.422+0.22+0.1.

2.4 Polindbmios ortogonais

Esta secao apresenta alguns resultados relacionados aos polindmios ortogonais, que
podem ser encontrados de forma mais detalhada em [2] e [§].

De acordo com [2], entre os polindmios associados a uma relagdo de recorréncia de
trés termos estao os polindmios ortogonais. A teoria de polindémios ortogonais tem muitas
aplicacoes em varios tipos de problemas da Mateméatica Pura e Ciéncias Aplicadas. Esses
polinémios sao ferramentas essenciais para a solu¢ao de muitos problemas e vem contri-
buindo nos estudos relacionados a equacoes diferencias, fragoes continuas, estabilidade
numérica, algoritmos rapidos e super-rapidos, com aplicagoes que abrangem da Teoria
dos Numeros & Teoria da Aproximacao, da Combinatéria a Representagao de Grupos,
da Mecéanica Quantica a Fisica Estatistica e da Teoria de Sistemas ao Processamento de
Sinais.

Existem varias classes de polindmios ortogonais classicas. De acordo com [8], esses
polindémios sao chamados de polinémios de Jacobi, de Chebyshev, de Laguerre, de Hermite
e de Gegenbauer. Mas serao apresentadas aqui somente as classes dos polindmios de
Chebyshev de 1* e 2* espécies; tais resultados da teoria de polindmios ortogonais serao

importantes para o desenvolvimento do Capitulo 4.

2.4.1 Sequéncia de polindmios ortogonais

Sera denotado os polinémios ortogonais de grau n, P,(x) por

n
n n—1 %
Pn(x) = Qpnd + Qpn—1T + -+ Qp,1T + Qpo = E Ap i L Qn,pn > 07
=0

sera utilizado a notacdo x,;, ¢ = 1,...,n, para representar os zeros de P, (z).
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Defini¢ao 1 Sejam (a,b) um intervalo real, —o0o < a < b < 00, e w(x) uma fungio

definida e nao-negativa em (a,b). Vamos supor que

/jw@)d(x) >0

para qualquer subintervalo [a, B] de (a,b). Toda fungao que satisfaz essa propriedade é

chamada de fungao peso em (a,b).

Definicao 2 As fungoes f(z) e g(x) sao ortogonais com relagao a fungao peso em (a,b)
se (f,g) =0, onde

(r9) = [ S@gyulz)ds 23)

Defini¢ao 3 (Sequéncia de Polindmios Ortogonais) Diz-se que uma sequéncia de
- A - o z A - . A . . ~ N ~
polinomios {P,(x)},_, € uma sequéncia de polindmios ortogonais com relagio & funcao

peso w(x) no intervalo (a,b) se
a) P,(x) é de grau exatamente n, n > 0;

b) (P, Py) = /b P (@) Po()w(z)dz = :0" 7 m.
a pn #0, se n=m.

b
Note que, neste caso, p, > 0, pois / P2(x)w(z)dz > 0 em (a,b).

a
Todo sistema de polinomios ortogonais satisfaz a relacao de recorréncia dada pelo

teorema a seguir. Para maiores detalhes vide [2].

Teorema 9 (Relacao de recorréncia de trés termos) Seja {P,(x)}. -, wma sequén-

cia de polinémios ortogonais em (a,b) relativamente & fungao peso w(x). Entao,
Pn—o—l(x) - (’YTL—Q—lx - 6n+1)Pn(x) - O‘n—l—lpn—l(xL n > 07
com Py(z) =1, P_1(x) =0, ans1, Bny, T € R, onde

An+1,n+1 <:L‘Pn7 Pn> Yn+1 <Pna Pn>
n = — 07 n = In n —
Tn+1 # Bri1 = Yt € Qnp+t1 v (Pot, Pat)

(P B 70

2.4.2 Zeros de polin6mios ortogonais

Teorema 10 Seja P,(x), n > 1, uma sequéncia de polindmios ortogonais no intervalo
(a,b), em relagiao a fun¢ao peso w(x). Entao, os zeros de P,(x) sao reais, distintos e
pertencem ao intervalo (a,b).

Demonstragao: Suponha que P,(z) ndo muda de sinal em (a,b). Entao ou P,(z) >

0
b
(mas nao identicamente nulo) em (a, b) o que implica em / P, (z)w(z)dx > 0, o0u P,(x) <
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b
0 (mas nao identicamente nulo) em (a,b) donde segue que / P,(x)w(x)dx < 0. Mas, da

relacao de ortogonalidade, tem-se que

/ab P, (z)w(x)dx = /ab 1.P,(z)w(x)dx = 0.

O que é um absurdo. Assim, P,(z) deve mudar de sinal em (a,b) pelo menos uma vez,
logo existe pelo menos um zero real de P,(z) de multiplicidade impar em (a,b).

Suponha que X, 1, Tp2, ..., Tn, (1 < n) sdo os zeros distintos de multiplicidade impar
de P,(z) em (a,b). Entao,

P,(z) = (z —zp1)(® — 2p2) ... (x — 2,,)Q(x) = V(2)Q(x),

onde V(z) é um polindmio de grau r < n com zeros Tpi,Tn2,...,Tn,r € Q(x) ¢ um
polinémio de grau (n — r) que tem somente zeros complexos ou zeros de multiplicidade
par em (a, b) ou zeros fora de (a,b). Logo, Q(x) ndo muda de sinal em (a,b).

Porém, como r < n, pela relacao de ortogonalidade,

/ V(z)P,(x)w(z)dz = 0. (2.4)

Mas,
/ V() Po(2)w(z)dz — / V2(2)Q(x)w(x)dz 4 0. (2.5)

Por (2.4) e (2.5) tem-se um absurdo. Assim, P,(x) tem r > n zeros de multiplicidade
impar em (a,b). Mas como P,(x) ¢ um polinoémio de grau n, entdo r = n. Deste modo,

P,(x) tem n zeros de multiplicidade impar em (a,b), da seguinte forma
Po(z) = (2 —201)" (. — 02)2 ... (T — Tpp) ™

Como 11,19, ...,1%, sao indices positivos e impares e iy + 75 + -+ + 4, = n, temos que

h=ig=- = ip=1.

O proximo resultado pode ser encontrado em |[2].

Teorema 11 Seja {Py(z)},—, uma sequéncia de polindmios ortogonais. Entao, entre dois

zeros consecutivos do polinémio de graun — 1, P,_1(x), existe um tnico zero de P,(x).

2.4.3 Polindmios ortogonais simétricos

Defini¢ao 4 Sejam as aplicagoes |.| : R — Z e [.| : R — Z definidas por

|t] := max(—o0,t]NZ e [t] := min]t,c0) N Z.
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Tais aplicagoes sao conhecidas como funcao piso e funcao teto, respectivamente.

Definicao 5 Uma fungao peso w(z) definida em um intervalo [—b,b] é chamada de fungao

par se w(z) = w(—x).
O proximo resultado pode ser visto em [8].

Teorema 12 Seja {P,(x)} uma sequéncia de polindmios ortogonais monicos com rela¢io

a fungdo peso w(x). Entdo as sequintes afirmagoes sao equivalentes:
a) w(x) é uma fungao par;
b) Pu(—z) = (=1)"Fu(z), n=0;
c) no Teorema 9, 5, =0, n > 1.

Observagao 2.1 Se w(x) € par e g, k =1,2,...,n com xp1 < Tpa < -+ < Tpnp,

denotam os zeros do polinémio ortogonal P,(x) com relagio a w(x), entdo

1) se xpy € zero de P,(v), —x,i também €, ou seja, Tnp = —Tppi1—k para k =
n
L,2,...,|2].

2

2) Sen € impar Ty |n/241 = 0.

2.4.4 Polindmios de Chebyshev de 1* espécie

De acordo com [8], os polinémios de Chebyshev recebem esse nome devido ao mate-
matico russo Pafnuty Lvovich Chebyshev.

Os polinomios de Chebyshev de 1* espécie, T,(x), sdo ortogonais no intervalo [—1, 1]
1
V1—a?

T.(xz) = cos(narccoszx), x€[-1,1], n=0,1,2,.... (2.6)

com relagao a fungao peso w(x) = e sao definidos por

Usando a seguinte relagao trigonométrica
cos(n + 1)8 + cos(n — 1)0 = 2 cos(nb) cos 6

e fazendo = = cosf na equagao (2.6), obtém-se a relagao de recorréncia de trés termos

Thir(z) = 22T, (x) = Ty—1(x), n>1,

com Ty(z) =1e Ti(x) = x.

Observe que tal classe de polinomios satisfaz as condigoes do Teorema 12. Logo
{T,,(xz)} ¢ uma sequéncia de polindmios ortogonais simétricos.

Calculando os primeiros polindmios, veremos como se comportam os coeficientes dos

termos de maior grau. Assim,
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To(z) = cos(0arccosz) =1

Ti(z) = cos(larccosz) =z =2
Ty(z) = 22Ti(z) — To(x) = 22% — 1
Ty(z) = 22Th(x) — Ti(x) = 2%2° — 32
T,(xr) = 2" 'a" + ... (por recorréncia).

Logo, a,n = vl n>1.

Teorema 13 Os polinémios de Chebyshev de primeira espécie satisfazem
<Tn7 Tm) =

Demonstragao: Note que por (2.3) e usando a equagao (2.6),
1
(T, T,) — / T (2) T ()00 () da
-1

1
1
= / cos(n cos x) cos(m arccos x) ———dx.
-1 1-— 1'2

Fazendo a mudanca de variavel x = cos 6, obtém-se

0 7r
(T, Tn) = —/7T cos(nﬁ\)/%enede :/0 cos(nfd) cos(mb)db.

a) Sem=n=0

(To, Ty) = / cos(0) cos(0)dl = .
0
b) Sem=n>0

(T, Ty) = /07r cos(nf) cos(m0)do.

Logo, integrando por partes, tem-se

_ cos(nd)sen(nb)

' i " 7 6)do
/ cos(nf) cos(nf)dd = +/ sen(nf)nsen(nf)
0 0 0

- /0 (1 = cos?(nf)]db,

n n

ou seja,
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/COS(TL@)dQZ/ d@—/ cos?(nf)de.
0 0 0

2/ cos(nf) cos(n@)d@z/ df = .
0 0

Assim,

Portanto,

m
T, T, = —.
(T T) = 2

c) Considere m # n.

Tomando as seguintes identidades trigonométricas

cos(m+n)f = cos(mb)cos(nf) — sen(mb)sen(nh),

cos(m —n)f = cos(mb) cos(nf) + sen(mb)sen(nh)

somando-as e integrando ambos os lados da equacao resultante, tem-se

/ [cos(m + n)8 + cos(m — n)8]do = 2/ cos(mf) cos(nf)do = 2 (T, T,,) .
0 0
Desse modo,

2(T,, Tn) = /0 cos(m+n)0d9+/0 cos(m — n)60db

~ sen(m+n)f|™  sen(m —n)d\T 0
N m-+n 0 m-—n o
O
Observacgao 2.2 Sobre os zeros de T,(x), considere a equagdo
cos(nf) =0, para 0<60<m,
cuja a solugcao €
2k +1
(), = = + kr = ( _g k=012 -1
ou, ainda,
2k — 1
g, = . T =19 n (2.7)
2n

Portanto os zeros dos polinomios de Chebyshev de 1% espécie sdao dados por

2k —1
xnkzcos(u>, k=1,2,...,n.
’ 2n
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Os pontos de mdzimos e minimos para T,,(x) sdo os pontos onde
cos(nf) = £1, para 0<6<m,

ou seja, sao 0s pontos

k
b= 2 k=0,1,2,....n

n

Assim, os pontos de mdzximo e minimo de T,(z) sdo dados por

k
My, ), = COS (—F) k=0,1,2,...,n.
n

Ve ~ N 1ok
/ / \\ / / \
\ / /o
/ / \ / N/ \
\ YaR
/ / | \
| / | / A \
| [ \ \ [\ ) R — T_8(x)
/ \ / \
|l \ \
| \ \ /
I\ \
I\ \l /
I I \ /
I/ I\ \ / — T 700
| il \ /
| /
IN | \ /
|| | ‘ \ /
It/ \ |
Al I AL J
—1d]] | -os /
‘ I \ | E— T_60)
| \ |
\\f: \
I \ )
I \ \ /
H | | ‘ /
‘;“ | / \ - T_5x)
| / \
| \ / \
] / -o5- |
| | /

Figura 2.7: Gréaficos dos Polinémios de Chebyshev de 1* espécie T5(z), Ts(z), T7(x) e
Tg(]})

2.4.5 Polindmios de Chebyshev de 22 espécie

Os Polinomios de Chebyshev de 2* espécie denotados por U,(x), sdo ortogonais no

intervalo [—1, 1] com relacao a fungao peso w(x) = v/1 — 22 e sdo definidos por

U, () sen((n + 1) arccos x) _ sen((n + 1)6’)7 ve[-11], n=012..

V1—22 senf

onde z = cosf e 0 € [0, 7).

Usando a seguinte relagao trigonométrica

sen(n + 2)0 + sen(nf) = 2 cosfsen(n + 1)6,
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com x = cosf), obtemos a relacao de recorréncia de trés termos
Upi1(x) = 22U, (x) — Up—q(x), n>1,

com Up(z) =1 e Uy(z) = 2z.

Observe que a classe dos polindmios de Chebyshev de 2* espécie também satisfaz
as condigoes do Teorema 12. Logo {U,(z)} é uma sequéncia de polindémios ortogonais
simétricos.

Calculando os primeiros polindmios, veremos como se comportam os coeficientes dos

termos de maior grau.

Uo() sen[arccos z senf) .
T = = =
’ V1—2x? V1 — cos?6
U(x) = sen[2 arccos x| _ 2senfcosf -

V1 — 22 senf

e, pela relagao de recorréncia,

Us(z) = 22U (z) — Up(x) = 2%2° — 1
Us(x) = 2aUs(z) — Us(x) =2

Un(z) = 2"2" +--- |
obtém-se a,, = 2", n > 0.

Teorema 14 A relagao de ortogonalidade para os polinémios de Chebyshev de 2* espécie
é
0, sem #n,

(Un, Up) = { T
5 sem=n.

Demonstracgao:

(Up,Up) = /Un(:p)Um(m)dx

1

/1 sen[(n + 1) arccos x| sen[(m + 1) arccos x] T 224
— — z2dzx.
-1 \/1—.1}2 \/1—332
Fazendo x = cos # na integral acima, tem-se que
0 1)6 1)6
(Un,Up) = —/ [sen(n + 1élseni(m + 1) ]Sende
- V1 —cos?d

= /07r sen[(n + 1)0]sen[(n + 1)0]d6.
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a) Sem =n,

(U,,U,) = / sen[(n + 1)0]sen[(n + 1)0]d6.
0
Integrando por partes, segue que
(U,,U,) = / cos[(n + 1)0] cos[(n + 1)6]do
0
= / {1 — sen®[(n +1)6]}d0
0

- /Oﬂ sen2[(n + 1)010 = = — (U, Us)

Logo,
T

U, U,) = —.
(U, U) = 2

b) Seja m # n. Como
/o sen[(n + 1)0]sen|(n + 1)6]d6,

integrando duas vezes por partes, segue que

n+1
m—+1

n+1
m—+1

(Un, Up) = ( )2 /07r sen[(n + 1)]sen[(m + 1)0]df = (

12
Como m # n, entao (i) # 1. Logo, (Un, Up) = 0.
m+ 1

Observagao 2.3 Os zeros de Uy(x) sao os pontos onde

sen[(n+1)8] =0, para 0 <6 <,

ou seja, sao dados por
km

:n—i—l’

Hk /{:1,2,...,7L.

Logo os zeros de U, (z), n=1,2,..., sao pontos representados por

k
xnk:cos( W) k=1,2,...,n.
’ n+1

Além disso,como T,,(z) = cos(n arccos x) entdao T, (x) = sen(n arccos x)

Portanto, os zeros de U,_1(x) sdo pontos de mdzimo e minimo de T, (z).

)2 (Un, Up,) -
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_ U_8(x)

o I
< //<\ M1 =
AN

SN BT — U_6%)

) e

| -

Figura 2.8: Gréficos dos Polinomios de Chebyshev de 2% espécie Us(x), Us(x), Uqz(x) e
Ug<$>

2.4.6 Polindmios quase-ortogonais

Nesta secao vamos apresentar alguns resultados relacionados a uma classe de polino-

mios conhecidos na literatura como polinémios quase-ortogonais. Para maiores detalhes

sobre os resultados a seguir, vide [7], [8] e [21].

Definigao 6 Um polinomio Q(x), nao identicamente nulo, € chamado polindmio quase-

ortogonal de ordem n+ 1 se, e somente se, o grau do polinémio Q(x) é no mdzximo n+ 1

e

Observe que os polinémios ortogonais P, (x) e P,1(z) sdo polindmios quase-ortogonais

de ordem n + 1. Com base em |[7]| tem-se o seguinte resultado:

Teorema 15 Seja {P,} uma familia de polinémios ortogonais sobre [a,b] com respeito a
fungdo peso w(x). E necessdrio e suficiente para o polinomio J,(x) de grau n ser quase-

ortogonal de ordem r sobre |a,b] com respeito a w(x) que
In(x) = coPp(z) + 1 Py () + -+ + ¢, Py (),
onde 0s ¢;’s sao numeros que podem depender de n e cyc, # 0.

Quando r > 1 o polinémio quase-ortogonal .J,,(x) nem sempre tera todos os seus zeros

em (a,b). Porém pode-se provar o seguinte resultado visto em [21].
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Teorema 16 Se J,(x) € quase-ortogonal de ordem r sobre [a,b] com respeito a fun¢do

peso positiva w(x), entdo no minimo n — r zeros distintos de J,(x) estdo no intervalo

(a,b).



CAPITULO

3

Polinémios Self-Inversive

Neste capitulo serao apresentados conceitos basicos relacionados aos polinomios self-

inversive. Para este estudo, as principais referéncias utilizadas foram [9], [15], e [17].

3.1 Introducao

Seja z — P(z) um polinémio de grau n, n > 1, dado por
P(z) =ag + a1z +ag2® + -+ a,2" = Z a2 = a, H(z —zj), a; €C (3.1)

k=0 j=1

cujos zeros 2, € C, k=1,2,...,n.

Definigao 7 Associado ao polinémio P(z) considere o polinomio P*(z), dado por

* n 1 - n - n— — - n— — - *
P*(z) ==z P(E)—aoz + a2 1+~-'+anzzakz k:CLoH(Z_Zj)7 (3.2)

: L . .
cujos zeros z; = — 8ao 0s “inversos” conjugados dos zeros z;.
Z .
J

Defini¢ao 8 Dado P(z) = Zaizi um polinémio de grau n. Se existir u € C, |u| = 1,
i=0

tal que P*(z) = uP(z), entao P € chamado de self-inversive.

Observagao 3.1 Sejam zy, 22, 23, . . . , 2, zer0s do polindomio P(z). Pela igualdade P*(z) =

uP(z), pode-se ver que se P é self-inversive, entio todo zero de P € também zero de P*.

1
Definigao 9 Se P(z) = z"P (—), P(z) é chamado de auto-reciproco (palindromico).
z

Além disso, se os coeficientes de P(z) forem todos reais, P(z) é chamado de polinémio

auto-reciproco real.

39



3. Polinémios Self-Inversive 40

Observe que os polindmios auto-reciprocos reais representam um caso especial dos
polindmios self-inversive, ocorrendo quando v = 1 na Definicao 8. Desta forma, serao
apresentados alguns resultados relacionados aos polinémios self-inversive, que também
sao validos para os polindbmios auto-reciprocos reais.

n
Note ainda que, se P(z) = E arz®, aj, € C ¢é auto-reciproco (palindrémico), ou seja,
k=0
n 1 e
P(z)=2"P 2 entdo ap = a,_, k=0,1,... n.
Teorema 17 Sejam P(z) e P*(z) polinomios de grau n definidos em (3.1) e (3.2), res-

pectivamente. Entao,
a) qualquer zero de P(z) em |z| =1 € também zero de P*(z);

b) se todos os zeros de P(z) encontram-se em |z| > 1, ou seja, P(z) nao tem zero no

disco unitdrio, entao P*(z) possui todos os seus zeros em |z| < 1;

¢) supondo que P(z) possuip zeros em |z| < 1, entao P*(z) tem n—p zeros em |z| < 1.

Exemplo 6 Sejam os polinémios P(z) = 42° + 2* — 8.52% — 14.52% — 82 — 2, onde seus
zeros sao zyg = —0.75 — 0.662, z; = —0.75 + 0.6617, 29 = —0.37 — 0.331, 23 = —0.37 4+ 0.33¢
ez =2 e P*(z) = —22° — 82* — 14.52% — 8.522 + 2 + 4, com zeros 2§ = —1.5 — 1.324,
2z = —=1.5+1.32¢, z5 = —0.75 — 0.661, 25 = —0.75 — 0.667 e z; = 0.5. Nas ilustragoes

abaizo € possivel observar a localiza¢do dos zeros dos respectivos polindmios.

e 3

15 20
Figura 3.1: Localizacao dos zeros do po- Figura 3.2: Localizagao dos zeros do po-
lindmio P(z) = 42°+2%—8.52%—14.52*— lindmio P*(z) = —22° — 82* — 14.52% —
8z — 2. 8.522 4+ z + 4.

Veja que |z;] =1, i=0 el e pelo item a) do Teorema 17 o polinémio P*(z) também
terd dois zeros no circulo unitdrio, a saber os zeros zy e zi. E pelo item c) do Teorema
17 pode-se notar que P(z) possui quatro zeros em |z| < 1. Seque que P*(z) deve possuir

um zero em |z| < 1.
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Exemplo 7 Considere os polinomios P(z) = 2i2°+iz*+323+ (14 3i) 2% +iz—3, onde seus
zeros sao zg = —1.41 — 0.51¢, z1 = —0.57 + 0.567, 2o = —0.11 — 1.034, z3 = —0.68 — 0.29:
ezs =092+ 128 e P*(2) = —32° —iz* + (1 — 3i)2% + 322 — iz — 2i, com zeros z =
—0.8740.861, 27 = —0.62—0.227, z; = —0.1——-0.95¢, 25 = 0.364+0.517 e z; = 1.23—-0.53:.

Figura 3.3: Localizacao dos zeros do po- Figura 3.4: Localizacao dos zeros do po-
linomio P(z) = 2iz° +i2* + 32 + (1 + linomio P*(z) = —32° —iz*+(1—-31)23+
3i)2? + iz — 3. 322 — iz — 2.

Pelo item ¢) do Teorema 17 pode-se notar que P(z) possui dois zeros em |z| < 1. Seque

que P*(z) deve possuir trés zeros em |z| < 1.

O valor do polinémio P*(z) no circulo unitario é dado por

. B n . 1 doeine(_l)n n » B ‘ ‘
P* 10y | | 0 — | | 0 5 — zn6‘P —i0 '
(6 ) o (6 z ) 2122 N Zn jl(e Z]) ‘ (6 )

Assim, |P*(e?)| = | P(e")].

n
Teorema 18 Se P(z) = Z arz®, an # 0, entio as sequintes afirmacées sio equivalentes:
k=0

a) P ¢é self-inversive;

1
b) a,P(z) = apz"P (:> para cada nimero complexo z;

N

c) g = uan_x, k=0,1,2,... n, onde |u| = 1.

Demonstracao: a) = b) Note que

P =a ] (5-72)=a [0 - 25) = a1l = 22)(1 = 22)(1 = 22) -+ (1 - 23,).

<
Il

—
<
Il

—
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7o - a2 ((E-9) - (-(-9)
= (L) (L) (L 2).

Agora, utilizando a justificativa da Observagao 3.1 segue que

Assim,

Pi(z) = m(zl—Z)(Z2—Z)(23—Z)"'(Zn—2)

= m(Z — 21>(Z — 22)(2 — 23) N (Z _ Zn)

Através de uma das formulas de Viéte segue que

e assim

an,P(z) = apz"P G)

b) = c¢) Para pontos em |z| = 1 temos que |P*(z)| = |P(z)|. Assim, de
1

apz" P (—) ' ,
Z

pode-se concluir que |a,| = |ag|. Tem-se que u = o onde |u| = 1. Como a, P(z) = agz"P (
Qo

@, P(2)] =

| =
~_

segue que
u(ag + a1z + agz + -+ + ap2") = (G + @p12 + -+ @ 2"+ ap2").

Logo ay = ua,,_y, para todo k =0,1,2,...,n.
¢) = a) Note que P*(z) = 2"P (1) = @p2" +@2" ' + - - + @,. Como @, = ua,_; para
todo k=0,1,2,...,n, tem-se P*(2) = ua,z" + ua, 12" + -+ + uag = uP(z). Sendo

|u| =1, o resultado segue da Definicao 8.

n
Teorema 19 Seja P(z) = Zakzk, a, # 0 um polinémio self-inversive. Entao,
k=0

G, [nP(2) — 2P'(2)] = apz""' P! <1)

z

nP(z)
2P'(z)

e

— 1‘ =1 para cada z em |z| = 1.
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n

Demonstragao: Seja P(z) = Zakzk um polindmio self-inversive. Pelo Teorema 18

k=0
segue que

a,P(z) = aoz”@. (3.4)

Derivando tal expressao em relagao a variavel z segue que

1
o nP/ - -2
) apz (2)(2 )
= / n 1 n—1 1
= za,P'(2) =nayz"P |- ) —apz" P (=]
z z

Substituindo a equagao (3.4) na equagao acima tem-se

anP'(2) = nagz" ' P (

| =

Q| =

0,P'(2) = 1, P(z) — ag=" ' P (_>

1
= Gpz" P (—) = a,nP(z) — a,zP'(2)
z

= Gu[nP(z) — 2P'(2)] = aoz"_l@.

Isso mostra a primeira parte do teorema. Agora tomando o moédulo na expressao acima

e z no circulo unitéario, sabe-se que |P*(z)| = |P(z)| e, consequentemente, |a,| = |aol.

1
agz" P! <j) ‘ )
z

Como |a,| = |ag| e |a,| # 0, implica que agz""'P’ (1) # 0. Dai,

Assim é obtido o resultado, pois,

|an[nP(2) — 2P'(2)]| =

|@n||InP(z) — 2P'(2)] [nP(z) — 2P ()|

WP @] rer
InP(z) — zP'(2)| 9 nP(z) — zP'(2) _q
|P'(2)] P(z)
= |z1%—1‘=1 25523—1:1.
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3.2 Sequéncia de polin6mios

Definicao 10 Dado o polinémio P(z), considere a sequéncia de polinomios P;(z) definida

n—j
por Pj(z) = Zamzk, onde Py(z) = P(z) e
k=0
P, = ad Pi(z) — a? P i =0,1 —1 35
i1(2) = ag ' Pi(2) — a,;” ; Pf(2), j J1,....n (3.5)

com Pj(z) = P*(2).

Da igualdade (3.5) segue que os coeficientes de Pj;;(z) satisfazem a relagao de recor-
réncia dada por

&](341) _ &(()j)al(cj) _ a9 g9 (3.6)

k=0,1,....n—1—j5 e 5=0,1,...,n—1.
Definicao 11 Em cada polinomio da sequéncia P;(z), o termo constante a(()j) € um ni-

mero real que serd denotado por 0;. Desta maneira, seque que

2

N2
W2,

§ip1 = MY = ‘aéj)

comj=0,1,2,....,n—1.

Lema 2 Se o polinomio Pj(z) tem p; zeros no interior do disco unitdrio e §;41 # 0, entao

Pia(2) tem

pi, se 0iy1 >0
Pj+1 = { o o (3.7)
n—j—pj, se 0j41 <0

zeros em |z| < 1. Além disso, os zeros de Pji1(2) sao os mesmos zeros de Pj(z) em
|z] = 1.

Demonstragao: Primeiramente serd mostrada a validade deste resultado para o caso
que 5j+1 > 0.
Note que se 9,41 > 0 tem-se
- . .
b1 =af " = lag P — Ja;L;* > 0.
Logo, |ag’| > |,/
Sabe-se que |P*(z)| = |P(z)| para todo z no circulo unitario. Entao

0P () <laPi()l,  z€Ci={zeC|]z]=1}. (38)
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Como Pji1(z) = Pj(z) = aéj)]%(z)—affzjﬂ*(z), j=0,1,...,n—1, segue pelo Teorema
de Rouché que o polinémio Pji1(z) tem o mesmo nimero de zeros no disco unitério que
d(()j)Pj(z), ou seja, Pjy1(z) possui p; zeros no interior da curva C.

Agora se 5j+1 < 0, é possivel verificar, pelos mesmo argumentos acima, que
o Pi(2)| < o), P ()], z€C. (3.9)

Como Pji1(z) = Pj(2) = d(()j)Pj(z) - aiﬁjP;(z), j=0,1,... )= 1, segue novamente
pelo Teorema 3 que Pj; tem a mesma quantidade de zeros que agl ;PF (2) no interior de
C. Ja que Pj(z) possui p; zeros no interior de C, pelo Teorema 17 tem-se que P;(z) possui
n —j — pj zeros em |z| < 1. Portanto, Pj;;(2) possui n — j — p; zeros em |z| < 1 quando
5j+1 < 0.

Para finalizar, note que todos os zeros de Pj(z) na curva C, que também sao zeros de
P;(2), sao zeros de Pj;1(2) em C, de acordo com a equagio (3.5)

Veja ainda que das desigualdades (3.8) e (3.9), qualquer ponto no circulo unitario que

nao é zero de Pj(z), também nao é zero de Pj;1(z). O que demonstra este lema.

O

Exemplo 8 Seja P(z) = 2% + 322 + 0.375z + 0.04, onde seus zeros sio zy = —2.87,
21 = —0.06 — 0.09i e zo = —0.06 4 0.09:. Como |z;| <1 parai =1 e 2 temos, pelo Lema
2, que Pi(z) = —0.2552% —2.9852 — 0.9984 tem n— j —p; zeros em |z| < 1 jd que §;11 < 0,
ou seja, Pi(z) possui 1 zero no interior do disco unitdrio. De fato os zeros de Py(z) sao
2y = —11.36 e 21 = —0.34.

Figura 3.5: Localizagao dos zeros do polindmio P(z) = 23 + 322 + 0.3752 + 0.04.

-10 -8 -6 -4 -2

Figura 3.6: Localizagao dos zeros do polindémio P;(z) = —0.2552% — 2.985z — 0.9984.
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Lema 3 Seja P(z) um polindmio com coeficientes reais. Se P(z) tem q zeros em |z| < 1,
entdo P,_,+1 = 0. Em particular, se P(z) tem todos os seus zeros no disco unitdrio, entdao

Pl(Z) =0.

Demonstracao: Pelo Lema 2, P,_,.(2) tem os mesmos zeros que P,_,(z) no circulo
unitéario. Utilizando o mesmo raciocinio é possivel dizer que esse polindmio tem os mesmos
zeros que P,_,_; em |z| = 1. Usando o mesmo argumento sucessivas vezes, segue que
P,_4+1(2) tem o mesmo ntimero de zeros que P(z) no ciculo unitario, ou seja, P,_,+1(2)
tem ¢ zeros em |z| = 1, mas P,_,11(%) é um polinémio de grau menor ou igual a ¢ — 1.

Logo ele deve se anular.

3.3 Zeros de polinbmios self-inversive

Teorema 20 Se P é um polinémio self-inversive, entao P’ mao tem zeros no circulo

unitdrio, exceto os zeros multiplos de P.

Demonstracgao: Seja P um polinémio self-inversive de grau n, onde 21, 29, 23, . . . , 2, 820
zeros de P e todos simples. Suponha por absurdo que exista & um zero de P’ de modo

que |{] =1 e & # z para todo i = 1,2,...,n. Pelo Teorema 19 sabe-se que

2P'(z2)
nP(z) — zP'(2)

=1,

§P'(E)
nP(§) — EP(E)

para z em |z| = 1. Assim 1 = ’ = 0, o que é um absurdo. Portanto P’

nao possui zeros em |z| = 1.

Agora suponha que P possua um zero r de multiplicidade m > 1. Assim,
P(z) = (z —1)"Q(2)

e entao

P'(z) =m(z —r)"7'Q(2) + (z = 1)"Q'(2).
Logo, P'(z) = (z — )™ 1 mQ(2) + (z — r)Q’'(2)]. Como,
mQ(r) + (r —r)Q'(r) = mQ(r) # 0,
decorre que r € zero de multiplicidade m — 1 de P’.
O

Exemplo 9 Considere P(z) = —22* 4+ 32% + 322 + 32 — 2 € note que P € self-inversive,
com zeros zg = —0.63 —0.771, zy = —0.6340.772, 2o = 0.42 e 23 = 2.33. Pelo Teorema 20
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tem-se que P'(z) = —82%+ 922 + 6z + 3 ndo possui zeros em |z| = 1, visto que os zeros de
P sao zeros simples. De fato zj = —0.28 — 0.371, 2} = —0.28 4 0.37i e 2z, = 1.69, como

mostra a figura a sequir.

Figura 3.7: Localizacao dos zeros do po- Figura 3.8: Localizacao dos zeros do po-
lindmio P(z) = —22*+323+322432-2. lindmio P'(z) = —82% 4+ 92 + 62 + 3.

O préximo exemplo, trard o caso em que o polinémio self-inversive P tem um zero
com multiplicidade maior do que 1 no circulo unitario e, consequentemente, este também

serd um zero de P’.

Exemplo 10 Seja P(z) = 325 — 425 + 221 — 223 4 222 — 42 + 3 self-inversive com zeros
2o = —0.69 + 0.727, 2y = —0.69 — 0.727, 20 = —0.39 — 0.93¢, 23 = 0.36 + 0.937, 24y = 1
e zs = 1. Note que z =1 é um zero de multiplicidade 2 de P. Assim, pelo Teorema 20,
2/ =1 também é um zero de P'(z) = 182° — 202" 4 82% — 622 + 42 — 4. De fato, seus zeros

sao zp = —0.36 — 0.55¢, z; = —0.36 + 0.55¢ 25 = 0.41 — 0.574, 25 = 0.41 4+ 0.57i e z) = 1.

Figura 3.9: Localizacao dos zeros do po- Figura 3.10: Localizagao dos zeros do
linomio P(z) = 32% — 425 + 22* — 223 + polindmio P’'(z) = 1825 — 202" + 823 —
222 — 4z + 3. 622 + 4z — 4.

O proximo resultado pode ser encontrado com mais detalhes em [17].
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n

Teorema 21 Se o polinémio P(z) = E arz®,  an #0, € um polinomio self-inversive,
k=0

entio P tem o mesmo nimero de zeros em |z| < 1 que o polindmio

i
L

Hi(2) =[P ()] =Y (n—k)a,_z"

e
i

Isto é, P e P’ possuem o mesmo nimero de zeros em |z| > 1.

Exemplo 11 Seja o polinémio P(z) = 225 +42° +2.52* + 323 +2.522 + 42 + 2 com zeros
20 = —1.69, 21 = —0.58, 2z = —0.45 — 0.89, 23 = —0.45 + 0.89%, 24 = 0.59 — 0.87 ¢
25 = 0.59 + 0.8i. Assim, [P'(2)]* = 42° + 52* + 923 + 1022 + 20z + 12, onde seus zeros
sao dados por z), = —0.88 — 1.1i, z; = —0.88 4+ 1.14, 25, = —0.71, 2}, = —0.62 — 1.29i ¢
2y = 0.62 4 1.29¢ . Pelo Teorema 21, P e [P'|* possuem a mesma quantidade de zeros
em |z| < 1. De fato, P tem um zero em |z| < 1, a saber z; e [P'(2)]* tem um zero z, em
2| < 1.

Figura 3.11: Localizagao dos zeros do Figura 3.12: Localizagao dos zeros do
polinémio P(z) = 225 + 425 + 2.52% + polinémio [P'(2)]* = 425 + 52 + 92% +
323 +2.522 + 4z + 2. 1022 + 202 + 12.

Teorema 22 (Cohn) Seja P(z) um polindémio self-inversive de grau mn. Suponha que
P(z) tenha exatamente T zeros no circulo unitdrio (contanto suas multiplicidades) e exa-

tamente v pontos criticos no disco unitdrio (contando suas multiplicidades). Entao
T=2v+1)—n.

Para maiores detalhes ver [12] apud [9)].

O proéximo resultado é consequéncia do resultado anterior.
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n

Teorema 23 Seja P(z) = E arz®,  an, #0, um polindmio de grau n. P(z) possui
k=0

todos os seus zeros em |z| = 1 se, e somente se, P(z) € self-inversive e todos os zeros de

P'(z) estao em |z| < 1.

Exemplo 12 Seja P(z) = 62° + 52* + 32% + 322 + 52 + 6. Consequentemente, P'(z) =
302 + 2023 + 922 4 62 + 5. Pelo Teorema 7, P’ possui todos os seus zeros em |z| <1 e
como P € self-inversive, pode-se concluir pelo Teorema 23 que todos os zeros de P estdo no
circulo unitdrio. De fato, seus zeros sao zyg = —1, z1 = —0.53 — 0.8414, 2o = —0.53 4 0.841,
23 =0.62 —0.78 e z4, = 0.62 — 0.78:.

Figura 3.13: Localizacao dos zeros do Figura 3.14: Localizagao dos zeros do
polindmio P(z) = 62°+52*+323+32%+ polinomio P’'(z) = 302* + 2023 4+ 922 +
5z + 6. 6z + 5.

Observe que todos os resultados estudados para polinémios self-inversive sao validos
para os polindémios auto-reciprocos reais, visto que todo polinémio auto-reciproco real é
self-inversive, como ja foi mencionado anteriormente.

O proximo resultado pode ser encontrado em [15] apud [20].

Teorema 24 Seja P(z) = Zakzk, a, # 0, um polinomio de grau n. P(z) possui
k=0

1
todos os seus zeros em |z| = 1 se, e somente se, a,g) =0, k=0,1,....,n—1 e todos os

zeros de P'(z) estao em |z| < 1.

Note que os Teoremas 23 e 24 sao equivalentes, pois um polindémio é self-inversive se,

1
e somente se, a,g =0
n

De fato, se P(z) = Zakzk é self-inversive entao pelo Teorema 18 tem-se que a =

k=0
Uk, k=0,1,2,...,n, onde |u|] =1 e pela equagao (3.6)

o _ - =
Qg = Qo Ay Ay — ke

= UA,AE — GpUG

= 0,
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(1)

k =0,1,...,n — 1. Por outro lado, se a;’ = 0, tem-se que apay = ana,—i. Veja que se
k = 0 obtém-se |ag|? = |a,|?, isto &, |ag| = |an|. Logo
Qp, _ Qnp,
ap = —ay_p, onde, |—| =1.
ap agp

Portanto, pelo Teorema 18 P(z) & self-inversive.

Exemplo 13 Seja P(z) = 42° + 32 + 223 + 222 + 32 + 4. Logo, P'(z) = 202* + 1223 +

622 + 4z + 3. Obeserve que, pelo Teorema 7, P' possui todos os seus zeros em |z| < 1 e
(1)

ainda temos que ay,’ = 0 para todo k = 0,...,4, pois
ay) = laol* — Jasf* = 3 =3 =0
agl) = apa; —asas =4.3—4.3=0
a?) = Gpas —azay =4.2—4.2=0
o) = Goaz —asin=42—-42=0
afll) = aga4 —asa; =4.3—4.3=0.

Assim, pelo Teorema 24, conclui-se que todos os zeros de P se encontram no circulo
unitdrio. De fato, zo = —1, 21 = —0.5 — 0.89, 2o = —0.5 + 0.867, 23 = 0.62 — 0.78: e

z4 = 0.62 + 0.78¢, como mostra a figura a sequir.

Figura 3.15: Localizagao dos zeros do Figura 3.16: Localizagao dos zeros do
polinémio P(z) = 4254321 +223 4222 + polinémio P’(z) = 202% + 1223 4 622 +
3z +4. 4z + 3.



CAPITULO

Z

Resultados Sobre Algumas Classes de

Polinémios Auto-Reciprocos Reais

Neste capitulo serao estudadas duas classes especiais de polindémios auto-reciprocos

reais, dadas por

RS\)(Z):1+/\(2+z2+...+zn—1)+2n, AeR

SN () = Zsil)‘,)czk, com sfi()) =sM =1¢
k=0

s&l = 14k, k:1,2,...,{gJ, se n é impar,
)

Spi = L+kA k= 1,2,...,%—1, 551)7‘31/2: g)\, se m é par.

Algumas propriedades do polinémio R (z) ja foi objeto de estudo de [4] e [16], onde
foram determinadas condigoes necessarias e suficientes para que todos os zeros de R%A)(z)
estejam localizados no circulo unitario.

Com relagao ao polinémio 57(1)‘)(2), em [12| os autores apresentam um estudo sobre o
comportamento dos zeros destes polinébmios no caso em que n é impar. Além disso, para

OS CaSoS em que

2
2<A<2+ — se LgJ é fmpar,

3]
2 2
A=———eA=2+— se {gJ é impar,

5] 5]

os autores nao obtiveram resultados, sendo problemas considerados em aberto. Porém

no final deste capitulo, serao apresentadas respostas para tais problemas em aberto e

51
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) A )
também um novo resultado sobre o comportamento dos zeros de 57(1 ) quando n é par,

generalizando o resultado de [12].

4.1 Algumas propriedades do polinémio R%A)(z)

Com base nos resultados encontrados em [22], serdo apresentadas algumas proprieda-
des do polinémio Rf{\)(z) de grau n, n > 1.

A sequéncia de polinémios {Rﬁf‘)} é gerada pela relagao de recorréncia de trés termos
RO (2) = (2 + DRV (2) — anpizRY (2), n>1, (4.1)

ondeR(()A)(z)zl, RE/\)(Z):Z—FL ag=2-X#0, AeR e a,=1, n>3.
De fato,

RM(z) = (z+1DRM(2) — aszR(2)
= (+1)(=+1)—-(2-XN):z
= 14+ \z+ 22

Logo para n = 1, a relagao é valida. Suponha que a relagao de recorréncia seja verdadeira
para R,(f‘)(z), n > 2. Note que

ROL(2) = (24 DR () = anpazRL, (2)
= Z+D)[I+Az+224+ -+ 2" D+ =21+ Az + 22+ 2" + 2
= 1+ AMz+22 442"+ 2"

Teorema 25 Para todon > 1, os dots polindmios consecutivos R e Ré’\ll nao tém zeros

em comuim.

Demonstracao: Primeiramente note que R,({\)(O) =1#0,n>1
Suponha por absurdo que existe w € C tal que R (w) = R (w) = 0. Assim por
(4.1), RV (w) = (w+ 1)RY (w) — agwR(())‘) (w), e entdo w = 0. O que é um absurdo, pois
D) £0,n>1.
Portanto Rg)‘)(z) e Rg’\)(z) nao tém zeros em comumn.
Agora seja n > 2 e suponha que Rff_)l(z) e R,({\)(z) nao tém zeros em comum. Se
) (w)y=0¢e Rff‘_)l(w) # 0 temos, novamente por (4.1),

RO (w) = —ap1wRLY, (w) # 0.

Portanto, R (z)e R&Zl(z) nao tém zeros em comum. O teorema fica provado por indugao

sobre n.
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Teorema 26 Os zeros de Ré’\)(z) sao os autovalores da matriz de Heissenberg inferior
de ordem n

-1 2=X 0

-1 1-X

-1 1—-X 0

HM = &+

-1 1-X0 --- 10

-1 1=

-1 1-X0 --- 00

Demonstragao: Observe que

z+1 A—=2 0

—z z+1 -1
0 -z z+1 .- 0

RWM(2) = det
0 0 o - z4+1 -1
0 0 o - —z z+41

Assim,
RN (2) = det(z4, — By),
onde

1 0 -1 2—-X 0

—1 0 —1 1

0 -1 1 0 0o -1 0
1 0 -1 1
-1 1 0 -1

sao matrizes de ordem n.

Note que A,, é nao singular. Entao,

RWN(2) = det(A,)det(z] — A'B,,).

n

Sendo detA, =1 e

10
11

= 11100
111 10




4. Resultados Sobre Algumas Classes de Polinémios Auto-Reciprocos Reais 54

pode-se ver que Rs{\)(z) ¢ o polindmio caracteristico da matriz de Hessenberg inferior
A _
HY = A-'B,.

Portanto, os autovalores da matriz H" sio os zeros do polinomio R’ (2).

4.2 Zeros de Rff}(z)

Utilizando a mesma notagao de [13], sejam a = (aj,as,...,a,_1) € R"! e

L:R"! — R uma funcao definida por

com uma permutacao o em {1,2,...,n — 1} tal que

A1y < Go2) < -+ < Go(n—1)- (4.2)

n—1
a) Se n é par, entao L(a) := Z

Jj=1

aj; — ag(%) .

n—1
b) Se n & impar, entdo L(a) := Z la; — yl, para todo y € [a,( ), ag(n)]-
j=1

Defini¢ao 12 O nimero m(a) € definido por m(a) := as(jz7) e o nimero m(a) € dado
por m(a) 1= a,(»}). Observe que quando n ¢ par m(a) = m(a).

Veja alguns exemplos das defini¢oes acima.

Exemplo 14 Seja o polinémio P(z) = 228+52"+62%+32°+424+323+622+52+2. Logo,
a sequéncia a = (ay, as, az, ay, as, ag, ay) € R” € dada por a = (5,6,3,4,3,6,5). Assim, de

(4.2) seque que

Uo(1) = 3 < o2) = 3 < g3 = 4 < Go(a) = 5 < Ao(5) = 0 < ag6) = 6 < ag(r) = 6.

7
Como n € par tem-se que m(a) = m(a) = aga) =5 e L(a) = Z ’aj — o] =T
j=1

Exemplo 15 Considere o polinémio P(z) = 425 + 5z + 723 + 722 + 52 + 4. Logo, a
sequéncia a € R* é dada por a = (5,7,7,5). Assim, de (4.2) seque

Ug(1) =9 S lo2) =0 < A3y =7 < aga) = 7.

Neste caso, como n € impar, tem-se que m(a) = ay2) = 5, M(a) = ag3 = 7 e
4

L(a) = Z la; —y|, para todo y € [5,7], ou seja, L(a) = 4.

J=1
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Lema 4 Seja R,(f‘)(z) =1+ ANz+22+--+2""1) + 2" um polindmio auto-reciproco real

de graun e

!
1 k
Alm(z) = E a,(CA)zk, com [ natural e a](:‘) = ’ par
k=0 A—1, k impar,

n—2
k+2)(n—(k+1

B, (z) = Zbkzk, com ka( +2)(n—(k+ ))7

k=0 (n—1)

n—3 (k+2)(n—1—k) k

I Tr A par
Cns(z) = chzk com ¢ = { An—1)
n ) (k+1)(n—1—(k+1)) p
P — 501 .k impar.

1) Sen é impar, z = —1 € um zero de R%A)(z) e ,(f)(z) =(z+ 1)Afl’\21(z).

2
L ,m>1 z=—1¢€um zero de Rﬁf\)(z) de
n—1 n—1

multiplicidade 3 e RELA)(Z) = (2 +1)3C,_3(2).

2) Sen € impar e A =

3) Sen épare N =2,n>1 2z = —1 ¢ um zero de Rg‘)(z) de multiplicidade 2 e
() = (24 124 (2).

4) Sex=—2-n>12=1¢um zero de Rg{\)(z) de multiplicidade 2 e R,({\)(z) =
(2 —1)?B,_»(2).

Demonstragao:
1) Observe que =z = —1 é =zero do polindmio Ré’\)(z). Assim,
n—1
,(l)‘)(z) = (24 1)D(z), onde D(z) = dezk. Agora note que
k=0

n—1
RV(z) = (z+1)) di2*
k=0

= (z+1)(do+dyz+doz* + -+ dp12"")
= dyz+di 22+ doP o dy 1 dyFdir+de o+ dy 2!
= do+ (do+di)z+ (di +do)2* + -+ + (dpo — dpr)d" " + dp12".

Comparando os coeficientes dos polinomios dos lados esquerdo e direito da igualdade

anterior segue que

do = 1, do"‘dl = )\, d1—|—d2 = )\, te dnfg—i—dnfl = A [§ dn,1 =1.

Logo,
4 — 1, k par
A—1, k impar.

Portanto D(z) = A,(f‘_)l(z), ou seja, Rgf\)(z) =(z+ 1)Afffl(z).
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2) Pelo Lema 4 item 1) temos que RSV (2) = (z + 1)A(’\) (2), onde

n—1

n—1
1 k par
AW () = apzt, ap = ’
n1(2) ;’f g A—1, k impar.

2
n , n > 1, é possivel observar que AEL’\_)I(—I) = 0. Assim é possivel

Sendo A\ =

n p—
n—2
reescrever Agl’\_)l(z) na forma Afffl(z) = (2+1)E(2), onde E(z) = (2 + 1) Zekzk.
k=0
Observe que

n—2

AN ) = E+D)) et

k=0
= (z+1)(eg+e1z+e2® + - +ep_92"?)

2 -1 2 -2
= epzte 2"+ tep 02" degt ezt e+ ep02”

= eyt (eo+e1)z+ (e1 + 62)22 + -+ (ep_3 — en,g)zn_2 + e, 02" L.

Comparando os coeficientes dos polindémios dos lados esquerdo e direito da igualdade

acima segue que

—-1-k
—(n ), k par
o — (n—1
ke (k+1 ki
impar.
Agora observe que E(—1) = 0. Logo, com os mesmos argumentos anteriores,

T(z) = (24 1)F(z) onde

(k+2)(n—1—k)

n—3 2(7’L 1) 7 " P
) _
F(z) =) fid¥, com f, = (k+Dn-1-(k+1)
k=0 a 2(n—1) 7 P

ou seja, F(z) = C,,_3(z). Portanto,

RY(2) = (z+ DAY, (2) = (2 + 1)2E(2) = (2 + 1)*Cp_3(2).

n

3) Note que z = —1 é zero de R,(f)(z) =1+4+2(z+2%+---+2""!)+ 2" quando n é par.

n—1
Assim Rg)(z) = (z+1)G(2), onde G(z) = ngzk. Logo,
k=0

Rff)(z) = (z+1)(90 + g2+ 9222 + -+ gnf12’"71)

= g2+ g+t g gt gzt g

= got(go+ag)z+ -+ (G2 + Gn1)2""" + gnr 2"
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Comparando os coeficientes dos polinomios do lado esquerdo e direito da igualdade

acima segue que g, =1 k=0,1,...,n— 1.

Agora observe que z = —1 também ¢ zero de G(z) = 1+ 2z + --- + 2" %, Logo,
n—2

G(z) = (z+ 1)H(2), onde H(z) =Y hy2". Assim |
k=0

Giz) = (z+1)(ho+h1+-+hy2)
= hoz+hi22+ -+ hy 12" +ho+hiz+- -+ hy12" 1
= ho+ (ho+h)z+ -+ (hyg+h, )2+ hy 2™

Comparando os coeficientes dos polindémios do lado esquerdo e direito da igualdade

acima segue que
1 k par
hy, = 5 D
A—1, k impar,

logo H(z) = Aglzz(z). Portanto, Rff)(z) =(z+1D)G(z)=(=2+ 1)2Af}22(z).

2
Note que z = 1 é um zero de Pu(l ”’1)(2) =1-

—1 n :
0 1(2 z ) z SSim,
2

n—1
podemos escrever R,(l_ﬁ (2) = (2 —1)L(z) onde L(z) = Zlkzk. Assim
k=0
(—=20),
R, (2) = (z+D)lo+lL+-+1l2)
= loZ + l122 + -4+ ln_lz" — lQ — llz — s — ln_lzn_

= ~lo+{lo—l)z+ 4 (lna+ 1)z + 112"

1

Comparando os coeficientes dos polindémios do lado esquerdo e direito da igualdade

acima segue que

—~
N
~—
I

—14 () o (B2) 2

Observe também que z = 1 é zero de L -

logo L(2) = (z — 1)Q(2) onde Q(2) = ¥ qpz*. Assim,
k=0

L(z) = (z=Dl@o+qz+ -+ 22"

= Q@+t G —qo— @F—— G2

= —qo+(@—q)z+ + (Gns+ 22"+ g o22""".
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Comparando os coeficientes dos polindmios do lado esquerdo e direito da igualdade

acima segue que
(k+2)(n—(k+1))
(n—1) ‘

qr =

Logo, Q(z) = B,—2(z). Portanto, R;ﬁﬁ)(z) = (2= 1)L(2) = (2 — 1)®B,,_»(2).

O resultado a seguir pode ser encontrado em [13].

n

Teorema 27 Seja P(z) = E a;z" um polindémio auto-reciproco real de grau n com a, > 0
i=0

ea=(ap,as,...,a,1).

1) Suponha m(a) + L(a) < 2a,.

a) Se P(1) > 0, entdo todos os zeros de P estio no circulo unitdrio. Neste caso existem

. T 2
pelo menos 2 zeros da forma e com —— <0 < —.
n n

b) Se P(1) <0, entio P tem zeros reais 3> 1 e 371 e 0s outros zeros estao no ciculo

unitdario.
2) Suponha m(a) > L(a) + 2a,. Entao, uma das sequintes afirmagoes é vdlida.

a) Todos os zeros de P estao no circulo unitdrio. Quando n € impar existem 3 ou 5

~ —1 1
zeros da forma € com u <fh< M
n

. Quando n € par —1 € zero com

multiplicidade 2 ou 4.
b) P tem zeros reais B < —1 e 371 e 0s outros zeros estio no circulo unitdrio.

Os resultados anteriores vistos neste capitulo serao de suma importancia para a de-
mosntragao do proximo teorema, que se encontra em [4]. Serdo dadas condi¢oes necessarias
e suficientes para que todos 0S ZEeros do polindémio
Rg{\)(z) =14+ ANz+224 -+ 2") + 2" estejam em |z| = 1.

Teorema 28 Os zeros do polinémio R,(l)‘)(z) =1+Az+22+ - +2" ) +2" NeER, de

grau n > 1, estao no circulo unitdrio se, e somente se,

. 2
Z) -1

< A<2sen € par;

2
) —— <A< 2 XL .
i) n_l_)\_ + ] se n é impar

n J—
Demonstracgao: Primeiramente serao feitas algumas consideragoes que sao vélidas para

n arbitrario.
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Pelo Teorema 27, a = (\, A, ..., ), m(a) = m(a) = Xe L(a) =0. Sem(a)+ L(a) <2,
ou seja, A < 2, como RYY(1) =24 (n—1)A > 0 quando A > —
n—

[ segue do item 1) a)

do Teorema 27 que todos os zeros do polindémio R,(f)(z) estao no circulo unitario quando

<A<2. (4.3)

2
Além disso, se m(a)+ L(a) =A< 2e Rgf\)(l) =2+ (n—1)A<0,isto &, A < — |
n p—

Y

RV (2) tem um zero em (1, +00). De fato,

lim RV (2) =24+ (n—1DA<0e lim RW(z) >0,

z—1 z——+00

ou seja, Rﬁf‘)(z) muda de sinal no intervalo (1, +00). Este caso é descrito no item 1) b) do

Teorema 27.

i) Agora se n é par e A > 2, ou seja, (m(a) > L(a) + 2), Rg‘)(z) tem um zero real em
(—o0, —1). De fato,

lim RM(z) >0e lim RMV(2) =2—- X <0,

Z——00 z——1

isto é, existe uma mudanga de sinal de R,(IA)(Z) em (—o0, —1). Observe que as con-
sideragoes acima sao descritas no item 2) b) do Teorema 27.
Portanto, se n é par, os zeros do polindémio Rq({\)(z) estao no circulo unitario se, e

somente se, ——— < A < 2.
n—1

i1) Sera mostrado agora o caso em que n é impar.
Se A > 2, isto &, m(a) > L(a) + 2, considere as seguintes situagoes:

2
a) Se A > —nl, R;)‘)(z) possui um zero real em (—oo, —1). De fato, pelo Lema 4 item
n J—

1), R;)‘)(z) =(z+ 1)A£L’\_)1(z). Assim,

n—1

lim Afl’\jl(z) >0e lim Afl’\zl(z) =n— A <0,

Z——00 z——1

isto é, Af{\_)l(z) muda de sinal no intervalo (—oo, —1) e, consequentemente, RELA_)l(z)

tem um zero real em (—oo, —1), como esperado do item 2) b) do Teorema 27.

2
b) Se\ < - fl’ como R,({\)<Z) =(z+ 1)A,({\_)1(z),
-1
lim AN () >0e lim AW (2) =n— 2o 0,

Z——00 z——1

ou seja, A;’\_)l(z) nao muda de sinal em (—oo, —1). Logo, todos os zeros de Rg{\)(z)

estao no circulo unitéario, como esperado do item 2) a) do Teorema 27.
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2
c) Se A= —nl, pelo Lema 4 item 2), Ré’\_)l(z) = (2 +1)3C,_3(2). Além disso,
n J—

lim C,_3(z) >0e lim1 Cr_3(z) >0,

z—+—00 Zz—r—

isto ¢, ndo ha mundanca de sinal de U(z) no intervalo (—oo, —1) e Rﬁf\)(z) possui

todos os seus zeros no circulo unitario, como descrito no item 2) a) do Teorema 27.

Analisando os trés itens anteriores, podemos concluir que

2
2< <2 . 4.4
<24 — (4.4)
Portando, de (4.3) e (4.4) é possivel concluir que RS{\)(Z) possui todos os seus zeros

n
em |z| =1 se, e somente se, ———— < A < 1 quando n é fmpar.
n —

O

Exemplo 16 Considere o polindmio Ré)‘)(z) =S+ AP+ P2+ + z) + 1. Pelo

A
Teorema 28, seque que os zeros de Ré )(z) encontram-se em |z| = 1 se, e somente se,

2
—— < A< 2. A Figura 4.1 ilustra a localizagao dos zeros de Rél)(z) que sao zgp = —0.9 —
0.43t, 21 = —0.9 +0.43¢, 2o = —0.22 — 0.97¢, 23 = —0.22 + 0.97¢, 24 = 0.62 — 0.78 ¢

25 = 0.62 4+ 0.78i. Note que os zeros de Rél)(z) encontram-se em |z| = 1, pois para X =1

a condicao do Teorema 28 € satisfeita. Jd no caso da Figura 4.2, pode-se observar que

nem todos os zeros de Réﬁl)(z) =

D — (P + 2+ 22+ 224 2) + 1 encontram-se em |z| = 1,

pois a condicao estabelecida através do Teorema 28 nao € satisfeita, visto que A = —1. De
fato, os zeros de RSV(2) sio 2, = —0.84 — 0.52i, 2, = —0.84+0.52i, 2, = —0.11 — 0.9,

2 = —0.1140.99, 2z = 0.51 e z{ = 1.94.

10

051

I
-10 -05

Figura 4.1: Localizacao dos zeros do po-
linomio RY)(z) = 28 + (2 4 24 + 23 +

224 2)+ 1.

—05F

=10

P
0.5

L
10

Lof-e
d 05
L e e g gl
-10 -05 : 05 10 15 20
. o5
~10] ®

Figura 4.2: Localizacao dos zeros do po-
linomio RSV (z) = 26 — (25 4+ 24 + 2% +

224 2)+ 1.
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Exemplo 17 Seja o polinémio Ré’\)(z) =22+ A (2" + 2%+ 27+ 2) + 1. Através do Te-

A
orema 28, seque que 0s zeros de Rg )(z) encontram-se em |z| = 1 se, e somenle se,

1
—5 <A< 3 A Figura 4.3 mostra a localizagdo dos zeros de RéQ)(z) , que sao dados por

20 = —1, 1 = —0.8 +0.58¢, 20 = —0.8 + 0.58i, z3 = —0.3 — 0.957 e z4 = 0.3 + 0.95:.
E facil ver que os zeros de RéQ)(z) encontram-se em |z| = 1, pois para X = 2 a condi¢do
do Teorema 28 € satisfeita. Jd no caso da Figura 4.4, pode-se notar que nem todos os
zeros de Rég)(z) =254 3(2* + 23+ 2% + 2) + 1 encontram-se em |z| = 1, pois a condigdo
estabelecida através do Teorema 28 nao € satisfeita, quando A = 3. De fato, z{) = —1,
2y =—1.88, 2, =0.2+0.97i, 2 = —0.2 — 0.97i e zj = —0.53.

1.0+ °
10——o
[ ]
0.5:
Ry - * T -15 -1.0 -05 L 0.5 1.0
. —05 -05-
1ol * 10/ —®
Figura 4.3: Localizacao dos zeros do po- Figura 4.4: Localizagao dos zeros do po-
linomio R (2) = 2% + 2(2* + 23 + 2% + linomio RY)(2) = 2° + 3(2* + 23 + 2% +

z) + 1. z) + 1.

Observagao 4.1 Observe que quando a condi¢cao do Teorema 28 nao € satisfeita, isto
é, A estd fora dos intervalos descritos nos itens i) e ii) do Teorema 28, R,(f‘)(z) POSSUL
sempre dois zeros reais, visto que neste caso a fung¢do polinomial possui uma mudanca de

sinal e como R,({\)(z) € auto-reciproco real, sabe-se que se z, € R € zero de Rgf\)(z) entao

seu inverso — € R também serd. Veja os casos:
Rk

1
a) Se X € (—o0, %), 7({\)(2) tem dois zeros positivos z e — e 0s outros estao locali-
2
zados no circulo unitdrio.
b) Se A € (2,4+00) (caso par) e X € (2+ -2+, +00) (caso impar), RS (z) tem dois zeros

n—17

. 1 . o
neqgativos z, € — € 0s outros zeros estao localizados no circulo unitdrio.
<k

4.3 Propriedades e zeros de Wé”(x)

Considere a transformacao

1/2 —1/2 .
x—x(z)—%, onde z=¢Y, 0<6<2n.
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Tal transformacao foi primeiro usada por Delsarte e Genin em [10] e depois usada
também por Zhedanov em [24].
Pode-se ver que
e0/2 4 o=0/2  cos (g) + isen (g) + cos (g) — isen (g) (0)
=cos| = |.

)=y 2 2

Observe que para 6 € [0,27] entdao z € [-1,1] e z = z(x) = 22? — 1 + 2zv/22 — 1. Seja

WN(z) := 272 RW(2), n>2.

7

Note que se z = ¢ & zero de R,(f)(z) entao xp = cos (f) é zeros de W,V (x).

Vamos mostrar que
WM () = Up(z) — (1 = N)U,_a(x), (4.5)

onde o polinémio U, (z) é o polinémio de Chebyshev de 2% espécie definido no Capitulo
2. De fato,

R,,(l)‘)(2> = 1+)\(Z+Z2+"'+Zn71)—|—zn

= (24 4+ 2+ A=Dz(z 4 +2"2)
anl _ 1 anl _ 1
T N P
z—1 +( )2 z—1
(n+1)/2( »(n+1)/2 _ —(n+1)/2
_ 2 1(2 z ) A1)
21/2(z1/2 — z-1/2)
n/2(,(n+1)/2 _ ,—(n+1)/2
2" (% z
= ( ) +(A—-1)

/2 _ ,—1/2

Z(n—l)/2<z(n—1)/2 _ Z—(n—l)/2)
A2(Z1/2 — 12
Zn/?(z(n—l)/Q _ Z—(n—l)/Q)

/2 _ ,—1/2

1/2 | —1/2 0
Como = = z(z) = % = cos (5),

(n+1)/2 _ —(n+1)/2
-n A (Z i )

2RV (z) = pSYP Ry +(A—1)

sen((n+1)6/2)

-1

sen(60/2) +A-1)

= Un(z) — (1 = NU,—2(2).

(2172 _ =(n-1)/2)
/2 _ 12
sen((n —1)0/2)
sen(60/2)

Em [19], encontramos a rela¢ao U, (z) — U,_o(z) = 2T,(x), onde o polinémio T,,(z) é o

polindmio de Chebyshev de 1* espécie definido no Capitulo 2. Entao,
W (x) = AU, (x) + 2(1 — \) T (). (4.6)

Sejam Ty, 1, Tn2;s - -, Tnp € Tno21, Ln—22; - - -, Tn—2n—2 0S zeros de Uy, (x) e U,_a(x), res-

pectivamente. Sabe-se pelo Teorema 10 e pelas defini¢oes de U, (z) e U,_a(x) vistas
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no Capitulo 2 que os zeros de U,(z) e U,_o(x) sdo reais, simples e estao localizados
no intervalo [—1,1]. Além disso, pelo Teorema 12, seus zeros sdo simétricos com res-
peito a origem. Deste modo é suficiente considerar somente os zeros postivos, isto é,
Tpl > Tp2 > " > Tp|nj2] € Tn—21 > Tp—22 > *°° > Tp-2|(n-2)/2] Pelo Teorema 11

sabe-se que seus zeros satisfazem a propriedade de entrelacamento:

Tp1 > Tp—21 > " * > Tp—2|(n—2)/2] = Tn,|n/2]

Observe pela equagao (4.5) e pelo Teorema 15 que o polindémio WM (z) € um polinémio
quase-ortogonal de ordem 2 com respeito a funcdo peso w(z) = v/1 — 22 sobre [—1,1]
quando A # 1. Além disso, pelo Teorema 15, Wé’\) (z) tem no minimo n — 2 zeros reais
distintos em (—1,1) para A # 1.

Note agora que w(x) = w(—=x). Entéo, pelo Teorema 12, WT(L’\)(—a:) = (—1)" £ (x) e

consequentemente, seus zeros reais sao simétricos com respeito a origem.

Sejam 5%’\),59), e ,57(1)‘) os zeros de W,S’\). Sendo os zeros reais de WTEA)(IL’) simétricos
em relagao a origem ¢é suficiente considerar no minimo 55’\) > fé)‘) > > € Ei)_2 /o] ZE€TOS

positivos. Observe que se n e impar, 5{2)/2j+1 = 0 é zero de W7(l)‘) (x), pois, pelo Lema 4,
2= —1¢ zero de RY)(2) quando n é impar e z(—1) = 0.
O proéximo resultado nos fornece a localizagao dos zeros do polindmio WM () para a

escolha do parametro A.

Lema 5 Para A\ € R tem-se os sequintes resultados sobre os zeros de Wi (x):

a) Se A = 1, WrgA)(x) = U,(z) e os zeros de W,EA)(QJ) sao reais, distintos e estao

localizados em (—1,1).

b) Se X\ # 1, no minimo n — 2 zeros de WM (x) sao reais, distintos e localizados em
(—1,1).

c) Se —

n— n— n—
localizados em (—1,1) quando n é par (impar).

2 2 2
T < A<2 | = < A<2+ 1) todos os zeros de Wy)(:p) estdo

d) Se A > 2 ()\ > 2+ ) , WM (x) tem 2 zeros complexos imagindrios puros

n—1
quando n € par (impar).

2
e) Se A=2(AN=2+ —1), x =0 € zero de multiplicidade 2 (3) de W () quando
n —
n € par (impar).

2

[ T= 1 ex = —1 sao zeros de Wy(f‘)(x).

f) Se)\:—n

2
g) Se X < 7 WM (x) tem dois zeros reais (5,9) e —f,f;)‘)) fora do intervalo [—1,1].
n —

Demonstragao:
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a) Se A =1, WM (z) = Uy (2). Como U,(z) ¢ o polinémio de Chebyshev de 2* espécie,

o resultado segue de suas propriedades.

b) Se A # 1 sabe-se pelo Teorema 15 que Wi (x) é quase-ortogonal de ordem 2. Entao,

pelo Teorema 16, segue o resultado.

c) Neste caso, pelo Teorema 28, sabe-se que Rg{\)(z) tem todos os seus zeros no circulo
unitario. Consequentemente, todos os zeros de Wflk)(:r;) estao em (—1,1). Observe
que z = 1 nao é zero de R%)‘)(z) e z(1) = z(—1) = 1 néo sao zeros de Wé)‘)(x(z))

Por esta razao considera-se o intervalo aberto (—1,1).

2
d) Se A >2 ()\ > 2+ —1> , pelo Teorema, 28 sabe-se que Rgf\)(z) tem 2 zeros negati-
n —

) 1 . o
vos 2 e 5y e n - 2 zeros no circulo wunitario. Pode-se escrever
z
k

z,(j) = —b, b> 0. Assim,

() (=0)"? + (=b)~'/

:C(Zk = 2
- 1
_ Z\/l_?—Fm
2
(b—1)i

Como |z,(€>‘)| = b, segue que

W) _
x(/g](g)\)) — |Zk | = ) Z: /BI(CA)Z
212
-1 '
Agora pode-se escrever R b > 0. Assim,
ke
1 (37 + (F)
i Vb
- vy
2
(=b+1)i

C2vh
- ()

Como |z,(€)‘)| = b, segue que

A
1 _ |Z](c)|_1> C AN
‘T — = — Z— k’ Z.
Z(/\) )
k AVAENS
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e) Neste, caso z = —1 ¢ zero de multiplicidade 2 (n par) e multiplicidade 3 (se n impar)
~D)Y2 4 (=172 —141
de Rﬁf\)(z). Observe que x(—1) = (=1) —;( ) = 2+ = 0. Assim, x = 0

¢ zero de multiplicidade 2 (3) de WM (z) quando n ¢ par (impar).

2
f) Se A = —— pelo item 4) do Lema 4, z = 1 é zero de multiplicidade 2 de Rgf‘)(z).

Observe que z(1) = z(—1) = 1. Assim, z = 1 e x = —1 sdo zeros de W,(L)‘)(x).

2
g) Se A < 7 pelo Teorema 28 sabe-se que Rg,,)‘)(z) tem dois zeros positivos, z,(g/\) e
n p—

1
——, € 0s n — 2 zeros no circulo unitario. Note que se zli)‘) € (1,+00) e - € (0,1),
“k

e
entao )
A A
&) = (") = o(—5) € (1,0).
2

A . . . .
Como os zeros de W,(L )(x) sao simétricos com respeito a origem, pode se concluir

que —&p ¢ zero de WM (x). Assim, W (x) tem dois zeros fora do intervalo [—1, 1].

U
. (1.5) B 1 (1.5) _ 1
Exemplo 18 Sejam Wy ' (x) = Ug(x) + §U7(x) e W (z) = Us(x) + §U6(x). Pelo

item ¢) do Lema 5, ambos polindmios possuem todos os seus zeros no intervalo (—1,1).

Observe a figura.

1
Figura 4.5: Graficos dos polinomios W' (z) = Uy(z) + §U7(9c) e W (2) = Us(z) +

1

—Us(z).
9 6(z)
Exemplo 19 Note que pelo item d) do Lema 5, Wi (z) = Us(x) + 2Us(z) possui dois
2eros imagindrios puros, onde os zeros de WS(B)(ZL‘) sao dados por zo = —0.91, z; = —0.67,
29 = —0.28, 23 = —0.351, z4 = 0.354, z5 = 0.28, 25 = 0.67 e z; = 0.91. Pelo item €) do

Lema 5, W7(_2) (x) = Uz(x) — 3Us(x) possui dois zeros fora do intervalo [—1,1], onde os
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zeros de W7(_2)(x) sao dados por zg = —1.15, z1 = —0.83, 20 = —0.46, 23 = 0, 24, = 0.46,

z5 = 0.83 e 2z = 1.15. Como pode-se observar nas figuras a sequir.

Figura 4.6: Localizacao dos zeros do po- Figura 4.7: Localizagao dos zeros do po-

linomio W (z) = Us(x) + 2Us (). linomio Wi~ (z) = Uy (x) — 3Us ().

O seguinte resultado pode ser visto de modo geral em [6] e [23].

Lema 6 Para A € R tem-se o sequinte resultado sobre os zeros de Wék)(:c) :
a) Se A < 1, x,; < 59) e Tp, < fﬁ’\) < Tpeopo1, T = 2,..., ng . Se N < —%,
5%’\)>1 ese—%<)\<1,§9)<1. Se)\:—%, 9):1.
b) Sel < A <2 (1 <A< 2+%) , en par (impar), T,_o, < {ﬁ’\) < Tpyy, T =

n oy
..., L?J —le étn/QJ < Tp,[n/2) < L.

2
c) SeA=2 ()\ =2+ 1) en € par (impar), T, 9, < fﬁ/\) < Tpp,r=1,..., ng—l

n —
el = 5{2)/% < T |nj2), W5to €, 0 € zero de multiplicidade 2 (3) de WT(L’\)(x).

d) SeX>2 ()\ > 2+ en € par (impar), T,_9, < fﬁ/\) < Tpgyr=1,..., EJ -1

n —

e o outro zero é 5[?@ = ﬁ@)ﬂjl

e Qo ) £ (N)
Demonstracao: Sejam %,1,%n2,. .-, Tnny Tno21;Tn-22, - Tn—2n-2€ &, &, ..., &

os zeros de U, (z), U,_o(z) € WM (x), respectivamente. Tais zeros sdo simétricos com
respeito a origem e entao ¢é suficiente considerar somente os zeros positivos, isto €, x, 1 >
Tno > o> Topnja) > 0, Tnoog > Tnogo > -+ > Tn_gmozyz >0e N >N > s
572/1)2,((%2)/% > 0. Sabe-se que os zeros de U,(z) e U,_o(x) satisfazem a propiedade de

entrelacamento. Logo,
Tp > Tpo21 >+ > Tp_2|(n—2)/2] > Tn,|n/2] > 0.

Além disso, quando n é impar, gf;\z)/2j+1 =0 6 zero de WM.
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a)

Para A < ler =2,...,|2|, e considerando WY(L)\)(Z> = Up(z) — (1 = N)U,—2(x)

e analisando o comportamento das fungoes polinomiais de Chebyshev de 1* e 22

espécies tem-se que

sinal (WM (2p,41)) = —sinal(Un—o(zp,41)) = (=1)"

sinal WM (2, _9,)) = sinal (U, (2n_2,)) = (—1)".

. A . . . .
Assim, Wi )(a:) possui uma mudanga de sinal no intervalo (z,,,Z,—2,-1), Ou seja,

existe um zero de Wé’\)(x), 7(/\), r=2,..., L%J , tal que z,, , < 59) < Tp—g,-1. Além
disso

sinal(Wé)‘) (2n1)) = —sinal(Up—2(zp1)) = —1
e

lim WY (x) = 4o0.

T—-+00

2
Assim, 59) é zero de W,S,A)(x) e Tp1 < 59). Se A < 7 do item g¢) do Lema 5
n —

2
segue que 59) > 1. Se -7 < A< 1, doitem ¢) do Lema 5 segue que 59) < 1.

2
Se A = — 7 do item f) do Lema 5 segue que §§A) =1.
n J—

2
Paraospréximoscasosl<)\<2,)\:2e/\>286népare(1</\<2—|——1),
n_

2 2
(>\I2+ 1>e()\>2+ 1) se n é (impar), ou seja, para A > len > 1
n— n—

r:l,...,L%J—ltem—se:

sinal(WN(z,,,)) = sinal(Un—(zp,)) = (=1)"

sinal WM (2, _9,.)) = sinal(U,(2,_2,)) = (=1)".

Logo existe um zero de Wn(’\), fﬁ’\), r=1,..., ng — 1 tal que z,_2, < f,(f\) < Ty

Além disso:

Sel <A< 2en par, parar = |n/2]:

sinal(WéA) (xn—Q,Ln/Qj ) = (= 1)%1

sinal(WMN(0)) = (=1)"? Lsinal (2 — N).

Assim se 3 ¢é par,

sinal (WM (20, nj2))) = —1 e sinal(WM(0)) = 1

n
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e, para 1 fmpar,

sinal (WM (2,9, nj2))) = 1 e sinal (WM (0)) = —1.

Assim, existe ffi)m, zero de Wy)(x), tal que 0 < 5{2% < T, |nj2)-

Sel< A< 2+

i = 2]:
— ©n impar, para 7 /2]

sinal(WN (@, 1n2))) = (—1)/21

W) =o.

Entao, é necesséario analisar o comportamento de [WéA)(O)]’ . Primeiramente observe
que,
(W (@) = AUn(2)] + 2(1 = N)[Tu(2)]"

n

Da relagao vista em [2]|, [T),(x)] = nU,_1(z), tem-se que
(WM ()] = AU ()] + 20(1 = \)[Up—1 ()]

logo,
[WN0)] = A[Un(0)] + 2n(1 — A)[Up—1(0)]. (4.7)

Note que A € (1, 2+ 1) ;assim, 1—\ < 0. Desta maneira basta analisar [U,,(0)]’

n R
e U,-1(0). Como n é impar, pode-se ver facilmente que

(Un-1(0)) = (=D)L

Agora, por [19], sabe-se que Uy () = — [Ty (z)]. Assim,
U] = —[T(0)"
n+1
= ! 2t
— n + 1 2n+1-

Mas, da referéncia [19] segue que
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> ‘
n-1 n+1 J

trrz = (=1)2 Z ( 9 )(n_1>
j:@ J 2

Assim, [U,(0)] = (=1)"% (n+1) = (—1)["/2/(n+1). Portanto, voltando na equacao
(4.7) tem-se que

desta maneira,

WM = M=D"2(n+1) 4 2n(1 = X)(=1)"2
= (=) (N1 —=n)+2n)

= (-~ 1) <2 T A) .

n—1

Como (n — 1) (2 + % — )\) > 0, segue que

sinal (WM (0))) = (=1)v/2,

Assim, WM (x) é uma fungdo crescente (decrescente) numa vizinhanga do ponto
A)

r = 0 quando |5] ¢ par (impar). Consequentemente, §fn Ja) € zero de WY (x) e

N
0 <&/9) < Tn,ln/2)-

2
c) Se A =2 ()\ =2+ 1) e n é par (impar), para r = |n/2], tem-se pelo Lema 5

n _
que ffz)/zj = 0 é zero de multiplicidade 2 (3) de WM (x) e 0= 5{2)/% < T |nj2)-
2 . S\
d) SeA>2[A>2+ 7 ) enpar (impar), do Lema 5 segue que gtn/QJ = ﬁ[n/ZJZ é
n —
zero de W\ ().

O

1
Exemplo 20 Sejam, Us(x), Wg(l/z) = Ug(x) — §U6(3:) e Us(x). Entao pelo item a) do

Lema 6, x5, < 57(}/2) < Tgr_1, T = 2,...,4. Observe os grdficos abaizo.
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_— U_8(x)

—_— W_8(x)

E U_6(x)

- %Um) o Us(x).

Figura 4.8: Graficos dos polinomios Us(x), W8(1/2) = Us(x)

Exemplo 21 Sejam Uy(x), W9(1'7) = Ug(z) 4+ 0.7U;(x) e Uz(x). Pelo item b) do Lema 6,
Ty, < 57(}'7) < zg,, r=1,...,3. Observe a figura.

j N
N LA L e
- W \
AN /\’\ /0/,,5/ // | \\ H‘ 10
L

_ U_7(x)

Figura 4.9: Gréficos dos polinémios Uy (), 51’7) = Uy(z) + 0.7U;(z) e Uz(x).

O proximo resultado pode ser visto de forma geral em [6].

Lema 7 Todo zero positivo f,(f\), de WV (x) parar =1,..., LgJ , € uma func¢ao crescente

de 1 — X (fungao decrescente de \ ).

Demonstracao: Sejam ¢ > 0 e

Wi (x) = Un(z) = (1 = X+ €)Un—2(2),
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tal que seus zeros s@o representados por 59)(6) > fgk)(e) > - > @({\)(e). Note que
D=0 e
W (@) = W) = eUna(@).

Assim, W, (&) = —€U,_a ﬁ’\)) e entdo, para € > 0,

sinal(W) (€M) = —sinal(Up—2(€V)) = (=1)"

€

devido as propriedades de entrelacamento. Assim, considerando os zeros reais de WT(L);) (x),
tem-se que fﬁ’\)(O) < fﬁ/\)(e). Portanto, fﬁ/\) ¢ uma funcao crescente de 1 — \ e, consequen-

temente, uma fungao decrescente de \.

U

2 2 2
Teorema 29 Para ] <A<2 (n par) e e <AN<2+ —3 (n impar), os

zeros de R,(f‘)(z) sao representados por zr(l’\,z = eien),\g" r=1,...,|n/2] (n par) er =

L,...,[n/2] + 1 (n impar), com 0,92 = 2arccos(£7€A)), onde 57(«’\), r=1,...,(n/2| (n par)

er=1,...,|n/2] +1 (n impar), sao os zeros positivos de WM (x). Além disso,

0< 6%

( ) )
n.1 < 9,,172 < e < 9”7LR/2J S 7T,

)

/241 = (quando n é impar) e 0,({\2 € uma fung¢ao crescente de .

Demonstragao: Como 59) > 55’\) > e > 5{2)/% e ) = 2arccos(§7(f\)) ¢ uma fungao

)

decrescente no intervalo [—1, 1], segue que

) @Y M)
O S en,l < 07),,2 < c < 0n7|-n/2j S .
Quan(i(\)) n é impar, z = —1 é zero de R,(IA)(,Z). Para z = —1 tem-se z(—1) =0 = ffi)/zjﬂ,
logo 9"7[”/% =T. X
Para \; < Ag, pelo Lema 7 segue que é’ﬁ 3) > fﬁ)"“). Assim, como 978)‘2 = 2arccos( 9))
é uma fungao decrescente no intervalo [—1,1], tem-se que 6’5:‘5) < 05:‘7’?). Portanto, para

Aj < Ak, 97({,\7?) < 02’,\7’?). O que mostra que 672)‘,,) é uma funcao crescente de \.

O
2 (\) . . ) 1
Teorema 30 Se \ < 7 n > 1, Ry’ (z) tem dois zeros positivos z; "~ e ok onde
n— 2
() 1 L N - L
2 € (1,400) e - € (0,1). Além disso, z;"’ € uma fun¢do decrescente de A e - ¢
z 2

uma fungao crescente de \.

2
Demonstragao: Sejam € > 0, A+ € < 7 (garantindo a existéncia de dois zeros
n E—
positivos) e
R,(f‘g(z) =1+A+e)(z+22 4+ 2"+ 2",



4. Resultados Sobre Algumas Classes de Polinémios Auto-Reciprocos Reais 72

onde seus zeros sao representados por z,(;\)(e) e . Note que z,(j) = z,(c’\)(O) e

2 ()
RMN(2) = RV (2) +e(z 4+ 22+ +2"7Y).

Assim,

e entao, para € > 0,

1
sinal (R(A) (—)) = 1.
n,€ ey
2k

) 1 1

Assim, Zl(:\) (0) > zl(CA) (€), 0 que mostra que 2, ¢ uma funcado decrescente de A e <

1
o que mostra que ol ¢ uma funcao crescente de \.
“k

2
Teorema 31 Se A\ > 2 (quando n € par) e A > 2+ " > 1 (quando n € impar),
n—

1 1
1(1>\)(Z) tem dois zeros negativos z,(:‘) e oy onde z,i/\) €(—1,—oc0) e B € (—1,0), além
Pk k
1
,(C’\) € uma func¢ao decrescente de \ e oyl € uma fungao crescente de \.
“k

disso, z

2
Demonstragao: Sejam ¢ > 0, A +¢€¢ > 2 (n par) e A\+¢€ > 2+ — (garantindo a
n _—

existéncia de dois zeros negativos) e

RN(z) =1+ (A+e)(z+ 22+ +2"71) + 2",

n,€

onde seus zeros sao representados por z,(:‘)(e) e . Note que z,(;\) = ZI(CA)(O) e

A
2 (e)

Assim

e entao, para € > 0,
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Assim, z,(g’\) (0) > z,i’\)(e), o que mostra z,(:‘) ser uma funcao decrescente de A. Consequen-
temente, ol é uma funcao crescente de \.
“k

O

Teorema 32 Se A > 2 ()\>2—|—
n_

1) , en € par (impar), os zeros imagindrios :i:ﬁ,i’\)i
de W,V (x) sdo fungoes crescentes de .

Demonstragao: Pelo item d) do Lema 5, os zeros imaginarios iﬁ,?)i sao representados

por
(M) (M)
A zZ — 1 i A) - 1 z — ]_ . A) -
ooy = [ 12 (A> z:ﬁ,i)zex<w) (1= (A> T
24/ 12| “k 24/ 12|
P : () w_ -1 o _ -1
onde 2, é um zero negativo de Ry’ (z) e 8,/ = ——=—". Observe que 3,/ = ——=
A A
2y/122 2y/12,"]
¢ uma funcdo decrescente de A no intervalo (—o00,0). Assim, pelo Teorema 31, \; <

(M) (k)

A, implica que 2 >z (k)

by :
e, consequentemente, yc(,z,(g J)) < (2 *). Assim os zeros

imaginérios :I:ﬁ,(:‘)i de WV () sao fungoes crescente de \.

U

4.4 Classes especiais

Nesta secao serao apresentados alguns resultados quando A\ assume determinados va-
lores, como A =0, A\=1e A =2.

Sabe-se que os zeros de Rg{\)(z) estao localizados no 1° e 2° quadrantes e sao repre-
sentados por 27(1)\11 = eiGW’ r=1,...,[n/2] (npar)er=1,...,|n/2| +1 (n impar), com
6} = 2arccos(é™V), onde €N, r=1,..., [n/2] (npar)er=1,...,[n/2] +1 (n impar),
sd0 0s zeros positivos de W,V ().

Se A = 0, pela equagao (4.6) tem-se que
22RO (2) = WO (z) = T, (2).

(2r —1)m
2n ’
r=1,...,|n/2] (npar)er =1,...,[n/2] + 1 (n impar). Asssim , os zeros de R%O)(z)

0 -1(0)
fl,)f = e com

Pela Observagao 2.2, os zeros de Wi (z) sdo representados por €% = cos (

sao dados por z

2(2r —1 or — 1
‘9”03 = Qarccos(gﬁo)) _ ( 7"2 )7T _ ( r )7T‘
bl n n

Exemplo 22 Observe que os zeros de Réo)(z) = 2841, sdo dados por zy = —0.86 — 0.51,
z1 = —0.86+40.57, 290 = —1, 23 =1, 24 = 0.86 — 0.52 e z5 = 0.86 + 0.57.
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Figura 4.10: Localizagdo dos zeros do polinomio R{”(z) = 28 + 1.

Se A = 1, da equagao (4.5) tem-se que

22RW(2) = W (2) = U, ().

Pela Observacao 2.3, os zeros de W,El)(x) sao representados por 57(,1) = cos( TI 1),
n
r=1,...,|n/2] (npar)er=1,...,|n/2] +1 (n fmpar). Asssim , os zeros de R\’ (2)

30 dad L _ _ielh
sdo dados por z, ; = €7, com

2rm
,, arccos(§)) o

n,

Exemplo 23 Observe que os zeros de Rél)(z) =20+ 2+ 22+ 22+ 241, sao
dados por zg = —0.9 — 0.437, z; = —0.94 0.431, 25 = —0.22 — 0.97¢, 23 = —0.22 4+ 0.97¢,
2y = 0.62 — 0.78 e z5 = 0.62 + 0.78¢.

Figura 4.11: Localizagao dos zeros do polinémio Rél)(z) O e

Se A\ = 2, pela equagao (4.6) tem-se que

2R (2) = WP (2) = 2(Un(2) — Tu()).
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Os zeros de W,EQ)(x) sio representados por &P = cos (E) ro= 1,...,|n/2] e
n

583/2 |41 = cos (%) . Asssim , os zeros de Rg)(z) sao dados por sz,)f = eiOf,)r’ com

2rm 2
9,?7), = 2arccos(£Y) = - = L...,|n/2], e 95%)["/2J+1 = .
Observe que, se A =2 e n é par, do Lema 4 segue que z = —1 é zero de multiplicidade 2

de RV (x) e, consequentemente, 97(3)@ | = Qﬁn J2jag =TT

Exemplo 24 Observe os zeros de Réz)(z) =204+20° + 24+ 22+ 22+ 2) + 1. Como jd

foi mencionado z = —1, € um zero de multiplicidade 2. Os zeros de RéQ)(z) sao dados por

20 =—1,21 = —1, 20 = —0.5—-0.867, 23 = —0.5+0.867, 24 = 0.5+0.867 e 25 = 0.5—0.861.

Figura 4.12: Localizacao dos zeros do polinomio R{? () = 264+ 2(z5 + 24+ 23+ 22+ 2) + 1.

4.5 Zeros de 5’79)(2')

O comportamento dos zeros do polindmio auto-reciproco real

Nl

=1le

n,

3

SN () = Z sff,,)gzk, com snf‘()) = s
k=0

sff}{ = 1+k:)\,k:l,?,...,LgJ,senéimpar,
A) A
SO = 14k k=12, o, =

2—1, S 2)\, se n é par.
2 2

foi objeto de estudo por Kim e Park em [12], como j4 foi mencionado na introducao deste

capitulo. O resultado que se encontra em [12] é o seguinte:

n
Teorema 33 Seja P(z) = E aiz® um polindmio auto-reciproco real, onde n € impar e
k=0

ar=1+k\ k=12,..., [%J , com ag = a, = 1. Entao tem-se o sequinte:
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a) Se A < —ﬁ, entdo P(z) tem (2 %] — 1) zeros em |z| =1 e um zero em (0,1);
2

b) Se L ] < A <2, entao P(z) tem todos os seus zeros em |z| = 1;

c) Se2 < A<2+ ﬁ e | 2] ¢ par, entao P(z) tem todos seus zeros em |z| = 1;

n

d) SeA=2+ LEJ e | 2] € par, entao P(z) tem todos seus zeros em |z| = 1;
2

e) SeA>2+ L%J’ entdo P(z) tem (2 %] — 1) zeros em |z| = 1.
2

Note que Kim e Park em [12]| analisaram os zeros desta classe somente quando n é
impar. Com base nisto, sera estendido o resultado para a validade de grau n par. Além

disso, serao provados os casos que foram deixados em aberto pelos autores em [12| quando,

2<)\<2+%7 se L%J éimpar,)\:—ﬁe)\:2+ﬁse LgJ é fmpar .

Observe ai?lda a facilidade da demonst?agéo quando czomparado a demonstracao de
[12], pois os autores de tal artigo além de considerar somente quando n é impar, analisam
condigoes para A em cinco casos e com uma demonstracao extensa e cansativa. Aqui sera
ampliado para o caso em que n é par e analisados todos os casos possiveis para A com

mais eficiéncia e tornando a demonstragao mais “suave”, como segue.

Teorema 34 Os zeros do polindmio

snAll = 14k, kzl,Q,...,{%J, se n € impar,
sf;\,)f = 14k, k:1,2,...,g—1, sfl’\zl/z )\ se n € par,

estao no circulo unitdrio se, e somente se,

<A<2, se LgJ € impar;

) 2
g L%J
i) —

<A A<2+ , se LgJ € par. Além disso,

w.:‘ o
[

,_
|3
[

1
) ST(L’>)2+1( ) tem dois zeros positivos z, € (1,+00) e — € (0,1)
<k

1) Se)\€<— 00, an
e 0s outros zeros estao localizados no circulo unitdrio.
2) Se A € (2,4+00) ()\ € (2—1— nl/z,—i-oo)) e |2] ¢ dmpar (|2] par), Sr(z/)2+1( ) tem dois

zeros negativos z, € (—oo, —1) e — € (=1,0) e os outros zeros estao localizados no
%k
ctrculo unitdrio.
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Demonstracao: Note que, se n é par,
n/2+1 _ 1
z A 1 A
509 = (o ) B9 = B R ()

Assim, serdio analisados os zeros de R') nja_1(2) € Rn Ja11(2). Pelo Teorema 28 tem-se que

os zeros de Rfl /)2_1(2) estao localizados no circulo unitario e sao dados por

(1) )

Zn/271r_e /2 lr
4 2—-1 -2
onde 91(11/)27177“ = %, 7“:1,...,”/2 :n4 se g — 1 ¢é par, e
2—-1 2
r:l,...,n/2 +1:n1— ,seg—l ¢ impar, onde 0 < 07(11/)2 1 ST (considerando

apenas os zeros no 1° e 2° quadrantes, os outros zeros sao os complexos conjugados).
Neste caso, os zeros sao fixos, pois néo depende de A.

Pelo Teorema 28, os zeros de R" /2 +1( z) estao localizados no circulo unitario quando

2 n
——— <A< 2, se — éimpar,
nj2 = g ¢ 1P
2 2 n
——— < A<24 —, se — épar.
nj2 =" =T nn 2 °P
Além disso, se A € ( 00, —nl/2> Rq(j})ﬂl(z) tem dois zeros positivos z; € (1, +00)
e — € (0,1) e os outros zeros estao localizados no circulo unitario. Do mesmo modo,
2k

se A € (2,400) (g impar) e NE€ (2 - ni/z,—i—oo) (g par ), RS/)QH(,Z) tem dois zeros

negativos zp € (—oo,—1) e — € (—1,0) e os outros zeros estao localizados no circulo
o 2k
unitario.

No caso em que n é fmpar,
[n/2|+1 _ 1
_ (= N ) N
5i(2) = < 21 >RW?J+1( ) = By ()R (2).

Assim, serao analisados os zeros de R(Li)ﬂ ((2) e R(Ln J2)11(%). Pelo Teorema 28 tem-se que

os zeros de R(\_iz)/2 | (z) estao localizados no circulo unitario e sao dados por

(1) el

Znja)-1p = € HT,
2rm |n/2] n| . |n/2] "
ondeHLn/QJT:m,r: yoe g S€ {iJepar,er:L..., 5 —|—1,se\_§J

¢ fmpar, onde 0 < 9&)/2 |1 ST (considerando apenas os zeros no 1° e 2° quadrantes,

os outros zeros sao os complexos conjugados). Neste caso, os zeros sdo fixos, pois nao

depende de A.
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Pelo Teorema 28 os zeros de R(L;\L)ﬂ 141(2) estao localizados no circulo unitario quando

2
<A< 2se {gJ & fmpar,

[n/2]

_UjQJ <AN<2+ Lniﬁ se LgJ é par.

. . 2 )
Além disso, se A € ( 00, an) , R

n/2)+1(2) tem dois zeros positivos zj, € (1, +00)

e — € (0,1) e os outros zeros estao localizados no circulo unitario. Do mesmo modo, se
2

A € (2,400) (|2] impar) e X € (2 + m—%,qLoo) (2] par), R(L;\L)/QJH(Z) tem dois zeros

negativos zp € (—oo,—1) e — € (—1,0) e os outros zeros estao localizados no circulo

. . 2k
unitario.

Exemplo 25 Considere o polinémio
SV(2) = 28+ (14 A)2% + (14 202" +3A2% + (1 4+ 2022 + (1 + A\)z + 1. Pelo Teorema
34, seque que os zeros de Sé)‘)(z) encontram-se em |z| =1 se, e somente se, —3 <A <2

A Figura 4.13 ilustra a localiza¢ao dos zeros de Sél)(z) =20 4+2254+ 323 +222 42241
que sao zg = —0.8 — 0.58z, 2 = —0.8 4 0.58¢, zo = —0.5 — 0.867, 23 = —0.5 + 0.86¢,
2y = 0.3 —-0.95¢ e 25 = 0.3+ 0.95i. Note que os zeros de Sél)(z) encontram-se em |z| =1,
pois para A = 1 a condi¢ao do Teorema 34 € satisfeita. Ja no caso da Figura 4.14, pode-
se observar que nem todos os zeros de Séfl)(z) =20 — 2% —32% — 22 + 1 encontram-se
em |z| = 1, pois a condi¢ao estabelecida através do Teorema 34 nao € satisfeita, visto
que A\ = —1. De fato, os zeros de Sé_l)(z) sao 2z, = —0.65 — 0.754, z; = —0.65 + 0.754,

2y = —0.5 — 0.8617, 25 = —0.5 + 0.867, 23 = 0.58 e z{ = 1.71.

Figura 4.13: Localizacao dos zeros do Figura 4.14: Localizacao dos zeros do
polinomio SV (2) = 264225 43234222+ polinémio S V(z) = 26 — 24 — 323 —

2z + 1. 22+ 1.
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Exemplo 26 Seja o polinémio

Sé/\)(z) =224+ (1+N+ (1+20)2° + (1 + 2022 + (1 + M)z + 1. Através do Teorema
34, seque que 0s zeros de SE()’\)(Z) encontram-se em |z| = 1 se, e somente se, —1 < X < 1.
A Figura 4.15 mostra a localizagao dos zeros de Sél)(z) =254+ 224 + 334322 +22+ 1,
que sao dados por zy = —1, 2y = —0.5 — 0.86i, 20 = —0.5+ 0.86i, 23 = i € 24 = i. E
fdcil ver que os zeros de Sél)(z) encontram-se em |z| = 1, pois para X\ = 1 a condi¢ao do
Teorema 34 € satisfeita. Jd no caso da Figura 4.16, pode-se notar que nem todos os zeros
de Sé3'5)(z) =20 +4.52% + 823 + 822 + 4.52 + 1 encontram-se em |z| = 1, pois a condig¢io
estabelecida através do Teorema 34 nao € satisfeita, quando A\ = 3.5. De fato, z[ = —2,

2y =—1, 2z, = —0.5, 25 = —0.5 — 0.86i e zj = —0.5 + 0.86.

Figura 4.15: Localizagao dos zeros do Figura 4.16: Localizagao dos zeros do
polinémio SV (z) = 2542244 323+322+ polinémio S (2) = 25 + 4.52% + 82° +
2z + 1. 822 +4.52 + 1.

Como consequéncia do Lema 4 e o Teorema 34 tem-se os seguintes resultados.

Corolario 1 Considerando o polinémio Sf{\)(z), n >3 com n impar, tem-se que:

a) Se LgJ € impar,
S (=) = (2 + DALy (VR 1 (2);
n
b) Se LEJ ¢ impar e A = 2,

2
SD(=) = (2 + DAL 4 ()= + 1240, () = (2 + 1) (A0, () s

c) Se g ¢ par,

S(2) = (24 DR ()AL (2);

d) Se |—| épare =2,

2
SP(2) = (2 4+ DRy (DAL (2) = (2 + 1) (B (2))
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ni . B )
e) Se LiJ epare)\—Z—i-m,

(24 17 77)
Sn T(2) = (2 + 1R} (2)Claya ().

Corolario 2 Considerando o polinémio ST({\)(,Z), n > 2 comn par, tem-se que:
n
a) Se 3 ¢ par,

SV(2) = (2 + 2)214511}272@)/1@)2(@;

2
b) segépare)\:2+n—/2,

SI(2) = (2 + 1AL, 5(2)Chyama(2);

c) Segéz’mpare)\zl

SI(2) = (z+1)°R),_ ()AL, (2).

n

Corolario 3 Considerando o polinémio ST({\)(Z), n>2com\= —ﬁ, tem-se que:

a) Sen € par,

SM(z) = (2 = 12RY),_, (2) Bujz1(2);
b) Sen é impar,
S()‘)(Z) = (Z — 1)2R(Lil)/2j (z)BLn/QJ_l(z).

n



CAPITULO

5

Consideracoes Finais

Neste trabalho foram estudados varios resultados sobre a localizacao dos zeros de po-
lindbmios. No Capitulo 2 foram vistos resultados de forma geral sobre os zeros de um
polinémio, muito interessantes, visto que quanto maior o grau do polinémio maior a di-
ficuldade de controlar o comportamento dos seus zeros. Em seguida foram estudadas
propriedades dos polindmios self-inversive, utilizadas posteriormente na anélise dos ze-
ros de polindmios auto-reciprocos. No capitulo final foram estudadas duas classes de
polindémios auto-reciprocos reais R%A)(z) e 57({\)(2), onde foram apresentadas condigoes ne-
cessarias e suficientes para que todos os zeros de ambos os polinémios estejam no circulo
unitéario.

Nesta dissertacao foram obtidos novos resultados, como por exemplo, o Lema 5 e os
Teoremas 29, 30, 31, 32 e 34. Vale destacar que o Teorema 29 é um novo resultado que
mostra no minimo n—2 zeros do polinémio RS{\)(z) percorrendo o circulo unitario de modo
que o argumento de cada zero esteja ordenado conforme a pertubagao do parametro .

O Teorema 34 é um novo resultado que trata do comportamento dos zeros do polinémio
57(7,’\)(2’), sendo que o estudo deste polindnimo realizado pelos autores em [12] era somente
para grau impar e neste teorema foi estendido para grau par e provado os casos em aberto
deixados neste aritgo.

Convém destacar que esté sendo elaborado um artigo com alguns resultados apresenta-
dos no Capitulo 4, com o objetivo de publica-16s em uma importante revista internacional
da &rea de Matematica.

Os polinémios auto-reciprocos reais tém atraido muito o olhar de matematicos pela
maneira em que seus zeros se comportam, por isso as investigacoes destas classes tendem

muito a crescer.
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