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Resumo

A fisica nuclear tem como grande objetivo a descrigao dos niicleos atomicos e a matéria
que o constitui (nicleons). Para conseguir descrever de forma satisfatoria o sistema, di-
versos modelos foram desenvolvidos, por exemplo o modelo de gas de Fermi. Porém ¢ fato
que a maioria desses modelos nao consegue descrever com precisao todas as caracteristicas
da matéria nuclear. Para o caso de muitos corpos, o estudo da matéria nuclear é muito
complexo, sendo necessario a utilizagao de uma teoria de campos efetivos. Para abordar
essas questoes, Walecka propos um modelo dentro do escopo da Hadrodindmica Quéntica,
um modelo que estuda uma matéria tedrica formada por muitos hadrons, com densidade
barionica e densidade de energia bem definida. Esse modelo utiliza conceitos de teoria de
campos e mecanica estatistica permitindo o calculo de grandezas termodinamicas como a
densidade de energia e a pressao que o sistema exerce, tanto para temperatura diferente de
zero quanto para temperatura igual a zero. Para entao determinar essas grandezas termo-
dinamicas, serao utilizadas equacgoes teéricas que podem ser solucionadas numericamente
com técnicas de computacao. Para esse trabalho sera utilizado o software Mathematica,
onde foi feita a analise dos resultados e os graficos que os descrevem. Os resultados encon-
trados, por sua vez, demonstram como mesmo a temperatura igual a zero existe pressao
e energia para a matéria nuclear, como o esperado devido ao principio da exclusao de
Pauli. Observou-se também como a densidade de energia varia com a temperatura e com
o potencial quimico, influenciando a distribuicao de Fermi-Dirac nos resultados. Assim,
este trabalho explora o modelo de Walecka em detalhes, destacando suas particularidades
e sua relevancia para o estudo de sistemas nucleares complexos.

Palavras-chave: Fisica Nuclear, Hadrodindmica Quantica, Teoria de Campos Efeti-

vos, Mecanica Estatistica.



Abstract

Nuclear physics aims to describe atomic nuclei and the matter that constitutes them
(nucleons). Various models, such as the Fermi gas model, have been developed to provide
a satisfactory description of these systems. However, most of these models fail to accura-
tely capture all the characteristics of nuclear matter, particularly in many-body systems,
where the study of nuclear matter becomes highly complex, requiring the use of mean fi-
eld theory. To address these challenges, Walecka proposed a model within the framework
of Quantum Hadrodynamics. This model investigates a theoretical matter composed of
many hadrons with well-defined baryon density and energy density. It uses concepts from
field theory and statistical mechanics, allowing the calculation of thermodynamic quanti-
ties such as energy density and pressure, both at zero and non-zero temperatures. In this
work, these thermodynamic quantities were determined using theoretical equations solved
numerically with computational techniques. The Mathematica software was employed for
the analysis and graphical representation of the results. The findings demonstrate that
even at zero temperature, nuclear matter exhibits pressure and energy, as expected due
to the Pauli exclusion principle. Additionally, the study shows how energy density varies
with temperature and chemical potential, influencing the Fermi-Dirac distribution. Thus,
this work thoroughly explores the Walecka model, highlighting its specific features and
its relevance to the study of complex nuclear systems.

Keywords: Nuclear Physics, Quantum Hadrodynamics, Mean Field Theory, Statiscal

Mechanics.
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1 Introducao

A tecnologia nuclear é utilizada em véarias éreas, como na geragao de energia e na
medicina. O entendimento de sistemas nucleares faz parte da ciéncia de ponta e esta
relacionado diretamente com a inovagao tecnologica.

Existem muitos modelos cujo objetivo é explicar sistemas nucleares, um dos mais
robustos para a descricao de um sistema de muitos corpos é a chamada matéria nuclear
descrita por Walecka [1].

A matéria nuclear é considerada um sistema hipotético de muitos corpos, com uma
densidade bem definida. Para entender o funcionamento desse tipo de matéria, é necessa-
rio ter conhecimentos basicos sobre fisica nuclear, teoria de campos e mecanica estatistica.
Portanto, seu estudo é muito interessante para quem esta iniciando a entender esses as-
suntos e o presente texto tem como um dos objetivos esmiucar esses temas para auxiliar
os futuros estudantes de fisica nuclear.

Do ponto de vista quantico, a matéria nuclear pode ser descrita como um sistema de
infinitos nucleons (componentes do niicleo atémico), onde a interagdo nuclear pode ser
descrita por dois tipos de potenciais. Um potencial escalar de atracdo o (um mésonﬂ de
spin 0) que é o potencial mais forte até cerca de 1 fm (107'° m), porém para distancias
menores que 1 fm é utilizado um potencial vetorial repulsivo w,, (um méson de spin 1)
[1]. Como a intera¢do nuclear é muito mais forte que a interagao eletromagnética (ainda
mais quando sdo tomados infinitos nicleons), a interagao eletromagnética sera ignorada.
Também seré tomado o ntimero de protons Z iguais ao de néutrons N, de maneira que a
tnica forma de diferenciagao entre eles (a diferenga de massa é desprezivel) é pelo isospin.

J& do ponto de vista estatistico, a matéria nuclear pode sofrer variacoes de suas pro-
priedades termodinamicas (pressao, densidade de energia, etc.) devido a mudanga de
temperatura.

E possivel entdo determinar propriedades termodinamicas do sistema, tanto para tem-
peratura igual a zero (que sera feito a partir de equagdes de teoria de campos como a
definigdo de tensor energia-momentum), quanto para temperatura diferente de zero, a
partir de equacoes da mecanica estatistica como a distribuicao de Fermi-Dirac.

Antes de iniciar de fato o estudo das propriedades termodinamicas, sera necessaria
uma revisao dos principios fundamentais que estabelecerao essa teoria. Para entender
entao topicos de teoria de campos sera necessario entender primeiramente conceitos de
relatividade especial, bem como a mecénica quantica. Uma revisao de mecanica estatistica

e o formalismo do ensemble grande candnico, também sera feita.

Méson é um tipo de particula que faz parte da classe dos hadrons junto com os bérions, uma das
caracteristicas dos mésons é ter um spin inteiro e ser formado por um par quark-antiquark.
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2 Revisao Bibliografica

Antes de comegar, havera uma visitacao da teoria para facilitar o entendimento do
trabalho.

Seré feita uma revisao basica de relatividade com o intuito de explicar a base da teoria
relativistica utilizada, bem como a notacao de Einstein e as unidades naturais. Também
algumas defini¢oes de eletromagnetismo relativistico serao abordadas para descrever o
méson vetorial w),.

Apos entender a notacao relativistica, serao estudadas as equagoes que descrevem a
mecanica quantica do sistema, lembrando que serd analisada uma mecanica relativistica,
portanto a mecanica quantica também sera. Serao vistas trés equagoes muito importantes
para esse tipo de sistema, a equacao de Klein-Gordon, que seré utilizada para descrever
o méson escalar o, a equacao de Dirac, que seréd utilizada para descrever os férmions v, e
a equacao de Proca que baseada, no Eletromagnetismo, descrevera o méson vetorial w,,.

Por fim, o estudo foi inteiramente baseado em uma dindmica de muitos corpos mi-
croscopicos. Como tal, existirao macroscopicamente quantidades termodindmicas relaci-
onadas com a estatistica do sistema, como a temperatura, entropia, etc. Portanto, sera
feito um estudo intensivo dessas propriedades, para entao conseguir descrever matemati-

camente como a matéria nuclear sofre mudangas devido a temperatura.

2.1 Relatividade especial

Até meados do século XIX, acreditava-se que existia um meio invisivel que permeava
todos os corpos, chamado de éter. Era imaginado que as ondas eletromagnéticas eram
propagadas neste meio, a partir de transformacoes simples, como as transformacoes de
Galileu [2], poderia ser determinada a variagao da velocidade da luz.

Porém, conforme o experimento de Michelson-Morley [3] demonstrou, aparentemente
nao existe éter. Albert Einstein formulou alguns postulados para descrever entao uma
mecanica que considera velocidade da luz e a nao existéncia desse meio.

Os postulados sao [2]:

1. O principio da Relatividade: As leis da Fisica valem para todos os sistemas inerciaig’]

2. A velocidade da luz: A velocidade da luz é a mesma em todos os sistemas inerciais.

Para que ambos os postulados sejam respeitados, foi necessaria a criacao do que hoje

é chamado de transformacgao de Lorentz, que pode ser definida como [2]:

70 = (2" = prt)
7t =(xt = p°)

Kl
I
8

2Entenda, aqui sistemas inerciais como sistemas que mantém velocidade constante entre si.
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Bx°

Figura 1: Representagao grafica de dois sistemas de coordenadas inerciais S e S.
em que z', 2%, ¥ representam as coordenadas espaciais (sendo z' o eixo cujo o movimento
estd ocorrendo), e 2° a coordenada temporal (velocidade da luz multiplicada pelo tempo),

~ por sua vez é chamado fator de Lorentz e é definido por

1
v = —,1_—@ (1)

[ por sua vez é a velocidade do corpo dividida pela velocidade da luz. Por uma questao
de notacao, uma grandeza a qualquer ¢é escrita como a para um sistema de coordenadas
S e como a para um sistema de coordenadas S, ambos os sistemas sdo inerciais entre si.
Uma representagao grafica do problema pode ser vista na figura [I}

As transformagoes podem também ser escritas na forma matricial,

z° ¥y =B 0 0 20
| | v 00 !
2| | 0o 0 10]|]a
73 0 0 01 3

que, por sua vez, para compactar a expressao, pode ser escrita em uma tnica equacao,

3
=3 Aa”
v=0

onde a matriz transformacao de Lorentz A# é definida por,

vy -6 00

e I )
0 0 10
0 0 01

para suprimir ainda mais, seré retirada o simbolo de somatorio utilizando assim a notagao

de Einstein,
= Aba”. (3)
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As transformagoes definidas em demonstram como quatro grandezas inter-
relacionadas se transformam, o que permite a definicao de um conceito novo: o de quadri-
vetores. Quadrivetores sao como vetores comuns no espaco euclidiano, porém tém uma
componente a mais relacionada ao tempo. No caso proposto, o quadrivetor espacgo é dado

por,

— (2°,7) = (ct, @) (4)

onde ¢ é a velocidade da luz e t o tempo transcorrido. O espago em que sao trabalhados
os quadrivetores ¢ chamado espaco de Minkowski.
O quadrivetor velocidade pode ser calculado derivando pelo tempo a equagao (4]),
d
v = —at = (¢, U

o (¢, V)
porém essa grandeza nao é muito interessante, pois as transformagcoes de coordenadas
nessa base sdo muito trabalhosas [2]. Seréd introduzido entdo o quadrivetor velocidade
propria, onde a derivada do espaco é tomada em relacao ao tempo proprio 7, isto €, o

espaco do sistema S ¢ derivado pelo tempo do sistema S,

o L drda

_ - 5
dr dr at Y (5)

Com a defini¢ao de um quadrivetor velocidade propria, pode-se definir um quadrivetor

momento,
P = " (6)

o termo temporal (0) da equagao @ multiplicado por ¢, é chamado muitas vezes de massa
relativistica [2] pois representava inicialmente o que Einstein acreditava ser ao aumento
da massa de um corpo devido sua velocidade. Atualmente é muito mais usual observar a
posicao temporal do quadrivetor momento como sendo a Energia dividida pela velocidade
da luz, portanto

E = ymc*. (7)

2.2 Notacgoes e Definigoes

Agora que as principais ferramentas de relatividade especial foram desenvolvidas, serao
mostradas as principais notagoes que serao utilizadas nesse trabalho.

Para facilitar o trabalho aqui escrito, serd utilizado o sistema de unidades naturais
[4], entdo a partir daqui tomarei ¢ = A = 1. Para transformar as grandezas obtidas
em unidades naturais, para grandezas do SI, deve ser feita uma analise dimensional do

problema.



2 Revisao Bibliografica 14

Observe que na equagao e nas demais equagoes com quadrivetores, como as equa-
¢oes , foi utilizada uma notacao sobrescrita. Esse tipo de grandeza é chamada con-
travariante [5] a* e existe uma grandeza analoga chamada covariante: um quadrivetor
covariante a, qualquer se relaciona com sua parte contravarianteﬂ pela seguinte proprie-
dade

Qo a
1
aq —a _,
a = = , | = (a’,=d) (8)
a9 —a
as —a3

portanto, o produto escalar para quadrivetores pode ser definido como,
a' b = a'b, = a, b = at’ — a'b' — bV — a®b? (9)

essa definicao de produto escalar é interessante pois nao muda por transformacoes de
Lorentz [4], o que permite o calculo de uma quantidade invariante para o espago-tempo
independente do referencial, utilizando a equagao ea @D, pode ser definido o chamado

intervalo de espaco-tempo,

P =o', = (2') — (') — (%) — (2%)2, (10)
Por notagao matricial,
20 1 0 20
1 1
[ 20 gl g2 g3 ] - _ [ JUNS QRN . ] 0 -1 X
—? 0 —1 x?
—? 0 0 -1 3

(11)

Guv =

o o o =
o
|
—_
o

esse tensor é interessante pois permite transformar um vetor contravariante em um vetor

covariante e vice versa’}

. v
ay = G

a = g"”a,.

3Neste espaco é claro, chamado de espaco de Minkowski, diferentes espacos tém diferentes definicdes.
40 tensor métrica tem essa forma para um espaco plano, caso o problema seja trabalhado em um espaco
curvo, o tensor métrica tem outra forma.

5Note que ¢g"¥ deve ser o tensor inverso de 9uwv, 1o caso do espago plano ambos os tensores sao iguais.



2 Revisao Bibliografica 15

Outra grandeza muito interessante para ser calculada com o produto escalar é a gran-

deza invariante a partir do quadrivetor do momento,
Vo= (B.9) - (B, ) = (B — (5-) = m?
rearranjando os termos, obtém-se,
E? = p? +m? (12)

essa forma é muito mais famosa e simples de lidar que e @, pois elimina o fator de
Lorentz. Além disso, caso seja obtida a energia é facil calcular o médulo do momento e
caso se conheca o modulo do momento, é facil calcular a energia.

Também sera utilizada uma notagao mais compacta para operadores diferenciais: a

derivada parcial pode ser escrita de outra forma como derivada covariante,

0

Dat

au
note que a derivada contravariante pode ser encontrada aplicando o tensor métrica ,
o = g"o,

a partir dessa subsecao, essa notacao seré utilizada a todo momento e o mesmo pode ser

dito para a derivada total,

B

dy

dzr’

2.3 Eletromagnetismo Relativistico

Diferente da mecénica, o eletromagnetismo ja é coerente com a relatividade especial.
Independente do referencial, as leis do eletromagnetismo serao as mesmaﬂ [2], entao nao
havera necessidade de modificar as equagoes ja conhecidas do eletromagnetismo, apenas
entender as mesmas leis com uma notac¢ao mais profunda e compacta.

Assim como dito na se¢ao anterior, para facilitar a utilizacao do eletromagnetismo
usarei as unidades de Heaviside-Lorentz [4]. Nesse tipo de unidade, a permissividade
elétrica do vacuo gy é tomada como umﬂ, nesse caso, como ¢ = 1 e utilizando o fato bem
conhecido que ¢ = 1/,/Ji€g, entao a permeabilidade magnética do vacuo também deve
ser um.

Para interpretar o eletromagnetismo com o formalismo da relatividade primeiramente

vamos interpretar as equacoes de Maxwell,

6Claro em um referencial alguns fenémenos serdo interpretados como magnéticos e em outros referenciais
podem ser interpretados como elétricos, mas de toda forma as leis sdo as mesmas.
7As unidades de carga também mudam para manter a coeréncia com a constante de estrutura fina.
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a)V-B=0
MVxEt% 0

C)V-E:p
d)VxB-2%—7]

a) é a lei de Gauss para campos magnéticos e representa representa a inexisténcia de mo-
nopolos magnéticos, b) é a lei de Faraday, ela implica que um campo magnético variavel no
tempo gera um campo elétrico, ¢) é a lei de Gauss para o campo elétrico, ela implica que
a carga total imersa em uma superficie pode ser determinada pela integral de superficie
do campo elétrico, d) ¢ a lei de Ampére com a corrente de deslocamento de Maxwell. Ob-
servando as equagoes, pode-se notar que a) e b) sdo duas equagoes homogéneas, enquanto
¢) e d) sao equagOes inomogéneas.

Para simplificar ainda mais a notacao, sera construido o que é chamado de tensor
eletromagnético. O tensor eletromagnético é usado, pois quando é mudado o referencial
alguns efeitos elétricos se tornam magnéticos e vice-versa [2], portanto nao se pode tratar

E e B como quadrivetores separados, eles devem ser uma entidade so:

o _ E' 0 -B® B? (13)
E? B3 0 -B!
E? —-B? B! 0
o tensor tem as seis componentes dos campos e é antissimétrico, o que permite uma
construgao mais robusta com a ideia de transformagcao de Lorentz [2] da relatividade.
Devido a antissimétrica do sistema, pode-se construir um tensor dual F*” que sera

escrito como,

~ 1
Frv — 5 ghvpo Fpa

o termo "7 é chamado de simbolo de Levi-Civita e ¢ um tensor relacionado a permutagao

5],

0 -B' -B> -B?

Aplicando 0, em (13| chega-se em

" = J*

em que J” é o quadrivetor definido como,
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Jv = (p, f) (15)

a equacao representa um quadrivetor densidade de corrente eletromagnética, note
que essa representacao implica na equacao da continuidade na forma quadrivetorial.
Agora ao aplicar 0, em , obtém-se que,

9, = 0

portanto, agora temos em maos duas equacgoes diferenciais, uma homogénea e uma nao

homogénea, que representam todas as equacoes de Maxwell com uma notagao relativistica,

wv . Jv
@) OuF™ = J (16)
b) 9, Fm = 0.

Para determinar a solugao para as equagoes diferenciais , ¢é definido o potencial

quadrivetorial eletromagnético A*,

Al = (s@ﬁ) (17)
com
B=%x A E:_%_f_w

pode-se escrever o resultado anterior de forma mais compacta usando o tensor eletromag-

nético e o rotacional quadrivetorial,

F™ = grAY — 9 A", (18)

E interessante adicionar um termo de calibre na definicao do potencial eletromagné-
ticd] e assim os valores do campo magnético e elétrico se mantém os mesmos, considere

um escalar \ fazendo a seguinte substituicao,

At — AP O

perceba que o termo nao modifica a fisica envolvida, F* se mantém o mesmo ja que A é

escalar.

Substituindo em observamos que

0,0" A" — 8" (D, A") = J”

como pode-se escolher qualquer valor para A, é interessante tomar algum que faga 9, A* =

8um escalar que desaparece quando é aplicado os potenciais nas equagoes de Maxwell [2] devido a natureza

dos operadores diferenciais
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0, o valor desse escalar é chamado de calibre de Lorentz.

A escolha de calibre leva finalmente a equacao,

o9, Al = J»

essa equagao ¢ a equagao de Poisson vetorial da eletrodinamica em notagao relativistica, as
solugbes dessa equagao sao chamadas de potencial de Liénard-Wiechert [2]. Considerando

0 vacuo, obtém-se,

019, A" =0 (19)

onde (1Y) é a equagdo de Laplace para a eletrodindmica em notagao relativistica.
Em maos de uma notagao mais robusta para a fisica classica, agora serao tratados de

problemas quénticos.

2.4 Equacgao de Klein-Gordon

A mecéanica quantica é uma generalizacao da mecanica classica para o mundo micros-
copio, assim como a mecanica relativistica € uma generalizagao da mecéanica classica para
velocidades muito proximas da luz. O problema que seréa desenvolvido se aproxima de
ambos 0s casos.

Para descrever o sistema de trabalho serao desenvolvidas algumas equacoes que expli-
cam a matéria nesse estado, a primeira delas a ser comentada ¢é a equacao de Klein-Gordon
que descreve o movimento de uma particula ¢ sem spin.

Os operadores momento e o Hamiltoniano na mecanica quantica podem ser escritos

na seguinte forma dentro do espacgo de posigoes [7],

SN 0
p — —iV , H—i—
p Y 8t
utilizando a equacao para a energia relativistica e lembrando que o autovalor do
Hamiltoniano pela equagao de Schrodinger é a propria energia, obtém-se
0 2 2
—5p? = (=V_ +ms,
rearranjando os termos,
82
— =V 4+m?|¢=0
(57 ¢
utilizando a notacao de covariantes e contravariantes chega-se na conhecida equacao de
Klein-Gordon,

(00, +m*)¢p = 0. (20)
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A equacao de Klein-Gordon foi uma das primeiras equacoes descobertas durante o
comego da mecénica quantica de campos. Até hoje ela € muito util para diversos problemas
que envolvem particulas cujo o spin seja nulo. Porém, ao se calcular a densidade de
probabilidade para uma solugao dessa equacao, ela pode resultar em um valor negativo,
o que é absurdo. Felizmente para o caso de particulas sem spin, esse problema pode ser
solucionado [§]. No entanto, para particulas com spin sera necessaria a utilizagao de outro

tipo de equagao, a equagao de Dirac.

2.5 Equagao de Dirac

A deducao da equacao de Dirac é um tema muito complexo, ela depende de um
conhecimento sobre teoria de grupos [5]: o grupo SU(2) sobre spins, o grupo SO(3) de
rotagoes e o grupo de Lorentz da relatividade especial.

A referéncia [§] tem uma segdo inteira que se trata da deducao e demonstragao da
equacao de Dirac. Como é muito extenso ela nao serd demonstrada nesse trabalho mas
serd comentada de forma conceitual as idéias que trouxeram essa equagao a tona.

A equagao de Klein-Gordon foi determinada a partir da equagao de energia rela-
tivistica e as nogoes de operadores da mecénica quéantica. A equagao de Dirac surge num
contexto muito mais profundo. Como dito na secao anterior, a equacao de Klein-Gordon
inicialmente foi pensada para particulas sem spin, ja a equacao de Dirac foi pensada para
particulas com spin semi-inteiro. Portanto, a deducao dessa equagao nasce da necessidade
de incluir o spin em um contexto relativistico.

Para tanto se compara o que foi feito para a mecanica quantica nao relativistica. E
observado como o grupo que muda as coordenadas de um espinor (grupo SU(2)) com o
grupo de rotagdes de coordenadas cartesianas (grupo SO(3)). Os operadores momento
angular J; podem gerar as matrizes de rotagoes em coordenadas cartesianas [5], agora
as matrizes de Pauli por sua vez podem gerar as matrizes que mudam as coordenadas
dos espinores, entao se relaciona as trés coordenadas cartesianas com as duas possiveis
coordenadas de espinores, spin up (1) e spin down ({).

Em um contexto relativistico, nao existe apenas mudanca de coordenadas por rotacao,
mas existe também por transformacoes de Lorentz. A matriz transformacao de Lorentz
da equagao comprova isso, essa transformagao define um grupo, o grupo de Lorentz,
que pode ser gerado a partir do operador K;. Este operador é o andlogo a um momento
angular para um boost [5], que pode ser entendido como um "angulo imaginario puro'"no
espaco de Minkowski. Pela geracao desse novo grupo, o espaco de espinor recebe dois
espinores a mais, mas nao é como se houvesse dois spins no espago cartesiano e dois no
espaco de Minkowski, € um amalgama de ambos os grupos que gera esses quatro spins.

A partir disso, pode-se convencionar particulas e antiparticulas, pois dois pares de
spin estao relacionados a uma particula, e os outros dois restantes estao relacionados a

antiparticulas. Portanto, na deducao da equacao de Dirac, se encontra naturalmente a
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existéncia do Spin, por sua vez, a existéncia de antiparticulas.

Com esse contexto finalmente tém-se a equacao de Dirac,

(in,0" —m) =0 (21)

em que 7, sao as famosas matrizes de Dirac,

I 0 0 o
70:[0 —I];%:[—Uz’ 0] (22)

onde I representa a matriz identidade e ¢; sdo as matrizes de Pauli [5]. E interessante

reescrever as matrizes de Dirac em outras duas matrizes também, 5 e &

V=87 =pa =" (23)

dessa forma pode-se reescrever a equagao (21)) de outra maneira [1],

za = —id - Vi/}—i—mﬁw

o operador Hamiltoniano para a equacao de Dirac é dado por H— z . Reescrevendo a

equacao de autoenergias, tem-se enta(ﬂ
(—id@ -V +mpB)p = By (24)
a solucao dessa equacao é dado por,

dgk —’l 1K 7
y = / g He ()

onde u(k) ¢ o espinor relacionado ao momento k, az, ¢ um operador relacionado a criacao

de particulas. Fazendo a substituicao em , temos que

(a- k—i—ﬂm) (k ) Eu(k)

Multiplicando por (& - k+ fm), que retorna para ,
EE (k) = +E(k) = £VE2 + m?

a equacao acima é interessante pois demonstra que a equacao de Dirac pode assumir
dois valores diferentes de energia, sendo uma positiva e a outra negativa. Mas o que é

uma energia negativa? Dirac chegou a conclusao que deveria ser uma particula idéntica a

9Note que nesses argumentos ndo foram levados em conta um potencial, estd sendo trabalhado uma
particula livre até o presente momento.
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particula de energia positiva, porém com carga contraria, de forma que essa particula seria
uma antiparticula da original, essa ideia inicialmente considerada absurda, posteriormente
foi comprovada pela descoberta do poésitron, a antiparticula do elétron.

Pode-se escrever o espinor, como

u(k) = [ : ] (25)
n

onde £ e 1 na equagao sao matrizes colunas de duas componentes cada, os valores dessas
matrizes podem ser encontrados analisando a equacao de autovalores para o espinor,

portanto a solugao para uma particula é

3
77/J(+) :/ d°k a- e Fte ik-% (k})

(27)3/2 ks
onde
- E(k)+m 13
k)= ——— L= . 26
TR | e ] .

1
Existem duas possiveis particulas geradas pelos valores de &, ¢7 = [ 0 ] e por & =

[ Ll essas duas possibilidades é o que é interpretado como spin, ¢ é o vetor construido

a partir das matrizes de Pauli o;.

Agora para uma antiparticula tem-se que a fungao de onda é dada por,

_ dsk t iEt —zkx 7.
W ):/(%)3/2%8@ v(k)

bgs é o operador de criacao de antiparticulas, ja v(lZ) é o espinor para a antiparticula,

como em ([25)), que pode ser escrito como,

E(k)+m

u(k) = 2E (k)

§

onde em temos que os valores de ¢ podem ser &' ou €%, novamente demonstrando a

&k

ideia de spin para antiparticulas como para particulas.
A solucgao geral para a equagao de Dirac para uma particula livre é a superposicao de

ambas as solucdes, ¥(*) e ¥(7), somando também todos os possiveis estados de spin [1],
d3k —zEt zk Z, (1 t iEt_—ik%T, (1.
= Z o) 3/2 age u(k) + b e™e™ (k)| (28)

Os operadores de criacao de particulas e de antiparticulas funcionam de forma equi-

valente aos operadores a' e a para um oscilador harmoénico [7]. De maneira equivalente &
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ideia de segunda quantizac¢ao e de operadores de criagao e aniquila¢do para elétrons [9],
nesse contexto existe um estado de vacuo |¥g) que, quando esses operadores atuam nesse
estado ele recebe a particula de momento ke spin s (az,). O mesmo pode ser dito para
uma antiparticula de momento K e spin s (bg,s,). Note que, como sao operadores, existem

os adjuntos deles, no caso de particulas, o operador de destruicao de particulas aL

Lo €0
operador de destruicao de antiparticulas bg,.

Como esta sendo tratado de férmions, existe um momento maximo determinado como
kr, e além disso, eles devem seguir o principio da exclusao de Pauli. Pensando nessas
questoes e usando como base o trabalho de [I], esses operadores seguem as seguintes

propriedades de anti-comutacao:

{agy,al } = 6(K = k)og, (29)
{bg. 0}, } = (K — )b (30)
{agy,ag} =0 (31)
{apy, byt =0 (32)

no caso da matéria nuclear, o estado de vacuo |¥) deve seguir as seguintes possibilidades:

ag, |Ue) =0, |k| > kp (33)
al. |Wo) =0, |k| < kp (34)
bl [Wo) =0, V |k]. (35)

2.6 Equagao de Proca

Foram desenvolvidas equagoes que descrevem particulas de spin semi-inteiro (equagao
de Dirac), e particulas de spin 0 (equacdo de Klein-Gordon). Mas e para particulas de
Spin 17

O foton tem spin igual a 1, as equagoes que descrevem o féton sao as equagoes de
Maxwell dadas em , que no caso de inexisténcia de correntes, é escrito em termos de
um potencial que pode ser calculado com . Portanto, pode ser descrita uma particula
de spin 1.

Porém, o foton tem massa nula, nao representa a grande maioria das particulas. Mas
que equagao descreveria uma particula de spin 1 mas com massa ("um f6ton massivo")?

Esse tipo de situagao é descrita pela equagao de Proca [§|, que representa as equagoes

de Maxwell exibidas com termos de massa’}, ou seja,

10F também sem termos de corrente.
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Q)1 = 9 AY — ¥ A

(36)
b)3, F™ +m2A” = 0

caso tomado o divergente em b) de ,

m20,A" =0

que caso m? # 0 encontra-se 9,4 = 0 que é exatamente o calibre de Lorentz. Substi-

tuindo a) em b) encontra-se que,

(9,0" + m*) A" = 0, (37)

a equagcao (37) demonstra como o potencial funciona para particulas de massa, e portanto

pode ser utilizado para descrever mésons massivos de spin 1.

2.7 Teoria de Campos

Agora que se sabe as equagoes que descrevem o movimento das particulas que serao
tratadas, vamos deduzir o formalismo que consegue descrever a dinamica do sistema. Em
um sistema de particulas, a descrigdo faz o uso de uma lagrangiana L [10], a partir dessa
lagrangiana, pode-se determinar as equagoes de movimento que governam o sistema.

Nesse projeto nao é utilizada uma Lagrangiana de fato, mas sim uma densidade de
Lagrangiana . [11], a utilizacao dessa densidade surge do fato que nao esta sendo tratado
de um sistema de muitas particulas discretas em sﬂ, mas de campos. A transformacao

de uma densidade lagrangiana para uma lagrangiana comum é,

L:/.ngx

como a acao ¢ descrita como a integral em relacao ao tempo da lagrangiana, tem-se que,

to to
S = / / LdPrdt = / Ld*r.
t1 t1

Como se sabe, a dinamica do sistema obedece a relagao que minimiza a acgao, portanto
t2
08 =9 / Ld*r =0
t1

como a densidade lagrangiana descreve a dindmica do sistema, ela deve depender do

10O trabalho em si trabalha com um sistema de muitos corpos, mas nao é interessante tratar sua descricao
como muitos corpos, faz mais sentido tratar as infinitas particulas como um "campo", isto &, um sistema
continuo.
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campﬂ ¢ e também de suas derivadas d,¢, portanto, reescrevendo a variagao em formas

note que, devido ao teorema de Clairaut-Schwarz [5], §(9,¢) = 0,(0¢). Ja pela regra do

» (@) = (aaa) 20,570

reescrevendo o segundo termo da integral utilizando ambas propriedades,

2|55 -2tm) 2 (%) -

para encontrar a equacao diferencial que governa .Z, deve-se resolver a integral. Primei-

de diferenciais,

produto,

ramente observe a integral a direita, uma integral de hiper-volume. Devido ao teorema

do divergente (note que J, atua como um divergente), pode ser escrito como uma integral

/:a ( ?i)é(b) :7{0?53 o

essa integral representa o fluxo que o campo 3 ( 5¢ provoca, evidentemente como nao

de hiper-superficie,

existe sorvedouros de Lagranglanaﬂ a solucao dessa integral é zero, nao sendo relevante
na demonstragao.

Observando agora o termo a direita,

t2 0% 0L
/m de K 95 ‘a“a@m))w} =0

como §¢ é infinitesimal mas # 0, implica entao que,

0.7 0.7
-9 =0 38
96~ % 506,9) (38)

a equacao é conhecida como a equagao de Euler-Lagrange para campos. A ideia
principal é que em um modelo de campos, a densidade lagrangiana é modelada e a partir
da equagao de Euler-Lagrange. Sao obtidas entao as equagoes que governam o movimento
dos campos.

Agora serao vistas as constantes do movimento que governam o sistema. Tome a

12Na descricao aqui foi utilizado apenas um campo ¢ a dedugdo para varios campos é analoga, com um
somatorio sobre todos os campos.

13N3o existe um ente que atue como principio ou fim de uma lagrangiana, ela deve ser pensada como uma
funcao continua e monétona em todo o espago.
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derivada total de ¥

0L 0L
dol = — 000 + =——=04(0,0) + 0oL
96 " 90,00
utilizando a equagao de (38]) pode-se substituir o primeiro termo, fazendo o uso do teorema

de Clairaut-Schwarz para comutar as derivadas tem-se,

0L 0L
Aol =0, | === | 000 + =—=—=0,(0,0) + 0,.Z
(50:5) 0 5,340
utilizando a regra do produto,
0L
Aol =0, | ==—=0.0 | + 0..L
(sera)

considerando a homogeneidade no espago—tempﬂ isto é, 0,-Z = 0, obtém-se

0Z 0Z
a,u (Waa¢) - da.,% — 3# <Waa¢) - dﬂ(ﬁff — 0

0L
I (mm - 555) =0

portanto se, o espaco-tempo for homogéneo, a grandeza entre parentes deve representar
uma constante ao movimento (sua derivada é igual a zero). Essa grandeza é chamada de

Tensor Energia-Momentum,

0L
TH = ——— 0,0 — ML
" G0 0
normalmente é mais interessante denotar o tensor da forma contravariante, para tal s6 é

necesséario multiplicar o tensor pelo tensor métrica ([11),

0%
T = g"*TH = 0" — g™ & 39
g 50,0) b—yg (39)
em forma covariante,
0%
T, =—=_96¢— .
Qv 3(5’“¢) al/(b guug

O tensor representa diferentes grandezas do sistema [I], por exemplo, a densidade

hamiltoniana .7 é dada por,

99

a partir do operador densidade hamiltoniana, é possivel determinar a densidade de energia

14Por isso nio existe sorvedouros de Lagrangiana, pois se existisse o espaco-tempo nio seria homogéneo.
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média do sistema.
Pode-se também definir a densidade de momento canoénico a partir da densidade la-

grangiana,

oz
0

de forma que a densidade hamiltoniana pode ser escrita como,

I1

H=T1lp — &

que é a forma comumente vista da hamiltoniana, como uma transformada de Legendre
da lagrangiana [10].

Para finalizar essa discussao sera introduzido outra grandeza importante que pode ser
calculada a partir do Tensor Energia-Momentum. A pressao que um campo pode exercer,

é calculada como
(Ty) (41)

a utilizacao de grandezas desse tipo, as grandezas termodinamicas, serao de muita impor-
tancia no andamento do projeto por lidar com um sistema de muitos corpos. Para tanto

a partir de agora, serao introduzidos conceitos de termodinamica.

2.8 Termodinamica

A termodinamica é uma area do conhecimento cujo objetivo principal é a descricao
macroscopica de um sistema de muitas particulas microscopicas. Num contexto classico
a importancia principal estd no fato que a mecéanica classica e o eletromagnetismo nao
conseguem explicar com satisfacao um sistema desse tipo sem recorrer a termodinamica.

Isso ocorre pois as grandezas ditas como nao observéaveis (medidas apenas através da
termodindmica), comegam aparecer quando existe um sistema de muitos corpos. As leis
da termodinamica nesse contexto tem o objetivo de explicar essas pontas soltas que nao
sao explicadas por demais teorias classicas.

A primeira lei da termodinamica é conhecida como principio da conservagao de energia,

dU = TdS — pdV + Y p1adN, (42)

o diferencial exato dU é chamado de variacao de energia interna. O termo 7'dS é chamado
de calor e é uma variavel nao observavel que s6 pode ser representado pela termodinamica,
onde T' é chamado de temperatura e dS é a variacao de entropia. J4 —pdV é o termo de
trabalho mecéanico que existe devido as leis da mecanica classica, p é a pressao gerada pelo
sistema e dV é a variagao de volume. Ja o termo pu,dN,, se refere ao trabalho quimico,
relacionado as interagoes quimicas, onde pu, ¢ o potencial quimico do a-ésimo atomo

(molécula ou particula), e dN,, é a varicao da quantidade do a-ésimo atomo (molécula ou
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particula).

A equagao (42)) é interessante pois, a partir dela, é possivel determinar o que é cha-
mado de estado de equilibrio. Caso um sistema termodinamico interaja com outro, suas
propriedades intensivas irao se modificar até que seja determinado um estado em que
as propriedades do sistema saturem, isto é, se tornem constantes. Experimentalmente,
¢ determinado que o valor encontrado para o equilibrio termodinamico deve ser o que
minimiza a energia interna U, portanto o valor para que ambos os sistemas encontrem o
equilibrio se d&4 quando dU = 0.

Ja a segunda lei da termodinamica afirma sumariamente que a grandeza S (a entropia),
em um sistema termodinamico cujo os sub-sistemas estao interagindo, deve ter sempre

uma variagao crescente ou igual a zero,
ds >0 (43)

um dos postulados da definicao de entropia é que ela deve ser crescente monotonicamente
com a energia [12], portanto a defini¢ao de equilibrio termodindmico que anteriormente foi
calculado com a minimizacao da energia, pode ser agora entendido como a maximizac¢ao
da entropia. B claro nesse caso utilizando (42) na forma entrépica (apenas isole dS na
equagao anterior),

_ 1 p Ha
dS = ZdU + ZdV g 7 dNa (44)

Potenciais TermodinAmicos

Até agora os sistemas termodinamicos sao caracterizados por grandezas intensivas
e extensivas, e essas grandezas se relacionam através das leis e , enquanto os
subsistemas se transformam até atingir o equilibrio.

Porém, como dito anteriormente, a equacao pode ser reescrita em termos da
entropia , e a escolha de qual equacao utilizar cabe ao sistema e a facilidade de
resolver esse sistema por esse método.

Pensando nesse método, foi criado o que é chamado de potenciais termodinamicos,
que sdo outras formas de representar a equacao (42). Para determinar esses potenciais
sao feitas as transformagoes de Legendre [12]. Serdo discutidos brevemente alguns dos
potenciais mais importantes para termodinamica e em especial para esse trabalho.

Considerando um reservatorio de temperatura[°]em contato com o sistema de estudo,

observando o diferencial
d(TS) =TdS + SdT

como a temperatura é constante d1' = 0, portanto d(T'S) = T'dS, utilizando o principio

[ L . . . .

15Isto é um sistema muito maior em contato com o sistema de estudo, de forma que a troca de calor
mantenha a temperatura do sistema de estudo como a temperatura do reservatério, ou seja um valor
constante
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de minimizagao de energia e maximizagao da entropia e a equagao , obtém-se que
dU —TdS =d(U—-TS) =0

portanto existe uma grandeza que é minimizada nesse tipo de sistema. Sera chamada de
energia livre de Helmholtz, que sera escrita como F', considerando a relacao de Euler da
termodinamica [12],

F=U-TS=-pV+> N, (45)
ja o diferencial (no caso geral com a temperatura nao constante) sera dado por,

dF = dU — d(TS) = —SdT — pdV + > j1adN.,. (46)

Para um reservatorio de presséolﬂ em contato com o sistema de estudo, temos o dife-

rencial

d(pV) = pdV + Vdp

como a pressao é constante, dp = 0, portanto d(pV') = pdV. Pode-se utilizar o principio de
minimizagao de energia, considerando que no equilibrio volume deve se tornar constante

e a equagao (42)), obtém-se
dU + pdV =d(U +pV) =0

portanto, existe uma grandeza que é minimizada nesse tipo de sistema e serd chamada de

Entalpia (H), considerando a relagdo de Euler da termodinamica [12],

H=U+pV =TS+ palNa (47)

ja o diferencial (no caso geral com a pressao nao constantes) sera dado por,

dH = dU +d(pV) = TdS + Vdp+ > _ j1adN,. (48)

Utilizando um caso que combine tanto o caso da energia de Helmholtz e a entalpia,

obtem-se a energia livre de Gibbs,

G=U-TS+pV => paN, (49)

16Isto ¢, um sistema muito maior em contato com o sistema de estudo, de forma que a troca de trabalho
mantenha a pressao do sistema de estudo como o valor da pressao do reservatorio, ou seja um valor
constante.
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jéa o diferencial sera dado por,

dG = dU — d(TS) + d(pV) = —SdT + Vdp+ Y jtadN,. (50)

O potencial de fato mais importante para este trabalho é o grande potencial termo-
dinémicoEL também conhecido como o potencial de Landau. Considere um reservatorio
de potencial quimico e de temperatura, mantendo sempre 7" e u constanteﬂ Para este

caso, temos que a seguinte grandeza ¢ minimizada,
d{U—-TS —uN)=0
Portanto, definimos o grande potencial termodinamico (P),
S=U-TS—uN =—pV (51)
o diferencial relacionado ao grande potencial termodinamico é,
dd =dU —d(TS) —d(uN) = =SdT — pdV — Ndpu. (52)

Esse potencial sera muito util na descricao do sistema de um géas de férmions, que por

sua vez, corresponde ao limite classico da matéria nuclear que sera estudada [1].

2.9 Mecanica Estatistica

O problema da termodinamica, é que para determinar as equacoes de estado que
relacionam as grandezas extensivas e intensivas, necessariamente precisa-se de equacoes
que foram determinadas experimentalmente. No contexto de fisica tedrica isso nao é muito
interessante, pois para qualquer sistema idealizado nao é possivel determinar as equagoes
termodinamicas que o descrevem.

O ideal seria que, a partir do funcionamento microscopico, inferissemos o funciona-
mento macroscopico. Para solucionar esse problema, foi criada a mecanica estatistica,
cuja ideia é exatamente essa, a partir do microscopico determinar a termodinamica do
sistema.

Porém como imaginado, o micro é extremamente complexo, devido a grande quan-
tidade de particulas, portanto, sera necessario utilizar conceitos estatisticos, dado que a
média dos eventos permite entender o sistema como um todo.

Para conseguir descrever com facilidade esses tipos de sistemas fisicos, serao necessarias

algumas consideragoes [13]:

1. Especificagoes do ensemble do sistema (ou seja a especificacao dos estados micros-

I"Relacionado com ensemble grande canénico da mecinica estatistica.
18Nesse caso estou tomando um sistema com uma tnica substancia o = 1.
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copicos do sistema). Essas especificagoes serao necesséarias para determinar a distri-

buigoes de particulas;

2. O postulado fundamental da mecénica estatistica, diz que um sistema em equilibrio
nao tem nenhuma preferéncia por um micro-estado especifico, de forma que todos
os micro-estados possiveis sao igualmente provaveis (desde que o nimero de micro-
estados seja muito grande), isso permite que a fungao densidade de probabilidade

que é uma grandeza discreta, possa ser considerada continua, facilitando o processo;

3. Estabelecimento de uma conexao com a termodindmica, transformando os conceitos

estatisticos microscopicos na conhecida teoria termodindmica macroscopica;

Para determinar as especificagoes {2 do sistema, existem duas formas. Na mecanica
quantica devido a quantizagao de energia a probabilidade deve ser discreta, nao continua.
E portanto pode ser determinada apenas com as equagoes béasicas da probabilidade (como
arranjo e combinacdo). Ja no contexto da mecénica classica seré necessario obter a area
(volume ou hiper-volume) de um espaco de fases que descreve o sistema proposto.

A conexao com a termodinamica é estabelecida com a funcao da entropia definida em
. A partir da entropia, poderao ser determinado demais equagoes que descrevem o
sistema. A fim de determinar a entropia fazendo uso dos micro-estados (€2), define-se a
equacad™| [14],

S =1In. (53)

Existem alguns ensembles muito importantes e que servem como base para descrigao
de sistemas termodinamicos mais complexos, como o ensemble micro-candnico, o ensemble

candnico e o mais importante para o trabalho: o ensemble grande-canonico.

2.10 Ensemble Grande-Canonico

Considere um sistema em contato com um reservatorio termodinamico que troca calor
e particulas, porém mantendo sempre a temperatura 1" e o potencial quimico p constantes.
A energia do sistema deve ser Uy e o numero de particulas Ng. Com base no postulado
fundamental da mecénica estatistica [I3], a probabilidade de ser encontrado o estado S

dentro de todos os j microestados é dado por,
[)j = CQ(UO - Uj,N(] — NJ>

onde ¢ é uma constante de normalizagao e €2 é o nimero de estados microscopicos acessi-

vels.

19 Aqui foi escolhido o sistema de unidades naturais onde kg = 1 e portanto ndo precisa ser levado em
consideragao nessa equacao, caso nao seja utilizado unidades naturais S = kg In .
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Expandindo em In e em série de poténcias obtém-se que

0ln ) 0ln Q)
o0 ]N U+ [ 5N }N

onde A = Inc¢, lembrando da defini¢ao estatistica da entropia , portanto,

omnQ 1 OmQ

ou T ° oN T

aplicando esses termos na expansao e desprezando demais termos que sao muito pequenos,

U, uN;
P, =A—- 2407
n TTT
portanto chega-se finalmente que (¢ = 1/Z),
P; 1 _UjiTuNj’

i = Z_Ge
a funcao de grande particao Zg é dado por

Uj—pNj

Zag=Y e T, (54)

portanto, a equagao é uma forma de normalizar a funcao probabilidade.

Observando a equagao (54)), ela pode ser reescrita como

No uN; Up v,
Za = E eT g eT,
N,;=0 U;=0

o altimo termo é também chamado de fungao de partigao (Z) [15], entao
Al uN; +Tln Z
Za = Z exp{—j T }
N;=0

como demais termos sao considerados muito pequenos podemos aproximar para o termo

MmMAaximo

—uNg —TInZz
ZG:exp{— amall - }

T
o termo —71'In Z pode ser visto como a propria energia livre de Helmholtz [13], entao

F — uN,
Ja = exp{—$}

T

pode-se ver que o termo F' — ulNy é na realidade o grande potencial termodinamico ®
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(51). Finalmente, pode-se obter
®=-ThZ. (55)

Portanto, a conexao com a termodinamica é feita e pode-se se calcular a grande funcao
de parti¢do a partir dos sistemas microscopicos e da equagao (H4). E com esses resulta-
dos calcula-se o grande potencial termodinamico através das equagao , e a partir da
equacao e determina-se as grandezas termodinamicas.

Em um caso quantico, o somatorio em ((54]) pode ser substituido pelo trago da funcao

exponencial [16],

H—uN
T

Zg = Trexp (56)

note que como o valor médio do operador hamiltoniano é a energia interna e o valor médio

do operador ntimero é o nimero de particulas, ambas as formas de se escrever sao validas.

2.11 A distribuicao de Fermi-Dirac

Um sistema quantico de N particulas (um gas), pode ser descrito pela seguinte fungao

de onda,

w = ¢(Q17Q2> ooy iy "'7(]N)

onde g; representa as coordenadas generalizadas da ¢-ésima particula, ¢ obedece a equacao
de Schrodinger. Uma propriedade interessante de sistemas quanticos de Férmions, isto ¢,
particulas de spin semi-inteiro, é que essa fun¢ao de onda deve obedecer a propriedade de

anti-simetria,

@Z)(QMQQa ey @i "'7Qja "'7qN) = _@Z}(QMQ% "'7Qj7 ooy iy -~-7QN)-

Pelo principio da exclusao de Fermi, nao deve haver duas particulas com o mesmo
estado quantico, a estatistica relacionada a esse tipo de probabilidade é chamada de
estatistica de Fermi-Dirac.

Devido & simetria da fun¢ao de onda, o sistema pode ser caracterizado pelo niimero
de particulas n;, em que j representa o estado em que a particula esta. E evidente que,
que para férmions, n; ¢ ou 0 ou 1. O ntimero total de particulas N, deve-se somar todos

os j estados dos n; estados,

N=> n (57)

assim, para determinar a energia total U por exemplo, é necessario somar a quantidade

u; vezes n; onde u; ¢ a energia de cada estado,
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Considere o ensemble grande candnico, a grande funcao de partigao vista na equagao

, reescrevendo em fungao de e ,

Za = Z eXp{_ulnl + ugng + ... — pny — png — } _

T
Z exp{_(u1 — p)ng + (ug — p)ng + }

ni,ng,...

T

ni,n2,...

separando em um produtorio,

Zo =] [;exp{—W}] .

J

Utilizando a definigao estatistica de grande potencial termodinamico (55)), pode se

determinar o niimero médio de particulas por estado,

0
J

Como n s6 pode ser 0 ou 1,
1
(uj — p)n (uj — p)
S S A vl G | N M
; exp{ T + exp T
aplicando esse resultado em (59)) e na grande fungao de particao Zg,

1

e (TR Y s

(60)

A equacao é conhecido como distribuicao de Fermi-Dirac, que sera muito ttil na
descrigao do gas de Férmions. A representacao grafica pode ser vista na figura [2| para
temperatura tendendo a zero, a distribuicao de Fermi-Dirac se aproxima de uma funcao

degrau.

2.12 Gas Ideal de Fermi

Considere a equagao de Schrodinger independente do tempﬂ,

[—LVQ - V] Y=y

2m

20Sers utilizado aqui brevemente uma mecéinica quantica nao relativistica.
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Figura 2: Representacao grafica da distribuicao de Fermi-Dirac, valores genéricos para a
energia e temperatura.

suponha que o gas esteja preso em um poco de potencial, de forma que o potencial possa

ser descrito como,

0, 0<r<al0<y<al<z<a

V(SL‘, Y, Z) = {

00, T >a,y>a,z2>a

portanto, nos contornos (zr = 0ouz =a,y=0o0ouy =a, z=0o0uz =a), v =0,
aplicando os contornos e o valor do potencial tem-se que,
Py 0% 0% B

V) = —2mu ) = 922 + 12 -+ ke —2mu

aplicando o método de separacao de variaveis,

U(x,y, 2) = X(2)Y (y)Z(2)

solucionando a EDP

Y()2(:) gy + X@)2(:) o + X@Y ()7 = —2mu X@Y (0)2(2)

dividindo todos os termos por 1,

LEX 1dY 187 LEX 1PV ()17
X de?2 Y dy?  Zdz? X dx?2 Y dy?

a unica forma de solucionar essa EDP é igualar ambos os lados a uma constante, nesse
caso serd chamada de «, portanto
d*Z
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essa EDO é conhecida como a equacao do oscilador harmonico, que tem solu¢ao conhecida
Z(z) = A,sin (zx/ 2mu + a> + B, cos (zx/ 2mu + oz)

aplicando as condigoes de contorno (z =0 = Z =0e¢ z=0a = Z = 0), portanto
B, =0ev2mE + a = n,m/a, portanto

L NLTZ
Z(z) = A, sin
a

e claramente

2,92

n;m
a=—F - 2mu
a

aplicando o valor de a na EDP para encontrar X e Y,

=2 —2mu

1 d’X L 1d*Y n’r?
X 22 Y dy?  a?

tomando 1/Y - d*Y/dy* = 3, uma constante

2X 2.2
_:—(2mu—nz7r +B)X

dx? a?

a solucao analogamente,

2.2 2.2
X(x) = A, sin (.x\/Qmu - n272r + ﬂ) + B, cos (x\/Qmu - nj; + ﬁ)

aplicando as condigoes de contorno (r =0 = X =0e¢zx =a = X = 0), entdo
B,=0e \/Qmu _mr L g= n,m/a, portanto

a2

. (NTT
X(x):Ax&n(x )
a
e
n’r?  nir?
f=—+—"5"—2mu
a a

finalmente tomando 1/Y - d*Y/dy* = 8,

d*Y n2r?  nir?
d—yZ——(Qmu— a2 — a2 )Y

cuja a solucao ja foi vista,

_ n?m?  nir? n?m?  nim?
Y(y) = A, sin (y\/Qmu —a2 T2 > + B, cos (y\/Qmu —2 T g2 )
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aplicando as condig¢oes de contorno (y =0 = Y =0ey =a = Y = 0), entao
B,=0¢e \/Zmu e % = n,7/a, portanto

a2

Y(y) = Aysin <ny;ry>

e a relacao entre os modos normais e a energia pode ser determinada,

2,2 2,2 2.2
n n ng;mw
" im 2T Y (61)

2ma? = 2ma?  2ma?’

Finalmente a solucao geral pode ser determinada. Reescrevendo o produto de todas

as constantes como A, obtém-se entao,

Y(z,y,z) = Asin (nxwx) sin (W) sin (nzﬂz>

a a a

utilizando o critério de normalizacao,

/|¢|2d3x = A2/ sin? <w)dx/ sin? (w>dy/ sin? <nz7rz>dz =1
0 a 0 a 0 a

a solugao de cada integral pode ser verificada e ¢ 7, entao

(8 =1 — a- (2)3/2

portanto a solucao geral e normalizada,

2\/? NG TT Ny, TY n,mz
Y(z,y,2) = (‘) sin < ) sin ( Y ) sin ( >
a a a a

no caso unidimensional o quadrado da funcao de onda que representa a densidade de

probabilidade pode ser visto na figura [3] Note como diferentes modos normais interferem
no periodo da onda, e logo em sua energia total.

Utilizando a notagdo de vetor de onda (em que no presente texto é equivalente ao

Figura 3: Representagao da probabilidade do gés de Fermi para diferentes modos normais.
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momento), pode-se reescrever

- (naﬂr Ny T nz7r>

k= (ky, ky, k) = e (62)

portanto a partir de (62)) pode-se determinar a partir do momento os valores dos modos
normais
a
nj = —k;
7

entao a diferencial de dn; pode ser escrita como,
a
dnj = —dl{?]
T

portanto, o volume do espago de modos (que representam em nosso caso o nimero de

estados possiveis) pode ser escrito como,

3
a
dngdny,dn, = ﬁdkxdkydkz
como os valores n; > 0, entao s6 serd necessario metade dos valores para cada dn;,
generalizando a®, para qualquer volume V', obtém-se,

v
(27)?

onde py representa a densidade de estados. A ideia ¢é utilizar a expressao (63| para obter

prd’k = d*k (63)

o numero de particulas como uma fungao continua, ao invés de discreta.
Por exemplo, considerando a estatistica de Fermi-Dirac , pode-se determinar o

numero de particulas B a partir de,
B=> (n;)
J

o problema na seguinte equagao é que ela é feita sobre uma soma discreta, o que
com certeza é muito trabalhoso pois seria necessario saber todos os possiveis esta-

dos.Transformando essa soma discreta em uma integral utilizando a equagao (63)),

_ v y 5
b= / @r exp{(alk) — @)/} 110"

onde 7 representa a multiplicidade do spin, note que devido a equagao ea , a
energia é esfericamente distribuida no espaco de momento, de forma que pode-se aplicar
coordenadas esféricas na solugao da integral, e u(k) = k*/2m. Portanto a solugao para o

nimero de particulas:

Vo k2
b= Tom? /0 exp{(k?/2m — u)/T} + 1dk' (64)
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O mesmo pode ser feito para a energia F,
E=> (nj)u
J
transformando a soma discreta em uma integral continua,

LA k*/2m
E_727r2/0 exp{(k2/2m—u)/T}+1dk' (65)

Essas equagoes sao um modelo inicial da matéria nuclear, que para quantidades pe-
quenas de protons e néutrons, razoavelmente serve. Para quantidades maiores de energia
sera necessario o estudo do modelo de Walecka.

Para o caso das grandezas em termos do volume, a equacao e a equacao

podem ser escritas como a densidade barionica (pg) e densidade de energia (&),

[T K
PE= 9n2 /0 exp{(k?/2m — pn)/T} + 1dk’ (66)

R e K
- 2m 272 /0 exp{(k?/2m — pn)/T} + 1dk' (67)
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3 Matéria Nuclear a Temperatura igual a Zero

Agora ap6s serem retomados os principais conceitos relacionados a teoria de campos
e termodinamica, sera falado do modelo de Walecka em si.

Como dito anteriormente, o modelo descreve a interagao nuclear em um sistema de
infinitos nicleons. As particulas que intermedeiam essa interagao sao: um méson de spin
0 e portanto uma particula de campo escalar (o), e um méson com spin 1 e portanto
uma particula de campo vetorial (w,). A parte vetorial é responsavel pela repulsao entre
os férmions ao estarem muito perto um dos outros, ja a parte escalar é responsével pela
atragao entre os nicleons.

Entender como funciona um sistema desse tipo é o principal objetivo desta se¢ao. Nesse
momento seré considerado um sistema com temperatura 7' = 0, de forma que as equagoes
de movimento podem ser determinadas com uma densidade Lagrangiana, e a partir dessas
equacgoes de movimento, serd determinar a forma do tensor energia-momentum. Em maos
desse tensor é possivel calcular a densidade de energia (&) e a pressao (p).

Para calcular o valor da densidade de energia do sistema temos que utilizar o valor 00
do tensor , portanto

éa = <T[)0>

ja para calcular a pressao usando a equagao (41)),
1

= (T

p= 3 (Ti)

agora para determinar essas quantidades termodinamicas sera necesséario o calculo das

equagoes de movimento.

3.1 Equacoes de Movimento

Para obter a densidade lagrangiana total do sistema de Walecka, deve-se obter as
equagoes do movimento individual de cada campo, assim como as equagoes associadas as
trocas mesonicas (N — N).

A interagao escalar pode ser representada pela seguinte densidade lagrangiana,
Lno = Y01
j& a interacao vetorial pode ser representada pela seguinte densidade lagrangiana,
LN = @Wwﬂw

os nucleons sao férmions, isto é, particulas de spin 1/2, e assim obedecem a equagao de
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Dirac e a densidade Lagrangiana é a de Dirac [§],

Ly = Y(in0" — M)y

os mésons escalares o tem spin 0, entao eles obedecerao a equagao de Klein-Gordon ([20)),

e portanto sera utilizada a lagrangiana de Klein-Gordon [§],
<, = L 0,00 2o
= 5(0,00%0 — m20?)

ja os méson vetorial w, tem spin 1 e portanto ¢ uma particula que obedece a equacao de
Proca (36)), e sua densidade Lagrangiana serd a de Proca [3],

1 o1
gw = _ZFNVFM + §m2

7
Swuwh.

Agora para determinar a densidade Lagrangiana total, deve-se somar todas as equagoes

j& descritas, portanto a densidade total é:

K = QZ[/YM(ZaM - gwwu) - (M - gaa)]¢+
) ) 1 1, (68)

+§(8“08“U —m2o?) — ZF‘“’FW + imwwuw“

a partir da equagao e da equacao pode-se calcular o tensor Energia-Momentum

e assim obter as equagoes de estado do sistema.

3.2 Meétodo Variacional

Ao ser utilizada a equacao e aplicada a equacao de Euler-Lagrange (38)), para o
campo 1, obtém-se
(010" = guwn) — (M — go0)]ih = 0 (69)

a equagao ¢ uma equacao de Dirac com termos a mais relacionados aos campos

(vetorial e escalar), agora para o campo o,

(0,0" + m2)o = g, (70)

na equacao tem-se uma equacdo de Klein-Gordon com uma fonte escalar (1), ja

para o méson vetorial (w,),

8MFMV + miwy = gwi)’yyw (71)

finalmente aqui temos na equacao uma equacgao de Proca com uma fonte vetorial
(1¥y"4)). Essa fonte vetorial é uma corrente de probabilidade [I], que sera definida como

corrente baridnica,
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Ty =yt (72)
essa quantidade é conservada, de forma que
d,J5 = 0.
Calculando o tensor Energia-Momentum para a matéria nuclear obtém-se que,

1
—0,00%0 +m2o? + = agFaﬁ — m2waw” G+

2 (73)
+ipy 0,0 + 0,00,0 + D,w* Foy,.

T =

puv

N —

3.3 Campo Médio

As equagoes apresentadas até agora tém alguns problemas relacionados a dificuldade
de encontrar uma solugao proépria, sao todas equagoes nao lineares de dificil resolugao.
Uma forma de resolver esse tipo de problema é considerar sistemas de alta densidade
barionica. Nesse estado os, campos mesonicos sao aproximadamente constantes.

Fazendo a aproximacgao de campo médio obtém-se,
o — (o) =09

Wy, = (Wy) = duowo

09 € wp sao constantes e nao dependem da posicao e do tempo. SO é interessante a
parte temporal de w,, pois em um sistema uniforme e homogéneo nao existe uma diregao
preferencial no espago (isotropia).

A equacgao no campo médio torna-se,

m2oo = go (YU) = gopo (74)

onde é definido a quantidade densidade escalar (p,), ja a equagao (71)),

mZwo = go (V7°0) = g (V1Y) = gups (75)
aqui ¢ definido a densidade bariénica (pg = J% = B/V).
Ja para a equagao ,
[i7,0" — g wo — (M — g500)]th = 0 (76)

definindo a massa aparente M* = M — g,04, em analogia a solucao da equacgao de Dirac

obtém-se,
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5~ g = (=i G+ G

usando o método de separacao de variaveis,

¥ = x(@)7(t)

substituindo na equagao, e separando as varidveis obtém-se que,

1/.d 1 U .
—(z%—gwwo)T—;[—za-V—i-ﬂM]X

T

podemos igualar ambas as equagoes a uma constante, que nesse caso vai ser denotada

como@ Er,
d .
(Z_dt — gww()) T=FE"T

[—io’f Vo BM*} x = E.

Entao, pode-se determinar as equacoes de movimento para 7 e ,

7(t) = exp[-i(E* + gus) ()
(@) = / %akm(/}’)eﬁf (78)
@) = [ Getho@e (19

0 A representa em e em ([79)) o spin da particula e da antiparticula respectivamente, ja
uy € vy sao o espinor da particula e da antiparticula respectivamente, a, ¢ um operador
de criacao de particulas (logo aL/\ é de destruicao de particulas) ja b,tA ¢ um operador de
criagao de antiparticulas (ja by € o de criagao), em analogia ao que foi feito em (28)).

Substituindo as solugoes de x em na equagao de autovalores,

aplicando duas vezes o operador,
(@ k4 BMPun(k) = (B*)*ua(k)

(@ k= BMTPor(k) = (E7)oa(F)

2L A escolha da notacdo E* representa a energia aparente do sistema, essa escolha é devido como os campos
modificam a energia do sistema a energia total na realidade é E* 4 g,wy, esse termo estaré relacionado
com o pacote de onda propagado.
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utilizando os valores das matrizes a e 5 na equacao , encontra-se,
(@ E+BM T =[a-k— BMT? = [k* + (M")?
portanto,
E* = +\/k?+ (M~*)2. (80)

Podemos adotar qualquer sinal para o valor de E*, por convencao utilizaremos o valor
positivo. Note a similaridade com a equagao (12), ¢ de fato curioso, como se M* fosse
uma massa generalizada para os niicleons devido a agao dos campos bosodnicos, k seria
analogo ao momentum dos niicleons, assim como a constante E* seria analogo & energia
dos niicleons.

Portanto, a solugao para as particulas é

} &k L
§\+)(x7t) — /WakAuA(k)e [k (E +9w O)t]

j& para antiparticulas,

- & L
W00 = [ o B
T

uma solucao generalizada para a matéria nuclear pode ser obtida somando ambas as

solugoes, somando todos os espagos possiveis de spin A assim como em ([28)),

_,

d3k ) * R

a equagao (81 representa o campo para os férmions da matéria nuclear. Com os valores

de 9 pode-se determinar a densidade p, e pp.

3.4 Calculo das Densidades

Relembrando as relacoes de anti-comutacao para os operadores de criagao e destruigao

de particulas e antiparticulas (29532)),

-

{ak@,\/, CL]TC’)\} = ak@)\/a;/\ + CLL’ Ak N = (5(3)(1€/ — k))(g)\/)\

{bwr v, B 3} = b bl + b by = 0 (K — K)oyy
{0k xy b n} = by abrx + b by v =0
{aw n,ber} = aw ybi\ + by aaw v = 0.

Todos os niicleons devem preencher os niveis de momentos de estado k, até um mo-

mento maximo kr, denominado momento de Fermi. Portanto as relacoes ao estado fun-
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damental da matéria nuclear (V) sdo dados pelas equagoes (33H35)),
apx o) =0 k| > kp

af\|To) = 0 [k] < kp
bL,,\ ’\1’0> =0V |E|

Utilizando esses operadores, e a definicao de v encontrada em pode-se calcular a

densidade barionica (pp) e a densidade escalar (p, ).

Calculo da Densidade Baridnica

Calculando o conjugado hermitiano de 1 a partir da equagao (81)),

B o
Z/ 3/2 ak//\/uXUf) —i[k"-Z—(E +gww0)t]+

—i—bk//\/U)\/(E) k’ “r— (E —gwwo)t]>

(82)

fazendo o produto entre ¥t e 1, obtém-se

B = (YY) = (271r)3 Z/d?’k’d?’k"x

os termos cruzados somem pois os espinores sao ortogonais entre si, como foi tomado que
nao ha antiparticulas na relacao 1) o termo relacionado aos operadores bz/\ se torna

Z€ero no Vvacuo,

PB = 2n)? Z/d?’kdBk/ <<%w@kA> ui,(k )uA(lg) (k- ];).f_(E*(E)_E*(E/))t]>

utilizando as relagoes de anti-comutacao {ax v, a,ty/\},

-

entao,

—

1 , L B,
P = Gy 3 / Brdk (<5<3>(k;f ) — ak,\a};,/\,> b, (B )un (k) %

M\

xei[(E_E/)-f_(E*(E)_E*(k“f))t])
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o termo ak,\az, yv Val a zero ao ser aplicado o valor médio devido a equacao 1) para
|k| < kF, e para |k| > kr vai para zero devido a equagao {i

1 ) ¢ g = (v _i F—(E* N Ik (L
pp = o Z/d3/€d3/€/ (<(5(3)(k’ _ k)(g)\/)\> Ui\/(k/)U)\(k)ez[(k K')-Z—(E* (k)—E~ (k ))t])
A

aplicando o delta de Dirac e o delta de Kronecker, utilizando também © a funcao degrau

de Heaviside [5] visto que s6 é fisicamente relevante solu¢oes com momento maximo até

kp,
o= 3 | @ (kBB the — D).

Para simplificar a equacao, seré utilizada uma constante multiplicativa relacionada a

degenerescéncia spin e iso-spin [17],
v = ul(k)ur(k)
)

para matéria de néutrons v = 2, ji que existem dois sentidos de spin, jai para a matéria
nuclear v = 4, pois além dos sentidos de spin, existem sentidos de isospin do préton e do
néutron.

A forma geral portanto, é

pp = (21)3 /d3l<: (@(k;p - |/2§|))

considerando que o momento em uma distribuicao isétropica deve ser esfero-simétrico, a

integral pode ser solucionada como,

. 27 T kp kp T 27 4
/ O(kp — |k|)d®k = / / / k2 sin 0dkd0de = / k2dk / sin 09 / d = —mk3.
0 0 0 0 0 0 3

Portanto a densidade barioénica é dada por:
g
pB = @k% (83)

a solugdo de pp é muito interessante, pois demonstra que a densidade barionica (isto é o
namero de barions por volume), deve crescer com o cubo do momento maximo do sistema.
Portanto o valor de kp interfere na estabilidade da matéria nuclear, e deve ter um valor
especifico para manter o sistema coeso. Note também que a solugao encontrada é anéloga

a densidade barionica para o gas de Fermi para T" — 0 na equacao .
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Calculo da Densidade Escalar

Como visto na equacgao a densidade escalar é definida como,

TA0.\ — 1 3L L %
~ () = (o1 w>—(27r)32 [

—'I_bk;/A/bL)\UI\/(k )’Y UA(E) [ E l)'f—(E*(E)—E*( /))t]> |q]0> ]

Utilizando novamente as propriedades de anti-comutagao (29532) assim como as suas

relagoes com o vacuo (33135)), pode-se simplificar a densidade escalar em analogia ao que
foi feito em ,

o = 32 [ % (sl Epous B0k 7).

Até agora os espinores uy(k) e vy(k) ndo eram relevantes para o célculo, porém ao
operar com o tensor 7°, eles passam a se tornar relevantes. Serdo retomadas algumas
propriedades dessas grandezas.

O tensor 7° é dado por (22),

10 0 O
s o1 0 o0
T 100 -1 o0

00 0 -1

com uma analogia ao feito na equagao ([25)) serdo utilizados os espinores. Os spins podem
ser T ou |, por usualidade serd utilizado 1, mas ambos funcionam para nosso processo

[17], definindo entao os espinores

1
. E+M*| 0
U)\T(k) = o k ) (84)
E*4+M*
0
N E* + M*
—k
Ex+M*
- Ex + M+ 0
k)= 86
uat (k) N ) : (86)
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- Ex + M+
t (k) = [
U/\T( ) VoL

relembrando que E* é dado pela parte positiva de .
Utilizando as equagdes (84h87)), obtém-se

— 010}, (87)

E*+M*

M*

ul (K)7 up(F) = ————
()Y un(k) 12 1 (M)

substituindo o produto na equagao da densidade escalar e retirando os fatores de somatoério

que representa a degenerescéncia de spin-isospin (),

8 3 M i
i e —CY{ ()}
P (2w)3/ EER TR

a densidade escalar total é:

v M

. = ——— d3/{:—*.
I% 2m)3 J, /12 1 (M*)2

3.5 Equacgoes para a Densidade de Energia e para a Pressao

(83)

Retornando ao tensor de Energia-Momentum da equagao ([73) construido, aplicando

o campo médio para o e w, obtém-se entao,

- 1
<Tuu> = <2w’7,ual/¢> - 5 [miwg - mia(ﬂ gw/' (89)
Com esse tensor e os resultados de densidades barionica e escalar pode-se determinar
as expressoes de densidade de energia e para a pressao.
A densidade de Energia

Como dito anteriormente na equacgao , pode-se determinar o valor da densidade
de energia a partir da componente 00 do valor esperado do tensor de energia-momentum.

Aplicando esse raciocinio para ,
- 1
&= <Z"¢’Yoao”¢> ) [miwg - m?,ag] goo,

Ja que goo = 1, .
& = (i) — 2 [mZwg — mZag] .

Os valores médios dos mésons podem ser determinados a partir das equagoes ([74H75))
e da definicao de M*,

- 1 2 2
g = <7/1/}T(90¢> — 5 g—pr — %(M — M*)2 .

2 "B 2
mg, 95
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Para obter o primeiro termo da densidade de energia deve-se usar o resultado obtido

em (77,
100y = [E7(K) + guwolt)

aplicando por sua vez o valor médio no primeiro termo,

<¢T[E*(k) + gwwo]?/f> = <1/1TE*(/€)1/1> + Juo <¢T1/1>

o segundo termo na equagao acima claramente é proporcional a densidade barionica, que

foi calculada em (83)). Calculando agora o primeiro termo

. 1
B EW) = G

que aplicando novamente as propriedades (29732)) assim como as suas rela¢oes com o vacuo

(29132),
kK2 + (M*)20(kp — k)

B R = o

Utilizando todos os parametros aqui descritos, obtém-se uma descrigao para a densi-

dade de energia,

2

2 kg
éa = gw p2B+—U(M M*) —|—(2’VT)3/0 d3]{?\/ (M*)2+k2 (90)

2m? 2g2

w

A pressao p

Com base nas equagoes (41]) e , determina-se que a pressao deve ser dada por,
11, - 1, 5
p=-3 (iydi)) + 5 (mewy —mgog) gi

comﬂ gii = —3 na equagao e trocando os valores dos campos bosonicos constantes pelas

suas deﬁnigées dadas em ‘ ,
]- gf} 2 mc27 7\ [ 7‘ [* 2 1 -
b= 5 [m_ipB _(27( - ) - 5 <Z¢ m(91¢> :

Para conseguir calcular o segundo termo deve-se considerar a definicao de ~y, em ([22))

22Lembrando que nesse projeto é utilizado a notacio de Einstein, portanto aqui é somado de i = 1 a 3.
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e a definicao de derivada covariante,

) .
YOy = Y000 — 7i0; = Yoz ~ Yol \%

reescrevendo assim,

2
o

p:l{gw 2 M (il V).

2 |m2fB ™ 93(M M*)]_

1
3

Para calcular o gradiente de ¢ deve-se a considerar a equagao , portanto

d3k —’ - 7 - * = . .
> [ ] O e R NG Rt

27r 3/2

calculando o valor médio,

/\
o~
<
-

a- Vi >: 3Z/d3kd3k’
<\Ijo| (a’k/)\/akAu;/(k?)& * IZ U/)\(E)ez[(’zik_‘) (E*(k) B (k/)) ]+

_bk’)\’b )\UX(E)CY . E U}\(]%’)g—z[(lg—l;’)f—(E*(E)—E*(E’))lS]) |\IIO> :
como feito anteriormente,
(90} - -

Para resolver a integral, deve-se utilizar as relagoes entre os espinores que foram defi-

nidos nas equagoes (84187,

5> [k (B u@ek: - 7).

A

. k2
R+ (M2

como feito anteriormente, vamos retirar da integral o somatoério de spin e isospin (7),

aplicando a relacao encontrada para o valor médio,

<i¢T& . ﬁ¢> - (L \/W

Aplicando os resultados obtidos em ([74H75|) para o valor médio dos campos na expres-

k?F

sao total da pressao, obtém-se finalmente o valor geral para a pressao,

2

gw 2
= P M — M* +
P 2m2 B 2g ( )

w

7’“‘”

(91)

Wl =

m
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O problema de M*

Na subsecao anterior foram definidas as expressoes de algumas grandezas que serao
tuteis: a densidade de energia € a pressao . Observando ambas as equagoes, nota-se
notar uma certa similaridade entre ambas, ambas dependem de constantes determinadas
experimentalmente, como ¢,, Mg, g, My, € dependem também de outras grandezas que
variam conforme o sistema, como por exemplo M* (massa aparente) e kr (momento de
Fermi).

Como hé duas variaveis que dependem do tipo de sistema, existe uma tendéncia a con-
siderar a densidade de energia e a pressao como fungoes de duas variaveis independentes e
assim determinar os valores numéricos associados a essas funcoes. Mas isso é invalido! E
fato que a massa aparente também depende do valor de kr e portanto as equagoes vistas
até agora devem ter uma forma com uma tnica variavel.

Para tentar encontrar essa forma primeiramente considere a definicao de M* vista na
equagiio (70),

M*= M — Jdo00

0o pode ser determinado a partir da equacao , portanto

2
* Yo
M —M—ng

[

a definicao de p, é conhecida e foi encontrada na subsecao , sendo a equagao (88) a

sua representacao,

[ M*

R —
m3 (2m)* Jo k2 + (M*)?

Perceba que a equagao (92]) é transcendental, isto ¢, nao existe uma solugao analitica

(92)

para M*, de forma que as densidades de pressao e energia nao tém uma forma mais geral
de ser escrita em termos apenas de kg.

Mas conforme dito anteriormente, nao se pode simplesmente tratar como se fossem
duas variaveis independentes, ja que M™* é acoplada a kr. Por sorte, a equacao é
auto-consistente, isto é, pode ser utilizada para encontrar uma solu¢ao numérica de M*.
A partir de um valor inicial arbitrario [I], para todo kr que for interessante estudar,

pode-se calcular numericamente os valores da densidade de energia e para a pressao.

3.6 Resultados Numeéricos

Serao utilizados dados numéricos obtidos de estrelas de Néutrons [18], para calcular
M*, & e p. Considere que g, = 9,573 MeV, g, = 11,665 MeV, m, = 550 MeV,
my, = 782,6 MeV, M =939 MeV e v = 4.
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Figura 4: Grafico demonstrativo da razao massa aparente e massa da matéria nuclear em
relagao ao momento de Fermi.

Massa Aparente

Considerando a equacao , pode-se calcular a partir de métodos numeéricos, os valo-
res de M* para cada kr. Os valores foram computadorizados pelo software Mathematica,

utilizando M como valor inicial de M*, e kp de 0,01 até 5 fm ™1

com passo de 0,01. A
partir dos pontos encontrados, foi feita uma interpolacao desses pontos, como pode ser
visto na figura [4]

Curiosamente, para valores baixos de kr a massa aparente dos niicleons é aproxi-
madamente igual a massa dos nucleons, o que demonstra como para baixos valores de
momentum méximo a interagao dominante é de repulsao e nao a de atracao.

Porém, conforme kr aumenta, a massa aparente cai e satura muito proximo de zero,
portanto, é como se em um sistema com momento méaximo muito elevado, a interagao

dominante fosse a de atracao.

Densidade de Energia

Com os valores de M* para cada kg é possivel determinar o valor da densidade de
energia a partir da equacgao .

A curva esperada pode ser vista na figura 5], onde é representada a densidade de energia
dividida pela densidade bariénica menos a massa em funcao de kg.

Os resultados parecem seguir a logica esperada, pois é conhecido da literatura [1] que
para altas densidades de matéria, o ponto minimo da relagao da energia E, o niimero de

béarions B e massa nuclear M é dada por,

E—BM
B

) = —15,75 MeV, (93)
0

ao inspecionar a figura , pode-se encontrar um ponto de minimo muito proximo, sendo
este aproximadamente a —15,77 MeV. Como se sabe, o valor minimo é o valor termo-

dinamicamente mais estavel. Lembrando que pp = B/V, assim como & = E/V, onde
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Figura 5: Gréfico da densidade de energia sobre a densidade baridonica menos a massa da
matéria nuclear em relacao ao momento de Fermi.

V representa o volume do sistema, portanto a equagao (93] é equivalente aos valores da
curva.
E com esse valor teérico, também pode ser observado o valor de kr para a matéria

nuclear, e assim determinar M* e demais fungoes para o caso especifico da matéria nuclear,
0 —1
no caso de M* para k% ¢ de cerca 0,56 vezes a massa da matéria nuclear.

Pressao

E possivel utilizar a equacio em funcao da , esse tipo de equagao é denominado
equacao de estado e é uma forma de representar grandezas termodinamicas relacionados
ao sistema. Os valores encontrados podem ser vistos na figura [f] Conforme a pressao
aumenta, existe uma descontinuidade na fungao, isso pode ser explicado por uma transi¢ao
de fase, similar ao encontrado em uma transicao liquido-gés na equacao de estado de Van
der Waals [17].

10- b

Legya(p)

(1 | | 1 1 LA
6 7 8 9 10

Log1o(&)

Figura 6: Equagao de estado para a matéria nuclear.
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4 Matéria Nuclear a Temperatura diferente de Zero

Em um primeiro momento, foi considerada a matéria nuclear em temperatura igual
a zero, mas como se sabe, esse tipo de matéria para muitos corpos exibe uma descri¢ao
estatistica e termodinamica como foi visto nas se¢oes[2.8e 2.9 Portanto essa subsegao tem
como objetivo trabalhar os casos anteriores mas para matéria nuclear com temperatura

diferente de zero.

4.1 Descricao Termodinamica da Matéria Nuclear

A matéria nuclear é um sistema hipotético com infinitos férmions, portanto é um
sistema aberto, que permite troca de matéria e energia (decaimentos por exemplo). O
ensemble estatistico ideal para esse tipo de sistema é o ensemble grande-canoénico citado
na segao , a grande fungao de partigao (Zg) pode ser calculada como na equagao ,

H—uB
T

Za = Trexp

onde p representa o potencial quimico, Ho operador Hamiltoniano, Bo operador ntmero
de barions e T" a temperatura. Como o operador traco pode ser feito em relagao a qualquer
base, serd utilizada a base |Wy) que é o vacuo para a matéria nuclear.

Para fazer a conexao com a termodinamica, sera utilizado o grande potencial termodi-
namico que pode ser escrito em termos da grande funcao de particao como foi observado
na equacao ,

®=-TInZg

como sao utilizadas com muito mais frequéncia as densidades nesse trabalho, sera usado

o grande potencial dividido pelo volume,

1
=Tz

utilizando a propriedade dos logaritmos de transformar uma multiplicagdo por uma ex-
ponencial do argumento, pode-se finalmente escrever a densidade de grande potencial

termodindmico em termos da densidade hamiltoniana e densidade bariénica@

N — ) o0

A partir do potencial termodinamico , pode-se determinar as demais grandezas

23 Aqui est4 denotado a densidade bariénica com o chapéu pois estou me referindo ao operador densidade
bari6nica, nao a densidade em si, que é o valor médio da densidade bariénica
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termodinamicas, pois o potencial segue a equagao
¢p=-p=&-TS — ppp (95)

onde .¥ é a densidade de entropia, diferenciando ,

dp = —SdT — pgdy. (96)
Note que devido a ,

% (o7)
8(,00 B

assim como,
9¢
I — 98
o (98)

portanto os potenciais nao dependem explicitamente dos campos, e deve ser conservado
mesmo com variagoes deles. O valor da pressao p pode ser determinado a partir de (95))

sendo igual a —¢, ja a densidade de entropia pode ser avaliada a partir da equagao ,

99
= ——_ 99
ar (99)
ja a densidade barionica,
__% (100)
pB - a/J,
a densidade de energia pode ser calculada utilizando a equagao (95)),
0] 0]
E=TY — =¢——=T— — 101
P+ pap o " ot (101)

portanto, a partir dos estados microscopicos do sistema podem ser determinadas as equa-

¢oes que descrevem o sistema macroscopico.

4.2 Calculo do Potencial Termodinamico

Para conseguir calcular as grandezas termodinamicas deve-se primeiramente calcular
o potencial da equagao , lembrando que 7 = Ty, como descrito na equacao e
pp = ¥ devido a equacao (72)),

Too — W/f“ﬁ)}

=—T1In |T —
[0) n{ rexp( T

aplicando a teoria do campo médio, evidencia-se que notar que a derivada temporal dos

campos se iguala a zero, portanto a equagao pode ser simplificada [19],

$+M¢Tw)]

=—TIn |T
) n{ rexp( T
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onde £ é dado por . Utilizando a teoria do campo médio e reescrevendo se obtém,

¢=—-TIn

exp ((1/1[2%5“ + Y01 — guwo) — (M — go0)|0) — 3m2og + %miwg)]
T

retirando os termos constantes da exponencial,

T

o ( (Dl70" +70(1 = guteo) = (M = go00)]) )]

o termo M — g,00 é a massa aparente M*, em analogia o termo u — g,wy pode ser
identificado como o potencial quimico aparente p*. Calculando o valor médio da expressao
na exponencial anterior se obtém o autovalor da energia menos o potencial quimico.
Considerando a soma de todos os possiveis momentos, bem como o principio da exclusao

de Pauli, a equagao pode ser simplificada, entao

1 1 T _EB* " _E
o= Emf,ag - émiwg - (273)3 /d?’/{; {ln [1 + e( o )} +1In {1 + e< S )} } (102)

note que existem duas distribuigoes simétricas, uma com inverso do potencial quimico
aparente da outra, esses termos representam a distribuicao de particulas e anti-particulas,
para particulas tem-se um potencial quimico aparente de p* ja para anti-particulas tem-se
um potencial quimico de —p*.

Aplicando os valores para os campos mesonicos calculados em termos das densidades
(74H75)), a equagao ja é suficiente para determinar as equagoes de estado para o
modelo. Mas existe uma forma mais elegante de escrever essa equagao. Para tal, sera

focado totalmente na integral,

/OOO 4rk*dk {m {1 + e(E*T“*)} + In {1 + 6<E*T+M*)] } =
= %w /Ooo 3k2dk {m [1 + e(‘E*T"*)} +In {1 + e(‘E*Tﬂ*)} }

essa integral pode ser tomada por partes, tomando dv = 3k*dk e u a expressao entre

chaves, se obtém quﬂ,

A [T 0 (-55) (-5
37r/0 kak{ln{l—l—e ]—Hn[l—i—e dk

utilizando a regra da cadeia e a definigao de E* (80)),

0 OE* 0 k 0

k — Ok OB~ /% 1 (M>)2 OB

240 termo uv é igual a zero.



4 Matéria Nuclear a Temperatura diferente de Zero 56

calculando entao a derivada, e reescrevendo novamente o diferencial como um diferencial

de volume,

1 1

L /d3k: u +
3T VE? A+ (M*)? exp(—E*(kT)f”j +1 exp(—E*(kT)Jr”*) +1

aplicando entao os campos mesonicos e a nova forma de escrever a integral,

6=+ 2 n -y - gl [k ) ) 109
TP g 3 (2m)p EENTTO R

onde os n's representam a estatistica de Fermi-Dirac , para particulas

n(T) = . (104)

e para anti-particulas,
1

exp <E*(k:1)j+/»]'* ) + 1 ’

Em maos da equagao (103)) e devido a , pode-se escrever p como —¢, portanto

() = (105)

2m2"" 2¢2

1 v k2

M — M*)? + - /d3k— ng(T) + ng(T 106
(M = MY 4 gyt | sy (D) ()] (106)
note que para temperatura igual a zero a expressao ({106 retorna a equagao , por
isso foi escolhido modificar a forma da integral de (102)), para tornar explicito que o
termo de pressao dependente da temperatura é o termo original da temperatura com as

distribui¢oes de Fermi-Dirac.

4.3 Equacoes de Estado dependentes da Temperatura

Em maos do grande potencial termodinamico pode-se determinar as equagoes de es-
tado.

Utilizando a equacao com o potencial da equagao , pode-se entao determinar
a equagao de estado relacionada a pg. Perceba que o potencial nao depende explicitamente
de p até a integral, ao mesmo tempo que a derivada parcial em relacao p é a mesma que

em relacao a p*, portanto

=7 °k [ni(T) — 7y,
o = T | €k (T = (T (107)

onde novamente os n’s representam a estatistica de Fermi-Dirac (104H105). Note a seme-

lhanga com o encontrado para temperatura igual zero bem como resgata o resultado

para o gas de Fermi , mas agora com duas distribui¢coes de Fermi-Dirac.
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Agora utilizando a equagao pode-se determinar a densidade de entropia utilizando
novamente o potencial da equagao (102]). Derivando a equagao em relagao a T' e tomando

0 oposto,

o [ [EW W
Y—(QW)3/dkl ) (1) + T )+ .

—I—ln(l —|—€_E s ) +1n<1 +€_E Gt ﬂ .

Finalmente, utilizando a equagao (101), pode-se determinar a densidade de energia,
com auxilio das equagoes ((102]), (107)) e (108)

& = %miag — %miwg + (Q,YT)?’/dgk [(E*(k) + guwo)ng(T) + (E*(k) — gowo)nx(T)]

o termo integrado pode ser separado em duas integrais diferentes,

I 5o 1 5 o Guwoy 3 _ Y 37, [ _
& = gt = g + S5 [ dkinT) ~ )+ sy [ R R (D) + (T

a primeira integral da esquerda para a direita pode ser identificada claramente como a
densidade barionica (107)). Utilizando os valores de wy e 0y das equagdes e ea
definigao de E*(k) da equagao ,

2

95 o m2 12 g 3 2 )2 =
& = sy + 3a(M =) +(27T)3/d I/ (V)2 [na(T) + 7n(T)] (109)

w o

a densidade de energia da equacao ((109)) é idéntica, com excegao da estatistica de Fermi-
Dirac, a encontrada para a densidade de energia .

A semelhanca das equacoes de estado para temperatura igual e diferente de zero nao
é por acaso, a distribuicao de Fermi-Dirac a temperatura tendendo a zero, deve ser uma
funcao degrau, por isso no caso de temperatura igual a zero foi integrado até um momento
méximo kr. No caso de temperatura diferente de zero, essa restricao é retirada, devido a

estatistica de Fermi-Dirac, podendo ser integrada em todo o espaco dos momentos.

O problema de M*

Note novamente que todas as equagoes de estado dependem explicitamente de M*.
Por sua vez, M* deve depender da temperatura, entao como modelar a massa aparente
com a temperatura?

Um primeiro passo pode ser analisar a equacao . Como M* depende de og, pode

se escrever a condi¢ao de outra maneira,

d¢  OM* ¢ d¢ 0¢

dog  Ooo OM- Y orr T oM 0
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aplicando essa condigao para o potencial termodinamico ((102)) e lembrando que devido ao

campo médio ,

1 2
Emgag = ;n—(;(M — M*)?
95
logo
2 T 9, _E ot _ Bt
S e P |
a derivada pode ser reescrita,
0 oE* 0 M* 0

OM* ~ OM*OE*  \/iZ 1 (M*)2 OB

derivando em relacao a E* como ja foi feito anteriormente para o caso da pressao, se

obtém,
m2 v M*
— g (M- M +—/d3k—n T) + x(T)] = 0
93( ) (27T)3 k2+(M*)2[ k( ) k( )]
reescrevendo,
2 *
* ga 7 3 M _
M*=M="5 —— (T’ T)). 11
mg (27r)3/dk k;2+(M*)2[”k( ) + 1, (T)] (110)

A equagao ([110]) se diferencia da equagao (92]) novamente pela utilizagao da distrbuicao
de Fermi-Dirac, portanto pode se afirmar com exatidao que a diferenga do modelo de
Walecka para temperatura igual a zero e diferente de zero ¢ a utilizagao da estatistica de

Fermi-Dirac que permite a utilizacao da temperatura.

As solugbes numéricas das equagoes (107)), (109), (106), (110]) sdo muito complexas,

perceba que primeiramente todas as integrais sao de dificil resolugao, de forma que nao
podem ser resolvidas de forma exata, apenas numericamente. Além desse fator, todas as
equagoes dependem de@ pp e M*, devido a defini¢ao da estatistica de Fermi-Dirac (104
. Mesmo as equagoes e nao sao auto-consistentes, mas sim acopladas,
encontrar solugoes numéricas para e ¢ de grande importancia, pois assim sera

possivel determinar as fungoes termodinamicas que descrevem o sistema.

4.4 Uma solucao para Densidade Barionica igual a Zero

Como dito anteriormente, e sao equacoes acopladas entre si, o que torna
sua resolucao muito dificil. Para encontrar uma solu¢ao no momento tome um sistema
hipotético em que a densidade baridnica é nula, isso parece muito contra-intuitivo, como
a matéria nuclear é infinita ela deve haver alguma densidade, pois esté sendo analisada

uma matéria de forma de bulking, nao como uma matéria espacada suficiente de forma a

Z5Pela defini¢io de pu* = p — gowo portanto pela teoria de campo médio, u* = p — g% pp/m2.
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ter alguma densidade igual a zero. Se for assumido que o niimero de barions e anti-barions
¢ 0 mesmo, entao mesmo que a matéria nuclear seja extremamente densa no sentido de
massa, a densidade barionica pode ser igual zero.

Para entender o comportamento da curva da massa aparente se da, é interessante
avaliar esse caso especifico exatamente para eliminar algumas variaveis. Tome a

para pp = 0,
~
(27)?

o que evidencia novamente a escolha de mesmo ntimero de particulas e anti-particulas,

note que, usando as defini¢oes da distribui¢ao de Fermi-Dirac das equagoes (104]) e ((105)),

a Unica forma dessa igualdade ser satisfeita é para y = —u, que por sua vez s6 é possivel

/ Bl [n(T) — p(T)] = 0 —> n(T) = 7 (T)

quando g = 0. Dessa forma, elimina-se uma variavel da equagao e o sistema se torna bem
mais simples.

Com a escolha de densidade baridnica sendo igual a zero, a equacao da massa aparente
que antes estava acoplada a valores especificos de pg, se torna auto-consistente.
Portanto, pode novamente ser determinada numericamente.

A solugao encontrada pode-ser vista na figura [7] note como ela condiz com o valor
da literatura [I]. A massa aparente se mantém aproximadamente constante, até perto
de uma temperatura de 130 MeV', entao comega a diminuir vertiginosamente conforme o
aumento da temperatura. Perto de uma temperatura de 200 MeV a massa aparente se
torna metade do valor da massa barionica de fato, como indicado na figura, a partir de
uma temperatura de 250 MeV o valor da massa volta a se estabilizar e cair mais devagar.

O gréfico foi confeccionado utilizando o software Mathematica.
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Figura 7: Gréfico da razao entre a massa aparente e a energia termodindmica para a
matéria nuclear. Esté indicado o ponto em que a massa aparente atinge metade do valor
da massa barionica.
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5 Conclusao

O trabalho consegue mostrar os passos de desenvolvimento e célculo das propriedades
de uma teoria de muitos corpos. Em um primeiro momento foi mostrado todo o arcaboucgo
fisico e matemaético necessario para o desenvolvimento e entendimento da teoria.

No caso da temperatura igual a zero foi possivel determinar as equagoes que regem a
interacao de muitos nticleons, permitindo assim a determinacao da densidade de energia
e pressao, bem como o momento de fermi do sistema.

Para temperatura diferente de zero, foi observado como a estatistica de Fermi-Dirac
pode interferir nas grandezas obtidas anteriormente, nao havendo mais a necessidade de
um momento maximo. Também foi demonstrado como todas as grandezas sao obtidas a
partir de um formalismo estatistico utilizando a grande funcao de particao.

Portanto, desde que as constantes de acoplamento g, e g, sejam bem escolhidas, o
modelo de Walecka consegue representar com certa exatidao os aspectos termodinamicos
da matéria nuclear.

O modelo de Walecka possui limitacoes e continua sendo explorado e modificado, uma
versao mais atual desse modelo leva em consideracao parametros nao lineares, como pode
ser visto em [I§], artigos mais atuais como em [20] levam em conta esses parametros para

a descricao do modelo.
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