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Resumo

Trata este trabalho da determinagdo de condigdes necessarias e suficientes para
a analise e determinagdo de extremos, sobre-sinal e reagdo reversa em sistemas de
controle lineares estaveis, continuos no tempo, monovariaveis, com polos e zeros reais.

Efetuou-se, inicialmente, um estudo de sistemas de controle lineares estaveis e
continuos no tempo, de terceira ordem, com poélos e zeros reais, visando a determinagio
de extremos, sobre-sinal e reag@o reversa da resposta a uma entrada degrau unitario,
levando-se em conta as posigdes relativas dos polos e zeros do sistema.

Com base nos resultados obtidos, obteve-se uma generalizagdo para sistemas
de controle lineares estaveis, continuos no tempo, com n pélos e um zero real de

multiplicidade m, para os quais determinou-se 0 nimero exato de extremos.

Abstract

It deals with this work from determination of necessary and enough conditions for the
analysis and determination of extrema, overshoot and undershoot in steady, continuous
linear systems of control in the time, mono variable, with pole real and zero real. It
was effected, initially, a study of steady and continuous linear systems of control in the
time, of third order, with real poles and real zeros, aiming at the determination of
extremities, overshoot and undershoot of the reply to an step-respons, taking in account
the relative positions of the polar regions and zeros of the system. On the basis of the
gotten results, a generalization for steady, continuous linear systems of control was
gotten in the time, with n polar regions and a real zero of multiplicity m, for which the

accurate number of extremities was determined.
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Introducao

Atualmente os sistemas de controle automatico encontram-se difundidos em
todas as sociedades desenvolvidas. Tais sistemas agem como elemento catalisador na
promogdo do desenvolvimento e do progresso. O controle automatico € essencial no
estudo de sistemas de veiculos espaciais, guiamento de misseis, pilotagem de avides,
robdticos e outros, além de ser aplicado em modernos processos industriais e de
fabricagdo, sistemas biologicos, biomédicos, econdmicos e socioeconomicos (Franklin,
1991; Dorf, 1995; Ogata, 1998).

No processo de verificagdo da qualidade de um sistema de controle linear, sio
empregados, entre outros meios, a resposta a degrau, a resposta em freqiiéncia e a
estabilidade e suas margens. “A resposta a degrau é muito utilizada, por ser de facil
verificagdo experimental e por corresponder a excitar todos os modos de oscilagdo do
sistema” (Castrucci et all, 1991). Os indices de qualidade mais comuns sdo: o sobre-
sinal, o tempo de subida, o tempo de acomodag@o entre outros indices de desempenho.

Existem alguns problemas como o de controle do eixo de maquinas
ferramentas e os de controle de um robd, os quais necessitam seguir uma trajetoria pré-
definida, onde a resposta a degrau nido pode apresentar extremos. Desta forma, o estudo
de condigdes que permitam avaliar extremos, sobre-sinal e reagdo reversa na resposta a
degrau ¢ de grande importancia na teoria de controle, de acordo com Ogata (1998), El-
Khoury et all (1993), Howell (1997), Rachid (1995), Leon de La Barra (1994), Leon de
La Barra e Fernandez (1994-a), Reis et all(2003, 2002, 2001), Silva e Reis (2001).

Muitas contribui¢des tedricas recentes tém sido feitas no sentido de clarificar a
influéncia dos zeros e das localizagdes de polos e zeros da planta na parte transiente da
resposta a degrau (El-Khoury, 1993; Rachid, 1995; Howell, 1997, Goodwin, 1999;
Leon de la Barra, 1994, 1994-a; Lin e Fang, 1997, Moore, 1990; Reis, 2001, 2002,
2003, 2004; Silva, 2001). Apesar de valiosas, tais contribui¢des ainda n3o oferecem um
quadro claro de como e quais variagGes extensas nas localizagdes de polos e zeros

podem influenciar a determinag@o de extremos, sobre-sinal e a reagdo reversa.
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10

A determinag@o de condigdes necessarias e suficientes para a determinagdo de
extremos, sobre-sinal e reagdo reversa em sistemas de controle lineares estaveis,
continuos no tempo e de ordem elevada, é um problema dificil de se resolver, devido ao
fato da resposta a degrau ser uma fun¢do transcendental. Por exemplo, o problema de se
determinar o0 numero exato de extremos da resposta a degrau permanece em aberto (El-
Khoury, 1993).

Neste trabalho, sera apresentada uma analise dos pontos criticos, extremos,
sobre-sinal e reagdo reversa em sistemas de controle lineares estaveis, continuos no
tempo, monovariaveis, com polos e zeros reais, com o objetivo de se determinar
condigdes necessarias e suficientes para a obtengdo de extremos, sobre-sinal e reagdo

reversa em tais sistemas. Acredita-se que as caracterizagdes obtidas sdo de grande

importancia na teoria de controle, j4 que permitem uma visio mais esclarecida das

condigdes que possibilitam avaliar pontos criticos, extremos, sobre-sinal e reagdo
reversa, além de clarificar um pouco mais a influéncia dos zeros e localizagdes de polos
e zeros da planta, na parte transiente da resposta a degrau.

Este trabalho esta organizado como segue. No Capitulo 01, apresentam-se
alguns resultados existentes na literatura referente a extremos, sobre-sinal e reagdo
reversa. No Capitulo 02, apresentam-se as analises relativas a pontos criticos, extremos,
sobre-sinal e reagdo reversa em sistemas de controle lineares estaveis, continuos no
tempo, monovariaveis, de terceira ordem e com polos e zeros reais. No Capitulo 03,
apresenta-se uma generalizagio dos resultados obtidos relativos a extremos, para
sistemas de controle linear estaveis, continuos no tempo, monovariaveis, com 7 polos
reais distintos e um zero real de multiplicidade m. No Capitulo 04, apresentam-se as

conclusdes do trabalho e em seguida as Referéncias Bibliograficas.
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Capitulo 01

Neste capitulo, serdo apresentados alguns resultados relativos a extremos, sobre-sinal e

reagdo reversa, encontrados na literatura.
1. Resultados Relativos a Extremos.

O efeito dos zeros na resposta a degrau de sistemas de controle lineares invariantes no
tempo, tem merecido a atengdo de pesquisadores desde os anos 30 (Reis et all, 2002).

E fato conhecido que quando os polos da fungio de transferéncia sdo reais e negativos,
a resposta a degrau apresenta um numero finito de extremos. Widder (1934) prova que o namero
de zeros da fun¢3o de transferéncia, no intervalo de convergéncia da transformada, é pelo menos
igual ao numero de extremos que podem ocorrer na resposta a degrau de um sistema linear
estavel, continuo no tempo.

El-Khoury (1993), fornece limitantes superiores para o0 numero de extremos na resposta
a degrau unitario de sistemas de controle reais com pdlos e zeros reais. Além disso, caracteriza a
localizagdo dos zeros e sua influéncia no nimero de extremos da resposta a degrau. Mais
precisamente, considera-se o sistema de controle linear estavel, continuo no tempo,

monovariavel, com polos reais distintos e zeros reais, descrito pela fungdo de transferéncia, com

ganho g

H(S_ zi)

G(s)=gt— (1.1)

H(s—/lj)

sendo que A <2;<...<2, <0 sdo os polos de G(s) e z;, i = 1, 2, ..., m seus zeros. G(s) em (1.1)
é estritamente propria e sem cancelamento de polos e zeros. O polo A, € 0 polo dominante e o
polo A é o polo mais rapido.

A resposta a degrau de G(s) em (1.1) é definida como

yit)y=L" [@} t €[0,+00) 1.2)

com a condigdo inicial nula, y(0)=0, y'(0)=0, y"(0)=0,... y(0)=0, onde L ¢ 0 operador

transformada inversa de Laplace.
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A defini¢do de extremo local na resposta a degrau, apresentada a seguir, € encontrada
em El-Khoury (1993):

Defini¢io 1.1: A fungdo y(f) tem um extremo local em t* se existe £>0 tal que

() - y@*-D))y(#*) - y(t*+7)]> 0,V € (0,¢) .

Definigdo 1.2: Sejan >0 o niimero de extremos locais de y(f) para ¢ >0.

Para a discussdo a seguir, € conveniente classificar os zeros da fungdo de transferéncia

(1.1), em quatro diferentes conjuntos, a saber:
M, ={z:G(2)=0, 0 <z <+o0}
M,={z:G(z)=0, 4, <z <0}
M,={z:G(z)=0,4,<z<4,}
M,={z:G(2)=0,-o0<z<A4}.

Imf

B
>

Re

Em adigdo, seja m; = 1, 2, 3, 4 o numero de zeros pertencentes a uma dada classe M,
tal que m=m, +m, +m, +m,.

Segundo El-Khoury (1993), o conhecimento de um limitante superior para o nimero de

extremos é frequentemente mais importante do que o conhecimento de um limitante inferior,

pois quando o limitante superior € igual a zero, isso garante que a resposta a degrau nio

apresenta extremos.

O limitante inferior para 7 ja foi determinado por Widder (1934), mediante o seguinte

resultado:
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Teorema 1.1: (Teorema do Limitante Inferior) O nimero de zeros de uma fungdo de

transferéncia G(s), no intervalo de convergéncia da transformada € no maximo igual ao nimero

de extremos locais, ou equivalentemente, 7 > m, +m, .

Prova: Veja Widder (1934).

Pelo Teorema 1.1, conclui-se que os zeros localizados nas classes M,e M, causam

extremos.
Uma estratégia para a determinagio de limitantes superiores para m faz uso do

relacionamento entre a resposta a degrau e a resposta ao impulso g(?) de G(s), isto é:

W)= g()dx,

onde g(t)=L" [G(s)], ja que y(f) tem um extremo toda vez que g(t) muda de sinal. Assim, o
nimero de zeros de g(t) para # > 0, ¢ igual ao nimero de extremos de y(f). Portanto, o problema
de se determinar limitantes superiores para o numero de extremos de )(¥), ¢ equivalente ao
problema de se determinar um limitante superior para o numero de zeros positivos de g(?).

As definigGes que se seguem, sdo importantes para o problema em questdo (El- Khoury,
1993).

Definigiio 1.3: Um pélo suporte ¢ definido com sendo um intervalo aberto (4,_,,4,), entre dois

polos consecutivos e distintos 4,_, < 4, , de G(s).

i=1

Definicdo 1.4: Seja p o nimero de pélos suportes contendo um numero impar de zeros de G(s).

Defini¢do 1.5: Seja x um inteiro. Entdo a paridade de (x) = 0 se x € par e a paridade de (x) = 1

se x é impar.

El-Khoury (1993) apresenta um limitante superior para o numero de extremos de (), a

saber:
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Teorema 1.2: (Teorema do Limitante Superior) O nimero de extremos de y(t) para t > 0 ¢

limitado superiormente por m, +m, +m, — p, ou equivalentemente, 7<m, +m, +m, — p.

Prova: Veja El-Khoury, (1993).

Os Teoremas 1.1 e 1.2 podem ser combinados e fornecem limitantes superiores e

inferiores para o numero de extremos, com o resultado a seguir.

Teorema 1.3: (Teorema Geral de Limitagio)
i) m +m,<n<m +m,+m, —p,

ii) paridade (n) = paridade (m, + m;) = paridade (m, + m; + m3 — p).

Prova: Veja El-Khoury, (1993).

Observam-se, do Teorema 1.3, os seguintes resultados praticos:
i) Zeros localizados a esquerda do poélo mais rapido, isto €, localizados no conjunto Mj, ndo
influenciam no nimero de extremos;
ii) Para um sistema sem zeros com apenas polos reais, ndo existe a possibilidade de ocorrerem
extremos;

iii) Zeros localizados entre o pélo mais rapido, A1, € o polo dominante, A,, podem influenciar na

ocorréncia de extremos.

Esses resultados sdo aplicaveis as fungdes de transferéncia estaveis com zeros reais e
polos reais distintos. Embora seja um resultado importante, o problema da determinagdo do
numero exato de extremos da resposta a degrau permanece em aberto.

Rachid (1995) trata o problema dos extremos que podem ocorrer na resposta a degrau

de um sistema linear estavel com zeros e pdlos reais. Para isso apresenta uma condigdo suficiente

sobre os zeros, para evitar extremos, usando a configuragdo de polos e zeros da fungdo de
transferéncia.
Para melhor compreensdo, considere sem perda de generalidade, um sistema linear

estavel descrito pela fungdo de transferéncia com ganho unitario.
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[Ta+zs)

e (1.4)
[Ta+T,s)

=1
com zeros z; = L <0 eospolos 4, = = <0. Assume-se, também, que G(s) € de fase minima
;7 :
i 7
e sem cancelamento de polos e zeros.
O lema a seguir, encontrado em Rachid, (1995), fornece uma decomposigdo da fungio
de transferéncia dada em (1.4).

Lema 1.1: A fun¢3o de transferéncia G(s), dada em (1.4), pode sempre ser reescrita sob a forma

G(s) = [‘[ G, (s)f[ G,,(s) (1.5)

1 .
com G“(S):__}__‘ G,,(s) L)
1+T,,(s)

€ rl +r2 =A.
+1i;s

O teorema a seguir, fornece uma condig¢do suficiente para a determinagdo de extremos

na resposta a degrau do sistema de controle (1.4).

Teorema 1.4: A resposta a degrau do sistema dado por (1.4), ndo apresenta extremos para ¢ # 0

se o arranjo (1.5), no Lema 1.1, pode ser tomado de maneira que valem as condigdes 7,, <T5,,

para j pertencente a [1, r; ].

Prova: Veja Rachid (1993).

Do Teorema 1.4, tém-se os resultados praticos:

i) Se o sistema (1.4) ndo possui zeros, a resposta a degrau ndo apresenta extremos para ¢ >0,
mas se o sistema (1.4) possui apenas um zero finito z real, sua resposta ndo tem extremos se
existe um polo A real, tal que z <A,

ii) Quando o sistema (1.4) tiver dois zeros distintos e finitos, z; e z,, n3o ocorrem extremos na

resposta a degrau se existir dois polos reais p; e p, tais que z; < A; e z2 < A;. Note que nado é
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uma condigdo necessaria que A; € A, sejam distintos, mas se A; = A, a multiplicidade de A,

deve ser no minimo 2.

Rachid mostra que a existéncia de extremos na resposta a degrau esta diretamente
relacionada com a configuragdo de poélos e zeros da fungdo de transferéncia (1.4). Assim, o
Teorema 1.4, apresenta uma condigdo suficiente para assegurar que ndo ocorra sobre-sinal na
resposta a degrau de um sistema de controle como em (1.4), tornando mais claro o problema do
relacionamento de polos e zeros para a néo ocorréncia de extremos na resposta a degrau.

Reis e Silva (2001) apresentam uma condigdo necessaria e suficiente para um sistema
de segunda ordem, com dois zeros reais distintos z, e z;, € dois polos reais distintos A; e Az,
apresentar extremos. Considera-se o sistema de controle linear estavel, continuo no tempo, cuja

fungdo de transferencia seja dada por:

3, e ewa)
O G erL) )

Tem-se, entdo, o seguinte resultado.

Teorema 1.5: O sistema cuja fungdo de transferencia é dada por (1.6) possui extremos se e

somente se ocorre uma das seguintes condigdes:
Dz, <Ah<A, <z, e +A4,>2,+2,;
ii) (4, <A, <z,<z,0u 4, <z <z,<A,)e L +4, <z +2,;

O Teorema 1.5 apresenta uma condi¢do necessaria e suficiente para a ocorréncia de
extremos na resposta a degrau de sistemas lineares de segunda ordem, continuos no tempo, com
polos e zeros reais distintos sendo, portanto, uma complementagido ao resultado de Rachid
(1995). Reis et all (2002), mostram que para a classe de sistemas de controle lineares estaveis,
continuos no tempo, com um polo real de multiplicidade trés e um zero real de mutiplicidade
dois, ocorrem situagdes semelhantes do Teorema 1.5. Para a apresentagdo de tais resultados seja

G(s) com polos e zeros reais, dada por:

2 (s-2)°

22 (s=A4)°

G(s)=- (1.7)

Tem-se, entdo, o seguinte resultado.
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Teorema 1.6: O sistema (1.7) possui extremos se e somente se A< z.
Prova: Veja Reis, et all (2002).

Corolirio 1.1: O sistema (1.7) ndo possui extremos se € somente se z < A .
Prova: Veja Reis, et all (2002).

Uma extensdo dos resultados apresentados nos Teoremas 1.5 e 1.6 foi obtida por Reis et
all (2003), para sistemas de controle lineares continuos no tempo, de ordem 7 > 2 com um zero
real e polos reais distintos, em termos das localizagdes de polos e zeros da correspondente
fungdo de transferéncia.

Considera-se o sistema de controle linear continuo no tempo, monovariavel e estavel

descrito pela fungdo de transferéncia:

G(S)="(B'—+l) G(s)zﬁitD_

[1Gs+D [1G;s+D
j= j=
sendoquen >2, e:
T é uma constante real estritamente positiva;
7, >0, j=1, 2,..., n sdo as constantes de tempo do sistema;,
z=-1/T,éozerode G(s)sez<0ou z=1/T sez>0;
A, ==1/7,,j=1, 2 .., nsio os polos de G(s);
Aj# 4, Aj #z paratodoi, j=1,2, .., n
Considera-se, ainda, sem perda de generalidade, que:
A1 <... < Ap1 < 4, < 0 e que o tempo ¢ pertenca ao intervalo (0, + ).
Observe-se que G(s) pode ser escrita, na forma de polos e zeros, do seguinte modo:

(_1)n+1 ﬁlj
G(S) - J=1 (s - Z)

z ]j(s—/l‘,.).

Tem-se, entdo, o seguinte resultado.

B .’1Iu':| - F‘LTS - ‘_INESP
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Teorema 1.7: Considera-se o sistema de controle linear continuo no tempo, monovariavel, com

n poélos reais distintos e com um zero real, estavel descrito pela fungdo de transferéncia (1.8), e a

correspondente resposta a uma entrada degrau unitario y(?). Tém-se, entdio, os seguintes
resultados:

(a8)  y(?) ndo apresenta extremos se € somente se z < A,;

(b)  y(?) apresenta um ponto de maximo relativo se e somente se 4, < z < 0;

(c)  y(1) apresenta um ponto de minimo relativo se e somente se 4, < 0 < z;

Prova: Veja Reis et all (2003).

Observa-se que o item (a) do Teorema 1.7 coincide com os resultados obtidos por
Rachid (1995) e os itens (b) e (c) complementam tais resultados, além de fornecer a classificagao

dos pontos criticos.

2. Resultados relativos a sobre-sinal e reacio reversa.

Na se¢do 01 foram apresentados os resultados encontrados na literatura relativos a
extremos da resposta a degrau. Tais contribui¢des apesar de importantes, nio oferecem um
quadro claro de como e quais variagGes extensas nas localizagdes de pélos e zeros podem
influenciar o sobre-sinal ou overshoot e a reagdo reversa ou undershoot. Por exemplo, o
problema de se determinar o nuimero exato de extremos na resposta a degrau permanece em
aberto (El- Khoury, 1993). Além disso, ndo é possivel efetuar a classificagdo desses extremos.
Dai, a importancia de se determinar condi¢gdes necessarias e suficientes para a determinag¢do de

extremos, sobre-sinal e reagdo reversa em sistemas de controle lineares continuos no tempo.

2.1.0 sobre-sinal em sistemas continuos

Quando o sistema de controle apresenta polos e zeros reais, a resposta a degrau € uma
combinagdo ‘de exponenciais, dai a dificuldade e até mesmo a impossibilidade da determinagdo
direta de extremos e consequentemente a classificagdo dos mesmos. Isto justifica a escassez de
resultados relativos a determinag@o de sobre-sinal em sistemas de controle lineares continuos no

tempo.
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Para a discussdo apresentada, neste trabalho, sera utilizada a seguinte defini¢do de

sobre-sinal, encontrada em Ogata (1998).

Defini¢do 1.6: O sobre-sinal ¢ uma indicagdo do maior valor acima do valor de regime durante a

; oo it )= o) _
evolugdo do transitorio, dado em porcentagem, isto é, Mp = —T 100% , onde:
y o

® y(tm) € o valor maximo de y(t);

® y() ¢é o valor de regime de y(t).

Lin e Fang (1997), consideram um sistema linear de terceira ordem SISO com uma
fung¢do de transferéncia ndo estritamente propria dada por:

Y(s) s’ +bs’ +as+1
R(s) ps® +qsirs+1

(1.10)

onde K pode ser assumido sem perda de generalidade igual a um. Mediante o uso dos
coeficientes de (1.10), sdo obtidas condigdes necessarias e suficientes para um tal sistema ndo
apresentar sobre-sinal na resposta a degrau, quando os p6los sio reais.

No caso de polos complexos, uma condigdo suficiente e duas condi¢des necessarias sdo
obtidas para uma tal classe de sistemas ndo apresentar sobre-sinal.

Reis e Silva (2001) obtém condigdes necessarias e suficientes para a existéncia de
sobre-sinal em sistemas de controle linear continuos no tempo, dado por (1.6). Tais resultados

sdo apresentados pelo teorema a seguir.

Teorema 1.8: Sob as hipoteses do Teorema 1.5, o sistema (1.6) apresenta sobre-sinal se e

somente se z, <A <A, <z, e 4, +4,>2 +z,.
Prova: Veja Reis, et all (2001).
Resultados analogos aos obtidos no Teorema 1.8 também foram obtidos para sistemas de

controle de segunda ordem com um zero real e pélos reais. Além disso, uma expressio analitica

para o calculo direto do sobre-sinal foi fornecida em Reis e Silva (2001) e Reis (1994).
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Reis et all (2003) efetuam a analise, em termos de sobre-sinal, de um sistema de controle
linear continuo no tempo de ordem »n, monovaridvel e estavel descrito pela fungdo de

transferéncia dada em (1.9), e apresenta o seguinte resultado.

Corolario 1.2: Sejam o sistema de controle linear continuo no tempo, monovariavel, com n
polos reais distintos e com um zero real, estavel descrito pela fun¢@o de transferéncia (1.9), e
y(1), sua resposta a uma entrada degrau correspondente. Tem-se, entdo, que y(?) apresenta sobre-

sinal se e somente se 4, <z<0;

Considere o sistema de controle linear, invariante no tempo com realimentagdo unitaria

mostrado na figura abaixo:

y(t) R

sendo:

P(s) fungdo de transferéncia da planta, estritamente propria;
C(s) fungdo de transferéncia do controlador;

r(t) sinal de referencia;

e(t) sinal de erro;

u(t) sinal de entrada na planta;

y(t) sinal de saida da planta.

Seja G(s) = - a fungdo de transferéncia entre o sinal de referencia (7) e o
1+ P(s)C(s)

sinal de saida da planta y(f).

Para um sistema de controle linear, invariante no tempo, com realimentagdo unitaria,
como na figura acima, Goodwin et all (1999), apresenta limitagdes fundamentais que surgem da
presenca de zeros complexos, estaveis, no eixo ou proximo do eixo jw. A estabilidade desta
classe de sistemas de controle é usada em conjungdo com a transformada de Laplace para
mostrar que as restrigdes no dominio do tempo devem ser satisfeitas pela resposta a degrau do

sistema.
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De Goodwin et all (1999), tem-se o seguinte resultado:

Teorema 1.9: Considere um sistema contendo polos e zeros satisfazendo as seguintes condigdes:

(i) A fungdo de transferéncia, G(s), tem pelo menos um par de zeros proximos ou no €ixo —jo em
z= -0 jo,,(c >0, w>0);

(ii) Todos os polos da fungdo de transferéncia tém a parte real maior que — a (a > ¢);

Sob estas condigdes, a resposta do sistema esta sujeita as seguintes restri¢oes:

-oG(0)

2 2

[ e (coso,Nly,, - y(t))dt =

o’ +a,

f e” (sena )Ly, — y(t)dt = _9299_(_0_)?,

o’ +a,

sendo ys= G(0).

Prova: Veja Goodwin et all, (1999).

Como o — 0, as equagdes do Teorema 1.9 reduzem para

[ (cosay)ly.. -~ yO)Ht =0
G(0)

a,

[ (senay)ly,, - ()t =

Para ilustrar a importancia desses resultados, considera-se uma planta com dois zeros

complexos sobre o eixo jw, em + jw. Seja t tal que e, (r)=0, para todo 7 > 1. Assuma que

z &
@,T << 5 Entdo, usando expansdo de Taylor para cosw,f e para senaw,t, as equagdes seguem:

[, e = ye)dr=o0

[ Guyttyyat = '3(2

a

a
T . .. L o
Se w,7 < - entdo da primeira equagdo acima, segue que yss — J(f) tera sinais positivos e

negativos, e o sistema apresentard sobre-sinal na resposta a degrau. Mas se o valor de wo €




pequeno, a segunda equagdo acima indica que o primeiro instante de yss — (¢) sera muito grande.

; ; oo
Porém, se o valor de g € pequeno e @,7 < = entdo

E e - @), @t = [ (v, - y(e)et = P(g)

0

2P(0)

eentdo |y, — y(t)|, 2= . Assim, yss— (1) tera uma grande amplitude em algum tempo.
0,’T

Na proxima segdo apresentam-se resultados encontrados na literatura sobre reagio

reversa em sistemas de controle lineares continuos no tempo, e fase ndo minima.

2.2. A reagio reversa em sistemas continuos no tempo e de fase nio minima

Um sistema de controle linear é chamado de fase minima, se todos os seus zeros estdo
localizados no semi-plano aberto esquerdo. Ja os de fase nio minima ou sistemas de reagdo
reversa s3o os sistemas estaveis para os quais a fun¢do de transferéncia G(s) apresenta zeros no
semiplano aberto direito do plano s (R.H.P.). Tais sistemas sdo identificados da seguinte forma:
na aplicagdo de um degrau na entrada, a saida inicialmente comega em dire¢do contraria ao valor
de regime (Reis et all 2002). De acordo com Mita e Yoshida (1981) e Leon de La Barra (1994),
tais sistemas podem apresentar uma das caracteristicas: reagdo reversa inicial ou do tipo A,
reagdo reversa do tipo B e reagio reversa do tipo r,. Assim, para uma caracteriza¢do da reagio
reversa, considera-se um sistema de controle racional SISO (single input, single output), com a
fungdo de transferéncia G(s) continua no tempo, estritamente propria, assintoticamente estavel,
de fase minima e sem zeros na origem. Leon de La Barra (1994) apresenta as seguintes

definigdes:
Defini¢do 1.7: Seja G(s) como em (1.1) e com ganho ndo nulo %, e y() a sua resposta a degrau
unitario. Entdo diz-se que y(f) apresenta reacdio reversa inicial se y(t)k < 0 para todo 7 tal que 0

<t<t.

Mita e Yoshida (1981) apresentam as defini¢des de reagdo reversa do tipo A e do tipo




Definiciio 1.8: Seja y(7), t > 0, a resposta a degrau escalar no tempo, suficientemente suave, de

um sistema dindmico e assuma que y(0) = 0 e se y™ ¢ a n-ésima derivada de y(f), entdo:

(a) existe um inteiro positivo e finito » tal que:

YE0) ==y =0 e YO #0;

(b) O valor de regime de y(?) existe e € diferente de zero.

Ent3o se diz que () possui reacio reversa do tipo A se y(+0)y(x) <0.

De Vidyasagar (1986), a relagio y™ (+0)y(«) <0 é uma versdo matematica natural do

fato da resposta a degrau inicialmente comegar em diregdo contraria ao valor de regime. A esse

fendmeno, di-se o nome de reacdo reversa inicial.

Defini¢io 1.9: Se ndo existe reagdo reversa inicial e existe um intervalo (a, b) tal que

y(t)y() <0 para todo 7 pertencente a (a, b), entdo diz-se que y(t) apresenta reagiio reversa do

tipo B.

De la Barra (1994), segue a defini¢do de reagdo reversa do tipo r, na resposta a degrau.

Defini¢do 1.10: Seja G(s) como em (1.1) e com ganho ndo nulo %, e y(t) a sua resposta no
dominio do tempo a um degrau unitirio e positivo. Entdo se diz que )(t) apresenta reacio
reversa do tipo r, para 7 > 0 se as seguintes trés condigdes sdo satisfeitas:

Existem exatamente r, valores diferentesde £, 0 <t; <... < Ly < oo tais que:
Dy )e<0,i=1,.,r, (1.12)
i) y(1)_, =0,i=1,.., 15, (1.13)

i) i) >0,i=1,..., T (1.14)

A reagdo reversa do tipo B ocorre se ndo existe reagdo reversa inicial e existe um
intervalo aberto onde a resposta a degrau tem sinal oposto ao valor de regime. Ja a reagdo reversa

do tipo r, (Leon de la Barra (1994)), fornece uma descrigdo mais detalhada do fendmeno da
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reagdo reversa, mediante especificagdo do nimero de vezes que a resposta a degrau apresenta
reagao reversa para > 0.

Para a analise de reagdo reversa, € importante o conhecimento do nimero de mudangas
de sinais de )(7), ja que a resposta a degrau apresenta reagdo reversa quando y(f) muda de sinal,
isto €, (%) < 0 para ¢, €[0,+®).

G(s+a)
+q)

Considerando-se g(f) a resposta ao impulso de G(s) = , tem-se que g(?)=

L'[G(s)] = y(t)e ™™, para a > 0 suficientemente pequeno tal que G(s) ndo apresenta zeros na

origem do plano s. Assim, o mimero de mudangas de sinais de y(7) é exatamente igual ao mimero
de mudangas de sinais de g(¢) e, portanto as informagdes relativas & mudanga de sinais de g(?)
sdo importantes para a determinag@o da reagdo reversa em )(f).

Leon de La Barra (1994) fornece um limitante inferior para o nimero de mudangas de
sinais da resposta ao impulso g(¢), de G(s), em fungdo do nimero de zeros reais de G(s),
localizados estritamente a direita de seu p6lo dominante, o qual ¢ apresentado a seguir. Para tal,

considere as seguintes hipoteses:

Hipotese 1: Considere um sistema racional SISO caracterizado pela fun¢do de transferéncia
continua no tempo G(s). G(s) € também estritamente propria, assintoticamente estavel e de fase

ndo minima, ndo possuindo zeros na origem do plano complexo.

Teorema 1.10: Se g(f) <> G(s) constituem um par de Transformada de Laplace, com G(s)
sendo uma fung@o de transferéncia assintoticamente estavel, estritamente propria com apenas
zeros reais e polos reais simples, mas ndo necessariamente de fase nio minima. O nimero de
mudangas de sinais de g(#) para 7 > 0 sera limitado inferiormente pelo numero de zeros de G(s)

localizados estritamente a direita do pélo dominante.

Prova: Veja la Barra (1994).

Sob as hipoteses do Teorema 1.10 e a Hipotese 1, € possivel estabelecer um resultado
mais forte que o teorema anterior. Para tal, considere m;, i = 1, 2, 3, e p conforme na definig3o
1.4.
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Teorema 1.11: Se g(#) <> G(s) constitui um par de Transformada de Laplace, o nimero de

mudangas de sinais de g(t) para f > 0 sera menor ou iguala m, +m, +m, — p.

Prova: Veja la Barra (1994).

O Teorema seguinte estabelece uma condig@o necessaria e suficiente para a resposta a
uma entrada degrau de uma planta SISO estavel, apresentar reagdo reversa inicial, encontrado em
Vidyasagar (1986).

Teorema 1.12: Um sistema tem reagdo reversa inicial se e somente se sua fungdo de

transferéncia tem um nimero impar de zeros no semiplano direito.

De acordo com Porter (1987), este fato foi provado por Norimatsu e Ito em 1961. Além
disso, Mita e Yoshida (1981) também provaram tal resultado como um corolario de um teorema
mais geral relativo ao fendmeno da reagdo reversa em plantas MIMO (Multiple Input, Multiple
Output) estaveis.

Leon de la Barra (1994) contribui para uma caracterizagdo posterior, fornecendo novos
esclarecimentos das correlagdes entre zeros do semiplano aberto direito de uma fungio de
transferéncia escalar continua no tempo, e a natureza da reagdo reversa na sua resposta a degrau,

com O seguinte teorema.

Teorema 1.13: Seja G(s) como definida anteriormente, com ganho & = 1, e m; zeros reais no
semiplano aberto direito. Entdo y(f) apresentara pelo menos reagdo reversa do tipo r, para > 0,

com r, dado explicitamente por

m, +1
2

onde int [.] denota a parte inteira.

Prova: Veja la Barra (1994).
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E claro que se m; é par, ¥(f) ndo apresenta reacdo reversa inicial (Vidyasagar (1986)).

Entdo y(7) sera inicialmente positiva, revertendo necessariamente o seu sinal depois. Por outro
lado, se m, € impar, o sinal inicial de y(f) sera sempre oposto ao sinal de seu valor de regime,
determinando assim, reag@o reversa inicial. Este Teorema também ¢é valido para plantas tendo
polos complexos conjugados. Sob as hipoteses adicionais relativas a configuragdo pélo-zero de
G(s), é possivel estabelecer um resultado mais forte que o teorema anterior. Para tal, sejam m;,

my, n3, my € p como em (1.3) e na Definigdo 1.5.

Corolidrio 1.3: Se em adigdo ao Teorema 1.13, G(s) tem somente zeros reais e polos reais
simples que satisfazem a condigdo p = mj, junto com m, <1, entdo )(t) apresentara exatamente

reagdo reversa do tipo ry para > 0, com r, como no Teorema 1.13.

O Corolario 1.3 fornece, para uma classe maior de sistemas continuos no tempo e de
fase ndo minima, o nimero exato de vezes que a resposta a degrau associada apresenta reagdo
reversa. A sua principal limitag@o esta no fato que plantas com p6los complexos conjugados ndo

estdo inclusos na classe anteriormente referida.

Em Reis et all.(2002), encontra-se as observagdes com rela¢@o a reagio reversa:

® Os resultados relativos a reagdo reversa até entdo discutidos, relacionam os efeitos na
resposta a degrau causados por zeros de fase ndo minima. No entanto, zeros do semiplano
aberto esquerdo também podem causar extremos que acarretam reagdo reversa. Por exemplo,
considere o sistema de fase minima cuja fungdo de transferéncia G(s) seja dada por (1.7),
comz = -0,1 e p=-1. Pelo Teorema 1.6, como A < z, G(s) possui extremos. Mediante a
analise da resposta a degrau y(t), nota-se a existéncia de um ponto de minimo negativo ¢ um
de maximo. Dessa forma, a reagdo reversa apresentada por y(t) é devido ao zero z = - 0,1,
que ¢ um zero real negativo. Portanto, o sistema (1.7) é uma classe de sistemas de fase

minima apresentando o efeito da reagio reversa.

Outro ponto € que a resposta a degrau y(t) do sistema caracterizado pela fungdo de
transferéncia continua no tempo pode apresentar reagdo reversa em f/ = f, mas nio

satisfazendo a condigdo (iii) da Defini¢do 1.10.
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Dessa forma, Silva et all (2001) e Reis e Silva (2002) apresentam uma analise mais
detalhada desse fato, e fornecem uma caracterizagdo mais apurada do fendmeno da reagdo

reversa do tipo ry, a qual sera apresentada a seguir.

2.3. Reacido reversa do tipo r, estendido na resposta a degrau.

Os resultados apresentados, a seguir, encontram-se em Silva et all (2001).

A definigdo de reagdo reversa do tipo r,, caracteriza o nimero de vezes que a resposta a
degrau apresenta reago reversa, considerando o nimero de minimos locais negativos de ky(t). E
facil ver que (1.12)-(1.14) sdo suficientes para a existéncia de um minimo local negativo em 7 =
t, mas em particular (1.14) ndo é necessaria. Considere por exemplo que as condigdes (i) e (ii) da
Definigdo 1.10 sdo verificadas em ¢ = # e que j(f)=0. Suponha que existe uma conétante
positiva §; tal que para todo (¢, -J,,,), tal que ky(¥) <0, e que para todo € (¢,,1, +J,) tem-
se ky(f) >0, respectivamente. Entdo, existe um minimo local de ky(f) em 7 = ¢; (Courant, (1965),
pp. 242). Silva et all (2001) encontram um exemplo dessa situagdo, o qual é apresentado a

seguir.

Exemplo 1: Considere a fungdo de transferéncia G(s) dada por:

(5= 2)s~E)s -] [(5-2)s-F)

G(s) (1.16)

) (s+1)° [(s +1)* +7? F{(sﬂ)’ +47rzr

sendo que z,,Z,,1=1, ..., 7 sd0 os zeros complexos conjugados de G(s) e zy, z, Z sdo os zeros
reais. Os valores de zy, z, Z ez, i =1,...,7 sdo dados por zo = -0,000699416, z = 1,41185, Z =
24,4088, z; = -3,13916+7,79002j, z, = -1,3386+5,07124), z3 = -1,26717+2,83482j, z4 = -
0,485231+43,31632j, zs = -0,0500769+7,17647], zs = -0,0449459+5,68491] e z;
0,350259+2,57319j. Observa-se que G(s) tem ganho £ = 1. Silva et all (2001) mostra que y(1)
-2r+1<0, y(1)=0e y(1) =0, respectivamente. Entdo, a condi¢do (iii) na Definigdo 1.10

ndo € satisfeita em t = 1, mas a resposta a degrau exibe reagdo reversa do tipo B.




Mediante os resultados obtidos no Exemplo 1, observa-se a necessidade de uma
caracterizagdo mais geral de reagdo reversa multipla na resposta a degrau. Tal caracterizagdo,

dada a seguir, é conhecida como reag¢do reversa do tipo r, estendida.

Definigio 1.11: Seja G(s) como na Hipotese 1 e com ganho ndo nulo k. Seja y(t) a resposta a um
degrau unitario e positivo. Entdo se diz que y(t) apresenta reagio reversa do tipo r, estendido

para f > 0 se as seguintes trés condigdes sdo satisfeitas:

Existem exatamente r,. valores diferentes de £, 0 <t; <t; < ... <, <-+oo tais que:
ue

DYt )k <0,i=1,.., e, (1.17)
i)jz(t)|t=t_ =0,i=1,..., fue, (1.18)
iikj(t),_, >0,i=1,..f ou (1.19)
y(t )! ¢—s, =0 e existe uma constante positiva 5; tal que, (1.20)

kj/(t)<0,paratodote(t,-—5,-,l‘,-)e (121)
ky(t)>0 paratodo t € (t;,t; +;),i=1,...,Tue. (1.22)

Teorema 1.13: Seja G(s) como na Hipétese 1, com ganho unitario e m; zeros reais no semiplano
aberto direito. Entdo y(f) apresentara pelo menos reagdo reversa do tipo r, estendido para 7 > 0

m +1

com ry. no sentido da Definig¢do (1.11), e dado por r,, :int[

J, onde int [.] denota a parte

inteira.

Prova: Veja Silva et all (2001).

Os resultados apresentados nas segdes 2.1, 2.2 e 2.3, apesar de bastante valiosas, ainda
ndo oferecem um quadro claro de como e quais variagdes extensas nas localizagdes de polos e
zeros podem influenciar o sobre-sinal € a reagdo reversa. Além da ndo existéncia de técnicas que
permitam determinar e classificar os extremos da resposta a degrau, faltam condi¢es necessarias
e suficientes para a determinagdo de sobre-sinal e reagdo reversa em sistemas de controle

lineares estaveis continuos no tempo.
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Sendo assim, 0 que se propde neste trabalho, é a obtengdo de uma generalizagdo do
resultado obtido em Reis et all (2003) para sistemas de ordem » com um zero real, isto ¢,
pretende-se considerar sistemas de controle lineares com n pélos e m zeros. Para tal, sera
efetuada inicialmente, uma analise em sistemas de controle lineares de terceira ordem, com polos
e zeros reais, baseada nos resultados obtidos em Reis et all (2004-a), quando se considera um
sistema de controle linear de terceira ordem com polos e zeros reais estaveis. A idéia é analisar o

comportamento de sistemas de ordem baixa para obter, se possivel, generaliza¢cdes desses

resultados para sistemas de ordem elevada, levando-se em conta a configuragdo pélo-zero de

G(s). Isto € o que sera descrito nos Capitulos II e ITI, a seguir.




Capitulo 02

Neste capitulo sdo apresentados os estudos efetuados relativos a sistemas de controle
lineares estaveis, continuos no tempo, de terceira ordem, com pdlos reais e no maximo dois zeros
reais, com o objetivo de se determinar condi¢des necessarias e suficientes para a analise de
pontos criticos, sobre-sinal e resposta inversa em tais sistemas. Ressalta-se que tais estudos
estardo pautados nos resultados obtidos em Reis et all (2004), onde se considerou um sistema de

controle de terceira ordem com dois zeros reais distintos.

1. Formas gerais da funciio de transferéncia G(s) de um sistema de terceira ordem.

Considera-se o sistema de controle linear estavel, continuo no tempo, monovariavel,
com polos e zeros reais, na forma das constantes de tempo, descrito pela fungio de transferéncia:

2 I

[1@s+D
G(s)=-1—— 2.1

[[@s+D)”

=1

sendo que:

r;,J = 1,2, 3, éamultiplicidade dos polos de G(s)e D> r, =3;

I, i=1 ou 2, é a multiplicidade dos zeros de G(s) e ZI,. =2;

T;> 0, i = 1, 2, sdo constantes reais;

7, >0,j =1, 2,3 sio as constantes de tempo do sistema,
,i=1,..., 2 530 os zeros de G(s);

z =__1,j= 1,2, 3 sdo os polos de G(s);
T

7
J

A, #z,Vi=12ej=123.




Observa-se que a multiplicidade dos pélos e zeros de G(s), em (2.1), pode ser diferente
de um.
Considera-se que o tempo 7 pertenga ao intervalo [0,+<0) e que:
4 <A <l «0p 2 <z
Quando Z /; = 1, tém-se as seguintes formas para G(s), dada por (2.1), na forma de pélos

€ ZEros:

. _ A4 (s-2) . ;
i) G(s)= . (S—A)(SH/?Q)(S—%)’A‘;#:EJ,z‘tl’.”’j 1,2, 3; (2.2)

i oo A (5-2) .
ii) G(s) = = (3_11)2(3_22),11¢37, (2.3)
A (s-2)

) o=

A =2, =2 =4<0. 24

Quando X /; = 2, tém-se as seguintes formas para G(s), dada por (2.1), na forma de pélos

€ ZEros:

: __"11’112’5 (5-2)s-2,) .
iv) G(s)= n, (s—A,)(s—ﬂ.z)(S*/lj)’zlizzilﬁt%;&%’ (2.5)

4 ___’1'12’12 (s—z)(s—2z,) » )
L oL e LAY VR 26)

A (s-z,)(s5-2,)
2.5 (s-2)°

vii) G(s) = - 1% gz
2 (=52, )s-4)

vi) G(s)=-

» 2y RZ, E A 2.7)

zz A 24, #4;; (2.8)

(s-2)°

it gl
[y T R

z2# A £ A; 2.9

vi) G(s):-——'?iz— (=2 .i (2.10)

z? (s-4)°’

As respostas a uma entrada a degrau unitario de G(s), dada por (2.1), nas formas (2.2)
- (2.10) sdo dadas, respectivamente, por:

D) y()=1+ce™ +c,e™ +c,e™ 2.11)




sendo que:

R
2 (h-A)h - L)

bye,ohh__ h-2)
z (-2~ 4)

(h-2)
z (A-4)4, - 4)

i) y(r) =1+ ce™ + c,re™ + cie™,
sendo que:

A’ (4 -2)

8¢ =—1-————

_2(1] _Az)z ?

_AkGh=2)

b) c, ’
z(4h - 4,)

s /112('12 _z)

c -
) &= G-

iii) y(t) =1+ c,e” +c,te” +c,t’e*,
sendo que:
a) ¢ =-1,
b)c,=4,
A(A-2)

c)c, = .
be, 2z

. - At Ayt At
iv)y(t) =1+ce™ +c,e™ +c,e™,

sendo que:

8t o __AA4 (4 -2)4 -2)
Yoz, (A4 -4)

by Ay (A —2)4, - z,)
gz, (-4 -4)

o o o Ak (h=z)0-7,)
T nn (- A)A - )




V) y(t) =1+ce™ +c,te™ +c,e™,
sendo que:

222 -2}, - 2,)
z,2,(4, - 4, )2

by, 2l =)k =)
2,2,(4 - 4,)

A (A =2) A ~2,)
5z,(4, - 4)°

?

c) 03 = —
vi) y(t) =1+ce* +c,te* +c,t’e™;

sendo que:

a)c, =-1,

Mzz,-2)

2z,

b)c,

_F(A-z)A-z)

€)cy =
) s 25,25

vii) y(¢) = 1+c,e™ +c,e™ +c.e™,
y 1 2 3

sendo que:
A4y (4 —z)’
23 (4 =LA -4)
b) c, = - 1’3‘1‘1(2’2 —2)2 ,
24 -4)4, - 4)

0)03 = '11’12(’13 —z)z _
24 (A = A4, - 4)

a)c, =—

viii) y() =1+ c,e™ +c,te* +c,e™,

sendo que:




2 2
-z
RENCEr
z (A4 -4y)
ix) y(t) =1+ce* +c,te* +c,t’e*,
sendo que:

a)c, =-1,

AR =27
0 6 =25

2 2
)¢ = —%ﬂ—.

As proximas se¢des tém como objetivos a determinagdo de condigGes necessarias e
suficientes para a determinagdo e classificagdo dos pontos criticos das respostas a degrau unitario
de G(s), dada por (2.1) nas formas (2.2) — (2.10), além da determinag@o de sobre-sinal e reagdo
reversa.

Neste trabalho, ndo foram analisadas as classes de sistemas descrito pela fungdo de
transferéncia dada em (2.1), nas formas (2.3) (2.6) e (2.9).

2. Determinacdo, classificacio de pontos criticos, anailise de sobre-sinal e reacio reversa.

Nesta se¢do serdo apresentadas condi¢Ges necessarias e suficientes para a determinagio
e classificagdo dos pontos criticos de y(¢), dadas por (2.11) — (2.28).

Além disso, quando possivel, serio determinadas condi¢des necessarias e suficientes
para obtengdo de sobre-sinal e reagdo reversa.

Observa-se que, neste trabalho, considera-se as fungdes de transferéncia G(s), na forma
das constantes de tempo, e portanto, em termos de sobre-sinal, de acordo com a definigdo 1.6,
tem-se que:

Mp =(y(t,)-1)100%.
Vale lembrar que, y(f) apresenta sobre-sinal se e somente se y(¢,)—1>0, onde y(#) € o

valor maximo relativo de y(7) em #.
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2.1. Sistemas de terceira ordem, com um zero real simples e trés polos reais distintos.

Considere o sistema de controle linear (2.1), na forma (2.2). A resposta a uma entrada
degrau unitario deste sistema, dada por (2.11), tem expressdo:
y(@)=1+ce™ +ce™ +ce™,
sendo que os coeficientes ¢;, i = 1, 2, 3, dados por (2.12), sdo:
Lk (h-2)
bz (A4 - 4)
Ak (-2)
z (4 -4)4,-4)
i G
3 = A
z (4 -4)A,-4)
Entdo, de (2.11), tem-se que:

YY) =0 le* +c,4,e™ +c,Ae™ =0
¢, Ay +c, e vl eP AN =0,
Em (2.29), fazendo:
k,=c4,i=1,23eB,=4,-4, j=2,3,

e substituindo (2.30) em (2.29), obtém-se:

y=0 1+£‘3—e“‘lzl +‘rc—3e"*”r =0.
k, k,

Em (2.31) definindo:
e, =’;—:, i=23, (2.32)
e substituindo (2.32) em (2.31), segue que:
YY) =0 1+a,e™ +ae” =0. (2.33)
Seja f{t) a fungdo definida, a partir de (2.33), como:
f@O)=1+a,e” +ae”. (2.34)
De (2.33) e (2.34), nota-se que os pontos criticos de y(f) sdo os pontos 7, pertencentes

a [0,+c0) para os quais f(#,)=0. Além disso, observa-se que:
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S = 74, (2.35)

ke*
Tém-se, entdo, os seguintes resultados principais que fornecem condigdes necessarias e
suficientes para a determinagdo e classificagdo dos extremos de y(¢), dada por (2.11), além de
condi¢es necessarias e suficientes para a existéncia de sobre-sinal e reagdo reversa em tais

sistemas.

Teorema 2.1: Seja y(7), dada por (2.11), a resposta degrau unitério do sistema (2.2). Entdo:

i) y(¢) apresenta um unico extremo relativo em 7, se e somente se 4, <4, <4, <z<0 ou
A <4, <4, <0<z

ii) y(f) apresenta um ponto de maximo relativo em fo se 4, <4, <4, <z<0;

iii) y(7) apresenta um ponto de minimo relativo em 7o se 4, <4, <4, <0<z;

iv) )(#) ndo apresenta extremo relativo se e somente se z<A4 <A4,<4,<0 ou

A <z<A, <A, <0o0u 4 <4,<z<4,<0.

Teorema 2.2: Seja y(f), dada por (2.11), a resposta a degrau de um sistema de controle linear
estavel, continuo no tempo, com um zero real simples z, e trés pélos reais distintos, 4,,4, e 4,.

Tem-se, entdo que:

A;(ﬂq—z)]
A -2) ]

i) (f) apresenta sobre-sinal se e somente se 4, <4, <4, <z<0e1, >,1? ) ) ln[

ii) () apresenta reagdo reversa inicial se e somente se 4, <4, <4, <0<z.

Corolario 2.1: A resposta a degrau )(f), dada por (2.11), ndo apresenta sobre-sinal e nem reagdo

reversa se e somente se z< 4, <4, <4, <0 ou 4, <z<4, <4, <0 0u 4 <4, <z<4 <0.

Para as provas dos Teoremas 2.1 e 2.2 e do Corolario 2.1, necessitam-se de alguns
resultados, os quais serdo apresentados a seguir.

Lema 2.1: A fungdo f(f) apresenta um unico ponto critico 7, €[0,0) se e somente se

A<d <A<z
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Prova: De (2.34), tem-se que:
['O=0 f'()=a,fe™ +a;fe” =0
S LT DU m[* b J <
a; B, B -5, a,p;
" a, B, A-z

>l >l

a,p; -z
<A<z A <A, <A<z

Observagio: O resultado do Lema 2.1 independe se z ser positivo ou negativo.

Lema 2.2:
i) a; >0 e k, <0 seesomentese 4, <A, <4, <z<0;
ii) Se @, >0 e &, <0 entdo y(¢), dada por (2.11) e (2.12), apresenta um inico extremo relativo

em £, € (0,+00). Além disso, ¢, ¢ um ponto de maximo relativo.

Prova: Para a prova de (i), de (2.30) e (2.32) ,tem-se que:

a:3>0<:>—>0@ 3j’:>0<:> >0c3>0ec;>0o0ucs<0ec; <0.
c c
1 1 1

Agora, <0 eoahM<0ec >0. Assim,
w>0eqh<0= 3>0ec; >0

W (D) Ak i)
: Gh-Ak) 2 Gh- A

(B=2) . G-

z z

0

Sez>0,(A3-2)>0e(AM-2)>0A3>ze 4>z & z<A; <Ay <A3 <0, 0 que é absurdo,
pois z> 0.

SBZ<0,(?\.3—2)<08(R1—Z)<0<:>k3<262.1<Z¢> M<AM<A3<z<0.

Para a prova de (ii), de (2.35), tem-se que {0) = 0 e como @, >0 segue que lim f(#)=+0o. A
t—»+c0

Figura 01, dada a seguir, mostra as possibilidades para o grafico de f{?).
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Figura 01 — Possiveis formas para o grafico de f (t), dada em (2.34).

Pelo Lema 2.1, f(#) apresenta um uinico ponto critico, ou seja, existe um Gnico 7* pertencente a
[0,4+00) tal que f'(#*)=0. Assim, existe um unico Z, pertencente a (0,+<0)tal que f{#p) = 0. Logo
as formas (1), (3) e (4) do grafico de f{t) na Figura 01 ndo ocorrem, o qﬁe implica na existéncia
de um unico ponto critico ¢, de y(f), ou seja, existe um unico ¢, € (0,+) tal que y'(t,)=0.

Mas f(t)=:%. Como £, <0 e f(f)<0 para f <¢,, como mostra a forma (2) da Figura 01,
e

entdo y'(r)>0 para 7 <#,. Assim y(f) ¢ crescente para 1 <#,. Se >, como k, <0 e f(£)>0
implica que »'(f) <0 para 7>¢,. Sendo assim, y(f) € decrescente para #>¢,. Portanto, y(f)

possui um maximo relativo em 7, e o item (ii) esta provado.

Lema 2.3:

i)a; >0,k >0 ez>0seesomentese 4, <4, <A, <0<z,
ii) Se a; >0 e k, >0 entdo y(f) apresenta um Unico extremo #,. Além disso, 7, ¢ um minimo

relativo.

Prova: Para a prova de (i), segue de (2.30) e (2.32) que:
¢34,

c
>0 2>0c3>0ec;>0o0ucz<0ec; <0.

a3>0<:::>k—3>0<:>
1 ah °;

Agora, k1> 0 &M >0 <0.
Assim,

a>0eh >0 a3<0e1<0 &
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A, Gh=2) ook =8
: bR h-h)  z (h-A)A-%)

h-2) 4. A=-2 _,

¥4 z

0

Comoz>0,(A3-2)<0e (A1 -2)<0A3<zedi <z A <A<A<0<z

Para a prova do item (ii), de (2.35), tem-se que f0) = 0 e como @, >0 segue que

rlim S () =+ . AFigura 02, dada a seguir, mostra as possibilidades para o grafico de f¥).

&

J®

N
S A

Figura 02 — Possiveis formas para o grafico de f (t).

Pelo Lema 2.1, f(f) apresenta um tnico ponto critico, ou seja, existe um Unico #* pertencente a
[0,+c0) tal que f'(#*)=0, portanto as formas (1), (3) e (4) para o grafico de f{t), dadas na Figura
02, ndo ocorrem. Assim, existe um Unico / pertencente a [0,+o0)tal que f{ty) = 0, o que implica
na existéncia de um Unico ponto critico de y(f) em ¢,, ou seja, existe um Gnico 7, € [0,40) tal
que y'(t,)=0.

Mas f(¢) =;l32. Como k; > 0 e pela Figura 02, f(f)<0 para f<t,, entdo y'(t) <0 para
1€ _

t<t,. Assim y(¢f) é decrescente para t<f,. Se t>t,, como k&; > 0 e f(f)>0, implica que

¥'(#)>0 para t > tp, sendo assim, y(f) é crescente para f>{,. Portanto, o € um ponto de

minimo relativo de y(?), o que prova o item (ii).

Lema 2.4:

i) ;<0 ek <0 seesomentese ;<2 <z<A3<00u 4 <z<4,<4 <0,

ii)az<0ek; >0seesomentesez< A <A <A<0;
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iii) Se a; <0 e k, <0 ouaz <0ek; >0, entdo y(f) ndo apresenta extremos.

Prova: Para a prova do item (i), segue de (2.32) que:

¢ c
a, <0 <:>—j:40<:>—3<0 < c,;<0ec,>00uc;>0ec <0.
G ¢

k<04 <0&¢,>0.

a,<0ek <0=c,<0ec, >0

bl (h=2) o Ak (h-D)
z (G~ 2k —4) z (-4~ )

A3_z>0eﬂ1_z

Z ¥4

<0.

M-2<0,A3-2>0ez<0 oA <zez<A3ez<0 L1 <z<<AB3<00uiy<<z<13
<0.
Portanto,

a, <0ek <0 4 <z<4,<4;<00u i <4, <z<4,<0.
Para a prova do item (ii), de (2.30) e (2.32), segue que:
(%Y

c
<0 2<0sc,<0ec,>00uc;>0ec <0.
¢4 G

a, <0 &

Agora, k, >0 & ¢4, >0 ¢, <0.

oL —z>0 SM-z>0,A1-z>0e
z z

Assim, a, <0ek, >0 & 3> 0ec1 <0 &

200 3<z, L1<zez<0&z< A <A< A3<0.

Para a prova do item (iii), se a3 <0 e k; < 0, pelo item (i), tem-se que A} <z <2, <23 <0 ou
A <A, <z<A,; <0 eassimm =my=0em;=p=1, pelo Teorema 1.3 do Capitulo 01,  =0.
Assim, y(¥) ndo apresenta extremos.

Se a3 <0 ek >0, pelo item (ii), tem-se que z< A <Ay <A3<O0eassimm =m=m=p=0,

pelo Teorema 1.3 do Capitulo 01, 7 = 0. Assim, y(f) ndo apresenta extremos.
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Observacio: O item (iii) também pode ser provado pelo Teorema 1.4, descrito no Capitulo 01,
pois z esta relacionado com A3;. Dessa forma, segundo Rachid (1995), (f) ndo apresenta

extremos.

Prova do Teorema 2.1: As provas dos itens (i), (ii) e (iii), seguem dos Lemas 2.2 € 2.3. A prova

do item (iv), segue do item (iii), do Lema 2.4.

Prova do Teorema 2.2: Para a prova do item (i), inicialmente seja # um ponto de maximo
relativo de y(f). Agora, y(f) apresenta sobre-sinal em 7, se e somente se }(f) —1 >0.

W) —1>0 & ce™ +c,e™ +c,e™ >0, (2.36)
Mas,

¥'(t,) =cAe* +c,Ae™ +c,A et =0,

A oMo _ 2% e
A, A,

A substitui¢do de (2.37) em (2.36), fornece:
=d) _’l')c,e““’ +-———(ﬂ2 _l’)c3e‘=‘° >0.
4, A,

c,e’ =—

W)-1>0

Substituindo os valores dos coeficientes c;, i = 1 e 3, na expressido acima, tem-se

S ey
-1>0 - e >0
o) 120 & = ) T2a-A)°

- — z)e™h —z)e’"
T ,,ﬂ)[ 204 - D)X + 4, (y —2)e™ |5 0.

Como 4, -4, <0,sez <0, segue que d; <1, <4; <z <0, entdo:
-, (A4 —2)e* + A, (A, -2)e™* >0
—4 (4 -2)+ A4 (4 -2)eP P >0
(2 —2)eD™% > 2,(4 - 2)
se M(A3 —2) < 0> (A3 —2)> 0 < 23>z 0 que implica, pelo Teorema 1.4, do Capitulo 01, que

¥(t) ndo apresenta extremos. Se A1(A3 —2) > 0 (A3 —2) <0, tem-se:

_z)<:>

(4=4 ), }'3(31
W)-1>0 e >,11(13—z)
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b gL m[ﬂ;(&—z)}eé(a—zgm
H-h [ A(-D)] A(%-2)

o
A=A A4 -2)

} e (A4 -2)>4(4 -2)

:0>2311] m&&:jﬂ e LA -Az-Ad +4z>0o

I0>;le_1] ]n|:j:§2:j;i| ez(ll—/l._,)>0 eM<A<A<z<0.

Portanto, )(t) apresenta sobre-sinal em #, se e somente se 7, > 3 1 3 lni:/l’(l‘ - z)} eM<A<
= SR

A (4, - 2)
A <z<0.
Para a prova do item (ii), para 4, <4, <4, <0<z, tem-se pelo Teorema 1.11 do Capitulo 01,

que y(t) apresenta reagdo reversa inicial.
Prova do Corolirio 2.1: Segue diretamente do item (iv) do Teorema 2.1.

Apresentam-se, a seguir, exemplos de aplicagdo dos resultados anteriormente obtidos.

Exemplo 01: Considere G(s), dada por:

Gls)= (s+1)

Csendsindsen i
2 3 4

G(s) possui zeroz=—1epolos A,=-4, A,=-3 e A13=-2. Pelo Teorema 2.1, y(7) apresenta

um unico extremo relativo, classificado como um ponto de maximo relativo. Pelo Teorema 2.2,

como A; <Ay <A3 <z <0 et >0,2027, y(f) apresenta sobre-sinal. A figura a seguir, mostra o

grafico da resposta a degrau unitario y(¢), deste sistema, do qual se depreende tais resultados.
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Resposta a Entrada Degrau

T

—
(8]

-

o
™

o
o

Saida do Sistema [ y(t) ]

o
=

o
L%}
T

15 2 25 3 3.5 4 4.5 5
Tempo[t]

Figura 03 — Resposta a degrau unitario para G(s) dada por (2.38).

Exemplo 02: Considere G(s), dada por:

(—s+1)

G(s) = (2.39)

(—2-.5‘ - 1)(53 +1)(-i-s +1) .

G(s) possui zeroz= lepodlos A, =-4, A2=-3 e 13=-2. Pelo Teorema 2.1, y(f) apresenta
um unico extremo relativo, classificado como um ponto de minimo relativo. Pelo Teorema 2.2,
como A; < Az < A3 <0 <2z »(f) apresenta reagdo reversa inicial. A figura a seguir, mostra o

grafico da resposta a degrau unitario y(f), deste sistema, do qual se depreende tais resultados.
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Resposta a Entrada Degrau

e s
e
7

o
=

=}
@

o
=

(=]

Salda do Sistema [ y(t) ]
o
(%]

=)
(5]

b
=

15 2 25 3 35 4 45 5
Tempo[t]

Figura 04 — Resposta a degrau unitario para G(s) dada por (2.39).

Exemplo 03: Considere G(s), dada por:

(%s+l)
J

G(s) = (2.40)

(ESH)(%SH)(%SH)'

G(s) possui zeroz=—-3 epodlos A, =—-5, A2 =—4e A3 =— 2. Pelo Teorema 2.1, () ndo
apresenta extremos. Pelo Corolério 2.1, como A; < A; <z < A3 < 0, () ndo apresenta reagdo
reversa inicial e nem sobre-sinal. A figura a seguir, mostra o grafico da resposta a degrau
unitario y(7), deste sistema, do qual se depreende tais resultados.

Resposta a Entrada Degrau

=)
[=:]

o
o

o
¥

Salda do Sistema [ y(t) ]

o
r

2 25 3 35 4 45 S
Tempo [t]

Figura 05 — Resposta a degrau unitario para G(s) dada por (2.40).
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2.2. Sistemas de terceira ordem, com um zero real simples e um pélo real de multiplicidade

trés.

Considere o sistema de controle linear (2.1), na forma (2.4). A resposta a uma entrada
degrau unitario deste sistema, dada por (2.15), tem expressdo:
y(t)=1+ce” +c,te” +c,t’e*,
sendo que os coeficientes ¢;, i = 1, 2, 3, dados por (2.16), sdo:
¢ =~1,
c, =4,

A(A-z
03:————~—(zz ).

De Reis et all (2002), tém-se os seguintes resultados principais:

Teorema 2.3: Seja y(?), dada por (2.15), a resposta a degrau unitario do sistema (2.4). Entdo:

i) y(?) apresenta um unico extremo relativo se e somente se A<z,
ii) y(¢) apresenta um ponto de maximo relativo se e somente se A <z<0;
iii) y(#) apresenta um ponto de minimo relativo se e somente se A <0< z;

iv) y(¢) ndo apresenta extremos relativos se e somente se z <2 <0.

Teorema 2.4: Seja y(f), dada por (2.15), a resposta a degrau unitario de um sistema de controle
linear estavel, continuo no tempo, com um zero real simples z, e um polo real de multiplicidade

trés. Tem-se, entdo que:

i) y(¥) apresenta sobre-sinal em 7, se e somente se A <z<0 e f, >

—z
AA-2)’

ii) y(7) apresenta reag@o reversa inicial se e somente se 1 <0<z.

Corolirio 2.2: A resposta a degrau y(#), dada por (2.15), ndo apresenta sobre-sinal e nem reagio

reversa se e somente se z< A <0.

Prova do Teorema 2.3: Para a prova do item (i), tem-se de (2.15), que )(f) apresenta extremo

em /o se e somente se
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Y'()=0 y'(t)=c,de* +c,dte* +c,e* +c,At’e* +2c,te* =0 &
(c,/l+c2 +c,At +2c3r+c3}£rz}’“ =0 &
At +(c,A+2¢,)t+cA+c, =0.
Substituindo os valores de ¢, c; € ¢3, dados em (2.16), tem-se que:
yH)=0s

3
A(A-3), 3 +—-r P ——r{1+('1 ) }:0«::»
2z z z 2

2+ (A - 2)t

0ot=00u =0&

t|:2+(/1_ z)t:| B
g [

t=00ut=—
-z

Como y(f) apresenta extremo em #, para f, pertencente a (0,+), entdo #, =
-z

extremo relativo de y(7) se e somente se A < z.
Para a prova do item (ii), suponha inicialmente que A <z <0. Seja A?) definida por

2(A-2)
2z

f@®= (2.41)

Note-se que, y'(¢) = f(f)e™ . Além disso, y'(f) =0 se e somente se f{f) =0. Como A <z <0, R
tem concavidade voltada para baixo e portanto seu grafico é dado pela Figura 06, dada a seguir.

3

AV

r,\'

Figura 06 — Grafico de f{7), dado em (2.41)

Assim, f{t) > 0 para #, < # < #; 0 que implica y'(f)> O para #, < ¢ < t;. Portanto )(f) é crescente
neste intervalo. Agora f{r) <0 para f > #;, o que implica que )'(f) <O paraf > ;. Assim }(?) é
decrescente para ¢ > t;. Portanto, #; € um ponto de maximo relativo de y(?).

Suponha agora que )(tg) seja o valor maximo de y(t) em #. Seja f{f) dada por (2.41). Como

Y' (@)= f(H)e*, entdo f(t) = ¥ ( )

e os pontos criticos de y(#) sdo os pontos ¢, € (0,+w) tais que
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Ato) =0. Pelo item (i), tem-se tp=0¢e t; = 2_ 2 sdo raizes de f{f). Como y(y) ¢ maximo relativo,
—a

Y'(f) >0 parat <t eentdof{f) > 0 para f < t,. Além disso, y'(f) <0 para ¢ > #, 0 que implica que
) <0 para ¢ > #. Portanto f{f) tem concavidade voltada para baixo, o que implica que:

A(A-2)
2z

<0. Como A <0, e pelo item (i), (A —z ) <0 =A% (A —2) > 0. Portanto, z < 0 0 que

implica A <z <0, o que prova o item (ii). Para a prova do item (iii), considere inicialmente que A
<0 <z Seja f{r) dada por (2.41). Como A <z < 0, f{f) tem a forma da Figura 07 a seguir, com

raizesemt=0et=1,

\/In r'

Figura 07 — Grafico de f{¢), dado em (2.41)

Assim, f{t) < 0 se 0 <t <1 o que implica y'(f)< 0 para 0 < ¢ < fy. Portanto, () é decrescente
neste intervalo. Agora f{r) > 0 para ¢ > #, o que implica que y'(f) > 0 para f > f5. Assim () é
crescente para ¢ > fo. Portanto, # € um ponto de minimo relativo de (7). Suponha agora que y(#)
seja o valor minimo relativo de y(t) em #,. Seja f{7) dada por (2.41). Como y'(f)= f(f)e”, entdo
y'()

e,’.t

S = € os pontos criticos de () sdo os pontos /, € (0,+wo) tais que f{tp) = 0. Pelo item (1),

tem-sefp=0¢e#; = 2 2 sdo raizes de f{r). Como )(#;) ¢ minimo relativo, y'(f) <0 para <
-z

entdo f{f) <O parat<tye y'(f)> 0 para?> 1y o que implica que f{f) > 0 para 7 > #. Portanto f{¢)
A(A-2)

tem concavidade voltada para cima, o que implica que 5
z

>0. Como A <0, e pelo item

(i), A —2z) <0 =A> (A —2) > 0. Portanto, z > 00 que implica A <0 < z, 0 que prova o item (iii).
Para a prova do item (iv), considere inicialmente que z < A < 0. Segue do Teorema 1.3, do
Capitulo 01, que m; =m; = m3 = p = 0, e assim 7 =0. Portanto y(f) ndo apresenta extremos.
Suponha, agora, que y(#) n3o apresenta extremos, isto é, 7 =0. Pelo Teorema 1.3, do Capitulo

01, m +m, <np<m +m,+m,—p, o que implica que m; + my=0em; + my+m;—-p=0.
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Assim, m; = —my = 0, e pelo fato do sistema apresentar apenas um pé6lo de multiplicidade trés,

m3 =p = 0. Portanto, z <A < 0.

Prova do Teorema 2.4: Para a prova do item (i), seja # um ponto de maximo relativo de (7).

Agora, J(¥) apresenta sobre-sinal em #, se e somente se:

Y(t,)-1>0 & ce™ +c,te™ +cyt’e™ >0. (2.42)

Y'(t,) =cAe™ +c,te™ +c,Ate™ +2c,0,e™ +c,ht) e =

_GA+e e _ G A+ 20, "
A P

cit,’e™ =
A substitui¢do de (2.43) em (2.42), fornece:

A(A-2z)
Z

¥t)-1>0 & —%e"‘“ —E%roe’“" >0 —e™ - 1,e™ >0 o

v-e"‘°|il+Mzo}>0 <1+ ;"('l_z)t[J <0& MIO <-lez<0&

z Z Z

AA-1z)
Z

t,<-lez<0 &

o — L ieEen
A(A-2)

e entdo o item (i) esta provado. Para a prova do item (ii), segue diretamente do Teorema 1.12, do
Capitulo 01.

Prova do Corolirio 2.2: Segue diretamente do item (iv) do Teorema 2.3.

Apresentam-se, a seguir, exemplos de aplicagdo dos resultados anteriormente obtidos

nos Teoremas 2.3 e 2.4.

Exemplo 04: Considere G(s), dada por:
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G(s) possui zero z=—1 e polo 4 = - 3. Pelo Teorema 2.3, y(f) apresenta um Gnico extremo
relativo, classificado como um ponto de maximo relativo. Pelo Teorema 2.4, como A <z <0 e tg
> 0,1667, )(?) apresenta sobre-sinal. A figura a seguir, mostra o grafico da resposta a degrau

unitario y(7), deste sistema.

Resposta a Degrau
1.4 T

Saida do Sistema [ y(1) ]

4 5 6
Tempo[t]

Figura 08 — Resposta a degrau unitario para G(s) dada por (2.44).

Exemplo 05: Considere G(s), dada por:
G{s) = M . (2'45)
—s+1)°
( T )

G(s) possui zero z = 1 e polo A = — 4. Pelo Teorema 2.3, y(¢) apresenta um Gnico extremo

relativo, classificado como um ponto de minimo relativo. Pelo Teorema 2.4, como A < 0 < z, (¢)

apresenta reagdo reversa inicial. A figura a seguir, mostra o grafico da resposta a degrau unitario

1), deste sistema.
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Resposta a Degrau

L
B

o
)

Saida do Sistema [y(1) ]
L~ o

& o
F-S

2 25 3
Tempo [1]

Figura 09 — Resposta a degrau unitario para G(s) dada por (2.45).

2.3. Sistemas de terceira ordem, com dois zeros reais distintos e trés polos reais distintos.

Considere o sistema de controle linear (2.1) na forma (2.5). A resposta a uma entrada

degrau unitario desse sistema, dada por (2.17), tem expressdo:

y()=1+ce* +c,e™ +c,e™

3

sendo que os coeficientes, dados por (2.18), sdo:

_ A (A —5)A—2;)
oz, (A -A)A-4)
_ A (h-2) A —2,)

2,2, (4 - L) -4)

_ Ak (=2)h-2)
22, (o~ 4a)o — )

2

3

Entdo, de (2.18), tem-se que:
Y(@)=0c le* +c,A,e™ +c,Ae™ =00
c A+, A6 1ol eP A =0,
Em (2.46), fazendo:
k=cd,i=1,23, 8 =4,-4,j=23,

e substituindo (2.47) em (2.46), obtém-se:
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k
y'(t)=0@1+k—2e""*‘ +2eh =0.

Em (2.48) definindo:

(2.49)

segue que:
Y(@)=01l+a,e®™ +ae” =0. (2.50)
Seja f() a fungdo definida, a partir de (2.50), como:
f@) =1+a,e” +ae™. (2.51)
De (2.50) e (2.51), nota-se que os pontos criticos de y(f) sdo os pontos #, pertencentes
a [0,+00) para os quais f(#,)= 0. Além disso, observa-se que:

yo
k™

f@®= (2.52)

Tém-se, entdo, os seguintes resultados principais, que fornecem condi¢Ses necessérias e

suficientes para a determinagdo dos extremos, sobre-sinal e reagdo reversa em y(f) dada por

(2.17). Estes resultados podem ser encontrados em Reis, et all (2004). Neste trabalho, serdo
apresentadas as provas dos resultados que complementam o trabalho de Reis et all (2004).

Teorema 2.5: Seja y(¥), dado por (2.17), a resposta a degrau unitario do sistema (2.5). Entdo:

i) y(¢#) apresenta um Unico extremo relativo em 7, se e somente se z;, <4, <4, <4, <z, <0 ou
A<z <A, <A;<z,<0 ou A4 <A,<z,<A4,<2,<0 ou z, <4 <4,<4, <0<z, ou
A<z <A, <A, <0<z, oul<Ap<z <A3<0<2z;

ii) 7, ¢ um ponto de maximo relativo de y(f) se e somente se 4 <4, <z, <4, <z, <0 ou
A<z <A <A <z,<00uz <4 <A, <A <z,<0;

iii) 7, ¢ um ponto de minimo relativo de y(f) se e somente se z, <A, <4, <4, <0<z,

A<z <A, <4, <0<z, 00 <M<z <X3<0<z,

Teorema 2.6: Seja y(), dada por (2.17), a resposta a degrau unitario do sistema (2.5). Entéo:
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i) y(t) pode apresentar zero extremos ou dois extremos se e somente se
A <A, <z <z, <A, <0. Além disso, se n = 2, entdo y(#) apresenta um ponto de maximo
relativo em 7, ¢ um ponto de minimo relativo em #;;

ii) y(f) apresenta exatamente dois extremos relativos em 7, e 7 se e somente se
<A, <A <z;<z, <0 0ul <MW <MA<z<0<zo0u i << <0<z <z,. Além
disso, to é um ponto de maximo relativo de y(f) e t; ¢ um ponto de minimo relativo de y(?);

iii) y(f) ndo apresenta extremos relativos se € somente se z, <4 <A, <z,<4,<0 ou

<A <z,< <A <0o0uz<z,<A <A <4 <0.

Teorema 2.7: Seja y(f), dada por (2.17), a resposta a degrau unitario de um sistema de controle
linear estavel, continuo no tempo, com dois zeros reais simples, z; e z;, e trés polos reais

distintos, A1, A2 e A3. Tem-se entdo, que )(f) apresenta sobre-sinal se € somente se:
) 4 <A, <2z, <4, <2, <0004 <2 <4,<4 <2, <0;

i) 4, <A, <z, <z, <A, <0 ouM<W<A3<z1<z3<00ud; <A <A3 <0<z <2z, eainda

. ,H(A(A—zl)@—zz)} e LA >z
A=A AR -2 ) (4, —z,)

i) z, <A <A, <A, <z, <0, 8, > : 111 m[i“((i':::;&:zﬂ e AA <z,2,;

iv) 4 <A, <A, <z <0<z, t,> 331;{1 ln[j:((;; ::;g’;:ij} e A4, >z22,;

Teorema 2.8: Seja y(¢), dada por (2.17), a resposta a degrau de um sistema de controle linear
estavel, continuo no tempo, com dois zeros reais z; € z;, € trés polos reais distintos, 41, 12 €
A3. Tem-se, entdo que y(f) dada por (2.17), apresenta reagéo reversa inicial se € somente se

2, <A <A, <A, <0<z, ou A, <z, <4, <A, <0<z, uM< <z <MB<0<z 0L

A <A, <A <z, <0<z,

Teorema 2.9: Seja )(7), dada por (2.17), a resposta a degrau de um sistema de controle linear

estavel, continuo no tempo, com dois zeros reais distintos z; e z;, e trés polos reais distintos,
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A1, A2¢€ A3 Tem-se que, se 4 <4, <4, <0<z <z,, entdo y(f) dada por (2.17), apresenta
reagdo reversa do tipo ry estendido. Além disso, se b <A <A3<z;<z;<00ukl <M< 71<7,

< 23 < 0, entdo y(¢) pode apresentar reagdo reversa do tipo r, extendido.

Corolario 2.3: A resposta a degrau )(f) dada por (2.17), ndo apresenta sobre-sinal € nem reagédo
reversa se z, <A <A, <z, <A;<0o0u z,<4 <z,<A, <4 <0o0uz<z,<4 <4 <4<0

oud <z <z,<Ah <A <0o0ui<z<4i<z,<4<0.

Prova do Teorema 2.5: Encontra-se em Reis et all (2004).

Para a prova do Teorema 2.6, € necessario o seguinte resultado, também encontrado em
Reis et all,(2004).

Lema 2.5:

i) 2, >0 ek; >0seesomentese 4, <4, <A <z,<z,<00u 4 <4,<z <z, <4 <0;

ii) y(f) pode apresentar até dois extremos se € somente se 4, <4, <z, <z, <4, <0;

iii) Se 4, <4, <4, <z, <z, <0entdo y(7) apresenta dois extremos, to e t;. Além disso, to € um

maximo relativo e t; um minimo relativo de y(#).

Prova: As provas dos itens (i) e (iii) encontram-se em Reis, et. all (2004). Para a prova do item
(i), suponha que y(7) apresenta até dois extremos relativos. Assim, tem-se que 0 <7 <2, e pelo
Teorema 1.3 do Capitulo 01, tem-se que m, + m, <n<m, +m, +m, — p. Portanto,
m+m=0& m=m =0,
m+mtm—-p=2 & m;—-p=2 m=2+p.
Se p=0, entdo m; =2 e assim, &) <z <z <A <A3<0o0ud <A<z <z <A3<0.Mas A, <
21 < Az < z2 < A3 < 0 ndo ocorre, pois pelo Teorema 1.4, do Capitulo 01, y(t) ndo apresenta

extremos, o que contradiz a hipotese. Se p = 1, entdo m3; = 3, 0 que ndo acontece, pois }(¥)

apresenta apenas dois zeros reais distintos. Suponha, agora, que 4, <4, <z <z, <4, <0,

segue que my = my = p =0em; =2. Portanto 0 <m <2 e o resultado segue.
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Prova do Teorema 2.6: As provas dos itens (ii) e (iii), encontram-se em Reis et all (2004). Para
a prova do item (i), pelo Lema 2.5, tem-se que )(#) pode apresentar até dois extremos se e
somente se A <Ay < z3 <23 <A3 <0, e pelo Teorema 1.3 do Capitulo 01, tem-se que a paridade
(m) = O, pois a paridade (m; + m;) = paridade (1) = paridade (m; + m; + m; — p). Assim, 1
assume apenas valores pares em 0 <1 < 2. Portanto 11 = 0 ou 1} = 2. Além disso, para n = 2, tem-
se que y(t) apresenta um ponto de maximo relativo de y(#) em 7, e um ponto de minimo relativo
de y(¢) em t,, pois se apresentasse dois pontos de maximos relativos ou dois pontos de minimos
relativos teria também um ponto de minimo relativo ou um de méaximo relativo, o que néo

ocorre, pois 1 = 2.

A resposta a degrau, )(t) apresenta sobre-sinal em %, onde % é um ponto de maximo
relativo de y(f), se e somente se
Y(t,)—1>0 &> ce™ +c,e™ +ce™ >0, (2.53)
Mas

¥(t,) = c,il.le*“"' + czize“”" + c313e"'° =
e dai,

4, 4

Substituindo (2.54) em (2.53), tem-se que:
V) ~1> 06> y(t,) = ("‘*%“)
113(/1, —Z )('11 _zz)ezlr, > 21('13 _zl)(la “zz) ez,r, >0, (255)
7,2,(4 - 4;) 2.z2,(4 - 4;)

ce™ c,e™ >0

L a=2)
%

Prova do Teorema 2.7: A prova do item (i) segue do Teorema 6.1 de Reis et all(2004). Para a
prova do item (ii), seja # um ponto de maximo relativo de y(f). Entdo, () apresenta sobre-sinal

em 7 se € somente se

A (A =2 )(h —23) 2 _ A4 -2z)(4 - 2,)
2,2,(4 - 4;) zz,(4 - 4)

y(t,)-1>0 et > 0o

1
22,(4 - 4;)

Como 4, -4, <0, tem-se zyz; > 0 ou 22, <0.

(4,04 = 204 - 2,)e™ = 4 (A - 2)(A - 2,0 |> 0.

1° Caso: z12; > 0, com z; <z, <0.

Assim,
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Wio)=1>0 & A,(4 —2,)(A —z2,)e™ = 4 (4 —z2,)(4 —z,)e™ <0
(A =2)(h = 2,) = 4 (2 = 2,)(A; = 2,)e ¥ <0
=42 = 2,)(A; — 2,)e4 M <A, (4 - 2,4 - 2,).
Caso (a): = 4, (4 —2,)(4 —2,) >0 < (As—z1)>0e (A3 —2) > 0 ou (A3 —z1) < 0 & (A3 — 23) < O.

Mas(3\.3~zl)>0e(l3—z;)>0<:> ?L[<)~2<Z|<22<1.3<0€(l3—21)<0€(2.3-22)<0 S M<

A <A3<z; <z, <0, pois % é ponto de maximo relativo de y(f). Entio

150 -2y _ — (A —2)4 -2,)
G bl Moy 1 ey

i ]n[ﬂg(ﬂq—z,)(ﬂq—zz)}e113(,11—4)(;.[-%)>1
A=A A (A4 -2)(4; - z,) A -z )4, -2,)

o m[&m—z!)m—z;)
A=d A =2, )(A - 2,)

] m[&(ﬂq—zl)@—zn)}e
B=a | A= 5)( - 2,)

('~ Az~ Az, +2,2) = AR — Az~ Az, +2,2,) <0 &
1 m{zﬂ(& - 5)(4 —zz)] ]

<

i| e (4 -z, )4 —-2,)<A(4 —z)(4, -2,) &

)

“hh LAl -2)0 -2,)
’13)‘12 —AAz - Az, + Az 2, _’11’132 +AAz + Az, - A4zz, <0 &

- M[A(A—zl)(11~zz)
A=A | AR -2) (A - 2,)

lo

i| e Ad" + A2z, — 44" - A2z, <0 &

L

1 m[&(& ~2)(h ~2,)

Wy v __ZIJ e (=4 )b ~5,2,)<0.

Como (4, - 4,) <0, implica que 44, —2z,>0 & 44, >2z,z,.

Assim, W(19) = 1>0 & 4, <A, <z, <z, <A, <0 oud; <X <A3<2z <z;<0e, além disso,

N h[&(ﬂq—zl)(a—zz)
B=dy [ (A ~2)(% - 2,)

Caso (b): —/11(/73 —Zl)(/ls —'Zz) <0& (}\,3—21)>Oe(l3—z2)<00u(2.3—zl)<0e(?\.3—zz)>0.

] eAML>22,.

Como (A3 —z;) <0 e (A3 — z2) > 0 ndo ocorre, pois A <Az <23 < 0. Assim, s6 ocorre (A3 —z;) >0 e

A3—z)<0seesomente se ) <M< <M3<z3<00uM<z1<M<M3<z<0o0uM<A<z
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<A<z <0 Masparaz; < M<M<MB<z<00uM<z;<H <M <z<00uM<Wh<z <M<

(4 —2)(Ah -z,)
A (A —2)(4; - 2,)

1
2, <0 néo satisfaz a ¢, < ln[ J,para:0>o_
P-4

2° Caso: 2122 >0, com 0 <z; <z,.
Assim,
Wio) =130 & A5(A = 2,)(h = 2,)e™ = 24(% = 2,)(4; — 2,)e™ <0

(A4 = 2)(A —2,) = A (4 - 2)(4 - 2,)e* ™" <0 &
=4 (A = 2)(A = 2,)eH ™ <A (4 - z,)(4 - z,).
Logo, — 4, (4 —2,)(; — 2,) > 0.
Assim,

W) -1>0 & M—-21)>0e(A3—22)>0e e ™o < :i((j; :2;52:;; =

h{w, -2)(4 —z»} o otk =2 - 2)
j'3_’1'1 ’11(’13"’21)(2'3_22) 2’1(3'3_21)('13_22)

>l

M<M<M<0<z1<nnet <

1

’13(’11_31)(11_32)} e (4 —A)A4QA —22,)<0 e <M <W3<0<z <z,

e '"[A(A, “2) (A —2,)

Assim, (1)) - 1>0 & 4 <4, <A <0<z, <z, e1,< ;{31_21 ]n[j:((:: :2;3‘;:2;] e
Ay > 220
3° Caso: 2122 <0, com z; <0<z,
Assim,
W) =150 & (4 —2)4 —2,)e* -4 (4 - 2))(4 - z,)e™ >0

A4 =z )4 —2,) - A (4 -z )4 —2,)e* " >0

=2 (A = 2)(A; — 2,)e47A > 2, (4 -2, )(4, - 2,).

Logo, — 4,(4; =z, )(4; — z,) > 0, pois % é ponto de maximo relativo (A3 —z1) >0 e (\3 —2) >0
ouMs3-2z)<0eA3—2)<0 & A <A <A3<2z <0<z Mash <X <3 < z; <0< z; ndio

. 3’3(’11 _zl)(’ll —22)
In . 0.
sat1sfa~.zar0<)~3_Al [&(ﬂj—zl)(ﬂ;—zz)} para fo >
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Assim, Y(f)) = 1>0 <> 4, <4, <4, <0<z, <z, 0u 4 <A, <z <z,<q, <0 ouk <A <A3

A4 -z)4 —z,)
A (A —z) (4, -z,)

provas dos itens (ii1) e (iv) sdo feitas de forma analoga.

} e 44, >zz,, 0que prova o item (ii). As

21<z<0et,< : ln[
A=A

Prova do Teorema 2.8: Segue diretamente do Teorema 1.12 do Capitulo 01.

Prova do Teorema 2.9: Suponha que A; <X <23 <0 <z < z,. Defina

Gs)= 86+ __AdA, (s—(z, - a)s—(z, - )
(s+a) 2.z, (s—(4 —a))(s-(4, —a))(s—(4 —a))(s-(-a)) ;

para a > 0 suficientemente pequeno tal que 5(.9) ndo possua zeros na origem do plano s e

z—-a>0. Entio,

g) =L [G(9)]= yrye™.
Portanto

gW)=y@e™

<

Observa-se que os polos e os zeros de G(s)sdo respectivamente z; — a, z; — a e o polo

dominante é A = — a. Assim, tem-se que m, =m, =p=0 e m, =2, e pelo Teorema 1.10, do

Capitulo 01, o mimero de mudangas de sinais de g(f) = y(f)e ™ ¢ pelo menos dois. Como y(f)

possui o mesmo numero de mudangas de sinais de g(f), entdo, tem-se que y(7) apresenta pelo

menos duas mudangas de sinais, € como )(f) ndo apresenta reagdo reversa inicial, tem-se que y(?)

apresenta reagao reversa do tipo r, estendido para h) <2 <A3 <0<z, <z

Observa-se que para Ay < Ay < A3 < z; < 23 < 0, quando toma-se a suficientemente

pequeno, os zeros z;, i = 1, 2, se posicionam a esquerda do pdlo dominante de G(s), e ndo se

aplica o Teorema 1.10, do Capitulo 01. Observa-se ainda, que o Teorema 1.13 do Capitulo 01,

ndo se aplica pelo fato do sistema ndo apresentar ganho unitario.
Prova do Coroldrio 2.3: Segue diretamente do Teorema 1.12, do Capitulo 01.
Apresentam-se, a seguir, exemplos de aplicag@o dos resultados obtidos.
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Exemplo 06: Considere G(s) dada por:

s+1)2s+1)
G(s) = —2 1 ; (2.56)
(Zs + 1)(55 +1)(s+1)

G(s) possui zeros z; =—2 ez, =—0,5, polos 11=-4, A,=-3 e A3=-1. Pelo Teorema 2.5,
J(?) apresenta um unico extremo relativo, classificados como um ponto de maximo relativo. Pelo
Teorema 2.7, como A; <Az <z; <23 <2z;<0, )(f) apresenta sobre-sinal. A figura a seguir, mostra

o grafico da resposta a degrau unitario )(f) deste sistema.

Resposta a degrau
1.8

1.6

1.4

1.2

1

0.8

0.6

0.4

1.5 2 2.5 3 3.5
Tempo[t]

Figura 10 — Resposta a degrau unitario para G(s) dada por (2.56).

Exemplo 07: Considere G(s) dada por:

(2s+1)(3s+1)

1

G(s)= ] '
(5 s+ 1)(5 s+1)(s+1)

(2.57)

G(s) possui zero z; =—0,5 e z =— 0,33, polos A1 =-3, A2=-2¢e A3=-1. Pelo Teorema 2.6,
¥(f) apresenta exatamente dois extremos relativos, classificados como um ponto de maximo

relativo e um ponto de minimo relativo. Pelo Teorema 2.7, como A; <A; <A3<2z; <2z2<0, <
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0,9486 e MAs > z)z;, entdo y(f) apresenta sobre-sinal. A figura a seguir, mostra o gréafico da

resposta a degrau unitario y(f) deste sistema .

Resposta a degrau

F-S

»N

Saila do sistema [ y() ]
[#]

Tempo [t]

Figura 11 — Resposta a degrau unitario para G(s) dada por (2.57).

Exemplo 08: Considere G(s) dada por:

(=s+1)(s+1) 2.58)

G(s)= : : .
(Es - 1)(55 +1)(2s+1)

G(s) possui zerosz;=—1ez;=1,pblos 1;=-3, 1,=-2e A13=-0,5. Pelo Teorema 2.5, y(7)
apresenta um extremo relativo, classificado como um ponto de maximo relativo. Pelo Teorema
2.8, como A; < Az < z; < A3 <0 <z, entdo )(f) apresenta reacgdo reversa inicial. A figura a

seguir, mostra o grafico da resposta a degrau unitario y(f) deste sistema.
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Resposta a degrau
T L T

(=} o
@ o -
T T

o=
S

Sabia do sistema [ y(t) ]

4 5
Tempo [t]

Figura 12 — Resposta a degrau unitario para G(s) dada por (2.58).

Exemplo 09: Considere G(s) dada por:

(—s+ 1)(*:1)-5 +1)
= (2.59)

G(s)=

1 1
(§s+ l)(zs +l)(§s+ 1)

G(s) possui zeros z; =1 ez, =2, polos 11 =-5, A, =—4 e A3 =- 3. Pelo Teorema 2.6, y(f)
apresenta exatamente dois extremos relativos, classificados como um ponto de maximo relativo e
um ponto de minimo relativo. Pelo Teorema 2.9, como A; <Az <A3< 0 <z <z , entdo Y(¥)
apresenta reagdo reversa do tipo r, estendido. A figura a seguir, mostra o grafico da resposta a

degrau unitario y(¢) deste sistema.

Resposta a degrau
1.5 _ T

1

/

o
u

7

Satla do sistema [ y(t) ]
S
(4] o

1.5 2 2.5 3
Tempo [t]

Figura 13 — Resposta a degrau unitario para G(s) dada por (2.59).
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2.4. Sistemas de terceira ordem, com um zero real duplo e trés pélos reais distintos.

Considere o sistema de controle linear (2.1), na forma (2.8). A resposta a uma entrada

degrau unitario desse sistema, dada por (2.23), tem expressao:
(1) =1+ce™ +c,e™ +c,e™,
e os coeficientes dados por (2.24), isto é :

o g ‘12’13(’11*2)2

24 - ) -4

oo k(A -2)

P A, - A)
Ay -2

22 (A A4 - 4)

3=

Entdo, de (2.23), tem-se que:
V() =0 c Ae™ +c,Ae™ +c,e™ =00
e, A +c,A,e% 4 ve 1 MM =0,
Em (2.60), fazendo:
k=cA,i=1,23,8,=4,-4, j=2,3;

e substituindo (2.61) em (2.60), obtem-se:

k
y(@=0s 1+%e"2‘ +—2eH =0.
1 1

Em (2.62) definindo:

k
Q, zk—‘,:‘=2, 3,
1

segue que:
V() =0 1+a,e” +ae® =0. (2.64)
Seja f{?) a fungdo definida a partir de (2.64) como:
f@=1+a,e® +a,e”. (2.65)
De (2.64) e (2.65), nota-se que os pontos criticos de y(#) sdo os pontos 7, pertencentes

a [0,+00) para os quais f(#,)=0. Além disso, observa-se que:

f@= r0 (2.66)

ke™
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Tém-se, entdo, os seguintes resultados principais que fornecem condi¢des necessarias e

suficientes para a determinagdo dos extremos, sobre-sinal e reagdo reversa em y(¢), dada por

(2.23).

Teorema 2.10: Seja y(t), dada por (2.23), a resposta a degrau unitario do sistema (2.8). Entdo:

i) Se 4 <4, <z <4, <0 entdo y(f) pode apresentar zero pontos de extremos ou dois pontos de

extremos, % e f;. Além disso, se y(#) apresenta dois pontos de extremos /4 e #; tem-se que £, € 0

ponto de maximo relativo de y(f) e t; é ponto de minimo relativo de y(7);
i) y(f) apresenta exatamente dois pontos de extremos, £, € 7, se € somente se 4, <A, <A, <z.
Além disso, £, é o ponto de maximo relativo de y(7) e #; € ponto de minimo relativo de y(?);

iii) y(¢) ndo apresenta extremos se e somente se z< 4, <4, <4, <0 ou 4, <z<4, <4, <0.

Teorema 2.11: Seja y(f), dada por (2.23), a resposta a degrau de um sistema de controle linear
estavel, continuo no tempo, com um zero real z duplo, e trés polos reais distintos. Tem-se:

i) y(¢) pode apresentar sobre-sinal se e somente se A} <A <z<A3<0ould <A <A3<z<0Oou

A— 2
M <M <A3<0<ze, alémdisso, 7, < 1 ln[;“"(‘ z)}ellkg>zz;

h=d | A -2)

ii) Se L) <A, <23 <0 <z entdo J(t) apresenta reagdo reversa do tipo r, estendido.

Corolario 2.4: A resposta a degrau y(f) dada por (2.23), ndo apresenta sobre-sinal e nem reagio
reversase z< A4, <A, <A, <0 ou 4 <z<4, <4, <0.

Para as provas dos Teoremas 2.10 e 2.11 e do Corolario 2.4, necessitam-se de alguns

resultados, os quais serdo apresentados a seguir:

Lema 2.6: A fungdo f(¢), dada por (2.66), apresenta um unico ponto critico se € somente se

A <d, <l <zion & <d, <z ch <0,

Prova: De (2.66), tem-se que:
f')=0 f'(t)=a,B,e™ +a,fe™ =0
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>l

(A,-—z
A <A <l <zond<d<z<h=l,

0 que prova o Lema 2.6.

Lema 2.7:

i) ;>0 e k>0 se e somente se z<A4 <A, <4 <0 ou 4 <z<4,<4 <0 ou
A< <z<A<O0ou i <i < <z;

ii) Se4, <4, <z<4, <0 entdo y(f) pode apresentar zero extremos ou dois extremos relativos,
t, e t . Além disso, ¢, € um ponto de maximo relativo de y(f) e #; € um ponto de minimo

relativo de y(?);

iii) Se 4, <A, <4, <z entdo y(f) apresenta exatamente dois extremos relativos, 7, e #;. Além

disso, #, é um ponto de maximo relativo de y(#) e #; é um ponto de minimo relativo de y(f);

iv)Se z< 4 <A, <4, <0o0u 4 <z< A4, <4 <0, y(f)ndo apresenta extremos.

Prova: Para a prova do item (i), tem-se de (2.61) e (2.63) que:

c. A, c

a, >0 <:>£>0<:>—‘>0<:>—-‘—>0<:>c3>0 ec,>0ouc,<0ec <0.
k, ak &

k>0c¢4>06¢ <0,
Assim, @; >0 e k, >0 < ¢, <0 ec, <0. Agora,
_ 2 XS
Mb(h=2' oo Ah(h-2)

0
(3 - Y — A5) 7@ <AL —A)
—(4-2°<0e-(A4, -2 <0 (4 -2)'>0e(4,-2)>0

¢<0ec; <0 -

(M<zoul>z)e(Az3>zoud;<z).

Portanto, a, >0 e k, >0 < (A1 <zoul;>z)e(A3>zould;<z). Mas:




M>zel>z & z<A <4 <4, <0;
M<zelg<ze A< <4 <z;
M<zel>z o> A <z<d, <Ah<0o0ud <A <z<i<0;
A1 >z e A3 <z ndo ocorre, pois 4, <4, < 4,.
Dai, @;>0 e k>0 <& z<4 <4 <4 <0o0u 4 <4 <A<z ou 4 <z<4, <4 <0 ou
A <Ad,<z<A, <0, o que prova o item (i). Para a prova de (ii), suponha que
A <A, <z< 4, <0. Entdo, tem-se que m; = m; = p = 0 e m3 = 2. Pelo Teorema 1.3, descrito no
Capitulo 01, 0<7 <2 e a paridade de () = 0. Assim n assume apenas valores pares em
0<17<2, o que se conclui que 7 = 0 ou 7 = 2. Além disso, para n = 2, tem-se que }(?)
apresenta um ponto de maximo relativo em 7, e um ponto de minimo relativo em #;, pois se

apresentasse dois maximos relativos, teria também um ponto de minimo relativo, ou se

apresentasse dois pontos de minimos relativos, teria também um ponto de maximo relativo, o
que ndo ocorre, pois 1 = 2. Para a prova do item (iii), se 4, <4, <A, <z, pode ocorrer que z< 0
ou z > 0. Suponha inicialmente que 4, <4, <4, <z<0. Segue do Teorema 1.3, do Capitulo 01,
que my = my = p =0 e m = 2. Assim, tem-se que n = 2. Suponha agora, que
A <A, <4, <0<z, segue do Teorema 1.3, do Capitulo 01, que m; =2, my=ms =p = 0. Assim,

tem-se que 77 = 2. Em ambas as situagdes, }(f) apresenta exatamente dois extremos. Como &; > 0

e a3 > 0, segue que f(O):—J"/Z';f‘ >0, ‘lim f(#)=+oo . A figura a seguir mostra o grafico de
z°k, o

D).

r“\/l

Figura 15 — Grafico de f¥).




Uma analise do grafico de f{¥), segue que fit) > 0 para 0 <7 <?, e o que implica que y'(¥)>0
para 0 <7 <1, e, portanto )(f) ¢ crescente neste intervalo, e para ¢, <t <t,, f{t) <0, o que implica
que )y'(#) <0 e portanto y(?) é decrescente. Assim, % é um ponto de maximo relativo de y(¢). Para
t > 1, segue que f{7) > 0, o que implica que »'(f)>0 para ¢ > { e, portanto }(¥) € crescente.
Assim, #; é ponto de minimo relativo de y(f), o que prova o item (iii). Para a prova do item (iv),

Segue diretamente do Teorema 1.4 do Capitulo 01.
Prova do Teorema 2.10: Parte da prova segue diretamente do Lema 2.7.

Prova do Teorema 2.11: Para a prova do item (i), seja fo um ponto de maximo relativo de y(7).

Entdo, )(t) apresenta sobre-sinal em 7, onde #, ¢ um ponto de maximo relativo se e somente se:
y(t,)-1>0 < ce* +c,e™ +c,e™ >0, (2.69)
Mas
¥(t,) =c,he™™ +c,A,e™ +cle™ =
e dai,
czez,:, . _0131 ehlo _ c;4, ehh

4
(=4),
I

Substituindo (2.70) em (2.69), tem-se que:
(4, - 4)
1) =21
) 7}
Ath=2) g A2 o,
2 (4 - 13) 2 (4 - ﬂq)

— [ - 22 -4 (4 -2y e b0

cet + ™ >0

(ﬂl )
(A -2)'e* -2 (4 -2)’e* <0
— (A —2)* 4% <3, (4 - 2)°.
Dai,
Wt))-1>0 & A3-z<O0ouMz—z>0e -4 (4 —z)’e® ™ <-4 (4 -2) o

e i) }"(1’ eh<h<z<7~.3<00ull<h <M<z<0ouM<Mh<Mm<0<z&

A4 - Z)

2
1 ln[ﬂs(ﬂ'l_z)] A (4 - >1e;\d<1,2<z<13<00u11<1,2<1\.3<z<00u?u

Oy byl ke

<Mh<Mu<0<zo
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f, < !
0
[

/1[ h1|:ig((2:j;2i| ¢ 2'3(’11“2)2 <2‘l(2‘3_z)2 ell<b<z<l3<00ull<}_2<7L3<z<

OouM<Mh<M<0<ze&

Logo, )() apresenta sobre-sinal se e somente se e A\ <A <z<M3<0oui <M <A3<z<0ou
1 ,n[wq ~2)’

A=k A4 -2)

Para a prova do item (ii), suponha que A} <Az <2A3 <0 <z Defina

G- 06+ __ b (s-(z-a)’
G+a) 2t (s-(h-a)s— (4 -a)s— (4 -a)s+a)

para a > 0, tomado suficientemente pequeno tal que G(s) ndo tenha zeros na origem e z —a > 0.

M <M <A3<0<ze,além disso, #, <

] e MAs > Z*, 0 que prova o item (i).

Entdo,
20)=L"[G)]= e
Portanto
g0)=y@me™
Observe que o pélo dominante de G(s) é A =—a. Assim, tem-se que 7, =, =p=0 e m, =2,
e pelo Teorema 1.10, do Capitulo 01, o nimero de mudangas de sinais de g(7) = y(f)e™é pelo
menos dois. Como y(f) possui 0 mesmo numero de mudangas de sinais de g(f), entdo tem-se

que y(7) apresenta pelo menos duas mudangas de sinais, € como y(f) ndo apresenta reagdo reversa

inicial, tem-se que y(#) apresenta reagdo reversa do tipo r, estendido parad; <A <A3 <0<z
Prova do Corolario 2.4: Segue do Teorema 2.10.
Apresentam-se, a seguir, exemplos de aplicagdo dos resultados anteriormente obtidos.

Exemplo 10: Considere G(s), dada por:

(s+1)?

G(s) = (2.70)

1 1 '
(§S+1)(ZS+1)(—3'S+]) :

G(s) possui zeroz=—1epdlos A1 =-5, A=-4e A3=-3. Pelo Teorema 2.10, y(¢) apresenta
exatamente dois extremos relativos, classificados como um ponto de maximo relativo € um

ponto de minimo relativo. Pelo Teorema 2.11, como A; < A; < A3 <z <0 e f < 0,43, »(?)




apresenta sobre-sinal. A figura a seguir, mostra o grafico da resposta a degrau unitario (), deste

sistema .

F =N

ol
w

w

N
3]

N

Saida do sistema [ y(t) ]

-
w

-

o
(&)

1.5 2 2.5 3 35 4.5
tempo[t]

Figura 16 — Resposta a degrau unitario para G(s) dada por (2.70).

Exemplo 11: Considere G(s) seja dada por:
(—=s+1)?

G(s)= : ] )
(gs+l)(zs+1)(-3-s+1)

(2.71)

G(s) possui zeroz= lepolos A1=-5, 1,=—4 e 13 =-3. Pelo Teorema 2.10, )(7) apresenta
exatamente dois extremos relativos, classificados como um ponto de maximo relativo € um

ponto de minimo relativo. Pelo Teorema 2.11, como A; < A, < A3 < 0< z, )(f) apresenta reagio

reversa do tipo r, estendido. A figura a seguir, mostra o grafico da resposta a degrau unitario y(7),

deste sistema.




Resposta a degrau

Saida do sistema [ y(t) ]

1.5 2 25 3
tempo [t ]

Figura 16 — Resposta a degrau unitario para G(s) dada por (2.71).

2.5. Sistemas de terceira ordem, com um zero real duplo e um pélo real triplo.

Considere o sistema de controle linear (2.1), na forma (2.10). A resposta a uma entrada
degrau unitario desse sistema, dada por (2.27), tem expressdo:

y(t)=1+ce* +c,te* +c,t’e?,

e os coeficientes dados por (2.28), isto é :
g =1

M-z

2 = )
22

_ 2@A-2)
1TNE 98
Observa-se que c3 < 0. Tém-se, entdo, os seguintes resultados principais, que fornecem
condi¢des necessarias e suficientes para a determinagdo dos extremos, sobre-sinal e reagdo

reversa em y(f) dada por (2.27).

Teorema 2.12: Seja y(f), dada por (2.27), a resposta a degrau unitario do sistema (2.10). Entao:

i) J(¥) apresenta exatamente dois extremos se e somente se A < z. Além disso, 7, é um ponto de

maximo relativo de y(?) e #; ¢ um ponto de minimo relativo de y(?);




ii) y(f) ndo apresenta extremos se e somente se z <A <0.

Teorema 2.13: Seja y(f), dada por (2.27), a resposta a degrau de um sistema de controle linear
estavel, continuo no tempo, com um zero real z duplo, e um polo real de multiplicidade trés.
Tem-se, entdo que:

i) y(f) apresenta sobre-sinal se e somente se A<z<0 ou A<0<z e, além disso,

< BtD)
A(A-2)

ii) y(7) apresenta reag¢do reversa dotiporeese A <0<z.

Corolirio 2.5: A resposta a degrau )(7), dada por (2.27), ndo apresenta sobre-sinal e nem reago

reversase z< A1 <0.

Prova do Teorema 2.12: Para a prova do item (i), tem-se que y(¢) apresenta um extremo relativo
em #; se e somente se
y=0<
Y () =c,Ae* +c,ue* +c,e +c et +2cteM =0 &
(c,;?. +C, +Cy AL+ 2,5t +c3/".¢'2}3‘“ =0 &
2
C At + (c, +2¢,t, +c,A+¢, =0.

Substituindo os coeficientes na igualdade acima, tem-se:

PA-2? , XA-2) 2

e : t°— 3 — — —
5.0 z z

A—Ela ) by 1T Sgl
2 A-2z

-2-42 _ _-2+42
A-z YoA-z

Como s interessa pontos criticos em (0,+), tem-se que y'(f)>0 se e somentese fp>0et; >0

0

1, =

se e somente se A < z. Seja f{f) definida por:

Ph-2) , 28(4-2) %

2

fO=- (2.73)

2z° z? z




Note que y'(f)= f(:)e“" e f{Y) é uma fungdo quadratica com raizes ¢, :————_i_ﬁ e
-z

t, = 1/21_""_/__2_ Além disso, y'(t,) =0 se e somente se f{7) = 0. Suponha que A < z.Entdo f{f) tem
-z

A(A-2)°
2z%

concavidade voltada para cima, pois — > 0, e com o grafico conforme a Figura 17, a

seguir:

r

Y

Figura 17 — Grafico de f{¢), dado por (2.84).

Assim, f{r) > 0 para 0 < < # 0 que implica que y'(#)> 0 para 0 <7 < f,, portanto )(t) € crescente
neste intervalo. Agora, f{#) <0 para #,< < t,, 0 que implica que y'(#)< 0 para #o < <t;. Assim,
M(t) € decrescente para 7 < ¢ <t,. Portanto, 7 € um ponto de maximo relativo de y(?).

Agora, f{f) > 0 para # > t;, o que implica que y'(t)> O para ¢ > #,, portanto y(t) € crescente neste
intervalo. Portanto, #; é um ponto de minimo relativo de y(?).

Suponha agora que y(#) assuma o valor maximo em #, e assuma o valor minimo em #,. Seja f{f)

dada por (2.75). Como y'(t) = f(t)e™, entdo f(¢) =Z~gl e 0s pontos criticos de y(f) sdo os
e

~2-+2 _—2+\/§

pontos # e #; €(0,+00) tais que f{ty) = () = 0. Tem-se que 1, = el= sdo

A-z A-z
raizes de f{f). Como y(#;) é maximo relativo, implica que y'()> 0 para 0 <7 <1, e entdo f{t) >0
para 0 <t <t e y'(t)< 0 para fp < t <t;, o que implica f{r) < 0 para f, < ¢ <t, e como }(t,) é
minimo relativo, entdo y’(f)< 0 para o< <t; 0 que implica f{f) <0 para o<t <t e y'(r)>0
para # > t; e assim f{f) > 0 para 7 > t,;. Portanto f{f) tem concavidade voltada para cima, e portanto

3 2
_R@A-2*

7 0= -2(A-2)>0=>UA-2)>0=>A-20A-2)>0 => A-z>0oud-z
z

<0 =A -z <0 pois 0 caso A — z > 0 implica na ndo existéncia de ponto critico. No caso em




questdo, y(¢) apresenta dois extremos. Logo A< z. Para a prova do item (ii), segue do Teorema

1.4, do Capitulo 01, que para z <A < 0, y(¢) ndo apresenta extremos.

Prova do Teorema 2.13: Para a prova do item (i), seja o um maximo relativo de y(#). Entdo y(?)
apresenta sobre-sinal em 7, se e somente se:
¥(t,)-1>0 & ce™ +c,te™ +cit,e™ >0, (2.73)
Mas,
24 _

V' (t,) =c Ae™ +c,e™ +c, e +2c,te™ +c Mt 'e™ =0 &

cA+c, o £ c,A+2¢c, 1ot
A A

206
Cly et =—

A substitui¢do de (2.74) em (2.73), tem-se que:
ol +c, o 1 c,A+2c,

te* >0
A

¥(t,)-1>0 < ce™ +c,te™ -

A,
C, u, 263, e’
——e" ——t e >0 - c, +2¢,t,)>0 &
A A0 A(I sto)

>0

—AA -2 B@A-z)
- 5 t,

z? z

C, +2¢,1, >0 &

3’1”—(3;-13)-[(1+ z)+ A(A-2)t,]>0.
4

Como %, é maximo relativo de y(f), implica que A —z <0 e (A+2z)+ A(4—2z)t, <0. Assim,
W)-1>0 & A<z<0ouA<0<ze(A+z)+AA-2), <0.
A<z<OQouA<0<ze(A+2z)+AA-2), <0
A<z<OouAi<0<ze A(A-2)t,<(A+2)

(A+2)

A<z<OouA<0<zet,<- :
AMA-2)

Assim, y(f) apresenta sobre-sinal em 7 se e somentese A <z<0 ou A<0<z e, <— ;j; z)) :
-z
0 que prova o item (i). Para a prova do item (ii), considere a situagdo em que A <0<z
Defina
G(s+a) _ X (s-(z-a)’
(s+a)  z*(s-(A-a))’(s+a)’

G(s) =




onde a > 0 é tomado suficientemente pequeno tal que G(s) ndo tenha zeros na ori gemez—a>0.

Ent3o,

g0 =1"G(s)|= yye.

Portanto

g =y@®)e™
Observe que o pélo dominante de G(s) é A =—a. Assim, tem-se que m,=m,=p=0e m =2,
e pelo Teorema 1.10, do Capitulo 01, o nimero de mudangas de sinais de g(¢) = y(f)e *¢ pelo

menos dois. Como )(¢) possui 0 mesmo nimero de mudangas de sinais de g(f), entdo tem-se

que )(#) apresenta pelo menos duas mudangas de sinais. Como y(f) ndo apresenta reagio reversa

inicial, tem-se que )(7) apresenta reagéo reversa do tipo r, estendido paraA <0 <z
Prova do Corolario 2.5: Segue diretamente do Teorema 2.12.
Apresentam-se, a seguir, exemplos de aplica¢do dos resultados anteriormente obtidos.

Exemplo 12: Considere G(s), dada por:
(s+1)?

G(s)= l ;
(gs+1)

(2.75)
G(s) possui zero z=-1 e polos em A =- 5. Pelo Teorema 2.12, )(f) apresenta exatamente dois
extremos relativos, classificados como um ponto de maximo relativo € um ponto de minimo
relativo. Pelo Teorema 2.13, como A<z <0, e #, < 0,3, () apresenta sobre-sinal. A figura a

seguir, mostra o grafico da resposta a degrau unitario )(f), deste sistema.




Resposta a Degrau

Satla do sistema [ y(®) ]

i i ; ; i
25 3 35 4 4.5 5
Tempo [t]

Figura 18 — Resposta a degrau unitario para G(s) dada por (2.75).

Exemplo 13: Considere G(s) seja dada por:

(-3s+1)?

G(s) ="
(g s+1)°

G(s) possui zero z = % e polos em A =-35. Pelo Teorema 2.12, y(7) apresenta exatamente dois

extremos relativos, classificados como um ponto de maximo relativo e um ponto de minimo
relativo. Pelo Teorema 2.13, como A < 0 < z, )(f) apresenta reagdo reversa do tipo r, estendido. A

figura a seguir, mostra o grafico da resposta a degrau unitéario y(7) deste sistema.




Resposta a Degrau

[%)]
(=]

£
o

W
(=]

L]
(=]

-
o

Saila do sistema [ y(t) ]

1.5 2 2.5 3 35 4.5
Tempo [ t]

Figura 19 — Resposta a degrau unitario para G(s) dada por (2.76).

Da analise realizada neste Capitulo, observa-se que a proximidade do pélo dominante
tanto dos zeros quanto da origem, influencia no sobre-sinal na reposta a degrau do sistema.
Como exemplo, para sistemas de controle lineares de terceira ordem com dois zeros reais

distintos e trés polos reais distintos, tem-se que:

mlly(;o)_lzgljﬁe&ru’

1

. e - -z
Logo, com z; bem proximo de A3, o maximo valor de y(t) em # se aproxima de Me""“ ;e
Z

para z; proximo da origem, o valor do sobre-sinal cresce.

Nesse capitulo foi feito a analise em sistemas de controle lineares de terceira ordem,
com poélos e zeros reais, baseada nos resultados obtidos em Reis et all (2004), quando se
considera um sistema de controle linear de terceira ordem com polos e zeros reais estaveis. A
partir dos resultados obtidos, é possivel analisar o0 comportamento de sistemas de ordem elevada,
levando-se em conta a configuragdo polo-zero de G(s). Isto € o que sera descrito no Capitulo III

a seguir.




Capitulo 03

Considera-se o sistema de controle linear estavel, continuo no tempo, monovariavel,

com polos e zeros reais, na forma das constantes de tempo, descrito pela fun¢do de transferéncia:

m, h
[[@s+
G(s) = (3.1)

[IGs+D)"
J=

sendo que:
mn, n
L - = *
m Zi,.,n zrjem<n,
i=l j=1
m; o0 namero de zeros de G(s);
np, o namero de polos de G(s)

T, > 0, sdo constantes reais,;
7, >0, sdo as constantes de tempo do sistema,

%‘1,1‘= 1, ..., m, s3o os zeros de G(s);

-1 . .
A =?;,_;= 1, ..., n, s30 os polos de G(s);

A, #z,,Vi,].
Considera-se que f € [0,+) € que

m,

A<hh<..<h <0ez<z<..<z

sendo que os z;’s podem assumir valores tanto positivos como negativos.

O objetivo deste capitulo é apresentar algumas generalizagdes dos resultados para a
determinagdo e classificagdo de extremos, obtidos no Capitulo 02, objetivando a analise de
sobre-sinal e rea¢do reversa, em sistemas de controle lineares estaveis, continuos no tempo cuja

fun¢do de transferéncia G(s) seja dada por (3.1). Isso € o que sera apresentado na proxima segio.




3.1. Sistemas de controle lineares com um zero real de multiplicidade m e n pélos reais

distintos.

Considere o sistema de controle linear estavel dado por (3.1), sendom, =1, i=m, rj=1

e np = n. Entdo, G(s) tem a forma:

(Ts+1)"
H (1' S+ 1)
j=1
Tem-se que G(s), em (3.2), na forma de polos e zeros, pode ser escrita como:

=TI,

j=1 (s-2)" ‘
H(S— 'q'J')
J=1

Observa-se que G(s) dada por (2.1), nas formas (2.2) e (2.8) sdo casos particulares de

G(s) = (3.2)

G(s)= (3.3)

zZ

(3.3), quando m = 1 e m = 2 respectivamente.
O lema, apresentado a seguir, fornece a resposta a uma entrada degrau unitario para a

classe de sistemas, cuja fungdo de transferéncia tem a forma (3.3).

Lema 3.1: A resposta a degrau da classe de sistemas de controle linear, cuja fungdo de

transferéncia seja dada por (3.3) e tem condi¢des iniciais y(0) = 0, »'(0)=0,...,y"™(0)=K,

[14
mm _J=1

sendo que K =(-1)"" -——, tema forma
Zz

yO) =1+ ce*

na qual
H (2'3 - ’11 )
Do=lte(y gntie
[1¢2-4)

ISi<j<n




1z JI&»
J Si<jsn
e, =(-)" E— (@ ~2)" =,

aa [T, -4)

1<i<j

Prova:: Por hipétese, »(0)=0, »'(0)=0, ..., y*"(0)=K, onde

[14

K=(C)"" £,
4

Agora, basta observar que:

b ] pe| T

K Ain—-l e /1 n-1 lln—l ‘azn-i

n

Temos A= [](4, —4,) (determinante de Vandermonde).

Isi<jsn

Por outro lado:

A ==2y AV (Ao X))+ (1) KV (A, ...

1
lﬂ

I-[(Zj _AI)'

2<i<jsn

/1 n-2

A, -2
c =,‘{_Z...,1” (,ll_z)"' 2-_1_;[..£ J r)
. [14,-4)°

12i-32n

o que prova (3.5). De maneira analoga, mostra-se que:

’An)




H/"f =i AJ__‘n j
G =(-)"E2 -4 -2)" =———,
=6 thz”‘( £~ 2) [14,-4)

l=r<jZnm

o0 que prova o resultado desejado em (3.6).

Os Teoremas, apresentados a seguir, apresentam condigdes necesséarias e suficientes

para que a resposta a degrau do sistema (3.4), apresente extremos.

Teorema 3.1: Seja y(7) a resposta a degrau da classe de sistemas de controle linear, cuja fungio

de transferéncia seja dada por (3.3) e tem condigdes iniciais y(0) =0, »'(0)=0,...,y""(0)=K

Entdo:

i) )(t) apresenta no maximo m extremos relativos se e somente se
A <Ay <o<hy pq <Z<A 7 <eee<A, <0, A <A<<i ,.,<z2<4,_,;<...<4,<0,
oy A <A, <e<A_ <z<A, <0. Além disso, n, o numero de extremos de y(f), assumira
apenas valores pares nos intervalos 0<n7<m ou 0<n7<m-1,

ii) y(f) apresentara exatamente m extremos relativos se e somente se 4, <...<4, <z.

Prova do Teorema 3.1: Para a prova do item (i), suponha que y(f) apresenta no maximo m
extremos relativos. Assim, tem-se que 0 <1 < m, e pelo Teorema 1.3 do Capitulo 01, tem-se que
m, +m, <n<m +m, +m, — p. Portanto,

m+m=0& m=m =0,

mt+mtms—p=m <> mz—p=m<> my=m+p.

Sep=0,entdom;=meassim, z<A <A <..<A,<00ud;<z<W<..<A,<0o0u A <A
<<lm-]<z<xm<...<l}|<00ull<)¢2<... <lﬂ—-m+f<z<ln—.m+2<...<lﬂ<00u

A<Ay <<y <2<y <..<A,<O0o0u,..,o0u i <i<-<4,, 6 <z<4,<0, mas,




Z<M <M< <A, <0o0uM<z<A<..<A,<00u M <A<..  <Un-1<z2<Am<...<A,
< 0 ndo ocorre, pois pelo Teorema 1.4, do Capitulo 01, y(t) ndo apresenta extremos, o que
contradiz a hipdtese. Se p = 1, entdo m3;=m+1, 0 que ndo acontece, pois o sistema apresenta um

zero real de multiplicidade m. Suponha que A <A< ... <Ky m+1<z2<Ap-m+2<... <A, <0,

A<A << <2< g3 <ee<A, <0, ..., A4 <A, <r<q, <2<, <0, tem-se que

my=my=0,m3=mep=0oup=1, ou dependendo de m ser par ou impar, respectivamente.
Assim, pelo Teorema 1.3, descrito no Capitulo 01, tem-se que 0<7<m ou 0<p<m-1.

Pelo Teorema 1.3, do Capitulo 01, a paridade (7 ) = paridade (m; + mp) = paridade (m; + m, +
m3; — p) e entdo o resultado segue. Para a prova do item (ii), suponha que y(f) apresenta
exatamente m extremos. Assim, 1| = m, e pelo Teorema 1.3, do Capitulo 01, m; +m; <n < m; +
m; + m;3;— p. Logo:

mt+m=mom=mem=0oum=0em=m
m+my+ mi—pom=p=0.

Assim, 4, <...<4,<z<0ou 4 <...<4,<0<z. Suponha agora que 4, <...<4,<z<0,
entdo my =m3 =0 =p e my =m. Assim, pelo Teorema 1.3, descrito no Capitulo 01, m<n<m o
que implica que 7 =m. Portanto, y(t) apresenta m extremos. Se 4, <...<A, <0<z, entdo m, =
m e mx=m3 =0 =p. Assim, pelo Teorema 1.3, descrito no Capitulo 01, m <7 <m o que implica

que 7 =m. Portanto, )(t) apresenta m extremos, o que prova o Teorema 3.2.

Corolario 3.1: Sob as hipoteses do Teorema 3.1, y(f) ndo apresenta extremos se € somente se z
L A € o € Ay = 0 oo A Sz T o My €D

A<d <<, <2<, ., <<4,<0.

Prova: Segue diretamente da aplicagido do Teorema 1.4, do Capitulo 01.

Lema3.1:Se z< A< .. <Ap<0o0u i) <z< }p<... <A, <0, ...
A< <..<q,_,<z<Ai <-+< A, <0, entdo y(f) ndo apresentara sobre-sinal e nem
reagao reversa.

n—m+1

Prova: Segue diretamente do Corolario 3.1.

Apresentam-se, a seguir, exemplos de aplica¢do dos resultados anteriormente obtidos.




Exemplo 01: Considere G(s) dada por:
(s+1)°

G(s) =

(%s + l)(%s + 1)(% s+1)(2s+1)

G(s) possui zeroz=—1epdlos A1=—4, 1,=-3e A3=-2, A4 =-0,5. Pelo Teorema 3.1,
onde my =my =0, m3 =3 e p = 1, nimero de extremos de )(?) sera exatamente dois extremos,
pois p = 1 e m3 = 3 e pela paridade () = 0. A figura a seguir, mostra o grafico da resposta a
degrau unitario y(f) deste sistema.

Resposta a degrau

1.5 T
|

Saida do sistema [ y(1) ]

o
n

Tempo [t]

Figura 01 — Resposta a degrau unitario para G(s).

Exemplo 02: Considere G(s) dada por:

1 3
=s+1
Gs+D

G(s) = 1
(=s+D(s+D)(—=s+1)2s+1)

2 4
G(s) possui zeroz=-3 epolos 1,=-4, A,=-2¢e A3=-1, A4 =-0,5. Pelo Corolario 3.1,
como A; <z <Az <A3 <4< 0, )(t) ndo apresenta extremos. A figura a seguir, mostra o grafico da

resposta a degrau unitario y(f) deste sistema .




Saida do sistema [ y@)]
o 1= L= = o o
(8] (%] I w (=] -~

=
-

S T
¥

o

10
Tempo (]
Figura 02 — Resposta a degrau unitério para G(s).
Exemplo 03: Considere G(s) dada por:

G(s) = (s + 1)5

(E s+ 1)(%3 + 1)(%3 + 1)(%5 + 1)(%5 +1)(2s +1)

G(s) possui zero z =— 1 de multiplicidade cinco e polos A1 =-10, A;=-9e A3=-8, Ay =—
4, As=—2eAs=0,5. Pelo Teorema 3.1, m; =m; =0, m3 =5 e p = 1, nimero de extremos de y(?)
sera 0 <n <4. A figura a seguir, mostra o grafico da resposta a degrau unitario y(¢) deste sistema.

Resposta a degrau
70 T T T

60

Saida do sistema [ y(t) ]




Resposta a degrau

Saida do Sistema [ y(t) ]

Tempo [ t]

(b)

Figura 03 — Resposta a degrau unitario para G(s).




Conclusoes

Neste trabalho efetuou-se uma analise em termos de extremos, sobre-sinal e reagdo
reversa em sistemas de controle lineares estaveis, monovariaveis, continuos no tempo, de terceira
ordem e de ordem 7 com um zero real de multiplicidade m, em termos das posigdes relativas dos
polos e zeros da fungdo de transferéncia G(s).

Foram obtidas, condigdes necessarias e suficientes para a determinag@o e classificagdo
dos extremos da resposta a uma entrada degrau unitario em sistemas terceira ordem, além de
condi¢des necessarias e suficientes para a determinagdo de sobre-sinal em tais sistemas.
Condigdes necessarias e suficientes para a determinacdo de reagdo reversa inicial foram também
obtidas. Com relagdo a reagdo reversa do tipo r, estendido foram obtidas condi¢des necessarias.

Apresentaram-se exemplos mostrando que a ocomréncia de reagdo reversa esta
associada, também, a zeros de fase minima. Provou-se, também, que a ocorréncia de sobre-sinal
esta associada também a zeros de fase ndo minima.

Baseado nos resultados obtidos para sistemas de terceira ordem, foram obtidas
condi¢Ges necessarias e suficientes para a determinagdo dos extremos da resposta a degrau de um
sistema linear continuo no tempo, com um zero real de multiplicidade m e com » polos reais
distintos.

Acredita-se que, com os resultados obtidos, foi dado um passo importante para um
melhor entendimento da influéncia das posi¢des relativas de polos e zeros para a ocorréncia de
pontos criticos e extremos, para a analise e determinagdo de sobre-sinal e reagdo reversa em
sistemas de controle lineares e continuos no tempo.

Observa-se que os resultados obtidos podem ter varias aplicagdes em engenharia de
controle e podem, por exemplo, ser usados em projetos de controladores sem sobre-sinal e
reagdo reversa, para a resposta a degrau de malha fechada de um sistema linear de fase minima
(Moore, 1990).
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