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Resumo

Trata este trabalho da determinação de condições necessárias e suficientes para
a análise e determinação de extremos, sobre­sinal e reação reversa em sistemas de

controle lineares estáveis, contínuos no tempo, monovariáveis, com pólos e zeros reais.
Efetuou­se, inicialmente, um estudo de sistemas de controle lineares estáveis e

contínuos no tempo, de terceira ordem, com pólos e zeros reais, visando a determinação
de extremos, sobre­sinal e reação reversa da resposta a uma entrada degrau unitário,
levando­se em conta as posições relativas dos pólos e zeros do sistema.

Com base nos resultados obtidos, obteve­se uma generalização para sistemas
de controle lineares estáveis, contínuos no tempo, com n pólos e um zero real de
multiplicidade m, para os quais determinou­se o número exato de extremos.

Abstract

It deals with this work from determination of necessary and enough conditions for the
analysis and determination of extrema, overshoot and undershoot in steady, continuous

linear systems of control in the time, mono variable, with pole real and zero real. Tt
was effected, initially, a study of steady and continuous linear systems of control in the
time, of third order, with real poles and real zeros, aiming at the determination of

extremities, overshoot and undershoot of the reply to an step­respons, taking in account

the relative positions of the polar regions and zeros of the system. On the basis of the

gotten results, a generalization for steady, continuous linear systems of control was

gotten in the time, with n polar regions and a real zero of multiplicity m, for which the
accurate number of extremities was determined.
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Introdução

Atualmente os sistemas de controle automático encontram­se difundidos em

todas as sociedades desenvolvidas. Tais sistemas agem como elemento catalisador na

promoção do desenvolvimento e do progresso. O controle automático é essencial no

estudo de sistemas de veículos espaciais, guiamento de mísseis, pilotagem de aviões,

robóticos e outros, além de ser aplicado em modernos processos industriais e de

fabricação, sistemas biológicos, biomédicos, econômicos e socioeconômicos (Franklin,
1991; Dorf, 1995; Ogata, 1998).

No processo de verificação da qualidade de um sistema de controle linear, são

empregados, entre outros meios, a resposta a degrau, a resposta em frequência e a

estabilidade e suas margens. “A resposta a degrau é muito utilizada, por ser de fácil

verificação experimental e por corresponder a excitar todos os modos de oscilação do

sistema” (Castrucci et all, 1991). Os índices de qualidade mais comuns são: o sobre­

sinal, o tempo de subida, o tempo de acomodação entre outros índices de desempenho.

Existem alguns problemas como o de controle do eixo de máquinas
ferramentas e os de controle de um robô, os quais necessitam seguir uma trajetória pré­

definida, onde a resposta a degrau não pode apresentar extremos. Desta forma, o estudo
de condições que permitam avaliar extremos, sobre­sinal e reação reversa na resposta a

degrau é de grande importância na teoria de controle, de acordo com Ogata (1998), El­
Khoury et all (1993), Howell (1997), Rachid (1995), Leon de La Barra (1994), Leon de

La Barra e Fernandez (1994­a), Reis et all(2003, 2002, 2001), Silva e Reis (2001).

Muitas contribuições teóricas recentes têm sido feitas no sentido de clarificar a

influência dos zeros e das localizações de pólos e zeros da planta na parte transiente da
resposta a degrau (El­Khoury, 1993; Rachid, 1995; Howell, 1997; Goodwin, 1999;

Leon de la Barra, 1994, 1994­a; Lin e Fang, 1997, Moore, 1990; Reis, 2001, 2002,

2003, 2004; Silva, 2001). Apesar de valiosas, tais contribuições ainda não oferecem um

quadro claro de como e quais variações extensas nas localizações de pólos e zeros

podem influenciar a determinação de extremos, sobre­sinal e a reação reversa.
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A determinação de condições necessárias e suficientes para a determinação de
extremos, sobre­sinal e reação reversa em sistemas de controle lineares estáveis,

contínuos no tempo e de ordem elevada, é um problema difícil de se resolver, devido ao

fato da resposta a degrau ser uma função transcendental. Por exemplo, o problema de se

determinar o número exato de extremos da resposta a degrau permanece em aberto (El­

Khoury, 1993).

Neste trabalho, será apresentada uma análise dos pontos críticos, extremos,

sobre­sinal e reação reversa em sistemas de controle lineares estáveis, contínuos no

tempo, monovariáveis, com pólos e zeros reais, com o objetivo de se determinar

condições necessárias e suficientes para a obtenção de extremos, sobre­sinal e reação

reversa em tais sistemas. Acredita­se que as caracterizações obtidas são de grande

importância na teoria de controle, já que permitem uma visão mais esclarecida das
condições que possibilitam avaliar pontos críticos, extremos, sobre­sinal e reação

reversa, além de clarificar um pouco mais a influência dos zeros e localizações de pólos

e zeros da planta, na parte transiente da resposta a degrau.

Este trabalho está organizado como segue. No Capítulo O1, apresentam­se

alguns resultados existentes na literatura referente a extremos, sobre­sinal e reação

reversa. No Capítulo 02, apresentam­se as análises relativas a pontos críticos, extremos,
sobre­sinal e reação reversa em sistemas de controle lineares estáveis, contínuos no

tempo, monovariáveis, de terceira ordem e com pólos e zeros reais. No Capitulo 03,
apresenta­se uma generalização dos resultados obtidos relativos a extremos, para

sistemas de controle linear estáveis, contínuos no tempo, monovariáveis, com n pólos
reais distintos e um zero real de multiplicidade m. No Capítulo 04, apresentam­se as

conclusões do trabalho e em seguida as Referências Bibliográficas.
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Capítulo 01

Neste capitulo, serão apresentados alguns resultados relativos a extremos, sobre­sinal e
reação reversa, encontrados na literatura.

1. Resultados Relativos a Extremos.

O efeito dos zeros na resposta a degrau de sistemas de controle lineares invariantes no

tempo, tem merecido a atenção de pesquisadores desde os anos 30 (Reis et all, 2002).
É fato conhecido que quando os pólos da função de transferência são reais e negativos,

a resposta a degrau apresenta um número finito de extremos. Widder (1934) prova que o número
de zeros da função de transferência, no intervalo de convergência da transformada, é pelo menos

igual ao número de extremos que podem ocorrer na resposta a degrau de um sistema linear
estável, contínuo no tempo.

El­Khoury (1993), fornece limitantes superiores para o número de extremos na resposta
a degrau unitário de sistemas de controle reais com pólos e zeros reais. Além disso, caracteriza a
localização dos zeros e sua influência no número de extremos da resposta a degrau. Mais

precisamente, considera­se o sistema de controle linear estável, contínuo no tempo,
monovariável, com pólos reais distintos e zeros reais, descrito pela função de transferência, com

ganhog:

[TG­2)
G(s)=g 2 — (1.1)

16­24)
sendo que Às < 12 <...< A < O são os pólos de G(s) e z,, 1 = 1, 2, ..., m seus zeros. G(s) em (1.1)
é estritamente própria e sem cancelamento de pólos e zeros. O pólo À é o pólo dominante e o
pólo À, é o pólo mais rápido.

A resposta a degrau de G(s) em (1.1) é definida como

yY=L"Es tef0,+00) (12

com a condição inicial nula, y(0) =0, y'(0)=0, y"(0)=0,...y"(0)=0, onde L" é o operador
transformada inversa de Laplace.
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A definição de extremo local na resposta a degrau, apresentada a seguir, é encontrada

em El­Khoury (1993):

Definição 1.1: A função y(!) tem um extremo local em t* se existe e>0 tal que

DU)= =DID') ­Y(1t+D)>0,YTe(0,6).

Definição 1.2: Seja n 20 o número de extremos locais de y(f) para 1 >O.

Para a discussão a seguir, é conveniente classificar os zeros da função de transferência

(1.1), em quatro diferentes conjuntos, a saber:

M =t(2:G(2)=0,0<z<+co)

M, =(2: G(2) =0, A, <z <0)

M, =(2: G(2) =0, À <z<A,)

M,=f(2:G(2)=0,­m<z<A).

=.
Lea

Re

Em adição, seja m; = 1,2,3,4 o número de zeros pertencentes a uma dada classe M,,

tal que m=m +m, +m, +m,.

Segundo El­Khoury (1993), o conhecimento de um limitante superior para o número de

extremos é frequentemente mais importante do que o conhecimento de um limitante inferior,

pois quando o limitante superior é igual a zero, 1sso garante que a resposta a degrau não

apresenta extremos.

O limitante inferior para n já foi determinado por Widder (1934), mediante o seguinte
resultado:
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Teorema 1.1: (Teorema do Limitante Inferior) O número de zeros de uma função de

transferência G(s), no intervalo de convergência da transformada é no máximo igual ao número

de extremos locais, ou equivalentemente, 7 2 Mm +m,.

Prova: Veja Widder (1934).

Pelo Teorema 1.1, conclui­se que os zeros localizados nas classes Me M, causam

extremos.

Uma estratégia para a determinação de limitantes superiores para mn faz uso do

relacionamento entre a resposta a degrau e a resposta ao impulso g(f) de G(s), isto é:

(1) =[gd,
onde g(t)=L"[G(s)], já que (O) tem um extremo toda vez que g(t) muda de sinal. Assim, o
número de zeros de g(t) para 1 > O, é igual ao número de extremos de y(?). Portanto, o problema

de se determinar limitantes superiores para o número de extremos de y(7), é equivalente ao

problema de se determinar um limitante superior para o número de zeros positivos de g().

As definições que se seguem, são importantes para o problema em questão (El­ Khoury,

1993).

Definição 1.3: Um pólo suporte é definido com sendo um intervalo aberto (4, ,,4,), entre dois

pólos consecutivos e distintos 4,, <A4,, de G(s).

Definição 1.4: Seja p o número de pólos suportes contendo um número ímpar de zeros de G(s).

Definição 1.5: Seja x um inteiro. Então a paridade de (x) = O se x é par e a paridade de (x) = 1

se x é ímpar.

El­Khoury (1993) apresenta um limitante superior para o numero de extremos de y(?), a
saber:
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Teorema 1.2: (Teorema do Limitante Superior) O número de extremos de y(t) para 1 > O é

limitado superiormente por m, +m, +m, — p , ou equivalentemente, 7 <m +m, +m, — p.

Prova: Veja El­Khoury, (1993).

Os Teoremas 1.1 e 1.2 podem ser combinados e fornecem limitantes superiores e

inferiores para o numero de extremos, com o resultado a seguir.

Teorema 1.3: (Teorema Geral de Limitação)

D m +m, <N SM, +M, +M, PD;

ii) paridade (17) = paridade (m, + m2) = paridade (rm + m, + m3—p).

Prova: Veja El­Khoury, (1993).

Observam­se, do Teorema 1.3, os seguintes resultados práticos:

i) Zeros localizados à esquerda do pólo mais rápido, isto é, localizados no conjunto M,, não

influenciam no número de extremos;

ii) Para um sistema sem zeros com apenas pólos reais, não existe a possibilidade de ocorrerem

extremos;

iii) Zeros localizados entre o pólo mais rápido, à1, e o pólo dominante, à, podem influenciar na
ocorrência de extremos.

Esses resultados são aplicáveis às funções de transferência estáveis com zeros reais e

pólos reais distintos. Embora seja um resultado importante, o problema da determinação do

número exato de extremos da resposta a degrau permanece em aberto.

Rachid (1995) trata o problema dos extremos que podem ocorrer na resposta a degrau
de um sistema linear estável com zeros e pólos reais. Para isso apresenta uma condição suficiente
sobre os zeros, para evitar extremos, usando a configuração de pólos e zeros da função de
transferência.

Para melhor compreensão, considere sem perda de generalidade, um sistema linear
estável descrito pela função de transferência com ganho unitário.
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Tm (LA+1,s)
G(s) =E (1.4)

ITG+TZ;s)

—]
:

—]l
, x rscom zeros z, =——<0O e os pólos 4, =—­ <O. Assume­se, também, que G(s) é de fase mínima

T, ;

e sem cancelamento de pólos e zeros.

O lema a seguir, encontrado em Rachid, (1995), fornece uma decomposição da função

de transferência dada em (1.4).

Lema 1.1: A função de transferência G(s), dada em (1.4), pode sempre ser reescrita sob a forma

G()=T[6 OTTG) (1.5)
il jo

1 1+7,,(S)———, G, (Ss)==——e n +r, =h.14TS 27 (S) 1 +com G,;(s)=
ELG)2)

O teorema a seguir, fornece uma condição suficiente para a determinação de extremos

na resposta a degrau do sistema de controle (1.4).

Teorema 1,4: À resposta a degrau do sistema dado por (1.4), não apresenta extremos para f * O

se o arranjo (1.5), no Lema 1.1, pode ser tomado de maneira que valem as condições 7, <T7,,
paraj pertencente a [1, r2].

Prova: Veja Rachid (1993).

Do Teorema 1.4, têm­se os resultados práticos:

i) Se o sistema (1.4) não possui zeros, a resposta a degrau não apresenta extremos para t > O,

mas se o sistema (1.4) possui apenas um zero finito z real, sua resposta não tem extremos se

existe um pólo À real, tal que z <X;

ii) Quando o sistema (1.4) tiver dois zeros distintos e finitos, 2) e z», não ocorrem extremos na

resposta a degrau se existir dois pólos reaisp, ep2, tais que 21 < 47 e 22 < A2. Note que não é
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uma condição necessária que À, e à, sejam distintos, mas se A) = )o, a multiplicidade de À
deve ser no minimo 2.

Rachid mostra que a existência de extremos na resposta a degrau está diretamente

relacionada com a configuração de pólos e zeros da função de transferência (1.4). Assim, o

Teorema 1.4, apresenta uma condição suficiente para assegurar que não ocorra sobre­sinal na

resposta a degrau de um sistema de controle como em (1.4), tornando mais claro o problema do

relacionamento de pólos e zeros para a não ocorrência de extremos na resposta a degrau.

Reis e Silva (2001) apresentam uma condição necessária e suficiente para um sistema

de segunda ordem, com dois zeros reais distintos 27) e 22, e dois pólos reais distintos À, e À,

apresentar extremos. Considera­se o sistema de controle linear estável, contínuo no tempo, cuja

função de transferencia seja dada por:

Gt) =2A (s+z))(S+z,) | (1.6)
2,2, (SHANS+A)

Tem­se, então, o seguinte resultado.

Teorema 1.5: O sistema cuja função de transferencia é dada por (1.6) possui extremos se e

somente se ocorre uma das seguintes condições:

DAaIA<A<A<zZeA+A>27+2

)(À<A, <z7, <z, 0U À <7, <Z, <AJE A +A <z, +21;

O Teorema 1.5 apresenta uma condição necessária e suficiente para a ocorrência de
extremos na resposta a degrau de sistemas lineares de segunda ordem, contínuos no tempo, com

pólos e zeros reais distintos sendo, portanto, uma complementação ao resultado de Rachid
(1995). Reis et all (2002), mostram que para a classe de sistemas de controle lineares estáveis,

contínuos no tempo, com um pólo real de multiplicidade três e um zero real de mutiplicidade

dois, ocorrem situações semelhantes do Teorema 1.5. Para a apresentação de tais resultados seja

G(s) com pólos e zeros reais, dada por:

x(2
PEN CEASAG(s)=­ (1.7)

Tem­se, então, o seguinte resultado.
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Teorema 1.6: O sistema (1.7) possui extremos se e somente se A <z.

Prova: Veja Reis, et all (2002).

Corolário 1.1: O sistema (1.7) não possui extremos se e somente se z <A.

Prova: Veja Reis, et all (2002).

Uma extensão dos resultados apresentados nos Teoremas 1.5 e 1.6 foi obtida por Reis et

all (2003), para sistemas de controle lineares contínuos no tempo, de ordem n > 2 com um zero

real e pólos reais distintos, em termos das localizações de pólos e zeros da correspondente

função de transferência.

Considera­se o sistema de controle linear contínuo no tempo, monovariável e estável

descrito pela função de transferência:

+) G(s)= Cs +)
TI &,s+D ITG,s+»

Fi

G(s) =

sendo que n >2,e:

T é uma constante real estritamente positiva;

71, >O, j=1, 2,..., n são as constantes de tempo do sistema;

z=­1/T,é o zero de G(s)sez<0 ou z=1/T sez>O0;,

A, =­1/7,,j=/1,2,.., nsão os pólos de G(s);

AjEA, Aj*z2 paratodoi, j=1,2,.., n.
Constdera­se, ainda, sem perda de generalidade, que:

Al << An1< An<0equeo tempo f pertença ao intervalo (O, +).

Observe­se que G(s) pode ser escrita, na forma de pólos e zeros, do seguinte modo:

ey" Ta,
G(s) = jf=l (s = z)

"> Ae
Tem­se, então, o seguinte resultado.
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Teorema 1.7: Considera­se o sistema de controle linear contínuo no tempo, monovariável, com

n pólos reais distintos e com um zero real, estável descrito pela função de transferência (1.8), e a

correspondente resposta a uma entrada degrau unitário y(t). Têm­se, então, os seguintes
resultados:

(a)  7y(t)não apresenta extremos se e somente se z < Àx;

(b)  y(t)apresentaum ponto de máximo relativo se e somente se A, <z< O;

(c)  Y(t)apresentaum ponto de mínimo relativo se e somente se A, < 0 <z;

Prova: Veja Reis et all (2003).

Observa­se que o item (a) do Teorema 1.7 coincide com os resultados obtidos por

Rachid (1995) e os itens (b) e (c) complementam tais resultados, além de fornecer a classificação

dos pontos críticos.

2. Resultados relativos à sobre­sinal e reação reversa.

Na seção Ol foram apresentados os resultados encontrados na literatura relativos a

extremos da resposta a degrau. Tais contribuições apesar de importantes, não oferecem um

quadro claro de como e quais variações extensas nas localizações de pólos e zeros podem

influenciar o sobre­sinal ou overshoot e a reação reversa ou undershoot. Por exemplo, o

problema de se determinar o número exato de extremos na resposta a degrau permanece em
aberto (El­ Khoury, 1993). Além disso, não é possível efetuar a classificação desses extremos.
Daí, a importância de se determinar condições necessárias e suficientes para a determinação de

extremos, sobre­sinal e reação reversa em sistemas de controle lineares contínuos no tempo.

2.1.0 sobre­sinal em sistemas contínuos

Quando o sistema de controle apresenta pólos e zeros reais, a resposta a degrau é uma

combinação de exponenciais, daí a dificuldade e até mesmo a impossibilidade da determinação

direta de extremos e consequentemente a classificação dos mesmos. Isto justifica a escassez de

resultados relativos à determinação de sobre­sinal em sistemas de controle lineares contínuos no

tempo.
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Para a discussão apresentada, neste trabalho, será utilizada a seguinte definição de
sobre­sinal, encontrada em Ogata (1998).

Definição 1.6: O sobre­sinal é uma indicação do maior valor acima do valor de regime durante a

tn) (>)
evolução do transitório, dado em porcentagem, isto é, Mp =SO.100% ,, onde:Jy o

* y(tn)éovalor máximo de y(t);

* y(cwo)éovalor deregime de y(t).

Lin e Fang (1997), consideram um sistema linear de terceira ordem SISO com uma

função de transferência não estritamente própria dada por:

Y(s) pcs +bsº+as+l
R(s) pSº +qas*rs+1 (1.10)

onde K pode ser assumido sem perda de generalidade igual a um. Mediante o uso dos
coeficientes de (1.10), são obtidas condições necessárias e suficientes para um tal sistema não
apresentar sobre­sinal na resposta a degrau, quando os pólos são reais.

No caso de pólos complexos, uma condição suficiente e duas condições necessárias são

obtidas para uma tal classe de sistemas não apresentar sobre­sinal.
Reis e Silva (2001) obtêm condições necessárias e suficientes para a existência de

sobre­sinal em sistemas de controle linear contínuos no tempo, dado por (1.6). Tais resultados
são apresentados pelo teorema a seguir.

Teorema 1.8: Sob as hipóteses do Teorema 1.5, o sistema (1.6) apresenta sobre­sinal se e

somente se 7, <A <A, <z, Ee A +A >, +.

Prova: Veja Reis, et all (2001).

Resultados análogos aos obtidos no Teorema 1.8 também foram obtidos para sistemas de
controle de segunda ordem com um zero real e pólos reais. Além disso, uma expressão analítica
para o cálculo direto do sobre­sinal foi fornecida em Reis e Silva (2001) e Reis (1994).
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Reis et all (2003) efetuam a análise, em termos de sobre­sinal, de um sistema de controle
linear contínuo no tempo de ordem n, monovariável e estável descrito pela função de

transferência dada em (1.9), e apresenta o seguinte resultado.

Corolário 1.2: Sejam o sistema de controle linear contínuo no tempo, monovariável, com n

pólos reais distintos e com um zero real, estável descrito pela função de transferência (1.9), e

Y(1), sua resposta a uma entrada degrau correspondente. Tem­se, então, que y(t) apresenta sobre­
sinal se e somente se 4, <z< O;

Considere o sistema de controle linear, invariante no tempo com realimentação unitária

mostrado na figura abaixo:

y(t) >

sendo:

P(s) função de transferência da planta, estritamente própria;

C(s) função de transferência do controlador;

r(t) sinal de referencia;

e(t) sinal de erro;

u(t) sinal de entrada na planta;

Y(t) sinal de saída da planta.

Seja G(s) = —F 6 a função de transferência entre o sinal de referencia r(f) e o
: 1+ P(S)C(s)

sinal de saída da plantay(7).

Para um sistema de controle linear, invariante no tempo, com realimentação unitária,

como na figura acima, Goodwin et all (1999), apresenta limitações fundamentais que surgem da
presença de zeros complexos, estáveis, no eixo ou próximo do eixo jw. A estabilidade desta

classe de sistemas de controle é usada em conjunção com a transformada de Laplace para

mostrar que as restrições no domínio do tempo devem ser satisfeitas pela resposta a degrau do
sistema.
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De Goodwin et all (1999), tem­se o seguinte resultado:

Teorema 1.9: Considere um sistema contendo pólos e zeros satisfazendo as seguintes condições:

(1) A função de transferência, G(s), tem pelo menos um par de zeros próximos ou no eixo —/o em

z=­0t+ ja, (020, e >0);

(ii) Todos os pólos da função de transferência têm a parte real maior que ­— a (a > o);
Sob estas condições, a resposta do sistema está sujeita às seguintes restrições:

— o G(0)
2?[, e” (cosa, ­vd= 0º +oa,

& G(0)
2 >[, e” (seno ny, — YOKdt = oº +o,

sendo yss= G(0).

Prova: Veja Goodwin et all, (1999),

Como o — O, as equações do Teorema 1.9 reduzem para

f, (cosanIy. ­ (Hr =0
GO)
O,

[,Gena, ­YO =
Para ilustrar a importância desses resultados, considera­se uma planta com dois zeros

complexos sobre o eixo jw, em + jw. Seja 1 tal que e, (1) =0O, para todo f > 7. Assuma que

A > "OT << a Então, usando expansão de Taylor para cosm,t e para senm,t, as equações seguem:

[Os = yO)dr=o

fora= OE
Oo

o

Se Mw, Tt < > então da primeira equação acima, segue que y.; — Y(1) terá sinais positivos e
negativos, e o sistema apresentará sobre­sinal na resposta a degrau. Mas se o valor de à, é
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pequeno, a segunda equação acima indica que o primeiro instante de y.; — (7) será muito grande.
; ; msPorém, se o valor de mw, é pequeno e mw, Tt < > então

: ó — P(O[bs ­rOl,td 2 [ O, ­yO)Ndt= "
e então Ps — 0Ye 2 2PO) . Assim, y.; — Y(9) terá uma grande amplitude em algum tempo.

a To

Na próxima seção apresentam­se resultados encontrados na literatura sobre reação
reversa em sistemas de controle lineares contínuos no tempo, e fase não mínima.

2.2. À reação reversa em sistemas contínuos no tempo e de fase não mínima

Um sistema de controle linear é chamado de fase minima, se todos os seus zeros estão

localizados no semi­plano aberto esquerdo. Já os de fase não mínima ou sistemas de reação
reversa são os sistemas estáveis para os quais a função de transferência G(s) apresenta zeros no
semiplano aberto direito do plano s (R.H.P.). Tais sistemas são identificados da seguinte forma:
na aplicação de um degrau na entrada, a saída inicialmente começa em direção contrária ao valor
de regime (Reis et all 2002). De acordo com Mita e Yoshida (1981) e Leon de La Barra (1994),
tais sistemas podem apresentar uma das características: reação reversa inicial ou do tipo A,
reação reversa do tipo B e reação reversa do tipo r.. Assim, para uma caracterização da reação
reversa, considera­se um sistema de controle racional SISO (single input, single output), com a
função de transferência G(s) contínua no tempo, estritamente própria, assintoticamente estável,
de fase mínima e sem zeros na origem. Leon de La Barra (1994) apresenta as seguintes
definições:

Definição 1.7: Seja G(s) como em (1.1) e com ganho não nulo &, e Y(f) a sua resposta a degrau
unitário. Então diz­se que y(f) apresenta reação reversa inicial se y(t)á < O para todo 7 tal que O
<fit<h.

Mita e Yoshida (1981) apresentam as definições de reação reversa do tipo À e do tipo
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Definição 1.8: Seja y(1), t > O, a resposta a degrau escalar no tempo, suficientemente suave, de
um sistema dinâmico e assuma que(0) = O e se y é a n­ésima derivada de y(1), então:
(a) existe um inteiro positivo e finito nº tal que:

YO) =...=|ÃO e 7ºO;
(b) O valor de regime de y(7) existe e é diferente de zero.

Então se diz que y(7) possui reação reversa do tipo A se y"(+0)y(co) <O.

De Vidyasagar (1986), a relação y(+0)y(co) <O é uma versão matemática natural do

fato da resposta a degrau inicialmente começar em direção contrária ao valor de regime. A esse
fenômeno, dá­se o nome de reação reversa inicial.

Definição 1.9: Se não existe reação reversa inicial e existe um intervalo (a, 5) tal que

Y(N)Y()<O para todo t pertencente a (a, 5), então diz­se que y(t) apresenta reação reversa do

tipo B.

De la Barra (1994), segue a definição de reação reversa do tipo ra na resposta a degrau.

Definição 1.10: Seja G(s) como em (1.1) e com ganho não nulo &, e Y(t) a sua resposta no
domínio do tempo a um degrau unitário e positivo. Então se diz que X(t) apresenta reação

reversa do tipo ra para 1> O se as seguintes três condições são satisfeitas:

Existem exatamente r, valores diferentes de 1, 0 <t) <... </r. < +oo tais que:
DYL)E<O,i=1,., To", (1.12)

(O, =0,i=l...,mn, (1.13)

ii) "(| >O0,i=L.,rm. (1.14)

A reação reversa do tipo B ocorre se não existe reação reversa inicial e existe um

intervalo aberto onde a resposta a degrau tem sinal oposto ao valor de regime. Já a reação reversa

do tipo ra (Leon de la Barra (1994)), fornece uma descrição mais detalhada do fenômeno da

FEV
AVAVAY

1 2 3 4 5 6 7 unesp ”“*.. 12 13 14 15 16 17 18



reação reversa, mediante especificação do número de vezes que a resposta a degrau apresenta

reação reversa para f > O.

Para a análise de reação reversa, é importante o conhecimento do número de mudanças

de sinais de y(1), já que a resposta a degrau apresenta reação reversa quando y(r) muda de sinal,

isto é, Y(fo) < O para 1, e[0,+00).

G(s+a)
(s+a)

Considerando­se £&(f) a resposta ao impulso de G(s)= , tem­se que g8(1)=

L'[G(s)] = y(Ne*, para a > O suficientemente pequeno tal que G(s) não apresenta zeros na
origem do plano s. Assim, o número de mudanças de sinais de y(!) é exatamente igual ao número

de mudanças de sinais de g(f) e, portanto as informações relativas à mudança de sinais de g(1)

são importantes para a determinação da reação reversa em y(7).

Leon de La Barra (1994) fornece um limitante inferior para o número de mudanças de

sinais da resposta ao impulso g(f), de G(s), em função do número de zeros reais de G(s),

localizados estritamente à direita de seu pólo dominante, o qual é apresentado a seguir. Para tal,

considere as seguintes hipóteses:

Hipótese 1: Considere um sistema racional SISO caracterizado pela função de transferência

continua no tempo G(s). G(s) é também estritamente própria, assintoticamente estável e de fase

não mínima, não possuindo zeros na origem do plano complexo.

Teorema 1.10: Se g(1) > G(s) constituem um par de Transformada de Laplace, com G(s)

sendo uma função de transferência assintoticamente estável, estritamente própria com apenas

zeros reais e pólos reais simples, mas não necessariamente de fase não mínima. O número de

mudanças de sinais de g(!) para 1 > O será limitado inferiormente pelo numero de zeros de G(s)

localizados estritamente à direita do pólo dominante.

Prova: Veja la Barra (1994).

Sob as hipóteses do Teorema 1.10 e a Hipótese 1, é possível estabelecer um resultado
mais forte que o teorema anterior. Para tal, considere 7, 1 = 1, 2, 3, e p conforme na definição
1.4.
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Teorema 1.11: Se g(1) > G(s) constitui um par de Transformada de Laplace, o número de

mudanças de sinais de g(t) para / > O será menor ou igual a m +m, +m, — p.

Prova: Veja la Barra (1994).

O Teorema seguinte estabelece uma condição necessária e suficiente para a resposta a
uma entrada degrau de uma planta SISO estável, apresentar reação reversa inicial, encontrado em

Vidyasagar (1986).

Teorema 1.12: Um sistema tem reação reversa inicial se e somente se sua função de
transferência tem um número ímpar de zeros no semiplano direito.

De acordo com Porter (1987), este fato foi provado por Norimatsu e Ito em 1961. Além
disso, Mita e Yoshida (1981) também provaram tal resultado como um corolário de um teorema

mais geral relativo ao fenômeno da reação reversa em plantas MIMO (Multiple Input, Multiple
Output) estáveis.

Leon de la Barra (1994) contribui para uma caracterização posterior, fornecendo novos

esclarecimentos das correlações entre zeros do semiplano aberto direito de uma função de
transferência escalar contínua no tempo, e a natureza da reação reversa na sua resposta a degrau,
com o seguinte teorema.

Teorema 1.13: Seja G(s) como definida anteriormente, com ganho & = 1, e mm zeros reais no

semiplano aberto direito. Então y(f) apresentará pelo menos reação reversa do tipo ra. para 1 > O,

: Er, =int
2

com r, dado explicitamente por

onde int [.] denota a parte inteira.

Prova: Veja la Barra (1994).
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É claro que se m, é par, y() não apresenta reação reversa inicial (Vidyasagar (1986)).
Então y(7) será inicialmente positiva, revertendo necessariamente o seu sinal depois. Por outro
lado, se m, é ímpar, o sinal inicial de y(7) será sempre oposto ao sinal de seu valor de regime,
determinando assim, reação reversa inicial. Este Teorema também é valido para plantas tendo
pólos complexos conjugados. Sob as hipóteses adicionais relativas à configuração pólo­zero de
G(s), é possível estabelecer um resultado mais forte que o teorema anterior. Para tal, sejam mi,
M2, M3, ma € Pp como em (1.3) e na Definição 1.5.

Corolário 1.3: Se em adição ao Teorema 1.13, G(s) tem somente zeros reais e pólos reais

simples que satisfazem a condição p = m3, junto com m, <1, então y(t) apresentará exatamente

reação reversa do tipo r, para 1 > O, com r, como no Teorema 1.13.

O Corolário 1.3 fornece, para uma classe maior de sistemas contínuos no tempo e de
fase não mínima, o número exato de vezes que a resposta a degrau associada apresenta reação .
reversa. A sua principal limitação está no fato que plantas com pólos complexos conjugados não
estão inclusos na classe anteriormente referida.

Em Reis et all. (2002), encontra­se as observações com relação à reação reversa:

e Os resultados relativos à reação reversa até então discutidos, relacionam os efeitos na

resposta a degrau causados por zeros de fase não mínima. No entanto, zeros do semiplano
— aberto esquerdo também podem causar extremos que acarretam reação reversa. Por exemplo,

considere o sistema de fase mínima cuja função de transferência G(s) seja dada por (1.7),
com z = ­ 0,1 ep=­l1. Pelo Teorema 1.6, como À < z, G(s) possui extremos. Mediante a

análise da resposta a degrau y(t), nota­se a existência de um ponto de mínimo negativo e um
de máximo. Dessa forma, a reação reversa apresentada por y(t) é devido ao zero z =­ O,1,
que é um zero real negativo. Portanto, o sistema (1.7) é uma classe de sistemas de fase
mínima apresentando o efeito da reação reversa.

Outro ponto é que a resposta a degrau y(t) do sistema caracterizado pela função de
transferência contínua no tempo pode apresentar reação reversa em f = fo mas não
satisfazendo a condição (iii) da Definição 1.10.
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Dessa forma, Silva et all (2001) e Reis e Silva (2002) apresentam uma análise mais

detalhada desse fato, e fomecem uma caracterização mais apurada do fenômeno da reação

reversa do tipo ru, a qual será apresentada a seguir.

2.3. Reação reversa do tipo ra estendido na resposta a degrau.

Os resultados apresentados, a seguir, encontram­se em Silva et all (2001).

A definição de reação reversa do tipo ru, caracteriza o número de vezes que a resposta a

degrau apresenta reação reversa, considerando o número de mínimos locais negativos de Ay(t). É
fácil ver que (1.12)­(1.14) são suficientes para a existência de um mínimo local negativo em 1 =

ti, mas em particular (1.14) não é necessária. Considere por exemplo que as condições (1) e (1i) da

Definição 1.10 são verificadas em f = & e que J(f)=O. Suponha que existe uma constante
positiva ô; tal que para todo f e (1, —ó,,1,), tal que k&y(1) <O , e que para todo 1 e (1,1, +ó,) tem­

se hy(1)> O, respectivamente. Então, existe um mínimo local de &y(r) em ! = 4, (Courant, (1965),

pp. 242). Silva et all (2001) encontram um exemplo dessa situação, o qual é apresentado a

seguir.

Exemplo 1: Considere a função de transferência G(s) dada por:

s­z)C­DE­DT[6 2)65­2)
G(s) = = (1.16)(s+1)* ls + 1)? +7º [ls+ D+ axº |

sendo que z,,2,, 1=1,..., 7 são os zeros complexos conjugados de G(s) e zo, 7, 2 São os zeros
reais. Os valores de 209, z, 2 ez, i=1,...,7 são dados por zo = ­0,000699416, z = 1,41185, Z =
24,4088, z; = ­3,13916+7,79002], 27 = ­1,3386+5,07124], 23 = ­1,26717+2,83482], 24 = ­

0,485231+3,31632), zs = ­0,0500769+7,17647), zé = ­0,0449459+5,68491]] e 7 =

0,350259+2,57319]. Observa­se que G(s) tem ganho & = 1. Silva et all (2001) mostra que y(1) =

— 2x +1<0, Y(1)=0e Yy(1)=O, respectivamente. Então, a condição (iii) na Definição 1.10

não é satisfeita em t = 1, mas a resposta a degrau exibe reação reversa do tipo B.
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Mediante os resultados obtidos no Exemplo 1, observa­se a necessidade de uma

caracterização mais geral de reação reversa múltipla na resposta a degrau. Tal caracterização,
dada a seguir, é conhecida como reação reversa do tipo r, estendida.

Definição 1.11: Seja G(s) como na Hipótese 1 e com ganho não nulo &. Sejay(t) a resposta a um

degrau unitário e positivo. Então se diz que y(t) apresenta reação reversa do tipo r, estendido
para t > O se as seguintes três condições são satisfeitas:

Existem exatamente r.. valores diferentes de 1, O <t1 <t < ... <f,  <­ootais que:
DYIHIE<O,i=1,., Tuo, (117)

DS), =0O,i=1L... fa (1.18)

DRA, >O,i=1l...Te OU (1.19)

Y(t)ten, O e existe uma constante positiva 8; tal que, (1.20)

ht) <O, para todo t E(t; ­ój,tj Je (1.21)

h(t)>0O para todo t E (17,t; +S; Ji=l.... we (1.22)

Teorema 1.13: Seja G(s) como na Hipótese 1, com ganho unitário e my zeros reais no semiplano

aberto direito. Então y(f) apresentará pelo menos reação reversa do tipo r, estendido para 1 > O

com Tue no sentido da Definição (1.11), e dado por 7. in +1) onde int [.] denota a parte
inteira.

Prova: Veja Silva et all (2001).

Os resultados apresentados nas seções 2.1, 2.2 e 2.3, apesar de bastante valiosas, ainda

não oferecem um quadro claro de como e quais variações extensas nas localizações de pólos e

zeros podem influenciar o sobre­sinal e a reação reversa. Além da não existência de técnicas que

permitam determinar e classificar os extremos da resposta a degrau, faltam condições necessárias

e suficientes para a determinação de sobre­sinal e reação reversa em sistemas de controle

lineares estáveis contínuos no tempo.
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Sendo assim, o que se propõe neste trabalho, é a obtenção de uma generalização do

resultado obtido em Reis et all (2003) para sistemas de ordem » com um zero real, isto é,

pretende­se considerar sistemas de controle lineares com n pólos e m zeros. Para tal, será

efetuada inicialmente, uma análise em sistemas de controle lineares de terceira ordem, com pólos
e zeros reais, baseada nos resultados obtidos em Reis et all (2004­a), quando se considera um

sistema de controle linear de terceira ordem com pólos e zeros reais estáveis. À idéia é analisar o

comportamento de sistemas de ordem baixa para obter, se possível, generalizações desses

resultados para sistemas de ordem elevada, levando­se em conta a configuração pólo­zero de
G(s). Isto é o que será descrito nos Capítulos HI e III, a seguir.
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Capítulo 02

Neste capítulo são apresentados os estudos efetuados relativos a sistemas de controle

lineares estáveis, contínuos no tempo, de terceira ordem, com pólos reais e no máximo dois zeros

reais, com o objetivo de se determinar condições necessárias e suficientes para a análise de

pontos críticos, sobre­sinal e resposta inversa em tais sistemas. Ressalta­se que tais estudos

estarão pautados nos resultados obtidos em Reis et all (2004), onde se considerou um sistema de
controle de terceira ordem com dois zeros reais distintos.

1. Formas gerais da função de transferência G(s) de um sistema de terceira ordem.

Considera­se o sistema de controle linear estável, contínuo no tempo, monovariável,

com pólos e zeros reais, na forma das constantes de tempo, descrito pela função de transferência:
2 h

IIGs+D
G(s) = dL— Q.)

Ile;s+1)”
ja

sendo que:

=" r,j=1,2,3,éamultiplicidade dos pólos de G(s)e YX> r, =3;

1, i =1 ou 2, é a multiplicidade dos zeros de G(s) e > l,=2;

T;>0,i=1,2,são constantes reais;

7, >0,/=1,2,3 são as constantes de tempo do sistema;

i=1,...,2sãoos zeros de G(s);

—­l.,
> x

:A; =— ,j=1,2,3 são os pólos de G(s);
j

4,7 2,Vi=1,20j=1,2,3.
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Observa­se que a multiplicidade dos pólos e zeros de G(s), em (2.1), pode ser diferente
de um.

Considera­se que o tempo 7 pertença ao intervalo [0,+00) e que:

hM <A <A<0ez<o,.

Quando 3 /; = 1, têm­se as seguintes formas para G(s), dada por (2.1), na forma de pólos
e zeros:

; — AMAhA (s­2z) o :i) G(s)= : ENG LIGA AA AA 1,2,3; (2.2)

em 2hAh (8­2)
|ii) G(s) = 7 Caça (2.3)

iii) G(s) = ãEa ABA =A=A<0. (24)

Quando > /; = 2, têm­se as seguintes formas para G(s), dada por (2.1), na forma de pólos
e zeros:

. — Ah (s—z))(Ss­z,)
:iv) G(s)= 25 CAN AJG­1D' EL tHALRAtA: (2.5)

2 Ah C­2)5­2)
:v) G(s)= ze, (sa) IRA FA; |

(2.6)

2. 4 (Ss­2))(S8­2,)
nn, (SAY

UN ÉLÉEAA; 2.7)

(sz)
C­ANE­AIEA)'

É E)
2º (s­1)

IRA FARA: (2.8)

ZEA EA (2.9)

vi) G(s)=­ ZE. (2.10)

As respostas a uma entrada a degrau unitário de G(s), dada por (2.1), nas formas (2.2)
— (2.10) são dadas, respectivamente, por:

D y(ND=1+0e*" + ce” + co” 2.11)
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sendo que:

1  (h­os)
z (A­ANAA)'

AA (hz)
z (A­A)LA)'

Ah o (AD
z (1­ANALA)

a)c =

b) ce, =­

c) c;=

ii) y(1) =1+0 e” +c te” + ce”,
sendo que:

A (42)
z(4 4)

b) c,= ALA 2),
Z(4­ 4)

a)>o, =­1­

0 e, =A2)
e(A A.) |

li) y(t) =1+c e” +c, te” +o,1' e”,
sendo que:

a) c =­1,

b)o,=4,

14 (Az)
o oe= .) e; 2.

iv) y() =1+ ce” + cet +c,e”,
sendo que:

Ah (hAnz)(A­2,)a) c=

nx (A­ANLIA)

Ah (A —z2)(A; 2)

2127 (A ANAA)'

c) c;=

cm 1 2 3 4 5 6

2,27 (4 ­A4ANLA)
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v)y(N=1+0c e" +c,te* +c,e*”,
sendo que:

A (4 —s))(A. —z,)
2,27(A — A)?

a) e =­1+ ,

bd a = ALA ANA)
121)(4­A)

AAh­2)(A­2)
z,2,(4 A)? |

À

c)c=

.
—

At At 2, ,4tvi)Y(N)=l1+ce" +o,te” +o tie
sendo que:

ajco, =­1,
—2Pb)e, = A(2,2, À )

22,

AUA­z)4­2)Cc) c; =:
22,2,

vii) V(t) =1+ce* +c.e* +c,e”,
sendo que:

AA(A =)?
(AAA HA)

ajeo,=­

b) = AA(A —z)* |
2 (A­4)(A­A)

c)c, =­ AA(A 2)? |
2 (A­AIAA)

viii) v() = 1+c,e* +c, te” +c,e**,
sendo que:

nº (4­2)
(4­4)

b) o, = ALA —z) ;
2 (AA)

a) c, =­1+

1 2 3 4 5 6

e

3
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2º (4 2)?
asAA)

ix) y(1) =1+0c e” +c te” +o,re*,

sendo que:

a)co, =­1,

AR 2?)
,z?

Xr(4­z)
27º

b) o, =

c) ec, =­

As próximas seções têm como objetivos a determinação de condições necessárias e
suficientes para a determinação e classificação dos pontos críticos das respostas a degrau unitário

de G(s), dada por (2.1) nas formas (2.2) — (2.10), além da determinação de sobre­sinal e reação
reversa.

Neste trabalho, não foram analisadas as classes de sistemas descrito pela função de

transferência dada em (2.1), nas formas (2.3) (2.6) e 2.9).

2. Determinação, classificação de pontos críticos, análise de sobre­sinal e reação reversa.

Nesta seção serão apresentadas condições necessárias e suficientes para a determinação

e classificação dos pontos críticos de y(s), dadas por (2.11) — (2.28).

Além disso, quando possível, serão determinadas condições necessárias e suficientes

para obtenção de sobre­sinal e reação reversa.

Observa­se que, neste trabalho, considera­se as funções de transferência G(s), na forma

das constantes de tempo, e portanto, em termos de sobre­sinal, de acordo com a definição 1.6,

tem­se que:

Mp = (Y(1,)­ 100%.
Vale lembrar que, y(7) apresenta sobre­sinal se e somente se y(tf,) ­1> O, onde y(t9) é O

valor máximo relativo de y(f) em &.
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2.1. Sistemas de terceira ordem, com um zero real simples e três pólos reais distintos.

Considere o sistemade controle linear (2.1), na forma (2.2). À resposta a uma entrada
degrau unitário deste sistema, dada por (2.11), tem expressão:

Y()=1+0c e" +c e +ce*,
sendo que os coeficientes c;, 7 = 1, 2, 3, dados por (2.12), são:

ce A
Dz (A­ADUAA)

AR (A; —z)
z (A1­ANhRIA)

c 24h (4; =) |
oz (A­ANLIA)

Então, de (2.11), tem­se que:

yY()=0Sche” +co,À e” +oe,h et =0OS
CA +cAe re,A eco,

Em (2.29), fazendo:

k=cA, i=1,2,36 8, =A4,­A4,j=2,3,1

e substituindo (2.30) em (2.29), obtêm­se:
ky(N)=0&S 14 ge +—et' O.

kh, k,

Em (2.31) definindo:

a, ==, i=2,3, (2.32)
1

e substituindo (2.32) em (2.31), segue que:

y()=0Sl+a,e”+a,e” =, (2.33)

SejaA?) a função definida, a partir de (2.33), como:

SO=1+a,0º +aje*. (234)

De (2.33) e (2.34), nota­se que os pontos críticos de y(r) são os pontos 4, pertencentes

a [0,+co) para os quais f(t,)=0. Além disso, observa­se que:
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SO ="O (2.35)
khe*

Têm­se, então, os seguintes resultados principais que fornecem condições necessárias e

suficientes para a determinação e classificação dos extremos de y(r), dada por (2.11), além de

condições necessárias e suficientes para a existência de sobre­sinal e reação reversa em tais
sistemas.

Teorema 2.1: Seja y(1), dada por (2.11), a resposta degrau unitário do sistema (2.2). Então:

i) Y(!) apresenta um único extremo relativo em f, se e somente se 1 <A, <A, <z<0 ou

AÀ <A <A <O0<z;

ii) yY(!) apresenta um ponto de máximo relativo em 16 se À <A, <A, <z<O;

iii)Y(/) apresenta um ponto de mínimo relativo em fo se À <A, <A, <O0<z;

iv) (4) não apresenta extremo relativo se e somente se zZ<A<A<A<O0 ou

A <z<A<A<0 ou A<A<z<A<O.

Teorema 2.2: Seja y(), dada por (2.11), a resposta a degrau de um sistema de controle linear

estável, contínuo no tempo, com um zero real simples 2, e três pólos reais distintos, A, AL e &.
Tem­se, então que:

à) (1) apresenta sobre­sinal seesomente se À <A, <A, <z<0 e 1, > a : F nla |A4(4­2))'

ii) Y() apresenta reação reversa inicial se e somente se 4 <A, <4, <O<z.

Corolário 2.1: À resposta a degrau y(f), dada por (2.11), não apresenta sobre­sinal e nem reação

reversa se e somentese z <A <A, <4, <O0 ou À <z<A <A <0 ou À <A <z <A, <O.

Para as provas dos Teoremas 2.1 e 2.2 e do Corolário 2.1, necessitam­se de alguns

resultados, os quais serão apresentados a seguir.

Lema 2.1: A função /(f) apresenta um único ponto crítico 1, e[0,00) se e somente se

AM <A <A <z.
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Prova: De (2.34), tem­se que:

S0)=0S S(0)=a,P.e” +a, pet =0S

­

a 1eA­tn MPa 1.
a, b; PP; =

al, >1S ­
a, Pp; Az

A <A <ZOA<A<A<Z.

Observação: O resultado do Lema 2.1 independe se z ser positivo ou negativo.

Lema 2.2:

) 1, >0 e kh, <O seesomentese À <A, <A, <z <O;

ii) Se 4, >O e &, <O então y(r), dada por (2.11) e (2.12), apresenta um único extremo relativo

em 7, E (0,+00) . Além disso, 1, é um ponto de máximo relativo.

Prova: Para a prova de (1), de (2.30) e (2.32) ,tem­se que:

CAk Cc

a, >0S­>>O0 Poa OP ToS > eci>Oouc;<O0eam<O.Cc, C1 1 1

Agora, 1 <0 Sah<0 sc >0. Assim,
a;>0eh<0&Sc>0ec>0S

Ah (AD 9 Ah AD o
2 (4­ANRIA) 0: (2­A)ACA)

h­2) 202,
Zz Z

Sez>0,(h3­2)>Oe(M­2)>0SA3>zeh>2<> Z<A<A<A;<SO,o que é absurdo,
poisz > O.
Sez<0,(h3­2)<Oe(M­z2)<OSiLb<zeh<zo A <AM<A3<z<O.

Para a prova de (11), de (2.35), tem­se que(0) = O e como q, >O segue que lim f(N)=+%. A
Figura O1, dada a seguir, mostra as possibilidades para o gráfico deÀ?).
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Figura 01 — Possíveis formas para o gráfico de f (t), dada em (2.34).

Pelo Lema 2.1, f/(1!) apresenta um único ponto crítico, ou seja, existe um único f* pertencente a

[0,+0) tal que f'(f*)=0. Assim, existe um único 4, pertencente a (0,+co)tal queAto) = O. Logo

as formas (1), (3) e (4) do gráfico deAt) na Figura O1 não ocorrem, o que implica na existência
de um único ponto crítico 7, de y(f), ou seja, existe um único 1, e (0,+0c) tal quey'(1,)=O0.

Mas s1=28. Como &, <O e f/(1)<O para ! <1,, como mostra a forma (2) da Figura OI,e1

então y'(f) > O para f <t,. Assim y(!) é crescente para ! <t,. Se 1 >1,, como à, <O0 e f(f)>O

implica que y'(f) <O para 1 >7,. Sendo assim, y(s) é decrescente para f>/,. Portanto, (1)

possui um máximo relativo em 7, e o item (ii) está provado.

Lema 2.3:

1) 4, >0, &, >O ez>0Osee somente se À <A, <A, <O <z;
ii) Se 1, > 0 e kh, >O então y(!) apresenta um único extremo /£,. Além disso, 1, é um mínimo

relativo.

Prova: Para a prova de (1), segue de (2.30) e (2.32) que:

a,>0oE>50 Ash>05 E3>0&c>0ec>Oouc;<O0eca<o.
kh, A CG

Agora, 1 > 0 Sath>00Sa<0.

Assim,

a;>0emh>008 c;<0ea<lCo
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Ah AloD o.4h (AD
z (1­4)L­4) z (4­4)A­4)

ld) 9.2.0
Z FA

0 <&S

Como 72 > 0, (h;­z2) <O0 e (11­27)<0OSAHG<zeA<Z OS A <AM<SA<O0O<z.
Para a prova do item (1), de (2.35), tem­se que (0) = O e como a,>0 segue que

lim Jf(1)=+0, A Figura 02, dada a seguir, mostra as possibilidades para o gráfico de1).
A

SO

AÁTN

Figura 02 — Possíveis formas para o gráfico de f (t).

Pelo Lema 2.1, /(f) apresenta um único ponto crítico, ou seja, existe um único /* pertencente a

[0,+00) tal que f'(f*)=0O, portanto as formas (1), (3) e (4) para o gráfico deAt), dadas na Figura

02, não ocorrem. Assim, existe um único & pertencente a [0,+co)tal queAto) = O, o que implica

na existência de um único ponto crítico de y(f) em 7,, ou seja, existe um único 71, e [o,+co) tal
que y'(1,)=0.

Mas f(1)= " O . Como 1 > O e pela Figura 02, /(1)<O para t<r,, então y(f)<O para
1ê

|

1 <t,. Assim y(!) é decrescente para f</,. Se t>1,, como 11 > O e f(f)>O, implica que

Y'(1)>O para f > to, sendo assim, yY(f) é crescente para f>7,. Portanto, 1º é um ponto de

mínimo relativo de(7), o que prova o item (il).

Lema 2.4:

i) 4, <O e À, <O se e somente se 41 < A <z <A; <O0ou A <z<A<A<O;
ii) 0; <O0 e 1 > O se e somente se z <A <A < A; <O;
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ni) Se 4, <O e À, <O oua; <O0 eh, >O, então y(r) não apresenta extremos.

Prova: Para a prova do item (D), segue de (2.32) que:
Cc Cc |

e <0SS d<0 &S c,<0ec >0ouc,>0ec <O.a; <0 &
e A Cc

Rh <0ScA<0Sc >0.

a, <0ekh, <0 Sc;<0 ec >0S

Ah (AD q Ah AD
2 (L­ANAIA) 7 (1­ANLIA)

re A o.
Z Z

Ar =2<0,A3­z>Oez<0 OoSUN<zez<Aez<0OS A <z<A<A<0Ooudhn<h<I<A
<oO.

Portanto,

a, <0ekh, <0S A <z<A <A <0oud<A <z<A<O.

Para a prova do item (is), de (2.30) e (2.32), segue que:

c3Às c
<0S­<0SoSc,<0 ec >0o0uc,;>0ec <O.

A Da
a; <0&s

Agora, 1, >0 S cd, > 0 Sec, <O.

Az 1 A­
Z Z

O <Si3­2>0,11­2>0eAssim, a, <0ek, >0 SOS c;>0ea<0&S

z<0SA<z7,A <zez<0OSzZ<A <A<A SO.

Para a prova do item (111), se at; <0 e 7 < O, pelo item (1), tem­se que 1] <z <A <A <0Oou
A <A, <z7 <A,<O eassim m = my=0 emz=p*"1,pelo Teorema 1.3 do Capítulo 01, 7 =0.
Assim, (1) não apresenta extremos.

Sea3;<0 ek >O, pelo item (il), tem­se que z < A] <A; <A); <O eassimm =Mm=m;=p=0,

pelo Teorema 1.3 do Capítulo 01, 7 = 0. Assim,(8) não apresenta extremos.
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Observação: O item (111) também pode ser provado pelo Teorema 1.4, descrito no Capítulo 01,

pois z está relacionado com 43. Dessa forma, segundo Rachid (1995), (!) não apresenta
extremos.

Prova do Teorema 2.1: As provas dos itens (1), (11) e (111), seguem dos Lemas 2.2 e 2.3. A prova

do item (iv), segue do item (11i), do Lema 2.4.

Prova do Teorema 2.2: Para a prova do item (1), inicialmente seja fo um ponto de máximo

relativo de (1). Agora, y(7) apresenta sobre­sinal em nº) se e somente se Y(19) —1 >O.

Y(t0)­1>0 &S ce” +ce” +ce** >O, (2.36)

Mas,

Y(t,)=c Ae” +c Ae” +chet =0,
daí,

q A e — C3Ãs e? :
A A

A substituição de (2.37) em (2.36), fornece:

(4,—

Ab ——ce? =

J(1,)­1>0S dh) et +A iii >O,.(AA)
ho

Substituindo os valores dos coeficientes c,, i = 1 e 3, na expressão acima, tem­se:

A4(A E) th, A(A­o)etY(t0)­1>0SO ­242)" STE1) 0

ATa E AA 20 +40 ­­)etº lo.
Como À — 4; <O, sez < O, segue que Ay <A2 <A; <z< O, então:

— A(4 = 2)e* + A(A, ­2)et >0OS

­A(4 2) + A4(4; =)" >0S

A (A = 2) > A(A 2)
se (A; = 2) < 0OS(d;­2)> 0 <> d)3> zo que implica, pelo Teorema 1.4, do Capítulo 01, que

XY(t) não apresenta extremos. Se 1(13 — 2) > 0 > (A; —=z) < O, tem­se:

LUA,1(4 =)Yt9) 1 > 0 > eMAX >
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t, 2 Err | rr Es4h A) Ah)

1 ,V[4(h­2)
À :traça EAD e na 1)> A(4 ­2)O

>AE>| e AA ­Az­AAL+AZ>0OS
t, W ­nã| ez(A­A4)>0 eM<LhL<Ma<z<O.A(4; 2)

Portanto, y(t) apresenta sobre­sinal em fo se e somente se 1, > 7 : F n E — a eM<MÃ<X3 = M(A; 2)
A3 <z<O.

Para a prova do item (il), para 4 <4, <A, <O<z, tem­se pelo Teorema 1.11 do Capítulo OI,

que X(t) apresenta reação reversa inicial.

Prova do Corolário 2.1: Segue diretamente do item (iv) do Teorema 2.1.

Apresentam­se, a seguir, exemplos de aplicação dos resultados anteriormente obtidos.

Exemplo 01: Considere G(s), dada por:

(s+1)G(s) =
i

:

Gs+DGs + DGS+D
(2.38)

G(s) possui zero z=­ 1 e pólos 41 =­4, 42=­3 e 43=­2. Pelo Teorema 2.1, y(!) apresenta

um único extremo relativo, classificado como um ponto de máximo relativo. Pelo Teorema 2.2,

como À, < Az <A; <z < O e 19 > 0,2027, (8) apresenta sobre­sinal. A figura a seguir, mostra o

gráfico da resposta a degrau unitário y(r), deste sistema, do qual se depreende tais resultados.
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Resposta a Entrada Degrau
— NM

­—

o o
o

o o

S
a
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d
o

S
is

te
m

a
[y

(t)
]

o rs
o NM

2 2.5 3 3.5 4 4.5 5

Tempo Ft]

Figura 03 — Resposta a degrau unitário para G(s) dada por (2.38).

Exemplo 02: Considere G(s), dada por:

G(s)= Cs+) — (2.39)

G(s) possui zero == 1 e pólos 41 =­4, 42=­3 e 43=­2. Pelo Teorema 2.1, y(f) apresenta
um único extremo relativo, classificado como um ponto de mínimo relativo. Pelo Teorema 2.2,

como À) < Az <A; < O <z, (0) apresenta reação reversa inicial. A figura a seguir, mostra o
gráfico da resposta a degrau unitário y(?), deste sistema, do qual se depreende tais resultados.

PV
AVAVAV

cm 1 2 3 4 5 6 7 unesp “.. 12 13 14 15 16 17 18



Resposta à Entrada Degrau

O
a

DMA
Ad

iz
S

a
ld

a
do

S
is

te
m

a
[y

(t)

1.5 2 2.5 3

Tempo [t]

Figura 04 — Resposta a degrau unitário para G(s) dada por (2.39).

Exemplo 03: Considere G(s), dada por:

És+)
G(s) = (2.40)

1 1
|

Gs+DTs+D(Zs+l)
G(s) possui zero z = — 3 e pólos 417 =— 5, A2=­4e A37=­— 2. Pelo Teorema 2.1, (() não

apresenta extremos. Pelo Corolário 2.1, como À1 < Az <z < 43 < O, (7) não apresenta reação

reversa inicial e nem sobre­sinal. A figura a seguir, mostra o gráfico da resposta a degrau

unitário (7), deste sistema, do qual se depreende tais resultados.
Resposta a Entrada Degrau

S
a

ld
a

do
S

is
te

m
a

[y
(t)

]

2 265 3

Tempot]

Figura 05 — Resposta a degrau unitário para G(s) dada por (2.40).
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2.2. Sistemas de terceira ordem, com um zero real simples e um pólo real de multiplicidade
três.

Considere o sistema de controle linear (2.1), na forma (2.4). A resposta a uma entrada

degrau unitário deste sistema, dada por (2.15), tem expressão:

Y(D=1+c e" +c,te” +e,re”,

sendo que os coeficientes c,, 1 = 1, 2, 3, dados por (2.16), são:

e, =­],

Cc, =A,
2

27

De Reis et all (2002), têm­se os seguintes resultados principais:

Teorema 2.3: Sejay(!), dada por (2.15), a resposta a degrau unitário do sistema (2.4). Então:

à) yY(!) apresenta um único extremo relativo se e somente se A<z;

ii) yY(!) apresenta um ponto de máximo relativo se e somente se À <z<O;

iii) y(f) apresenta um ponto de mínimo relativo se e somente se A<O0<z;

iv) yY(!) não apresenta extremos relativos se e somente se z <A <O0.

Teorema 2.4: Seja y(!), dada por (2.15), a resposta a degrau unitário de um sistema de controle
linear estável, contínuo no tempo, com um zero real simples z, e um pólo real de multiplicidade

três. Tem­se, então que:
=Zz

à) (1!) apresenta sobre­sinal em 41 se e somente se A<z<0 e 1,>TENS;—­z

ii) y(9) apresenta reação reversa inicial se e somente se AÀ4<O0<z.

Corolário 2.2: A resposta a degrau y(!), dada por (2.15), não apresenta sobre­sinal e nem reação
reversa se e somente se z <A <O.

Prova do Teorema 2.3: Para a prova do item (1), tem­se de (2.15), que (1) apresenta extremo
em 1 se e somente se
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Yy(0)=0S y(tN)=c Ae*' +c Ate" +c.e* +cAret +20,te” =0S
(c4+o, +C A +20, +CAº E” =0 &S

CM? +(CA+20,)I+CAt+o,=0.

Substituindo os valores de c1, c2e c3, dados em (2.16), tem­se que:

y(0)=0S
3FA E 200LEDcs2z z z 2

a 2 lo St=0ou HEX=0S
t=0out=

—z

Como y(!) apresenta extremo em ,, para fo pertencente a (0,+co), então £, =—
—z

extremo relativo de y(8) se e somente se à < z.

Para a prova do item (11), suponha inicialmente que À <z < O. oJo) definida por
s9=2022 +—! (2.41)

207

Note­se que, y'(1) = f(N)e*. Além disso, y(1)=0O se e somente seA) = 0. Como A <z<0O, fl)

tem concavidade voltada para baixo e portanto seu gráfico é dado pela Figura 06, dada a seguir.

à

SO

AN
Figura 06 — Gráfico deA), dado em (2.41)

Assim, At) > O para 6 <t < f, o que implica y'(f)> O para 16 <t < nf, Portanto 1) é crescente

neste intervalo. AgoraA?) < O para 1 > n1, o que implica que y'(f) <O para 1 > n1. Assim y(7) é

decrescente para f > n1. Portanto, 1 é um ponto de máximo relativo de y(?).
Suponha agora que Y(to) seja o valor máximo de y(t) em to. Seja Ar) dada por (2.41). Como

Y(0)=/(1)e", então f(N)= yO) e os pontos críticos de y(f) são os pontos 7, e (0,+%o) tais que
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Nto)=0O. Pelo item (1), tem­se = 0 e = F 2 são raízes de(1). Como y(fo) é máximo relativo,
Y'(1) > O para t <n, e entãoAN) > O para 1 < no. Além disso, y'(1) < O para f > 19 o que implica que

NO<O para 1 > no. PortantoA?) tem concavidade voltada para baixo, o que implica que:
3 —FE <o. Como 4 < O, e pelo item (1), à =z) <0 2” (1­2) > O. Portanto, z < O o que

z

implica À <z < O, o que prova o item (ii). Para a prova do item (1ii), considere inicialmente que à

<0<z SejaAs) dada por (241). Como À <z < O, As) tem a forma da Figura 07 a seguir, com

raízesem ft = 0 eft=/,o

Figura 07 — Gráfico de1), dado em (2.41)

Assim, At) < O se O <t < q o que implica y'(f)< O para O < f < no. Portanto, (7) é decrescente

neste intervalo. AgoraA?) > O para ! > fo, O que implica que y'(f) > O para 1 > to Assim (7) é

crescente para f > o. Portanto, fo é um ponto de mínimo relativo de y(?). Suponha agora que yY(fo)

seja o valor mínimo relativo de y(t) em to SejaA) dada por (2.41). Como y'(1)=/(n)e*, então

S(1)= y(1) e os pontos críticos dey(f) são os pontos 1, e (0,+0o) tais queAt9) = O. Pelo item (1),
e

tem­se = 0 e 1, = 7 são raízes deAt). Como y(to) é mínimo relativo, y'(f) <O para t <h—

então2) < O para 1 < (o e y'(f)> O para 1 > 9 o que implica queAs) > O para f > to. PortantoA!)

PU­z)
tem concavidade voltada para cima, o que implica que 2z

> 0. Como À < O, e pelo item

(OD, A­z) <0 => (1­2) > O. Portanto, z > Oo que implica à < O < z, o que prova o item (iil).

Para a prova do item (iv), considere inicialmente que z < A < O. Segue do Teorema 1.3, do

Capítulo 01, que m = m=m =p=O0,eassim n=0. Portanto y(/) não apresenta extremos.

Suponha, agora, que y(!) não apresenta extremos, isto é, 7=0. Pelo Teorema 1.3, do Capítulo

01, m +m, SN Sm+m, +m,— p, o que implica que my +m=0em +m+m;—p=0.
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Assim, m = — mz = O, e pelo fato do sistema apresentar apenas um pólo de multiplicidade três,
m3 =p= 0.Portanto,z <A <O.

Prova do Teorema 2.4: Para a prova do item (1), seja fo um ponto de máximo relativo de y(?).
Agora, Y(7) apresenta sobre­sinal em fo se e somente se:

Y(L,)­1>0&S ce”+c,t6” +e1 e” >. (2.42)

Y'(t,)=c Ae? +ct e” +cAte? +2c,1,0” +o A em =0

CA+C, E atri, 1.et
A a

e e” =>

A substituição de (2.43) em (2.42), fornece:

AU), e” >O e
oY(4,)­1>0&SE — 23, ção >0S­e”

À À z

t, <­l ez<0&et 14 22, |>0 ol , AA)2 0&S A(4 =)Z Zz

A(A —z)
z

ty, <­lez<0&>

—­z

A(A ==)

e então o item (1) está provado. Para a prova do item (11), segue diretamente do Teorema 1.12, do

Capítulo 01.

1,> e 41<z<O

Prova do Corolário 2.2: Segue diretamente do item (1v) do Teorema 2.3.

Apresentam­se, a seguir, exemplos de aplicação dos resultados anteriormente obtidos
nos Teoremas 2.3 e 2.4.

Exemplo 04: Considere G(s), dada por:
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G(s) possui zero z =— 1 e pólo 4 = 3. Pelo Teorema 2.3, y(f) apresenta um único extremo
relativo, classificado como um ponto de máximo relativo. Pelo Teorema 2.4, como A <z<O et,

> 0,1667, JP) apresenta sobre­sinal. A figura a seguir, mostra o gráfico da resposta a degrau
unitário (1), deste sistema.

Resposta a Degrau
1.4

S
a
id

a
do

S
is

te
m

a
[y

(0
)]

4 5 8

Tempo [t]

Figura 08 — Resposta a degrau unitário para G(s) dada por (2.44).

Exemplo 05: Considere G(s), dada por:

Ge) =­EMDO (2.45)
—s+D'Gs+)

G(s) possui zero z = 1 e pólo 4 =­— 4. Pelo Teorema 2.3, y(!) apresenta um único extremo

relativo, classificado como um ponto de mínimo relativo. Pelo Teorema 2.4, como À < O < z, y(7)

apresenta reação reversa inicial. A figura a seguir, mostra o gráfico da resposta a degrau unitário
Y(1), deste sistema.
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Resposta a Degrau

Ps
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S
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1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5

Tempo [t]

Figura 09 — Resposta a degrau unitário para G(s) dada por (2.45).

2.3. Sistemas de terceira ordem, com dois zeros reais distintos e três pólos reais distintos.

Considere o sistema de controle linear (2.1) na forma (2.5). A resposta a uma entrada

degrau unitário desse sistema, dada por (2.17), tem expressão:

Y(D=1+0 e" +c,e* +ce*,

sendo que os coeficientes, dados por (2.18), são:

—  AA4 (A­n)A­2))
A ga, (A ­A4)A A)
e = AA A­a)Ah­2)
nz (1­ANLIA)

c 2 Ah (4; = 2))(A 2) |
o 1 (4­4)4­A)

Então, de (2.18), tem­se que:

y(1)=0 e 1 e* +c 4 e” +c,h e” =0S

c A +cAe” red eco,

Em (2.46), fazendo:

k, =0 A, 1=1,2,3, 8, =A,­A,j=2,3,

e substituindo (2.47) em (2.46), obtêm­se:
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k k
yY(D=0w01+­teh + eh oO,

1

Em (2.48) definindo:

(2.49)

segue que:

Yy(O=00l1+a,e” +aje” =0, (2.50)

SejaA?) a função definida, a partir de (2.50), como:

SO =1+a,0" +aje”, | (2.51)

De (2.50) e (2.51), nota­se que os pontos críticos de y(f) são os pontos 7, pertencentes

a [0,+0o) para os quais /(t,)=0. Além disso, observa­se que:

y()
het

f() = (2.52)

Têm­se, então, os seguintes resultados principais, que fornecem condições necessárias e

suficientes para a determinação dos extremos, sobre­sinal e reação reversa em y(r) dada por

(2.17). Estes resultados podem ser encontrados em Reis, et all (2004). Neste trabalho, serão

apresentadas as provas dos resultados que complementam o trabalho de Reis et all (2004).

Teorema 2.5: Sejay(!), dado por (2.17), a resposta a degrau unitário do sistema (2.5). Então:

à) Y(f) apresentaum único extremo relativo em 7, se e somente se 2, <A <A, <A, <z, <O ou

MAM<nN<A<A<z<0 ou A<A<an<A<zn<O0 ou n<A<A<A<0<z, ou

AÀ <n <A <A <0<z, ou M<Ah<n<ABASO<z;

à) 1, é um ponto de máximo relativo de y(f) se e somente se À <A, <z, <A, <z, <O ou

A <n <A <A <z7, <0ouz7<A<A<A<2,<O;
ii) 4, é um ponto de mínimo relativo de y(!) se e somente se 2) <A <A, <A, <O<z, ou

AÀ <n <A <A, <0<z, ou M<h<ÍN<1<0<z.

Teorema 2.6: Seja y(1), dada por (2.17), a resposta a degrau unitário do sistema (2.5). Então:
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i) XY() pode apresentar zero extremos ou dois extremos se e somente se

A <A <z7, <z, <A, <O. Além disso, se ny = 2, então y(f) apresenta um ponto de máximo
relativo em 16 e um ponto de mínimo relativo em hn;

ih) y(!) apresenta exatamente dois extremos relativos em 7, e /, se e somente se

A <A <A <z7<2z<0o0uMnN<hL<IMKEZ<0<nouhhc<hA<A<O0<z <z,. Além

disso, to é um ponto de máximo relativo dey(f) e ti é um ponto de mínimo relativo de y(?);

ii) y(!) não apresenta extremos relativos se e somente se 7, <A <A <z, <A, <0 ou

nn <A<zZ<A<A<00uzn<z<A<A<A<O.

Teorema 2.7: Seja y(!), dada por (2.17), a resposta a degrau unitário de um sistema de controle

linear estável, contínuo no tempo, com dois zeros reais simples, z; e 27, e três pólos reais

distintos, À1, à2 e 43. Tem­se então, quey(/) apresenta sobre­sinal se e somente se:

) À <A <2 <A <2, <0 ou À <z7, <A) <A, <z2, <O;

1) À <A, <z7, <z77 <A <0 ou M<L<A<n<2<0oum<A<A<0<z<z1e ainda

mais 1, < Errata) e AA, >223;
HD 7 <A <A <A4,<2,<0,1, >— 1 PAIAO e na <na;4 ­A [AA 2)(A4­2)

iv) A <A <A<1<0<z, Tá mn Aa e AA > 723;
Teorema 2.8: Seja Y(1), dada por (2.17), a resposta a degrau de um sistema de controle linear

estável, contínuo no tempo, com dois zeros reais 71 e 22, e três pólos reais distintos, 41, 42 e

43. Tem­se, então que Y(6) dada por (2.17), apresenta reação reversa inicial se e somente se

2 <A<A<A<0<z, ou A <n <A <A<0<z, ou M<MN<Hn<hxa<0<zou

AM <hA <A <7 <0<z,.

Teorema 2.9: Seja y(?), dada por (2.17), a resposta a degrau de um sistema de controle linear
estável, contínuo no tempo, com dois zeros reais distintos z; e 22, e três pólos reais distintos,
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A1, 42 € 43. Tem­se que, se À <A, <A, <O0 <z, <z, , então y(8) dada por (2.17), apresenta

reação reversa do tipo r, estendido. Além disso, se M < AL < Aa <z1 <2 <OouuN <L< 21<a

<3<0O, então Xf) pode apresentar reação reversa do tipo r, extendido.

Corolário 2.3: A resposta a degrau (1) dada por (2.17), não apresenta sobre­sinal e nem reação

reversa se 7, <A <A) <z, <A, <0 ou a <A <zZ<A<A<0o0uzn<2z<A<AhA<A<O

ou À <a <a, <A <A <0 ou À <a <A <z, <A, <O.

Prova do Teorema 2.5: Encontra­se em Reis et all (2004).

Para a prova do Teorema 2.6, é necessário o seguinte resultado, também encontrado em

Reis et all,(2004).

Lema 2.5:

i) 1, >O0 eh >O se e somentese À <A, <A, <z, <z, <0 ou À <A, <z, <z, <A, <O;
ii) V(0) pode apresentar até dois extremos se e somente se À <A, <z, <z, <A, <O;

iii) Se À <A, <A, <z, <z, <O então y(f) apresenta dois extremos, to e ti. Além disso, to é um
máximo relativo e t; um mínimo relativo dey(?).

Prova: As provas dos itens (1) e (111) encontram­se em Reis, et. all (2004). Para a prova do item

(ii), suponha que (!) apresenta até dois extremos relativos. Assim, tem­se que O < n < 2, e pelo
Teorema 1.3 do Capítulo O1, tem­se que my +m, <n<m, +m, +m, — p . Portanto,

my+m=0om=m=0,
m+tm+m;­p=2 > m;­p=2<0D M=2+p.

Se p = O, então m; = 2 e assim, hr <z71 <22 <A <A; <O ou MM <M<N<n<A;3<O0 Mas1 <
71 <A <z <A; <O não ocorre, pois pelo Teorema 1.4, do Capítulo 01, y(t) não apresenta
extremos, o que contradiz a hipótese. Se p = 1, então m; = 3, o que não acontece, pois Y(f)

apresenta apenas dois zeros reais distintos. Suponha, agora, que À <A, <z, <z, <A, <O,
segue que m = m = p=0em; =2. Portanto 0OS8ns2eo resultado segue.
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Prova do Teorema 2.6: As provas dos itens (11) e (111), encontram­se em Reis et all (2004). Para

a prova do item (1), pelo Lema 2.5, tem­se que y(r) pode apresentar até dois extremos se e

somente se 1 <A <z1 <z) <A3 < O, e pelo Teorema 1.3 do Capítulo O1, tem­se que a paridade

(n) = O, pois a paridade (nm, + mm) = paridade (n) = paridade (my, + m2 + m3 — p). Assim, nm

assume apenas valores pares em 0 <n <2. Portanto n = 0 ou n = 2. Além disso, para n = 2, tem­

se que y(t) apresenta um ponto de máximo relativo de y(/) em to e um ponto de mínimo relativo

de y(f) em n1, pois se apresentasse dois pontos de máximos relativos ou dois pontos de mínimos

relativos teria também um ponto de mínimo relativo ou um de máximo relativo, o que não

ocorre, pois n = 2.

A resposta a degrau, (t) apresenta sobre­sinal em fo, onde fo é um ponto de máximo

relativo de(7), se e somente se

Y(1,)­1>0 SD ce” +c e? +c,ett >O, (2.53)
Mas

Y(t,) = c A e? + che” +c,Ae?"=0
e daí,

= SA as — C3Ãs ah :
kh

AA)
ha

C,et

Substituindo (2.54) em (2.53), tem­se que:

Y)­1>06 Y() = O)
AA ANA)am AGITADA)1 o 0, (2.55)

n3(4 4) aa A)

ce* cet>0S

Prova do Teorema 2.7: A prova do item (1) segue do Teorema 6.1 de Reis et all(2004). Para a

prova do item (il), seja 79 um ponto de máximo relativo de y(d). Então, y(!) apresenta sobre­sinal
em &, se e somente se

A (A = 2 JA —Z2) pá AG —z)(A—­z,)
n2(hA­A) z,2,(A Às)

[44 — (A, = 2,)e** = A (4 —2))(A = 2,)e?* l> 0.

e**t>0SY(1,)­1>0

1

2,2)(A As)

Como À — À, <O, tem­se 2123 > O ou 2122 <O.

1º Caso: 2122 > 0, com 27 <22<O.

Ássim,
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0) ­1>0 > AL(A —z,)(4 = 2,)e** = A(A4 = 2))(4, =2,)eP <0OSO

A (A ­2))(A = 2,7)­ A(A = 2,))(4; =2,)EOA" <0S
— A(A — 2)(4; — 2,)e8 <­A(A ­2,))(A 22).

Caso (a): — (4 — z))(4; =2,) >0 & (la ­z)> O e (da = 22) > O ou (ha —a1) < O e (ha = 22) <O.
Mas (1;3 ­21) > 0 e (34­22) > 0 OS MM <hB<n<n<bs<0Oe(As­z)<Oe(As­n)<O OS u1N<
Aa <Aa<z1 <z22<O, pois nº é ponto de máximo relativo de y(1). Então

fo)=1>0 (4­4 2 7A(A ­2)(A 2.)

n <A n EA) Acad
1 <A n PAS4­4 [AL­2)(4­2,)

n<A n 2AZ2DA= e
A(4 AZ AZ +22) ­A(A4 Az Az, +12,)<0 O

n<A n FADA =| e
Ah Ah AA, HA D2 AA +AAA HAL An,<0 SO

ne À Errar1­4 [AUhL2)(A­2)

om

>1S

| € A(A ­2)(A­2,) <A(A­z)(A­=2,) S

] EMA +ARIHAA AR <0O
1 EA(4­2)AEE rde RANA TA) <O:

Como (À — 4,) <O, implica que 4,4, —2,2, >0 &> AA, > n,2,.
Assim,Y(t0) ­ 120SO À <A <7/ <2, <A <0 ou MN <hA<B<n<27<O0e, além disso,

1 <A ETA
Caso (b): — A(A4, = z))(4; =2,) <0 &S (la­21)> 0 e (dg ­ 22) <O ou (ha ­21) <O e (ha = 22) > O.
Como (43 —z1) < O e (13 — 22) > O não ocorre, pois 11 < Aa < Aa <O. Assim, só ocorre ()3 ­21) > O e
(43 — 22) < O se e somente se 1 < M<Ah <A <n<0louunN<n<hN<MN<n<0OouuN<hV<A

| e AA > 227.
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<A <2<0O0. Mas para 1 < U<MN<B<n<0ounN<an<bN<M<n<0oumnN<MN<NA<M<
A(A ­z2)(A 2)
A(A; = 2))(43 721)

1
z2 <O não satisfaza 1, < ! para 19> O.AA

2º Caso: 7112 > 0, com 0 < 21 < 2.

Assim,

(to) ­1>0 & A(A ­2)(A — 22)” ­ A(A = 2)(A = 2,)e** <0SO

A(A = 2)(A2.)­ A(A = 2), = 2,)e6OE <0S

Ad =a)(A = 2,)0 OA <­A(A a)(A 2).
Logo, ­ A(4 —z))(A; =2,) > O.
Ássim,

(10) ­1>0 & (Nan)> O e (ha­22)>0e eA*” < ÃOSEA ?
A(A = z)(A= e AA 2)A=2) >1S

1M<LN<M<O0O<N<ÍNHne TIA n
n<— E as e (A ­ANAA 22.)<0 EM << <O0<n<z,4h [AA 2)(A4­0,)

E
eAssim,(19) ­ 1> 0S A <A <A<0<7<z,€ NT n EADA

AÀ, > 2,27.

3º Caso: 7122 <0, com z1 <0 <2.
Assim,

(0) ­1>0 &S A(4 ­2)(A —2,)e* ­ A(A4g = 2)(4;4 = 2,)e/* >0OS
A(A —a(A 27) ­ A (A  2)(4; = 2,)eE9P* >0S

— A(4 — z,)(4 — 2,)e8 >—­A(A ­2,)(A 21).

Logo, — A (4; — z,)(4; —=2,) > O, pois so é ponto de máximo relativo (43 ­z1) > 0 e (ha = 22) > O

ou (dg —z1) < 0 e (Ag = 22) <O SD U<MN<A3 <71 < O< 22. Mas 1 < 1 < Ag < 71 < 0< 2º não

; A(hA­z2)(A 2)satisfaz a st, < LÃ n 22),= para 19 > O.
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Assim,(fo) ­ 1> 0> À <A <A, <O0 <z, <z, Ou À <A, <z7, <z7, <A, <O ou MU<hk<A<

A(A=2)(A2)
A(4 = 2,)(A; 2,7)

provas dos itens (111) e (1v) são feitas de forma análoga.

| € A 4, >2,2,, O que prova o item (ii). As1
z1<an<Slerx< nAAA

Prova do Teorema 2.8: Segue diretamente do Teorema 1.12 do Capítulo 01.

Prova do Teorema 2,9: Suponha que 11 < À < As <O0 < z1 < 22. Defina

&&) =269 ARA (s­(4 aC (2,0)
(s+a) 1217 (S­ (A ­D)IC­(4 ­D)IS­(4 DIS Ca)

para a > O suficientemente pequeno tal que G(s) não possua zeros na origem do plano s e
z­a>0. Então,

ge) =17f6)|= 00".
Portanto

FD=7(e"

Observa­se que os pólos e os zeros de G(s)são respectivamente 2; — a, 7 = a &O pólo
dominante é à = — a. Assim, tem­se que 4, =/h, = D=0 e 7, =2, e pelo Teorema 1.10, do

Capítulo 01, o número de mudanças de sinais de S(f) = y(N)e“é pelo menos dois. Como y(?)
possui o mesmo número de mudanças de sinais de $(1), então, tem­se que Y() apresenta pelo

menos duas mudanças de sinais, e como y(/) não apresenta reação reversa inicial, tem­se quey(7)
apresenta reação reversa do tipo r, estendido para 1 <A < As <0<z1 <22

Observa­se que para 14 < Az < Ag <z1 < 22 < O, quando toma­se a suficientemente

pequeno, os zeros z,, í = 1, 2, se posicionam à esquerda do pólo dominante de G(s), e não se
aplica o Teorema 1.10, do Capítulo 01. Observa­se ainda, que o Teorema 1.13 do Capítulo OI,

não se aplica pelo fato do sistema não apresentar ganho unitário.

Prova do Corolário 2.3: Segue diretamente do Teorema 1.12, do Capítulo O1.

Apresentam­se, a seguir, exemplos de aplicação dos resultados obtidos.
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Exemplo 06: Considere G(s) dada por:

Cs+D2s+1)
G(s) = DA : (2.56)

Gs + DGs+D(s+1)
G(s) possui zeros 71 = —­ 2 e 2; =—­ 0,5, pólos 411 =­—­4, 42=­3 e 43=­1. Pelo Teorema 2.5,

J(1) apresenta um único extremo relativo, classificados como um ponto de máximo relativo. Pelo

Teorema 2.7, como À; < A2 <z1 < A3 < 22 < O, Y(D) apresenta sobre­sinal. A figura a seguir, mostra

o gráfico da resposta a degrau unitário y(1) deste sistema.

Resposta a degrau
1.8

N
14

1.2

1

0.8

0.6

0.4

1.5 2 2.5 3 3.5

Tempo [t]

Figura 10 — Resposta a degrau unitário para G(s) dada por (2.56).

Exemplo 07: Considere G(s) dada por:

(2s + DGs +1)

Gs +DCs +D(s +1)
G(s) = 2.57)

G(s) possui zero 21 = — 0,5 e 23 = 0,33, pólos 41 =­3, 412=­2e A43=­1. Pelo Teorema 2.6,

Y(D) apresenta exatamente dois extremos relativos, classificados como um ponto de máximo

relativo e um ponto de mínimo relativo. Pelo Teorema 2.7, como À; < Az < As <2z1 <z2<0, 1<
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0,9486 e M1A3 > 7122, então y(r) apresenta sobre­sinal. A figura a seguir, mostra o gráfico da
resposta a degrau unitário (7) deste sistema .

Resposta a degrau
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Figura 11 — Resposta a degrau unitário para G(s) dada por (2.57).

Exemplo 08: Considere G(s) dada por:

(—s + D(s +1)
SBG(s) = 3; :

G Ss + DG Ss + Ds +1)
G(S) possuí zeros 2) = 1 e z22=1, pólos 41=­3, 42=­2e A3=­0,5. Pelo Teorema 2.5, y(0)

apresenta um extremo relativo, classificado como um ponto de máximo relativo. Pelo Teorema

2.8, como A) < Az < 71 <A; <0 < 27 então (0) apresenta reação reversa inicial. A figura a

seguir, mostra o gráfico da resposta a degrau unitário y(7) deste sistema.
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Figura 12 — Resposta a degrau unitário para G(s) dada por (2.58).

Exemplo 09: Considere G(s) dada por:

(—s + Ds +1)
G()=— 32 (2.59)

1 1

G(S) possui zeros 21 = 1 e 23= 2, pólos 41 == 5, 42=­—­4e A3=­— 3. Pelo Teorema 2.6, y(?)
apresenta exatamente dois extremos relativos, classificados como um ponto de máximo relativo e
um ponto de mínimo relativo. Pelo Teorema 2.9, como 11 < A < A; <0 < 7 < z7 , então y(/)

apresenta reação reversa do tipo r, estendido. À fígura a seguir, mostra o gráfico da resposta a
degrau unitário y(1s) deste sistema.
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Figura 13 — Resposta a degrau unitário para G(s) dada por (2.59).
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2.4. Sistemas de terceira ordem, com um zero real duplo e três pólos reais distintos.

Considere o sistema de controle linear (2.1), na forma (2.8). A resposta a uma entrada
degrau unitário desse sistema, dada por (2.23), tem expressão:

yY(t)=1+c e" +c e” +ce*,
e os coeficientes dados por (2.24), isto é :

ec =­ AA (A —z)
FA AIAHA)

e, = AA
P(A ­ANALHA)

Cc, =­ AA(A = 2)?
|

o r(A­ANALIA)
Então, de (2.23), tem­se que:

yYy()=00cAhe* +o,he” +o,h,0* =0&
c A, +e, A e MN poa çet A =O,

Em (2.60), fazendo:

k = A, i=1,2,3, 8,=A,­A4,j=23;
e substituindo (2.61) em (2.60), obtem­se:

k k

y0=0S 1+— et +—teh'=0.
1 1

Em (2.62) definindo:

segue que:

y()=0S 1+a, e” +a e” =0.
SejaAs) a função definida a partir de (2.64) como:

SO =1+a,0" +aje*,

(2.63)

(2.64)

(2.65)

De (2.64) e (2.65), nota­se que os pontos críticos de y(f) são os pontos £, pertencentes

a [0,+0o) para os quais f(1,)=0. Além disso, observa­se que:

sO= PAUR
khe*
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Têm­se, então, os seguintes resultados principais que fornecem condições necessárias e

suficientes para a determinação dos extremos, sobre­sinal e reação reversa em y(r), dada por

(2.23).

Teorema 2.10: Sejay(t), dada por (2.23), a resposta a degrau unitário do sistema (2.8). Então:

i) Se À <A, <z <A, <O entãoy(t) pode apresentar zero pontos de extremos ou dois pontos de

extremos, no e 11. Além disso, se y(f) apresenta dois pontos de extremos o e f1 tem­se que 1, é O

ponto de máximo relativo de y(f) e 1) é ponto de mínimo relativo de y(1);

ii) Y(f) apresenta exatamente dois pontos de extremos, £, e nf se e somente se À <A, <A, <z.

Além disso, s, é o ponto de máximo relativo de y(!) e 11 é ponto de mínimo relativo de y(?);

iii) y(!) não apresenta extremos se e somente se z <A <A, <A, <O0 ou À <z <A, <A, <Q.

Teorema 2.11: Seja (1), dada por (2.23), a resposta a degrau de um sistema de controle linear

estável, contínuo no tempo, com um zero real z duplo, e três pólos reais distintos. Tem­se:

à) Y() pode apresentar sobre­sinal se e somente se 1 < Az <z<A<0Oouh<A<AM<Z<Oou

— 2A <A < Ag <O <z e, além disso, 1, < : SEA | eM>Z;4­AÀ [|A(4­a)

à) Se 1 <A; <A; <O0 < z então W(t) apresenta reação reversa do tipo r, estendido.

Corolário 2.4: A resposta a degrau (7) dada por (2.23), não apresenta sobre­sinal e nem reação

reversa se z <A, <A, <A, <O ou À <z <A, <A, <O.

Para as provas dos Teoremas 2.10 e 2.11 e do Corolário 2.4, necessitam­se de alguns

resultados, os quais serão apresentados a seguir:

Lema 2.6: A função /(1!), dada por (2.66), apresenta um único ponto crítico se e somente se

A <A<A<zOU A<A<z<A<O.

Prova: De (2.66), tem­se que:

S(0=0S SO =a, Pe” +a,fet*=0S
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ab, PD; , af,

eAL,'ao STE­2)
A, —Fa dade ttcs

—z —z —­z

A<A<A<z OU AÁ<A<I<A<O,

2AAN az, PA 1 Sãa, PL, ) So

o que prova o Lema 2.6.

Lema 2.7:

) &,;>O0 e &,>O0 se e somente se z<A<A<A<O0 ou A<z<A<A<O ou

A<A<zZ<A<0Oo0u A<A<A<Z;

à) SeA <A, <z <A, <O então y(r) pode apresentar zero extremos ou dois extremos relativos,

1, en. Além disso, 1, é um ponto de máximo relativo dey(f)e 11 é um ponto de mínimo
relativo de y(1);

iii) Se À <A, <A, <z então y(!) apresenta exatamente dois extremos relativos, 1, e 1. Além

disso, 7, é um ponto de máximo relativo dey(f) e 1 é um ponto de mínimo relativo de y(1);

iv) Se z<A<A<A<0Oouh<z<A <A <O, y(!)não apresenta extremos.

Prova: Para a prova do item (1), tem­se de (2.61) e (2.63) que:

c;À3a,>0 sE>osE
k A C

>0STÊ>0Sc>0EC, >O ouc;<0ec<o.

kh >0ScAhA>00A<O.

Assim, a, > 0 e h >O Se <0ec,<O. Agora,
—

Nr? =?AAA q, Ahh2º(A ANA A) 2 (A ­ANRIA))
—(A­2) <0e­(4,­2) <0OS(A­2)'>0e(A,­2)i>0OS

c<0ec<0osS­

(MM<zoudmi>z2)e(A;>zoudh;<z).
Portanto, 4, >0 e À >0 O(A <zouh>z)e(2%;>zoudi;<z).Mas:

AAA
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11 >zeA3>ZO Z<A<A<A<O;
M<zeMB<ZO A<A<A<ZE;

AI <zel;3>2OS A<z<A<A<0Oo0uA<A<z<A<O;

ÀA1 > ze A3 <z não ocorre, pois À <A, <A.

Daí, a, >0 e h>0 OS z<A<A<A<0 ou A<A<A<z ou A<z<A<A<O ou

A <A<z<A<O0, o que prova o item (1): Para a prova de (ii), suponha que

A <A, <z <A, <O. Então, tem­se que m = my =p=0em;=2.Pelo Teorema 1.3, descrito no
Capítulo 01, 0<n7<2 e a paridade de (7) = O. Assim 7 assume apenas valores pares em

0Ssny<2, o que se conclui que 7 = O ou 7 = 2. Além disso, para n = 2, tem­se que (1)

apresenta um ponto de máximo relativo em q e um ponto de mínimo relativo em &, pois se
apresentasse dois máximos relativos, teria também um ponto de mínimo relativo, ou se

apresentasse dois pontos de mínimos relativos, teria também um ponto de máximo relativo, o

que não ocorre, pois n = 2. Para a prova do item (il!), se À, <A, <A, <z, pode ocorrer que z < O
ou z > 0. Suponha inicialmente que À <A, < FR <z<0O, Segue do Teorema 1.3, do Capítulo 01,
que m = m=p=0em>=2 Assim, tem­se que 7 = 2. Suponha agora, que

A <A, <A, <O0<z, segue do Teorema 1.3, do Capitulo 01, que m =2, m = m3=p= 0. Assim,

tem­se que 77 = 2. Em ambas as situações, (1) apresenta exatamente dois extremos. Como à, > O

e a; > O, segue que s0)=­272>0, im ff) =+, A figura a seguir mostra o gráfico de
fO.

EN A
Figura 15 — Gráfico deÀ).
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Uma análise do gráfico deAl), segue queAt) > O para O<t </, e o que implica que y'(f)>O

para O <t </, e, portantoy(7) é crescente neste intervalo, e para 7 <t <t, ,Nf) <O, o que implica

que y'(1)<O e portanto y(7) é decrescente. Assim, o é um ponto de máximo relativo de y(?). Para
t > 1, segue que AD) > O, o que implica que Yy'(f)>O para ft > &q e, portanto y(7) é crescente.

Assim, 17 é ponto de mínimo relativo de y(7), o que prova o item (il). Para a prova do item (iv),

Segue diretamente do Teorema 1.4 do Capítulo 01.

Prova do Teorema 2.10: Parte da prova segue diretamente do Lema 2.7.

Prova do Teorema 2.11: Para a prova do item (1), seja fo um ponto de máximo relativo de y(?).

Então, X(t) apresenta sobre­sinal em to, onde fo é um ponto de máximo relativo se e somente se:

JY(1,)­1>0 ce** ro et ro, >O, (2.69)
Mas

Y(t,) = 0 A e" + 0, Ae” +ehet =O
e daí,

cet = A ga Ea ção? Ao A
Substituindo (2.70) em (2.69), tem­se que:

2 (A­A) (L­AÀA)JY(,) FR L

AAh=2)as A —=z)2(A­4) 2º(A­4)

[44­2)ºe6*­1(426” oo

ce” + cet>0&S

et >0S

FA.Às)
A4(42)6% ­A(4­2)/69 <0OS
­A(4 2)" 08 <­A(4­2)).

Dai,

Y(l0)­1>0 &S g­2z2<O0oudia­2>0e­A(4,­2)'e8 <­A(A4­2)ºS

et: LA)e eM<M<z<L<0ouM<N<L<z<0OouM<L<L<0<zO&SA(4 ­>
1 nu Es| A (A —  I1eM<L<z<Nk<0ouN <L<L<z<0ouMth <

4­4 |[A(h4­ A(4 ­>
<L<bA<0<7z&S

AAA
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1

A =
ht < F) e 22 e 242) <A(4,­2)' eMN<M<Z<M<0OOuNMN<EBM<IMEZ<

OouuN<N<MX<0<z&S

Logo, y(?) apresenta sobre­sinal se e somente se e hM < L<z<ALA<0ouh<L<AkA<:<O0ou
ds 1 FT 2 MAMM <M1<A3<0<ze, além disso, &, < S : e 1113> z”, o que provao item (1)."AA [AL2Y)

Para a prova do item (11), suponha que h7 < 42 <*3; < 0 < z. Defina

á)=S06t) Ah (s­G­ay
Gra) 7 C­A­DE­A­Ds­(4­G+A)

para a > O, tomado suficientemente pequeno tal que G(s) não tenha zeros na origem ez ­a>0.
Então,

gt =1"l6)]=y00e"".
Portanto

E(0)=>(0e"*

Observe que o pólo dominante de G(s) é 1 =­a. Assim, tem­se que fi, =, =D =0 e mh, =2,

e pelo Teorema 1.10, do Capítulo 01, o número de mudanças de sinais de $(f) =y()e“é pelo
menos dois. Como y(f) possui o mesmo número de mudanças de sinais de g(1), então tem­se

que(7) apresenta pelo menos duas mudanças de sinais, e como y(7) não apresenta reação reversa

inicial, tem­se que(7) apresenta reação reversa do tipo r, estendido para 17 <A <Aaá <O <z.

Prova do Corolário 2.4: Segue do Teorema 2.10.

Apresentam­se, a seguir, exemplos de aplicação dos resultados anteriormente obtidos.

Exemplo 10: Considere G(s), dada por:

(s+1)?
G(s) = RR (2.70)

G(s) possui zero z =— 1 e pólos 41 =­5, A2=H4e 43=­—3. Pelo Teorema 2.10, y(7) apresenta

exatamente dois extremos relativos, classificados como um ponto de máximo relativo e um

ponto de mínimo relativo. Pelo Teorema 2.11, como À1 < a < Ag <z<0 e o < 0,43, (1)
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apresenta sobre­sinal. À figura a seguir, mostra o gráfico da resposta a degrau unitário y(9), deste
sistema .
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Figura 16 — Resposta a degrau unitário para G(s) dada por (2.70).

Exemplo 11: Considere G(s) seja dada por:

(=s+1)?
G(s) = (2.71)

1 1 l
—S+DCs+D(=s+1G x is )

G(s) possui zero z= 1 e pólos 411=­5, 4,=H4e 43=­3. Pelo Teorema 2.10, y(4) apresenta
exatamente dois extremos relativos, classificados como um ponto de máximo relativo e um

ponto de mínimo relativo. Pelo Teorema 2.11, como À) < 42 < 43 < 0< z, Y(7) apresenta reação

reversa do tipo r, estendido. A figura a seguir, mostra o gráfico da resposta a degrau unitário y(2),
deste sistema.
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Rasposta a degrau
T

S
a
id

a
d

o
si

st
e

m
a

[y
(t)

]

1.5 2 2.5 3

tempo [t ]

Figura 16 — Resposta a degrau unitário para G(s) dada por (2.71).

2.5. Sistemas de terceira ordem, com um zero real duplo e um pólo real triplo.

Considere o sistema de controle linear (2.1), na forma (2.10). A resposta a uma entrada

degrau unitário desse sistema, dada por (2.27), tem expressão:

Y(N)=1+ce* +cte*” +ore*,
e os coeficientes dados por (2.28), isto é :

AR =2")
CO, EmA,

— 24­22)
. 272º

Observa­se que c3 < 0. Têm­se, então, os seguintes resultados principais, que fornecem

condições necessárias e suficientes para a determinação dos extremos, sobre­sinal e reação

reversa em y(s!) dada por (2.27).

Teorema 2.12: Sejay(!), dada por (2.27), a resposta a degrau unitário do sistema (2.10). Então:
i) Y(O) apresenta exatamente dois extremos se e somente se 14<z. Além disso, , é um ponto de

máximo relativo dey(f) e 1h é um ponto de mínimo relativo de (D);
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ii) y(0) não apresenta extremos se e somente se z <A<O.

Teorema 2.13: Seja (1), dada por (2.27), a resposta a degrau de um sistema de controle linear

estável, continuo no tempo, com um zero real z duplo, e um pólo real de multiplicidade três.

Tem­se, então que:

i) Y(O apresenta sobre­sinal se e somente se A<z<O0 ou A<O<z e, além disso,

(4A+2).nh< ;

A(A—­2z)

ii) (0) apresenta reação reversa do tipo rhe Se A<O<z.

Corolário 2.5: A resposta a degrau y(9), dada por (2.27), não apresenta sobre­sinal e nem reação
reversa se z <A<O.

Prova do Teorema 2.12: Para a prova do item (1), tem­se que y(!) apresenta um extremo relativo
em fq se e somente se

y()=0

yY(N)=c 4e*' +c, Ate” +ce* +oAre* +20, =0S

la +C, +CA +20, + car? at =0 &S
c At” + (e, + 20; )t, +cA+oc,=0.

Substituindo os coeficientes na igualdade acima, tem­se:

s r4­2 P­ TZ (Az) RX
22? z? z?

A—­z

0&S

1º +2t+ 1 =0 o
—=Z

­2+2
hEooço

Como só interessa pontos críticos em (0,+co), tem­se que y'(f) > O se e somente se > 0 et >O

­2­12
o Fo€éAz

se e somente se À < z. SejaA) definida por:

pan=220­2 t HOUND A 2.73)
22? Zz z
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Note que y(N)=/(Ne* e MM) é uma função quadrática com raízes £,=

­2+12
Az

=Zz

h= . Além disso, y'(f,) =O se e somente seA!) = 0. Suponha que À < z.EntãoAd) tem

3 2concavidade voltada para cima, pois —FEZ > O, e com o gráfico conforme a Figura 17, az

seguir:

À

A
NA

Figura 17 — Gráfico deA?), dado por (2.84).

Assim, ff) > O para O <1 < q o que implica que y'(f)> O para O <1< fo, portanto W(t) é crescente

neste intervalo. Agora,As) < O para 16 <t<h, o que implica que y'(f)< O para f6 <t <t1. Assim,

Y(t) é decrescente para o < ! <t,. Portanto, no é um ponto de máximo relativo de y(?).

Agora,A!) > O para 1 > 1, o que implica que y'(1)> O para 1 > n1, portanto Y(t) é crescente neste

intervalo. Portanto, 14 é um ponto de mínimo relativo dey(2).

Suponha agora que Y(/) assuma o valor máximo em 9 e assuma o valor mínimo em 1. SejaAD)

dada por (2.75). Como y'(f)=f(N)e”, então f1) =20 e os pontos críticos de (1) são os
e

pontos 15 e 7 E(0,+%) tais que Álto) = (hi) = O. Tem­se que 14, =2” en 222 são
raizes deA!). Como y(fo) é máximo relativo, implica que y'(1)> O para O <r <rnh e entãoNf) > O

para O <s <n, e yY(1)< O para 6 <1! <t,, o que implicaAs)< O para 16 < ft <t, e como Y(ty) é
mínimo relativo, então y'(1) < O para 19 < 1 <t, o que implicaA) < O para hn <t<th e y(N)> O
para 1 > t, e assimAf) > O para 1 > t7. PortantoA!) tem concavidade voltada para cima, e portanto

3 2ZON,0 ­TZ(4­2)'>0>(1­2)'>0>S(A­2)(A­2)>0 > )­z>Ooul­z
27?

<O0 >A — z< O pois o caso À — z > O implica na não existência de ponto crítico. No caso em
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Como 1º é máximo relativo de y(7), implica que À — z <0 e (A+2z2) +A(A4— 2), <O. Assim,

questão, (8) apresenta dois extremos. Logo A< z. Para a prova do item (ii), segue do Teorema

1.4, do Capítulo 01, que para z <* < O, (7) não apresenta extremos.

Prova do Teorema 2.13: Para a prova do item (1), seja q um máximo relativo de y(1). Então y(7)
apresenta sobre­sinal em q se e somente se:

t1)­1>0Scet+rot1et +ot e” >O. 2.73PATI 1 2ºo EL

Mas,

Y(1,)=0 Ae" + ce” +c,Açe?” +2c,1,0” +o,A e” =0
4 Aro ão LeA+2C a

Fr 4
2

ct e

A substituição de (2.74) em (2.73), tem­se que:

CACO, *. etAr+2O;
F

ne” >0SJL) ­1>0 & ce” +o,1 50” —

2c “o

— Er gt toe” >0&S ­= +20,1,)>0 &SÀ

AM =2) Ray
z? Z

c, +20), >0 > 1,>0S

AA D+ 2)+ a), ]>O.
Z

Y(f6)­1>0 &S A<z<Oou4<O<ze(A+z)+A(A—z)1, <O.

A<z<Ooui)<O0<ze(A+2)+A(A­z)1,<0&>

A<z<Oou)<O0<ze A14­2)1, <(A+z2)SO
(A+)A<z<Oou)<O0<zes,<­ :

A(A—=)

: ;
A+Assim, (8) apresenta sobre­sinal em 4 se e somente se À <z<0 ou AÀA<O0<z ef,<­ (4+2)

o que prova o item (1). Para a prova do item (ii), considere a situação em que À <0 < z.
Defina

G(s+ta) 242  (s­E&­ayG(s)= &

;(s+a) 7º (s­(A­aY(s+a)
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onde a > O é tomado suficientemente pequeno tal que G(s) não tenha zeros na origem e z­—­ a>0,
Então,

E) = 17 fô)|=ye".

E) =>(NeP"

Observe que o pólo dominante de G(s) é 1 =—­a Assim, tem­se que Mm, =, =p=0 e mM, =2,

e pelo Teorema 1.10, do Capítulo 01, o número de mudanças de sinais de $(f) = y(r)e“é pelo
menos dois. Como (7) possui o mesmo número de mudanças de sinais de gS(1), então tem­se

que y(!) apresenta pelo menos duas mudanças de sinais. Como y(!) não apresenta reação reversa
inicial, tem­se que (7) apresenta reação reversa do tipo r, estendido para A <O0 < z.

Prova do Corolário 2.5: Segue diretamente do Teorema 2.12.

Apresentam­se, a seguir, exemplos de aplicação dos resultados anteriormente obtidos.

Exemplo 12: Considere G(s), dada por:

(s+1)
G(s) = (2.75)

Gs +1))
G(s) possui zero z =—1 e pólos em 4 =­— 5. Pelo Teorema 2.12, (1) apresenta exatamente dois

extremos relativos, classificados como um ponto de máximo relativo e um ponto de mínimo

relativo. Pelo Teorema 2.13, como A<z< 0, en <0,3, (0) apresenta sobre­sinal. A figura a

seguir, mostra o gráfico da resposta a degrau unitário (1), deste sistema.
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Resposta a Degrau
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Figura 18 — Resposta a degrau unitário para G(s) dada por (2.75).

Exemplo 13: Considere G(s) seja dada por:

a)= BX
1 3—s+lG )

G(S) possui zero z = 1 e pólos em 4 =­— 5. Pelo Teorema 2.12, Y(!) apresenta exatamente doisPp 3 Pp :

extremos relativos, classificados como um ponto de máximo relativo e um ponto de mínimo

relativo. Pelo Teorema 2.13, como À < O < z, y(!) apresenta reação reversa do tipo r, estendido. À

figura a seguir, mostra o gráfico da resposta a degrau unitário (7) deste sistema.
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Resposta a Degrau
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Figura 19 — Resposta a degrau unitário para G(s) dada por (2.76).

Da análise realizada neste Capítulo, observa­se que a proximidade do pólo dominante

tanto dos zeros quanto da origem, influencia no sobre­sinal na reposta a degrau do sistema.
Como exemplo, para sistemas de controle lineares de terceira ordem com dois zeros reais

distintos e três pólos reais distintos, tem­se que:

lim (6,) ­1=AEpão,A Zz1

Lo o. ­. =Logo, com z; bem próximo de à3, o máximo valor de y(t) em 4º se aproxima de Aa) gar e
E

para z; próximo da origem, o valor do sobre­sinal cresce.

Nesse capítulo foi feito a análise em sistemas de controle lineares de terceira ordem,
com pólos e zeros reais, baseada nos resultados obtidos em Reis et all (2004), quando se
considera um sistema de controle linear de terceira ordem com pólos e zeros reais estáveis. À

partir dos resultados obtidos, é possível analisar o comportamento de sistemas de ordem elevada,
levando­se em conta a configuração pólo­zero de G(s). Isto é o que será descrito no Capítulo II
a seguir.
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Capitulo 03

Considera­se o sistema de controle linear estável, contínuo no tempo, monovariável,
com pólos e zeros reais, na forma das constantes de tempo, descrito pela função de transferência:

m, h

IIGs+))
G(s) = T——— G.))

TI G,;s+D"
jl

sendo que:
m, n

" m=SYl, n=Xrnrem<n
i=l j=l

mzo número de zeros de G(s);
n, o número de pólos de G(s)

T; > O, são constantes reais;

7, > O, são as constantes de tempo do sistema;

z, =—,i=1,...,m,são os zeros de G(s);­l
T

4= = 1, ...,11, são os pólos de G(s);
Tj

A, 2,Vi, ).

Considera­se que f e [0,+00) e que

nM<A <.. <A <0 ez<27)<...<z".

sendo que os z;'s podem assumir valores tanto positivos como negativos.

O objetivo deste capítulo é apresentar algumas generalizações dos resultados para a

determinação e classificação de extremos, obtidos no Capitulo 02, objetivando a análise de
sobre­sinal e reação reversa, em sistemas de controle lineares estáveis, contínuos no tempo cuja
função de transferência G(s) seja dada por (3.1). Isso é o que será apresentado na próxima seção.
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3.1. Sistemas de controle lineares com um zero real de multiplicidade m e n pólos reais
distintos.

Considere o sistema de controle linear estável dado por (3.1), sendo m,=1,l=m,r;=1

e n, = n. Então, G(s) tem a forma:

G(s) =Esto (3.2)
II (x5 + 1)
ja

Tem­se que G(s), em (3.2), na forma de pólos e zeros, pode ser escrita como:

—] n+m . AOD VT (s­z)"
z [IG­4)

A

Observa­se que G(s) dada por (2.1), nas formas (2.2) e (2.8) são casos particulares de

G(s) = 3.3)

(3.3), quando m = 1 e m = 2 respectivamente.

O lema, apresentado a seguir, fornece a resposta a uma entrada degrau unitário para a

classe de sistemas, cuja função de transferência tem a forma (3.3).

Lema 3.1: A resposta a degrau da classe de sistemas de controle linear, cuja função de

transferência seja dada por (3.3) e tem condições iniciais y(0) = 0, y(0)=0,...,y""(0)=K,

Il
mm jHÀsendo que K =(­1)""" ­——, tem a forma

z

y(0=1 +X'ce*
i=l

na qual

TIA 4)) [À = ATA E
I£t<j<n
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Il I1IG;­4)
­

Isi<jsn

ii)o, = CN) 2CX(4, ­2)" 22 —— .
e? ITA, ­4)

18i<j

Prova:: Por hipótese, Yy(0) = 0, y'(0)=0, ..., y"P(0)=K, onde

Il
K=(­1)"" =— :

Z

Agora, basta observar que:

2 ADA SA
K FAnl aee A,nl Anl Fonl

Temos A= TJ T(4,­4,)) (determinante de Vandermonde).
Isi<j<sn

Por outro lado:

A 2d AVA,d,)+ CD" KV(Ad, A,
1 1

...
1

2i<j<n

A
na qual V(A4,,...,4,)=| *

Asn2 A,n2 ee Fi n2n

Logo,

" z” Ila, — À) |
12ioA

e

o que prova (3.5). De maneira análoga, mostra­se que:
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TIU,;­4)
I8jenAB ha, ­ z)” TIA aA)

Ta 1189
Natu Mire(4 2)"TGa

ls g2A

o que prova o resultado desejado em (3.6).

Os Teoremas, apresentados a seguir, apresentam condições necessárias e suficientes
para que a resposta a degrau do sistema (3.4), apresente extremos.

Teorema 3.1: Seja y(1) a resposta a degrau da classe de sistemas de controle linear, cuja função

de transferência seja dada por (3.3) e tem condições iniciais y(0) = 0, y'(0) =0,...,y"P(0)=K
Então:

i) X7M apresenta no máximo mn extremos relativos se e somente se

Ah <A << Agua SECA Ce <A<SO0, A<A<<Aqma SE<Anm+3 <... <A, <O,

; AM <A <" <A, <z7<A,<0. Além disso, n, o número de extremos de y(f), assumirá
apenas valores pares nos intervalos 0<m ou 0€n<m­l;

ii)(O) apresentará exatamente 7 extremos relativos se e somente se À, <...<A, <z.

Prova do Teorema 3.1: Para a prova do item (1), suponha que y(/) apresenta no máximo m
extremos relativos. Assim, tem­se que O < n < mn, e pelo Teorema 1.3 do Capítulo O1, tem­se que
m +m, <N Sm +m, +m, — p . Portanto,

my+m=00om=m>=o,
Mm +m+m;­p=m OS m3­p="n<O Mme=nt+tp.

Sep=O0, então my=meassim,2<Mh <A <...<A4An<0OouMN<z<L<...<17<00u <A

À <A <<mma CE < Amis <oo .<A,<0 ou, ..., ou A <A <:* <A,<z<A,<0O, mas,nl

AAA
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Z<M<LbL<.. <i),/<0Ooumh <zZ<M<..Q.<An<Oou A <A <... Am <Z<Ahm <Q <A

< O não ocorre, pois pelo Teorema 1.4, do Capítulo O1, y(t) não apresenta extremos, o que

contradiz a hipótese. Se p = 1, então m3= m+1, o que não acontece, pois o sistema apresenta um
zero real de multiplicidade mm. Suponha que À1 < Aa < ... <An—m+1<Z<Anom+2<...<A<O,

A <A <<Aphããg SE<Anom Cn <A<O, 1.1, A<A< <A, <z7<A,<0, tem­se que

m=m=0,m=mep=0oup=l1,ou dependendo de mm ser par ou ímpar, respectivamente.

Assim, pelo Teorema 1.3, descrito no Capítulo 01, tem­se que 0O€n<m ou O0O<€n<m­l.

Pelo Teorema 1.3, do Capítulo 01, a paridade (7) = paridade (m; + m2>) = paridade (m, + m, +

m; — p) e então o resultado segue. Para a prova do item (11), suponha que y(/) apresenta
exatamente m extremos. Assim, n = m, e pelo Teorema 1.3, do Capítulo 01, m +m2 <n<m+

m2 + m3—p. Logo:
m+tm=mem=mem=0Ooum=0em=m

m +m2+ m3—­pem=p=0.

Assim, À <...<A, <z< 0 ou À <...<A1, <O<z. Suponha agora que À <...<A, <z< O,

então m = m3=0=pem,=m. Assim, pelo Teorema 1.3, descrito no Capítulo 01, nmnín<mo

que implica que 7 =m . Portanto, y(t) apresenta m extremos. Se À <...<A, <O0 <z, ento m =

mem;=m;=0=p. Assim, pelo Teorema 1.3, descrito no Capítulo 01, m < 7 Sm o que implica

que 7 =m. Portanto, X(t) apresenta m extremos, o que prova o Teorema 3.2.

Corolário 3.1: Sob as hipóteses do Teorema 3.1, y(f!) não apresenta extremos se e somente se z

< AÀA << . < à < 0 ou À << z7z< A <<... < A <O,

MAM <A <es <SApg SEA CU<A,<O.

Prova: Segue diretamente da aplicação do Teorema 1.4, do Capitulo 01.

Lema 3.1: Se z < As < .. < An <O ou A <z<A<... <Ar<O,...
A <A <a <Apy <E<Apma <** <A, <O, então y(s) não apresentará sobre­sinal e nem
reação reversa.

Prova: Segue diretamente do Corolário 3.1.

Apresentam­se, a seguir, exemplos de aplicação dos resultados anteriormente obtidos.
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Exemplo 01: Considere G(s) dada por:

(s+1*
G(s) =

1 1 1

Gs + DG + DG s+DOQOs +)
G(s) possui zero z =— 1 e pólos 41 =­4, A42=­3 e A3=­2,XA4=­0,5. Pelo Teorema 3.1,

onde m, = m2 = 0, m3=3 ep = 1, número de extremos de y(7) será exatamente dois extremos,

pois p = 1 e m3=3 e pela paridade (n) = O. A figura a seguir, mostra o gráfico da resposta a
degrau unitário (1) deste sistema.

Resposta a degrau
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Figura 01 — Resposta a degrau unitário para G(s).

Exemplo 02: Considere G(s) dada por:
1 3—s+lG )

G(s) =
i

(<&s +D(s +D(—=s +DN2s +1)
2 4

G(s) possui zero z = — 3 e pólos 411 =­4, A2=­2e A3z=­1,A4=­0,5. Pelo Corolário 3.1,

como À <z < Az < à3 < A4< O, y(t) não apresenta extremos. À figura a seguir, mostra o gráfico da

resposta a degrau unitário y(7) deste sistema .
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Figura 02 — Resposta a degrau unitário para G(s).

Exemplo 03: Considere G(s) dada por:

(s+1))
G(s) =

G& s+ Ds + DGs + Ds + DOG: + D(2s +1)
G(s) possui zero z = — 1 de multiplicidade cinco e pólos 41 =­10, 42=­9e A3z=­8,A.=­

4, As =­2 e àAç= 0,5. Pelo Teorema 3.1, mm =m2=0, mz=5 ep = 1, número de extremos de y()
será O <n <4. A figura a seguir, mostra o gráfico da resposta a degrau unitário y(?) deste sistema.
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Resposta a degrau
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Figura 03 — Resposta a degrau unitário para G(s).
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Conclusões

Neste trabalho efetuou­se uma análise em termos de extremos, sobre­sinal e reação

reversa em sistemas de controle lineares estáveis, monovariáveis, contínuos no tempo, de terceira

ordem e de ordem n com um zero real de multiplicidade m, em termos das posições relativas dos
pólos e zeros da função de transferência G(s).

Foram obtidas, condições necessárias e suficientes para a determinação e classificação

dos extremos da resposta a uma entrada degrau unitário em sistemas terceira ordem, além de

condições necessárias e suficientes para a determinação de sobre­sinal em tais sistemas.

Condições necessárias e suficientes para a determinação de reação reversa inicial foram também

obtidas. Com relação à reação reversa do tipo r, estendido foram obtidas condições necessárias.

Apresentaram­se exemplos mostrando que a ocorrência de reação reversa está

associada, também, a zeros de fase mínima. Provou­se, também, que a ocorrência de sobre­sinal
está associada também a zeros de fase não mínima.

Baseado nos resultados obtidos para sistemas de terceira ordem, foram obtidas

condições necessárias e suficientes para a determinação dos extremos da resposta a degrau de um
sistema linear contínuo no tempo, com um zero real de multiplicidade m e com 7 pólos reais
distintos.

Acredita­se que, com os resultados obtidos, foi dado um passo importante para um

melhor entendimento da influência das posições relativas de pólos e zeros para a ocorrência de
pontos críticos e extremos, para a análise e determinação de sobre­sinal e reação reversa em

sistemas de controle lineares e contínuos no tempo.

Observa­se que os resultados obtidos podem ter várias aplicações em engenharia de

controle e podem, por exemplo, ser usados em projetos de controladores sem sobre­sinal e

reação reversa, para a resposta a degrau de malha fechada de um sistema linear de fase mínima

(Moore, 1990).
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