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Resumo

Neste trabalho consideramos problemas de controle minimax em que as fungoes en-
volvidas dependem de parametros desconhecidos. Essa dependéncia aparece tanto na
dinamica, quanto na funcao custo, e minimizamos com respeito aos controles a maximi-
zagao da funcao de custo em relacao aos parametros.

O trabalho é dividido em duas partes principais. Na primeira fornecemos condigoes
necessarias e suficientes de otimalidade para problemas de controle minimax sem restri-
¢oes, usando a teoria de Programacao Dinamica via equacoes de Hamilton-Jacobi-Bellman
(HJB). Caracterizamos a funcdo de valor do problema minimax como o maximo de fun-
¢oes de valor de problemas parametrizados sobre o conjunto de parametros e mostramos
que a funcao de valor é solucao da equacao HJB.

Na segunda parte, consideramos problemas de controle étimo minimax com restri-
¢oes de igualdade e desigualdade, para o qual proporcionamos condi¢oes necessarias de
otimalidade no sentido do Principio do Maximo (de Pontryagin).

Palavras-chave: controle étimo minimax, equacoes de Hamilton-Jacobi-Bellman,
funcao de valor, andlise nao suave, Principio do Méximo.



Abstract

In this work we consider minimax control problems in which the functions involved
depend on unknown parameters. This dependence appears in both the dynamics and the
cost function and we minimize over the controls the maximization of the cost function in
relation to the parameters.

The work is divided in two main parts. In the first one we provide necessary and
sufficient conditions of optimality for unconstrained minimax optimal control problems
using the theory of Dynamic Programming via Hamilton-Jacobi-Bellman (HJB) equations.
We characterize the value function of the minimax problem as the maximum of value
functions of parametrized problem on the parameter set and show that the value function
is solution of the HJB equation.

In the second part we consider minimax optimal control problems with equality and
inequality restrictions, for which we provide necessary conditions of optimality in the sense
of Pontryagin’s Maximum Principle.

Keywords: minimax optimal control, Hamilton-Jacobi-Bellman equations, value
function, nonsmooth analysis, Maximum Principle.



Lista de Simbolos

LY([S,T];R?) Espaco das fungoes integraveis de [S,T] a RP.
L>([S,T];RP) Espago das fungdes essencialmente limitadas de [S, 7] a RP.

|| Norma Euclideana de z.
B Bola unitéria fechada centrada no origem no espago Euclideano.
B(z,r) Bola fechada de centro z e raio r no espago Euclideano.
de(x) Distancia Euclideana de = ao conjunto C.
C(X,M) Espago de funcoes continuas.
C(A) Espago de fungoes continuas de valores reais sobre A.

C*(A) Dual topolégico de C'(A).

domf Dominio (efetivo) de f.

epif Epigrafo de f.

GrF Grafico de F.
NE (z) Cone normal proximal a C' em z.
Ne(z) Cone normal limite a C' em x.

of f(x) Subdiferencial proximal de f em z.
(x) Subdiferencial limite de f em x.

suppp Suporte da medida .

bdyC Fronteira de C.



intC'

C
W[, T RY)
r:Q=R"
meas{D}
coA
Vf(x)
q.t.p.
HJB

Interior de C'.

Clausura ou fecho de C.

Espago das fungoes absolutamente continuas de [S,T] a RP.
Multifuncao de €2 no espaco de subconjuntos de R".
Medida do conjunto D.

x; — xex; € C, para todo i.

zr; — e f(z;) = f(x), para todo i.

Envoltério convexo do conjunto A.

Vetor gradiente de f em z.

quase todo punto.

Hamilton-Jacobi-Bellman.
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Introducao

Neste trabalho consideramos o seguinte problema de controle étimo

( Minimizar max 9(z(T; a), a)

s.a fungoes mensurdveis u : [S,T] — R™ tal que u(t) € Q(t) q.t.p. t € [S,T]
(P) § earcos {z(;a):[S,T] - R" | a € A} tal que, para cada o € A
o(t; o) = f(t,z(t, o), u(t),«), qt.p. te€[ST]

| 2(5, @) = .

Aqui (A, p4) é um espaco métrico abstrato, R* denota o espaco Euclideano k— di-
mensional, f: [S,T]| xR"xR"™ x A — R" e g:R" x A — R sao fungoes dadas, xo € R",

Q) cR™ S <t <T,éum conjunto dependente do tempo.

A otimizacao de sistemas dinamicos, onde o critério de avaliacao é o valor maximo de
uma fungao, é um problema de ocorréncia frequente na tecnologia, economia e industria.
Este problema aparece, em particular, quando se deseja minimizar o desvio maximo de
trajetérias controladas em relacao a uma dada trajetéria como modelo. Os problemas do
tipo minimax diferem daqueles normalmente considerados na literatura de controle 6timo,
onde um custo cumulativo é minimizado. Observe que esta formulacao do problema leva
em conta as incertezas dos parametros tanto na funcao custo quanto nas restrigoes do
sistema de controle. A minimizacao é tomada no cenario do pior caso, considerando
todos os parametros possiveis, ou seja, minimizamos os controles admissiveis ou factiveis

enquanto maximizamos os parametros definidos.

Este problema foi recentemente abordado na literatura em [39], onde R. B. Vinter ob-
tém condigoes necessarias de otimalidade na forma do Principio do Maximo. Os resultados

de Vinter sao estendidos por Karamzin et. al. em [18], onde fornecem condigdes necessé-
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rias para problemas de controle 6timo minimax com restri¢oes de estado. No entanto, a
teoria desenvolvida pelos trabalhos anteriormente citados fornecem condigoes necesséarias
para a otimizacao de um processo de controle, i.e., o processo de controle candidato a

minimo deve satisfazer um conjunto de condic¢oes principais.

Para que as condigbes associadas ao principio de méaximo sejam suficientes para a
otimizagao dos processos, é necessario impor algum tipo de convexidade (generalizada) ao
problema, que geralmente nao sao verificaveis na pratica. Assim, outra abordagem, que
¢ agora amplamente usada, é a Programagao Dinamica introduzida por Bellman em [4]
e mais tarde desenvolvida por outros autores. No entanto, até onde sabemos, nao existe
uma teoria de programacao dinamica adequada desenvolvida para problemas de controle

minimax com as formulagoes apresentadas aqui.

Por isso propusemos: a) obter condi¢oes necessarias e suficientes para o problema
(P) usando a teoria de programacao dinamica ligada as equagoes de Hamilton-Jacobi-
Bellman (HJB). E além disso b) fornecer condicoes de otimalidade na forma do Principio
do Méaximo de Pontryagin para o problema (P) introduzindo também restrigdes mistas no
estado e no controle estendendo a teoria realizada em [18] e [39]. A seguir contextualizamos

cada parte.

Com relagao a teoria de HJB para problemas de controle 6timo minimax, existe pouca
literatura, entre eles podemos citar Di Marco e Gonzalez [20, 21, 22]. No entanto, Di Marco
e Gonzalez consideram a minimizagao realizada sobre a maximizagao da fun¢ao custo em
relacao a variavel tempo e nao ha dependéncia de parametros nas funcgoes envolvidas.
Assim os problemas minimax sao diferentes dos tratados nesta Tese e nao podem ser

comparados.

Um caso particular do problema de controle minimax (P) é quando o conjunto de
parametros A é unitario. Nessa situacao, obtemos o problema de controle a seguir, para

o qual a teoria de Hamilton-Jacobi esta bem estabelecida,

;

Minimizar ¢(z(T))

s.a. fungbes mensuraveis u : [S, 7] — R™ tal que u(t) € Q(t) q.t.p. t € [S,T]
(P) § earcos x:[S,T] — R™ tal que

(t) = f(t,z(t),u(t)), q.t.p. t €[S,T]

z(0) = xo.

A fungao de valor para este problema é definida como o infimo do problema parametrizado
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(Pt/,z)7 ie.,
V(t,2) = inf(PL)

para todo (¢, z) € [S,T] x R”, onde

Minimizar g(z(T))
(P;.) (s) = f(s,2(s),u(s)), qt.p. s €[t,T]
x(t) = z.

Uma funcao diferenciavel ¢ é solugao da equagao de Hamilton-Jacobi-Bellman (HJB) se:
Bt D)+ inf 6.(02) - f(t.20) =0, V(t,2) €[S.T] xR,
(S91¢
o(T,2) = g(z), VzeR"

Se a funcao de valor fosse continuamente diferenciavel, V' seria a tnica solugao da equagao
de HJB. Mas nem sempre a fungao de valor é continuamente diferenciavel. Assim varios
autores apresentam conceitos que chamam de solugao adequada para a equacao de HJB.
Por exemplo, Crandall e Lions [II] introduziram no inicio do ano 1980 o conceito de
solucoes de viscosidade e mostraram que a funcao de valor é a tinica solugao de viscosidade
para a equagao Hamilton-Jacobi na classe de funcoes uniformemente continuas. Em seu
trabalho, a derivada é substituida por superdiferenciais e subdiferenciais, que coincidem
com a derivada usual quando ela existe. Outros tipos de solugoes continuas, como solugoes
de Dini, Solugdes Proximais, podem ser encontradas em [7] ou [38]. Por exemplo, (a
seguinte definicdo encontra-se no Capitulo 2) ¢ é uma solugao proximal da equacdo de

HJB se: para todo (,2) € ([S,T] x R") N domg, tal que O d(t,z) # 0 , tem-se

E4infn - f(t,z,u) =0 para cada (£,1) € 0 ¢(t, 2), (1.1)

o(T,z) = g(z) para cada z € R". (1.2)

Aqui 87 ¢(t, ) denota a subdiferencial proximal de ¢ em (¢,z). Em [10] é introduzida a
conhecida solucao generalizada envolvendo a nocao de gradientes generalizados. O gradi-
ente generalizado coincide com a derivada quando a funcao é estritamente diferenciavel.
O enfoque utilizado em [10] permite uma técnica de verificagdo mesmo quando a equagao
HJB néo possui uma solugao classica. A referéncia [15] fornece uma comparagao entre as
solugoes de viscosidade e as solugoes generalizadas e mostra que uma funcao localmente
Lipschitz é uma solucao de viscosidade da equacao HJB se, e somente se, a funcao é uma
solugao generalizada. Em [16] os autores caracterizam a fungao de valor para problemas

de controle 6timo tipo Bolza com restrigoes de estado, como a tnica solugao semicontinua
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das equagoes de Hamilton-Jacobi-Bellman. No entanto, independentemente do tipo de
solugao, é sempre possivel, sob hipéteses adequadas, provar que a fungao de valor V é

uma solucao da equacao HJB.

A funcao ¢ é chamada funcao de verificacao se as equacgoes — satisfizerem
apenas as desigualdades “>" e “<”, respectivamente. Aqui fornecemos condigoes necessa-
rias e suficientes para o problema (P), no sentido da existéncia de fungoes de verificagao,
vinculadas as subdiferenciais proximais e subdiferenciais limite, veja [7] e [38]. Permiti-
remos que o conjunto de parametros A seja um espaco métrico compacto arbitrario. A
presenca de um numero infinito de elementos em A é a principal fonte de dificuldade
na derivacao das condigoes de otimalidade para problemas de controle étimo minimax.
Quando A é um conjunto finito o problema pode ser escrito como um problema de con-
trole 6timo padrao, ao qual aplicamos técnicas ja conhecidas de programacao dinamica
e obtemos os resultados desejados para posteriormente poder tratar o problema geral de
controle 6timo minimax. A importancia de lidar primeiro o caso finito é que o problema
de controle geral, cujo conjunto A é um espago métrico compacto, pode ser aproximado
por problemas com conjuntos finitos A;. Em seguida, com uma andlise de convergéncia

adequada os resultados sao fornecidos para o problema geral.

Utilizando a mesma técnica de aproximacao, obtemos condicoes necessarias de otima-
lidade no sentido do Principio do Méximo (de Pontryagin) para problemas de controle
6timo minimax com restricoes de igualdade e desigualdade

( Minimizar ma}g(x(T;a),a)
ae

saw:[S,T] — R v:[S,T] = R* tais que v(t) € V(t) q.t.p. t € [S, T
e arcos {z(;a):[S,T] = R"|a € A} tais que, para cada o€ A
w(t;a) = f(t,x(t, ), u(t),v(t),a), qtp. teS,T]
0=0(t,z(t,a),u(t),v(t),a)
0>t z(t, a),u(t),v(t), a)
z(S,a) = w9

(T, a) € Cla).

Aquig : R*"x A — R, (f,b,1) : [S, T] x R" x RF« x R* x 4 — R" x R™ x R™  sao fungoes
dadas, V (t) C R* para todo t € [S,T] é um conjunto dependente do tempo, C(a) C R"

¢ um conjunto fechado e o € R", com m :=my +my, k:=k, + k, e k > m.

As condigoes necessarias de otimizacao sao utilizadas para encontrar o melhor controle

possivel para levar um sistema dinamico de um estado para outro satisfazendo as restri-



1 Introducdo 15

¢oes. O Principio do Méaximo para o problema (ﬁ) no caso suave foi formulado em 1956
pelo matematico russo Lev Semenovich Pontryagin e sua prova é dada por Boltyanskii;
veja [5], [34]. Depois o principio foi generalizado para dados nao suaves (veja, por exemplo
[7, 38]).

O problema (PR) colocado dessa forma, onde .4 é um conjunto unitério, tem sido foco
de atencao por muitos anos (veja, por exemplo, [17], [23], [26], [27], [28], [29], [30], [31],
[32], [36], [37]). Em [29], Pinho, Vinter e Zheng proporcionam condigoes necessérias para
este tipo de problemas quando o conjunto A é unitario, com suposicoes essenciais sobre
os dados, a saber, uma condic¢ao de convexidade e outra de interioridade. Em [17], 23] 20,
28, [30), 31] as condigoes necessarias para problemas com restrigoes sao fornecidas supondo
que certa matriz F'(t), a saber, a matriz Jacobiana das restrigdes com respeito ao controle,
tenha posto completo no sentido que detF'(t)F(t)" > L para quase todo t € [S,T] e para

algum L > 0. Por exemplo, em [17, 23], a condigao de posto completo é imposta na matriz

() = bu(t, 2(),w(1)) \ _ ( Vab(t2(1), alt), o(1))
! " V(L 3 (), a(t), o(t) )

onde Zy(t) = {i € {1,....m} | Li(t,z(t),a(t),v(t)) > —b} e V PO (t, 2(t),u(t), v(t)) de-
nota a matriz que obtemos depois de remover de V,[(t, Z(t), u(t),v(t)) todas as linhas de

indice i ¢ Z,(t). Também pode-se ver em [27] e [30] que esta condi¢ao é dada na matriz
- ( VLb(t, (), (1) (1)) 0 )
3(t) = ‘ o :
vul(tv j(t)’ ﬂ(t), 'D(t» dzag{_li(t> 'I(t)» u(t)v U(t))}ie{lz“'vml}

Em [30], os autores mostram que a condigao de posto completo imposta nas matrizes

acima estao relacionadas entre si e sao suficientes para que a matriz

F(t) = ( .20

tenha posto completo. Onde Z,(t) = {i € {1,...,my} | l;(¢,Z(t), u(t),v(t)) = 0}.

Um outro enfoque pode ser encontrado em [32], onde sao fornecidas condigoes neces-
sarias supondo uma hipétese tipo Mangasarian-Fromowitz. Na referéncia [33], se estuda

este tipo de problemas no caso em que as restricoes mistas sao nao suaves.
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Para obtermos as condigoes necessarias para o nosso problema (PR), vamos impor hi-
poteses de regularidade nas restrigoes de igualdade e desigualdade, a saber, duas condigoes
tipo posto completo e uma condigao tipo Mangasarian-Fromowitz. Permitiremos dados
nao suaves e expressaremos condicoes necessarias em termos de subdiferenciais limite e
outras construcgoes de analise nao suave. Enfatizamos que o fato de assumir que A é um

espaco métrico arbitrario e compacto é a caracteristica mais significativa de nossa analise.
O presente trabalho esta organizado da seguinte forma:

No Capitulo 2 serao apresentadas algumas defini¢oes e resultados importantes sobre:
multifungoes, inclusoes diferenciais e analise nao suave que serao utilizados em todo o
desenvolvimento do trabalho. Na Secao 2.5, apresentaremos a teoria de Programacao
Dinamica introduzida por R. Bellman (fungao de valor e as equagoes de HJB). Na Segao

2.6, serd descrito o Principio do Méaximo de Pontryagin para o caso nao suave.

No Capitulo 3 serao apresentados resultados novos para inclusoes diferenciais que
dependem de parametros. Na Secao 3.2 se proporcionara condigoes sobre os dados para
que uma inclusao diferencial, que depende de parametros, possua ou admita solugcoes. Na
Secao 3.3 mostraremos, que sobre uma hipdtese de convexidade na inclusao diferencial,
um problema de controle que depende de parametros tem trajetorias minimas, finalmente
sera mostrado que problemas de controle minimax onde todos os dados dependem de um

vetor de parametros desconhecido possui processos factiveis 6timos.

No Capitulo 4, Secao 4.2, forneceremos condicoes necessarias e suficientes de oti-
malidade, via as equagdes de HJB para o problema (P), o resultado sera proporcionado
pela introducao de um novo subdiferencial que depende de parametros. Na Secao 4.3
definiremos a funcao de valor para problemas de controle 6timo minimax e mostraremos
que a funcao de valor é Lipschitz, e pode ser escrito como o maximo de fungoes de va-
lor de um problema parametrizado, além de mostrar que é solucao da equacao de HJB.

Generalizando o conceito de funcao de valor para problemas de controle étimo padrao.

O Capitulo 5 esta dedicado aos problemas de controle minimax com restri¢oes mis-
tas. Na Sec¢ao 5.2 introduzimos hipoteses de regularidade nas restricoes do problema
(PR), a saber, duas condigoes de restrigoes tipo posto completo e uma condigao de res-
tricao tipo Mangasarian-Fromowitz. Na primeira parte da Secao 5.4 proporcionarmos
condigbes necessdrias para o problema (PR) quando o conjunto A é finito. Seguidamente
apresentaremos um exemplo minimax onde o conjunto .4 é um intervalo e mostraremos
que o Principio do Méximo obtido deixa de ser valido quando A é um conjunto infinito,

o que deixa explicita a necessidade de obter novas condi¢oes necessérias para quando A
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seja um espago métrico arbitrario. Finalmente nesta mesma se¢ao mostramos o resultado
principal do Capitulo 5, condig¢oes necessarias para problemas de controle minimax com

restricoes, quando A seja um espaco métrico arbitrario.

Enfatizamos que os nossos resultados (inéditos) estdo enunciados na Tese sem re-
feréncias enquanto que os resultados existentes na literatura estarao referenciados para

conveniéncia do leitor.
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Consideracoes Finais

Neste trabalho fornecemos condicoes necessarias e suficientes de otimalidade para pro-
blemas de controle minimax, definindo um novo subdiferencial que depende de parametros.
Definimos a fungao de valor do problema de controle 6timo minimax e mostramos que,
com certas hipéteses sobre os dados, esta é Lipschitz e é solucao da equacao de Hamilton-
Jacobi-Bellman. Os resultados obtidos ampliam a teoria de controle étimo para a teoria

de Programagao Dinamica.

Posteriormente, obtemos condi¢oes necesséarias para problemas de controle étimo mi-
nimax com restricoes de igualdade e desigualdade na forma do Principio do Méximo
(Teorema , introduzindo qualificacbes de restrigoes (tipo posto completo e tipo
Mangasarian-Fromowitz), a qual é aplicada a minimizadores locais fracos. E mostra-
mos com um exemplo, que o Teorema que enuncia as condigOes necessdarias para
problemas com restri¢coes mistas no estado e no controle, para o caso em o conjunto A é
finito, deixa de ser valido se o conjunto de parametros é um infinito. Também com um
exemplo vimos que as hipdteses tipo Mangasarian-Fromowitz sao menos restritivas que a

hipdteses de posto completo, estendendo os resultados que temos na teoria classica.

Ha muito por trabalhar ainda na teoria de controle para problemas minimax, por
exemplo entre os possiveis trabalhos futuros estdo obter: a) Condiges necessérias e sufi-
cientes para o problema (PR) via as equagoes de HJB ; b) Condigoes necessérias para o
problema (PR), onde sao considerados minimizadores locais fortes; ¢) Condigoes de oti-
malidade para problemas de controle étimo multiobjetivos; d) Dualidade para problemas
de controle minimax e e€) Condigoes suficientes de otimalidade para problemas de controle
minimax com restri¢oes, utilizando alguma condicao de convexidade generalizada sobre

os dados, tal como MP pseudo-invexidade, introduzida em [24] e [25].
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