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Esta dissertação apresenta um estudo sobre o projeto de controladores PID,

propondo um método para a análise da estabilidade e para o projeto de controladores,

utilizando Desigualdades Matriciais Lineares (Linear Matrix Inequalities ­ LMI). Às

técnicas de projeto também permitem a especificação do transitório através da taxa de

decaimento e a especificação de restrições na entrada de controle e nas variáveis de
estado do sistema controlado.
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Abstract

This work presents a study on PID controllers design, proposing a method for

the analysis of stability and for the controller design, using Linear Matrix Inequalities

(LMI). The specification of the dacay rate and the specification of constraints on

control input and state variables of the controlled system are considered.
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Capítulo I

INTRODUÇÃO

Utilizamos noções de controle, praticamente em tudo que fazemos: em situações

naturais como acordar, pois se acordamos antes do horário de costume, fazemos uma

verificação no relógio, vemos que ainda é cedo e voltamos a dormir. O mesmo acontece

na hora do banho: abrimos a válvula, fazemos antes uma verificação, com as mãos para

certificarmos que a água está na temperatura desejável, fazemos os ajustes necessários e

agora sim a água está pronta para utilizarmos.

Na indústria também encontramos grandes aplicações para o controle, seja no
controle de nível de líquido, de temperatura.

Atualmente, com toda tecnologia disponível, encontramos também um mercado
bastante exigente, que procura por produtos confiáveis e com qualidade. O que leva as
indústrias a apresentarem produtos e serviços de nível internacional, proporcionando ao
ambiente industrial a necessidade de um controle pleno sobre máquinas e processos. O
que, da mesma maneira exige um conhecimento mais avançado de seus profissionais,
levando a engenharia de controle a fornecer soluções práticas e mesmo teóricas para
atender o exigente mercado industrial.

E devido a esta eficiência nos processos de produção industrial, é possível
1
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produzir produtos e serviços com menor tempo de produção, menor consumo de energia

e maior precisão de ajustes e medidas.

Os controladores industriais microprocessados são peças fundamentais à

produção industrial, proporcionando maior eficiência, maior confiabilidade e menor

número de trabalhadores para atuação e supervisão de processos.

Com surgimento destacado na década de 80, os controladores industriais
microprocessados podiam ser encontrados com esquemas de configuração diversos:

Controlador PID e auto­ajuste de parâmetros (self­tuning), Controlador adaptativo de
uso geral, Controlador PID adaptativo e Controlador PID entre outros; podendo ser

encontradas todas estas funções em apenas um aparelho e outras de interesse industrial

como a indicação de potência de saída, saída para alarme, tipo de entrada (sensor)

configurável por software.

Os controladores PID têm recebido considerável atenção por parte de

pesquisadores nas últimas quatro décadas, sendo empregados, no mínimo na metade dos

controladores automáticos instalados na indústria, Ogata (1993).

Infelizmente ainda não foi encontrado nenhum método que resolve sozinho todos

os problemas encontrados na indústria.

No capítulo II é apresentada a ação de controle do tipo PID nas formas contínua e

discreta, também destacando os algoritmos mais conhecidos na literatura para a sintonia

dos parâmetros PID. No capítulo III são apresentados conceitos de estabilidade de

Lyapunov, necessários ao projeto de controladores PID baseados em LMI.

No capítulo IV está o trabalho desenvolvido propriamente dito, que pela literatura
abordada, destacamos que é um trabalho inédito. A idéia básica foi interpretar o projeto

de controladores PID como o projeto de controladores estáticos que realimentam as
saídas disponíveis. Então, projetar os ganhos utilizando LMIs. Apresentamos um ­

método, para a análise de estabilidade, e outros parâmetros para projeto de
controladores, utilizando Desigualdades Matriciais Lineares (Linear Matrix
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Inequalities (LMD). As técnicas de projeto também permitem a especificação do
transitório através da taxa de decaimento e a especificação de restrições nos sinais de
controle das entradas e das saídas.

A análise de estabilidade e o projeto de controle são reduzidos a problemas

descritos por LMIs (Boyd et al., 1994). Numericamente, os problemas de LMIs podem

ser resolvidos muito eficientemente por meio de algumas ferramentas poderosas

disponíveis na literatura de programação matemática (Boyd et al., 1994).

A interpretação das análises de estabilidade e problemas de projeto de controle

como problemas descritos por LMIs é equivalente a encontrar soluções para problemas
originais.

No Capítulo V, apresentamos conclusões e sugestões para futuros trabalhos.
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Capítulo II

PROJETO DE CONTROLADORES PID

2.1 ­ Introdução

Qualquer sistema de controle deve ser estável. Além da estabilidade absoluta, isto

é se um sistema é estável ou instável, um sistema de controle deve ter uma estabilidade

relativa razoável; assim, a resposta deve apresentar amortecimento razoável. Além

disso, a velocidade de resposta deve ser razoavelmente rápida e o sistema de controle

deve ser capaz de reduzir erros a zero ou a algum valor pequeno tolerável.

Sistema é um conjunto de componentes ou dispositivos que interagem entre si

para desempenhar uma função específica. Para que o sistema atinja seu objetivo, é

necessário que todos os seus componentes ou dispositivos desempenhem de forma
eficiente sua função particular. Definido em função de variáveis de entrada e de saída, o

sinal de entrada é o sinal de excitação do processo, e o sinal de saída é a variável
controlada pelo sinal de excitação.

EV
AVAVAY

2 3 4 5 6 7 unesp 12 13 14 15 16 17 18



Entrada Saída
——., Sistema

Figura 2.1 ­ Diagrama de blocos de um sistema.

Um sistema é classificado como sistema de controle quando a variável de entrada

é constantemente manipulada para controlar a variável de saída em um valor particular,

ou a uma taxa de variação pré­determinada.

2.1.1 ­ Objetivos dos Sistemas de Controle

Os sistemas dinâmicos são incapazes de transferir, instantaneamente, variações do

sinal de entrada para sua saída, pelo motivo de armazenarem energia interna (mecânica,

elétrica, térmica). Essa característica compromete o seu desempenho, a ponto de tornar

sua resposta insatisfatória para determinadas aplicações, no que se refere a tempos e

valores finais da reposta. É comum, por exemplo, dizer que o sistema é lento ou que
apresenta erro na resposta.

Os sistemas de controle atuam com o objetivo de compensar os problemas

ocasionados, por exemplo, pelas variações de energia nos sistemas dinâmicos,

acelerando a resposta dos mesmos, a mudanças nos sinais de entrada, fazendo com que

a saída alcance o valor desejado num espaço de tempo mínimo aceitável e com a melhor

precisão possível.

2.2 ­ Controladores Industriais

Com a rapidez da evolução dos controladores industriais, é possível em pouco

tempo obter automaticamente os parâmetros de um controlador necessário para manter

o processo com um mínimo de erro em relação ao sinal de referência desejado.

Alguns controladores encontrados na indústria possuem modo de operação
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simples como o dos controladores on­off. Eles podem ser implementados nas formas
analógica ou digital, seu modo de funcionamento pode ser descrito da seguinte forma:
na presença de um sinal de realimentação acima do sinal de referência desejado mantém
o sinal atuante em um valor mínimo (ou zero) e consequentemente com nenhuma

potência aplicada à planta e para um nível de realimentação abaixo do sinal de

referência a potência é totalmente aplicada. A principal desvantagem deste controlador é

a variação permanente da saída controlada em torno do sinal de referência desejado.

Para diminuir a frequência desta oscilação é acrescentado ao sistema um parâmetro
conhecido como histerese, que equivale a uma região simétrica ao valor da referência

desejada criando uma região onde a saída do controlador conserva seu valor atual até

que o sinal de erro atuante tenha sido movido além do valor desta faixa. Desta forma, o

valor da histerese será um comprometimento entre precisão desejada e a durabilidade do
elemento atuador.

Outro controlador também muito disponível na indústria devido à sua

simplicidade, é o controlador proporcional.

Se E(s) for o sinal de erro e U(s) a entrada da planta, este controlador apresenta a

seguinte função de transferência:

— Também de grande aplicação industrial, citamos o controlador de processos PID,

que é uma soma das ações proporcional, integral e derivativa. A finalidade da ação

integral, é eliminar o erro em regime estacionário para uma entrada de referência do tipo

degrau. Esse controlador pode introduzir oscilação na resposta pelo aumento da ordem

do sistema. A finalidade da ação derivativa é a de antecipar o erro atuante e produzir
ação corretiva mais cedo (pois responde à taxa de variação do erro atual).

Os controladores PID apresentam a seguinte função de transferência:
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2.3 ­ Sintonia de controladores PID

A sintonia adequada aos parâmetros dos controladores PID tem sido o principal

problema com os controladores PID na indústria (Astrôm et. al. (1988)). A princípio
esta sintonia era manual, utilizando gráficos como propostos por Zigler­Nichols,
podendo produzir variação de valores de acordo com o operador, introduzindo nos

aparelhos os valores conseguidos e feito um ajuste final por tentativa e erro. Outro

método utilizado, mas de grande demora e difícil “manuseio, pois depende do
conhecimento do operador, é a ligação do aparelho em modo manual sem nenhum
parâmetro inserido e ir ajustando cada parâmetro à medida que a saída do processo fosse

aproximando­se da referência desejada. Esse método varia muito de operador para

operador.

Alguns métodos disponíveis para se conseguir sintonizar os parâmetros

operando­se diretamente no controlador são apresentados, por exemplo, nas revistas

editadas pela Instrument Society ofAmerica (ISA).

O controle Proporcional­Integral­Derivativo (PID) de processos é, sem dúvida

alguma, o método de controle mais aplicado na indústria, devido ao fato de uma ampla

variedade de processos industriais poderem ser controlados com boa precisão e robustez

com esta técnica e de sua atuação ser bem conhecida por engenheiros e técnicos. Esse

fato justifica a busca de métodos eficientes de sintonia automática dos parâmetros dos
controladores PID, para a obtenção de um maior rendimento da operação.

Várias técnicas de auto­sintonia para reguladores clássicos e simples como os

PIDs, podem ser encontradas na literatura especializada. Motivado por duas razões

principais: primeiro destacamos que um regulador simples é rápido, fácil de
implementar e, de fácil sintonia; segundo, este regulador clássico é bem conhecido e

aceito no ambiente industrial. Destacando que estes trabalhos têm encontrado aplicação
industrial imediata.
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2.4 — Projeto de Controladores PID

Quando é 'disponível o modelo matemático da planta, dada pela sua função de

transferência, o projeto de controladores PID pode ser feito, por exemplo, utilizando

técnicas do controle clássico: métodos de resposta em frequência e método do lugar das
raízes (root locus) (Ogata, 1993; Kuo, 1995; Dorf and Bishop, 1995). Esta dissertação

propõe o projeto de controladores PID, supondo conhecida a função de transferência da
planta e acesso somente à saída da planta.
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Capítulo III

PROJETO DE CONTROLADORES
BASEADOS EM LMIs

3.1 — Introdução

Neste capítulo será apresentado um estudo abordando a estabilidade de sistemas

complexos: variáveis de estado, entradas ou saídas, que indiferentemente interferem na

complexidade do sistema, o qual para a sua resolução requer estratégias mais elaboradas

em relação às requeridas para sistemas de primeira ordem. Será dada maior ênfase na
abordagem do projeto de sistema de controle por espaço de estados, incluindo
controlabilidade, observabilidade e análise da estabilidade de Lyapunov.

Alguns conceitos usuais, encontrados na literatura básica sobre o assunto, são

apresentados de forma direta, constando como conhecimento necessário para um estudo

sobre projeto de controladores baseados em LMIs. Foram pesquisados os livros que
abordam a teoria de controle em geral, (Ogata, 1993; Kuo, 1995; Dorf and Bishop,
1995).
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3.2 — Conceitos Básicos

3.2.1 — Espaço de estados

O espaço n­dimensional cujos eixos coordenados são o eixo x), eixo X2, ..., elxXO Xn

é chamado de espaço de estados. Qualquer estado pode ser representado por um ponto
no espaço de estados.

3.2.2 — Controlabilidade

Considere o sistema:

x=Ax+ Bu, xeNRN, ueR,

y=Cx+Du, yeNR.

Seja a lei de controle, dada por:

u=­Kx. (3.03)

Um problema clássico de controle é a determinação, se possível, de K de modo

que os pólos do sistema de malha fechada possam ser arbitrariamente posicionados.

Se o sistema for controlável, então pode­se posicionar os pólos de malha fechada
arbitrariamente com a lei de controle u = ­Kx. Isto é, alocar a estabilidade desejada.

Supondo que o sistema seja controlável, isto é:

det[B| ABL...JA"B]J O,
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considere que os pólos desejados para a malha fechada são:

S=N1, HH, Un

Então, defina:

d(S) = (s­H1) (s­U2) ... (s­Ho),

AS) =sS"+o Ss" +  +OniSs+t Oln,

d(A)=A"+O AT +.+On, A+On

Usando a fórmula de Ackermann para o cálculo de K, temos (Ogata, 1993):

K=[00..01][BJAB]..JA"'BJ' d(4).

3.2.3 — Observabilidade

Seja o sistema (3.01) e (3.02), rescrito:

x=Ax+Bu,

onde:

u — é a entrada do sistema,

y—é a saída do sistema.

2 3 4 5 6 7
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Note que:

7(0) = C + x(0) + D ­u(0),

3(0) = C « X(0) + D­ui(0) = C­(4­x(0)+ B­u(0))+ D­u(0),

3(0) = CA ­ x(0) + CB ­u(0) + D­u(0O),

3(0) = C­ X(0) + D ­ii(0) = C­(4­3(0) + B­ú(0)):+ D­i(0),

3(0) = CA? ­ x(0) + CAB ­u(0) + CB «ú(0)+ D ­i(0),

nl

y(0) = CA" x(0)+.o.,

| (0) |
(0)
XY(0)

yv(O)



Tc = termos conhecidos.

Se 8 for inversível,

IBOR
y(0)
(0)

IRTO)

e o sistema dado será observável. Se, 9 for inversível, então, det(9) *= O.

3.2.4 — Estabilidade de Lyapunov

A. estabilidade assintótica de x(t) = Ax(t) pode ser alcançada por dois métodos,

descritos a seguir:

1 ­ Método Indireto:

(1) Computando o polinômio característico de A;

(11) Aplicando o critério de Routh­Hurwitz.

2 ­ Método Direto:

(111) Computando os autovalores de A.

O critério de estabilidade de Lyapunov na sua forma mais ampla pode determinar

a estabilidade de sistemas não­lineares e/ou variantes no tempo.

No caso de sistemas lineares invariantes no tempo o critério de Lyapunov é uma

alternativa para computar estabilidade assintótica sem computar os autovalores de A.

Também é um recurso para a determinação de leis de controle visando
13
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desempenho ótimo.

3.2.4.1 ­ Conceitos básicos:

Matrizes positiva definidas e positiva semidefinidas.

* Uma matriz quadrada M no corpo dos complexos é hermitiana se:

M*=M,

M*= é a matriz transposta conjugada de M;

* Uma matriz quadrada M no corpo dos reais é simétrica se:

M'=M,

M'=é a matriz transposta de M.

Todos os autovalores de uma matriz hermitiana são reais e existe “P” tal que:

P'=P* e M=PMP*,

onde :

Mé diagonal (assim seus autovalores estão na diagonal e apresenta todos

autovalores reais).

Seja M hermitiana e,

Amin = Menor autovalor de M,
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Ama 7 Maior autovalor de M.

Então,

Amin |] <x*Mx< Amon |, vx e Cc”,

2
Z

?

lx| =< x1,X >= x*x= Sb] .:
i=l

Considere a definição:

Uma matriz hermitiana M é dita ser positiva definida se e somente se x*Mx > O,

para todo x eC”.

D)Uma matriz hermitiana M é dita ser positiva semidefinida se e somente se x*Mx =

Uma matriz hermitiana M é definida (semidefinida positiva) se e somente se

qualquer uma das seguintes condições forem satisfeita:

Todos os autovalores de M são positivos;

Todos os menores principais de M são positivos (principais menores são não
negativos).

3.2.4.2 ­ Teorema de Lyapunov

Todos os autovalores de 4 têm parte real negativa, ou equivalentemente

X(t) = Ax(t) é assintoticamente estável se e somente se para qualquer matriz hermitiana

N definida positiva, a equação matricial

EV
AVAVAY

2 3 4 5 6 7 unesp 12 13 14 15 16 17 18



A*M+MA=­N.

tenha uma única solução que é a matriz hermitiana M sendo que M é positiva definida.

3.3 — Desigualdades Matriciais Lineares

Nos últimos anos, Desigualdades Matriciais Lineares, (LMI), têm recebido

atenção considerável na área de análise e projeto de Controle (Trofino, 1998; Packard

et. al., 1991; Tanaka et. al., 1998; Boyd et. al., 1994; Iwasaki and Skelton, 1994).

Numericamente, os problemas de LMIs podem ser resolvidos, muito

eficientemente, por meio de algumas ferramentas poderosas, disponíveis na literatura de

programação matemática (Boyd et. al., 1994).

A interpretação das análises de estabilidade e problemas de projeto de controle

com problemas descritos por LMIs é equivalente a encontrar soluções para os

problemas originais ( Pietrobom, 1999).

A idéia do trabalho é utilizar os resultados disponíveis para o projeto de

controladores, com realimentação estática da saída, através das ferramentas disponíveis
utilizando LMIs, interpretando o problema do projeto de controladores PID, como o

projeto de um controlador proporcional que realimenta a saída disponível.
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Capítulo IV

PROJETO DE CONTROLADORES PID
COM LMIS

4,1 — Introdução

Neste capítulo apresentamos resultados sobre o projeto de controladores PID com LMIs
objetivando a estabilidade, uma taxa de decaimento conveniente, robustez paramétrica,
restrição na entrada e restrição na saída.

A proposta principal deste capítulo, é abordar o problema de projeto de controladores
PID, através do projeto de um controlador estático, como mostrado na figura 4.1,
realimentando o vetor de saída disponível (y), composto pelas variáveis de estado disponíveis,
que são: o próprio erro (e), sua derivada (w), sua integral (2); destacamos que G(s) é a função

de transferência da planta, e u=/Kp Kp Ki] y a entrada da planta.

Com esta estrutura, pretende­se utilizar estes resultados, para o projeto de controladores
estáticos com LMIs .

Pela literatura disponível não existe solução perfeita para esse problema (Iwasaki,

17:
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1999), mas são apresentados métodos que oferecem solução em certas situações.

CONTROLADOR PID

Figura 4.1 — Controlador estático.

O projeto de controlador PID com LMIs, será abordado da seguinte forma:

inicialmente, será projetado, considerando como restrição inicial a estabilidade, e com o

objetivo de se obter um sistema satisfatório, serão acrescidas novas restrições a cada evolução
do processo.

Estabilidade.

Estabilidade + taxa de decaimento.

Estabilidade + taxa de decaimento + robustez.

Estabilidade + taxa de decaimento + robustez + restrição na entrada.

Estabilidade + taxa de decaimento + robustez + restrição na entrada + restrição na
saída.

Exemplo — este exemplo será utilizado como referência em todo o desenvolvimento do

18
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trabalho.

Podemos considerar como um exemplo ideal do estudo feito, um motor de corrente

contínua, cujo diagrama de blocos é representado na figura 4.2.

o(s ) O(s)1
S

Velocidade | Posição
X2 Xi

Figura 4.2 — Diagrama de blocos de um motor corrente contínua.

A função de transferência de um servomotor corrente contínua, é dada por:

K(s.
)

9

V(s) sl, Js?+(L­b+R,I)s+R,­b+K­K,]|

Como a indutância L, do circuito da armadura normalmente é pequena, ela pode ser

“ desprezada. Se La, for desprezada, então a função de transferência dada, se reduz a

O(s) ­ é a saída do sistema.

V(s) — é a entrada do sistema.

R, — resistência da armadura, ohm.

L, — indutância da armadura, henry.

K, — constante de força contra eletromotriz.

b — coeficiente de atrito viscoso equivalente do motor e da carga referidos ao

. eixo do motor, N­m/(rad/s).

J — momento de inércia equivalente do motor e da carga referidos ao eixo do
motor, kg­m”.
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4.2 ­ Estabilidade

A característica mais importante do comportamento dinâmico de um sistema de controle

é a estabilidade absoluta, isto é, se o sistema é estável ou instável. Um sistema de controle

invariante no tempo e linear é estável, se a saída volta ao estado de equilíbrio quando o

sistema é sujeito a uma perturbação.

Em Trofino (1998), foram apresentadas condições para análise e síntese de sistemas de

controle com acesso parcial às variáveis de estado da planta, baseados nas noções de

estabilidade, com função de Lyapunov quadrática e função de Lyapunov dependente de
parâmetros do sistema. Nesta dissertação esses resultados foram aplicados no projeto de

controladores Proporcional, Integral e Derivativo (PID), no que se relaciona a estabilidade,

taxa de decaimento, robustez, restrição na entrada e restrição na saída.

Existem condições suficientes para a estabilidade de sistemas, que são derivadas usando

funções Lyapunov quadráticas do tipo V =x" (nN)Px(t), P=P' >O0.

Então, seja o sistema da figura 4.1 dado por:

x=Ax+ Bu,

y=Cx, y =[e w zf”,

e o controlador u=K­y=[K, K, K,]:y. Assim,

x=(4+B­K­C):x.

Dessa forma, a derivada de Vserá:

V=x"Pi + X"Px.
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Como temos o x definido em (4.1), façamos a devida substituição:

V=x"P­(A4A+B­K­C):x +[(A4A+B­K­C):x]'Px.

T e oxem evidência, definimos a derivada de V:Colocando o x

V=x" [P.(4+B­K­C)+(4+B­K­CY P) x.

Para que V < O, qualquer que sejax = O, devemos ter:

P­(A+B­ K­C)+(A+B­K­C) P<O.

Multiplicando­se ambos os lados por P"' ,obtemos:

Pp” Pp.­(4+B­K­C)+(4+B­K­CY P| Pp? <o,

e considerando P'=W, segue a expressão final:

(4+B­K­C)­W+W­(A4+B­K­C)<O.

Condições para estabilidade

Para verificar a estabilidade do sistema, devemos satisfazer:

V(x(t)) >O0 YV(x(t)) <oO.

Assim, (4.07) deve ser satisfeita para

W=W" >.

O projeto do controlador PID se resume a determinação de K e W, tais que:
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W=W"'>0e

A­W+W­AT+B­K­CW+W­CT­KT BT <O. (4.08)

Note que a segunda equação é uma BMI (Bilinear Matrix Inequality) pois aparece o
O— ,

produto de W e K. Em Trofino (1998), foi incluída a restrição M­C =CW/Assim e
. FN

PA
realizando as devidas substituições, obteremos:

A­W+W­AT+B­KM­C+M CT ­KT­BT<O. (4.09)

Assumindo que F = KM, então, encontramos a seguinte equação de estabilidade:

A­W+W­A' +B­F­C+CT­FT BT <O, (4.10)

que é uma LMI. Como desejamos encontrar um ponto de estabilidade que torne o sistema

satisfatório, igualamos a equação de estabilidade a um e escalar « multiplicado por uma matriz
identidade /:

minimizar t

A­W+W­AT+B­F­C+CT FBT <tl,

A­W+W­A' +B­F­C+CT­FT­BT—t­I<O.

Assim, as LMIs para o projeto do ganho K são as seguintes:

­AW­W­"­A"­B­F­C­CT.­FUBTU +t­1>O,

t<O,
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M­C=C­W.

Se existir solução, obtemos off­line:

K=[K, K, K] =F­M".

Exemplo 1

Um problema deste método é que a restrição de igualdade MC=CW é forte, o que limita
as situações onde existe solução. Para o exemplo 1, consideraremos a função de transferência

da planta: G(s)= À . Assim o sistema da figura 4.1 com entrada u e saída
sº +2s

yj= le w z])” é descrito pelas matrizes (A, B, C) dadas na forma canônica

0 1 O 0 10

A=|0 —2 0), B=|­ljeC=|0 1
1 0 O 0 0 0

Realizando a simulação no software LMISol, com o objetivo de encontrar um ganho

satisfatório, obtemos os seguintes resultados:

K=F­M '=[44207 0.1688 1.6930].

Os autovalores da matriz 4+B­K­C são: ­0.8510 +1.7035], ­0.8510 ­1.7035] e
—0.4669.

Foi também obtido r = —0.4888.

Com os ganhos obtidos,

K=[44207 0.1688 1.6930] = [K, K, Ki),

23.
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e também considerando como condição inicial [0 O O], o sistema da figura 4.1 foi simulado.

Considerando uma entrada degrau, utilizamos o software Matlab, e plotamos o Yp(t) x

Estabilidade: Kp=4.4207, Ki=1.6930, Kd=0.1688
T
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Figura 4.3 — Simulação do exemplo 1
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4.3 — Taxa de Decaimento

Um exemplo prático descreve melhor o que almejamos: considere um módulo didático

com um pêndulo invertido, onde é necessário limitar um prazo para que ele alcance

estabilidade, coisa de poucos segundos; é onde aplicamos a taxa de decaimento, adotando um

ó conveniente, caso contrário seria necessária sua preparação até alguns dias antes, para que

no momento da exposição aos alunos ele alcance o ponto de equilíbrio.

E importante considerar não somente a estabilidade, mas também outros índices de

desempenho de controle, tais com velocidade de resposta, que está relacionada com a taxa de
decaimento.

Considerando o desenvolvimento das equações para estabilidade como básico,
desenvolve­se a seguir o equacionamento para taxa de decaimento, sua implementação no
LMISo! e simulação no Matlab.

Tendo como condição que:
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Vít)<­5­V(). (4.17)

Na medida que aumentamos o valor de ó, obtemos uma resposta transitória rápida, que

geralmente resulta no aumento dos ganhos. Para valores reduzidos de ó o sistema fica mais
lento.

A partir da funções Lyapunov quadráticas do tipo V(x(t)) =x" ­P­x,eda derivada de V
dada em (4.4), mostrada a seguir, realizamos as substituições na equação (4.17).

V=x" [P­(4+B­K­C)+(4+B­K­CY P).x.

Assim, na equação da estabilidade acrescida do termo escalar £ (4.12), será necessário

apenas acrescentar ó ­ P .

—A­W­W­A'"­B­F­C­CT FBT +t:1­6­P>O (4.18)

Exemplificando, se quero um tempo de estabilização <2 s, qual deve ser o ó ideal?

Considere que Vs=) Vx (Castrucci, 1981, pp. 62).
Como V >0O, Vx e dt>O0,

Integrando ambos os termos de O a t, tem­se:

IE Vx(0)<r(x(0)) e.
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Note que se,

P­(4+B­K­C)+(A+B­K­C) P+6­P<O,

r

P(arBK crê (assess) P<O. (4.21)

Portanto, todos autovalóres de 4+B­K­C+(5/2):1, devem ter parte real negativa.

Realmente, pois 4 será autovalor de 4+B­K­C+(5/2)­I, se existir v=* O,

(4+B­K­C+E).v=a",

(1+B­K­C)v=(2­8).», (4.23)

e assim os autovalores de (4+B­K­C)+(6/2)=A4, têm parte real negativa. Assim todos os
autovalores de (4+B­K­C) devem ter parte real menor do que —ó/2.

Pelo critério de 2% para tempo de estabilização (t.), para um sistema de segunda ordem,

subamortecido, com dois pólos e sem zeros, (Ogata, pp. 215),

Esta formula também é válida para o cálculo aproximado do tempo de

estabilização para sistemas com um número maior de pólos do que dois, com pólos distintos e

26
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possuindo partes reais menores do que —ç­o,.

Considerando ç + &, e e substituindo em (4.24), obtemos:

8
tt. =— segundos.F guSs

Portanto, se pretendemos determinar, um tempo de estabilização t,=2 segundos, para o

mesmo sistema adotado, qual deverá ser oó ?

Solução:

portanto,

Exemplo 2

:

;

> As
|Para o exemplo 2, consideraremos a função de transferência: G(s) = os? e na formasº +2s

canônica, o sistema da figura 4.1 é dado por:

0 10 0 1

A=|o0 ­2 ol, B=|­1/, C=|O
1 0 0 0 0

0 0

1 01.

01

Consideramos 56 =2.

Realizando o projeto com software LMISol com as LMIs (4.12), (4.18), com o objetivo

de encontrar um ganho satisfatório, obtemos os seguintes resultados:

K=F­M '=[24.6313 53151 32.5846],
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os autovalores da matriz 4+B­K­C são: ­2.9222 +2.7380], ­2.9222 ­2.7380] e —1.4708.

Foi também obtido r = —0.0609.

Com os ganhos obtidos,

K=[24.6313 5.3151 32.5846] = [K, K, K,|

e também considerando como condição inicial [0 O O], o sistema da figura 4.1 foi simulado.

Considerando uma entrada degrau, utilizamos o software Matlab, e plotamos o Yp(t) x

Taxa de Decaimento: Kp=24.6313, Ki=23.5846, Kd=5.3151
14 T r + T T T T r

5
Tempo (s)

Figura 4.4 — Simulação do exemplo 2

Observe que o sistema atingiu o regime para /, =4s, o que está de acordo com a

fórmula t, = 8/6, pois adotamos 6 =2.

4,4 — Robustez

Podemos exemplificar a aplicação da robustez paramétrica com o braço de um robô,
supondo que ele tenha uma função simples, de carregar uma peça qualquer, do ponto x e

armazenar no ponto y, podendo esta peça variar de peso, formato e tamanho. Através da

robustez, definimos uma faixa de variação do peso, para que não comprometa a performance
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do braço do robô. Considere a planta dada na figura 4.1,

nl

d(s) S"ra ST" r+..+aS+a, Us)nl

m mla(s) =20 —b,ST+b ST +ou +bS+b, Yp(s)
,

Como queremos — PA, + 4/ P<O, defina:

A=0,­A4+0,:Ad,
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Assim,

PA,+ AT P<O.

P­(0,­A4, +09, 4.) +(0,­4,+0,:4,)"­P<O,

P­O,­ A, +P­0,: A, +P­O0,­ A +P­0,­A7 ­P<O,

0,­(P­ 4 +47 ­P)+0,­(P­4, +47 ­P)<O.
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Logo, como 9,,0, «Ee Lo 1| e A, +, =1, devemos ter:

P­A+A ­P<O0 e

P­A,+A, ­P<O.

Exemplo 3

Para o exemplo 3, delimitaremos uma faixa de variação de 10%, trocando apenas o
termo a22, assim teremos duas LMIs, usaremos a LMI (4.18) que será modificada nos termos
Al e À2.

Assim, a partir da LMI (4.18)

—AW­W­A"­B­F­C­CT­FTU­ BT +11 1­6: 1>O,

EV
AVAVAY

2 3 4 5 6 7 unesp ” 12 13 14 15 16 17 18



formamos duas LM!Is,

­ACW­W­A, ­B­F­C=CT­FT­BU4+1126­1>O,

A W­W­A, —B­F­C­CT.­FT­BT +1­1­6­1>O0.

Utilizando as LMIs (4.26), (4.13) — (4.15), realizando o projeto no software LMISol,

com o objetivo de encontrar um ganho satisfatório, obtemos os seguintes resultados:

K=F­M”

K =[32.0534 71731 314221].

Os autovalores da matriz A+ B­K­C são: ­3.8847 +2./380], ­3.8847 ­2./380j e

—1.6037.

Foi também obtido t = —0.04805.

Com os ganhos obtidos,

K =[32.0534 7.1731 314221] = [K, K, K] e

considerando como condição inicial [0 O O], foi simulado o sistema da figura 4.1.

Inicialmente considerando a7s,=­1,8.
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Figura 4.5 — Simulação do exemplo 3

Com os mesmos ganhos obtidos no LMISo|,

K=[32.0534 71731 31.422],

2, simulamos o sistema da figura 4.1.considerando como condição inicial [0 O O], a22

Considerando uma entrada degrau, utilizamos o software Matlab, e plotamos o Yp(t) x

Portanto para as mesmas condições anteriores, considerando agora o termo a22 = ­2.2,

33:
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simulamos novamente o sistema da figura 4.1.

Considerando uma entrada degrau, utilizamos o software Matlab, e plotamos o Yp(t) x

Observando o três gráficos apresentados na figura 4.5 pode­se perceber que a diferença

entre eles é muito pequena, imperceptível. Isto ocorreu devido ao fato de que consideramos

uma faixa de variação muito pequena, apenas 10%.

4.5 ­ Restrição na Entrada

Assuma o conhecimento da condição inicial x(0). À restrição lu (9) < 1 é imposta para
todo tempo / > O se as LMIs (vide dedução no Apêndice):

W F
>O,

F ul

se mantiverem (vide Boyd et al., 1994), sendo W=P" e F=K­W, juntamente com as
LMIs (4.26), (4.27), (4.13) = (4.15).

Adotando novamente o módulo do pêndulo invertido como exemplo prático, podemos
explicar melhor o uso da restrição da entrada, supondo que o motor, que aciona o carrinho que

contém o pêndulo, tem um limite de tensão (tv .moror] <V, ).

Exemplo 4

Para o exemplo 4, usaremos o desdobramento das LMIs utilizada no caso da robustez

(4.26), (4.13) (4.15) e acrescentaremos as LMIs (4.27), sendo, para O nosso caso,
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consideraremos 4u=2.3,

ficando as LMIs da seguinte forma:

W=W">O0,

­AW­W­A ­B­F­C­CT­FT­BU4+T­I1­6­1>O,

A W­W­A, —B­F­C­CT­FU­BU4+T1­6­1>O,
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Realizando o projeto no software LMISol, com o objetivo de encontrar um ganho
satisfatório, obtemos os seguintes resultados:

K=FkM'=[70317 22023 48538],

os autovalores da matriz A, + B­ K­C são: ­1.0915 +0.9979j, ­1.0915 —0.9979j e —2.2193.

os autovalores da matriz 4, +B­ K­C são: ­1.2692 +1.3057), ­1.2692 ­1.3057je —1.4638.

Foi também obtido t= ­0.09169,

Com os ganhos obtidos,

K=[7.0317 22023 48538 =[K, K, &K).

Considerando, primeiramente, como condição inicial [0 O O], e a22 = ­1.8, foi feita a

simulação, apresentada na figura 4.6.

Considerando uma entrada degrau, utilizamos o software Matlab, e plotamos o Yp(t) x
ft. :

Rest. Ent., a22=­1.8 Cond. Inic. (00 0): Kp=7.0317, Ki=4.8538, Kd=2.2023 Rest.Ent., a22=­1.8 Cond. Inic. (0 0 0): Kp=7.0317, Ki=4.8538, Kd=2.2023

En
tra

da
,u

5
Tempo (s) Tempo (s)

Figura 4.6 — Simulação do exemplo 4, para entrada r(t) igual a degrau unitário.

EV
AVAVAY

6 7 unesp ” 12 13 14 15 16 17 18



Rest. Ent., a22=­1.8 Cond. Inic. (0 1 0): Kp=7.0317, Ki=4.8538, Kd=2.2023

qeeeecpesssquucuaquaessproesrqresesperseqoscsepenso

ease prusedress­

,

,
+
+

Pesseqrenost
'

'

deser­

ques cprossgaDee nesse pacas qessuspessaaçecsanE=naa

quesceepessequessqrescseprsueqresesperseguesseapese—
'

[1 SS

2 40­22

2h­teo

1th­­t­

1)­­­

queavespersegeneam|aeesegersrqreescpesseqreasepasns—

Tempo (s)

Rest. Ent., a22=­1.8 Cond. Inic. (0 1 0): Kp=7.0317, Ki=4.8538, Kd=2.2023

08|­­­j­.

õ pesr­t­­

04F

Tempo (s)

8bm|====­TmooOoe=­—Ex=DoDreamoAAdae”Sdoe—=o­EaS­+Ssn.Eoo*/o"oo.edSs=E[1)trmS:se=OEm

Teconspescaçunseqraesscprreeqeresr pesseqeaserpesso

qeesespessoeraseres rIesearenssmesss quer ormanca

qc

Rest. Entrada a22= ­1.8 Cond. inicial (0 1 O) Ent. degrau nula, Kpa=7.0317, Kis4 8539, Kd=2.207

os.

1ab­ton'epenug
Aast­t­­

123 ­1.8 Cond. inicial (0 1 0) Ent. degrau nula, Kp=7.0317, Kis4 8538, Ko=2.202

Ppetesqtesmaspes=Aqrotaspeossadreee resseporssadesso

alcoccmasansonoo

aechocr

Rest. Entrada a2
0.25

006 f­­­­

[1

D05t­­­­

Tempo (s)Tempo (s)

Figura 4.8 — Simulação do exemplo 4, para entrada r(t) igual a degrau nulo.
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Figura 4.11 — Simulação do exemplo 4, para entrada r(t) igual a degrau nulo.
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Figura 4.12 — Simulação do exemplo 4, para entrada r(t) igual a degrau unitário.
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Rest. Ent., a22=­2.2 Cond, Inic. (0
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Figura 4.14 — Simulação do exemplo 4, para entrada r(t) igual a degrau unitário.

314, que lu(t) <u=24.11 e4Observe nas figuras 4.8,

Saídaição na4.6 ­ Restr

Assumindo conhecer a condição inicial x(0), por exemplo,
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A restrição polsa é imposta para todo tempo r>0O se as LMIs (vide dedução no
Apêndice):

W Fl.
>O0,

CcW Z

se mantiverem (vide Boyd et al., 1994), sendo W=P" e F=K­M , juntamente com as
LMIs (4.26), (4.27), (4.13) — (4.15).

Exemplo 5

Para o exemplo 5, empregaremos as LMIs usadas na restrição na entrada com o

141=2.3, acrescida da LMI de restrição na saída acima, sendo que neste caso consideraremos

A=11,

As LM!Is ficam da seguinte forma:

W=W">O0,
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AW­W­AT=B­F­C­CU­FTBU4+6B1­6­1>O,

A W­W­A­B­F­C­CT­FTBU +t1­6­1>O,

Realizando o projeto com o software LMISol, com o objetivo de encontrar um ganho

satisfatório, obtemos os seguintes resultados:

K=F­M '=[73019 21430 5.2368].

Os autovalores da matriz 4 +B­K­C são: ­1.1702 +1.11613, ­1.1702 ­L1161),
e ­2.0026.

Os autovalores da matriz 4, +B­K­C são: ­1.2719 +1,4577), ­1.2719 ­1.4577),
e —1.3993,
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Foi também obtido t£ = —0.002284.

,Com os ganhos obtidos

r­ão[e]o[4][asã=[e][5º]S&Fa:[e]Õ&o&fe)oOooi—­=dOaê=;[e]fo)=)OoO(e)ONe)oo——=)=|.—(4)nno[92]FeDV>e—(xe)noSs&&oE=

Rest saida, a22=­1.8 Cond. Inic. (00 0); Kp=7,3019, Ki=5.2368 Kd=2.1430
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Figura 4.15 ­ Simulação do exemplo 5, para entrada r(t) igual a degrau unitário.
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Figura 4.18 — Simulação do exemplo 5, para entrada r(t) igual a degrau unitário,
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Figura 4.21 — Simulação do exemplo 5, para entrada r(t) igual a degrau unitário.
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Capítulo V

CONCLUSÕES

Foi mostrado que o problema de projeto de controladores PID pode ser

diretamente descrito através de BMIs (Bilinear Matrix Inequalities). Restringindo a

solução do problema, foi possível representá­lo como a solução de um conjunto de
LMES

Como não foi encontrado na literatura disponível, nenhuma abordagem em

relação ao projeto de controladores PID baseados em LMI, não tivemos dados para

comparação de resultados, mas adiantamos, que pelos resultados encontrados para

estabilidade, robustez, velocidade de resposta e restrições na entrada e na saída, esta

abortagem mostrou­se uma ferramenta poderosa, evitando cálculos massantes e

extensos e encontrando alguma forma de resposta, que resolva o problema de projeto.

Especificações sobre a taxa de decaimento (transitório), robustez, restrição na estrada e

retrição na saída foram consideradas no projeto.

Salientamos que o projeto proposto, que utiliza o método descrito em Trofino,
1998, para traduzir o problema de projeto através da solução de LMIs, é limitado, pois a
existência de soluções fica restrita a uma classe reduzida de situações. Recentemente a

literatura especializada tem divulgado novos métodos para a estabilização com acesso
somente a saída da planta e utilizando controladores estáticos, empregando em geral
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processos iterativos com LMIs por exemplo, vide (Iwasaki,1999).

Uma continuidade natural desta pesquisa é o emprego de métodos mais
elaborados para a solução das BMIs que traduzem o projeto dos controladores PID,
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A1 ­ Restrição na Entrada

Admite­se que um sistema linear e invariante no tempo possua a seguinte
representação em variáveis de estados:

i(t)= Ax(r)+ Bu(t),

7(1)=Cx()

sendo que

x(t) e NR é o vetor de estado;

ult) e NR" é a entrada do controle;

(1) e RP é asaídado sistema (p>m);
A E NR” éamatriz característica do sistema;

B e R""éamatriz de entrada do sistema;

C e R”" éamatriz de saída do sistema.

O problema da restrição no vetor de entrada u(t) consiste em especificar LMIs, de
modo que a assegurar que max|lu(:)| < à, , sendo que 1,é uma especificação considerada

120

no projeto do controlador.

Para a lei de controle u(t)=kx(t), tem­se que i(t)= Ax(t)+ Bkx(t).
Considera­se então, uma candidata a função de Lyapunov na forma quadrática

V(x)=x(1) Px(t), em que P é uma matriz real simétrica e definida positiva. A derivada
desta função em relação ao tempo, ao longo de qualquer trajetória, é descrita por:

V(x) = i(t) Px(t)+ x(t) Px(t)=(Ax(t)+ Bla(t)) Px(t)+ x(1) P(Ax(t)+ Blat)

= (x)47 + x(0)'KT BT )Px(0)+ x(0)" P(AXx(0)+ Blx(0))
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=x(t) A" +x(t) KB" Px(t)+ x(t) PAx(t)+ x)PBlx(t)

= x(0) (AP + PA+YKTB'P+ PBk (1)

= x(t) P(PPrAT + AP + POKRTBT + BP" )Px(t).
Assim,

V=x() (PAT +AP' +PKTBT + BP" (o).

Definindo­se X = P”', tem­se que

V =x(t)' PÍ(XA" + AX + XKTB" + BkX )Px(t)

e definido­se que F = kP” =kX , obtém­se

V = x(t)' P(XA"! + AX + FTB" + BF )Px(1).

Como V(x) foi escolhida sendo definida positiva, a estabilidade assintótica é
assegurada quando V(x) é definida negativa. Logo

XA" +AX+F'B +BF<O.

Então, as condições para a estabilidade são a existência de X e F, tais que

—(XA"+AX+FTBU+BF)>0e X=X">O, (A02)

que são LMIs em X e F.
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Quando uma determinada condição inicial x(0) é conhecida, é possível encontrar um
limite superior para a norma euclidiana da entrada de controle u(r), Boyd et. al., (1994).
Considere inicialmente, que X = X" >O satisfaçaq ç

x(0)X x(0)<1. (A03)

Esta condição não restringe a solução de (AO02), pois apenas limita a norma de X*'
e (A02) não impõe outras restrições à matriz X.

Segundo Boyd et. al. (1994), a idéia básica do complemento de Schur diz que a LMI

[29 sobo, (AO4)

sendo que M(x)= M(x), R(x)=R(x) e S(x) tem uma dependência afim de x e é
equivalente a

R(x)>0O e M(x)­ S(x)R(x) S(x) >O,

ou seja, este conjunto de inequações não­lineares pode ser representado através da LMI
(AO4).

Logo, pelo complemento de Schur, (A03) possui a seguinte equivalência:

sf 0>0 | ; O o. (AOS)
x(0)

Como k = FX” e definindo­se z= XPx(), tem­se que

max|lu(t)|, = max|/x(e)], = max| FX"x(),t20 120 120

= max FxTixhx Va) = max FX ÓO) :120 2 120 2
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De (A03),

|: 00f = [x xo) =x0) x/Ax/Axbo)=xr(0)X x0)<S1. — (AO)
Como para V(x)=x(t) X"x(t), V(x(t))<O, para x*0O, então (AO7) é satisfeita

para todo x(t), r 2 O, e assim,

ze)? = Sã | = xt) x AXAx()= x)Xx(0)<]
De (A06) e (AO7),

= max FX É)120
= maxJe) XAPFTFX V2()

2

= dua( X É FTAJT O = Anal AFTFX*).

2

max Fx AO)120 <> Anal X/AFTFR A )< ui.2

Esta condição é equivalente a

XxAFTEXA­UISO,

de)(xr­ nã! Dk) E OE0 ExtFTEK A )­ ir
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Multiplicando­se (AO09), em ambos os lados, por X Ah , obtém­se

F'F­uX<O0O>unuX­F'F>O

= X ­ F'(u?I)F >O. —(AIO)

Logo, pelo complemento de Schur, (A10) possui a seguinte equivalência:

. ­
Ft:­ XFX hsuirzos|” )>º. F ul

Portanto, as LMIs (AS) e (A11) solucionam o problema.

A2 ­ Restrição na Saída

O problema da restrição no vetor de saída y(t) consiste em especificar LMIs, de
modo a assegurar que maxly()|<S,, sendo que é, é uma especificação considerada no12

projeto do controlador.

A análise a seguir é semelhante àquela efetuada no estudo da restrição no vetor de
entrada. Para isso, considera­se, novamente, o sistema linear e invariante no tempo descrito

em (AO1). Como x(r)= XA2(), tem­se que

maxly(ee = malexof = maxfex/z(] =mac/e(x crcxÁzo)120 120

­ [Eco taÇS O) ­m[ XÉcroxÁ) :
Portanto, analogamente ao desenvolvimento realizado anteriormente em (A9),

(A10) e (All), tem­se que
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2max exÉz() <é6 => Ana( XPCtCRÁ)< E.2

Esta condição é equivalente a

xhCToxh —EMN<O,

def (xócroxé il el) 2)20 2xACTOXxA ­xÚÉ)­).
Multiplicando­se (A12), em ambos os lados, por Xh , obtém­se

XC'CX ­ E <O0>zE7X ­ XCTCX >O

= X­XxC(E?I)CX >O. (A13)

Logo, pelo complemento de Schur, (A13) possui a seguinte equivalência:

x *C | (Al4)­XACOXAriisoOS
2cx E

| Portanto, as LMIs (AO5) e (A14) solucionam o problema.
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