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Resumo

Esta dissertagdo apresenta um estudo sobre o projeto de controladores PID,
propondo um método para a analise da estabilidade e para o projeto de controladores,
utilizando Desigualdades Matriciais Lineares (Linear Matrix Inequalities - LMI). As
técnicas de projeto também permitem a especifica¢do do transitério através da taxa de
decaimento e a especificagdo de restricdes na entrada de controle € nas variaveis de

estado do sistema controlado.
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Abstract

This work presents a study on PID controllers design, proposing a method for
the analysis of stability and for the controller design, using Linear Matrix Inequalities
(LMI). The specification of the dacay rate and the specification of constraints on

control input and state variables of the controlled system are considered.
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Capitulo I

INTRODUCAO

Utilizamos nogdes de controle, praticamente em tudo que fazemos: em situagdes
naturais como acordar, pois se acordamos antes do horario de costume, fazemos uma
verificagdo no reldgio, vemos que ainda ¢é cedo e voltamos a dormir. O mesmo acontece
na hora do banho: abrimos a valvula, fazemos antes uma verifica¢do, com as maos para
certificarmos que a dgua esta na temperatura desejavel, fazemos os ajustes necessarios e

agora sim a agua esta pronta para utilizarmos.

Na industria também encontramos grandes aplicagdes para o controle, seja no

controle de nivel de liquido, de temperatura.

Atualmente, com toda tecnologia disponivel, encontramos também um mercado
bastante exigente, que procura por produtos confidveis e com qualidade. O que leva as
industrias a apresentarem produtos e servigos de nivel internacional, proporcionando ao
ambiente industrial a necessidade de um controle pleno sobre maquinas e processos. O
que, da mesma maneira exige um conhecimento mais avangado de seus profissionais,
levando a engenharia de controle a fornecer solugdes praticas ¢ mesmo tedricas para

atender o exigente mercado industrial.

E devido a esta eficiéncia nos processos de produgio industrial, é possivel
1
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produzir produtos € servigos com menor tempo de produgdo, menor consumo de energia

e maior precisdo de ajustes e medidas.

Os controladores industriais microprocessados sdo pec¢as fundamentais a

produgdo industrial, proporcionando maior eficiéncia, maior confiabilidade e menor

numero de trabalhadores para atuagdo e supervisdo de processos.

Com surgimento destacado na década de 80, os controladores industriais
microprocessados podiam ser encontrados com esquemas de configuragdo diversos:
Controlador PID e auto-ajuste de parimetros (self-tuning), Controlador adaptativo de
uso geral, Controlador PID adaptativo e Controlador PID entre outros; podendo ser
encontradas todas estas fungdes em apenas um aparelho e outras de interesse industrial
como a indicagdo de poténcia de saida, saida para alarme, tipo de entrada (sensor)

configuravel por software.

Os controladores PID tém recebido consideravel atengdo por parte de
pesquisadores nas Ultimas quatro décadas, sendo empregados, no minimo na metade dos

controladores autométicos instalados na industria, Ogata (1993).

Infelizmente ainda ndo foi encontrado nenhum método que resolve sozinho todos

os problemas encontrados na industria.

No capitulo II é apresentada a agdo de controle do tipo PID nas formas continua e
discreta, também destacando os algoritmos mais conhecidos na literatura para a sintonia
dos pardmetros PID. No capitulo III sdo apresentados conceitos de estabilidade de

Lyapunov, necessarios ao projeto de controladores PID baseados em LMI.

No capitulo IV estd o trabalho desenvolvido propriamente dito, que pela literatura
abordada, destacamos que é um trabalho inédito. A idéia basica foi interpretar o projeto
de controladores PID como o projeto de controladores estaticos que realimentam as
saidas disponiveis. Entdo, projetar os ganhos utilizando LMIs. Apresentamos um
método, para a andlise de estabilidade, e outros pardmetros para projeto de

controladores, utilizando Desigualdades Matriciais Lineares (Linear Matrix

A,
AVAVEY

/3
2 3 4 5 6 if Eunespm. 12 13 14 15 1o 17 18



Inequalities (LMI)). As técnicas de projeto também permitem a especificagdo do

transitorio através da taxa de decaimento e a especificagdo de restrigdes nos sinais de

controle das entradas e das saidas.

A anidlise de estabilidade e o projeto de controle sdo reduzidos a problemas
descritos por LMIs (Boyd et al., 1994). Numericamente, os problemas de LMIs podem
ser resolvidos muito eficientemente por meio de algumas ferramentas poderosas

disponiveis na literatura de programagdo matematica (Boyd et al., 1994).

A interpretacdo das andlises de estabilidade e problemas de projeto de controle
como problemas descritos por LMIs € equivalente a encontrar solu¢des para problemas

originais.

No Capitulo V, apresentamos conclusdes e sugestdes para futuros trabalhos.
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Capitulo II

PROJETO DE CONTROLADORES PID

2.1 - Introducao

Qualquer sistema de controle deve ser estavel. Além da estabilidade absoluta, isto
€ se um sistema ¢ estavel ou instavel, um sistema de controle deve ter uma estabilidade
relativa razodvel; assim, a resposta deve apresentar amortecimento razoavel. Além
disso, a velocidade de resposta deve ser razoavelmente rapida e o sistema de controle

deve ser capaz de reduzir erros a zero ou a algum valor pequeno toleravel.

Sistema ¢ um conjunto de componentes ou dispositivos que interagem entre si
para desempenhar uma fungdo especifica. Para que o sistema atinja seu objetivo, é
necessario que todos os seus componentes ou dispositivos desempenhem de forma
eficiente sua fungdo particular. Definido em fungdo de variaveis de entrada e de saida, o
sinal de entrada ¢ o sinal de excitagdo do processo, e o sinal de saida é a varidvel

controlada pelo sinal de excitag@o.
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Entrada
—> Sistema

Figura 2.1 - Diagrama de blocos de um sistema.

Um sistema ¢€ classificado como sistema de controle quando a variavel de entrada
¢ constantemente manipulada para controlar a variavel de saida em um valor particular,

ou a uma taxa de variagdo pré-determinada.

2.1.1 - Objetivos dos Sistemas de Controle

Os sistemas dindmicos sdo incapazes de transferir, instantaneamente, variagdes do
sinal de entrada para sua saida, pelo motivo de armazenarem energia interna (mecanica,
elétrica, térmica). Essa caracteristica compromete o seu desempenho, a ponto de tornar
sua resposta insatisfatoria para determinadas aplicagdes, no que se refere a tempos e
valores finais da reposta. E comum, por exemplo, dizer que o sistema € lento ou que

apresenta erro na resposta.

Os sistemas de controle atuam com o objetivo de compensar os problemas
ocasionados, por exemplo, pelas variagdes de energia nos sistemas dinamicos,
acelerando a resposta dos mesmos, a mudangas nos sinais de entrada, fazendo com que
a saida alcance o valor desejado num espago de tempo minimo aceitdvel e com a melhor

precisdo possivel.

2.2 - Controladores Industriais

Com a rapidez da evolugdo dos controladores industriais, é possivel em pouco
tempo obter automaticamente os pardmetros de um controlador necessario para manter

0 processo com um minimo de erro em relagdo ao sinal de referéncia desejado.
Alguns controladores encontrados na inddstria possuem modo de operagdo
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simples como o dos controladores on-off. Eles podem ser implementados nas formas

analdgica ou digital, seu modo de funcionamento pode ser descrito da seguinte forma:

na presenga de um sinal de realimentagéo acima do sinal de referéncia desejado mantém

o sinal atuante em um valor minimo (ou zero) e consequentemente com nenhuma
poténcia aplicada a planta e para um nivel de realimentagdo abaixo do sinal de
referéncia a poténcia ¢ totalmente aplicada. A principal desvantagem deste controlador é
a variagdo permanente da saida controlada em torno do sinal de referéncia desejado.
Para diminuir a freqiiéncia desta oscilagdo é acrescentado ao sistema um pardmetro
conhecido como histerese, que equivale a uma regido simétrica ao valor da referéncia
desejada criando uma regido onde a saida do controlador conserva seu valor atual até
que o sinal de erro atuante tenha sido movido além do valor desta faixa. Desta forma, o
valor da histerese serd um comprometimento entre precisdo desejada e a durabilidade do

elemento atuador.

Outro controlador também muito disponivel na indistria devido a sua

simplicidade, € o controlador proporcional.

Se E(s) for o sinal de erro e U(s) a entrada da planta, este controlador apresenta a

seguinte fun¢do de transferéncia:

Também de grande aplicagdo industrial, citamos o controlador de processos PID,
que ¢ uma soma das agdes proporcional, integral e derivativa. A finalidade da agdo
integral, € eliminar o erro em regime estaciondrio para uma entrada de referéncia do tipo
degrau. Esse controlador pode introduzir oscilagdo na resposta pelo aumento da ordem
do sistema. A finalidade da ac@o derivativa é a de antecipar o erro atuante e produzir

agdo corretiva mais cedo (pois responde a taxa de variagdo do erro atual).

Os controladores PID apresentam a seguinte fungdo de transferéncia:
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2.3 - Sintonia de controladores PID

A sintonia adequada aos pardmetros dos controladores PID tem sido o principal
problema com os controladores PID na industria (Astrom et. al. (1988)). A principio
esta sintonia era manual, utilizando graficos como propostos por Zigler-Nichols,
podendo produzir variagdo de valores de acordo com o operador, introduzindo nos
aparelhos os valores conseguidos e feito um ajuste final por tentativa e erro. Outro
método utilizado, mas de grande demora e dificil manuseio, pois depende do
conhecimento do operador, € a ligagdo do aparelho em modo manual sem nenhum
pardmetro inserido e ir ajustando cada pardmetro a medida que a saida do processo fosse
aproximando-se da referéncia desejada. Esse método varia muito de operador para

operador.

Alguns métodos disponiveis para se conseguir sintonizar os pardmetros
operando-se diretamente no controlador sdo apresentados, por exemplo, nas revistas

editadas pela Instrument Society of America (ISA).

O controle Proporcional-Integral-Derivativo (PID) de processos é, sem duvida
alguma, o método de controle mais aplicado na inddstria, devido ao fato de uma ampla
variedade de processos industriais poderem ser controlados com boa precisdo e robustez
com esta técnica e de sua atuagdo ser bem conhecida por engenheiros e técnicos. Esse
fato justifica a busca de métodos eficientes de sintonia automatica dos parametros dos

controladores PID, para a obten¢do de um maior rendimento da operagéo.

Virias técnicas de auto-sintonia para reguladores classicos e simples como os

PIDs, podem ser encontradas na literatura especializada. Motivado por duas razdes

principais: primeiro destacamos que um regulador simples é rapido, facil de
implementar e, de fécil sintonia; segundo, este regulador classico é bem conhecido e
aceito no ambiente industrial. Destacando que estes trabalhos tém encontrado aplica¢do

industrial imediata.
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2.4 — Projeto de Controladores PID

Quando ¢ 'disponivel o modelo matematico da planta, dada pela sua fungdo de
transferéncia, o projeto de controladores PID pode ser feito, por exemplo, utilizando
técnicas do controle classico: métodos de resposta em freqiiéncia e método do lugar das
raizes (root locus) (Ogata, 1993; Kuo, 1995; Dorf and Bishop, 1995). Esta dissertagdo
propde o projeto de controladores PID, supondo conhecida a fungdo de transferéncia da

planta e acesso somente a saida da planta.
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Capitulo III

PROJETO DE CONTROLADORES
BASEADOS EM LMIs

3.1 — Introducao

Neste capitulo sera apresentado um estudo abordando a estabilidade de sistemas
complexos: variaveis de estado, entradas ou saidas, que indiferentemente interferem na
complexidade do sistema, o qual para a sua resolugdo requer estratégias mais elaboradas
em relagdo as requeridas para sistemas de primeira ordem. Serd dada maior énfase na
abordagem do projeto de sistema de controle por espago de estados, incluindo

controlabilidade, observabilidade e analise da estabilidade de Lyapunov.

Alguns conceitos usuais, encontrados na literatura bésica sobre o assunto, sdo
apresentados de forma direta, constando como conhecimento necesséario para um estudo
sobre projeto de controladores baseados em LMIs. Foram pesquisados os livros que
abordam a teoria de controle em geral, (Ogata, 1993; Kuo, 1995; Dorf and Bishop,
1995).
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3.2 — Conceitos Basicos

3.2.1 — Espaco de estados

O espago n-dimensional cujos eixos coordenados s30 0 €iX0 Xj, €1X0 X2, ..., €1X0 X
¢ chamado de espago de estados. Qualquer estado pode ser representado por um ponto

no espago de estados.

3.2.2 — Controlabilidade

Considere o sistema:

Xx=Ax+Bu, xeR", ueR,

y=Cx+Du, ye®R.
Seja a lei de controle, dada por:
u=-Kx. (3.03)

Um problema cléssico de controle é a determinagédo, se possivel, de K de modo

que os polos do sistema de malha fechada possam ser arbitrariamente posicionados.

Se o sistema for controlavel, entdo pode-se posicionar os polos de malha fechada

arbitrariamente com a lei de controle u = -Kx. Isto &, alocar a estabilidade desejada.
Supondo que o sistema seja controlavel, isto é:
det[B| AB|...A™ B] # 0,
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considere que os polos desejados para a malha fechada s3o:

S=H],!~12a---sl—ln--

Entdo, defina:

G(S) = (s-1) (s-M2) ... (s-Hn),

BS)=s"+0a " + ..+ Uy 5+ O,

O(A)=A"+ 0o A" + .+ A+ Ol

Usando a férmula de Ackermann para o cédlculo de K, temos (Ogata, 1993):

K=[00..01][B|AB|..[A"'B]" ¢(A).

3.2.3 — Observabilidade

Seja o sistema (3.01) e (3.02), rescrito:

X = Ax+Bu,

onde:
u — ¢ a entrada do sistema,

y —¢€ a saida do sistema.
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Note que:

y(0) = C-x(0)+ D -u(0),

$(0) = C-x(0)+ D-1(0) = C-(4- x(0) + B -u(0))+ D -u(0),

y(0)=CA-x(0)+ CB-u(0)+ D -u(0),

5(0) = C-%(0) + D-ii(0) = C - (- x(0) + B -1(0))+ D -ii(0),

$(0) = CA? - x(0) + CAB - u(0) + CB - t:(0) + D -ii(0),

"(0) = CA™ - x(0) +....

[ 7(0) ]
»(0)
¥(0)

y(0)
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Tc = termos conhecidos.

Se 9 for inversivel,

[ y(0) ]
$(0)
$(0)

'y ©

e o sistema dado serd observavel. Se, 9 for inversivel, entdo, det(8) # 0.

3.2.4 — Estabilidade de Lyapunov

A estabilidade assintotica de x(¢) = Ax(¢) pode ser alcangada por dois métodos,

descritos a seguir:
1 - Método Indireto:

(1) Computando o polindmio caracteristico de A;

(i1) Aplicando o critério de Routh-Hurwitz.
2 - Método Direto:
(111) Computando os autovalores de A.

O critério de estabilidade de Lyapunov na sua forma mais ampla pode determinar

a estabilidade de sistemas ndo-lineares e/ou variantes no tempo.

No caso de sistemas lineares invariantes no tempo o critério de Lyapunov é uma

alternativa para computar estabilidade assintotica sem computar os autovalores de A.

Também ¢ um recurso para a determinagdo de leis de controle visando
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desempenho 6timo.

3.2.4.1 - Conceitos basicos:

Matrizes positiva definidas e positiva semidefinidas.
* Uma matriz quadrada M no corpo dos complexos € hermitiana se:

M* =M,

M* = ¢ a matriz transposta conjugada de M;
» Uma matriz quadrada M no corpo dos reais € simétrica se:

M’=M,

M’ = ¢é a matriz transposta de M.
Todos os autovalores de uma matriz hermitiana sio reais e existe “P” tal que:

P'=P* ¢ M =PMP*,

onde :

M ¢é diagonal (assim seus autovalores estio na diagonal e apresenta todos

autovalores reais).

Seja M hermitiana e,

Amin = menor autovalor de M,

AVA
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Amax = Maior autovalor de M.

Entdo,

Rn [|xN2 Sx*Mx < )Lm"x“z,v‘x eC”,

2
[ =<xx>=x*x =S| .

i=l

Considere a definigao:

Uma matriz hermitiana M ¢ dita ser positiva definida se e somente se x*Mx > 0,

paratodox e C".

Uma matriz hermitiana M € dita ser positiva semidefinida se e somente se x*Mx 2

Uma matriz hermitiana M é definida (semidefinida positiva) se e somente se
qualquer uma das seguintes condigdes forem satisfeita:

Todos os autovalores de M sdo positivos;

Todos os menores principais de M sdo positivos (principais menores sdo ndo

negativos).

3.2.4.2 - Teorema de Lyapunov

Todos os autovalores de 4 tém parte real negativa, ou equivalentemente

x(t) = Ax(t) € assintoticamente estavel se e somente se para qualquer matriz hermitiana

N definida positiva, a equagdo matricial
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A*M+MA= - N.

tenha uma tinica solugdo que é a matriz hermitiana M sendo que M € positiva definida.

3.3 — Desigualdades Matriciais Lineares

Nos ultimos anos, Desigualdades Matriciais Lineares, (LMI), tém recebido
atengdo consideravel na area de andlise e projeto de Controle (Trofino, 1998; Packard
et. al., 1991; Tanaka et. al., 1998; Boyd et. al., 1994; Iwasaki and Skelton, 1994).

Numericamente, os problemas de LMIs podem ser resolvidos, muito
eficientemente, por meio de algumas ferramentas poderosas, disponiveis na literatura de

programag¢do matematica (Boyd et. al., 1994).

A interpretagdo das analises de estabilidade e problemas de projeto de controle
com problemas descritos por LMIs € equivalente a encontrar solugées para os

problemas originais ( Pietrobom, 1999).

A idéia do trabalho é utilizar os resultados disponiveis para o projeto de
controladores, com realimentagdo estatica da saida, através das ferramentas disponiveis
utilizando LMIs, interpretando o problema do projeto de controladores PID, como o

projeto de um controlador proporcional que realimenta a saida disponivel.
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Capitulo IV

PROJETO DE CONTROLADORES PID
COM LMIS

4.1 — Introducao

Neste capitulo apresentamos resultados sobre o projeto de controladores PID com LMIs
objetivando a estabilidade, uma taxa de decaimento conveniente, robustez paramétrica,

restri¢do na entrada e restri¢do na saida.

A proposta principal deste capitulo, é abordar o problema de projeto de controladores
PID, através do projeto de um controlador estitico, como mostrado na figura 4.1,
realimentando o vetor de saida disponivel (y), composto pelas varidveis de estado disponivesis,
que sdo: o proprio erro (e), sua derivada (w), sua integral (z); destacamos que G(s) € a fungdo

de transferéncia da planta, e u=/Kp Kp K/ y a entrada da planta.

Com esta estrutura, pretende-se utilizar estes resultados, para o projeto de controladores

estaticos com LMIs .

Pela literatura disponivel ndo existe solugdo perfeita para esse problema (Iwasaki,
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1999), mas sdo apresentados métodos que oferecem solugdo em certas situagoes.

PLANTA

Yo (5) i
Uts) G(s)

Figura 4.1 — Controlador estaitico.

O projeto de controlador PID com LMIs, sera abordado da seguinte forma:
inicialmente, serd projetado, considerando como restri¢do inicial a estabilidade, e com o
objetivo de se obter um sistema satisfatorio, serdo acrescidas novas restrigdes a cada evolugdo
do processo.

Estabilidade.

Estabilidade + taxa de decaimento.

Estabilidade + taxa de decaimento + robustez.

Estabilidade + taxa de decaimento + robustez + restrigdo na entrada.

Estabilidade + taxa de decaimento + robustez + restri¢do na entrada + restrigio na
saida.

Exemplo — este exemplo ser4 utilizado como referéncia em todo o desenvolvimento do
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trabalho.

Podemos considerar como um exemplo ideal do estudo feito, um motor de corrente

continua, cujo diagrama de blocos € representado na figura 4.2.

i o)1 6®

Tensao )

Velocidade| Posi¢do
X X

Figura 4.2 — Diagrama de blocos de um motor corrente continua.

A fungdo de transferéncia de um servomotor corrente continua, ¢ dada por:

€(s)= _ K |
V(s) s[L,-Js*+(L, b+R, J)s+R, b+K K, ]

Como a indutdncia L, do circuito da armadura normalmente € pequena, ela pode ser

desprezada. Se L, for desprezada, entdo a fungdo de transferéncia dada, se reduz a

&(s) - é a saida do sistema.
V(s) — ¢ a entrada do sistema.

R, —resisténcia da armadura, ohm.
L, — indutancia da armadura, henry.
K, — constante de forga contra eletromotriz.

b — coeficiente de atrito viscoso equivalente do motor e da carga referidos ao
- eixo do motor, N-m/(rad/s).
J — momento de inércia equivalente do motor e da carga referidos ao eixo do

motor, kg-m’.
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4.2 - Estabilidade

A caracteristica mais importante do comportamento dindmico de um sistema de controle
¢ a estabilidade absoluta, isto é, se o sistema é estavel ou instavel. Um sistema de controle
invariante no tempo e linear ¢ estavel, se a saida volta ao estado de equilibrio quando o

sistema € sujeito a uma perturbagao.

Em Trofino (1998), foram apresentadas condi¢des para andlise e sintese de sistemas de
controle com acesso parcial as varidveis de estado da planta, baseados nas nogdes de
estabilidade, com fungdo de Lyapunov quadritica e fun¢do de Lyapunov dependente de
pardmetros do sistema. Nesta dissertagdo esses resultados foram aplicados no projeto de
controladores Proporcional, Integral e Derivativo (PID), no que se relaciona a estabilidade,

taxa de decaimento, robustez, restri¢do na entrada e restrigdo na saida.

Existem condigdes suficientes para a estabilidade de sistemas, que sdo derivadas usando

fungdes Lyapunov quadréticas do tipo ¥ = x (¢£)Px(t), P= P’ >0.

Entdo, seja o sistema da figura 4.1 dado por:

x= Ax+ Bu,

y=Cx, y=le w 4f,

eocontrolador u=K-y=[K, K, K,|-y. Assim,
x=(4+B-K-C)-x.
Dessa forma, a derivada de V sera:

V=x"Px + % Px.
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Como temos o x definido em (4.1), fagamos a devida substituig¢@o:
V=x"P-(4+B-K-C)-x +[(4+B-K-C)-x| Px.

T

Colocando o x* e o x em evidéncia, definimos a derivada de V:

V=x [P-(A+B-K-C)+(A+B-K—C)TP]-x.

Para que ¥ <0, qualquer que sejax # 0, devemos ter:
P-(A4+B-K-C)+(4+B-K-C)'P<0.
Multiplicando-se ambos os lados por P ,obtemos:
P —[P-(A+B-K-C)+(A+B-K-C)""P]-P“ <0,
e considerando P"'=W, segue a expressdo final:

A+ B KC)-W+W i(Ad+B-K:CY =0.
( ) ( )

Condicdes para estabilidade

Para verificar a estabilidade do sistema, devemos satisfazer:

V(x(r)>0 V(x(t)<0.
Assim, (4.07) deve ser satisfeita para
w=w'">0.

O projeto do controlador PID se resume a determinagdo de K e W, tais que:
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W=W">0e

AW+W-A" +B-K-C-W+W-CT.KT-B" <0. (4.08)

Note que a segunda equagdo é uma BMI (Bilinear Matrix Inequality) pois aparece o
produto de W e K. Em Trofino (1998), foi incluida a restrigdio M -C=C-W . Assim e

realizando as devidas substituigdes, obteremos:
AW+W-A" +B-K-M-C+M-C"-K"-B" <0. (4.09)
Assumindo que F' = K M, entdo, encontramos a seguinte equagao de estabilidade:
AW+W-A"+B-F-C+C" -F".B" <0, (4.10)
que é uma LMI. Como desejamos encontrar um ponto de estabilidade que torne o sistema

satisfatorio, igualamos a equagdo de estabilidade a um e escalar ¢ multiplicado por uma matriz
identidade I

minimizar ¢

AWrWAE % B F-C+CF+FTBY <i:I,

AW+W-A"+B-F-C+C"-F"-B" —t-1<0.
Assim, as LMIs para o projeto do ganho K sdo as seguintes:

—A-W-W-A"-B.-F.-C-C" -FT-B" +¢t-1>0,
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M-C=C-W.
Se existir solugdo, obtemos off-line:

K=k, K, K,| =F-M"".

Exemplo 1
Um problema deste método é que a restrigdo de igualdade MC=CW ¢ forte, o que limita

as situagdes onde existe solugdo. Para o exemplo 1, consideraremos a fungdo de transferéncia

da planta: G(s)= 21 . Assim o sistema da figura 4.1 com entrada u e saida

s +2s

y=[e w z] édescrito pelas matrizes (4, B, C) dadas na forma canénica

0 1 © 0

1
A=|0 -2 0f,B=|-1|]eC=|0
1 0 O 0 0

Realizando a simulagdo no software LMISol, com o objetivo de encontrar um ganho

satisfatorio, obtemos os seguintes resultados:

K=F-M™"'=[44207 0.1688 1.6930 ].
Os autovalores da matriz A+ B-K-C sdo: -0.8510 +1.7035j, -0.8510 -1.7035j e
—0.4669.
Foi também obtido ¢ = -0.4888 .
Com os ganhos obtidos,
K =[4.4207 0.1688 1.6930] = [K, K, K,],
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e também considerando como condigio inicial [0 0 0], o sistema da figura 4.1 foi simulado.

Considerando uma entrada degrau, utilizamos o software Matlab, e plotamos o Yp(?) x

Estabilidade: Kp=4.4207, Ki=1.6930, Kd=0.1688

Tempo (s)
Figura 4.3 — Simulag¢do do exemplo 1

4.3 — Taxa de Decaimento

Um exemplo prético descreve melhor o que almejamos: considere um mddulo didatico
com um péndulo invertido, onde é necessario limitar um prazo para que ele alcance
estabilidade, coisa de poucos segundos; ¢ onde aplicamos a taxa de decaimento, adotando um
o0 conveniente, caso contrario seria necessaria sua preparagdo até alguns dias antes, para que

no momento da exposi¢do aos alunos ele alcance o ponto de equilibrio.

E importante considerar ndo somente a estabilidade, mas também outros indices de

desempenho de controle, tais com velocidade de resposta, que esta relacionada com a taxa de

decaimento.

Considerando o desenvolvimento das equagdes para estabilidade como basico,

desenvolve-se a seguir o equacionamento para faxa de decaimento, sua implementa¢do no

LMISol e simulag¢do no Matlab.

Tendo como condigdo que:

AVA
ATAVA!

2 3 4 5) 6 7 Eunespm. 12: 13 14 15 1e .17

18



v(t)<e'V(0)

V(t)<-5-V(t). 4.17)
Na medida que aumentamos o valor de J, obtemos uma resposta transitoria rapida, que

geralmente resulta no aumento dos ganhos. Para valores reduzidos de J o sistema fica mais

lento.

A partir da fungdes Lyapunov quadréticas do tipo V(x(¢))= x" - P- x, e da derivada de V

dada em (4.4), mostrada a seguir, realizamos as substituigdes na equagao (4.17).
V=x [P-(A+B-K-C)+(A+B—K-C)TP]-x.

Assim, na equagdo da estabilidade acrescida do termo escalar ¢ (4.12), serd necessario

apenas acrescentar ¢ - P .
~AW-W-A"-B-F-C-C"-F" .-B" +t-1-5-P>0 (4.18)

Exemplificando, se quero um tempo de estabilizagdo <2 s, qual deve ser o dideal?

Considere que V < %V(x), Vx (Castrucci, 1981, pp. 62).

Como V>0, Vx e dt>0,
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Note que se,

P-(4+B-K-C)+(4+B-K-C) P+5-P<0,

T
P-(A-}-B-K-C+%-IJ+[A+B-K-C+§-I] P<0. (4.21)

Portanto, todos autovalores de 4+ B-K -C+(6/2)-1, devem ter parte real negativa.

Realmente, pois A sera autovalor de 4+ B-K -C+(5/2)-1, se existir v#0,

[A-E-B-K-C-i—%]-v:i—v,

(A+B—K—C)—v=[/l—£2s—]-v, (4.23)

e assim os autovalores de (4+B-K-C)+(5/2)=A, tém parte real negativa. Assim todos os

autovalores de (4+B-K - C) devem ter parte real menor do que —&/2.

Pelo critério de 2% para tempo de estabilizagdo (t;), para um sistema de segunda ordem,

subamortecido, com dois polos e sem zeros, (Ogata, pp. 215),

Esta formula também ¢ valida para o calculo aproximado do tempo de

estabiliza¢do para sistemas com um nimero maior de pélos do que dois, com pélos distintos e
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possuindo partes reais menores do que —¢ - @, .

Considerando¢ -, =§ e substituindo em (4.24), obtemos:

Portanto, se pretendemos determinar, um tempo de estabilizagdo £,=2 segundos, para o

mesmo sistema adotado, qual devera ser o ?

Solugdo:

portanto,

Exemplo 2

Para o exemplo 2, consideraremos a fungéo de transferéncia: G(s) = , € na forma

st +2s

canonica, o sistema da figura 4.1 é dado por:

05 Fa0 0
A={0 -2 o|, B=|-1|,C=
00 0

Consideramos 6 =2.
Realizando o projeto com software LMISol com as LMIs (4.12), (4.18), com o objetivo

de encontrar um ganho satisfatério, obtemos os seguintes resultados:

K=F-M™" =[246313 53151 32.5846],
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os autovalores da matriz A+ B- K - C sdo: -2.9222 +2.7380j, -2.9222 -2.7380j e —1.4708.

Foi também obtido ¢ = —0.0609 .

Com os ganhos obtidos,

K =[24.6313 53151 32.5846] = [K, K, K]

e também considerando como condigdo inicial [0 0 0], o sistema da figura 4.1 foi simulado.

Considerando uma entrada degrau, utilizamos o software Matlab, e plotamos o Yp(?) x

Taxa de Decaimento: Kp=24.6313, Ki=23.5846, Kd=5.3151
1.4 T T T T T T T T T

Tempo (s)
Figura 4.4 — Simulagiio do exemplo 2

Observe que o sistema atingiu o regime para ¢, ®4s, o que estd de acordo com a

formula ¢, =8/§, pois adotamos & =2.

4.4 — Robustez

Podemos exemplificar a aplicagdo da robustez paramétrica com o brago de um robg,
supondo que ele tenha uma fungdo simples, de carregar uma pega qualquer, do ponto x e
armazenar no ponto y, podendo esta pega variar de peso, formato e tamanho. Através da

robustez, definimos uma faixa de variagdo do peso, para que ndo comprometa a performance
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do brago do robd. Considere a planta dada na figura 4.1,

m m-1
Gls)= n(s) _b5,8"+b,,§" 4. +bS+by _ Yp(s)

n=1

G Sy es sy s A Sta,”  Uls)

El

Por exemplo, o elemento d; € [ dim dirg, onde d; é constante, i = 1.

dlm d M

Como queremos P4, + 4] P <0, defina:

A=6,-4,+6, 4,
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Assim,

P-4, +A'P<0.

P-(6,-4,+6, -4,))+(6,-4,+6,-4,)" -P<0,

P-6,-A +P-6, A, +P-6,-A +P-6,-4, -P<0,

6,-(P-4,+47 -P)+8,-(P- 4, + AT -P)<0.
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Logo, como 6,,6, € [O, 1] e 6, +0, =1, devemos ter:

P-4 +A"-P<0 e

P-4, +4, -P<0.

Exemplo 3

Para o exemplo 3, delimitaremos uma faixa de variagdo de 10%, trocando apenas o
termo a;; , assim teremos duas LMIs, usaremos a LMI (4.18) que serd modificada nos termos
Al e A2.

Assim, a partir da LMI (4.18)

—AW-W-A"-B.F.C-CT -FT BT +¢.I1-6-1>0,
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formamos duas LMIs,

-A-W-W-A"-B-F-C-C".FT.B" +t-1-§-1>0,

-A,-W-W-A" -B-F-C-C".F"-B" +1-1-8-1>0.
Utilizando as LMIs (4.26), (4.13) — (4.15), realizando o projeto no software LMISol,

com o objetivo de encontrar um ganho satisfatério, obtemos os seguintes resultados:

K=F-M"
K =[32.0534 7.1731 31.4221].

Os autovalores da matriz A+ B-K-C sdo: -3.8847 +2.7380j, -3.8847 -2.7380j e
-1.6037.

Foi também obtido ¢ =-0.04805.

Com os ganhos obtidos,

K =[32.0534 7.1731 314221 = [K, K, K,] e

considerando como condig@o inicial [0 0 0], foi simulado o sistema da figura 4.1.

Inicialmente considerando a;;=-1,8.
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Figura 4.5 — Simulac¢io do exemplo 3

Com os mesmos ganhos obtidos no LMISol,

K =[32.0534 7.1731 31.4221],

considerando como condigdo inicial [0 0 0], a22=-2, simulamos o sistema da figura 4.1.

Considerando uma entrada degrau, utilizamos o software Matlab, e plotamos o Yp(?) x

Portanto para as mesmas condi¢des anteriores, considerando agora o termo ax = -2.2,
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simulamos novamente o sistema da figura 4.1.

Consideran@o uma entrada degrau, utilizamos o software Matlab, e plotamos o Yp(?) x

Observando o trés graficos apresentados na figura 4.5 pode-se perceber que a diferenca
entre eles € muito pequena, imperceptivel. Isto ocorreu devido ao fato de que consideramos

uma faixa de variagdo muito pequena, apenas 10%.

4.5 - Restricao na Entrada

Assuma o conhecimento da condigdo inicial x(0). A restrigdo [u(#)|< x é imposta para

todo tempo ¢ > 0 se as LMIs (vide dedugdo no Apéndice):

-
/4 F’ 50,
F u’l

se mantiverem (vide Boyd et al., 1994), sendo W =P™' ¢ F =K W, juntamente com as
LMIs (4.26), (4.27), (4.13) — (4.15).

Adotando novamente o modulo do péndulo invertido como exemplo prético, podemos

explicar melhor o uso da restrigdo da entrada, supondo que o motor, que aciona o carrinho que

contém o péndulo, tem um limite de tensdo []V.motor| < Vo).

Exemplo 4

Para o exemplo 4, usaremos o desdobramento das LMIs utilizada no caso da robustez

(4.26), (4.13)+4.15) e acrescentaremos as LMIs (4.27), sendo, para o nosso caso,

34
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consideraremos u =2.3,

ficando as LMIs da seguinte forma:

w=w">0,

—A4-W-W-A4"-B-F-.C-C" -FT-B"+T-1-6-1>0,

—A,-W-W-A4," -B-F.C-C" -FT-B"+T-1-6-1>0,
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Realizando o projeto no software LMISol, com o objetivo de encontrar um ganho

satisfatorio, obtemos os seguintes resultados:

K=F-M"=[7.0317 22023 4.8538],

os autovalores da matriz 4, + B-K - C sdo: -1.0915 +0.9979j, -1.0915 —0.9979j e —2.2193.

os autovalores da matriz 4, + B- K - C sdo: -1.2692 +1.3057j, -1.2692 -1.3057je —1.4638.

Foi também obtido t=-0.09169.

Com os ganhos obtidos,

K=[7.0317 22023 48538]=[K, K, K]

Considerando, primeiramente, como condi¢do inicial [0 0 0], e a;; = -1.8, foi feita a

simulacdo, apresentada na figura 4.6.
Considerando uma entrada degrau, utilizamos o software Matlab, e plotamos o Yp(?) x

L.

Rest. Ent., a22=-1.8 Cond. Inic. ( 00 0): Kp=7.0317, Ki=4.8538, Kd=2.2023 Resté‘ Ent,, a22=-1.8 Cond. Inic. (0 0 0): Kp=7.0317, Ki=4.8538, Kd=2.2023
1 T T T T T - T r T T T T T T T T T

Entrada, u

Tempo (s) Tempo (s)

Figura 4.6 — Simulacido do exemplo 4, para entrada r(t) igual a degrau unitério.
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Rest. Ent., a22=-1.8 Cond. Inic. (0 1 0): Kp=7.0317, Ki=4.8538, Kd=2.2023
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Figura 4.8 — Simulagio do exemplo 4, para entrada r(t) igual a degrau nulo.
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igura 4.10 — Simulagio do exemplo 4, para entrada r(t) igual a degrau unitério.

F

-2 Cond. inicial 0 1 0) Ent. degrau nula, Kp=7 0317, Ki=4 8538, Kd=2 20

Rest. Entrada a22= -2 Cond. inicial @ 1 0) Ent. degrau nula, Kp=7.0317, Ki=4 8538, Kd=2 20Z pgst Entrads a22
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11 — Simulagdo do exemplo 4, para entrada r(t) igual a degrau nulo.

Figura 4.

Rest. Ent., a22=-2.2 Cond. Inic. ( 0 0 0): Kp=7.0317, Ki=4.8538, Kd=2.2023
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Figura 4.12 — Simulacio do exemplo 4, para entrada r(t) igual a degrau unitério.
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Rest entrada, a22= -2.2 Cond. Imic.(0 1 0). Kp=7 0317, ki=4 B538, Kd=2 2023. Rest. Ent., a22=-2.2 Cond. Inic. ( 0 1 0): Kp=7.0317, Ki=4 8538, Kd=2.2023
4 T T T T T v T 8 T T T T T T T T T

T T

Entrada, u

Tempo (5) Tempo (s)

Figura 4.13 — Simulacio do exemplo 4, para entrada r(t) igual a degrau unitirio.

Rest. Entrada a22= -2.2 Cond. imicial (0 1 0) Ent. degrau nula, Kp=7 0317, Ki=4 B538, Kd=2 202
05 . - - v T v

Rest. Entrada a22=-2.2 Cond. wnicial (0 1 0) Enl. degrau nula, Kp=7 0317, Ki=4 8538, Kd=2 20z
1 T T T T T T T T T

Entiada, u

Tempo (s) Tempo (s)

Figura 4.14 — Simulag¢iio do exemplo 4, para entrada r(t) igual a degrau unitario.

Observe nas figuras 4.8, 4.11 e 4.14, que |u(t) < x=2.3.

4.6 - Restricao na Saida

Assumindo conhecer a condigdo inicial x(0), por exemplo,

x(0)
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A restrigdo Hy(r)“éi ¢ imposta para todo tempo >0 se as LMIs (vide dedugdo no

Apéndice):

w FT
> [0y
C, W 2

se mantiverem (vide Boyd et al., 1994), sendo W =P™' ¢ F=K-M, juntamente com as
LMIs (4.26), (4.27), (4.13) — (4.15).

Exemplo 5

Para o exemplo 5, empregaremos as LMIs usadas na restricdo na entrada com o

M =23, acrescida da LMI de restrigdo na saida acima, sendo que neste caso consideraremos

A=1.1,

As LMIs ficam da seguinte forma:

w=w">0,
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— AW =W-AT —B-F-C~CT - FT.BT 41-1-8:1>0,

~4,-W-W-4" -B-F-C-C"-F".B" +t-1-5-1>0,

Realizando o projeto com o software LMISol, com o objetivo de encontrar um ganho

satisfatorio, obtemos os seguintes resultados:
K=F-M™"=[73019 21430 5.2368].

Os autovalores da matriz 4, +B-K-C sdo: -1.1702 +1.1161j, -1.1702 -1.1161j,
e -2.0026.

Os autovalores da matriz 4, +B:-K-C sdo: -1.2719 +1.4577j, -1.2719 -1.4577;,
e~1.3993.
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Foi também obtido ¢ = —-0.002284 .

Com os ganhos obtidos,

K=[73019 21430 52368]=[K, K, K],

foram feitas diversas simulagdes com o software Matlab, como mostram as figuras a seguir.

Rest saida, a22=-1 8 Cond. Inic. (0 0 0). Kp=7.3019, Ki=5.2368 Kd=2 1430

T T T

Rest saida. a22=-18 Cond. Inic. (0 0 0); Kp=7 3019, Ki=5 2368 Kd=2.1430
4 T T T T T T T T

. " ' [ ' ] ' ]
B R Ll T S S

i ' i "

'

'

R AR (R et

Entrada, u

Tempo (s) Tempo (s)

Figura 4.15 - Simulagio do exemplo 5, para entrada r(t) igual a degrau unitirio.

Rest saida. 422=-1 8 Cond. Inic. (0 1 0y Kp=7.3019, Ki=3.2368 Kd=2.1430 i Do Al o) & Fond. ok 0.1 0 Koeed 1R RS DN K2 0000

T
T T T '
. ' . ' .

. ' TR rr

L PR - PRpR M
' . . . '

Tempo (s) Tempo (s)

Figura 4.16 — Simulagio do exemplo 5, para entrada r(t) igual a degrau unitirio.
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cm

R“I'usgd. a22= 1.8 Cond nicial @ 1 0) Ent. degrau nula, Kp=7 3019, Ki=5 2368, Kd= 2,143 Rest. Saida a22= -1.8 Cond imicial 0 1 0) Ent. degrau n
. T T T T T T T T T 05 - T

T

-]
Tempo (s) Tempo (s)

Figura 4.17 — Simulacio do exemplo 5, para entrada r(t) igual a degrau nulo.

Restsaida, a22=-2 Cond. Irue. (0 00) Kp=73019, Ki=5 2368 Kd=2.1430

Rest saida, 822=-2 Cond. lnuc. (00 0): Kp=T 3019, Ki=5 2368 Kd=2 1430

Entrada, u

5 ]
Tempo (s) Tempo (s)

Figura 4.18 — Simulag¢io do exemplo 5, para entrada r(t) igual a degrau unitério.

Rest saida, a22=-2 Cond. Inic. {0 | 0): Kp=7.3019, Ki=5 2368 Kd=2.1430 Enm. saida, a22= -2 Cond. Inicial {0 1 0): Kp=7 3019, Ki=5 2368, Kd=2.1430,

Tam:n (s) Tm:q{;]
Figura 4.19 — Simulagio do exemplo 5, para entrada r(t) igual a degrau unitirio.
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cm

Rest. Saida a22= -2 Cond wmscial ([0 1 0) Ent. degrau nula, Kp=7 3019, Ki=5 2368, Kd= 21430 -

02

Rest, Saida a22= -2 Cond micial {0 1 0) Ent. degrau nula; Kp=7 3019, Ki=5 2368, Kd= 21430
1] T T T T T T T

T

Tempo (s)

5
Tempa (s)

Figura 4.20 - Simulag¢io do exemplo 5, para entrada r(t) igual a degrau nulo.

Restsaida, a22=-2 2 Cond. Inc. (0 00); Kp=7.3019, Ki=5.2368 Kd=2.1430

T T T T

et saida. a22=-2.2 Cond. Inic. (00 0): Kp=73019, Ki=5 2368 Kd=2.1430
T T T T T T

Entrada, u

10 ’ 5
Tempo (s)

r(t) igual a degrau unitario.

Tempo (s)
Figura 4.21 — Simula¢do do exemplo 5, para entrada

Restsaida. 222=-2.2 Cond. Inic. (0 1 0): Kp=7.3019, Ki=5$ 2368 Kd=2.1430

Restsaida a22=-2 2 Cond. Inic. (0 1 0): Kp=7.3019, Ki=5.2368 Kd=2.1430
R S H I IR

Tempo (s)

Figura 4.22 — Simula¢iio do exemplo 5, para entrada r(t) igual a degrau unitério.
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Rest. Saida a22=-2 Cond inicial (0 | 0) Ent. Degrau nuls Kp=7.3019 Ki=5 2368, Kd=2.1430

T . g

Rest.saida. a22=-2.2 Cond. Inic. (U | 0)Ent Degrau nula: Kp=73019, Ki=5.2368 Kd=2.1430
- T T T T T
H H H . 05

w.£2

02F-

0.15}-

Entrada, u

5
Tempo ()

Figura 4.23 — Simula¢do do exemplo 5, para entrada r(t) igual a degrau nulo.

Observamos nas figuras 4.17, 4.20 e 4.23 que IYpI <A=lle ‘ul < u=2.3, como desejado.
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Capitulo V

CONCLUSOES

Foi mostrado que o problema de projeto de controladores PID pode ser
diretamente descrito através de BMIs (Bilinear Matrix Inequalities). Restringindo a
solugdo do problema, foi possivel representd-lo como a solugdo de um conjunto de

LMIs.

Como ndo foi encontrado na literatura disponivel, nenhuma abordagem em
relacdo ao projeto de controladores PID baseados em LMI, ndo tivemos dados para
comparagio de resultados, mas adiantamos, que pelos resultados encontrados para
estabilidade, robustez, velocidade de resposta e restricdes na entrada e na saida, esta
abortagem mostrou-se uma ferramenta poderosa, evitando célculos massantes e
extensos e encontrando alguma forma de resposta, que resolva o problema de projeto.
EspecificagOes sobre a taxa de decaimento (transitério), robustez, restri¢ao na estrada e

retricdo na saida foram consideradas no projeto.

Salientamos que o projeto proposto, que utiliza o método descrito em Trofino,
1998, para traduzir o problema de projeto através da solugio de LMIs, € limitado, pois a
existéncia de solugdes fica restrita a uma classe reduzida de situagdes. Recentemente a
literatura especializada tem divulgado novos métodos para a estabilizagdo com acesso

somente a saida da planta e utilizando controladores estéticos, empregando em geral
46
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processos iterativos com LMIs por exemplo, vide (Iwasaki,1999).

Uma continuidade natural desta pesquisa ¢ o emprego de métodos mais

elaborados para a solugdo das BMIs que traduzem o projeto dos controladores PID.
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A1l - Restricao na Entrada

Admite-se que um sistema linear e invariante no tempo possua a seguinte
representagdo em variaveis de estados:

x(2)= Ax(r)+ Bu(r),

y(t)=Cx(t)
sendo que

x(r) € R" éo vetor de estado;

u(t) € R™ éaentrada do controle;

y(t) € R* éasaidado sistema (p >m);

A € R™ é amatriz caracteristica do sistema;
B € 9R™"é amatriz de entrada do sistema;

C € R? ¢ a matriz de saida do sistema.

O problema da restri¢do no vetor de entrada u(t) consiste em especificar LMIs, de
modo que a assegurar que maxllu(r]I < W, , sendo que w,€ uma especificagdo considerada
120

no projeto do controlador.

Para a lei de controle u(t)= kx(t), tem-se que (t)= Ax(t)+ Bkx(t).

Considera-se entdo, uma candidata a fun¢do de Lyapunov na forma quadratica
V(x)=x() Px(t), em que P é uma matriz real simétrica e definida positiva. A derivada
desta fungdo em relag@o ao tempo, ao longo de qualquer trajetdria, € descrita por:

V(x)=x(t) Px(t)+ x(t) Px(t)= (Ax(t)+ Bkx(z)) Px(e)+ x(t) P(Ax(¢)+ Bkx(z))

= (x(Y A7 + x() &7 B" JPx(t)+ x(t P(Ax(z)+ Bhx(t))

al
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=x(t) A" +x(t) k" B" Px(t)+ x(t ) PAx(t)+ x(t} PBkx(r)

= x(:Y (A"P + PA+ k"B P+ PBk )x()

=x(tY P(P AT + AP + Pk B” + BkP~ )Px(t).
Assim,
V=x(Y (P"AT + AP + Pk B + BkP~ x(t).
Definindo-se X = P, tem-se que
V = x(tY P(XAT + AX + Xk" B” + BKX )Px(t)
e definido-se que F =kP™' =kX , obtém-se

V = x(t) P(XA" + AX + F"B” + BF )Px(t).

Como V(x) foi escolhida sendo definida positiva, a estabilidade assintética é
assegurada quando V/(x) é definida negativa. Logo

XA" + AX + F'B" + BF <0.
Entdo, as condigdes para a estabilidade s@o a existéncia de X e F, tais que

~(XAT + AX + F'B" +BF)>0 e X =X" >0, (A02)

que sdo LMIsem X e F.
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Quando uma determinada condi¢éo inicial x(0) é conhecida, € possivel encontrar um
limite superior para a norma euclidiana da entrada de controle u(1), Boyd et. al., (1994).

Considere inicialmente, que X = X' >0 satisfaca

x(0f x'x(0)<1. (A03)
Esta condig¢@o ndo restringe a solugdo de (A02), pois apenas limita a norma de X ™
e (A02) ndo impde outras restrigdes a matriz X.

Segundo Boyd et. al. (1994), a idéia basica do complemento de Schur diz que a LMI

s

(A04)

sendo que M (x)=M(x), R(x)=R(x) e S(x) tem uma dependéncia afim de x e é
equivalente a

R(x)>0 e M(x)-S(x)R(x)"'s(x) >0,

ou seja, este conjunto de inequagdes ndo-lineares pode ser representado através da LMI
(A04).

Logo, pelo complemento de Schur, (A03) possui a seguinte equivaléncia:

l-—x(O)TX"x(0)>0<=>li ; x(}ﬂ >0. (A05)

x(0)

Como k = FX™' e definindo-se z=X _%x(r), tem-se que

max|u(r), = maxffer(e ), = max|FX 'x(:)

120 120

= max FX“X%X_%‘x(ri = max FX%z(rj :

120 2 120 2

AY
AVAVEY

/3
2 3 4 5 6 if Eunespm. 12 13 14 15 16 17

18



De (A03),

||z(o]|j - Hx%x(o[ = x(OF X Bx%x(0)=xOF X'x(0)<1.  (AO7)

Como para V(x)=x(t) X 'x(t), V(x(t))<0, para x# 0, entdo (A07) é satisfeita
para todo x(t), t 20, e assim,

}|x }’xq| = F XX Pox(e) = (] X7'x()<1

De (A06) e (A07),

120

ax FX%z(I#I = max \!z(r)r X“%FTFX%z(t)

=\/,1m( X AFTEX ] )J;L( /”’FTFX%).

120

maxFXy(i <u=A ( _%FTFX%]<

Esta condi¢do € equivalente a

X FTEX /5 - U1 <0,

z(t)T[X_}/‘FTFX%—uél)z(r)s z(z)Tz(r(/l ( X FTFX f'/] uﬂf).
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Multiplicando-se (A09), em ambos os lados, por X % , obtém-se

F'F-u;X<0=uX-F'F>0

= X - F" (4’1 F >0.

Logo, pelo complemento de Schur, (A10) possui a seguinte equivaléncia:

: gl X FT
- X “FTFX }/2+u(;1>0=>[ >0
Foul

Portanto, as LMIs (AS) e (A11) solucionam o problema.
A2 - Restricao na Saida

O problema da restricio no vetor de saida y(t) consiste em especificar LMIs, de
modo a assegurar que maax“ y(r]‘ <¢,, sendo que &, ¢ uma especificagdo considerada no
1z

projeto do controlador.

A andlise a seguir é semelhante aquela efetuada no estudo da restri¢gao no vetor de
entrada. Para isso, considera-se, novamente, o sistema linear e invariante no tempo descrito

em (A01). Como x(t)= X}éz(r), tem-se que

120 120

max|| y( ]|2-max1|Cx ]\z—max CX}/ 1| —maxJ t)TX}/CTCX’Vz(t)

. JAW(X%CTCX O z(t)] g \/AM(X%C’CX%] .

Portanto, analogamente ao desenvolvimento realizado anteriormente em (A9),
(A10) e (All), tem-se que

AVg‘:‘V
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2

max CX%z(t1

120

<& :zm(x}écfcxyz]q;.

2
Esta condig¢do € equivalente a

X/ACTCx - £ <0,

z(r)T[ xAcTex -2 Jz(r)s z(t)Tz(t{lm( x%cTcx —<§§x%]-§;).

Multiplicando-se (A12), em ambos os lados, por X % , obtém-se

XCTCX~£&; <0=32E X~ XCTCX >0

= X = XC" (£ )% > 0. (A13)
Logo, pelo complemento de Schur, (A13) possui a seguinte equivaléncia:

(Al14)

—X"CTCX + & >0@[

X xc*
>0
&l

Portanto, as LMIs (A05) e (A14) solucionam o problema.

A,
AVAVEY
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