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Resumo

Este trabalho investiga a aplicabilidade da plataforma Devito na resolu¢ao numérica
de escoamentos viscosos incompressiveis por diferencas finitas, utilizando a formulacao
corrente-vorticidade (¢ — w) das equagoes de NavierStokes. Inicialmente, sdo realizados
testes de verificacdo em problemas classicos com solu¢bes manufaturadas, permitindo
avaliar a robustez das discretizagoes implementadas.

Em seguida, a formulagao 1 — w é aplicada ao problema da cavidade lid-driven para
numeros de Reynolds Re = 100, 400 e 10000. Os resultados numéricos obtidos sao
comparados com solugoes classicas e consolidadas da literatura, evidenciando a capacidade
da metodologia em reproduzir adequadamente as principais estruturas do escoamento.

O estudo também analisa aspectos computacionais da plataforma, identificando limi-
tagoes relacionadas a resolucao de sistemas lineares por meio de métodos explicitos de
pseudo-timestepping, cujo custo computacional se torna proibitivo em malhas refinadas.
Como parte da andlise computacional realizada neste trabalho, é explorada a integragao
experimental entre o Devito e a biblioteca PETSc, proposta recentemente pelos desenvol-
vedores da plataforma. Os testes realizados neste trabalho indicam aceleracao superior a
1200 vezes na solucao da equacao de Poisson.

Por fim, documenta-se uma outra limitacao no Devito que compromete a implementa-
cao correta de esquemas upwind com sele¢ao dinamica de direcao. Embora essa limitacao
restrinja determinadas abordagens numéricas, ela também evidencia oportunidades para
o desenvolvimento de novas estratégias de discretizacao e implementacao adaptadas a ar-
quitetura da plataforma. Apesar das limitacoes observadas, os resultados indicam que o
Devito constitui uma ferramenta promissora baseada em diferencas finitas para aplica¢oes
em Dinamica dos Fluidos Computacional, especialmente quando combinado com solvers
externos especializados, como o PETSc.

Palavras-Chave: Devito, Equagoes de Navier-Stokes, CFD, Diferencas Finitas, PETSc.






Abstract

This work investigates the applicability of the Devito platform for the numerical solu-
tion of incompressible viscous flows using finite differences, employing the streamfunction-
vorticity (¢ — w) formulation of the NavierStokes equations. Initially, verification tests
are performed on classical problems with manufactured solutions, allowing an assessment
of the robustness of the implemented discretizations.

Next, the ¢ — w formulation is applied to the lid-driven cavity problem for Reynolds
numbers Re = 100, 400, and 10000. The obtained numerical results are compared with
classical and well-established solutions from the literature, demonstrating the methodo-
logy’s ability to adequately reproduce the main flow structures.

The study also analyzes computational aspects of the platform, identifying limitati-
ons related to solving linear systems using explicit pseudo-timestepping methods, whose
computational cost becomes prohibitive on refined meshes. As part of the computational
analysis carried out in this work, the experimental integration between Devito and the
PETSc library, recently proposed by the platform’s developers, is explored. The tests
conducted in this work indicate an acceleration of over 1200 times in the solution of the
Poisson equation.

Finally, another limitation in Devito is documented, which compromises the correct
implementation of upwind schemes with dynamic directional selection. Although this
limitation restricts certain numerical approaches, it also highlights opportunities for the
development of new discretization and implementation strategies tailored to the platform’s
architecture. Despite the observed limitations, the results indicate that Devito constitutes
a promising finite-difference-based tool for Computational Fluid Dynamics applications,
especially when combined with specialized external solvers such as PETSc.

Keywords: Dewvito, Navier-Stokes Equations, CFD, Finite Difference, PETSc.
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CAPITULO

1

Introducao

O estudo e a resolugdo de problemas modelados por equacoes diferenciais desempe-
nham um papel fundamental em diversas areas da ciéncia e engenharia [26]. A técnica
de diferencas finitas é uma abordagem comum para resolver equagoes diferenciais ordina-
rias (EDOs) e parciais (EDPs), envolvendo a discretizagdo do dominio do problema e a
aproximacao por meio de equagoes de diferengas para calcular as derivadas das funcoes
no espago e no tempo [0} [7, 10, [1§].

Embora eficaz, a implementacdo manual de codigos de diferencas finitas pode ser
trabalhosa, suscetivel a erros e exigir conhecimento técnico substancial de programacao
sofisticada. Outro ponto importante a ser considerado nesta area ¢ a complexidade dos
problemas numéricos de grande porte e com riqueza de detalhes a serem resolvidos atu-
almente [4, 25]. Essas simulagdes consomem uma quantidade significativa de recursos
computacionais e tempo de processamento, muitas vezes exigindo supercomputadores
para serem concluidas em um prazo razoavel, o que torna esses problemas desafiadores
em termos de escalabilidade e eficiéncia computacional.

Neste contexto, surge o Devito, uma ferramenta de cédigo aberto desenvolvida em
Python™, projetada para automatizar a geracao e otimizacao de cédigos de diferencas
finitas [19, 20]. O Devito foi originalmente desenvolvido para resolver aplicagdes sismicas,
incluindo a propagacao de ondas sismicas em diferentes tipos de materiais geolégicos. Po-
rém, o framework também foi testado para resolver problemas classicos de CFD, demons-
trando sua flexibilidade em outros dominios de aplicagao, como a equacao de convecgao,
a equacao de Burgers, a equacao de Poisson, a equacao de aguas rasas, a equagao de
Darcy, bem como uma formulacao inicial para as equagoes de Navier-Stokes que resolve
o problema da cavidade.

Apesar dessas potencialidades, a formulacao atualmente implementada no Devito para
as equacgoes de Navier-Stokes baseia-se no célculo da pressao por meio de uma equacao de
Poisson que, na maioria dos problemas, ndo admite uma condi¢ao de contorno natural fisi-
camente aceitavel. Adicionalmente, o Devito tem utilizado predominantemente métodos
explicitos para a solucao de sistemas lineares como o método de Jacobi para a equa-
¢do de Poisson cuja convergéncia é computacionalmente lenta, conforme amplamente
documentado na teoria de métodos numéricos. Nao ha na literatura, até o momento,
uma implementagao sistemdtica e validada da formulagao corrente-vorticidade (¢ — w)
[T, 11} I3 22] utilizando o Devito, que permitiria contornar a primeira limitagdo. No
caso da segunda limitagao, os desenvolvedores do Devito tem trabalhado na integracao
da biblioteca PETSc ao Devito para resolver mais eficientemente a equacao de Poisson.

Diante desse cenario, este trabalho preenche essa lacuna ao apresentar trés contribui-
¢oes originais:
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» Implementacao e validagao da formulagao v — w no Devito para escoamen-
tos viscosos incompressiveis, aplicada ao problema classico da cavidade [id-driven.
Esta formulacao elimina a necessidade de calculo explicito da pressao, satisfazendo
automaticamente a equacao da continuidade;

» Analise sistematica de precisao numérica utilizando o método das solugdes
manufaturadas para equacoes elipticas, parabdlicas e hiperbdlicas. Ao longo do
Capitulo 3, sao explicitamente distinguidos os componentes implementados origi-
nalmente neste trabalho (termos fonte arbitrarios) das funcionalidades nativas do
Devito;

» Investigacdo experimental da integracao Devito-PETSc, quantificando o
ganho de desempenho obtido ao substituir o pseudo-transiente por solvers iterativos
implicitos. Os resultados demonstram aceleracao de até trés ordens de grandeza
para malhas bidimensionais moderadamente refinadas, estabelecendo um caminho
promissor para simulacoes de maior escala.

Além dessas contribuigoes, o carater didatico deste trabalho deve ser ressaltado: a
implementagao progressiva de problemas classicos, da equacao de Poisson a cavidade lid-
driven, fornece um roteiro claro para pesquisadores que desejam adotar o Devito em seus
proprios problemas de CFD, distinguindo o que é nativo do que requer implementacao
personalizada.

Este trabalho esta organizado em cinco capitulos. O Capitulo [2]apresenta os conceitos
bésicos do Devito, incluindo sua API (Application Programming Interface - uma interface
de programacao de aplicagao), definicdo de dominios, fungdes e derivadas. O Capitulo
aborda a implementacgao de problemas classicos com EDPs elipticas, hiperbdlicas e para-
bélicas [2, B, 8, 21, 24] 27], servindo como valida¢ao da metodologia e familiarizagdo com
a ferramenta. O Capitulo [4] apresenta uma investigacao experimental da integracao do
Devito com a biblioteca PETSc, comparando desempenho e precisao com a abordagem
nativa de pseudo-timestepping (pseudo-transiente). O Capitulo [5| detalha a implementa-
¢ao da formulagao corrente-vorticidade para as equagoes de Navier-Stokes, aplicada ao
problema da cavidade lid-driven [12| 23], 28], incluindo a derivacdo e implementagao das
condigbes de contorno de alta ordem para a vorticidade. Por fim, o Capitulo [f] sintetiza
as contribuicoes do trabalho, discute suas limitagoes e aponta direcoes para pesquisas
futuras, com énfase na consolidagao da integracao Devito-PETSc [15], 16}, [17].

Ao longo desta dissertagao, trechos de cédigo serao apresentados e comentados com
o objetivo de ilustrar a implementagao passo a passo das formula¢des numéricas no De-
vito, desde a definicdo de malhas e fungoes até a construcao de operadores e condigoes
de contorno. Essa abordagem didatica visa ndao apenas documentar a metodologia em-
pregada, mas também facilitar a compreensao e a replicacao dos experimentos por outros
pesquisadores. Além disso, todos os codigos-fonte completos desenvolvidos neste trabalho,
incluindo as implementacoes dos problemas classicos do Capitulo 3, a formulacao corrente-
vorticidade para a cavidade lid-driven (Capitulo 5) e os scripts de integragdo com PETSc
(Capitulo 4), estao disponiveis publicamente em um repositério do GitHub. O acesso
pode ser obtido no seguinte endereco: https://github.com/ikeda-thiago/Mestrado
[T4]. Todo o material é fornecido sob licenga aberta, incentivando o uso, a adaptagdo e o
avanco da pesquisa em CFD com ferramentas de geracao automatica de cédigo.


https://github.com/ikeda-thiago/Mestrado

CAPITULO

2

Conceitos basicos do Devito

O Devito é um pacote Python para implementar calculos de esténceis de diferencas
finitas otimizados a partir de defini¢bes simbodlicas de problemas de alto nivel. O Devito
é construido sobre o SymPy (Symbolic Python ou Python Simbdlico) e emprega geragao
automatizada de c6digo e compilagao just-in-time — uma técnica de programagao que tra-
duz o cédigo de um programa em codigo de maquina (que a CPU entende) sob demanda,
durante a execucao do programa, em vez de fazer isso tudo antes — para executar nucleos
computacionais otimizados em varias plataformas de computagao, incluindo CPUs, GPUs
e clusters. Projetado principalmente para criar ntcleos de propagacao de ondas para uso
em problemas de inversao sismica. Algumas de suas caracteristicas principais:

| 2

>
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Linguagem funcional para expressar operadores de diferencas finitas;
Mecanismos diretos para ajustar a discretizagao;

Ferramentas para definir operadores esparsos (por exemplo, interpolagao), operado-
res lineares tradicionais (como convolugoes) e operagoes de contragao entre tensores;

Suporte integrado para condigoes de contorno e operadores adjuntos;

API (Interface de Programacao de Aplicagoes) flexivel para definir esténceis perso-
nalizados, subdominios, subamostragem e malhas desencontradas;

Geragao de codigo paralelo altamente otimizado (vetorizagao SIMD, paralelismo de
CPU e GPU via OpenMP e OpenACC, paralelismo multi-né via MPI (Interface
de Passagem de Mensagens), bloqueio, transformagoes simbolicas agressivas para
reducao de FLOP, etc.);

Arrays NumPy distribuidos sobre decomposigdes de dominio multi-né (MPI);
Inspecao e personalizacao do codigo gerado;
Framework de autotuning para facilitar o ajuste de desempenho;

Integracao suave com pacotes Python populares como NumPy, SymPy, Dask e
SciPy, bem como frameworks de aprendizado de maquina como TensorFlow e Py-
Torch.
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Instalacao do Devito

Nesse trabalho, o Devito sera utilizada em um ambiente virtual, Google Colaboratory.
Para tanto, o Devito esta disponivel como um pip package em PyPI. Apos criado o
ambiente virtual, basta instalar o Devito:

pip install devito
# ...ou para instalar outras dependéncias adicionais:

3|# pip install devito[extras ,mpi,nvidia,tests]

E a seguir sao as fungoes do Devito utilizadas nesse trabalho:

from devito import Grid, Function, TimeFunction, Operator, Eq, solve,
configuration

from examples.cfd import plot_field , init_hat

from devito.logger import warning

from devito import VectorTimeFunction, grad, laplace

2.1 API

A API do Devito foi projetada para fornecer uma interface intuitiva e matematica para
a resolugao de equacoes diferenciais parciais. A filosofia da estrutura do Devito segue o
principio da separacao entre a formulagdo matematica e a implementagao computacional.
O usuario define o problema em notacdo matematica simbodlica, enquanto o framework
gerencia automaticamente aspectos de baixo nivel como discretizagao, otimizagao e para-
lelizacao.

2.1.1 O dominio no Devito

Apresenta-se uma visao geral da linguagem simbdélica Devito, utilizada para expressar
e discretizar operadores, em particular equagoes diferenciais parciais (EDPs).

O principal objetivo é demonstrar como o Devito e sua API simbdlica baseada em
SymPy podem ser usados para resolver equacoes diferenciais parciais usando o método
das diferencas finitas com esténceis altamente otimizados em poucas linhas de Python. E
mostrado como esténceis computacionais podem ser derivados diretamente da equacao de
forma automatizada e como o Devito pode ser usado para gerar e executar, em tempo de
execugao, o esquema numérico desejado na forma de c6édigo C otimizado.

Definindo o Dominio Fisico

Antes de comegar a criar esténceis de diferencas finitas, é preciso fornecer ao Devito
detalhes sobre o dominio computacional dentro do qual se deseja resolver um problema.
Para este propdsito, cria-se um objeto Grid que armazena a extensao fisica (o tamanho)
do dominio e sabe quantos pontos é usado em cada dimensdo para discretizar nossos
dados.

O Grid define a malha computacional onde as equagoes serao resolvidas. Ele é com-
posto por:

> Extensao fisica (extent): as dimensoes reais do dominio em unidades fisicas.
> Formato (shape): o nimero de pontos de discretizagao em cada dimensao.

> Dimensoes (dimensions): os eixos do espago (ex.: x, y, t).




21

Essa discretizagao é essencial para transformar um problema continuo (descrito por
EDPs) em um problema discreto que pode ser resolvido numericamente. A Figura
ilustra um exemplo de malha bidimensional.

extent[1] extent

(0, O extent [0]

Figura 2.1: Representacao de um Grid bidimensional com 5 pontos em z e 6 pontos em
y. Fonte: [9].

Atualmente, o Devito s6 fornece a possibilidade de definir dominios retangulares. FEn-
tretanto, esta sendo definido a possibilidade de se realizar em outros formatos. Edward
Caunt esta desenvolvendo uma funcao que permite impor condi¢oes de contorno em uma
malha nao regular, veja mais em https://github.com/devitocodes/schism.

Exemplo de Cdédigo

No exemplo a seguir, criamos um Grid com 5 pontos na dire¢ao x e 6 pontos na direcao
y, cobrindo uma regiao fisica quadrada de 1.0 x 1.0 unidades:

grid = Grid (shape=(5, 6), extent=(1., 1.))
grid

Saida:
Grid [extent=(1.0, 1.0), shape=(5, 6), dimensions=(x, y)]

Isso significa que:

> O espagamento entre pontos na direcao z é Az = 1.0/(5 — 1) = 0.25.
> O espagamento entre pontos na direcao y é Ay = 1.0/(6 — 1) = 0.2.
> O dominio é representado por uma malha com 30 pontos no total.

Essa malha serve como base para a criacao de Function’s e TimeFunction’s, campos
discretos e que evoluem no tempo, respectivamente, que serao usados para representar
variaveis como pressao, velocidade, temperatura, entre outras, na resolucao de EDPs.

2.1.2 Funcoes e Derivadas

Para expressar equacoes na forma simboélica e discretiza-las usando diferencas finitas,
o Devito fornece um conjunto de tipos Function. Um objeto Function:

> Comporta-se como um simbolo sympy.Function;

> Gerencia dados associados ao simbolo.



https://github.com/devitocodes/schism
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Criando uma Funcao

f = Function (name="f", grid=grid)
f.data

o oo o
OOQOOO
oo oo o
ceooo
SESESESES)
2 o oo o

.11, dtype=float32)

Para problemas dependentes do tempo, o Devito fornece TimeFunction:

g = TimeFunction (name="g’, grid=grid)
g.shape

Saida:
(2 , 5, 6)

Por padrao, a ordem temporal de TimeFunction é 1, o formato de g é (2,5, 6), signi-
ficando que o Devito alocou dois buffers para representar g(t,x,y) e g(t + dt, x,y).

Derivadas de Funcoes Simbodlicas

Todas as fungoes criadas no Devito até o momento atuam como simpy.Function
objetos, o que significa que é possivel formar expressoes de derivadas simbélicas a partir
delas. O Devito fornece um conjunto de expressoes abreviadas (implementadas como
propriedades Python) que permitem gerar diferencas finitas na forma simbélica. Por
exemplo, a propriedade f.dx denota % f(z,y) - apenas que o Devito ja a discretizou com
uma expressao de diferencas finitas. Também h& um conjunto de expressdes abreviadas
para:

Tabela 2.1: Abreviagoes de derivadas de 1 Ordem no Devito.

Diferencas Abreviagcao Discretizacao

Progressiva f.dxr f (xzhx,y) _ f(;;c,y)
Regressiva f.dx1 f (;f»‘yf _ f(z;hx,y)
Centrada f.dxc fathey) _ f—hey)

2hg 2hy

Existe um conjunto similar de expressoes para cada dimensao espacial definida em
uma malha, por exemplo, f.dy e £.dyl. Da mesma forma, é possivel obter derivadas
no tempo de objetos TimeFunction. Por exemplo, para calcular a primeira derivada no
tempo de g, pode-se simplesmente escrever:

g.dt

29(t,x,y)

Também é possivel visualizar como o esténcil serd gerado baseado na discretizagao
escolhida:

g.dt.evaluate

_g(tzy) + g(t+dt,z,y)
dt dt
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Existem também abreviagoes para expressar o ponto de esténcil seguinte e anterior
gt +dt,z,y) e g(t — dt, z,y):

1 ‘ g.forward

g(t +dt,z,y)

1| g.backward

g(t*dt,1'7y)

Derivadas de 22 Ordem ou Superiores

No exemplo anterior, estava presente apenas uma combinacao de derivadas de primeira
ordem na equagao governante. Entretanto, derivadas de segunda ordem (ou superiores)
frequentemente estao presentes em problemas cientificos de interesse, notavelmente em
qualquer EDP que modela a difusao. Para gerar derivadas de segunda ordem, é necesséario
fornecer ao objeto Function uma informacao adicional: a discretizacao desejada.

Primeiramente, define-se uma derivada simples de segunda ordem em z, para a qual é
necessario especificar um space_order de (pelo menos) 2. A forma abreviada para esta
derivada segunda é u.dx2.

i|u = TimeFunction (name="u’, grid=grid, space_order=2)
u.dx2

2

Zzu(t, z,y)

{u.dx2.evaluate

2.0u(t,x, u(t,x—h, u(t,x+hg,
_}(Lzy)_s_(h?y)_k(h?y)

T

Para implementar as equacoes de difusao ou de onda, é necessario calcular o Laplaciano
V?2u, que corresponde a soma das segundas derivadas em todas as dimensdes espaciais.
Para isso, o Devito também fornece uma expressao abreviada, o que significa que nao é
necessario codificar manualmente a dimensao do problema (2D ou 3D) no cédigo. Para
alterar a dimensao do problema, pode-se criar outro objeto Grid e utiliza-lo para redefinir
as Function.

1| grid_3d = Grid(shape=(5, 6, 7), extent=(1l., 1., 1.))

u = TimeFunction(name="u’, grid=grid_3d, space_order=2)
| u
u(t7x7y7 Z)
Assim,
ilu = TimeFunction (name="u’, grid=grid_3d)
2lu.laplace

é 0 mesmo que

ju.dx2 + u.dy2 + u.dz2

Zoult,w,y, %) + Lzult,z,y,2) + Lzult,z,y, 2)
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E importante ressaltar que a discretizacio realizada pelo Devito é baseada no argu-
mento space_order. O framework realizard uma discretizagdo espacial de mesma or-
dem que space_order, assim como uma discretizacao temporal de mesma ordem que
time_order em TimeFunction.

Quanto maior o valor de space_order, maior ¢ a largura do esténcil utilizado pelo
Devito para aproximar as derivadas espaciais. Consequentemente, um nimero maior de
pontos vizinhos participa do calculo da derivada, aumentando a precisao da aproximacao,
mas também o custo computacional.

Para uma melhor visualizacao acerca da discretizacao espacial empregada pelo Devito,
apresenta-se os seguintes esténceis. A Figura mostra a discretizagdo para uma fungao
unidimensional, para diferentes space_order.

space__order = 2

Figura 2.2: Moléculas computacionais unidimensionais para diferentes space_order.

A Figura [2.3]ilustra a molécula do Laplaciano bidimensional com space_order=2, que
envolve o ponto central e seus quatro vizinhos imediatos (norte, sul, leste, oeste).

Figura 2.3: Molécula do Laplaciano 2D (space_order=2).



CAPITULO

3

Problemas Classicos

O objetivo principal deste capitulo é realizar uma avaliacao pratica e comparativa do
desempenho e da usabilidade do Devito, utilizando como referéncia diferentes bases de
comparacao conforme a natureza de cada problema. Para isso, selecionaram-se problemas
modelo cléssicos da fisica matematica:

» Equacao eliptica, representada pela equagao de Poisson, cujos resultados numé-
ricos serao comparados com a solucao analitica;

» Equacao hiperbdlica, representada por problemas de convecgao, cuja implementa-
¢ao em Devito serd comparada com uma implementacao equivalente usando NumPy;

» Equacao parabdlica, representada por problemas de difusao, que serd validada
frente a solugao analitica conhecida.

Além da comparacao de desempenho e precisao, este capitulo tem um carater didatico,
buscando demonstrar de forma clara a metodologia de utilizagdo do Devito. Para cada
problema, serao apresentados e explicados trechos de codigo essenciais, ilustrando desde a
definicao simbodlica das variaveis e equagoes até a execugao do operador gerado, permitindo
assim uma compreensao pratica do seu fluxo de trabalho e sintaxe.

Cada problema sera formulado, discretizado pelo método de diferencas finitas e im-
plementado no Devito. A andlise focara na precisao da solucao, quando comparada a
analitica, e, quando aplicavel, nos tempos de execucao e eficiéncia computacional em re-
lacao a implementacao em NumPy. A clareza, concisao e facilidade de desenvolvimento
oferecidas pelo Devito também serao avaliadas.

Através dessa investigacao, busca-se elucidar as vantagens, desvantagens e cenarios
de aplicacao ideais para o Devito, contribuindo para uma compreensao mais clara de seu
potencial como ferramenta para prototipagem réapida e simulagdo de alto desempenho em
problemas cientificos.

Ademais, faz-se necessaria uma distin¢ao clara entre as funcionalidades nativas do
Devito e as implementagoes originalmente desenvolvidas neste trabalho. Nessa secao,
todos os problemas sdo originais, assim como a condi¢ao inicial do problema hiperbdlico
unidimensional . Na subsecao do PETSc, entretanto, o problema fora fornecido e
antes resolvido por Zoe Leiwobitz [15], [17].
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3.1 Equacao Eliptica

Equacoes diferenciais parciais elipticas representam uma classe fundamental de proble-
mas na fisica matemaéatica e engenharia, caracterizando fendmenos em estado estaciondrio
cujos efeitos se propagam instantaneamente em todas as dire¢oes. A Equacao de Poisson
constitui o exemplo paradigmético deste tipo de equacao.

Nessa secao, aborda-se a resolucao numérica da Equacao de Poisson utilizando o De-
vito, com énfase na validagao da precisao numérica mediante comparacao com solugoes
analiticas. A estratégia de solugdoes manufaturadas é empregada, permitindo a quantifi-
cagao precisa dos erros de discretizacao. Serao considerados problemas bidimensionais e
tridimensionais em geometrias regulares, com condi¢oes de contorno de Dirichlet.

O método de diferencas finitas é utilizado para a discretizacdo espacial, enquanto a
técnica de pseudo-transiente é empregada para contornar a limitacao do Devito em resol-
ver sistemas lineares implicitamente, transformando o problema eliptico estacionario em
um problema parabdlico transiente ficticio até a convergéncia para o estado estacionario.

3.1.1 Problema Bidimensional (2D)

Para o problema bidimensional, considere o dominio 2 = [0, 1] x [0, 1] e condigdes de
Dirichlet homogéneas sobre a fronteira, descrito como:

Pp  ?*p
92 + a—yQ = f(z,y),

p(0,y) = p(z,0) =p(l,y) =p(l,2) =0, Vr,yc,

(3.1)

sendo p uma fungao escalar e f(x,y) o termo fonte, também uma fungao escalar de duas
variaveis. Antes de proceder & implementagao numérica no Devito, deriva-se uma solugao
manufaturada p(x, y) para permitir a validagao da solu¢do numérica mediante comparagao
com a solugao analitica.

Solugao Manufaturada

Define-se a solugao analitica como:

p(z,y) = z(z — 1)*y(y — 1) (3.2)

Verifica-se que as condigdes de contorno sao satisfeitas, pois p(0,y) = p(z,0) = p(1,y) =
p(1,x) = 0. Para determinar o termo fonte, calculam-se as derivadas parciais de segunda

de p(z,y):

% :(3562—433') (y3—2y2+y),
82
a—;;:(()’x—4)(y3—2y2+y),
2—5 :(3y2—4y) (x3—2x2+x),
2

g—£:(6y—4) (2° —22% + ).

Substituindo na Equacao (3.1)), obtém-se:

82p+82p—(6 4)(3 22 6 4 3 22 _
0 o xr — y—y+y)+(y—)(w—I+$)—f($,y)-
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Implementacao no Devito

A implementacao no Devito requer a definicao inicial dos parametros de discretiza-
¢ao e a configuracao do dominio computacional. Os passos incluem a criagdo de uma
malha regular, a definicao simbdlica das fungoes envolvidas e a especificacao da equagao
discretizada por diferencas finitas. Primeiro, os parametros iniciais:

nx = 41 # pontos em x
ny = nx # pontos em y
xmin = 0. # x inicial
xmax = 1. # e final
ymin = 0. # y inicial
ymax = 1. # e final
compxX = Xmax — xmin
compy = ymax — ymin
dx = (compx) / (nx — 1) # espacamento em x
dy = (compy) / (ny — 1) # espacamento em y
X = np.linspace (xmin, xmax, nx)
5|y = np.linspace (ymin, ymax, ny)

X, Y = np.meshgrid(x_,y_,indexing="1ij ")

sigma = 0.1
dt = (sigma * dx x dy) # espacamento temporal
tstop =1 # tempo final
nt = round (tstop / dt) # pontos no tempo
grid = Grid(shape=(nx, ny), extent=(compx, compy)) # malha
x, y = grid.dimensions
50t = grid .stepping_dim

Perceba que a definicao de uma quantidade de pontos e de um espagamento no tempo,
bem como de um tempo final, é necessaria devido a uma limitagao inerente ao Devito: sua
incapacidade de resolver sistemas lineares oriundos de formulagoes implicitas diretamente.
A equacao de Poisson, quando discretizada por diferencas finitas, assume a forma classica:

Pi1j—2P;+ Py  Pij1—2P;+ P
sz + Ay2 = f(x'w yj)7

em que P;; ~ p(x;,y;) representa a solucdo numérica aproximada e Az = Ay denota
o espacamento da malha espacial, que é colocalizada. Tradicionalmente, este problema
discretizado resulta em um sistema linear de equacoes, resolvido por métodos diretos
ou iterativos. Contudo, como o Devito ndao possui um solver linear embutido para tais
sistemas, uma abordagem alternativa deve ser empregada.

Para contornar essa limitacao, utiliza-se uma técnica conhecida como pseudo-timesteping
(ou pseudo-transiente). Essa estratégia consiste em transformar o problema eliptico es-
tacionario em um problema parabdlico ficticio, introduzindo um termo transiente. Dessa
forma, a equacao é reescrita como:

7

2 (Az? + Ay?)

pril = (Pﬁlvﬂ' + inHJ) Ay* + (P‘iljfl + iyfj+1> Az? — fAztAy?
2¥) .

Agora, definem-se as func¢oes para p e para o termo fonte f. A variavel p é declarada
como uma TimeFunction, o que permite evolucao temporal, necessaria para a técnica de
pseudo-transiente. Logo, o dominio torna-se [0,%] x €2, em que ¢ty é o tempo final.
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O termo fonte f, por sua vez, é definido como uma Function, pois permanece cons-
tante ao longo do tempo artificial e nao requer atualizacao a cada iteracdo. Essa aborda-
gem otimiza o calculo, evitando recalculos desnecesséarios do termo fonte.

Apos a definicao das equacoes simbélicas e das condi¢oes de contorno, cria-se um
objeto Operator. O Operator é o componente responsavel por transformar as expressoes
simbélicas do Devito em um codigo executavel. Para isso, ele recebe uma lista de equacoes
(‘eq’), realiza automaticamente a andlise das dependéncias entre elas, aplica otimizagoes
de compilagao e gera um tnico c6digo em linguagem C, compilado em tempo de execugao
(Just-In-Time).

configuration [ "log—level ’] = 'ERROR’ # Silencia o registro de desempho de
execugao

eq = Eq(p.laplace, f) # p.laplace é o mesmo que p.dx2 + p.dy2

stencil = solve(eq, p)

eq_stencil = Eq(p.forward, stencil)

# Condicoes de contorno

bc = [Eq(p[t + 1, x, 0], 0.)] # p(x,0) =0
bec += [Eq(p[t + 1, x, ny—1], 0.)] # p(x,1) =0
bec += [Eq(p[t + 1, 0, y], 0.)] # p(0,y) =0
bc += [Eq(p[t + 1, nx—1, y], 0.)] # p(l,y) =0

op = Operator ([eq_stencil] + bc)
op (time=nt)

s|# (usar '%time op(time=nt)’ calcula o tempo de execucgdo)
i| plot__field (p.data[0], xmin=xmin, ymin=ymin, xmax=xmax, ymax=ymax, view

=(30,225))

# plot_field é uma funcdo do Devito para plotagem dos resultados

O construtor Operator recebe como argumento uma lista contendo as equagdes sim-
bolicas e as condigoes de contorno. A ordem dessa lista é preservada durante a geracao do
cédigo, respeitando as dependéncias existentes entre as expressoes. Apds sua construgao,
a chamada op(time=nt) executa o cdédigo compilado, realizando nt iteragées temporais
da discretizacao.

Perceba que ‘eq’, ‘stencil’ e ‘eq_stencil’ representam:

. Equagéo discretizada (‘eq’):
( (’I7y) (7x I?y) (7x x?y))

Ax? Ax? Ax?
2P(t,z,y)  P(t,r,y—Ay) Pz, y+Ay)\ _

o Isolamento do termo forward (‘stencil’):
05 (AZ2Ay? f(z,y) — Ax?P(t,z,y — Ay) — Az?P(t, z,y + Ay)) B
Ax? + Ay?
0.5 (Ay?*P(t,xz — Ax,y) — Ay*P(t, z + Az, y))
Ax? + Ay?

» Equagao final (‘eq_stencil’):
Az? + Ay?
0.5 (Ay?P(t,xz — Ax,y) — Ay?P(t,z + Az, y))
Ax? + Ay?

P(t+At, z,y) =




-
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0.0 0.0

Figura 3.1: Resultado numérico para nx = ny = 41.

Resultados e Analises

Para os resultados numéricos, considera-se que ha a mesma quantidade de pontos na
malha nas diregoes x e y, isto é, nz = ny. A seguir é apresentado alguns resultados
numéricos mostrando o tempo de execucao e o erro relativo para diferentes malhas, além
da comparacao visual entre a solucdo numérica e a analitica através do seguinte plot:

def plot_3d_comparison(x, y, numerical_solution, analytical solution):

Plota comparacdo 3D entre solugao numérica (superficie) e analitica (

pontos)

Pardametros:

x : array 1D — coordenadas x da malha

y : array 1D — coordenadas y da malha

numerical solution : array 2D — solugcao numérica
analytical solution : array 2D — solugao analitica

nnon

# Cria malha para plotagem 3D
X, Y = np.meshgrid(x, y, indexing="1ij")

fig = plt.figure(figsize=(14, 8))
ax = fig.add_subplot(111, projection="3d")

# Plota superficie da solucao numérica

surf = ax.plot_surface (X, Y, analytical solution.T,
cmap="viridis >, alpha=0.7,
label="Solugdo Analitica’)

# Plota pontos da solugao analitica
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scatter =
[::2,::2],

ax.scatter (X[::2,::2], Y[::2,::2], numerical solution.T
color="red’, s=50, depthshade=True,

label="Solu¢ao Numérica’)

# Configuragoes do grafico
ax.set__xlabel(r’x’, fontsize=12)
ax.set__ylabel(r’y’, fontsize=12)
ax.set_zlabel(r’'p(x,y)’, fontsize=12)

# Criando legendas
surf._edgecolors2d =
surf. facecolors2d =
ax.legend ()

surf._edgecolor3d
surf. facecolor3d

# Ajusta a visualizacao
ax.view_init (elev=20, azim=60)
plt.tight_layout ()

plt .show ()

m Solugao Analitica
® Solucdo Numérica

0.0207

Ax)d

~0.0107T
|

Figura 3.2: Comparacao entre as solugoes numérica e analitica para nx = ny = 41.




31

—— Solugio Analitica
0.0175 - e Solucdo Numérica

0.0150 +

0.0125 +

0.0100 +
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0.0075 A

0.0050

0.0025

0.0000
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0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 L0
x

Figura 3.3: Comparacao entre as solu¢bes numérica e analitica para nz = ny = 41 em
um corte central (y = 0.5).

Qualitativamente, observa-se que, mesmo em uma malha com baixa resolugao, a so-
lugdo numérica apresenta uma concordancia visual significativa com a solucao analitica,

conforme ilustrado nas Figuras[3.2) e [3.3]

Tabela 3.1: Resultados da simulacao da equacao de Poisson 2D para diferentes tamanhos
de malha.

nx Tempo Erro Relativo
21 354 ms  4.55-107°
41  40.7ms  2.31-107°
81 152 ms 2.60-107°
161 1.57 s 1.28-107%

Nota-se que o tempo de execucao mantém-se relativamente baixo mesmo para malhas
mais refinadas. Contudo, o erro relativo ¢,, calculado conforme a expressao

_ \/Zi,j (p(xl-,yj) _ Pi,j)2
L )

apresenta um aumento com o refinamento da malha. Este comportamento é atipico, uma
vez que se esperaria uma reducao do erro com o aumento da resolucao espacial.

€

) (3.3)

3.1.2 Problema Tridimensional (3D)

Para o problema tridimensional, considera-se uma extensao natural do caso bidimensi-
onal, com dominio Q = [0, 1]x [0, 1]x[0, 1] e condigoes de contorno de Dirichlet homogéneas
aplicadas em todas as faces do dominio. O problema é formulado como:
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_+_+_2 :f(l’,y,Z),

p(0,y,2) =p(l,y,2) =0, V(y.2)€[0,1]%, (3.4)
p(z,0,2) = p(z,1,2) =0, V(z,2) € [0, 1],

(p(2,9,0) = p(z,y,1) =0, V(z,y) € [0,1]%

Segue-se a mesma metodologia de solugoes manufaturadas aplicada no problema bi-
dimensional. Define-se a soluc¢ao analitica como:

plr.y.2) = (2% = 2)(y" — y)(z" - 2). (3:5)

Verifica-se que esta funcao satisfaz as condi¢oes de contorno homogéneas em todo o
contorno do dominio ctbico. O termo fonte f(x,y, z) correspondente obtido é:

flay,2) =2[( —y)(z° —2) + (2° —2)(z° — 2) + (® — 2)(y* — )] .

Implementagao no Devito

A implementagao no Devito segue a estrutura do problema bidimensional, com a adi-
¢ao da dimensao espacial z. A malha tridimensional é definida com dimensoes (nxz, ny, nz),
e as condicbes de contorno sao especificadas para todas as faces do dominio.

grid = Grid (shape=(nx, ny, nz), extent=(compx, compy, compz))

X, V, % = grid .dimensions

t = grid .stepping_ dim

) = TimeFunction (name="p’, grid=grid, space_order=2)

p.data[:] = 0.

f = Function (name="f’, shape=(nx, ny, nz), dimensions=(x, y, z),
grid=grid)

f data = 2x((Y*x2 — Y)*(Z+x2 — Z) + (Xx*x2 — X)*(Zxx2 — Z) + (Xxx2 — X)) *(
Yxx2 — Y))

f.data[:] = f_data.reshape((nx, ny, nz))

# Condicoes de contorno

2|be = [Eq(p[t+1, x, y, 0], 0.)] #2z =0
bec += [Eq(p[t+1, x, y, nz—1], 0.)] # z =1
s|bec 4= [Eq(p[t+1, x, 0, z], 0.)] #y =0
iibc += [Eq(p[t+1, x, ny—1, z], 0.)] #y =1
bec += [Eq(p[t+1, 0, y, z], 0.)] #x =0
bc += [Eq(p[t+1, nx—1, y, z], 0.)] #x =1

Resultados e Andlises

Para a analise numérica, considerou-se malhas regulares com igual nimero de pontos
nas direcgoes x, y e z. A Figura [3.4] apresenta um corte da solu¢do em z, demonstrando
uma excelente concordancia qualitativa entre as solugdes numérica e analitica, mesmo
para uma malha moderada de 41 pontos.
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Figura 3.4: Comparagao entre as solugoes numérica e analitica em um corte em z = 0.5,
utilizando malha regular de 41® pontos.

A Tabela apresenta os resultados quantitativos para diferentes refinamentos de
malha. Nota-se que o comportamento do erro relativo segue o padrao observado no caso
bidimensional, com aumento progressivo conforme o refinamento da malha. Contudo, o
aspecto mais significativo é o crescimento exponencial do tempo de computagao.

Tabela 3.2: Resultados da simulagao da equacao de Poisson 3D para diferentes tamanhos
de malha.

nx Tempo Erro Relativo
11 986 ms  2.54-107°
21 1.42s 3.29-10°¢
41 289 5.21-10°¢
81 35 min  4.84-107°

A anélise dos resultados revela dois aspectos importantes. Primeiramente, confirma-se
o padrao observado no problema 2D, no qual o erro relativo aumenta com o refinamento
da malha. Em segundo lugar, evidencia-se o impacto computacional significativo da
terceira dimensao, com o tempo de execucao aumentando drasticamente para malhas
mais refinadas.

Vale destacar que o Devito possui capacidades nativas de execucao paralela, permi-
tindo a distribuicao do célculo entre multiplos niicleos de processamento ou mesmo em
clusters computacionais. Essa funcionalidade estd integrada ao framework e pode ser
ativada através de configuragoes simples, sem a necessidade de modificagoes significati-
vas no codigo. Para problemas que demandem malhas realmente extensas ou simulagoes
de grande escala, essa capacidade de paralelizacao pode mitigar substancialmente o im-
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pacto do aumento do tempo computacional, tornando viavel o tratamento de problemas
complexos que seriam proibitivos em ambientes sequenciais.

3.2 Equacao Hiperbdlica

Nesta secao, o enfoque é direcionado a aplicagdo do Devito na resolucao de equagoes
diferenciais parciais (EDPs) de natureza hiperbdlica. Tais equagoes caracterizam-se pela
propagacao de informacgoes ao longo de caracteristicas, sendo particularmente relevantes
para modelar fenémenos de transporte e propagacao de ondas. Um aspecto fundamental
das EDPs hiperbdlicas é sua capacidade de desenvolver e propagar descontinuidades,
mesmo a partir de condicoes iniciais suaves.

O principal desafio numérico nesse contexto reside no controle de erros de discretizacao,
que se manifestam principalmente como:

» dissipagao numérica: amortecimento nao fisico dos gradientes da solucgao;

» dispersao numérica: surgimento de oscilagoes esptrias em regides de grandes
gradientes.

Serao analisados dois casos distintos: um problema unidimensional e um problema
bidimensional. A abordagem numérica adotard o esquema upwind de primeira ordem
implementado no Devito, com validagao por meio de comparacoes com implementacoes
equivalentes em NumPy e com a solugao analitica.

3.2.1 Problema Unidimensional (1D)

O problema de convecgao unidimensional representa um caso fundamental para a
analise de esquemas numeéricos aplicados a equacoes hiperbodlicas. A equacao de advecgao
linear, dada por:

Uy + cpuy =0, (3.6)

na qual ¢, representa a velocidade positiva de propagagao na dire¢ao x e u(t, x) representa
o transporte de uma propriedade em um dominio 2 = [0, 3] progredindo no tempo [0, ¢ ]
até um tempo final ;. No entanto, essa aparente simplicidade esconde desafios numéricos
significativos, particularmente relacionados aos fendmenos de dissipagao e dispersao in-
troduzidos pela discretizagdo. Para uma andlise abrangente, serda considerada a seguinte
condigao inicial:

2, 0<z<05
1, 0.5 <x<1.0
u(0,x) = % 1.0<z<15 (3.7)
—822 4+ 320 —30, 15<x<25
W caso contrario,

caracterizada por descontinuidades abruptas (degraus) e por uma transi¢ao suave (regiao
parabélica), conforme mostra a Figura
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Figura 3.5: Condicao inicial com preenchimento de cores.

Objetiva-se avaliar o comportamento dos esquemas numéricos na preservacao da forma
do problema.

Solucao Analitica

Para obter a solugao analitica da equacgao (3.6)), aplica-se o método das caracteristicas.
A solucao geral desta equacao de transporte linear é dada por:

U(t,.T) = f(.lf o Ct)?

em que f é uma fungdo determinada pela condicao inicial u(0,z) = f(x).
Considerando a condigao inicial (3.7)) composta por segmentos constantes e uma regiao
suave, a solugao para t > 0 mantém este perfil deslocado com velocidade c,:

(

2, et +0<x <c,t+0.5
1, it +00 <<t +1.0
1
u(t,x) = 3 Gt+1.0<z<ct+15
—8(x — cpt)? + 32(x — cut) — 30, it +1.5 <z <t +2.5
W caso contrario.

Essa solucao representa o transporte puro do perfil inicial ao longo do dominio, sem
alteragdo na forma. A regiao parabdlica mantém sua forma quadratica original durante
a propagacao, caracterizando uma transicao suave entre os valores constantes adjacentes.
Para a simulagao, consideram-se as condi¢oes de contorno do tipo Dirichlet iguais a zero.

Implementacao no Devito

Primeiramente, definem-se os parametros iniciais:

1| nx = 31 # quantidade de pontos na direcao x
2| L = 3. # ponto final



36

3| tstop = 0.5 # tempo final

1] ex = 0.5 # velocidade na direcao x

50 dx =L / (nx — 1) +# espagamento temporal

6

7| sigma = 0.1

s| dt = (sigma % dx)/cx # espacamento temporal — condigdo CFL
o| nt = tstop / dt

10| nti = round (nt) # quantidade de pontos no tempo

12| grid = Grid(shape=(nx), extent=(L))
13| X = grid .dimensions
14t = grid .stepping_dim

Agora, a condigao inicial ({3.7)):

1| def uni_ini_cond(field , dx, value=2., bgvalue=0., n=60):

2 """Define condi¢cdo inicial com degraus e transi¢do suave em um array:
3

1

u(0.0 <= x < 0.5) =2
5 u(0.5 <=x< 1.0) =1
6 u(l.0 <=x< 1.5) = 0.5
7 u(l.5 <= x < 2.5) = pardbola suave
8 caso contrario = 0
9
10 Parametros:

11 field : array_ like
12 Dados do campo para inicializar.

13 dx : float

14 Espacamento na dimensao x.

15 value : float , opcional

16 Valor da parte superior da funcao. Padrao = 2.
17 bgvalue : float , opcional

18 Valor de fundo. Padrao = 0.

19 n : int, opcional

20 Ntumero de pontos no dominio. Padrao = 60.
21

22 coords = np.linspace (0, L, n+1)

23

24 # Toda a demais regiao

25 field [:] = bgvalue

26

27 # Primeiro degrau: 0.0 <= x < 0.5

8 field [int (.0 / dx):int (0.5 / dx)] = value

30 # Segundo degrau: 0.5 <
(

=x < 1
31 field [int (.5 / dx):int(1 / dx)] = value — 1.

33 # Terceiro degrau: 1.0 <= x < 1.5

34 field [int (1 / dx):int (1.5 / dx)] = value — 1.5

35

36 # Transi¢do suave: 1.5 <= x < 2.5 (pardabola)

37 x_vals = coords[int (1.5 / dx):int (2.5 / dx)]

38 field [int (1.5 / dx):int (2.5 / dx)] = —8%(x_vals*%2) +32xx vals — 30

Seguindo uma estrutura similar a técnica de pseudo-transiente, utiliza-se o método de
Euler Explicito para discretizacao temporal. O cdédigo para definicao das fungoes, condi-
¢oes de contorno, aplicagao da condigao inicial e construcao do operador é apresentado a
seguir:

ijlu = TimeFunction (name="u’, grid=grid) # u(t,x)
2l uni_init__hat_especial(field=u.data[0], dx=dx, grid = grid)
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sleq = Eq(u.dt + cx*u.dxl)

5| stencil = solve(eq, u.forward)

¢l eq_stencil = Eq(u.forward, stencil)

s|bc = [Eq(u[t+1,0], 0.)] #u(t,0) =0
olbc 4= [Eq(u[t—+1,—1], 0.)] #u(t,L) =0

11op = Operator ([eq_stencil] + bc)
12|%time op(time = nti, dt=dt)

Note que, como ¢, € positivo, utiliza-se .dx1 para realizar a diferenca regressiva. Caso
¢, fosse negativo, seria necessario alterar para .dxr.

Como o método de discretizacao ¢ o Upwind, define-se o argumento space_order=1,
pois o método é de primeira ordem. Por padrdo, TimeFunction e Function possuem
space_order=1.

A diferenca fundamental em relagdo ao método da se¢ao anterior reside na formulacao
da equagao. A sequéncia de comandos:

eq = Eq(u.dt + cxx*u.dxl)
stencil = solve(eq, u.forward)
eq_stencil = Eq(u.forward, stencil)

w N e

representa a discretizagao por diferencas finitas da equagao (3.6)), tal que U(t, x) =~ u(t, x)
¢ a solucao numérica, através dos seguintes passos:

» Equagao discretizada (‘eq’):

(_U(t,x)JrU(tJrAt,x))+C$<U(tvl“) U“’I_M)) —0.

At At Az Az

 Isolamento do termo forward (‘stencil’):

At (_% (sz) Uz Aaz)) N U(y)) |

» Equagao final (‘eq_stencil’):

Ut + At x) = At (—cx (UX’;) - U(t’Z; AI)) + U(th)) .

Essa formulacao corresponde ao esquema upwind de primeira ordem, na qual a deri-
vada espacial é aproximada pela diferenca regressiva, garantindo estabilidade numérica

quando satisfeita a condigdo CFL (Courant-Friedrichs-Lewy) |CI%| <1

Resultados e Analises

Para a resolugao numérica, foi considerado At = 0.1 - Az, tempo final de 0.6s e
¢, =05m/s.
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Tabela 3.3: Resultados da simulagao para diferentes tamanhos de malha.

NumPy Devito
nx Tempo  Erro Relativo Tempo Erro Relativo
31 0.334 ms 0.2639 25.5 ms 0.2594
61 0.489 ms 0.1998 28.7 ms 0.1971
121 0.669 ms 0.1586 33.6 ms 0.1574
241 1.51 ms 0.1294 45.5 ms 0.1288
240001 261 s 0.0223 21 s 0.0249

Para malhas de menor dimensao (nz < 241), a implementagdo NumPy demonstra
tempos de execugao substancialmente inferiores, variando de 0.334 ms a 1.51 ms, enquanto
o Devito requer entre 25.5 ms e 45.5 ms para as mesmas configuragoes. Essa diferenca
inicial pode ser atribuida a geragao de codigo otimizado realizados pelo Devito, cujo custo
torna-se mais perceptivel em problemas de pequena escala.

Contudo, esse cenario modifica-se radicalmente quando consideramos malhas mais
extensas. Para nx = 240001, observa-se uma inversao no desempenho: o NumPy requer
261 segundos para completar a simulagao, enquanto o Devito executa a mesma tarefa em
apenas 21 segundos, representando uma aceleracao de aproximadamente 12 vezes. Esse
resultado evidencia a eficacia das estratégias de otimizacao automatica oferecidas pelo
Devito, as quais tornam-se progressivamente mais vantajosas a medida que a complexidade
computacional do problema aumenta.

No que concerne a precisao numérica, ambos os métodos apresentam erros relati-
vos bastante similares para cada tamanho de malha, com diferencas inferiores a 2% em
todos os casos analisados, exceto o ultimo. Essa concordancia valida que ambas as imple-
mentagoes reproduzem consistentemente o mesmo esquema numeérico upwind de primeira
ordem. Adicionalmente, verifica-se que o erro relativo diminui monotonicamente com o
refinamento da malha, comportamento este que esta em conformidade com a literatura.

2.5
— - NumPy

--=- Devito
—— Analitica

2.0

1.5

ulx)

1.0

-

0.5 1

-
.

0.0 T T T T T
0.0 0.5 1.0 15 2.0 2.5 3.0

X

Figura 3.6: Solugoes numéricas e analitica para nx = 121.
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Figura 3.7: Solugées numéricas e analitica para nz = 240001.

A anélise qualitativa das solugoes, no entanto, revela nuances importantes. Para uma
malha com nz = 121, visualizada na Figura 3.6 observa-se a caracteristica suavizagio da
solugao nas regides de descontinuidade, enquanto a regiao parabdlica é adequadamente
capturada por ambas as implementacoes. Contudo, para a malha altamente refinada com
nz = 240001, apresentada na Figura[3.7] , a solu¢ao do Devito apresenta uma aproximagao
visualmente inferior em certas regides, como no vértice da parabola. Esta discrepancia
qualitativa pode ser vista na métrica do erro relativo, em que NumPy forneceu um erro
relativo menor do que o Devito, com um tempo de simula¢ao maior.

3.2.2 Problema Bidimensional (2D)

A extensao do problema de convecgao para duas dimensdes espaciais considera a equa-
¢ao:

U + Cplly + cyuy =0, (3.8)

que descreve o transporte de uma propriedade u(t,z,y) com velocidades ¢, e ¢, nas
dire¢oes = e y, respectivamente, em um dominio 2 = [0,2] x [0,2] com condigoes de
contorno de Dirichlet iguais a zero. Para este estudo, serd utilizada uma condicao inicial
fornecida pela prépria biblioteca Devito, consistindo em uma regiao de descontinuidade:

2, 056<z,y<l1

u(0,7,y) = .
0, caso contrario.

(3.9)

Uma funcionalidade avancada do Devito explorada nesta se¢ao é o mecanismo de ar-
mazenamento temporal (save) integrado as TimeFunctions. Por padrao (save=None), o
Devito utiliza buffers alternados para escrita ciclica, no qual o tamanho do buffer tem-
poral é determinado por time_order + 1. Esse modo é eficiente em termos de memoria,
mas nao preserva todos os passos temporais intermedidrios.
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Quando ha necessidade de acessar a solu¢gdo em muiltiplos instantes de tempo, como
para geragao de animagodes ou analise temporal detalhada, deve-se especificar explicita-
mente um valor inteiro para save. Essa configuracao desativa os buffers alternados e
armazena todas as solugoes nos instantes especificados, permitindo a reconstrucao com-
pleta da evolucao temporal do fenémeno.

Implementagao no Devito

A implementagao no Devito inicia-se com a definicdo dos parametros de discretizagao
e simulacao:

nx = 81

ny = nx

cx = 1.

cy = 1.

L =2

dx =L / (nx — 1)
dy =L / (ny — 1)
sigma = .2

dtx = dx/cx # CFL para x
dty = dy/cy # CFL para y
dt = sigma * min(dtx,dty)

tstop = 0.5
nt = round(tstop / dt)

Em seguida, define-se a malha computacional e as fung¢oes necessarias, aplicando a
condicao inicial fornecida pela biblioteca Devito:

grid = Grid(shape=(nx, ny), extent=(L, L))

x,y = grid.dimensions
t = grid .stepping_dim
save = round (nt)
| u = TimeFunction (name="u’, grid=grid, save = save)

init__hat (field=u.data[0], dx=dx, dy=dy, bgvalue=0.) # funcao do Devito
plot_ field (u.data[0]) # fun¢do do Devito. Visualizagdo da condigdo inicial

A formulagao do problema é completada com a definicao da equacao de conveccao e
sua discretizacgao:

eq = Eq(u.dt + cx*u.dxl + cy*u.dyl)
stencil = solve(eq, u.forward)
eq_stencil = Eq(u.forward, stencil)

Finalmente, estabelecem-se as condigoes de contorno de Dirichlet homogéneas em
todas as fronteiras e executa-se a simulacao através do operador:

bc = [Eq(u[t+1,x,0],0) ]
bc += [Eq(u[t+1,x,ny—1],0)]
bc += [Eq(u[t+1,0,y],0) ]
bc += [Eq(u[t+1,nx—1,y],0) ]

jlop = Operator ([eq_stencil] + bc)

%time op (dt=dt)
plot_ field (u.data[save —1]) # visualizagdo da solugdo final




41

Resultados e Andlises

Considere ¢, = ¢, = 1 (m/s) e tempo final de 0.5 segundos. A andlise do pro-
blema de convec¢ao bidimensional considerou tanto o desempenho computacional quanto
o comportamento da solu¢do numérica. A Tabela apresenta os tempos de execugao
para diferentes tamanhos de malha e configuragoes do parametro save, que controla o
armazenamento de solugbes em passos temporais (nt) intermediarios.

Tabela 3.4: Tempos de execugao para diferentes configuragdes de malha e parametros de

armazenamento temporal.

nx save Tempo
None 40.4 ms
81 nt/2 42.7 ms
nt 43.3 ms

None 46.3 ms
161 nt/2 53.1 ms
nt 65.4 ms
None 171 ms

641 nt/2 184 ms
nt 307 ms

Os resultados demonstram que o custo computacional aumenta significativamente com
o refinamento da malha e com a quantidade de passos temporais armazenados. A configu-
racao save=None, que utiliza buffers ciclicos, apresenta o melhor desempenho, enquanto o
armazenamento completo de todos os passos temporais (save=nt) implica em um aumento
de custo consideravel, particularmente evidente em malhas mais refinadas.

A evolugao temporal da solugao é ilustrada nas Figuras [3.8{3.10, que mostram o trans-
porte de u através do dominio computacional e a dissipaca da solugao causada pelo método

numérico.
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Figura 3.8: Condicao inicial do pulso gaussiano em ¢t = 0 s.
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Figura 3.9: Solugdo no instante intermediario ¢ = 0.25 s.
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Figura 3.10: Solucao no instante final ¢ = 0.5 s.

A capacidade de armazenamento temporal proporcionada pelo parametro save mostrou-
se essencial para a analise qualitativa do fendmeno, permitindo ndo apenas a verificacdo
da solucao final, mas também o acompanhamento completo da dinamica de transporte,
além de facilitar a geracao de animacgoes que sintetizam a evolugao do sistema, como a

que pode ser visualizada no Github [I4] ou diretamente clicando aqui.


https://github.com/ikeda-thiago/Mestrado/blob/main/Códigos/Problemas%20Clássicos/EDP%20Hiperbólica/GIFs/wave_propagation_3d.gif
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3.3 Equacao Parabdlica

A equagao de difusao representa um dos modelos mais fundamentais na fisica mate-
matica, descrevendo fendmenos de transporte de massa, calor ou outras grandezas através
de meios materiais. Nesta secao, aborda-se a equacao de difusao bidimensional na forma:

ot " ox? V@yQ

em que 7T'(t,z,y) representa o transporte de calor (°C'), v o coeficiente de difusidade
térmica (m?/s) e f o termo fonte (°C'/s) que modela uma fonte ou sumidouro de calor
em um dominio €y = [0, 1] x [0, 1] ou 9 = [0, 27] x [0, 27].

A correta discretizagao do termo fonte é crucial para a precisdo numérica de esquemas
de diferencas finitas. Diferentes formulacdes do termo fonte podem representar desde
casos simples com geracao uniforme até situagées complexas com dependéncia espacial e
temporal.

O objetivo principal desta secdo é demonstrar a flexibilidade do Devito na implemen-
tacdo de termos fonte com complexidade crescente, seguindo uma progressao pedagogica
que inclui:

= (3.10)

» Termo fonte constante (f = ¢): caso mais elementar, representando gera¢ao uni-
forme em todo o dominio;

» Termo fonte espacialmente dependente (f = f(z)): variacdo unidimensional ao
longo de uma direcao espacial;

» Termo fonte bidimensional (f = f(z,y)): variagdo completa no espago bidimensio-
nal;

» Termo fonte espago-temporal (f = f(¢,x)): dependéncia temporal combinada com
variacao espacial unidimensional;

» Termo fonte completo (f = f(¢,z,y)): caso mais geral com dependéncia temporal
e espacial completa.

Através desta abordagem progressiva, busca-se nao apenas ilustrar as capacidades
do Devito para tratar problemas com diferentes niveis de complexidade, mas também
fornecer um roteiro para a implementacao de termos fonte arbitrarios em problemas de
equacoes diferenciais parciais. A andlise comparativa das solugoes numéricas para cada
caso permitira avaliar a influéncia do termo fonte no comportamento da solucao e verificar
a correta implementacao no Devito.

AxAy
v

Para as simulagoes numéricas, considera-se At = e tempo final de 1 segundo.

3.3.1 Termo Fonte Constante (f = ¢)

Para a construcao do termo fonte constante, emprega-se a técnica de solugbes manu-
faturadas. Define-se a solucao analitica como:

T(t,z,y) ==z

com condigoes de contorno e inicial dadas por:
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T(ta O7y) - 07

T(t1,y) =1,

oT oT

= = (t,z,1

3y (t,z,0) oy (t,z,1) =0,
T(O, z, y) =

Logo, de (3.10]), obtém-se:
0—v(0+0)=f = f=0.

Implementagao no Devito

A implementacao segue a estrutura estabelecida nas se¢oes anteriores, com as adap-
tacOes necessarias para o termo fonte constante e as condigdes de contorno de Neumann
na direcao y.

1| # Condi(j)cs de Contorno

2lbc = [Eq(T[t+1, 0, y], 0.)] # Dirichlet: T(t,0,y) = 0
sibec += [Eq(T[t+1, nx—1, y], 1)] # Dirichlet: T(t,1,y) = 0
i|bec += [Eq(T[t+1,x, 0], T[t+1,x, 1])] # Neumann: dT/dy = 0 em y = 0
s5\bc 4= [Eq(T[t+1,x, ny—1], T[t+1,x, ny—2])] # Neumann: dT/dy = 0 em y 1

As condigoes de contorno de Neumann homogéneas:

oT 0
oy y=0
7

sao discretizadas utilizando diferencas finitas de primeira ordem:
o Para y = 0 (fronteira inferior):

T(t,z,0+ Ay) —T(t,x,0)
Ay

=0=T(t,z,0) =T(t,z,Ay)

o Para y = 1 (fronteira superior):

T(t,x,1)—T(t,z,1 — Ay)
Ay

=0=T(t,z,1) =T(t,x,1 — Ay)

que é o que esta sendo escrito no Devito, respectivamente, em:

1| be —+= [Eq(T[t+1,X7 0]7 u[t+1;X? 1])]
bec += [Eq(T[t+1,x, ny—1], u[t+1,x, ny—2])]

A implementacao do termo fonte constante é realizada diretamente na definigdo da
equacao:

1|T = TimeFunction (name="T’, grid=grid, space_order=2, time_order=1)
2ol f = 0 # Termo fonte constante nulo

ileq = Eq(T.dt — nu * (T.dx2 + T.dy2), f)
5| stencil = solve(eq, T.forward)
6| eq_stencil = Eq(T.forward, stencil)
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Resultados e Andlises

A Tabela [3.5] apresenta os tempos de execugao e erros numéricos obtidos.

Tabela 3.5: Analise de Convergéncia para o caso f = 0.

nx Az At Erro Relativo Az qat
11 1-1071 2.5-1073 8.6200 - 1078 - -
21 5-1072 6.25-1074 5.2422-107%  0.7175 0.3588
41 2.5-1072 1.5625-10"*% 7.3406-10% —0.4857 —0.2429
81 1.25-107%2 3.9063-107° 9.0365-10"% —0.2999 —0.1499

A Tabela [3.5] apresenta a andlise de convergéncia para o caso com termo fonte cons-
tante. Observa-se um comportamento atipico onde o erro numérico aumenta com o re-
finamento da malha, evidenciado pelos valores negativos das taxas de convergéncia g, e
dat, tal que esse é a ordem de convergéncia para o método no tempo (Euler Explicito) e
aquele a ordem de convergéncia para o método no espago (Diferencas Finitas de 2% Or-
dem). Apesar da convergéncia irregular, os erros relativos mantém-se na ordem de 1078,
indicando uma precisao adequada. Fato que pode ser visualizado nas Figuras[3.11] e [3.12]

T‘ 1.0

1.0 0.0

Figura 3.11: Solugao numérica para nxr = 11.
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Figura 3.12: Solu¢do numérica e analitica em um corte em y = 0.5 para nx = 11.

3.3.2 Termo Fonte em Uma Variavel Espacial(f = f(x))

Agora considere as seguintes condi¢oes em {2:

(T(t,0,y) =0,

T<t717y):07

oT oT

—(t,x2,0) = —(t,2,1) =0
é)z/ ( ) aj? ) é)l/ ( ) JT? ) )
\T(O,m,y) =73 — 22% + 7,

e a solugao analitica:
T(t,z,y) = 2° — 22 + x.

Logo, o termo fonte é:
f=fx) =—v(6x —4).
Implementagcao no Devito

A implementacao mantém a mesma estrutura do caso anterior, modificando apenas a
defini¢ao do termo fonte:

X, Y = np.meshgrid (np. linspace (0, 1, nx), np.linspace(0, 1, ny), indexing=’
ij7)

f _data = —nu * (6xX — 4)

f = Function(name="1", grid=grid)

f.data[:] = f_data

Resultados e Andlises

A Tabela [3.6] apresenta a analise de convergéncia para este caso, que exibe o mesmo
padrao observado anteriormente: reducao inicial do erro seguida de aumento com refina-
mentos sucessivos da malha.
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Tabela 3.6: Anélise de convergéncia para o caso f = f(x).

nx Ax At Erro Relativo Az qat
11 1.0-107Y 250-107% 583-107° - -

21 50-1072 6.25-100*  5.56-1078 0.068 0.034
41 25-107%2 1.56-107* 7.18-1078 —0.368 —0.184
81 1.25-107%2 391-107° 1.07-107" —0.577 —0.288

Comparando com os resultados da Tabela [3.5] observa-se que ambos os casos apre-
sentam a mesma tendéncia de convergéncia irregular, com taxas negativas em malhas

refinadas, os erros mantém-se na mesma ordem de grandeza

As Figuras e mostra a excelente concordancia entre as solucdes numérica e
analitica, validando a correta implementacao do termo fonte dependente de x.

|‘ 0.14
T 012
T 0.10
T 0.08
T 0.06
- 0.04
T 0.02

0.00
1.0

1.0 0.0

Figura 3.13: Solucao numérica para nr = 81.
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Figura 3.14: Solugoes numérica e analitica em corte em y = 0.5 para nx = 41.

3.3.3 Termo Fonte em Duas Variaveis Espaciais(f = f(x,y))

Considera-se agora um termo fonte bidimensional. Através da técnica de solugoes
manufaturadas, define-se a solucao analitica como:

T(t,z,y) = x(x — 1)*y*(y — 1)%

com condigoes de contorno e inicial em €;:

(T(t,0,y) =0,

T(t7 17 y) - 07

oT oT

- —_ 1) =

ay <t7x70) ay (t7x7 ) 07
(70, 2,y) = z(z — 1)*y*(y — 1)*

Obtém-se, portanto, o termo fonte:
flz,y) = —v[(6z —4)(y" — 2¢° + v*) + (¢° — 22° + 2)(12y° — 12y + 2)] .

Implementagao no Devito

A implementacao mantém a estrutura dos casos anteriores, com a defini¢cao do termo
fonte bidimensional:

X, Y = np.meshgrid (np. linspace (0, 1, nx), np.linspace (0, 1, ny), indexing=’
ij7)

ol f _data = —nu * ((6%X — 4)*(Y*x4 — 2xY*x3 + Yx*%2) +

3 (X##3 — 2xX#%2 4+ X)*(12xY*x3 — 12xY + 2))
| f = Function (name="f", grid=grid)

s/ f.data[:] = f_data

Resultados e Andlises

A Tabela[3.7 apresenta uma anélise de convergéncia marcadamente diferente dos casos
anteriores, mostrando um comportamento estavel e convergente.
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Tabela 3.7: Anélise de convergéncia para o caso f(z,y).

nx Az At Erro Relativo  ga, qat
11 1.0-107% 250-1073 0.8537 — —
21 5.0-1072 6.25-107* 0.3894 1.132  0.566
41 25-1072 1.56-107* 0.1855 1.070 0.535
81 1.25-107%2 3.91-107° 0.0904 1.037 0.519

Note que ha um contraste significativo com os casos anteriores: todas as taxas sao
positivas, indicando convergéncia linear consistente; os erros relativos sao significativa-
mente maiores (107! vs 1077-1078), refletindo a maior complexidade da solugdo analitica;
diferente dos casos constantes e unidimensionais, este exibe a convergéncia monotonica
esperada teoricamente.

1.0 0.0

Figura 3.15: Solu¢ado numérica para o caso f(x,y) com nz = 81.

A sequéncia de Figuras - permite a visualizacao da convergéncia da solugao
numérica conforme refinamento da malha.
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Figura 3.16: Solugoes numérica e analitica em corte em y = 0.5 com nx = 11.
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Figura 3.17: Solu¢oes numérica e analitica em corte em y = 0.5 com nx = 41.
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Figura 3.18: Solugoes numérica e analitica em corte em y = 0.5 com nx = 161.
Esse caso demonstra que o Devito lida eficientemente com termos fonte bidimensionais

complexos, produzindo resultados numericamente estaveis e convergentes.

3.3.4 Termo Fonte em Uma Variavel Espacial e Temporal (f =

f(t,z))

Agora, considera-se um termo fonte que varia no espago e no tempo. Definindo a

solucao analitica como:
T(t,z,y) = —x(x — 1)t,
com condigoes de contorno e inicial em €2;:
(T(t,0,y) =0,
T(t,1,y) =0,
t,x,0) =

oT
R R 1 fry
6y( 8y <t7$7 ) 07
| T(0,2,y) = 0.

Logo, obtém-se o termo fonte:
ft,r) = —2® + z + 2tv.

Implementacao no Devito
A implementacao utiliza uma Function com dimensao temporal para definir eficien-

temente o termo fonte variante no tempo:
f = Function (name="f’, shape=(nt,nx,ny), dimensions=(time_ dim,x,y))
X, Y = np.meshgrid (np.linspace (x0, x1, nx), np.linspace(y0, yl, ny),

time_dime = np.arange(0, tstop, dt).reshape(—1, 1, 1) # Cria—se um vetor 1D
temporais e o redimensiona para 3D com dimensdes
(1,nx,

# combina as dimensoes:

indexing="1j ")
instantes

3

com todos os
(nt, 1, 1)
f data = — (Xxx2) + X + 2 % time dime * nu
ny) + (nt,1,1) — (nt,nx,ny)

f.data[:] = f_ data

~
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Resultados e Andlises

A Tabela [3.8 apresenta uma andlise de convergéncia que combina caracteristicas dos

casos anteriores:

Tabela 3.8: Andlise de convergéncia para o caso f(t,z).

nx Az At Erro Relativo  gag qat
11 1.0-100" 250-10% 250-107° - —
21 5.0-1072 6.25-107* 6.28-10"*  1.993 0.996
41 25-1072 1.56-107%  1.69-107%*  1.896 0.948
81 1.25-1072 391-107° 1.00-107* 0.755 0.377

Observe que os primeiros refinamentos mostram taxas préximas a 2 e 1, 6timo para os
esquemas utilizados, mas logo segue o padrao observado nos casos da equacao de Poisson.
A Figura [3.19 mostra a evolucao temporal da solugdo, evidenciando o crescimento
linear esperado com o tempo. E a Figura [3.20] ilustra a 6tima aproximagdo numérica,

apesar da malha grossa.

- 0.20
T 0.15
- 0.10

- 0.05

0.00
1.0

1.0 0.0

Figura 3.19: Solug¢ao numérica para nr = 81.
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Figura 3.20: Solugoes numérica e analitica em um corte em y = 0.5 com nx = 21.

Esse caso demonstra que o Devito lida eficientemente com termos fonte espago-temporais,
mantendo boa precisdo numérica mesmo em problemas com dependéncia temporal expli-
cita.

3.3.5 Termo Fonte em Duas Variaveis Espaciais e Temporal (f =
flt,z,y))

Por fim, considera-se um termo fonte que varia no espaco bidimensionalmente e no
tempo. Definindo a solugdo analitica como:

T(t,x,y) = sen(z)cos(y)t,

com condigoes de contorno e inicial em €25:

(T(t,0,y) =0,

T(t,2m,y) =0,

oT oT

“(t,2,0) = = (t,2,27) = 0
ay(7x7 ) ay(?x’ 7T) 9
L 7(0, 2, y) = 0.

Logo, obtém-se o termo fonte:
f(t,z,y) = sen(x)cos(y) (1 + v2t)

Implementacao no Devito

A implementacdo mantém a estrutura do caso anterior, com a defini¢ao do termo fonte
bidimensional e temporal:

f = Function (name="f", shape=(nt,nx,ny), dimensions=(time_ dim,x,y))

X, Y = np.meshgrid (np. linspace (x0, x1, nx), np.linspace(y0, yl, ny),
indexing="1j ")

time_dime = np.arange(dt, tstop + dt, dt).reshape(nt, 1, 1)

f data = np.sin(X) % np.cos(Y) % (1 + nux2xtime_dime)

f.data[:] = f_ data
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Resultados e Andlises

A Tabela [3.9 apresenta uma andlise de convergéncia consistente e estavel:

Tabela 3.9: Anélise de convergéncia para o caso f(t,z,y).

nx Ax At Erro Relativo  ga. qat
11 6.28-10"' 9.86-1072 1.84-1071 - -
21 3.14-107' 2.46-1072 7.18-1072 1.489 0.784
41 1.57-107' 6.16-1073 2.69- 1072 1.284 0.645
81 7.85-1072 1.54-1073 1.24-1072 1.152 0.578

A consisténcia na reducao do erro é um ponto positivo para a ferramenta Devito.
No entanto, os resultados sugerem oportunidades de aprimoramento, particularmente no
que concerne a discretizacao temporal. Efeito que pode ser visto quantitativamente pela

Tabela [3.9] e qualitativamente pelas Figuras -

mmm Solugdo Numérica
® Solucdo Analitica

Figura 3.21: Solugao numérica para nx = 11.
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Figura 3.22: Solugao numérica para nx = 41.
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Figura 3.23: Solugoes numérica e analitica em um corte em y = m com nx = 21.






CAPITULO

4

Integracao Devito-PETSc

Uma limitacao fundamental identificada no uso atual do Devito é a dependéncia pre-
dominante de métodos explicitos para a resolucao de sistemas lineares, particularmente
no contexto da equacao de Poisson. Embora a técnica de pseudo-transiente contorne essa
restri¢do, ela introduz um custo computacional adicional e nao explora todo o potencial
de métodos iterativos avangados.

Para superar essa limitacao, este trabalho apresenta uma integracao experimental
entre o Devito e a biblioteca PETSc (Portable, Extensible Toolkit for Scientific Computa-
tion), desenvolvida em colaboragao com Zoe Leibowitz [15], pés-doutoranda do Imperial
College London. Esta integracao permite a utilizacao de métodos implicitos e iterati-
vos combinados com pré-condicionadores avangados, viabilizando a resolugao eficiente de
sistemas lineares esparsos resultantes da discretizacao de problemas elipticos.

Cabe ressaltar que o PETSc nao esta oficialmente implementado nem disponivel como
parte integrante do Devito. A integracao aqui apresentada encontra-se em carater ex-
perimental, sendo desenvolvida ativamente pela equipe do Imperial College London. O
suporte e os exemplos fornecidos por Leibowitz foram essenciais para a implementacao
bem-sucedida das solu¢des documentadas nesta dissertacao.

Este capitulo apresenta uma investigagao numeérica da equagao de Poisson utilizando
duas estratégias de solucao distintas. A primeira abordagem emprega o Devito utilizando
a técnica de pseudo-transiente, como mostrado no capitulo anterior. A segunda aborda-
gem utiliza o PETSc, um conjunto sofisticado de estruturas de dados e rotinas para a
solugao escalavel de EDPs. Diferentemente do método explicito de pseudo-transiente, o
PETSc permite a solugao direta do sistema linear decorrente da discretizacao por dife-
rengas finitas, empregando métodos de subespago de Krylov (como GMRES e gradiente
Conjugado) combinados com pré-condicionadores avangados.

Vale notar que, embora o PETSc suporte nativamente pré-condicionadores multigrid,
esta funcionalidade especifica ainda nao esta disponivel na integracao atual com o Devito,
constituindo uma dire¢ao promissora para trabalhos futuros.

Ambas as metodologias sao aplicadas a um problema bidimensional em geometria
quadrada com condi¢oes de contorno de Dirichlet homogéneas. O método das solugoes
manufaturadas é empregado para validar a precisao numérica, permitindo a quantificacao
precisa dos erros de discretizacdo por meio da comparagao com a solucao analitica.

o7
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4.1 Problema de Poisson Bidimensional

Considere o dominio © = [0, 1] x [0, 1] e condigdes de contorno homogéneas de Dirichlet
aplicadas em todas as faces do dominio. O problema é formulado como:

IPp  Pp
92 + a—yQ = f(z,y),
p(0,y) =p(l,y) =0, Vyel0,1],

p(x,0) =p(z,1) =0, Vzel0,1],

(4.1)

sendo p uma fungao escalar e f(x,y) o termo fonte, também uma fungao escalar de duas
variaveis. Para permitir a validacao da solugdo numérica através da comparacao com a
solugao analitica, utiliza-se o método das solu¢des manufaturadas.

Solugao Manufaturada

A solucao analitica é definida como:

el —x)-y(l—vy). (4.2)

Pode-se verificar que as condigoes de contorno sao satisfeitas, uma vez que p(0,y) =
p(1,y) = p(x,0) = p(z,1) = 0 para todos z,y € [0,1]. Para determinar o termo fonte,
calculamos as segundas derivadas parciais de p(x,y):

2
% =zy(z +3)(y — 1)e" 7,
2
g_y]; =z(r—1)yly — 1) — 4y + 4le” .
Substituindo na Equagao (4.1]), obtemos:
2 2

= f(z,y).

Assim, o termo fonte manufaturado é dado por:

f(z,y) = 22(xy® — 3vy + 22+ y° +y — 2)e" V.

Discretizacao

Assim como no capitulo anterior, utiliza-se a técnica de pseudo-transiente para a
resolugao utilizando somente o Devito. Para a solugao numérica, utiliza-se t; = 1 e um

1
passo de tempo de At = 0.1-Ax- Ay, com Axr = Ay = —, em que n é o nimero de pontos

em cada direcao espacial e Ax = Ay sdo o espacamento da malha espacial.

Para o solver PETSc, nenhum avango temporal é necessario, pois o método resolve
diretamente o sistema linear de estado estacionario decorrente da discretizacao da equacao
de Poisson. Esta abordagem permite maior flexibilidade na definicao dos critérios de
convergéncia. Neste trabalho, selecionamos duas condig¢oes de parada: o niimero maximo
de iteragoes, definido para igualar o nimero de passos de pseudo-transiente (nt) utilizado

na abordagem Devito (ksp_maz_it = nt = A_t)’ e uma tolerancia de ksp rtol = 10710,
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que controla a tolerancia entre iteragoes consecutivas. Além disso, empregamos o método
do gradiente conjugado como solver iterativo, sem pré-condicionamento, uma vez que o
pré-condicionamento nao é ainda suportado.

Implementacao com PETSc

A integracao entre Devito e PETSc requer algumas adaptagoes na configuracao e na
definicdo do problema. A seguir, sera descrita as principais modificagbes necessarias para
utilizar o solver linear do PETSc em conjunto com a geragao de cédigo do Devito.

A primeira etapa consiste em configurar o ambiente de compilagao para utilizar o
compilador MPI (Message Passing Interface), necessario para utilizar o PETSc:

configuration [ ’compiler’] = ’custom’
os.environ [ ’CC’] = ’'mpicc’

Em seguida, inicializa-se o PETSc:

Petsclnitialize ()

Uma das principais diferencas na abordagem com PETSc é a forma como as condigoes
de contorno sao implementadas. Em vez de serem aplicadas diretamente no operador
temporal, as condi¢oes de contorno sao definidas através de subdominios, permitindo que
o solver linear as incorpore adequadamente na montagem do sistema matricial.

No Devito, um SubDomain representa uma regiao especifica do dominio computacio-
nal. Essa regido pode corresponder ao dominio interno, a uma fronteira ou a qualquer
subconjunto da malha definido pelo usuario. A classe SubDomain permite descrever essas
regides de forma simbolica, especificando quais pontos da malha pertencem ao subdo-
minio. Durante a geracao do cddigo, o Devito utiliza essas informagoes para restringir
a aplicacao de operadores ou condigoes de contorno apenas aos pontos pertencentes ao
subdominio especificado.

Para um dominio bidimensional com condigoes de Dirichlet homogéneas em todas as
fronteiras, definem-se quatro subdominios:

class SubTop(SubDomain) :

name = ’subtop’
def define (self, dimensions):
x, y = dimensions

return {x: x, y: (’right’, 1)}

class SubBottom (SubDomain) :

name = ’subbottom’
def define (self, dimensions):
x, y = dimensions

return {x: x, y: (’left’, 1)}

class SubLeft (SubDomain) :
name = ’'subleft’

5| def define(self , dimensions):

x, y = dimensions

7lreturn {x: (’left’, 1), y: (’middle’, 1, 1)}

class SubRight (SubDomain) :

name = ’subright’
def define (self, dimensions):
x, v = dimensions

return {x: (’'right’, 1), y: (’middle’, 1, 1)}
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As expressdes (’left’, 1) e (Pright’, 1) indicam, respectivamente, a primeira e
a ultima camada de pontos da malha naquela dimensao, enquanto (’middle’, 1, 1)
representa a regiao interna, excluindo uma camada de pontos em cada extremidade. As-
sim, por exemplo, o subdominio SubTop corresponde apenas a fronteira superior, enquanto
SubLeft corresponde exclusivamente a fronteira esquerda, desconsiderando os cantos, que
ja pertencem aos subdominios superior e inferior.

A instanciagdo dos subdominios é realizada conforme abaixo:

subl = SubTop()
sub2 = SubBottom ()
sub3 = SubLeft ()
sub4 = SubRight ()

subdomains = (subl, sub2, sub3, sub4)

Com os subdominios definidos, as condig¢oes de contorno sao expressas como EssentialBC,

associando a variavel alvo, o valor na fronteira e o subdominio correspondente:

bcs = [EssentialBC (phi, bc, subdomain=subl) ]

bcs += [EssentialBC(phi, bc, subdomain=sub2) ]
bcs += [EssentialBC (phi, bc, subdomain=sub3) ]
bcs += [EssentialBC (phi, bc, subdomain=sub4) ]

O solver PETSc ¢é configurado através da funcdo petscsolve, que recebe:

» As expressoes que definem o problema (exprs);
» A variavel alvo (phi);
» Parametros do solver, incluindo:

> ksp_type: Tipo de método de Krylov (ex: ‘cg’ para Gradiente Conjugado);
> ksp_rtol: Tolerancia relativa para convergéncia;

> ksp_converged_reason: Habilita a exibi¢ao da razao de convergéncia.

)

petsc = petscsolve (exprs, target=phi, solver_parameters={’ksp_ type’: ’cg’,
"ksp_rtol’: 1le—10, ’ksp_converged reason’: None})

Por fim, o operador é gerado e executado utilizando a linguagem ’petsc’:

with switchconfig (language=’petsc’):
op = Operator(petsc)
op.apply ()

O contexto switchconfig altera temporariamente a configuragao do Devito para gerar
c6ddigo compativel com o PETSc, produzindo um operador que monta e resolve o sistema
linear utilizando os métodos especificados.

4.2 Resultados e Analise

Devito

A Figura mostra a solu¢ado numérica apds atingir o estado estacionario para uma
malha de 112, demonstrando excelente concordancia qualitativa com a solucdo analitica
manufaturada, mesmo para uma malha moderada de 112 pontos.
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e Solucdo Devito
B Solucado Analitica

L 0.07
- 0.06
- 0.05
T 0.04
- 0.03
- 0.02
- 0.01
 0.00

-- A

.".; ° oo

P(x,y)

Figura 4.1: Comparacao entre as solugoes numérica e analitica utilizando Devito em uma
malha de 112,

A Tabela apresenta os resultados quantitativos para diferentes refinamentos de
malha, variando de 11% a 161? pontos de grade. O erro na norma L? e a ordem de conver-
géncia sao reportados para fornecer uma avaliagdo abrangente dos erros de discretizagao.
A ordem de convergéncia (O) demonstra que o método atinge precisao de segunda ordem,
como esperado para o esquema de diferencas finitas centradas empregado. Para as malhas
mais refinadas, a ordem de convergéncia se aproxima do valor teérico de 2 com notavel
precisao (1.9999), validando a corretude da implementagao.

Em relacdo ao desempenho computacional, o tempo necessario para a simulacao au-
menta aproximadamente linearmente com o niimero de passos de tempo e quadraticamente
com o tamanho da malha. A malha de 112 requer apenas 0.37 segundos e 1000 iteracoes,
enquanto a malha de 1612 demanda 115 segundos e 256000 iteracoes. Este comportamento
reflete a natureza explicita do método de pseudo-transiente, onde o niimero de iteracoes
deve aumentar a medida que a malha é refinada devido a restrigao de estabilidade CFL.

Tabela 4.1: Resultados da simulacao da equagao de Poisson 2D utilizando Devito.

n  Tempo (s)  (nt) Erro L? @)
11 0.37 1000 4.99-1073 —
21 1.45 4000 1.25-107% 1.9988
41 6.08 16000 3.12-10"* 1.9996
81 25.15 64000 7.81-107° 1.9999
161 115.21 256000 1.95-107° 1.9999
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Integracao PETSc

A Figura mostra a solu¢do numérica obtida com PETSc para uma malha de 212
Mesmo nesta resolucao relativamente grosseira, a solucao exibe excelente concordancia
com a solugao analitica, demonstrando a precisdo do método.

e Solucao Devito+PETSc
I Solucdo Analitica

Figura 4.2: Comparacao entre as solu¢des numérica e analitica utilizando PETSc em uma
malha de 212

A Tabela [4.2] apresenta os resultados quantitativos para refinamentos de malha vari-
ando de 112 a 1612 pontos de grade. Vérias observacoes merecem discussao.

Tabela 4.2: Resultados da simulacao da equagao de Poisson 2D utilizando PETSc.

n  Tempo (s) Iteragoes Erro L? @)
11 0.01 37 4.99-107° —
21 0.01 82 1.25-1073  1.9988
41 0.01 167 3.12-107*  1.9996
81 0.02 337 7.81-107° 1.9999
161 0.09 683 1.95-107° 1.9999

Primeiramente, os niveis de erro alcancados pelo PETSc sao muito semelhantes aos da
outra abordagem. Os erros na norma L? variam de 4.99-1073 para a malha mais grosseira
a 1.95-107° para a malha mais refinada, e a ordem de convergéncia confirma a precisao
de segunda ordem também para o solver PETSc. Esta concordancia valida que ambas as
implementagoes representam corretamente a mesma discretizacao por diferencas finitas.

Em segundo lugar, o nimero de itera¢oes necessario para a convergéncia aumenta com
o refinamento da malha, variando de 37 iteracoes para a malha de 112 a 683 iteracoes
para a malha de 161%2. Este comportamento reflete o aumento do ntimero de condicao do
Laplaciano discreto a medida que a malha é refinada. No entanto, o nimero de iteragoes
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cresce apenas moderadamente em comparagao com o aumento do tamanho do problema
(de 121 para 25921 pontos de grade).

Terceiro, e mais importante, o tempo computacional exibe um comportamento de es-
calonamento fundamentalmente diferente em comparacao com a abordagem explicita do
Devito. Para as malhas mais grosseiras (112 a 41?), o tempo de solugdo ¢ efetivamente
constante em 0.01 segundos, muito pequeno para ser medido de forma confiavel com roti-
nas de temporizacao padrao. Para a malha de 812, o PETSc requer apenas 0.02 segundos,
em comparacao com 25.15 segundos para o Devito, um fator de aceleracao superior a 1200.
Mesmo para a maior malha considerada, 1612, o PETSc completa a solucido em apenas
0.09 segundos, enquanto o Devito requer 115 segundos. Esta diferenca draméatica de de-
sempenho ressalta a vantagem dos métodos implicitos com solvers iterativos modernos,
particularmente a medida que os tamanhos dos problemas aumentam. Deve-se notar que
estes resultados foram obtidos sem pré-condicionamento; uma vez que o suporte completo
a pré-condicionadores for integrado ao Devito, a abordagem baseada em PETSc deverd
se tornar uma op¢ao ainda mais atraente para simulagoes em larga escala.

4.3 Conclusao

Os resultados apresentados nas Tabelas e revelam diferengas marcantes entre
as duas estratégias de solugdo. Embora ambos os métodos atinjam a mesma precisao e
convergéncia de segunda ordem, confirmando a corretude de ambas as implementacoes,
seu desempenho computacional difere por ordens de grandeza.

As implicagoes praticas destes resultados sao claras. A abordagem de pseudo-transiente
no Devito, embora conceitualmente simples e facil de implementar, torna-se proibitiva-
mente cara para todas, exceto as malhas bidimensionais mais grosseiras. Sua utilidade
¢ amplamente confinada a problemas onde a prototipagem rapida e a conveniéncia da
geracao de cddigo superam as preocupacgoes com eficiéncia computacional, ou onde o es-
quema de avango temporal explicito se alinha naturalmente com a fisica do problema (por
exemplo, simulag¢oes dependentes do tempo).

A abordagem integrada Devito-PETSc, em contraste, combina o melhor dos dois mun-
dos: a conveniéncia simbdlica e a geracao automatizada de codigo do Devito para construir
operadores discretos e gerenciar grades computacionais, combinada com os sofisticados
solvers lineares e o desempenho escalavel do PETSc. Esta abordagem hibrida permite
a solugao de problemas elipticos com alta precisao e recursos computacionais minimos,
abrindo possibilidades para simulagoes mais realistas.






CAPITULO

9]

Solucoes das Equacoes de
Navier-Stokes Utilizando Devito

As Equacgoes de Navier-Stokes representam o pilar fundamental da mecéanica dos flui-
dos newtonianos. Estas equacoes descrevem a conservacao de massa, quantidade de movi-
mento e energia para fluidos viscosos incompressiveis, constituindo um sistema acoplado
de equagoes diferenciais parciais nao-lineares.

Nesse capitulo, aborda-se a implementacao numérica das equagoes de Navier-Stokes
utilizando o Devito, com énfase em uma configuracao classica da dindmica dos fluidos
computacional: o escoamento em cavidade lid-driven. Problema esse consolidado na
literatura, permitindo a avaliagdo da capacidade do Devito em capturar fenémenos flui-
dodindmicos complexos.

O objetivo central é demonstrar a aplicabilidade do Devito na simulagao de escoamen-
tos viscosos incompressiveis, avaliando sua precisao na reproducao de estruturas vorticais,
perfis de velocidade e corrente. Através de comparagoes com resultados numéricos e expe-
rimentais da literatura, busca-se estabelecer os limites e potencialidades dessa ferramenta
no contexto da dindmica dos fluidos computacional.

5.1 Formulacao Corrente-Vorticidade

As equagoes de Navier-Stokes admitem diversas formulacoes matematicas equivalen-
tes. Neste trabalho, adota-se a formulagao corrente-vorticidade, cujo principal objetivo é
eliminar a necessidade do calculo explicito do campo de pressao, simplificando numerica-
mente o problema enquanto mantém a descricao fisica completa do escoamento.

A formulagdo em termos da funcao de corrente v e da vorticidade w apresenta como
principal vantagem o fato de a equagao da continuidade ser automaticamente satisfeita
pelos campos de velocidade. Adicionalmente, as equagoes resultantes possuem uma estru-
tura matematica mais tratdvel numericamente em comparacao com a formulacao primitiva
das equacgoes de Navier-Stokes.

Consideram-se inicialmente as equagoes do momento na forma nao-conservativa e adi-
mensional para um fluido incompressivel:

%4_ %4_ @_—@—Fi @4_@ (51)
ot "ox U@y  Or  Re \022 0y? '
ov ov ov op 1 [(0*v 0%

P& Py - (2 Y 2
ot +U8$ +U@y oy * Re (83:2 * 83/2) (5:2)
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que representam a conservagao de momento na dire¢do x e y, respectivamente. Re (/5.8])
¢ o numero de Reynolds, que indica o padrao de fluxo de um fluido, p a pressao e u e v
sdo as componentes do vetor velocidade u(t, z,y) = (u(t, z,y), v(t, z,y)) em coordenadas
Cartesianas bidimensionais.

A dificuldade fundamental nesta formulacao reside no tratamento do termo de pres-
sdo, que aparece acoplado as equagoes do momento sem possuir uma equacao de evolucao
propria. Para contornar esse obstaculo, desenvolvem-se formulacoes alternativas que eli-
minam a pressao do sistema. Entre estas, a formulacdo corrente-vorticidade.

Para escrever as equacoes acima na formulacao 1) — w, calcula-se

0 5 0 .
%(equagao G-2) - a—y(equagao G-1),

o que resulta em

0 (0 00y 0 (0w o0\ 0 (0u ov)_
ot \dy Ox Or \dy Oz oy \oy 0x)

L8 (o 0w | @ (o v o
"~ Re |02\ 0y Oz oy \oy Ox)|’
O termo 5 P
u v
5 o (5.4)

é conhecido como vorticidade w. A vorticidade é uma medida de rotacao de um elemento
de fluido em torno de um ponto. Em termos da vorticidade w, é possivel escrever a
equacao (5.3) como

2 2
Ow Ow Ow 1 <3 w 0 w) ’ (5.5)

U v = o
ot ox dy  Re \ 02?2 0y?
que é uma equagao de advecgao-difusao para a vorticidade do fluido.
A equacao da continuidade pode ser identicamente satisfeita pelo campo de velocidades

ao se definir uma funcao corrente v tal que
oY

_ W _
= 9 e v=-—o (5.6)

u

Substituindo-se as defini¢bes para u e v na defini¢do de vorticidade ([5.4]), tem-se

P Y _

52 + e —w (5.7)

que é uma equacao de Poisson para fungao corrente. A partir do instante inicial ¢q, e com
as condigbes auxiliares apropriadas, as equagoes (5.5)) e (5.7) podem ser utilizadas para a
determinacao do campo de velocidades do fluido.
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5.2 Problema da Cavidade Lid-Driven

v=>0
I, u=U

Q

4 o0,

T uw=>0
v=10

Figura 5.1: Esboc¢o da geometria para um escoamento forcado pelo movimento da tampa
de uma caixa (cavidade).

Considere a cavidade mostrada na Figura O interior da cavidade ¢ totalmente
preenchido com fluido formando o interior do dominio 2. Inicialmente, tanto a tampa
da cavidade como o fluido estdo em repouso. As paredes sdo sélidas e impermeaveis,
formando o desenho de uma caixa, que representa a fronteira do dominio 0€2;. No instante
to a tampa da cavidade (0€2) ¢ instantaneamente acelerada para a velocidade U > 0.
Devido a tensoes viscosas, o movimento da tampa “puxa” o fluido que esta adjacente a
ela, originando o escoamento.

Em funcao de U, da altura H da cavidade e da viscosidade v cinematica do fluido, o
numero de Reynolds que caracteriza esse escoamento é definido como

UH

14

Re (5.8)

Condicoes de Contorno e Inicial
As condigdes iniciais e de contorno para u(x,y,t) = (u(x,y,t),v(x,y,t)) sdo

u(t,z,y) =0, em
u(t,z,y) =0, em 9 x [0,ts];
u(t,z,y) =U, em 0y x [0,ts];
v(t,z,y) =0, em 0 x [0,tf].
As condigoes de contorno para v foram desenvolvidas com base nas condicoes de u e v

nas paredes, que serao nominadas Top, Left, Right, Bottom, decorrentes das suas posi¢oes
conforme a Figura [5.1]

1. Parede Bottom

A condigao nessa fronteira é dada por ¢ (z,y,t) = 0 e, ao considerar a impermeabilidade
82
da caixa, w = _8_1f' Aplicando diferengas centrais para a derivada de segunda ordem,
Yy

Vij+1 — 205 + iy
_ Vgl h2] J 1' (5'9)

wl 7j -
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Note que o termo v; j_1, cujo ponto (z;,y,_1) nao pertence ao dominio, precisa ser subs-
tituido para que o cédlculo seja possivel ser efetuado. Para tanto, substitui-se esse termo
fantasma por uma expressao de diferencas finitas de terceira ordem obtida por expansao
em Série de Taylor:

_ oyl _ ey — 2051 + 3bij — 6%ii1 + it

o 6hky — 31 ; + 65 541 — Vi jr2
oy ; 6h

2 Y

= Yij1 =

no qual k, é uma constante que representa a velocidade da parede. Substituindo a ex-
pressdo em [5.9] obtém-se
6hky — 315 + 615 541 — Vi g2
Yije1 — 25 + : 5 I =
Wij = — 72 =
_ 8iji1 — iy — Yo + Gk,
2h? '

= wi,j =
2. Parede Left

A condigao nessa fronteira é dada por ¥ (x,y,t) = 0 e, ao considerar a impermeabilidade
92
da caixa, w = ——dj Aplicando diferencas centrais para a derivada de segunda ordem,

or?’

C Yig = 205 + iy

o (5.10)

Wij =
Note que o termo ;1 j, cujo ponto (z;_1,y;) ndo pertence ao dominio, precisa ser subs-
tituido para que o calculo seja possivel ser efetuado. Para tanto, substitui-se esse termo
fantasma por uma expressao de diferencas finitas de terceira ordem obtida por expansao
em Série de Taylor:

_ 2y 3%y — 6Piga; + Yiga

_ Ghky — 3+ 601 — Yiga
6h ’

K = Y1 = 5

no qual k; é uma constante que representa a velocidade da parede. Substituindo a expres-
sao em [5.10] obtém-se

6hk; — 3; 5 + 61 j — Vigaj

Yiv1,; — 295 + 5

=

wivj ==

h2

_ 8tiy1y — Thij — Yiya; + 6hky
2h? '

= Wij =
3. Parede Right

A condigao nessa fronteira é dada por ¥ (x,y,t) = 0 e, ao considerar a impermeabilidade
2

da caixa, w = ———. Aplicando diferencas centrais para a derivada de segunda ordem,

or?’

Yig1; — 2055 + i
_ 3 ‘

Note que o termo ;_1 j, cujo ponto (z;41,y;) ndo pertence ao dominio, precisa ser subs-
tituido para que o calculo seja possivel ser efetuado. Para tanto, substitui-se esse termo
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fantasma por uma expressao de diferencas finitas de terceira ordem obtida por expansao
em Série de Taylor:

_ Wi+ 3%y — 6%y + gy

6hk, — 3t j + 61 — Vi_a
6h ’

k;
2

= Yiy1; =

no qual k, é uma constante que representa a velocidade da parede. Substituindo a ex-

pressao em [5.11, obtém-se

6hk, — 3t ; + 611 — Via;
! 5 / L= 2+ iy

Wij = — 72 =
_8im1; — Ty — igj + BhE,
2h? ’

= (,U@j =
4. Parede Top

A condigao nessa fronteira é dada por ¥ (z,y,t) = 0 e, ao considerar a impermeabilidade
2

da caixa, w = ———. Aplicando diferencgas centrais para a derivada de segunda ordem,

oy?

C Wig — 205 + i
h? '

Wi 5 = (512)
Note que o termo v j11, cujo ponto (z;,y;+1) ndo pertence ao dominio, precisa ser subs-
tituido para que o célculo seja possivel ser efetuado. Para tanto, substitui-se esse termo
fantasma por uma expressao de diferencas finitas de terceira ordem obtida por expansao
em Série de Taylor:

_ 200 1+ 355 — 6 51 + s 0

6hk‘b — 3¢z‘,j + 61[11‘7]‘—1 - 7#i,j—Q
6h ’

ky 5

= iy =

no qual k; é uma constante que representa a velocidade da parede. Substituindo a ex-
pressao em [5.12, obtém-se

Ghky — 3t + 6ty 1 — s

b — i 2¢,J 11— Yij2 9+ s

Wij = — 72 =
81 — T — Yo + Gk,
2h? .

= Wij =

Implementacao no Devito

Diferentemente dos problemas anteriores que envolviam uma tnica equagao diferencial
parcial, o escoamento na cavidade lid-driven requer a resolucao acoplada de um sistema
de quatro equagoes: vorticidade , funcao corrente e as duas componentes de
velocidade . Esta complexidade adicional demanda uma estratégia de implementacao
mais elaborada, baseada na criacdo de uma funcao personalizada que encapsula todo o
sistema para ser executada pelo Operator.

A funcdo vorticity_operator implementa essa abordagem:

def vorticity_operator (omega, psi, u, v, Re, grid, nx):
grid = grid
t = grid.stepping_dim
x, y = grid.dimensions
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U=1

nx = nx

ny = nx

k. b=20 # velocidade da parede bottom
k t=0U # velocidade da parede top
k. 1=0 # velocidade da parede left
k r=20 # velocidade da parede right

# Equagao da vorticidade (4.5)

pde_omega = Eq(omega.dt + u * omega.dxc + v * omega.dyc — (1/Re) x (
omega.dx2 + omega.dy2))

stencil _omega = solve (pde omega, omega.forward)

update_omega = Eq(omega.forward, stencil omega, subdomain=grid.interior

)

# Equagao da corrente (4.7)

pde_psi = Eq(psi.dx2 + psi.dy2 + omega)

stencil _psi = solve(pde_psi, psi)

update_ psi = Eq(psi.forward, stencil psi, subdomain=grid.interior)

# Equacgao das velocidades (4.6)
eq_u = Eq(u, psi.dyc)
eq v = Eq(v, —psi.dxc)

stencil_u = solve(eq _u, u)
stencil v = solve(eq v, V)
update_u = Eq(u.forward, stencil_u, subdomain = grid.interior)
update_v = Eq(v.forward, stencil v, subdomain = grid.interior)

# Condigoes de Contorno

# Vorticidade

bc_omega = [Eq(omega[t+1, 0, y], —(8*psi[t+1, 1, y] — 7xpsi[t+1,0,y] —
psi[t+1,2,y] + 6%x.spacing* k_1)/(2x x.spacing*%2))] # left

bc_omega += [Eq(omega[t+1, nx—1, y], —(8*psi[t+1, nx—2, y|] — T*xpsi[t+1,
nx—1,y] — psi[t+1,nx—3,y] + 6xx.spacing* k 1) /(2% x.spacing*x2))] #
right

bc_omega += [Eq(omega[t+1, x, 0], —(8*psi[t+1, x, 1] — 7xpsi[t+1,x,0] —
psi[t+1,x,2] + 6xy.spacing* k b) /(2% y.spacingx*%2) )] # bottom
bc_omega += [Eq(omega[t+1, x, ny—1], —(8*psi[t+1, x, ny—2] — 7xpsi[t+1,
x,ny—1] — psi[t+1,x,ny—3] + 6xy.spacing* k t)/(2% y.spacingxx2))] # top

# Corrente

be_psi = [Eq(psi[t+1, 0, y], 0)] # left
bc_psi += [Eq(psi[t+1, nx—1, y], 0)] # right
be_psi += [Eq(psi[t+1, x, 0], 0)] # bottom
bc_ psi += [Eq(psi[t+1,x,ny—1], 0)] # top
# Velocidade nas paredes

bc u = [Eq(u[t+1, 0, y], 0)] # left
bc_u += [Eq(u[t+1, nx—1, y], 0)] # right
bc_u += [Eq(u[t+1, x, 0], 0)] # bottom
bc_u += [Eq(u[t+1, x, ny—1], U)] # top

bec v = [Eq(v[t+1, 0, y], 0)] # left
bc_v += [Eq(v[t+1, nx—1, y], 0)] # right
bc_v += [Eq(v[t+1, x, 0], 0)] # bottom
bec_v += [Eq(v[t+1, x, ny—1], 0)] # top

bc = bc_omega + bc_psi + bc_u + be_v




59

60

6

71

# Operador principal
op = Operator ([update_omega, update_psi, update_u, update_v] + bc)

return op

Um aspecto crucial na implementacao sao as condi¢oes de contorno para a vorticidade,
que utilizam as formulas de diferencas finitas de alta ordem derivadas anteriormente. Os
termos x.spacing e y.spacing representam os espacamentos da malha nas direcoes x e
Yy, respectivamente, garantindo uma implementacao genérica independente da resolucao.

Quanto a discretizacdo da equacao de vorticidade, foram utilizadas as aproximacoes
centradas omega.dxc e omega.dyc para os termos convectivos. Embora diferencas centra-
das possam introduzir erros dispersivos e oscilagoes numéricas nao fisicas em problemas
dominados pela convecgao, tais efeitos nao foram observados de forma significativa nos
resultados obtidos neste trabalho.

Idealmente, a discretizacao deveria ser capaz de avaliar localmente o sinal de u e v e
selecionar dinamicamente a direcao do esténcil para a discretizacao de w. No Devito, tal
comportamento poderia ser implementado utilizando ConditionalDimension, que per-
mite a criacgao de expressoes condicionais dependentes do valor das variaveis no dominio.
Contudo, durante o desenvolvimento deste trabalho, identificou-se um erro ainda nao so-
lucionado na versao atual do Devito: quando uma ConditionalDimension ¢é fornecida
através do parametro implicit_dims em conjunto com subdomain=grid.interior, o
operador falha na compilacao.

A correcao deste bug no Devito constitui, portanto, uma direcao importante para
trabalhos futuros, pois permitiria a implementagao correta do esquema upwind (ou de
esquemas de maior ordem, como CUBISTA [5]) e, consequentemente, uma melhoria sig-
nificativa na precisao das simulagdes para regimes de escoamento com maiores nimeros
de Reynolds.

Em seguida, cria-se uma outra fung¢ao para a execucao da simulacao:

def run_simulation (nx, Re, alpha, Tmax):

szl_
Ly =1
ny = nx

dx = Lx / (nx — 1)
dy = Ly / (ny — 1)

dt_visc = (Re/2) x 1/(1/dx*x2 + 1/dy=*x2)
dt__cfl = min(dx,dy)
dt = alpha * min(dt_visc, dt_cfl)

nt = int (Tmax/dt)

x_np = np.linspace (0, Lx, nx)
y_np = np.linspace (0, Ly, ny)
X,Y = np.meshgrid(x_np,y_np)
grid = Grid (shape=(nx, ny), extent=(Lx, Ly))

w = TimeFunction (name="omega’, grid=grid, space_order=2)
psi = TimeFunction (name="psi’, grid=grid, space_order=2)
u = TimeFunction (name="u’, grid=grid, space_order=2)
v = TimeFunction (name="v’, grid=grid, space_order=2)

# Condigoes Iniciais

w.data[0] = np.ones((nx, ny))
psi.data[0] = np.zeros ((nx, ny))
u.data[0] = np.zeros ((nx, ny))
v.data[0] = np.zeros ((nx, ny))
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# Operador

configuration [ ’log—level ’] = ’ERROR’

op = vorticity_operator(w, psi, u, v, Re, grid, nx)
op.apply (omega=w, psi=psi, u=u, v=v, dt=dt, time M=nt—2)

n =38

fig = plt.figure(figsize=(7, 5), dpi=100)

# Preenchimento com cor

plt.contourf(X, Y, psi.data[0].T, levels=900, alpha=0.7, cmap=plt.cm.
rainbow)

plt.colorbar ()

# Linhas de Contorno

plt.contour (X, Y, psi.data[0].T, levels= 10, cmap=cm. viridis)

# Vetores da Velocidade

plt.quiver (X[::n, ::n], Y[::n, ::n], u.data[0,::n, ::n].T, v.data[0,::n,
::n].T)

plt.xlabel ('x")

plt.ylabel(’y’)

plt .show ()

fig , ax = plt.subplots(figsize=(4, 4), dpi=100)

# Contornos apenas com linhas , sem preenchimento

contours = ax.contour (X, Y, psi.data[0].T, levels=20, colors='k’,
linewidths=0.8)

ax.clabel (contours, inline=True, fontsize=8) # Adiciona rdétulos as linhas
de contorno

ax.set_xlabel(’x7)

ax.set__ylabel(’y’)

#ax.set title (’Linhas de Contorno’)

plt.tight_layout ()
plt .show ()

return w, psi, u, v

As equagoes de vorticidade, fungao corrente e velocidades sao reunidas em um tnico
objeto Operator. A partir da lista de expressdes simboélicas fornecida, o compilador do
Devito infere automaticamente as dependéncias entre as variaveis, reorganiza as operacoes
quando necessario e aplica sucessivas etapas de otimizacao. Como resultado, é gerado um
tnico kernel computacional em linguagem C, compilado em tempo de execugao (Just-In-
Time), mantendo a ordem correta de atualizacao e o acoplamento entre as variaveis.

A execucao da simulagdo ocorre por meio do método op.apply, que dispara esse kernel
a cada passo temporal. Nesse processo, o Devito nao forma matrizes explicitas, pois adota
computagao baseada em esténceis livres de matriz (matriz-free), avaliando diretamente as
expressoes discretizadas no dominio.

Resultados e Analises

Para a simulacao, adota-se U = 1 como velocidade caracteristica em um dominio
Q = 1[0,1] x [0,1]. Embora o estudo de referéncia [12] utilize um critério de parada ba-
seado na diferenga entre solugdes em instantes consecutivos, tal funcionalidade nao estéa
implementada no Devito. Diante desta limitagao, optou-se por um tempo final de simu-
lacao ty = 20 , determinado empiricamente como suficiente para que a solu¢ao numérica
atinja um regime quasi-estacionéario. Testes adicionais demonstraram que aumentos poste-
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riores de ¢y produzem variagoes despreziveis na solucao, validando
de simulacao escolhido.

Para uma analise qualitativa, observe as seguintes figuras.

a adequacao do tempo

1.0+

0.8 A

0.6

0.4 4

0.2 4

0.0

(a) Solugdo de referéncia. Fonte: [12]. (b) Solugao do Devito.

Figura 5.2: Contorno de ¢ para Re = 100 e nx = 129.
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Figura 5.3: Plotagem de ¢ com os vetores da velocidade u e v para Re = 100.

Nota-se que a solugdo numérica obtida com o Devito apresenta concordancia qualita-
tiva com os resultados de Ghia, particularmente na captura dos vortices primarios e na
estrutura geral do escoamento. Entretanto, observa-se que o Devito apresenta limitacoes
na reproducao adequada dos vortices secundarios de menor intensidade. Este compor-
tamento também é verificado para Reynolds 400 com malha de 129 pontos, no qual o
método nao resolve completamente a complexidade dessas estruturas vorticais.

E importante destacar que, embora a andlise qualitativa sugira valores proximos de
zero nessas regioes de vortices secundarios, os resultados de referéncia indicam que a solu-
¢a0 nessas areas nao ¢ estritamente nula, mas sim caracterizada por valores de vorticidade
significativamente menores em magnitude quando comparados aos vortices primarios.
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(a) Solugdo de referéncia. Fonte: [12]. (b) Solugao do Devito.

Figura 5.4: Contorno de 1 para Re = 400 e nx = 129.
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Figura 5.5: Plotagem de v com os vetores da velocidade u e v para Re = 400.

Para uma avaliacdo quantitativa do desempenho do Devito na simulacao do escoa-
mento na cavidade lid-driven, os resultados numéricos sdo comparados com os dados de
referéncia de Ghia através das Tabelas 5.0 e [5.2] A anédlise dos perfis de velocidade u no

corte vertical central e v no corte horizontal central revela padroes importantes sobre a
precisao do método.
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Tabela 5.1: Comparagao dos resultados para u em um corte central (x = 0.5) para uma
malha com nx = 129.

Re =100 Re =400
y Ghia Devito Erro Ghia Devito Erro

1 1 1 0 1 1 0
0.9688  0.78871 0.78340  0.00531  0.68439 0.58757  0.09682
0.8516  0.23151 0.22155  0.00996  0.29093 0.24093  0.05000
0.6172 —0.13641 —0.14281 0.00640 0.02135 —0.05717 0.07852
0.5 —0.20581 —0.20324 0.00257 —0.11477 —0.20438 0.08961
0.2813 —0.15662 —0.14630 0.01032 —0.32726 —0.18978 0.13748
0.0703 —0.04192 —0.04279 0.00087 —0.10338 —0.02740 0.07598

0 0 0 0 0 0 0

Para Re = 100, observa-se uma excelente concordancia entre os resultados do Devito
e os dados de referéncia. Os erros na componente u (Tabela mantém-se na ordem de
1072 a 1072, com destaque para a regiao central (y = 0.5) onde o erro é de apenas 0.00257.
Similarmente, para a componente v (Tabela , 0s erros sao consistentemente baixos,
variando entre 0.00061 e 0.00591, demonstrando a capacidade do Devito em capturar
adequadamente a fisica do escoamento em regime laminar de baixo Reynolds.

Entretanto, para Re = 400, observa-se um aumento significativo nos erros, particu-
larmente nas regides de maiores gradientes de velocidade. Na componente u, os erros
atingem valores de até 0.13748 na regiao de y = 0.2813, enquanto na componente v 0s
erros chegam a 0.14053 em x = 0.8594. Esse comportamento é consistente com as limita-
¢oes observadas qualitativamente na reproducao dos vortices secundarios, sugerindo que
o esquema numérico empregado pode apresentar limitagoes na resolugao de estruturas de
menor escala em regimes de maior Reynolds.

Tabela 5.2: Comparagao dos resultados para v em um corte central (y = 0.5) para uma
malha com nx = 129.

Re =100 Re = 400
g Ghia Devito Erro Ghia Devito Erro
1 0 0 0 0 0 0

0.9688 —0.05906 —0.05967 0.00061 —0.12146 —0.06302 0.05844

0.8594 —0.22445 —0.22195 0.00250 —0.44993 —0.30940 0.14053
0.5 0.05454  0.05534 0.00080 0.05186  0.08607  0.03421

0.2813  0.17527  0.16953 0.00574 0.30174  0.18414 0.11760

0.1563  0.16077  0.15486  0.00591  0.28124  0.15317  0.12807

0.0703  0.10091 0.09665 0.00426  0.19713  0.09665  0.10048
0 0 0 0 0 0 0

Nota-se que os maiores erros concentram-se nas regioes de transicao e proximo aos
vortices secundarios, onde os gradientes de velocidade sdo mais acentuados. As regioes de
escoamento principal e préoximas as paredes apresentam melhor concordancia, com erros
inferiores a 0.01 mesmo para Re = 400.

Esses resultados quantitativos corroboram as observagoes qualitativas anteriores, in-
dicando que o Devito produz solucgoes precisas para escoamentos de baixo Reynolds, mas
pode requerer esquemas numéricos mais avancados ou malhas mais refinadas para capturar
adequadamente a complexidade de escoamentos em regimes de Reynolds mais elevados.
No entanto, esta constatacao merece uma investigacao mais aprofundada.



76

Para avaliar o comportamento do método em regimes de alta turbuléncia, considera-se
agora o escoamento com Re = 10000 e uma malha significativamente mais refinada com
nx = 257 pontos. As simulagoes foram conduzidas com tempo final ¢y = 4000 e passo
temporal At = 3,90625 - 10~%, garantindo estabilidade numérica e convergéncia para o
estado estacionario.

A Figura [5.6| apresenta a solugdo numérica obtida com o Devito, mostrando o campo
de fungao corrente ¥ juntamente com o campo vetorial de velocidades (u, v). Visualmente,
a estrutura geral do escoamento primério ¢ bem capturada, incluindo o vértice principal
que domina a cavidade.

1.0

'0.0000
- —0.0123
0.8
L —0.0246
- —0.0369
0.6
- —0.0492
-
- —0.0615
0.4
- —0.0738
L —0.0861
0.2
—0.0984
-0.1107
0.0

Figura 5.6: Fungao corrente 1) com vetores de velocidade (u,v) para Re = 10000 e malha
257 x 257.

A Figura compara as linhas de contorno de 1 obtidas por Ghia e pelo Devito.
Observa-se que, embora os contornos principais sejam razoavelmente reproduzidos, os
vortices secundarios nos cantos inferiores da cavidade apresentam diferencas perceptiveis
entre as duas solugoes.

(a) Solugéo de referéncia. Fonte: [12]. (b) Solugao obtida com Devito.

Figura 5.7: Comparagao das linhas de contorno da fungao corrente ¢ para Re = 10000 e
malha 257 x 257.
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Uma questao que surge naturalmente é se as discrepancias observadas nos voértices
secundarios decorrem de limitagoes do método numérico ou de artefatos de visualizagao.
Para investigar esta questao, a Figura apresenta um zoom na regiao do canto inferior
esquerdo da cavidade, correspondente ao subdominio [0,0.4] x [0,0.4], limitando o valor
de v, tal que |¢| < 0.002 para garantir que os valores de 1) menores que tal sejam plotados
devidamente.

0.40

0.35 A

0.30

0.25 A

> 0.20 4

0.15 4

0.10 4

0.05 4

0.00 T
0.00 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25 0.30 0.35 0.40

Figura 5.8: Zoom na regidao do canto inferior esquerdo da cavidade ([0, 0.4] x [0, 0.4]).

A Figura mostra a solu¢cao do Ghia com um maior foque nos vortices menores, a
imagem fora editada com um pontilhado em y = 0.1 para uma comparacao mais facil a
seguir.
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RE = 10000, UMIFORM GRID (257 « 257}

Eddy ‘I‘L.I

Figura 5.9: Solucao de referéncia editada com um corte pontilhado em y = 0.1. Fonte:

[12].

Nesta regiao, os valores da func¢ao corrente 1) sdo extremamente pequenos, da ordem de
1073 a 107%, conforme documentado na literatura de referéncia. A Figura apresenta
os valores tabulados por para os contornos da fungao corrente v e da vorticidade w.

Stream lunction Vortieny
Comtour Contour Contour
letter Walue of w number Value of w numbser Value of w

a ~10x 10" 0 10X 107" i} 0.0
b —L0x 107 L L0 = 10 tl +10.5
c —1.0x 10! 2 Lo 10" +2 +1.0
d —~10x 107 3 LOx 1077 +3 £2.0
e —0.0100 4 S0 10" +4 410
[ —-0.0300 b Lo 5 4.0
E =0,0500 & 25% 1077 6 50
h -LL AU f S50

i (L0900 8 LOx 107

J 0. 1000 9 L5x 107

k 01100 ] lox o’

I -0 1150

m 01175

Figura 5.10: Valores de referéncia das Figura a) e para funcao corrente v e vorti-
cidade w. Fonte: [12].

Para uma analise quantitativa adicional, examina-se o perfil da func¢ao corrente v
em um corte horizontal préximo a parede inferior da cavidade (y = 0.1), restrito ao
subdominio x € [0,0.4] para melhor visualizagdo dos vértices secundarios. Os valores
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obtidos, apresentados na Tabela [5.3] evidenciam a variacao de v ao longo da direcao =
nesta regiao.

Tabela 5.3: Perfil da solugao numérica de 1 no corte y ~ 0, 1 para Re = 10000 e nx = 257
(subdominio z € [0, 0.4]).

x Y
0.0078 1.5265-107°
0.0234 1.5295-1074
0.0312 2.7336-10~*
0.0469 5.7028 -10~*
0.0664 9.1129-10*
0.1016 1.1273-1073
0.1562 4.8867-10~*
0.1680 4.8229-107°

Diante desses valores extremamente pequenos (da ordem de 107° a 1073) para os vér-
tices secundarios, conclui-se que as dificuldades de visualizagdo observadas sdo, em grande
parte, decorrentes da escala dos contornos e nao necessariamente de limitagoes do mé-
todo numérico. O Devito é capaz de capturar essas estruturas, porém a resolucao gréafica
padrao nao consegue representa-las adequadamente devido a sua magnitude reduzida.

Diante desses valores extremamente pequenos (da ordem de 107!° a 107) para os vér-
tices secundarios, conclui-se que as dificuldades de visualizacdo observadas nas Figuras
e sao, em grande parte, decorrentes da escala dos contornos e nao necessariamente
de limitagoes do método numérico. O Devito é capaz de capturar essas estruturas, po-
rém a resolucao grafica padrao ndo consegue representa-las adequadamente devido a sua
magnitude reduzida.






CAPITULO

Conclusao

Este trabalho investigou a aplicabilidade da plataforma Devito na resolucdo numé-
rica de escoamentos viscosos incompressiveis utilizando a formulacao corrente-vorticidade
(1 — w) das equagoes de NavierStokes. Os resultados obtidos ao longo do trabalho de-
monstraram que a plataforma é capaz de representar adequadamente problemas classicos
de Dindmica dos Fluidos Computacional por diferencas finitas, reproduzindo solugoes
manufaturadas e padroes de escoamento amplamente documentados na literatura.

A aplicacao da metodologia ao problema da cavidade lid-driven para diferentes niime-
ros de Reynolds evidenciou a capacidade do Devito em capturar as principais estruturas do
escoamento, apresentando resultados consistentes com referéncias classicas da area. Esses
resultados confirmam o potencial da plataforma como ferramenta para prototipagem e
desenvolvimento de métodos numéricos baseados em diferencas finitas.

Além da analise numérica, o trabalho também permitiu investigar aspectos computaci-
onais relevantes associados ao uso do Devito em problemas envolvendo equagoes elipticas
e sistemas acoplados. Observou-se que a estratégia de pseudo-transiente utilizada na so-
lugdo da equagao de Poisson, embora funcional e relativamente simples de implementar,
apresenta limitacdes de desempenho em malhas refinadas devido ao elevado niimero de
iteragoes necessarias para convergéncia.

Nesse contexto, a integragao experimental entre o Devito e a biblioteca PETSc mostrou-
se particularmente promissora. Os testes realizados indicaram ganhos expressivos de de-
sempenho na solugdo da equacao de Poisson, evidenciando o potencial da combinacao
entre geragao automatica de codigo e solvers lineares especializados de alta performance.
Embora a integracdo ainda apresente desafios técnicos e limitagdes de implementacao,
os resultados obtidos sugerem que essa abordagem constitui uma direcao relevante para
futuras aplica¢oes envolvendo problemas de maior porte computacional.

O trabalho também permitiu identificar limitagoes atuais da plataforma relacionadas a
implementacgao de discretiza¢des convectivas com sele¢do dindmica de dire¢ao, necessarias
em esquemas upwind e em métodos convectivos mais sofisticados. Tais limitagoes eviden-
ciam que a utilizacdo do Devito em problemas de Dindmica dos Fluidos Computacional
ainda demanda avancos em determinados recursos internos da ferramenta. Ao mesmo
tempo, esses aspectos abrem perspectivas para o desenvolvimento de novas estratégias de
discretizacao e implementacao adaptadas a arquitetura simbodlica da plataforma.

De maneira geral, os resultados obtidos indicam que o Devito constitui uma ferramenta
promissora para aplicagoes em Dinamica dos Fluidos Computacional baseadas em dife-
rengas finitas, especialmente quando associado a bibliotecas externas especializadas, como
o PETSc. Espera-se que os avancgos recentes da plataforma e o amadurecimento de suas
funcionalidades permitam ampliar sua utilizagdo em problemas envolvendo escoamentos
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mais complexos, métodos numéricos de maior ordem e arquiteturas computacionais de
alto desempenho.

Estudos Futuros

Como perspectivas futuras, destacam-se diferentes possibilidades de expansao e apro-
fundamento da pesquisa desenvolvida neste trabalho. Entre elas, pode-se citar a incorpo-
racao de pré-condicionadores na resolucao dos sistemas lineares, visando aumentar ainda
mais a eficiéncia computacional da integracao Devito-PETSc em simula¢oes de grande
porte. Além disso, a extensao da metodologia para problemas tridimensionais constitui
uma direcao natural para avaliar a robustez e a escalabilidade da abordagem em cenarios
mais complexos de Dindmica dos Fluidos Computacional.

Outra perspectiva relevante consiste na investigacao de geometrias mais complexas
e diferentes tipos de condigoes de contorno, incluindo condi¢gbes de Neumann e Robin,
ampliando o conjunto de aplicagoes trataveis pela plataforma. Também se destaca a
realizacao de estudos de escalabilidade paralela utilizando MPI, permitindo avaliar quan-
titativamente o desempenho da metodologia em arquiteturas de computagao de alto de-
sempenho.
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