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“Se ha muito sofrimento, também ha sempre alegria
e vice-versa. Até as lindas flores algum dia irdo mur-
char e todas as coisas vivas deste mundo nao param
nem por um momento. Estao sempre se movendo e
mudando, esse é o maior prazer existente, a vida das
pessoas € igual.

Mas, se a morte certa espera por todos, nao é a tris-
teza que deveria controlar a vida de todos? Enquanto
se vive, nao importa quantas vezes tente se alivar do
sofrimento, ou quantas vezes buscam por amor e ale-
gria e, a morte sempre acaba com tudo. Se é assim,
para que um homem nasce? Nao podemos fingir que
nao existe a morte, completa e eterna.

Apenas nao se esqueca de uma coisa:

A morte nao é o fim de tudo, a morte é o passo
que leva a vida seguinte. A morte nao é algo defini-
tivo. No passado todos aqueles que nasceram neste
mundo, que foram chamados de santos, puderam su-
perar a morte. Se entender isso, se tornard o homem
mais perto de Deus.

As flores nascem e depois murcham... as estrelas
brilham, mas algum dia se extinguem.... compa-
rado com isso, a vida do homem nao é nada mais
do que um simples piscar de olhos, um breve mo-
mento. Nesse pouco tempo, as pessoas nascem, riem,
choram, lutam, sdo feridas, sentem alegria, tristeza,
odeiam alguém, amam alguém.

Tudo isso em um s6 momento.”

Shaka de Virgem



RESUMO

O objetivo principal deste trabalho é estudar os resultados apresentados por
R. Zeimuller em Poisson Suspensions of Compactly Regenerative Transformations [Z0).
Neste artigo, partindo de um espaco de medida o-finito (X A, ;1) com uma transformagao
ergodica T', o autor considera a agao de T' em “poeiras” enumerdveis de pontos, o que
define uma transformacao T num espaco de probabilidade X. Serd mostrado que T é
invariante e ergddica para uma medida ji em X, que estd relacionada com estes conjuntos
enumeraveis de pontos. Apesar de nao valer o teorema de Birkhoff para o espago inicial
(X, A, 1) que tem medida infinita, vale a convergéncia das médias ergédicas neste novo
espaco, o que permite recuperar a medida de um conjunto A em termos do nimero de
visitas a A se forem consideradas érbitas de conjuntos enumeraveis fi-tipicos ao invés de
olhar para a dérbita de um s6 ponto. Sao estabelecidas ainda condicoes suficientes para
obter um Teorema Central do Limite que acompanha o teorema ergédico de Birkhoff para
S,,. Também faremos um breve estudo sobre conservatividade de aplicacoes em espagos
o-finito com medida total infinita, taxa de errancia de conjuntos de medida positiva e
medida aleatoéria de Poisson.

Palavras-chave: teoria ergddica, sistemas dinamicos, suspensao de Poisson, teorema cen-
tral do limite.



ABSTRACT

The main purpose of this work is to understand the results presented by R.
Zweimiiller on his paper Poisson Suspensions of Compactly Regenerative Transformati-
ons [Z0]. In this paper, considering a o-finite space (X, .4, 1) and a ergodic transforma-
tion 7', the author considers the action of 1" on a countable “ensemble” of points, which
defines a transformation 7' acting on another probability space X. It will be proved that
T is invariant and ergodic for a measure ji on X, which is related to this countable set of
points. We know that Birkhoff’s ergodic theorem is not valid on its classical formulation
to a infinite measure space (X, .4, ), however we have the convergence of the ergodic
means on this new space. This allows us to, somehow, recover the measure of a given
set A just looking at the number of its visits considering the orbits of a ji-typical coun-
table set instead of looking at the orbit of one single point. It is also established some
sufficient conditions in order to get a Central Limit Theorem for S,. We’ll also make a
brief discussion on conservativity of maps on o-finite spaces with full measure infinity,
wandering rate of positive measure and Poisson random measure. We’ll also make a
brief discussion on conservativity of maps on o-finite spaces with full measure infinity,
wandering rate of positive measure and Poisson random measure.

Key-words: ergodic theory, dynamical systems, Poisson suspension, central limit theo-
rem.

vi



SUMARIO

Notagoes
Introducao

1 Teoria Ergodica Classica e Probabilidade
1.1 Teoria da Medida . . . . . . . .. . .. .. ...
1.2 Probabilidade . . . . . . . ...

1.3 Teoria Ergddica Classica . . . . . . . .. .. ... . ...

2 Suspensoes de Poisson
2.1 A Suspensao de Poisson . . . . .. ... oL
2.2 Retornos, Errancia e Caudas de Probabilidade . . . . . . . ... ... ..

2.3 Teorema . . . ...

3 Ergodicidade e o Teorema Central do Limite
3.1 Ergodicidade da Suspensao e o Teorema Central do Limite . . . . . . . .

3.2 Calculoscom a Boole . . . . . . . ..,

vil



NOTACOES

Nesta secao encontram-se os simbolos mais utilizados no decorrer deste texto.
Ressaltamos que alguns destes simbolos precisam de uma descrigao mais detalhada sobre
sua definicao para seu melhor entendimento. Recomenda-se o uso desta se¢ao como
espécie de consulta rapida para relembrar as definicoes ja lidas no texto.

No={0,1,2,3,...}
No={0,1,2,...,00}

X = {#: A — Ny}: conjunto das medidas de contagem definidas sobre um
espaco (X, A, 1)

N(Z) = #(A), VZ € X ¢ A € A: funcoes definidas em X associada ao espaco
(X, A )

U: o-algebra definida em X a partir de N4
T(%) := & o T~": funcdo definida em X a particr de 7 : X — X

vy (z) = min{n > 1; T"(z) € Y}, © € X: registra o tempo da primeira
entrada em Y € A

Tyx =T¥®g, 2 € X: funcdo de primeiro retorno de Y

: medida em Y N A normalizada

1
w(y)

My =

@ (Y) == py (Y N {xz; py(z) > n}): cauda de probabilidade para sua distri-
buicao de retorno

wn(Y) == (V) - SN g (Y): taxa de erréncia

YN = UT]LV;OIT’”Y: uniao das pré-imagens até tempo N — 1



Y, = Y°n{zr € X; ¢(x) = n}: pontos que entram em Y com tempo
exatamente n

Ty (Z) := min{j > 0; Tji:(Y) >0}

n—1
§n<E) = ZNE e} Tk
k=0

52(E) = Vary(5,(B)) = [5 (5.8) ~ £ (5.(2))) di



INTRODUCAO

No primeiro capitulo tracaremos um panorama geral sobre conceitos que pre-
cisamos para o desenvolvimento da teoria, isto é, definicoes e resultados de probabilidade
e teoria ergddica. Na secao de probabilidade lembramos a definicao do processo de Pois-
son bem como a de variaveis aleatérias e seus dois primeiros momentos, esperanca e
variancia. Entre os resultados, destacam-se o teorema central do limite, a lei forte dos
grandes numeros e a unicidade da funcao caracteristica de uma variavel aleatoria. Sobre
teoria ergddica, ressaltamos o contraste entre considerar espagos em que a medida total
¢ finita e os que tem medida infinita devido a falha do teorema da recorréncia de Poin-
carré, por exemplo. Introduzimos a definicao de conservatividade para pedir a condicao
de recorréncia que no caso finito é sempre assegurada.

Ja no segundo capitulo introduzimos os elementos especificos da suspensao
de Poisson, partimos em direcao a construcao de um novo espaco em que nos baseamos
para o desenvolvimento dos resultados. Na primeira secao deste capitulo, consideramos
o espaco formado de todas as medidas de contagem sobre o espaco de medida (X, A4, i)
estudado e uma o-dlgebra de forma a tornar algumas funcoes especiais, N 4, mensuraveis.
Para ligar os espagos considerados, contruimos a medida aleatoria de Poisson com inten-
sidade 1 e uma aplicacao 1" que esta ligada a transformagao 7T inicialmente dada.

Na secao denomidada “Retornos, Errancia e Caudas de Probabilidade” reto-
mamos o conceito de aplicacdo de primeiro retorno além de introduzirmos as defini¢oes
de taxa de errancia e cauda de probabilidade que serao ferramentas para o calculo de
algumas propriedades probabilisticas no espaco das medidas de contagem.

Ainda neste capitulo é feito um estudo sobre a conservatividade de T, onde
estabelece-se algumas equivaléncias para a definicao e verifica-se que é possivel inferir
sobre esta propriedade em termos do conjunto X ou em termos dos conjuntos contidos
em X, como sera visto nas proposicoes 2.2.2 e 2.2.3. Por fim, é enunciado o primeiro
teorema exposto nesta dissertacao que nos da algumas informacoes sobre o valor esperado
e uma primeira versao do teorema central do limite para algumas variaveis aleatérias,
além de nos dizer que, no espaco das medidas de contagem sobre X, quase toda medida
de contagem Z vai medir pontos que retornam a um conjunto Y de medida positiva
considerado.

Ao iniciar o terceiro capitulo, introduzimos o conceito de uma funcao ser re-
gularmente varidvel, ainda definimos quando duas funcoes sao assintdticas e quando uma



controla a outra. Estas defini¢oes nos dao informacoes sobre velocidade de convergéncia
e se duas fungoes convergem a um mesmo limite, donde o segundo principal teorema
nos da ferramentas para estimar a taxa de errancia e estimar a distribuicao do que tera
papel semelhante a soma de Birkhoff. Como 1ltimo tépico, fazemos um célculo intuitivo
de alguns elementos apresentados no texto para o exemplo da transformacao de Boole a
fim de aproximar o leitor dos conceitos introduzidos.



CapriTuLO 1

Teoria Ergddica Classica e
Probabilidade

Neste capitulo iremos introduzir alguns conceitos e terminologias que serao
aqui utilizadas. Ao longo do texto também surgirdo definicbes adicionais que estarao
acompanhadas de uma referéncia para maiores informagoes.

1.1 Teoria da Medida

As primeiras defini¢oes sao referentes a o-dlgebra, espacos de medida e men-
surabilidade de um espago X:

Defini¢ao 1.1.1. Seja Q um conjunto qualquer e A C P(Q). Dizemos que A € uma
o-dlgebra de () se:

i) Qe A
ii) se B € A entio B° € A;
iii) se B, € A, para todo n > 1 entao U B, € A.

Dizemos que (2, A) € um espago mensurdvel.

Seja B C P(R2), a menor o-dlgebra que contém B é chamada de o-dlgebra
gerada por B.

Uma funcdo m : A — Ry é uma medida sobre (2, A) se satisfaz
i) m(0) =0

it) m(Up, By) =Y 02 m(B,) para {B,}7° uma sequéncia de elementos de A dois a
dois disjuntos



(Q, A, m) € dito espago de medida.

Uma fungao f:Q — R € dita fungio mensurdvel se f~'((a,00)) € A para
todo a € R.

Uma medida é m € dita o-finita se for uma medida e existirem { Ay }nen tais
que m(A,) < 0o para todon e Q = U2 A,.

Chamamos a atencao para alguns espacos especiais:

Definicao 1.1.2. Seja (2, A) um espago topoldgico. A menor o-dlgebra que contém os
abertos de A é dita o-dlgebra de Borel. Um espaco topoldgico é dito separdvel se
existe um subconjunto aberto e denso em ). Um espaco métrico Q) € dito completo
se todas as sequéncias de Cauchy sdo convergentes. Dizemos ainda que (2, A,m) € um
espaco standard se A ¢ a o-dlgebra de Borel para alguma métrica separdvel e completa
em €.

Por fim, enunciamos os Teoremas da Convergéncia Monoétona e da Con-
vergéencia Dominada

Teorema 1.1.1 ([Bal], Teorema da Convergéncia Monétona (TCM)). Se f, : @ — R,
uma sequéncia de fungoes mensurdveis tais que

i) fu(x) < fori(z), Y n €N, e quase todo x € Q;
i) lim (@) = f(2);

Entao f é mensurdvel e também

hm fn dm = / fdm

Teorema 1.1.2 ([Bal, Teorema da Convergéncia Dominada). Se |f,| < g qtp, onde g é
integravel, e se f, — f qtp entdo f, e f sdo integrdveis e ainda

/andm—>/gfdm

1.2 Probabilidade

Daremos agora alguns conceitos e resultados de probabilidade com um enfo-
que sobre teoria da medida:



Definicao 1.2.1. Dizemos que o espago de medida (€2, A, m) é um espag¢o de proba-
bilidade se m(§2) =1 e também as fungoes mensurdveis sao frequentemente chamadas
de varidveis aleatorias (v.a.). Dizemos ainda que as varidveis aleatorias {X;}iz1. .n
sao independentes se para todo A; € P(X;(Q)) tem-se

n

m((X1,..., X,) € (A x - x Ay)) = [[m(X; € 4)

i=1

ou, equivalentemente, se os eventos de cada varidveis aleatorias sao independentes. Isto
é, se Ay, Ay € A entao
m(A1 N AQ) = m(Al)m(Ag)

Dizemos ainda que varidveis aleatorias sao tdenticamente distribuidas se tem a
mesma distribuicao de probabilidade.

Exemplo 1.2.1. Seja (2, A,m) um espago de probabilidade. Dizemos que a varidvel
aleatoria X : 0 — R tem distribuicao exponencial com parametro o > 0 se

0, set<0
fot ae *dx, set >0

m(X<t):{

Assim, definamos elementos de suma importancia para nosso estudo:

Definigao 1.2.2 (Esperanca e Variancia). Seja (€2, A, m) um espago de probabilidade e
X : Q = N uma varidavel aleatoria. A esperanca de X € dada por

En(X) :/QX dm

e a variancia de X € definida por

2(X) = Varm(X) /Q (X — E(X))? dm.

O teorema a seguir é muito conhecido e utilizado na teoria de probabilidade
e sua demonstracao pode ser encontrada em [B]

Teorema 1.2.1 ([B], O Teorema Central do Limite). Suponha que {X,} sdo varidveis
aleatorias independentes identicamente distribuidas com esperanca ¢ e uma variancia
positiva o® em um espago de probabilidade (2, A, ). Se S, = X1 + -+ + X,, entao

Sn—TLC n—0o0 1 /t _ﬁ
— <t — — e 2 dx
M( o’n > VT J oo

Precisamos definir uma variavel aleatoria especial: variavel aleatéria de Pois-
son



Definigao 1.2.3 (Distribuicao de Poisson). Seja (2,.A,m) um espago de probabilidade
e X : Q — N uma varidvel aleatoria. Dizemos que X tem distribuicao de Poisson com

parametro A se
—AAk
m(X(Q)=k)= —— I , Vk € Ny

Sobre variaveis aleatérias de Poisson podemos ainda estabelecer um resultado
que facilita o trato destas em termos de sua Esperanca e Variancia

Lema 1.2.1. Sejam (2, A, P) um espago de probabilidade e X uma varidvel aleatdria
com distribuicao de Poisson de parametro \. Entao

Var(X) = E(X) = A

Demonstragao: De fato

E(X) = /QXdP

= / X dP
Uneno {X=n}

neNg

B jz:g/;' X b= EE: u/;

n€eNg n€eNg

Observe entretanto que

Sn /X — Y aP (X =n})

neNp neN

e—AAn
:Zn n!

neN

3 An 1 B An 1
D D AZnT

neN

Mudando os indices, temos

B An 1 B A
/\Z (n—1)! - A‘C“’AZE
n€eNy

e et =\

Logo
E(X)=2A\



Para a variancia

Var(X) = /Q(X — E(X))? dP

= /(X—)\)QdP
Q

= /X2 dP—2/\/XdP+)\2
Q Q

= /X2 dP—2)\2+)\2:/X2 dP — \?
Q Q

Considerando a decomposigao de Q = J, oy, {X = n} temos

/X?dP—A2 = / X2 dpP — \?
Q U {X=n}

neNg
= Z/ X% dP -\’
n€eNg X=n}
B g€ ”_ 2y nA"!
= 2n A 2 1
neNg

Fazendo a mesma mudanca de indices feita no item anterior, obtemos

—,\Z nA" N2 = e Z (”‘*’1))\”_/\2

(n—1)! n!
n€Ng

Observando que

(n+1)A" nA" A"
> T > T > o
neNg n€eNg neNp

A

pois ambas as séries convergem, com limites Ae* e e*, respectivamente. Dessa forma

A"
Var(X) = Xe? Z u —\?
n€eNg -
= de et +et) - AT =)

ou seja
Var(X) = A

|

Também precisamos do conceito de Funcao Caracteristica que é definida a seguir

Definicao 1.2.4. Seja (2, A,m) um espago de probabilidade e X : Q@ — N wma varidvel
aleatéria. A fung¢do caracteristica de X € dada por

o(t) = Ep (™) = / "X dm
Q



Como exemplo, apresentamos a fungao caracteristica da Distribuicao Normal Padrao:

Exemplo 1.2.2. Considere (2, A,m) espaco de probabilidade e X : Q@ — R uma funcgdo tal

que

m[X(Q) =z| = \/12?63022

ou seja, X tem Distribuicao Normal Padrdo e sua funcdo caracteristica €

t2
plt)=e 2

Exemplo 1.2.3. Considere agora (2, A,m) um espago de probabilidade ¢ X : Q — Ny uma
varidvel aleatoria com distribuicdo de Poisson com pardmetro X. Sua fungao caracteristica é
dada por (t) = e =D

Com efeito
p(t) = /eitX dm
Q

— / eitX dm
Unen, {X=n}

n€Ng
-
- ¥ i€ A"
= e
n!
n€eNg
; n
B LA B ezt)\
:6)\2€Ztn7:€>\z( )
n! n!
n€Np n€Ng

Observando que

it \ n ;
Z (")) et
temos _
p(t) = )

Observacgao 1.2.1. Sejam X,Y : Q — R varidveis aleatdrias em (2, A,m). Se ox(t) = @y (t)
entao X eY tem mesma distribuicao de probabilidade, isto € consequéncia do Teorema 26.2

de [B].

Lema 1.2.2. Seja (2, A,m) um espaco de probabilidade e X,Y : Q — Ny varidveis aleatorias
de Poisson independentes com parametros A1 e Ao, respectivamente. Entdo X +Y tem distri-
buicdo de Poisson com parametro A = A1 + Ag.

Demonstragao: Procedamos ao calculo da funcao caracteristica de X 4+ Y e usaremos sua
unicidade para concluir o pedido. Com efeito

oxiy(t) = E<eit(X+Y))

= E (6itX eity) indepe?déncia E(eltX)E(eth)

10



Lembrando que
A1(eft—1)
A2 (6# -1)

(&
e

E(eitX)
E(eitY)

E(eitX)E(eitY) — e)\2(eit_1)e>\2(eit_1)
eA1+A2)(e—1)

temos

= pz(t)

onde Z é uma varidvel aleatéria de Poisson com parametro A; + A2. Da observacao (1.2.1),
segue que X + Y tem distribuicdo de Poisson com parametro A\ 4+ Ao.

a

Propriedades 1.2.1. Sejam (2, A, P) um espago de probabilidade, X1 e Xo varidveis aleatdrias
ea,b,c e R. Entao

i)Ela-X1+b-Xo+c)=a-X1+b-Xo+¢, Va,b,ceR
e, se as varidveis aleatdrias forem independentes, entdo
i) BE(X1 - X2) = E(X1) - E(X3)
iii) Var(a- X1 +b- Xo+¢) = a® - Var(Xy) + b* - VarXy
Demonstragao: A demonstragao segue diretamente das defini¢oes. Comecemos por i):

E(a-X1+b-X2+c) = /(aX1+bX2+c)dP
Q

- /aXl dP+/bX2 dP+/ch
Q Q Q

= a~/X1 dP—l—b-/XQdP—‘rC/dPZG-E(X1)+b-E<X2>+C
Q Q Q

Para ii) observemos que se X; e Xo sao fungoes simples, digamos

ni n2
X1 = ZalAZ (§ X2 = ijBj
i=1 j=1
entao
ni no
X1X2 dP = / aib~ dP
ny n2
indepedencia Y > a;b;P(A;i)P(B;) = E(X1)E(X2)
i=1 j=1

Logo i) é valido para fungoes simples. O resultado geral segue pelo Teorema da Convergéncia
Monoétona tomando sequéncia de funcoes simples convergindo para X; e Xo.

11



Por fim, iii) segue de
Var(a- X1 +b-Xo+¢)= [, ((a- X1 +b-Xa+¢) — E(a- X1 +b- Xa+¢))* dP

E q((a- X1+b Xo) — (aB(X1) + bE(X2)))* dP

= Jo (a(X1 = E(X1)) + b((Xs) = B(X2)))* dP
= Jqa® (X1 — E(X1))* + 2ab(X1 B(X1))(X2 — B(X2)) 4+ b*(Xy — E(X2))? dP

Mas observe que, da definicao
/Q(X E(X;))? dP = Var(X;)
e também, pela independéncia
[ %= B~ B P2 (B~ BB - B(X)

= [(B(X1) - E(X1))(E(X2) — E(X3))] =0

Portanto

Var(a - X1 +b- Xa +¢) = a*Var(X;) + b*Var(X>)
O

Observagao 1.2.2. Por inducdo podemos estender o resultado anterior para mais de duas
varidvets aleatorias.

Observagao 1.2.3. Seja (2, A,m) um espago de probabilidade. Podemos definir a varidvel
aleatoria de Poisson X com parametro A como uma fun¢do que tem contra-dominio Ny =

{0,1,2,...,00}. De fato pois o conjunto onde X assume valor infinito tem medida nula:
= | J{X=n}|U{X =00}
n€eNp

e, lembrando que

e—)\ n
m| Ux=n] =Y mlx=nh=3 nﬁ —1
neNy neNy neNy )

temos
1=m((2)=m U {X=n} | +m{X =00}) =1+m{{X = 0})
n€eNg

donde seque que

m{X =o0}) =0
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Precisamos do seguinte exercicio que é uma aplicacao da unicidade das funcgoes
caracteristicas para distribuicoes de Poisson e da normal padrao:

Lema 1.2.3 (Exercicio 27.3, pagina 379, em [B]). Se Y\ € uma varidvel aleatoria de Poisson
com parametro X\ em (Q, A, m). Entao

m<Y:%A ) ¢§n/

quando A — o0.

Demonstragao: Sabemos que a fungao caracteristica da variavel aleatéria de Poisson Y) com

parametro A é definida por
Lema 1.2.3 it _
Py (8) TETT A

g0 % [on(o(57) o

= am(—ﬁj%)%fmpGV%YQ dm

it

A
= exp| —it— | ex A eﬁ—l
p( vx> P

el on (2) 1 )

Por inducao, mostra-se que as derivadas de f(t) = ev>" em relagdo a t sao dadas

W) = (5 )

Mas observe que, considerando a expansao de Taylor da exponencial de f em torno
de t = 0, temos

Logo temos

por

F@(0)

(- 0)? + Ry()

e = (0)+ FVO) - 0) +

onde f(0) =1, fM(0) = , fP(0) = —% e também

+ It

w0 =3 (Goa )

logo

Agora

ARs(t) = ( ?jﬁ) + J;EA) +. ) 230
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e portanto

pna = e (A (—£+R3<t>))
— e (—f) exp (ARs(1))

Assim

A—0 t2
eyvya(t) = exp | ——=
V5 2

que ¢ a fungao caracteristica da normal padrao e o resultado segue da Observagao 1.2.1.

a

A seguir, enunciamos a lei Forte dos Grandes Numeros e também o Processo de
Poisson que nos auxiliarao na demonstracao de alguns resultados desta dissertacao.

Teorema 1.2.2 (Lei Forte dos Grandes Numeros). Seja (2, A,m) um espago de probabilidade
e X1, Xo,... uma sequéncia de variaveis aleatorias independentes e identicamente distribuidas
com E(X,)=m. Se definimos

Sn:X1_|_..._|_Xn

entao g
p [” s m] =1
n
Seja (€2,.A4, m) um espago de probabilidade e X7, Xo, ... uma sequéncia de varfaveis

aleatodrias. Definindo
Sp=X1+-+ X,

com Sg := 0. Defina também

Ni(w) = max{n € Ny; Sp(w) <t}

Com estas definigoes

Teorema 1.2.3 (Segao 23 de [B],Processo de Poisson). Assuma que, para cada w, Ny(w) €
ndao negativo para t > 0, No(w) = 0 e limy_,o0 Ni(w) = 00. Assuma também que, para todo w,
Ni(w) € nao decrescente e continua a direita enquanto funcao de t de forma que, nos pontos
de descontinuidade, o salto Ni(w) — sup,; Ns(w) € exatamente 1. Se X, sdo independentes e
tdenticamente distribuidas por uma exponencial de parametro o entao

i) Para0 <ty <--- <ty osincrementos N¢,, Nyy—Nyy, ..., Ny, —Ng, | sdo independentes.

ii) Os incrementos individuais tem distribuicio de Poisson

e_o‘(t_s)(a(t — )"

m[Ny — Ny =n| = .

para todon € Ng e 0 < s < t.
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Dessa forma, podemos perceber que IV; nada mais é do que uma variavel aleatéria
construida a partir da soma de variaveis aleatérias independentes identicamente distribuidas
por uma exponencial de parametro a. Mais ainda, observa-se que

) (at)*
k!

m(N; = k) = e~ (@t

ou seja, N; é uma variavel aleatéria de Poisson com parametro at.

As colegbes de varidveis aleatdrias {INy;t > 0} que satisfazem o teorema anterior
sao chamadas de processo de Poisson e o é chamado de taxa do processo.

Teorema 1.2.4 ([B]). O processo de Poisson satisfaz a Lei Forte dos Grandes Numeros.

1.3 Teoria Ergddica Classica

Nesta secao daremos algumas definigoes e discutiremos alguns resultados referentes
a teoria ergddica cldssica, destacando as diferencas e cuidados ao se trabalhar com medida o-
finita. Tendo este objetivo em mente, primeiro precisamos definir a mensurabilidade de uma
aplicacao

Definicao 1.3.1. Suponha (X1, A1,m1) e (X2, Aa, ma) dois espagos de medida.

e Uma transformacao T : X1 — X9 € mensurdvel se T 1Ay C Ay

e Dizemos que uma transformacio preserva medida se T ¢é mensurdvel e mi(T~1By) =
mQ(BQ), VBQ S .AQ,’

Podemos entao definir a ergodicidade de uma aplicagao:

Definicao 1.3.2 (Ergodicidade). Seja (X, A,m) um espagco de medida e T : X — X uma
transformacgao mensurdvel, dizemos que T ¢ ergddica se

VY € Atal que T7'Y =Y = m(Y) =0 oum(Y) =0

Teorema 1.3.1 ([W], Teorema da Recorréncia de Poincaré). Seja T uma transformacao que
preserva medida em um espago de probabilidade (X, A,m) e E € A com m(E) > 0. FEntdo
quase todos os pontos de E retornam infinitas vezes a E sob iteracoes positivas de T'.

Entretanto, observa-se que tal teorema pode ser vélido para espacos que nao tem
medida total infinita, como pode ser visto no exemplo abaixo

Exemplo 1.3.1. Considere a aplica¢do

T:-R —- R
r — x+1

e observa-se tomando o intervalo [0, 1] nenhum ponto retorna a este conjunto.
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Trabalharemos com transformagoes que satisfazem uma certa regularidade sobre
as drbitas, regularidade garantida pelo Teorema da Recorréncia de Poincaré

Definicao 1.3.3 (Conservatividade). Seja (X,.A,m) um espago de medida o-finita. Diremos
que T : (X, A,m) — (X, A,m) é conervativa se T é mensurdvel e, para todo Y € A tal que
0<m(Y) < oo temos Y C Up>1T™"Y.

2
—1
Exemplo 1.3.2 (Boole). Defina T : R — R por Tz := v . Veremos que T preserva

medida de Lebesqgue m. Dado um intervalo A = [a,b]. Temos qge a pré-imagem de A € a unido
de dois intervalos [a1,b1] e [ag,ba], um positivo e um negativo e observe que ay e ay sio as
solucoes de

T(z)=a

ou seja, sao solucoes de

2 —ar—1=0

Lembrando que a1 e as sdo solucdo da equacao anterior, temos

2

(r—a1)(z—ag) =2 —ax —1

e, portanto,
a1 +ax =a

Um cdlculo andlogo pode ser feito para by e by e obter

bi+by=0

Logo

m (T_l[a, b)) = (b1 — a1) + (b2 — az) = b—a =m([a,b))

Também temos que a Boole € conservativa e uma demonstracdo deste fato pode ser
encontrada em [A0)].

Aqui também apresentamos o Teorema Ergddico de Birkhoff

Teorema 1.3.2 (Teorema Ergddico de Birkhoff). Suponha T : (X, A,m) — (X, A,m) uma
transformacao que preserva medida em um espaco o-finito com medida total podendo ser finita
ou nao. Entao, para a soma de Birkhoff de T, temos

n—o0

n—1
lim (i) Zf (T'(z)) = f*, m-qtp e f* € Li(m).
=0

Também f*oT = f* qtp e se m(X) < oo entdo

/f*dm:/fdm
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Corolario 1.3.1. Se T € ergddica entao f* é constante m-qtp e se ainda m(X) < oo temos

fr= (m(lX)> [am e

Se u(X) = oo temos que f* = 0.

Nosso objetivo neste trabalho é tentar extrair alguma informacao extra para trans-
formagoes em espacos de medida total infinita. Mostraremos que, se a transformacgao for
conservativa em um espago o-finito, podemos aplicar o Teorema de Birkhoff & suspensao de
Poisson e tentar recuperar informacoes de nosso sistema original. As aplicagoes deste resultado
envolvem resultados em calculo de probabilidade e Cadeias de Markov, por exemplo.
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CAPITULO 2

Suspensoes de Poisson

2.1 A Suspensao de Poisson

Nosso objetivo é construir uma estrutura alternativa que nos permita obter in-
formagoes sobre o sistema original usando resultados conhecidos. Para o tal, considere (X, A, u, T')
um sistema que preserva medida, com (X, A, 1) espago de medida o-finita e T' ndo necessaria-
mente invertivel.

Denotaremos por X o conjunto das medidas de contagem em (X,.4), isto é, o
conjunto de todas as medidas

7:A—Ng=1{0,1,2,...,00}

que interpretamos como medidas que enchergam pontos nos mensuraveis de A.

Para cada A € A, definimos a fungao

NA:X — NO
= Z(A)

T

como sendo uma funcéo que avalia medidas de contagem em A.

A fim de tornar N4 mensurédvel, consideremos em X a o-algebra U gerada por N4,
ou seja, gerada pelos conjuntos

B :={ieX; Ny(@)>n}, Ac A neNg

Podemos assim definir uma transformacao em X que esteja relacionada a trans-
formagao original. Definimos assim

dada por

T(%) :=FoT

Nossa primeira observacao consiste em entender como 71" e N 4 se relacionam sob a
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composicao. Para x € X , tem-se

NyoT(Z) = Nu(T%)

Na(ZoT™ 1)

= (FoT7H(A)

= Z(T7'A) = Np-14(%)

de onde segue que
Ny ol = Np-14. (2.1)

Fato este que nos permite concluir sobre a mensurabilidade de T , uma vez que, para todo
A € A em um elemento da base B

T'BY = {zeX; Tic B}

€X; ioT ' e BY}

€X; (0T M)A >a}

= {feX; Z(T'A) >a}=BS .,

1
—~
ISIEEE T

Ja construimos um novo espaco, uma nova o-algebra e ja temos uma aplicagao para
estudarmos. Para completar precisamos definir uma nova medida & neste espago e, com isto em
mente, usaremos a Medida Aleatoria de Poisson com Intensidade p. Para uma descrigao mais
profunda sobre a a construcao da medida nos referimos a [S], onde prova-se que, para qualquer
colegao finita de mensurdveis em A: Aj,..., A;, dois a dois disjuntos, as correspondentes
Na,,..., Ny, sao varidveis aleatérias independentes em (X,U, 11). Mais ainda, cada N4 tem
uma distribui¢do de Poisson de parametro p(A):

Eﬁ(NA) — /~ NA d/j Lema:1.2.1 M(A)
X

ou seja,
e M p(Am

FNG () = ——!

e, de sua contrucao, i é a Unica medida que satisfaz estas condigoes.

Para construir a medida precisamos do seguinte teorema e nos referimos a [S] para
a prova do mesmo.

Teorema 2.1.1 ([S]). Sejam (Qn, Apn, Ppn), i =1,2,.... Seja Q@ =Q; x Q2 x ... esejaAa
o-dlgebra gerada pelos conjuntos

C={w=(w1,wa,...):wp € A para k=1,...,n}

sobre todos n e todos A, € Ay para k =1,...,n. Entdo existe uma unica medida de probabili-
dade P em A tal que
P(C) = Pi(A1)...P,(A4)

para todo C.
A construcao é dada pela seguinte proposigao
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Proposicao 2.1.1. Dado um espago de medida (X, A, ), existe, em algum espaco de proba-
bilidade (2, %, P), uma medida aleatdria de Poisson com as varidveis aleatorias em {N(B) :
B e A} em Q com intensidade p.

Demonstragao: A prova resume-se a dois passos.

Passo 1: Assuma que p(X) < oo. Se p(X) = 0 ent@o escolha N(B) identicamente
nulo. Assuma entao que u(X) > 0. Podemos construir uma sequéncia {Z, : Q@ — X, n =
1,2,...} de varidveis aleatérias identicamente distribuidas cada uma com distribuicao u(X) '
independentes. Isto decorre do fato de tomarmos a sequéncia de espagos constantes iguais a
2 e observar que a medida obtida no espago produto é a medida produto (pela unicidade
da medida). Podemos ainda considerar uma varidvel aleatéria de Poisson Y : Q@ — Ny com
parametro p(X) tais que Y e {Z,} s@o independentes pelo mesmo argumento, trocando apenas
a primeira medida da sequéncia por uma Poisson em Y. Observe que aqui as varidveis aleatérias
{Z;} consideradas nao tem contradominio real, sdo apenas fun¢oes mensuraveis de  em X.
Defina

N(B):{ y 0,5eY =0
Zj:l xB(Zj), seY >1

k
Tome k > 2 e sejam By, ..., B, € A disjuntos, com UBj =Xeny,...,nt € Np.
j=1
Fazendo n =n; + - - - + ng temos
P(N(Bl):nla"'7N(Bk)):nk) = P(N(Bl):nlv7N(Bk):nk|N(X):n)P(N(X):n)

= PO _x.(Z)=m.....> x5,(Z;) =nx)P(Y =n)
j=1 j=1

uma vez que, para X temos que yx = 1 determinando somente o nimero de elementos
somados, ou seja, Y (€2). Do fato de termos uma decomposicao de X = U;?:lBj e também

1(Bi)

, a seguinte distribuicao multinomial é a probabilidade

P(ZXBI(Zj) = nl?"')ZXBk(Zj) =ng) =
j=1 j=1
n!

indep. n! " '
T I T) (Zg))) (/ﬁ;)

e assim

Nk
P(Z, = Bi,..., 2%, = B1)) ... (P(ZZ-I = By,..., %, = Bk))

P(N(By) =n1,...,N(By) =ng) = “(Bl)>m . (“(B’“)yk e~ X"

w(X) n!

- mu(Bl)nl oo u(By) e 2= 1(By)
1 k
- w(B1)™ ... u(Bg)"* o~ 1(B;)
(1)) ... (n&!) (B1) ) H



Somando em n1,...,ny exceto n; obteremos

k , .
_ oy p(By)™ _ ) M(B~)n]
P(N(B)) = n;) = 3 [T (n'!) - ey B
ni,...,np € Ng =1 J
ni#vy

o que resulta na medida aleatéria de Poisson para espacos de medida finita.

Passo 2: Neste passo assumiremos p(X) = oco. Como X é o-finito, existem con-
juntos disjuntos X1, Xo,--- € A tais que [J,,cy Xn = X e pu(X;) < oo para cada i. Considere
ainda a medida induzida sobre cada X} dada por ui(B) = (B N Xj). Pelo Passo 1, podemos
construir as medidas aleatérias de Poisson{Ny(B) : B € A}, k =1,2,..., com intensidade py,
definida em algum espago de probabilidade (€2, X, P). Defina agora

N(B)=> Ngk(B), VBe A
neN
e decorre que {N(B)} é uma medida aleatéria de poisson com intensidade p uma vez que
E(N(B)) =Y E(Nk(B)) = Y m(B) = u(B)
neN neN
e a soma de varidveis aleatorias de poisson independentes é distribuicao de Poisson, temos que
N(B) é Poisson se u(B) < co. Se u(B) = 0o temos que N(B) =00 e P(N(B)) = 1.
O

Definicao 2.1.1. ()~(,Z/{, 1t f) ¢ chamada Suspensao de Poisson do sistema (X, A, u,T).

Em teoria ergddica trabalhamos com transformagoes que preservam medida e, como
primeiro resultado, iremos olhar para a preservacio da medida [z e a independéncia das varidveis
aleatérias sobre 1"

Lema 2.1.1. Sejam (X, A, u, T) um sistema de medida invariante e o-finita e ()?,L{,ﬁ, T)
sua Suspensao de Poisson. Entdo, se (Na,,..., Ny,) € uma distribuicio [-dimensional com
Ny, waridveis independentes e A; N A; = 0, parai # j, entdo (Np-14,,..., Np-14,) sdo
independentes. Mais ainda, se T preserva medida entdo T também o faz.

Demonstracao: Para verificar a independéncia basta observar que, se A; N A; = (), entdo
T7'4;NT 'A4; = 0. Do fato de que os conjuntos A; sao dois a dois disjuntos e da igualdade
2.1, segue que (Np-14,,..., Np-14,) sdo independentes.

Agora, para N4 € U qualquer e ainda da observacao 2.1, fi(T N, '(n) = ﬁ(N;llA(n)).

Sabemos que, sobre estes elementos, /i tem distribuicio de Poisson com parametro pu(T~'A) =
w(A), se T preserva medida. Donde segue que

T et DA
n! B n!

TN (n) = = (N ()

Logo T preserva .
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2.2 Retornos, Errancia e Caudas de Probabilidade

Seja T' uma transformagdo conservativa que preserva medida, t.c.p.m., de um
espaco o-finito (X, A, 1) de medida total infinita.

Consideraremos o operador de transferéncia
T: Ly(p) = Li(p)

caracterizado por
/(goT)-ud,u—/g-fud,u,, u€lieg€ Ly
X X

Desta nossa definicao podemos obter 71 =1 uma vez que, para ¢, /g sequéncia

de funcoes simples ¢, = Z a}‘x E7 com, para fixado n, EJ" dois a dois disjuntos, obtemos:
j=1

k:n
TCM .
T-1d = 1 ” noTl d
/xgo 1Y nlé%;:l:ag / XER © 12

. n s TCM
= }ngﬁllgaju(Ej) = /ngu

ou seja,

/gonu—/gdu, Vg (2.2)
X X

que é equivalente a T preservar a medida p. Dessa maneira

/g-rfl d,udeﬁglgao/goT-ld,u:/gdu
X T X

e, portanto

~ ~

g=g-T1 (n—qtp) = T1 =1 (u— qtp)

Ainda

ly = ZTk1Y0{$; p(x)=k}
k>1

Definiremos a seguir uma fungdo que terd papel fundamental em nossos estudos,
sua definicao é muito utilizada em todos os ramos dos Sistemas Dinamicos:

Defini¢ao 2.2.1. Considere (X, A, ) um espago de medida e T uma transformacgdo neste
espago. Seja’Y € A com pu(Y) > 0, definimos

o) =¢y(z) =min{n >1; T"(z) €Y}, z € X
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Definimos ainda o primeiro retorno de Y ¢ dado pela sequinte funcdo

Tyx=T®g, ze X

Se u(Y') < oo entao ¢ é uma varidvel aleatéria no espaco de probabilidade (Y, Y N

A, py), onde iy (E) = “(f(;l)y)

samos de algumas defini¢oes extras. Estas nos dardo a nogao de Cauda de Probabilidades e
Taxa de Errancia.

. Para podermos dar prosseguimento ao nosso estudo preci-

Definicao 2.2.2. i) qn(Y) == puy (Y N{z; ¢y (x) > n}) é a cauda de probabilidade para
sua distribuicao de retorno.

ii) wn(Y) :=pu(Y) - 27]:7:_01 (YY) € dita taxa de errdncia.

Se ainda denotarmos

YN = Uy
Yo=Y
Y, =YNn{z e X; p(x)=n}

Podemos extrair algumas propriedades que decorrem da definicao anterior. Pri-
. . - N-1 . . . .
meiro, de nossa definicdo, ressaltamos que YV = Up—o Yn. Dinamicamente, YV é o conjunto
dos pontos que visitam Y pela primeira vez em tempo inferior a N. Dessa forma

Nyn (@) =2(YN), e X
¢é visto como o nimero de pontos que visitam Y antes do tempo V.
Algumas propriedades decorrem das defini¢oes dadas, a fim disto:

Definigao 2.2.3. Dizemos que Y € um conjunto sweep-out se

Urmv=x  (u-aqtp)

n>1

Lema 2.2.1. Seja T uma transformacdo ergddica e conservativa que preserva medida em um
espaco o-finito (X, A, u). Entdo todo conjuntoY € A com 0 < u(Y) < 0o € sweep-out.

Demonstragao: Da defini¢do de conservatividade

T conservativo < Y C U T7"(Y)

n>1

Agora observe que

' Jrw) | =T

n>1 n>2
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Por outro lado, Y C U T7Y e, dessa forma, T71(Y) C U T "(Y). Logo

n>1 n>2

Urry) = "myulJr

n>1 n>2

= Uro)y=r|{ (v

n>2 n>1

ou seja, U T7"(Y) é um conjunto invariante para 7' com U T7"(Y) | >0poisY C U "
n>1 n>1 n>1
Portanto, segue da ergddicidade de T' e da invariancia supracitada:

Urrm) || =0

n>1

X=Ur™v) (uwqtp)

n>1

|

O lema anterior nos possibilita demonstrar um resultado que dard uma outra forma
de calcular a taxa de errancia em termos dos elementos que estao fora do conjunto Y conside-
rado.

Lema 2.2.2. Se Y € sweep-out para a transformagao T que preserva medida em um espaco
o-finito (X, A, 1), com 0 < u(Y) < oo, entao

p(Y 0 {z, @(x) >n}) = pY N {z; p(x) =n}), paran >1

Demonstragao: Paran >0

Ty n{p>k}) = THYINT{z e X; o(z) > k})
= ({zeY; T(x)eY}H{zeY4T(x) YN
"l € Xi1() > 1)
= {zeY; Tx)eYep(T(x)) > k}HU
U{z eYS T(x) € YC e o(T(z)) > k})

Agora observe que em ambos os conjuntos da decomposigao anterior tem-se T'(z) €

Y¢, donde decorre que
p(T(x) >k & T/ (T(2)¢Y, 0<j<k
& T @) gy, 0<j<k

T2 Ty gy, 0<j<h+1ep@) >kl

Obtemos assim

{reY; T(x)eYep(T(z))>k}={zxeY; plx)>k+1}=YN{p>k+1}
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e, analogamente,

{z €Y Tx)eYep(T(x) >k} ={zeY o) >k+1}=YNn{p>k+1}
Logo
Ty n{p>k) =¥ n{e>k+1HUYN{p>k+1})

Mostremos por inducao agora que

T(YN{p>k}) = O T (Y N {p > k+ DU N{p >k +n)) (2.3)
j=1

Assuma valido para n e mostremos para n + 1:

T n{p >k} = TTHTTNYCN{p > k})

~

L -1 LnJ TN N{e>k+iHUYn{p>k+n}
j=1

CJ T (Y N{e>k+iHUT (YN {p>k+n})
Jj=1

n

= Yo "H Yy n{e>k+ oY n{e>k+(n+1)})
7j=1
Uy n{e>k+(n+1)})
n+1

= Jr"IH Y n{e>k+iHuy n{e > k+n+1})
j=1

0 que prova esta indugao.

Note que, para todo E € A tem-se a decomposi¢ao a seguir
E={Yn{e>0tnE)VYN{p>0tNE)  (uqtp)
Usaremos a igualdade 2.3 para mostrar que
n
=T 0 {e > Y NTIENIY N {p >0} NT(E)  (uatp)
§=0

Com efeito, procedamos por indugao. Para n = 0, temos que a igualdade anterior
é a decomposicao de E apresentada. Para n =1

TYE) = T'Yn{pg>0nEW(Y°n{p>0}nE)
= T Yn{e>0nEWT ' (Y°Nn{p>0}NE)
2E iy n{e > 0)NT Y E)UY N{e>n+1}nT HENI(Y N {p>n+1}NT YE))

ou seja,

T HE)=[T' Y n{e>0DUY n{p>n+1HuYn{e>n+1H)]NnT YE) (2.4)
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Suponha a igualdade vélida para n, para n + 1:

T-(E) = T T(E))

HI U T (Y N{e>i}nT 7 (E)UYN{p>nNT "(E))
j=0

= UT Y n{e > nT(E)NUY N{p>n+ 130T "H(E)
§=0
UYen{e>n+1}ynT-"(E)
n+1

_ U 7= (Y N {p> I NTHENUY N {p>n+1}nT " (E))
=0

donde segue novamente o resultado.

Tomando E = T~'Y, temos
n
Ty = TRy n{e > By n T FIY)O(Yen {p > np n T DY) (2.5)
k=0
Considerando as seguintes igualdades de conjuntos

YN{e>knT VY = {seV; o@)>kn{zeY; TE(z) ey}
= {z€Y; p@x)=k+1}=YNn{p=k+1}

Yen{e>n}nT "y = {2e¥% p)>ntn{zeYs T (z) ey}
= {zeY% px)=n+1}=YNn{p=n+1}

Substituindo as igualdades em 2.5 obtemos

-y — U TR Y n{e=k+1HU(Y°N{p=n+1}).
k=0

Ao medir os conjuntor por u, temos

p(V) =Y p(Y n{p=k+1})+u¥°n{p=n+1})
k=0

Observe que Y = U {Y Nn{p = n}} disjunta e, portanto, ao reescrever a igualdade

neN
acima obtemos

nYn{e>n+1) +p(Y n{e<n+1}) =puY Nn{p <k+1}) + p(Y°N{p=n+1})

Como u(Y Nn{p >n+1}) < u(Y) < oo, obtemos
WY N {p>n+1}) = u(Yon {p=n-+1})

a

Como aplicagao direta deste resultado, obtemos as seguintes propriedades
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Propriedades 2.2.1. Sejam (X, A, u, T) um sistema conservativo que preserva medida e Y €

A, com 0 < p(Y) < 0.

i) :U’(Yn) = :U’(Y) ' Qn(Y)
i) wn(Y) = p(Y™)

Demonstragao: Claramente i) é direto do lema anterior uma vez que

p(Yn) = pYn{z;py(z) =n})
= wY n{p>n})
p(Y N{e>n}) der.
M(Yj M(Yj -

u(Y) - qn(Y)

g - N—1
Para mostrar i) basta observar, de YV = U, 'Yy,

p¥™ = p(UN5Y;)

— S uw)
7=0
z) n—1
= w(Y)g;(Y)
§=0
n—1
= uw(¥) | D qi(Y) | =walY)
j=0

|

Precisamos da seguinte proposicao para caracterizar a conservatividade de T e

poder olhar a conservatividade de Ty:

Proposicao 2.2.1. Seja T uma transformacao que preserva medida em um espaco o-finito

(X, A, 1) entdo sao equivalentes

i) Se W € A é um conjunto errante para T, isto é, W NT~"(W)
(W) = 0;

i) VA€ A, 3 51 xa0 TF > 1, u-qtp em A;
ii) VA€ A, Y i1 xa0 TF = 0o, p-qtp em A;
i) B € A tal que T"Y(B) C B entdo u(B\ T~Y(B)) =0;

v) T € conservativa

Demonstragao: iii) = ii) nao ha o que fazer.

0,

Vn > 1, entdo

v) = ii) Segue diretamente da defini¢ao de 2@1 x4 o TF uma vez que este conta

o numero de reentradas em A.
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ii) = v) Também segue da definicdo de » ;~; xa© T* como contagem.

it) = i) Se W é errante, W N'T~ "W = () e, consequentemente

pW)=p|WA\JT7"W) | =0

n>1

pois, por hipétese, T#(W) retorna a W qtp.

i) = iv) Note que temos a seguinte cadeia de conjuntos dada por aplicagoes suces-
sivas de T~! na hipétese
BoT Y B)>T*B)>...

donde segue que W = B\ T~!(B) é errante e obtem-se
p(W) = u(B\T~1(B)) =0

iv) = ii1) Dado A € A temos

A\ {z € A ZXAoTk:oo} C {x € 4 ISZXAoTk<oo}::B
k>1 k>0

Agora observe que B D T~!(B) uma vez que
xeTﬁl(B):>1§ZXAoTk<oo:>x€B
k>1

pois
1§ZXAOTk§ZXAOTk<OO
k>0 k>1

Da hipotese
T HBNT*V(B)) = w(TH(B\T}(B))) =0, ¥k >0

Usando novamente a cadeia de inclusoes do item anterior podemos decompor B
em pedacos disjuntos da seguinte forma

B = U \T lc+1 ))UﬂTﬁk

k>0 E>0

Agora

pl U@ BNT I (B) | =Y wrH B\ T Y (B)) =0

k>0 k>0

e, para concluir, observe que ﬂ T_k(B ) = (). Isto acontece porque uma vez que cada = € B
k>0

tem um k > 0 minimal para o qual 7%(x) € A com T**!(z) nunca visitando A, pois o niimero

de reentradas ¢ finito. Em particular z ¢ T~ *+1(B).

O
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Corolario 2.2.1. Seja T uma transformacao que preserva medida. Entao

T é conservativa e ergodica <= ZXA 0TV =00, VA A
E>1

qtp, com u(A) >0

Demonstragao: (=) Segue diretamente da proposigao anterior.

(<) A conservatividade segue diretamente da proposi¢ao anterior. Suponha, por
absurdo, que existe A de medida positiva, invariante por 7" e com p(A°¢) > 0. Assim

ZXAoTk:OO #X

k>1

uma vez que existem conjuntos de medida positiva que nao satisfazem essa condigcao dada
pela funcao indicadora. Logo T nao tem conjuntos de medida positiva, invariantes por 1' com
complementar também com medida positiva, o que resulta na ergodicidade.

O

Proposicao 2.2.2. Seja (X, A, u,T) um espago de medida o-finita com p invariante para T,
Y sweep-out com medida finita. Se T' é conservativa entdo

i) A medida restrita plyna € invariante sobre a aplicagao de primeiro retorno em (Y, Y N
A7 N’YﬂA);

ii) Ty € conservativa;

iit) Se T € também ergddica, entao Ty € ergddica em (Y)Y N A, ulyna)-
Demonstracao: i) Considere

B=YnNnA
para algum A € A. Considere também
By ={z € B; p(z) =n}

Observe que
conserv.

UnENBn CcB C UnGNTinB C UnENBn (,U"qtp)

ou seja
B=UpenB,  (p-atp)
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Assim
M|YOA(TY_1-B) = ,U/‘YH.A(T};l(OnENBn))
= M‘YnA(UneNTgl (Br))

= Z #|Y0A(T§13n)
neN

= Z plyna(T™"By)
neN

— Y u(T "B,

neN

= Z M(Bn)

neN
= u(B) = plyna(B)

pois B € A e estd contido em Y. Logo
plyna(Ty ' (B)) = ulyna(B)

ii) Seja B € Y N A tal que B D Ty''(B). Note que, como u(Y) < oo, temos
plyna < oo. Dessa forma

plyna(B\ Ty (B)) = plyna(B) — plyna(Ty ' (B))

entretanto, de i)
ulyna(Ty'(B)) = ulyna(B)

Logo
plyea(B\TyH(B)) = plyna(B) = plyna(Ty ' (B))
= plyna(B) — plyna(B) =0
donde segue a conservatividade da proposicao 2.2.1

ii1) temos apenas que mostrar que Ty safisfaz o coroldrio 2.2.1. Com efeito, VB €
Y NA com u(B) > 0, pela ergodicidade e conservatividade de T, segue do corolério 2.2.1

Z xpoTF =00 (ulyna-atp)
k>1

Agora note que

Z xpoTy = Z Z X8, o T™ =00 (ulyna-qtp)

k>1 k>1n>1

pois se o conjunto onde essa soma nao € infinita tem medida positiva, implicaria que o mesmo
teria medida positiva em {3, <, x5 o T* = co} o que nio acontece (pela ergodicidade de T') O

Proposigao 2.2.3. Assuma que Y é um conjunto sweep-out para T : (X, A) — (X,.A), para
o qual Ty preserva medida para alguma medida finita v. Entdo
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i) T tem uma medida invariante p com plyna = v, dada por

p(A) =Y v(¥n{p>n}NT "A), A€ A

neNp

ii) T € conservativa em (X, A, p);

iii) Se Ty € ergddica em (Y)Y N A, ulyna) entio T é ergddica em (X, A, u).

Demonstragao: i) Seja

wA) =Y vV n{e>n}NT "A), Ac A
n€eNg

como definido. Note que podemos decompor o conjunto em

YNn{g>n}=FNn{p=n+1}HUY Nn{p>n+1})

Dessa forma

pwTA) = > vy nfp>npnTTH(A))

n>0

= > vV n{p=n+1}nT ") +v(Y n{p>n+1} nT "(4))
n>0

= > v¥n{p=n}NnT"(A)+> v(Y n{p>n}nT " (4))
n>1 n>1

Por outro lado, observe que, como a decomposicao dada em 2.2.2

(Y N {p>0}NT°A)) =v(Y NA)

e portanto
Y vV n{e=n}nTA) =v(|JYNn{p=n}nT"(A) =v(Ty' (Y NA))
n>1 n>1

Como Ty, por hipdtese, preserva a medida temos
S v¥n{e=n}nT"M(A4) =v(Y N A)
n>1
donde decorre o pedido.
i1) Observe da definigdo de sweep-out
Urm=x= 17 ")=X, N>1
n>1 n>N

isto é, quase todas as érbitas visitam Y em um tempo tao tardio quanto se queira e infinitas
vezes:

ZXYoTk:OO, em X
k>0
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Seja W € A um conjunto errante para T, isto é,
wWnT""W)=0, n>1
Entao
WAT™"(W)=0=T""(W)nT- ™ W)=T""(0) =0, m>1

dessa forma T—"(W) sao disjuntos. Como u(Y) = v(Y) < oo temos, pela T invariancia da
medida

Y

0o > pu(Y) = p(T™"Y) iz (T_"(Y) nY T_k(W)>

k=0
_ f: u (T—"(Y) n T‘k(W))
k=0

n

_ kzn::ou (T*("*’@(Y) n W) = /W (Z Xy oT(”“) dpu

k=0
Uma vez que

n n
D oxyoT " =3 "yyoT™F Moo
k=0 k=0

quando n — oo temos que a integral do lado direito s6 fica limitada se u(W) = 0. Da proposicao
2.2.1, segue que T' é conservativa.

ii1) Seja A um conjunto T invariante. Note que

Ty (v nA) = [JYn{e=knT*4)
k>1
= Jyn{p=kna=vnA
k>1

Como Ty é ergédica, temos que p(Y N A) =0 ou u(Y NA°) = 0. No primeiro caso,
lembrando da invaridncia de A sob T' temos, para todo n > 1

WT(Y)NA) = p(T(Y 1 A))
= pwYNA) =0

Como de ii) tem-se T" conservativa

Existem ainda algumas tltimas defini¢oes a serem dadas nesta secao. Elas aparecem
como extensao natural de conceitos ja apresentados como, por exemplo o item ii) abaixo, uma
extensao da definicdo da Soma de Birkhoft.
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Definigao 2.2.4. Seja (X, A, p, T) um sistema e (X, U, [i,T) sua suspensdo de Poisson.

i) 7v(%) == min{j > 0; TIZ(Y) > 0};
n—1

ii) Sp(E):=Y NgoT*;
k=0

i) 52(E) = Vary(8,(E)) = [5 (5.(8) ~ B (Su(®)))” di
Observagao 2.2.1. Note que, em i):

(%) = min{j >0; T9% > 0}
= min{j >0; 2oT/(Y) > 0}
= min{j > 0; #(T?Y) >0} = min{j > 0; Np_;y(Z) > 0}

ou seja, Ty (T) representa a primeira vez que T € X consegue enxegar algum ponto em'Y sob a
acao de T'.

2.3 Teorema

Vamos obter os primeiros resultados sobre as varidveis aleatorias Nyn» e aproximé-
las usando o Teorema Central do Limite.

Teorema 2.3.1. Seja T uma transformagdo conservativa que preserva mgdida em um espaco
de medida o-finito de medida total infinita (X, A, u) e considere (X,U,n,T) sua suspensao de
Poisson. Para cadaY € A, 0 < u(Y) < oo, as varidveis aleatdrias Nyn satisfazem

Nyn
E+(Nyn) = Y 1 - 2.
i(Nyn) =wn(Y) e o) (u-qtp) (2.6)
e o Teorema Central do Limite
Nyn — n Y n—o0 1 t ;52
i [ Ny zenlY) _y i>/ e2 ds, Vt€R (2.7)
wn(Y) V2 )
Mais ainda
{ze X; v(@ >n})=e ) n>1 (2.8)

Antes da demonstragao, podemos inferir alguns fatos sobre o teorema anterior. O
que é estabelecido em 2.6 e 2.7 nos diz que os pontos que entram em Y até tempo n tem valor
esperado igual a taxa de errancia, ou seja, ¢ o mesmo que medir os que estao em Y e demoram
mais do que n iterados para voltar. Ji o que é estabelecido em 2.8 nos d4 uma informagao
interessante sobre as medidas em X. Sabemos que wy(Y) P % e, portanto, quase toda
medida T € X, a partir de algum natural suficientemente grande, consegue medir pontos que
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retornam a Y. Isto vem da definicao de 7y e do fato que o valor da medida deste conjunto
para n muito grande ser muito pequena.

Demonstragao: A primeira parte de 2.6 basta apenas juntar uma série de informagoes ja
obtidas. Da definicio da varidvel aleatéria Ny e lembrando que Y = (I, V; = Ul YN

{o =i}

i) de 2.2.1

Ei(Nyn) = p(Y™) 7 =""" wn(Y)
Observe agora que
n—1 .
yre= Ty oy TR X
=0 neN
com Y’ CcYlcY?cC.... Logo
. _ : n
aggpenV) = g pl)
— 3 n
= Y
= p(X) =00

A segunda afirmacao 2.6 é equivalente a dizer que, considerando a medida ) como
sendo a imagem de [ sob a aplicagao

n—1
F | ) Ny, (@) = (s$n)n>1,
3=0 n>1

nos da medida total do evento {w:("y) — 1} no espaco das sequéncias G := {s = (s;);>1: §j €

Ny} com a o-dlgebra produto. Considere agora um espaco de probabilidade qualquer (€2, A, P)
e um processo de Poisson {N;,t > 0} com Ep(N;) = 1.

Agora observe que, do Lema 1.2.1 aplicada ao Processo de Poisson, tem-se
1=Ep(Nj)=a-1=a=1

pois a esperanca do processo N, é at, em particular parat =1 ¢é «

Mas note que ) coincide com a distribuigao de
w = (Ny,(v)(@))n>1 € G

uma vez que sabemos que

a) N, (v) tem distribuicdo de Poisson com pardmetro aw,(Y"). Como a = 1, temos N, (v
com distribui¢ao de Poisson de pardametro wy,(Y);

b) Nyn = Z?:_& Ny, e Nyn tem distribui¢ao de Poisson com parametro wy,(Y).

Como sabemos que o processo de Poisson satisfaz a Lei Forte dos Grandes Niimeros

1.2.4, temos que
Nyn Ny, (v)
1]=P = 1) =1
(o 1) =r (G-
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donde segue o resultado.

Para verificar o Teorema Central do Limite usaremos o Lema 1.2.3 uma vez que
j4 mostramos que wy,(Y’) — oco. Basta observar que E;(Nyn) = w,(Y") e aplicar o resultado.

Obtendo assim
n — ! =
i Mgt "iofl/ e2 ds, VteR
wn(Y) m —00

A fim de mostrar 2.8, observamos que vale a seguinte igualdade de conjuntos
{ry > n} ={Ny» =0}
pois, para n > 1:

min{j > 0; T7Z(Y) > 0} > n
min{j > 0; Z(T7(Y)) >0} > n

n—1
7 < U T‘Y) =0
=0

Y™ =0
Nyn (%) =0 < &€ {& € X; Nyn(Z) =0}

ie{zeX; rv(i)>n}

e 17

onde * segue do fato de nao haver pontos em Y até tempo n — 1. Sendo assim, da primeira
igualdade em 2.6 e da defini¢do de

p({ry = n}) = pa({Nyn =0})
e M) p(ym)0
0!
_ eV, (V)0 _ ownlY)

0!
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CAPITULO 3

Ergodicidade e o Teorema Central
do Limite

Iremos investigar acerca da ergodicidade da aplicagcdo na suspensao de Poisson e
uma espécie de soma de Birkhoff para a suspensao que nos dé informacoes sobre o sistema
inicialmente considerado. Ainda mostraremos que vale o Teorema Central do Limite para a
medida i sob determinadas condicbes, o que torna mais facil trabalhar com esta medida de
construgao abstrata.

Dizemos que uma fun¢do mensuravel
a:(L,00) = (0,00) CR
¢ regularmente variavel de indice p no infinito, denotando por a € R, se

m a(ct)
t—o0 a(t)

=c’, Vee R}

Iremos interpretar a sequéncia (a,)n>0 como funcoes em R associando os reais da
seguinte forma

t—ap).
De forma andloga, denotaremos por R,(0) a familia de fun¢oes
r:(0,e) - Ry
que sao regularmente variaveis de indice p em zero, isto é

r(ct)

= c.
t—0+ T(t)

Diremos que a(t) ~ b(t), isto é, a é assintética a b quando t — oo se
a(t
lim —( ) =1
t—o00 b(t)
e ressaltamos que verifica-se facilmente que esta é uma relacao de equivaléncia.
Denotaremos ainda por a(t) =< b(t), isto é, a controla b se, quando t — oo, a razao
a(t)

——= estd limitada fora de 0 e de oo a partir de algum t( suficientemente grande.

b(t)
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Observacao 3.0.1 (Taxa de Errancia Minimal). A assintota da taza de errancia (w,(Y))
claramente depende de Y e nunca existem conjuntos maximizando esta taxa para um dado
sistema, como pode ser encontrado na Proposi¢cdo 3.8.2 em [A0]. Mas algumas transformagoes
possuem determinado Y com a taxa de errancia minimal, ou seja,

: wn(Z)
himN—mo WN(Y)

>1,VZ e A.

Esta taxa € uma caracteristica assintdtica de T, dita taxa de errancia de T e a denotaremos
por wn(T)

3.1 Ergodicidade da Suspensao e o Teorema Central
do Limite

Teorema 3.1.1. Seja T' uma transformagdo ergédica conservativa que preserva medida em um
espago o-finito standard (X, A, ) com p(X) = oo. Considere ainda (X, U, 11, T) sua suspensio
de Poisson. Entao T € ergddica e, para cada'Y € A com 0 < u(Y) < oo, tem-se

n—oo

S0 ) Gieaty) (31)

Suponha ainda que existe Y tal que

L N-1
by == {wN(Y) T XYn}N>1 (3:2)

n=0

é précompacto em Loo(11), ou seja, existe um nidmero finito de pontos tal que bolas abertas
de um certo raio fixro cubram o conyunto e também by € uniform sweeping, isto €, se existe
K € Ny tal que inf,cp, infycy ZJ 0T u > 0.

Assim, para cada E € Y N A com pu(E) > 0 tem-se o Teorema Central do Limite:

. (gn(Ea)n@%M(E) . t) novss % / ; e ds. Vt€R (3.3)
onde
~ n2
G (E) = Varz[Sn(E)] < wn(Y) .

quando n — oco.

Mais ainda, se (wn(Y)) € Ri—q para algum o € [0, 1] entdo

- 21(E)? n?
7ul(E) ~ T(2—a)l(2+a) w(Y)

n

(3.5)

[o.¢]
quando n — oo e onde I'(t) = / e dx, t > 0.
0
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Observagao 3.1.1. O Teorema Central do Limite, estabelecido em 3.8 no Teorema anterior,
pode ser extendido a toda medida UV < [1, isto pode ser encontrado no Coroldrio 1 em [Z5].

Aqui é interessante observar como o que € estabelecido em 3.1 se assemelha a soma
de Birkhoff apresentada no teorema de Birkhoff 1.3.2, o que precisamente acontece é que quando
tiramos a média das entradas de apenas a 6rbita de um tnico ponto, como é feito no teorema
de Birkhoff, temos que a média de entradas é 0 (como afirmado em 1.3.1), ou seja, a 6rbitas do
ponto quase nunca visitam o conjunto Y dado se o espaco tiver medida total infinita. O que o
teorema anterior diz é que para quase toda medida de contagem que mede as entradas em Y,
isto é, medindo uma nuvem de pontos que entram em Y por acao de T', a média de entrada é
exatamente p(Y).

O que é afirmado em 3.3 nos d4 ferramentas para o trato da medida g, uma vez
que a mesma é de contrugao abstrata e somente sabemos evaluar conjuntos nos geradores
da o-4lgebra. O estabelecido em 3.4 e em 3.5 nos ajuda controlar G2(E) e entender seu
comportamento assintotico, respectivamente, pois conseguimos determinar sua velocidade de

convergeéncia e seu limite.

A fim de demonstrar o Teorema 3.1.1 precisamos de alguns resultados. O pri-
meiro deles é uma nova proposicdo que enunciaremos e apresentaremos uma idéia geral da
demonstragao, pois os detalhes da prova fogem dos objetivos desta dissertacao.

Proposicao 3.1.1. Seja T uma transformagao ergddica conservativa que preserva medida
em um espago o-finito standard (X, A, u) com u(X) = oo. Suponha que exista Y € A com

0 < u(Y) < oo tal que
;N
by = T"xy,
o 5

WN
N>1

é précompacto em Loo(p) e uniform sweeping. Entdo para todo E € Y N A com p(E) >0 e
todo inteiro r > 1 tem-se

[ S2E) du=eontv) [ 518) =) (s (36)

quando n — oo. Se ainda assumirmos que (wn(Y')) € Ri—q para algum « € [0, 1], entdo ainda

temos
[ (5 um R ) (S5 (37)

quando n — 0.

Idéia da demonstracao: A prova consiste em usar o teorema tauberiano de Karamata,
o teorema da densidade monétona e o teorema 2.1 de [Z0], que nos dao informagdes sobre
uma regularidade mais fraca dos quocientes procurados em 3.6 e 3.7. Se consideramos a pré-
compacidade de hy, o operador de transferéncia 1" prova, usando na sua definicdo g = Sﬁ(E)
e a observacao que T1 = 1, os quocientes na forma procurada por meio de uma decomposicao
do espaco X em termos de Y,,.

Segue abaixo o coroldrio desta proposigao que pode ser encontrado em §33 de [A0]:
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Corolario 3.1.1. Seja T wma transformacdo ergodica conservativa que preserva medida em
um espago o-finito standard (X, A, u) com p(X) = oo. Suponha que ezista Y € A com 0 <
w(Y) < 0o as condigoes exigidas sobre 3.2 no Teorema 3.1.1. Entdo Y satisfaz a desigualdade
de Rényi (a transformagdio é Racionalmente Ergddica), ou seja, existe M € (0,00) tal que

/Ys,i(y) dp < M - (/st(y) du)z,Vnz 1

Demonstragao do Teorema 3.1.1: Dividiremos esta demonstracdo em duas partes; i) serd
sobre a ergodicidade da Suspensao de Poisson e ii) sobre o Teorema Central do Limite e
conclusodes sobre a variancia.

i) Como descrito nos Teoremas 3.1.5 e 3.1.7 de [A0], o sistema (X, A, u,T) tem uma extensao
natural conservativa ergédica (X', A, i/, T") e T invertivel. Por definigdo, ter extensio natural
conversavativa ergddica significa que existe uma aplicacao 7 : X’ — X tal que

NA=r'A
IN7woT =Tor
I plont = p

A suspensdo de Poisson da extensdo natural (X',U’,[i',T") é ergédica, isto pode
ser encontrado na Proposigao 2.6.2 de [R]. Nosso objetivo é mostrar que a suspensao de uma
extensao ¢ a extensdo da suspensdo pois isto, aliado ao fato de (X', U', ', T") ser ergddica,
resultard na ergodicidade da suspensao de (X,A,u,T). O primeiro passo nesta direcao é
definir nosta aplicagdo que estendera a suspensao:

por
7 =7(@) =3 on~

Agora, para Ac Aen 'A=A" € A, tem-se

FTTINGH(K) = {# e X'; 77 e N H(k)}
= {FeX 7 (A) =k}
= {#eX; ¥ '4) =k}
{# € X; #(A) =k} =N (k)

onde N’ denota as varidveis aleatérias que geram U’ no espaco X'. Mais geralmente, obtemos
N4 om(2') = Ny (2) (3.8)

e, uma vez que A’ = 771 A, segue o item I) da definicdo de extensdo.
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A observacao a seguir nos garante I1):

(T o 7)(&)(A) = 7(@) (T A4)
= F(r toT HA))

Tor=moT’

ou seja,

Para I11), note que, considerando A’ = 7714

~  ~_ — 3.8 ~ —
por I(NGU(k) = F(NG(R)
e—y’(A’)H/(Al)k

k!
@) (A
- k!

logp—1— e U(A)/JI A k " _
otz CETHAT Gy ()

e isto significa que a medida i’ o 7! é tal que sobre N4 temos distribuicdes de Poisson com
parametro u(A). Fagamos uma observagao sobre a idependéncia entre as varidveis aleatérias:
sejam Aj,..., Aj conjuntos de A dois a dois disjuntos afirmamos que N4, sao idependentes
sob i’ o7, Isto segue diretamente da definicao de /i’ como medida aleatéria de Poisson com
intensidade 4/ e da igualdade 3.8 pois, sobre 1, N;‘; sao idependentes.

Dessa forma, i’ o ™ é uma medida que satisfaz a definicado de ser uma medida

aleatéria de Poisson com intensidade p e, pela unicidade de g, temos a terceira condicao
satisfeita:
~ ~_—1 ~

pom =p

Logo, mostramos que o seguinte diagrama comuta

Suspende

(X, A, 1, T) (X,U, i, T)

1Al o7l St
(X,A,M,T?SME(X,Z/[,M,T)

onde, pelo resultado citado, T ¢ ergodica.

A fim de concluir a ergodicidade de f, seja M C X um conjunto T-invariante
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arbitrario, isto é
T7'M=M = (GFloT YM=7"'M
— (T ) 1M =7 1M
I:>I) (mo T’) =7 1M
— T lox 1(M) FIM =T 'GF M) =7"1M
ou seja, 7 LM é T'-invariante. Como 1" é ergdica segue

77 IM) = 0 ou 7((F1M)°) = 0.

Vamos prosseguir separadamente

FEIM) =0 — for (M) =02 =0

e, na outra possibilidade,
F(FEM)) =0 « @7 (M) = 0" 5(M°) =0
o que nos dé a ergodicidade de T sobre (X JUL )

Para obtermos o que é estabelecido em 3.1 basta usar o corolario do Teorema de
Birkhoff 1.3.1 para a suspensao:
o 1= .1 ~p
lim —S5,(4) = lim *ZNA oT™(z)

n—oo n n—oo N

i1) Para néo carregarmos a notagao, doravante denotaremos por S, a soma de Birkhoff S,,(E)
para todon > 1 e E € A fixo. Paran € Ner € Np fixados, os pontos que visitam F
exatamente 7 vezes em uma medida de contagem & € X é dado por Nycx; g, (x)=r} (%) €, como

estes sao contados r vezes em S, (E), temos

n—1 n—1
Tk
=Y NgoT* = rNyex; sp(@)=r} - (3.9)
k=0 r=1
e podemos, analogamente, escrever
n—1
Sp = Z TX{zxeX; Sp=r}"
r=1
Note que, para n fixo, os conjuntos {z € X; S, =r}, r€{l,..., n—1} sdo dois a
dois disjuntos e, portanto, Ny cx. 5,=r}, 7 € {1,..., n—1} s@o varidveis aleatérias de Poisson

em (X, U, Ji) com E(N{zex; s,=r}) = p({z € X; Sp =r}). Dessa forma

n—1
Vary(Sn(E)) = Vary (ZTN{xeX s, _,,})
“ee n— 1
1.2.1(5%) Zr Varg (Nizex; s,=r}) 121 Zr p({x e X; S, =r})
r=1 r=1
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Por outro lado

n—1

/ SEL dlu = / ZT X{xeX Sp=r} d)u
X r=1
n—1

XA XA / Zr X{zeX; Sp=r} A = Zr p{z € X; S, =r})
Logo
an(E)? = Vary( Zr,u{:neX S, =r}) = /5’2d,u

Assim, tomando r = 2 em 3.6 e, da igualdade anterior, teremos

2 2
9 9 n _n
0,(E) := Vary / Sz du = wn Y) <wn(Y)) (@)
quando n — oo, concluindo assim 3.4.

A fim de concluir 3.5, basta tomar r = 2 em 3.7:

/52 2u(Eu(Y)  n?
IF2+a)l(2—-a) wy(Y)

Para prosserguimos com a demonstragao, precisamos encontrar a funcao carac-
teristica de S, (F). Com efeito

05t = Ez (eitS’n(E))
E- (eit(Z?;f r N{Sn:r})>

m
n—1 n—1

— E\/7 (H eit"'N{Snr}> _ H Eﬂ (eitTN{Sn:r})
r=1

r=1

Assim, obtemos
0358 H Ej (' Nisn=r}) (3.10)

Faremos o cédlculo da esperanga para cada r separadamente. Sabemos que, da
defini¢ao de esperanca, temos

Eﬁ (eitTN{Sn:T}) = /)? et Nisn=r} dﬁ = /X’ COS(t?“ N{Sn:r}) +1 Sen(tr N{Sn:r}) dﬁ
Note também que

X N{_Sn—r}( )U (U N{S%n—r}< )>

neN
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onde 1 (N { 51 _T}( )) = 0 pela contrugao da medida.

Dessa forma

/~ cos(rtNyg, —py) dpp = Z/ cos (rtj) di
% _ .

JjEN {S n= r}

= J
= Zcos rtj) N{Sn r} = ZCOS(th)e_M({Sn:T})M
]EN ]GN ]

Agora observe que

. Ne—p{Sn=r}) [ o—1({Sn=r})
0< lim (/ cos(rt)le ({8 =) < im T S =) =0

j—00 4! j—o00 4!
Logo, pelo Critério da Raiz, a série anterior converge. Analogamente

RN
/ sen(tr Ng, —y) dii = Z sen(rtj)e—ﬂ({Sn:r})M
X jeN I

temos esta série também convergente. Com estas convergéncias, podemos somar as duas séries
e reordenar os termos obtendo assim

/~ eitrNys,=ry  _ Z —k({Sn=r}) M(cos(rtj) + isen(rtj))

X JEN J!
— Z e_ru‘({s’n:r}) u({Sn ': r})] ei”"tj
JEN J:
= Y erudSa=rh (k{Sn :.,T})em)] _ et u({Su=r}) y—u({Su=r})
jEN J:
Em 3.10
n—1 )
05t = [ Ea (" Nisn=n)
r=1
n—1 ) )
— H e n({Sn=r}) g—n({Sn=r}) _ eZ?;f (e —=1)pu({Sn=r})
r=1
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Agora

/ (eitSn _ 1) dp = / (eitzfgll TX{Sp=r} _ 1) du
X X
n—1 )
_ / (H eltTX{Sn:r} _ 1) du
X r=1

n—1 n—1
= / <H et X{sp=r} _ 1) du +/ (H X {sp=ry _ 1> dpu
U;L;11{Sn=j} r=1 (U;Lgll{snzj})c r=1
n—1 n—1
_ Z/ (H eit'rx{sn:,.} _ 1) dM
j=1 {San}

r=1

n—1

= 1) d
jzl/{‘sn:j} (e ) ,u
n—1

= D (" =1)u({S.=1})

r=1

Logo B
E; (eitSn(E)> — olx (e -1)

onde t € R. Fazendo o, := \/02(E), n € N, temos

. (Sn(E) _ nu(E) . Sn(E) itnu(E)
T =% = g 2ontl) vtnpll)
Eﬁ <el ( on on )) = Eﬁ <6 L e on )

~ Sn
_itnu(E) (ztsn (E)) _itnu(E) fX (ezt on 71) du

m ~

On
entao
 Sn(E) _nu(E) 150 E 12 1 5n E) 2

In B3 <e” Snom ) :/ (eltﬁn — 1) du—itw = —+/ (elt?fn — 1) dﬂ—itw—kf

X n 2 X On 2

Agora observe que

2 2 [ 52 1 9, \?

— = — led,u:/ <~n> d,u

2 2 X 0, 2 X On
e também

n—1
/Sndu = /ZXEOde,u
X

X k=0
n—1
= Z/ xeoT" du
k=0"X

n—1

= Z/ XT-+p dp
k=0"X
n—1

= > uwT"E)=nu(E)
k=0
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Portanto

onde

2
w2 42

donde implica-se o Teorema Central do Limite (TCL) se mostrarmos a convergéncia de R, (t) —

0, quando n — oo para todo t. Com efeito

i Sn S, 1 /tS,)\?
2 (1)] < o —(1a2r - Z ([ 2n
LCEA (“an 2(an>>

e, da expansao de Taylor da exponencial, segue

Ru(o)] < [

De 3.6 parar =3

dp

353

53
6 o;

[ S3

6 Jy o3

3 3 n’
[ SHE) duanr) [ S3E) dn= o

e de 3.4
52 T
no wn(Y)
tem-se
S3 du = n®  wp(Y)ywn(Y) 1
xa T e w oY)
Como visto na demonstracao de 2.6
wp(Y) = o0
e assim g3
1
S = Loy
X On wn(Y)
ou seja
S3 n—oo
=3 du 0
X On

. (. . 53
pois, caso contrario, pelo menos um dos quocientes entre T3 e [ x =%
Wn n

ou Q.
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3.2 Calculos com a Boole

Nesta secdo iremos exemplificar os elementos utilizados na dissertagdao usando a
aplicacao Boole. Aqui exibiremos alguns elementos utilizados nesta dissertacao a fim de exem-
plificar uma aplicagao dos resultados aqui apresentados. Lembre-se que a Boole é definida
por

T:-R —- R
2 -1

T

T =

onde, como visto no exemplo 1.3.2, T conservativa e preservando medida de Lebesgue m.
Observe que teremos a seguinte situagao inicial

Figura 3.1: Em preto o grafico da Boole, em cinza a identidade e em vermelho o conjunto
Y =(0,1).

Agora observe que, para Y = (0, 1), temos

) (1
2 2

TY(Y) = (1,

Fazendo
& =min{z €R; 2 € THY)} e & =max{z € R; x € T"1(Y)}

temos o seguinte grafico
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Figura 3.2: Em azul, a pré-imagem de Y.

Ainda
& =min{z €R; 2 € T73Y)} e & =max{z € R; x € T"3(Y)}

e observamos a seguinte situacao

Figura 3.3: Em verde, a segunda pré-imagem de Y.
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onde verifica-se uma tendéncia inicial de preenchimento dos intervalos (—1,0) e (1,00), o
proximo passo nos mostra esta tendéncia

Figura 3.4: Em roxo, a terceira pré-imagem de Y.

Defina

& =min{r €R; 2 € T "(Y)} e =max{z €R; 2 € T"(Y)}

n

Para verificar esta primeira observagao, basta observar que tomando a pré-imagem
positiva T, ' (¢]7) de & e de 1 temos

T7H1LE) = (&6

V5
2

possivel ver que teremos as pré-imagens preenchendo os intervalos (—1,0) e (1, 00) uma vez que,
para n suficientemente grande, a Boole se aproxima da diagonal o que preserva e comprimento
das pré-imagens que contém & . Para os pontos a direita do 0, basta observar que, para todo
e > 0, existe k tal que T~*(Y) N (—¢,0) # 0 pois a Boole é conservativa.

e, tomando as negativas, teremos < ,T__l(ﬁf ) | Prosseguindo desta mesma forma, é

Uma tendéncia analoga é verificada em todos os “saltos” entre as pré-imagens que
tendem a ser preenchidos e uma justificativa andloga pode ser dada olhando para os intervalos
que serao aplicados exatamente ao lado , como verificado na figura a seguir
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Figura 3.5: Em marrom, a quarta pré-imagem de Y.

Dessa forma é possivel ver que, para n suficientemente grande as pré-imagens de
Y tendem a preencher o intervalo (&, ,&1). Assim, apenas computando as medidas, temos que
(& — &) tende a igualar-se a m(Y™). Logo, para n suficientemente grande, teremos

wa(YV) T E m(Y) = (6 — &)

Com isto, para n suficientemente grande, também é possivel inferir o valor aproxi-
mado de ¢, (Y) pois temos

(V) = wn(Y) —wna1 (V) = (& — &) — (&1 — &am1)

Ainda podemos observar que, segundo o teorema 3.1.1, temos

Lam =L (e | =¥ 1= my)
=0

ou seja, para quase toda medida de contagem & a média de entradas em Y por T é u(Y) = 1.
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